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Sammanfattning

Numerisk modell av det manskliga 6gat:
Tillampning av Fourieroptik vid jamforelse av tre olika 6gonmodeller, samt vid undersékning av
synfelen myopia, hyperopia, astigmatism, presbyopia och keratokonus.

Ogat ar en komplex del av den minskliga kroppen. Att kunna simulera det med hjilp av ma-
tematiska modeller gor det enklare att forstd hur synen fungerar, samt hur denna paverkas
av eventuella synfel. Syftet med detta projekt ar att ta fram en sadan numerisk modell och
undersoka synfelen myopia (nérsynthet), hyperopia (langsynthet), astigmatism, presbyopia (al-
derssynthet) och keratokonus. Modellerna skapades i MATLAB och baserades pa Fourieroptik
som tillimpades pa tre olika 6gonmodeller; Gullstrand-Emsleymodellen, Klassiska Emsleymo-
dellen och Exakta Gullstrandstgat. Intensitetsférdelningen léngs ljusets propagationsstricka och
pa nathinnan jamfordes for de olika 6gonmodellerna. Det understktes dven hur synfelen paverka-
de intensitetsfordelningen. Vid simulering av det friska 6gat blir modellen nérsynt for samtliga
o6gonmodeller. Bést resultat fas med den Klassiska Emsleymodellen och dérmed bedéms den
fungera bést med projektets metod. Vidare lyckas simulering av myopia och hyperopia ge en
forskjutning av brannpunkten och astigmatism ger flera bréannpunkter. Den férenklade kerato-
konusmodellen ger ékad néarsynthet och synmodellen med &ldersberoende blir mer nérsynt &n
den icke-aldersberoende. De mer avancerade synfelen, s& som presbyopia och keratokonus, be-
héver dock utvecklas ytterligare for att bli verklighetstrogna. I framtiden skulle det ocksa vara
av intresse att komplettera koden sa att glaségon och korrigeringslinser kan simuleras.

Nyckelord: égonmodell, Fourieroptik, intensitetsférdelning, myopia, presbyopia, astigmatism, ke-
ratokonus, MATLAB
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Abstract

Numerical model of the human eye:
Application of Fourier optics when comparing three different eye models and analysis of the
following visual impairments: myopia, hyperopia, astigmatism, presbyopia and keratoconus

The eye is a complex part of the human body. To be able to simulate it using mathemati-
cal models makes it easier to understand how the human vision works and how it is affected
by visual impairments. The purpose of this project is to create such a numerical model and
to evaluate myopia (nearsightedness), hyperopia (farsightedness), astigmatism, presbyopia (age-
dependent visual impairment) and keratoconus. The models were created using MATLAB and
were based on Fourier optics applied to three different eye models; the Gullstrand-Emsley model,
the Classic Emsley model and the Exact Gullstrand Eye. The intensity plots along the propa-
gation distance of the light and on the retina were compared between the eye models. How the
eye diseases affected the intensity distribution was also reviewed. When simulating the healthy
eye, the model becomes nearsighted for all eye models. The Classic Emsley model yields the
best results and therefore it is deemed to work best for the method of this project. Furthermore
the simulations of myopia and hyperopia give a displacement of the focal point and astigmatism
gives many focal points. The simplified model of keratoconus gives increased nearsightedness
and the model for age-dependence becomes more nearsighted than the non age-dependent mo-
del. The more advanced visual impairments, such as presbyopia and keratoconus, need to be
developed more in order to become realistic. In the future it might also be of interest to improve
upon the code so that glasses and corrective lenses can be simulated.

Key words: eye model, Fourier optics, intensity distribution, myopia, presbyopia, astigmatism,
keratokonus, MATLAB
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1 Inledning

Ungefér en tiondel av virldens befolkning har nagon typ av synfel [2]. For att forklara hur dessa
fel paverkar synen har det skapats flertalet modeller av 6gat, av varierande komplexitetsgrad.
Att korrigera enklare synfel som lang- och nérsynthet ar inget problem i dagsldget, och kan
goras pa manga olika sétt. Nar det géller mer komplicerade 6gonsjukdomar finns det dock séllan
tillfredsstéllande metoder for korrigering av synen.

Bland de mer komplicerade synfelen hittas exempelvis astigmatism och keratokonus. Det finns
korrigerande hjélpmedel for dessa problem, men de ar séllan optimala i funktion eller i komfort
for patienten. For att kunna utveckla béattre hjdlpmedel behévs en tydlig uppfattning om hur
ljuset bryts i 6gat. Ett satt att undersoka detta &r med numeriska modeller som kan vidareut-
vecklas till att bli sjukdomsspecifika. Dessa skulle ge underlag fér att underldtta utformandet
av hjalpmedel och korrigeringar till patienter med ovanliga synfel, och pa sa vis forbéttra deras
livskvalitet.

1.1 Syfte

Syftet med detta projekt &dr ta fram, jaimfora och utvéirdera olika numeriska modeller for ett
maénskligt 6ga. Dessa modeller ska dérefter kunna anvéindas for vidare studier av 6gat och
underldtta simuleringar av diverse synfel, bland annat narsynthet, langsynthet och keratokonus.

1.2 Problemformulering

Projektets huvuduppgift &r att konstruera numeriska modeller som beskriver ljusets brytning
genom ett friskt 6ga. Modellerna baseras huvudsakligen pa Fourieroptik och kommer skapas i
programvaran MATLAB. Utifran dessa skall sa smaningom synfel kunna modelleras, genom att
dndra parametrar och lagga till funktioner i koden. Tanken &r att modellen ska kunna anvindas
for att forsta villkoren i framstéllandet av synhjalpmedel och behandlingar. Att ta fram behand-
lingar dr dock nagot som ligger utanfér arbetets ramar, och detta projekt fokuserar enbart pé
att arbeta med modellen for 6gat samt dess synfel och 6gonsjukdomar.

En forutsattning for att kunna hantera synfel av varierande svarighetsgrad ar att den ursprung-
liga modellen ar av tillrackligt hog komplexitet. Ett exempel ar 6gonsjukdomen keratokonus,
dér hornhinnan blir konformad. For att enkelt kunna anpassa modellen till detta synfel krévs
att den ursprungliga 6gonmodellen tar hansyn till hornhinnans geometri och tjocklek.

Det ar néstintill omo6jligt att gora en exakt numerisk modellering av ett 6ga eftersom modellen
snabbt skulle bli mycket avancerad, beroende pa hur manga empiriska faktorer som tas hdnsyn
till. Ddrmed kommer detta projekt behova arbeta med en férenklad modell. Att avgora vilka
delar som tas med i modellen blir darfér en viktig del i arbetet.

Ett exempel pa en funktion hos 6gat som anses vara for komplex for att modellera &r varia-
tionen av linsens form. Linsens tjocklek varierar med hjélp av ciliarmuskeln for att hjdlpa till att
fokusera bilden. Ifall ljuséverforing in i 6gat undersdks pa konstant avstand blir denna faktor
helt ointressant att studera. Eventuell paverkan fran tjockleken pa linsen har bedémts vara svart
att modellera och kommer ej diskuteras i detta arbete.

Vidare syftar detta projekt enbart till att gora en optisk modell av synen, for att kunna behandla
brytningsrelaterade fel. Darfor ar det naturligt att ignorera biologiska delar av 6gat, exempelvis
hur informationen gar fran nathinnan till hjarnan, eller hur antalet samt férdelningen av tappar
och stavar paverkar bilden.



2 Teori

For att kunna skapa en bra numerisk modell for ett 6ga krédvs bade kunskaper kring dgats
struktur och hur ljus sprider sig. Ogats struktur beskrivs tillsammans med en férklaring av
de olika 6gonmodellerna som anvinds i arbetet. Synfelen som behandlas i den hér rapporten
forklaras ocksé i detalj. Det krévs ndgon form av modell fér ljusspridningen. En vanlig metod
ar Fourieroptik och nedan foljer en teoretisk bakgrund till bland annat detta eftersom det ar
den metoden som rapporten fokuserar pa. Det finns dven en kort introduktion till raytracing,
en alternativ metod for ljusspridning som &r vanlig inom datorgrafik.

2.1 Ogats struktur

Ménniskans 6ga bestar av flera delar med varierande funktion och brytningsférmaga, se Figur
Det yttersta, synliga lagret av 6gat bestar av den genomskinliga hornhinnan och déarefter
O6gonvitan, som ar en del av senhinnan. Innanfér 6gonvitan finns den framre égonkammaren,
som ar fylld med sa kallat kammarvatten. Denna genomskinliga vitska &dr en vattenldésning
innehéllande elektrolyter och har som uppgift att nira badde hornhinnan och dgats lins. Aven
regnbagshinnan, eller irisen som den ocksa kallas, griansar till den framre 6gonkammaren. Den
cirkuldra Oppningen i irisen kallas pupill och med hjalp av ringmusklerna kan den variera i
storlek. Vid hogre ljusintensiteter dras pupillen ihop, medan den vidgas i det motsatta fallet [3].
Pupillens mojliga diameterintervall dr ungefar 1.5-10 mm [4].

Glaskropp

Optisk axel

- Lins Blinda
flacken

Optisk nerv

Nathinna

Figur 1: En schematisk bild av ett ménniskooga. Himtad fran [5].

Likt hornhinnan ar linsen genomskinlig men bestar av circa 35 % av proteiner och resten vatten.
Linsen kan variera i form och storlek beroende pa om ciliarmuskeln, som ar fast till linsen, kon-
traherar eller avslappnas. I det kontraherade laget &r linsen tjockare &n i det avslappnade. Detta
fenomen, kallat ackommodation, gor att linsen kan variera sin brytningseffekt pa inkommande
ljus vilket dr en forutsdttning for att synskirpan ska vara anpassningsbar till olika avstand. Utan
ackommodation skulle det till exempel vara omojligt att fokusera pa objekt som befinner sig pa
olika avstand fran 6gat [3]. Pa grund av linsens inhomogena struktur fas ett brytningsindex som
varierar genom linsen, generellt pa sa satt att brytningsindexet liknar en parabolisk funktion av
avstandet till linsens centrum. Saledes har inte linsen tva brytningsytor, utan odndligt manga
[6]. Notera att &ven om bade hornhinnan och linsen &r viktiga for ljusets brytning i 6gat, sa sker
den storsta brytningen nar ljuset traffar hornhinnan [7].

Bakom linsen finns glaskroppen, en genomskinlig gel bestaende av bland annat sammanbin-
dande kollagenfibrer. Langst bak i 6gats insida befinner sig ndthinnan vars frimsta uppgift ar
att omvandla energin fran det inkommande ljuset till elektrisk energi. Dessa elektriska signaler



skickas dérefter till hjairnan via nerverna. De tva olika typerna av fotoreceptorer som konver-
terar ljusenergin kallas stavar och tappar. Stavarna ar framforallt viktiga for seende i svagare
ljus, samt for periferiseendet. Tapparna ar ddremot ansvariga for farg- och detaljseende. Medan
stavarna ar nagorlunda utspridda pa ndthinnan sa ar tapparna koncentrerade i den sa kallade
gula flacken, beldgen i narheten av ndthinnans mitt. Under den gula flicken finns omrédet dar
nerverna samlar sig och via den optiska nerven gar ut till det centrala nervsystemet. Omradet
kallas saledes for blinda flicken d& den saknar plats for fotoreceptorer [3].

2.2 Ogonmodeller

Det finns en rad olika modeller av ménniskodgat och tre av dessa ar Gullstrand-Emsleymodellen,
den Klassiska Emsleymodellen och det Exakta Gullstrandogat [4]. Datatabeller till dessa finns
i Appendix [A] Den férstndmnda modellen, vars data syns i Tabell 3] &r den enklare av de tre.
I denna antas det bade att hornhinnan kan approximeras till en yta istéllet for tva, samt att
linsen dr homogen. Observera att det finns olika varianter av Gullstrand-Emsleymodellen, men
att detta dr den senare, reviderade varianten.

Den Klassiska Emsleymodellen, se Tabell ] liknar den féregdende modellen med skillnaden att
hornhinnan har en tjocklek och ddrmed dven bade en fram- och baksida. Det Exakta Gullstrando-
gat, se Tabell 5| tar dessutom héansyn till att linsen inte &r helt homogen. Istéillet delar modellen
upp linsen i en inre och yttre del, som har olika brytningsindex. I samtliga tre 6gonmodeller
forutsitts det att ciliarmuskeln som anpassar linsens form ar helt avslappnad. For en bild som
schematiskt visar modellerna, se Figur

(2]
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Figur 2: Schematisk bild av a) Gullstrand-Emsleymodellen, b) Klassiska Emsleymodellen, c) Exakta Gullstrando-
gat.

Gemensamt for ovanstaende modeller dr att de inte tar full hdnsyn till linsens icke-homogena
struktur, dven om det Exakta Gullstrandégat delvis forsoker atgarda det faktumet [4]. Mer
komplicerade 6gonmodeller, s& kallade GRIN-modeller (Gradient Refractive Index), tar hansyn
till denna gradient i brytningsindexet [6].

2.3 Nagra synfel och 6gonsjukdomar

Olika typer av synfel och sjukdomar gor att strukturen pa 6gat och dess funktioner skiljer sig
fran den for ett friskt 6ga, vilket i sig paverkar stralgdngen och ddrmed den resulterande synen.
Nedan foljer ett antal olika synproblem som har undersékts i projektet.

2.3.1 Nar- och langsynthet

Ett vanligt synfel dr narsynthet (myopia) som innebér att brénnpunkten, dér bilden skapas,
hamnar fore nathinnan istéllet for direkt pa denna. I de flesta fall beror detta pa att ogat
ar for langt, men i vissa fall kan det bero pa att hornhinnan &ar fér bojd, vilket leder till for



stark brytningskraft. Omvént innebér langsynthet (hyperopia) att brannpunkten hamnar efter
nathinnan. Det beror oftast pa att 6gat ar for kort och i séllsynta fall pa att hornhinnan ar for
platt. En individ som har antingen nér- eller langsynthet kan med hjalp av en konkav respektive
konvex lins korrigera synen, som visas i Figur (3| [4]

a) Korrigering av narsynthet med konkav lins. (b) Korrigering av 1angsynthet med konvex lins.

Figur 3: Nér- respektive langsynthet, med och utan korrigering. Himtade fran [§] samt [9].

2.3.2 Astigmatism

Om hornhinnan, eller linsen i mer séllsynta fall, inte ar rotationssymmetrisk kan detta resultera
i astigmatism, vilket innebér att flera mindre brannpunkter hamnar pa nédthinnan istéllet for
en enda koncentrerad brannpunkt. Ofta &r brytningsytan mer ellipsformad &n for ett friskt 6ga,
men det kan dven bero pa att brytningsytan dr oregelbunden. En oregelbunden brytningsyta
kan orsakas av olika typer av 6gonsjukdomar eller av skador. Regelbunden astigmatism kan
justeras med hjalp av linser som har speciell kurvatur [4].

2.3.3 Ogats aldrande

Aldrande paverkar 6gat pa en rad olika sétt. Frimst forsimras synen av att linsen hardnar och
att ciliarmuskeln blir svagare, vilket minskar 6gats fokuseringsformaga. Ogats minskade férmaga
till ackommodation kallas for alderssynthet eller presbyopia [3]. Med 6kande dlder minskar dven
o6gonkammarens tjocklek, linstjockleken 6kar och beloppet av kurvaturradien minskar bade for
linsens fram- och baksida, se Tabell [1| [I0]. Dessutom minskar den maximala pupilldiametern
med aldern [4].

Tabell 1: Nigra dgonparametrar som funktion av alder A (ar). Data hiamtad fran [II]. Brytningsindex dr himtade
fran den Klassiska Emsleymodellen och &r ddrmed aldersoberoende.

Yta Kurvaturradie (mm) | Brytningsstyrka (m~!) [ Avstand till ndsta yta (mm)
Hornhinna framsida | 7.79 48.4 0.579
Hornhinna baksida | 6.53 —6.080 3.291-0.01- A
Lins framsida 12.7-0.058 - A s 2.93+0.0236 -A
- - 81
Lins baksida —5.940.0015- A TR 16.79—0.0136 - A




2.3.4 Keratokonus

Keratokonus &r en relativt séllsynt 6gonsjukdom dér hornhinnan blir tunnare, vilket leder till
deformationer. Hornhinnan blir oftast konformad och orsakar svar astigmatism hos patienten [3].
Keratokonus drabbar oftast tonaringar och ar en framatskridande sjukdom vars utveckling pagar
fram till 30-40 ars alder. Att korrigera synen med glasgon ar endast mojligt i tidiga skeden
av sjukdomen men nér sjukdomen utvecklat sig blir formen pa hornhinnan alltfér komplex for
att kunna korrigeras pa detta satt. Istéllet anvinds kontaktlinser for att korrigera keratokonus,
vilket fungerar battre nér sjukdomen har utvecklats [12].

2.4 Synskirpa

Aven om en synskiirpa sigs vara perfekt ur ett medicinskt perspektiv si finns det ett antal
faktorer som egentligen begrénsar denna fysikaliskt sett [4]. En sidan faktor &r aberrationer,
det vill sdga avbildningsfel, s& som sfirisk aberration. Denna typ av aberration uppstar pa
grund av att sfariska ytor bryter ljuset pa olika sdtt beroende pa vilken del av ytan ljuset pro-
pagerar igenom och saledes fas inte en entydig brannpunkt. En annan typ &r monokromatisk
aberration, som uppstar pa grund av att brytningsindexet varierar med vaglangden, vilket ock-
sé leder till varierande brytning och dérmed till flera svagare brannpunkter. Vidare kan ocksa
diffraktion begrinsa synskéarpan, eftersom ljuset fran objektet kommer att sprida ut sig i ett
interferensmoénster. En mer djupgdende bakgrund till diffraktion ges i Appendix

Ytterligare en begriansning &r att bilden som skickas fran néthinnan till hjadrnan egentligen
inte dr kontinuerlig. Detta beror pa att fotoreceptorerna har begriansade ytor och saledes inte
tdcker nathinnan i varje punkt. Dessutom &r det bara tapparna som kan ge fullt detaljseende.
Oavsett denna begréansning, eller de tidigare ndmnda, kan en ménniska utan synfel se skarpa
bilder pa grund av att hjarnan behandlar den fysikaliska informationen sa att den resulterande
bilden blir felfri [4].

For att visa ett kvantitativt samband mellan relativ bildintensitet och avstand eller vinkel till
ett objekt, s& anvinds en sa kallad punktspridningsfunktion (PSF). Denna behandlar hur en
punkt pa objektet smetas ut till en flack pa bilden [4].

2.5 Ljuspropagation med Fourieroptik

Fourieroptik dr en metod som kan anvéndas for att modellera komplexa optiska system bade
analytiskt och numeriskt. For detta behover ljus behandlas som elektromagnetiska vagor som
sedan kan studeras med hjéalp av Fouriertransformer. Elektromagnetiska félt &r i verkligheten
inte komplexviarda men genom att skriva dem pa komplex form fas bade rums- och tidsberoendet
med pa ett enkelt sitt. Féalten ar oftast harmoniskt varierande vilket medfor att tidsberoendet
kan elimineras, men det ar &nda enklare att skriva filten pa komplex form. Det elektriska fal-
tet kan da skrivas E(J:,y,z,t) = E(x,y,z)e‘th, dar den forsta delen motsvarar det rumsliga
beroendet och den exponentiella delen motsvarar tidsvariationen [I3]. Notera att tecken i fetstil
markerar hela filtet med tidsberoende medan smalt tecken motsvarar faltet utan tidsberoen-
de. Det verkliga filtet vid en viss tid ¢ i en punkt (z,y,z) ges av realdelen av det elektriska
faltet pa komplex form. Om féltet skrivs pa komplex form med tidsberoende blir de tva férsta
tidsderivatorna:

1D , 2D ,
I - _UE. 1
ot U oz~ ¢ (1)
Vagekvati V2E L O°E d ljushastighet U b s
age atlionen = — ——= 1ne usnasti eten ¢ = —— 1r da:
gekv , 22 j g —
V2E = —w?popreoer E (2)



dir g, ar den relativa permeabiliteten, juo dr permeabiliteten i vakuum som har virdet 47 - 1077
m kg/C?, &, dr den relativa permittiviteten och gy #r motsvarande for vakuum med ett viirde
p& ungefir 8.854 - 10712 F/m [T4].

Det kan antas att den enda rumsliga variationen av det elektromagnetiska féltet sker i z-riktning
och inte i z- och y-riktning. Det vill sdga att vagens ytor av konstant fas ar odndliga plan vin-

kelrdta mot propagationsriktningen. Detta medfor da att derivatorna %—f, %—5 kan séttas till noll.

Genom att anta att det elektriska féltet bara har en riktningskomponent, exempelvis i z-riktning,
kan vagekvationen forenklas till:
d’E,

W + w2/,60/,6r€067«Ez =0. (3)

Ansétt en 16sning som har formen: ‘
E, = Ege %= (4)

dir Ey ar vagens amplitud. Genom inséttning i Ekv. fas att l6sningen ar giltig om k =
w+/pofireoer vilket ger att den kompletta 16sningen ar:

E, = EyelWi=kz) (5)

2.5.1 Vinkelspektrat for elektromagnetiska vagor

Den komplexa plana vagen som ges av Ekv. (b)) anvinds for att hérleda vinkelspektrat for
ett elektromagnetiskt falt. Vinkelspektrat kan sedan anvédndas for att propagera filtet genom
ett medium, till exempel luft, ett visst avstand. Propagationen ges genom att dela upp det
komplexvéirda elektromagnetiska féltet i ett odndligt antal plana vagor, som ges av Ekv. , och
deras bidrag i det sokta planet. Denna metod kallas fér "Propagation of angular spectrum’, PAS.
Lat U(x,y,0) vara en komplex amplitud for ett félt fran en plan monokromatisk vag, given pa
formen fran Ekv. , som propagerar langst z-axeln i positiv riktning, &t héger, och infallande
mot zy-planet. Det sokta filtet dr da U(x,y, z) som uppkommer vid ett avstand z till héger om
det forsta planet. Over z = 0 planet har funktionen U en tvi-dimensionell Fouriertransform som

ges av:
~ 1 o0 .
A(u,v) = 2 /[ U(u, v, 0)e 9270y g dy (6)

Fouriertransformen gar att betrakta som en uppbrytning av komplicerade funktioner till en
samling av simplare komplexvirda exponentialfunktioner. U kan da skrivas som en invers Fou-
riertransform av sitt vinkelspektra. Betrakta nu en plan vag med likformig amplitud som propa-
gerar langs enhetsvektorn # i riktning given av cosinusriktningen («, 3, ). Cosinusriktningen &r
definierad som cosinus av vinklarna mellan enhetsvektorn och koordinataxlarna. Denna plana
vag kan beskrivas som:

—

By, z) = X (cathurz), (7)

Genom att anvinda denna plana vag inses att Ekv.@ kan skrivas om till:

- a B 1 o0 j2n
A _ _ (ax+By)
(—)\7 S 0) = 2 //_ U(u,v,0)e” "> dxdy (8)

vilket kallas vinkelspekrat f6r stérningen U (x,y,0).



2.5.2 Propagation av vinkelspektrat

Genom att satta @ = % kan Ekv. skrivas om till:

1 o0 .
Alhakys2) = oz [ U, 2)e 000 diay, (9)

Antag tva stycken plan dir avstandet mellan de tva planen ar z, da ska relationen mellan
Ao(ky, ky,0) och A(kg, ky,z) hittas. U(z,y, z) kan skrivas som en invers Fouriertransform och
blir:

Ulx,y,z) = //_ A(kx7ky)ej(kszrkyy)dkxdky' (10)

U maste uppfylla Helmholtz ekvation, (V2+k2)(j = 0, i alla punkter dér det saknas en kélla. Ge-

nom insdttning av Ekv. i Helmholtz ekvation och genom att definiera k, = \/k2 — k% — ky2
med den paraxiella approximationen, diar den imagindra delen av k, ar storre eller lika med noll,
fas att vinkelspektrat i plan 2 blir:

A(ky, Ky, 2) = A(ky, ky, 0)e?F2%, (11)

2.5.3 Den tunna linsens roll i Fourieroptik

Betrakta en lins med brytningsindex n > 1 i vilken ljuset propagerar langsammare &n i vakuum.
Denna lins kan anses vara en tunn lins om en strale som infaller i en punkt med koordinaterna
(x,y) uttrader i ungefir samma punkt pa andra sidan linsen. Det har da skett en forsumbar
forflyttning av stralen. Detta innebér att en tunn lins endast férdrdjer den infallande vagen
proportionellt mot linsen tjocklek i varje punkt (z,y). Genom att definiera linsens maximala
tjocklek som Ay och dess tjocklek i punkten (z,y) som A(z,y) kan den totala fasfordréjningen
beskrivas med:

Linsens brytningsindex ges da av n och dess fasfordréjning av knA(z, y). Striackan mellan de tva
planen som uppkommer vid den tjockaste delen av linsen ger upphov till fasférdréjningen som
ges av den sista termen, k(Ag—A(z,y)). Linsen kan da beskrivas med en fasomvandlingsfunktion
enligt:

T(z,y) = eIkB0 ik(n—1)A(z,y) (13)

Lat det komplexa féltet direkt till vinster om linsen ges av E(x,y) i enlighet med Ekv. och
faltet direkt till hoger av E'(z,y). Da kan filtet efter linsen berdknas genom att multiplicera
linsens fasomvandlingsfunktion, se Ekv., med det infallande féltet och detta falt fas genom
att berdkna:

E'(z,y) = E(z,y)T(z,y). (14)

2.6 Raytracing

Raytracing, stralgang pa svenska, dr en metod som anvinds for att berdkna hur ljusstralar ut-
breder sig i rummet. Metoden anvinds ocksa till att berdkna eventuella kollisionspunkter med
objekt under propagationen. Vid en kollision berdknas intensiteten och ljusstralens nya vinkel
med hjilp av geometrisk optik, se Appendix [C] Den hér processen upprepas ett begrinsat antal
ganger och ger sedan upphov till en bild. Det skulle teoretiskt sett ga att lata processen fortsét-
ta i all odndlighet men det saknar fysikalisk betydelse. Detta da det inte skulle paverka bilden
ndmnvért eftersom att stralarnas energi snabbt minskar och blir obetydlig.

Ett allmént sitt att utfora raytracing ar att berdkna hur alla ljusstralar fran en ljuskélla stud-
sar genom rummet och sedan utvéirdera vilka som hamnar i 6gat, men eftersom det handlar om



ofantligt manga stralar ar det inte ett realistiskt alternativ med begrédnsad datorkraft. Exem-
pelvis skulle en vanlig 40W-lampa i ett rum teoretiskt skicka ut 1.11 - 10?0 fotoner per sekund.
Déarfor ar det vanligt att angripa problemet baklinges. Genom att lata strélarna borja i 6gat
och sedan betrakta deras utbredning genom rummet fas en forenklad, men tillrdckligt bra bild
av vad 6gat ser [15].

3 Metod

Fokus under arbetet var att modellera ett friskt 6ga for att sedan introducera olika synfel och
understka hur de paverkar bilden pa néthinnan. Genom att dela upp 6gat i olika delar kunde
detta astadkommas. Uppdelningen krévdes for att géra den matematiska modellen tillrdackligt
noggrann, men Oven for att kunna dela upp arbetet pa ett sétt som lampar sig for samarbete
och vidareutveckling av koden. Modellen skapades i programvaran MATLAB. For samtliga re-
sultat, om inget annat anges, har foljande viarde pa parametrar valts; objektavstandet &r 5 m,
vagléngden pa ingaende ljus dr 550 nm och pupilldiametern dr 4 mm.

3.1 Modell av det friska 6gat

Grunden for modellen var att med hjalp av Fourieroptik studera hur ett elektromagnetiskt falt
dndras nar det propagerar genom 6gats olika delar, fram till ndthinnan. Pa grund av att den
paraxiella approximationen anvindes i modellen sa undersoktes enbart rakt inkommande ljus.
Det elektromagnetiska faltet skapades baserat pa samplingsavstand, storlek pa bilden i objekt-
planet och standardfunktionen fér en komplexvird cirkular vag. Forst propagerades féltet till
framkanten av hornhinnan, vilket &r den forsta delen av 6gat som paverkar faltet. Hornhinnan
modellerades som en tunn optisk komponent med formen av en positiv menisk, en halvma-
ne, dir ytan mot det infallande ljuset ar konvex och den andra ytan &r konkav [16]. Efter
hornhinnan kommer kammarvéitskan, som enbart modellerades som ett medium med ett speci-
fikt brytningsindex. Propagation genom denna simulerades med PAS, ’Propagation of angular
spectrum’. Linsen dérefter modellerades ocksa som en tunn optisk komponent. Bakom linsen ar
glaskroppen som modellerades likt kammarvatskan. Sist kommer néthinnan, dar intensitetsfor-
delningen av slutgiltig bild berdknades. Tre modeller av 6gat gjordes enligt denna metod, med
konstanter hamtade ifran Gullstrand-Emsley modellen, Klassiska Emsleymodellen samt det Ex-
akta Gullstrandoégat. Den modell som gav bést resultat for det friska 6gat anvindes sedan vid
simulering av synfelen.

3.1.1 Modellering av hornhinna och lins

Hornhinnan och linsen i 6gat har valts att modelleras som tunna optiska komponenter, vilket
introducerades i avsnitt Dessa har skapats som separata objekt med linser som samlings-
namn. De konstanter som beskriver linsobjekten &r brytningsindex i linsen, brytningsstyrka for
forsta ytan, brytningsstyrka for andra ytan och tjocklek hos linsen. Utifran dessa berdknades
brytningsstyrkan och fasomvandlingsfunktionen for linsen. Utgdende elektromagnetiska filt ef-
ter en tunn optisk komponent ges av produkten av fasomvandlingsfunktionen och inkommande
elektromagnetiska filt, enligt Ekv.. Fasomvandlingsfunktionen f6r bade hornhinnan och lin-
sen beskrevs pa samma sdtt i MATLAB. Linsens fasomvandlingsfunktion berdknades genom att
bestamma tjockleken A(z,y) i Ekv.(12)) med hjilp av den paraxiella approximationen samt att
dela upp linsen i tva lika stora delar. Da kunde Ekv. for bade linsen och hornhinnan skrivas
om till

T(r) = e 3kr*/ @) (15)

dér k ar vagtalet, r 4r en matris med avstanden fran origo till godtycklig sampelpunkt i xy-planet
och f ar fokalldingden.



3.1.2 Modellering av kammarvatska och glaskropp

Glaskroppen och kammarvétskan har olika brytningsindex, vilket gor att faltet fordndras nar det
passerar dem. De kan dock inte utformas som tunna optiska komponenter déa deras tjocklek ej
ar forsumbar. Det elektromagnetiska féltets dndring genom dessa tva medium berdknades med
metoden PAS, som beskrevs i Avsnitt Enligt Ekv.@ gavs vinkelspektrat som en dubbelin-
tegral 6ver filtet. En integral kan ses som en summa av integrandens virde multiplicerat med
de infinitesimala stegen dx och dy. Eftersom en dator anvidnder dndliga steg kunde ekvationen
for vinkelspektrat skrivas om som en dubbelsumma av filtet multiplicerat med fasfaktorn, som
var beroende av samplingsavstanden i det aktuella planet. Med hjalp av MATLABs inbyggda
fouriertranform-funktion och med Ekv.@ kunde vinkelspektrat i objektplanet skrivas som

a2

A
472

-FFT(E) (16)
déir a ar sampelavstandet i objektplanet, och berdknas i MATLABE]I enlighet med Ekv.
och samt tidigare resonemang géllande MATLABs inbyggda funktion for Fouriertransform
kunde faltet efter propagation berdknas med

Ey = AK? - N? . IFFT(A,) (17)

dar Ak och A, ar samplingsavstandet i k-planet samt vinkelspektrat i planet efter propagation
och N &r matrisstorleken fran objektet i plan 1.

3.1.3 Beridkning av intensitetsfordelning vid nathinnan

For att berdkna intensitetsfordelningen vid nathinnan ar det viktigt att ingdende elektromagne-
tiska falt och originalbilden har samma samplingsavstand och storlek. Forst berdknades punktsprid-
ningsfunktionen av faltet, vilket sedan faltades med intensiteten av bilden i synplanet. Efter att
detta inverstransformerats gavs intensitetsfordelningen vid néthinnan som en matris. Denna
kunde sedan anvidndas for att rita upp bilden, rita intensitetsfordelningar och jamfora bild-
kvalitet.

3.1.4 Metod for att propagera stralar

For att komplettera koden skapades dven en variant dar virdet hos det elektromagnetiska faltet
berdknades i ménga punkter mellan hornhinnan och néthinnan. Metoden for detta kallas beam
propagation [I7]. Genom att propagera med sma steg kan stralgangen illustreras, vilket liknar
en tvadimensionell variant av raytracing. Detta ar hjdlpsamt for att forsta stralgdngen vid olika
synfel, och ett bra komplement till den ursprungliga metoden.

I modellen har beam propagation method utférts genom att anvinda PAS flera ganger med
mycket liten propagationsstricka. Pa sa sétt d&ndrades det elektromagnetiska filtet sma steg i
taget. Slutligen kunde féltet vid ndthinnan till en intensitetsférdelning, enligt tidigare metod.

3.2 Simulering av synfel och 6gonsjukdomar

Synfelen myopia och hyperopia beror oftast pa att glaskroppen ar fér kort eller for lang. Detta
modellerades enkelt, da endast l&ingden pa propagationsstrickan i glaskroppen behévde dndras.
Fallen da myopia eller hyperopia beror av krokningsradien pa hornhinnan har inte behandlats,
men skulle gd att modellera genom att dndra hornhinnans krékningsradie. For att utfora det
behévs dock data pa hur krokningsradien ser ut.

IFor ytterligare kod, se Appendix



Astigmatism modellerades genom att kombinera hornhinnans fasomvandlingsfunktion med funk-
tionen for en cylindrisk lins nér faltet berdknades efter hornhinnan. Pa den cylindriska linsen
skapades en ojamn yta genom att anvinda Ekv. men istéllet for att ge en matris med alla
avstand fran origo till godtycklig sampelpunkt gavs en matris med alla sampelpunkter i y-led i
bildplanet. Faltet efter hornhinnan blev saledes en multiplikation av faltet innan med transmis-
sionfunktionen fér hornhinnan och den cylindriska linsen.

Ogats &ldrande paverkar flera delar av 6gats anatomi. Funktioner som beskriver férindringarna
i 6gats parametrar finns i tabell [I} For att skapa modellen for ett aldrande 6ga kombinerades
dessa parametrar med modellen for det friska 6gat.

Keratokonus beror som bekant pa att hornhinnan blir deformerad. Att modellera detta ar kom-
plicerat, fraimst pa grund av att sjukdomen paverkar 6gonstrukturen markant. Inga resultat fran
tidigare studier pa exakt hur hornhinnan paverkas av keratokonus har heller hittats, till exempel
hur krékningsradie och tjocklek férdndras. Pa grund av detta finns det inga virden att utga fran.
Istdllet har hornhinnans bada sidor minskats med 10 %, 25 % samt 50 %, trots att detta inte
nodvéandigtvis behover vara rimliga virden for keratokonus. Hornhinnans tjocklek antas vara
konstant, &ven om den i verkligheten minskar.

3.3 Jamforelse av bildkvalitet

En viktig del av resultatet ligger i att jamfora kvaliteten pa bilden som kommer in i 6gat och
bilden som néar nathinnan. Bilden som anvéndes var en Snellentavla, se Figur [4 I detta projekt
jamfordes bilderna forst och framst numeriskt med hjélp av inbyggda funktioner i MATLABs
Image Processing Toolbox. Dessa funktioner har gemensamt att de rdknar ut ett virde pa hur
lika bilderna &r baserat pa olika statistiska metoder och egenskaper i bilden. Dock beh6vde dessa
viarden kompletteras med en subjektiv uppskattning av bildernas likhet, d& ménniskan kan ha
andra asikter om vad som motsvarar en bra bild.

B

P P 2 20/100

20/200

TOZ : =
LPED 4 2050
PECFEFD 5 20/40
EDFC2ZP 6 2030
——

FELOPZD 7 20125
DEFPOTEC 8 20120
I

Figur 4: En Snellentavla. Himtad fran [18].

Tva stycken olika inbyggda funktioner anviandes for att berdkna feluppskattningen mellan bil-
derna. En av dessa var funktionen immse, image mean-squared error, som tar medelkvadratavvi-
kelsen, MSE, mellan tva bilder. Detta anvinds speciellt {or att jamfora tva bilder dir den ena ar
ostord och den andra har ett palagt fel. I detta fall var bilden i objektplanet den ostérda bilden
och bilden pa nédthinnan var den stérda bilden. Den andra funktionen som ocksd anvindes var
SSIM, vilket star for structural similarity index. Det ar ett matt pa bildkvalitet som tar hdnsyn
till luminans, kontrast och struktur i bilden. Véardena ligger i intervallet noll till ett, dar ett
motsvarar att bilderna ar likadana.
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4 Resultat

Projektet resulterade i en numerisk modelﬂ baserad pa Fourieroptik, som kunde anvéndas till
att simulera olika 6gonmodeller och synfel. P4 grund av att den Klassiska Emsleymodellen
gav minst nirsynthet sa valdes den for att fortsdttningsvis modellera synfelen. Resultaten fran
modellerna och synfelen presenteras nedan.

4.1 Resultat for friskt oga

Intensitetsférdelningen ldngs propagationsstréackan, i z-riktning, i 6gat ses i Figur [5] for de tre
olika modellerna for 6gat, den simpla Gullstrand-Emsleymodellen, den nagot mer komplexa
Emsleymodellen och den Exakta Gullstrandmodellen. Vid z = 0 boérjar 6gat och motsvarar
hornhinnans framsida och néthinnan ligger vid z = 24. Pa grund av att brannpunkten, punk-
ten dar fokus ligger, hamnar foére ndthinnan i respektive modell leder det till att alla modeller
motsvarar ett nidgot ndrsynt 6ga, men dir Emsleymodellen ger béast syn eftersom att brénn-
punkten ligger ndrmast ndthinnan. Notera ocksa att det elektromagnetiska féltet dr konstant
och parallellt med z-axeln under propagation genom hornhinnan och linsen.

Intensitetsfordelning langs propagationen Intensitetsférdelning langs propagationen

0 6 12 18 24 0 6 12 18 24

z [mm] z [mm]
(a) Gullstrand-Emsleymodellen (b) Klassiska Emsleymodellen.

Intensitetsfordelning langs propagationen

0 6 12 18 24
z [mm]

(c) Exakta Gullstrandogat.

Figur 5: Stralgang genom 6gat med de olika modellerna. Variabeln y &r en skalad hojd och z &r djupet in i 6gat.
Féargskalan anger hur stark stralintensiteten ar i en given yz-punkt. I Figur (a) visas stralgdngen for Gullstrand-
Emsleymodellen, i Figur (b) visas stralgangen for den Klassiska Emsleymodellen och i Figur (c) visas motsvarande
stralgang for det Exakta Gullstrandogat.

Intensiteten fas genom att berdkna |F \2 och ritas sedan som en funktion av matrisen med y-
punkter i bildplanet. Intensitetsfordelningen pa nédthinnan i bildplanet kan ses i Figur [0] for de
tre olika 6gonmodellerna. En topp kring y = 0 betyder att en stor del av intensiteten hamnar i
samma, punkt. Detta innebér att fokus hamnar i denna punkt och den eventuella bilden pa nét-
hinnan kommer bli fokuserad. Detta innebér att bilden pa nathinnan for Exakta Gullstrandogat

2Se Appendix [E| for komplett kod.
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och Gullstrand-Emsleymodellen kommer bli mer ofokuserad dn fér Emsleymodellen, eftersom
att intensiteten dr utspridd éver bildplanet istéllet for i en punkt.

Intensitetsfordelningen i bildplanet . Intensitetsfordelningen i bildplanet

05} 05 \ \

Intensitet
Intensitet

-1 6 1 -1 B ll) N 1
y(m) %107 y (m) %107
(a) Gullstrand-Emsleymodellen. (b) Klassiska Emsleymodellen.
Intensitetsfordelningen i bildplanet
|
il

‘ i |
HM\I\||||H
u‘w m“u i

r\"‘ _,.w.‘\‘ \ .W ‘VIM

05|

Intensitet

y (m) %10

(c) Exakta Gullstrandogat.

Figur 6: Intensiten pd ndthinnan dar Figur (a) visar Gullstrand-Emsleymodellen, Figur (b) visar den Klassiska
Emsleymodellen och Figur (c) visar det Exakta Gullstrandégat. Samtliga figurer visar en intensitet som tyder pa
att ogat ar narsynt.

Genom att anvinda de inbyggda funktionerna i MATLABs Image Processing Tool kunde felupp-
skattningarna i Tabell 2| berdiknas. Aven dessa viirden bekriftar ovanstidende grafer eftersom att
exempelvis ett lagre MSE-viarde motsvarar en béattre bild. Det gar dven att se pa SSIM-virdet.
Emsley-modellen har ett SSIM-vérde pa cirka 0.7 vilket innebér att bilden p& né&thinnan ar 70
% lik bilden i objektplanet.

Tabell 2: Feluppskattningsviarde for hur bilden pa ndthinnan skiljer sig frén den ingdende bilden, for de olika
modellerna.

Jamforelseverktyg | Gullstrand- Klassiska Emsley- | Exakta
Emsleymodellen modellen Gullstrandogat

MSE 163.0 83.09 150.7

SSIM 0.5375 0.7080 0.5507

4.2 Paverkan pa synen av myopia, hyperopia och astigmatism

I Figur [7] visas intensitetsfordelningen ldngs propagationen genom 6gat for tre stycken synfel,
dédr Emsley-modellen har anvints for samtliga. Dessa adr myopia, hyperopia och astigmatism.
For myopia hamnar fokus strax innan nathinnan medan det fér hyperopia hamnar strax bakom
ndthinnan. Fokus for astigmatism hamnar en bit framfor nathinnan i den har modellen.
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Intensitetsfordelning langs propagationen Intensitetsfordelning langs propagationen
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(a) Myopia, med tillagt fel i brytningsstyrkan  (b) Hyperopia, med tillagt fel i brytningsstyr-
p4 -0.5170 m~*. kan pa 0.6887 m L.

Intensitetsfordelning langs propagationen
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(c) Astigmatism.

Figur 7: Intensitetsfordelningen ldngs propagationen genom 6gat som har berdknats med hjalp av BPM. I Figur
(a) visas ett nirsynt 6ga baserad pa Emsleymodellen, fokalpunkten ligger strax innan nathinnan. I Figur (b) visas
ett langsynt 6ga baserad pa samma modell, notera att fokalpunkten ligger strax efter ndthinnan. I Figur (c) visas
ett 6ga som lider av astigmatism baserad pa Emsleymodellen.

Intensitetsférdelningen pa nathinnan i bildplanet ser i det hér fallet ungefér likadant ut for bade
langsynthet och nérsynhet, enligt Figur [§] eftersom fokus ligger strax innan och strax bakom
néthinnan vilket kan ses i Figur[7] Astigmatism déremot ger upphov till tva stycken maxima pa
ndthinnan.

1 Intensitetsfordelningen i bildplanet 1 Intensitetsfordelningen i bildplanet
| |
i L
205 205 ‘ |
<M [
I 5
| o
| \
| | |
| | \
0 J 0 J \
-1 0 1 -1 0 1
y (m) %1073 y (m) %107
(a) Intensitetsgraf for myopia. (b) Intensitetsgraf for astigmatism.

Figur 8: Intensiteten pd nithinnan {6r badde nirsynthet, Figur (a), och astigmatism, Figur (b), dar den Klassis-
ka Emsleymodellen anvinds fér parametrarna. Notera den tvauddiga formen fér astigmatism som leder till en
utsmetad bild pa nathinnan.

Dessa tva toppar for astigmatism i Figur [8| paverkar synen pa sa satt att objektet blir utsmetad,
eftersom fokus hamnar pa tva olika punkter. Genom att falta PSF:en med objektets matris fas
en bild av objektet i bildplanet, det vill siga pa nathinnan. Detta illusteras bést genom att
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anvanda en Snellentavla och resultatet ses i Figur [9] Hur Snellentavlan ser ut med myopia och
hyperopia aterfinns i Appendix
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Figur 9: En Snellentavla som visar effekterna av astigmatism.

4.3 Paverkan pa synen av presbyopia

Grafen for linsens aldersberoende fas genom att addera funktionerna som ger brytningsstyrkan
for linsens fram- respektive baksida fran Tabell [1] vilken aterfinns i Appendix [D| I Figur
syns BPM-grafer for tre olika aldrar; 20 ar, 40 ar och 80 ar.

Intensitetsférdelning langs propagationen

Intensitetsfordelning langs propagationen

y [mm]

0 6 12 18 24

z [mm] z [mm]
(a) Syn for 6ga med aldern 20 ar. (b) Syn for 6ga med éldern 40 ar.

Intensitetsfordelning langs propagationen

0 6 12 18 24
z [mm)]

(c) Syn for 6ga med &ldern 80 &r.

Figur 10: BPM-grafer for ett 6ga med olika aldrar. Bygger pa bade dldermodellen och den Klassiska Emsleymo-
dellen. I Figur (a) visas BPM-graf for ett 6ga dar aldern har satts till 20 ar. I Figur (b) visas en likadan graf men
aldern har satts till 40 ar. I Figur (c) visas ocksé en liknande graf men for dldern 80 &r.
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4.4 Minskning av hornhinnans kurvaturradie

Figur visar tre olika BPM-grafer, med varierande minskning pa krokningsradien hos horn-
hinnans fram- och baksida. Graferna visar att synen blir simre desto kraftigare symptom av
keratokonus. Detta ar en forenklad modell av sjukdomen keratokonus eftersom formen pa horn-
hinnan inte &r helt konformad samt da modellen varken tar hédnsyn till en tunnare hornhinna
eller att avstandet mellan hornhinna och lins dkar.

Intensitetsférdelning langs propagationen Intensitetsfordelning langs propagationen

0 6 12 18 24
z [mm]
(a) 10 % minskning. (b) 25 % minskning.

Intensitetsfordelning langs propagationen

0 6 12 18 24
z [mm)]

(¢) 50 % minskning.

Figur 11: BPM-grafer med férminskad krékningsradie pa bade fram- och baksidan av hornhinnan, med den
Klassiska Emsleymodellen. I Figur (a) visas BPM-graf {or ett 6ga dir krokningsradien har minskat med 10 %. I
Figur (b) visas en likadan graf men krokningsradien har minskats med 25 %. I Figur (c) visas motsvarande graf
men dar krokningsradien har minskats med 50 %.

5 Diskussion

Projektets numeriska modell har lyckats ge resultat som &r godtagbara for bade det friska
ogat samt for fall da enklare synfel appliceras. Oavsett detta ar det fortfarande viktigt med en
diskussion kring vad som goér modellen mindre verklighetstrogen och vad som realistiskt sett
skulle kunna dndras for att motverka detta.

5.1 Jamforelse mellan 6gonmodeller

Notera forst att alla intensitetsfordelningsgrafer i Figur [ ger nérsynthet. Orsaken till detta &r
oklar, men det kan mojligtvis bero pa approximationer i projektets Fourieroptiksmetod och i
ogonmodellernas parametrar. Dock ger anvandning av den Klassiska Emsleymodellen minst nér-
synthet. For projektets Fourieroptiksmetod lampar sig alltsa denna modell bést, trots att den &r
mindre avancerad dn det Exakta Gullstrandogat. Anledningen till detta &r troligen hur intensi-
tetsfordelningsgrafen berdknas. I det Exakta Gullstrandsogat delas linsen upp i tre mindre linser,
som inte har nidgot avstand mellan varandra. Saledes kan TOK-funktionerna till respektive lins-
del multipliceras ihop direkt vid uppbyggandet av BPM-grafen till en gemensam TOK-funktion.
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Aven om det Exakta Gullstrandégat har delat upp linsen i tre delar s kommer detta alltsd att
ha liten betydelse vid anvidndning av den Fourieroptiksmetod som projektet bygger pa. Detta
innebéar troligen ocksa att en GRIN-lins inte skulle ge béttre resultat, d&ven om det ger en mer
verklighetstrogen modell.

Samma slutsats om modellernas kvalité kan dras fran intensitetsgraferna i Figur [6] Det syns
tydligt att den Klassiska Emsleymodellen, foljt av det Exakta Gullstrandogat, ger mest foku-
serad bild. De tva numeriska jamforelseverktygen, MSE och SSIM, kan anvéndas for att dra
samma slutsats.

5.2 Utviardering av ogonproblemssimulering

De olika synfelen som har undersokts i projektet har varit av olika komplexitet och ddrmed har
kvalitén av respektive simulering varierat. Modellerna for de enklare synfelen har dérfor varit
mer verklighetstrogna i jamforelse med exempelvis keratokonus. Dock &ar det fortfarande viktigt
att paborja undersokningen av de mer komplexa synfelen, sa att det finns en utgangspunkt for
framtida utveckling.

5.2.1 De vanliga synfelens inverkan pa synen

Paverkan pa synen av nir- och langsynthet, samt astigmatism, visas i Figur [} Fér myopia och
hyperopia innebér detta som forviantat en forflyttning av brannpunkten i z-led och medfér i Gvrigt
inga andra intressanta édndringar i BPM-grafen. For astigmatism ar intensitetsférdelningsgrafen
inte ett lika intressant resultat da grafens utseende inte illustrerar uppdelningen av brannpunkten
pa nédthinnan. Istéllet visar BPM-grafen enbart var den resulterande brinnpunkten hamnar.
Detta sidger nagot om vilken grad av nér- eller langsynthet som astigmatismen medfor, vilket
kan vara av intresse ifall en enkel 6verblick for styrkan av synfelet eftertraktas. Figur [§] visar
ddremot tydligare att astigmatism medfoér flera brannpunkter. Notera ocksa att oregelbunden
astigmatism, som inte har modellerats i detta projekt, skulle leda till att fokusets bryts upp i
annu flera punkter.

5.2.2 Effekten av inlagt aldersberoende

I Figur syns intensitetsfordelningsgrafer for tre olika aldrar. Nagot som vid forsta anblick
kan verka som ett 6verraskande resultat ar att brytningspunkten och ddrmed synen i allménhet,
inte verkar paverkas sarskilt med aldern. Detta ar dock en nagorlunda felaktig slutsats pa grund
av att modellen férutsitter konstant objektavstand. Ett av de mer markanta problemen som
uppstar vid 6kande alder ar att formagan till ackommodation férsamras och detta kan inte ut-
viarderas da konstant objektavstand anvinds. Dock &ar det korrekt att graferna verkar tyda pa att
synen vid konstant objektavstand inte ar sarskilt aldersberoende. Pa grund av att hornhinnan
star for majoriteten av brytningseffekten och att den inte paverkas av presbyopia, enligt tabell
[ ar det rimligt att synen inte skulle paverkas markant vid konstant objektavstind. Vidare
verkar det som att fargen pa BPM-grafen, det vill séiga stralintensiteten, verkar bli svagare med
okad alder. Det &r dock svart att dra nagra slutsatser av vad detta beror pa och vad det innebar
praktiskt for synen.

Notera aven att aldersberoendet for samtliga aldrar verkar medféra mer néarsynthet till sy-

nen, vilket syns ifall Figur jamfors med Figur Detta beror troligen pa att den valda
aldersmodellen ar bristféllig, eller inte passar tillsammans med den Klassiska Emsleymodellen.
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5.2.3 Forenklad simulering av keratokonus

Vidare har dven dndringar i hornhinnans kurvaturradie simulerats, vilket syns i Figur Det
ar en grov forenkling av sjukdomen keratokonus, men ger en bild pa hur stor paverkan sjukdo-
men har pa synen. Som forvantat leder minskad kurvaturradie pa hornhinnans brytningssidor
till sémre syn, mer specifikt till 6kad nérsynthet. Dock har ingen cylindrisk lins lagt till, s&
simuleringen ger inte upphov till nagon astigmatism, vilket &r en av de mer karaktéristiska
synfel som keratokonus medfor. Detta hade varit ett bra nésta steg, &ven om det skulle vara
svart eftersom det i projektet saknas tillgdng pa vilken grad av astigmatism som keratokonus
exakt medfor. Dessutom skulle det vara 6nskvért att minska tjockleken pa hornhinnan och 6ka
avstandet mellan hornhinnan och linsen, men dven detta blir svart d& det saknas data.

5.3 Modell mot verklighet

For att forenkla de numeriska modellerna har ett flertal faktorer forsummats, trots att de egent-
ligen har en paverkan pa synen. Exempelvis bertrs inte aberrationer och diffraktion, som tas
upp i Avsnitt Fragan ar om dessa skulle resultera i en sadan stor paverkan pa synskéarpan
att det finns intresse i att modellera dem. P& grund av att hjdrnan dessutom kan hantera de
resolutionsstorningar som skulle folja fran dessa sd finns det liten mening i att ta med dem i
modellen. Att modellera aberrationer och diffraktion skulle da istéllet leda till en modell som
anger sdmre synskédrpa dn vad som skulle erhéllas i verkligheten. Mojligen skulle det vara in-
tressant att ta med dessa enbart i syftet att att fa en okad forstaelse av 6gats optik.

Vidare antas det adven i berdkningarna att bade hornhinnan och linsen kan ses som tunna
optiska komponenter. Kvaliteten av detta antagande kan granskas med hjélp av intensitetsfor-
delningsgraferna, exempelvis de i Figur [} Detta stdmmer inte éverens med verkligheten, utan
ljusets fardriktning ska peka ungefiar mot fokalpunkten, genom hela 6gat. Antagandet att linsen
ar en tunn optisk komponent ar darfor ett relativt daligt antagande da det ger upphov till det
langa plana intervallet i respektive graf. Dock verkar samma approximation fungera béttre for
hornhinnan, eftersom det plana intervallet i bérjan av varje graf inte &r lika tydligt .

I modellerna ar avstandet till objektet en in-parameter som kan varieras. Oavsett detta s
tas ingen hansyn till ackommodation i koden, det vill sdga linsens egenskaper férblir konstanta.
Eftersom att de tre olika 6gonmodellerna antar att ciliarmuskeln ar avslappnad sa borde ob-
jektavstandet enbart fa vara ett stort virde. Notera dock att en fullt avslappnad ciliarmuskel
leder till att linsen &r s& tunn som mojligt och ddrmed ger maximal fokallingd, sa linsen ger i
det nuvarande fallet svagare brytningsstyrka &n i verkligheten. Detta innebér att en 6kning av
objektavstandet skulle leda till &nnu starkare nédrsynthet i Figur 5] for samtliga égonmodeller.
Darmed &r inte valet av objektavstand anledningen till narsyntheten i modellerna. Dessutom
kan det argumenteras ifall det valda objektavstandet pa fem meter ar tillrackligt langt for att
ciliarmuskeln ska kunna antas vara avslappnad.

5.4 Fourieroptik mot raytracing

Den stora skillnaden mellan Fourieroptik och raytracing ar att Fourieroptik betraktar stralarna
som filt medan raytracing betraktar de som geometriska linjer. Det gor att Fourieroptik &r
noggrannare an raytracing, men dven att berdkningarna blir betydligt tyngre. Att berdkning-
arna blir tyngre beror pa att ekvationerna som anvénds for att beskriva Fourieroptik &r mer
komplicerade &n de generella ekvationerna som anviands vid raytracing. Dock gar det att gora
Fourieroptikberdkningarna enklare genom att gora vissa férenklingar och pa liknande sétt kan
raytracingberdkningarna goras mer komplicerade genom att ta hénsyn till ytterligare faktorer.

For att battre kunna modellera synhjalpmedel till 6gonsjukdomar dér ljuset sprids onormalt,
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skulle en tredimensionell raytracingmodell vara ett bra verktyg. Pa sa vis kan ljusets spridning
i 6gat observeras, for att sedan korrigeras med exempelvis en lins. En raytracing-modell skulle
enklare kunna anpassas till geometridndringar i 6gat, nagot som har varit svart att astadkomma
med Fourieroptikmodellen. Vilken metod som &r att foredra beror dock pa vad som Onskas av
modellen, till exempel mer detaljerad 6gongeometri eller mer verklighetstrogen optik.

5.5 Framtida forbattringar till modellen

Tanken har under hela projektet varit att arbetet ska kunna ligga till grund fér vidare utveck-
ling av programmet. Fokus har darfér varit att skapa en fungerande modell for det friska ogat
pa ett sdtt som lampar sig for vidareutveckling och darfor valdes tidigt i processen att arbeta
objektorienterat for att fa en modulariserad kod. Dock var detta problematiskt eftersom pro-
grammeringsspraket som valdes var MATLAB, vilket inte &r objektorienterat i grunden. Andra
programmeringssprak sa som Python hade troligtvis fungerat béttre.

Projektet syftade till att undersdka olika 6gonmodeller och deras synfel. Att simulera synfel
kunde dock inte utforas i den man som 6nskats. En uppenbar utveckling dr ddrmed att forbétt-
ra modellerna for presbyopia och keratokonus samt att ldgga till fler synfel. Exempelvis skulle
gra starr kunna modelleras genom att skapa ett skikt som slapper igenom delar av ljuset.

En annan utveckling av modellen ar att komplettera med kod for att simulera glaségon el-
ler korrigerande linser. Detta skulle kunna goras genom att lagga till ytterligare en tunn optisk
komponent pa ett litet avstand ifran hornhinnans framsida, och anvinda en propagationsmetod
sd som PAS dédremellan. Fér 6gon som har mer komplicerade synfel kan det pa sa vis testas
numeriskt vilken sorts korrigering som skulle ge béast bild. Forhoppningen ar att detta kan vara
ett hjalpmedel i utvecklingen av glaségon och linser fér exempelvis patienter med keratokonus.

6 Slutsatser

Under projektet har Fourieroptiska modeller for 6gat och synen skapats, och jamforelserna mel-
lan de tre modellerna visar att samtliga modeller gav en viss narsynthet. Dock var den Klassiska
Emsleymodellen minst nérsynt, och anvindes diarmed till vidare simuleringar av synfel. Vid
vidare utveckling av programmet rekommenderas forst och fraimst att undersdka vad denna nér-
synthet beror pa.

Simuleringarna av nirsynthet, langsynthet och astigmatism gav verklighetstrogna resultat. Un-
dersokning av aldersberoende gav resultat som pekade pa att synen inte paverkas av aldrande,
vilket enligt alla andra kéllor inte stdmmer. Detta resultat berodde péa att modellen inte tar
hénsyn till linsens formaga till ackommodation, vilket ar vad som huvudsakligen paverkas av
aldrande.

Det visade sig vara mycket mer komplicerat att modellera keratokonus &n forvintat och den
priméra svarigheten lag i att avbilda den onormala formen hos hornhinnan. Eftersom hornhin-
nan i modellen antogs vara en tunn optisk komponent och inte en geometrisk form, kunde inte
konformad geometri tillampas i berdkningarna och ddrmed &r simuleringen som utfoérdes valdigt
forenklad.

Ogonmodellen har under projektet anvints for att simulera 6gat och dess synfel med syftet
att Oka forstdelse. S& som modellen &r just nu finns dock inget anvindningsomrade for den.
Daremot ser vi en potential i att modellen kan utvecklas for att bli ett stod i framstéllandet av
lampliga synhjélpmedel till ovanligare sjukdomar.
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A Datatabeller till 6gonmodeller

Tabell 3: Data for ménskligt 6ga, enligt den reviderade Gullstrand-Emsleymodellen. Virden hdmtade fran [4].

Medium /yta Brytningsindex Kurvaturradie Brytningsstyrka Avstand fran horn-

(mm) (m™h) hinnans framsida
(mm)

Luft 1.000 - - -

Hornhinna framsida | - 7.80 43.1 0

Kammarvatten 1.336 - - -

Framre linsyta - 11.0 7.82 3.60

Lins 1.422 - - -

Bakre linsyta - —6.48 13.3 7.30

Glaskropp 1.336 - - -

Néthinna - - - 24.1

Tabell 4: Data for ménskligt 6ga, enligt den klassiska Emsleymodellen. Virden hamtade fran [4].

Medium/yta Brytningsindex Kurvaturradie Brytningsstyrka Avstand fran horn-

(mm) (m™h) hinnans framsida
(mm)

Luft 1.0003 - - -

Hornhinna framsida | - 7.80 48.3 0

Hornhinna 1.3771 - - -

Hornhinna baksida | - 6.50 —6.11 0.55

Kammarvatten 1.3374 - - -

Framre linsyta - 10.2 8.10 3.6

Lins 1.4200 - - -

Bakre linsyta - —6.00 14.0 7.6

Glaskropp 1.3360 - - -

Néathinna - - - 24

Tabell 5: Data for ménskligt oga, enligt det Exakta Gullstrandogat. Varden hamtade fran [4].

Medium/yta Brytningsindex Kurvaturradie Brytningsstyrka Avstand fran hornhin-
(mm) (m™1) nans framsida (mm)

Luft 1.000 - - -

Hornhinna framsida | - 7.70 48.8 0

Hornhinna 1.376 - - -

Hornhinna baksida - 6.80 —5.88 0.50

Kammarvatten 1.336 - - -

Fréamre linsyta - 10.0 5.00 3.6

Yttre lins 1.386 - - -

Forsta inre linsyta - 7.91 2.53 4.1

Inre lins 1.406 - - -

Andra inre linsyta - —5.76 3.47 6.6

Yttre lins 1.386 - - -

Bakre linsyta - —6.00 8.33 7.2

Glaskropp 1.336 - - -

Néthinna - - - 24

Brytningsstyrkan P for en yta ar inversen av fokallingden, det vill siga avstandet mellan bryt-
ningsytan och dess brannpunkt, och berdknas allmént enligt
ng — Ny

R
dér n; och ny dr brytningsindexen fore respektive efter ytan och R &r ytans kurvaturradie [4].

P = (18)



B Diffraktion

Diffraktion &r ett fysikaliskt fenomen som uppstar da vagor stéter pa hinder av nagot slag och
dérefter bojer sig runt detta hinder och sprider ut sig. Pa samma satt ar diffraktion orsaken till
att vagor sprider ut sig efter att ha gatt igenom négon typ av 6ppning. Enligt Huygens princip
skulle en sadan 6ppning kunna delas upp i odndligt smé bitar som far agera som punktkal-
lor, vilket resulterar i sekundédra vagor som kan interferera bade konstruktivt och destruktivt
[19]. Tva vanliga approximationer till diffraktion &r Fraunhofer- respektive Fresneldiffraktion.
I det forstndmnda fallet antas att den inkommande vagen som bdjs ar plan, medan det i den
sistndmnda antas att den &r cirkuldr. Pa grund av att vagen redan har en viss kurvatur nar
den stoter pa hindret vid Fresneldiffraktion sa kommer den resulterande fasforskjutningen som
orsakas av hindret att vara annorlunda fran det andra fallet [19]. Ofta ar Fraunhoferdiffraktion
bara relevant da vagkéllan ar pa ett storre avstand fran hindret, sa att ekvationen

a2

R > Y (19)

ar uppfylld, dir R &ar avstandet mellan hindret och fokalplanet (eller avstandet mellan vagkallan
och hindret om det dr kortare) och a &r den storsta bredden pa hindret.

Vid en cirkuldr 6ppning, sd som en pupill, kommer ocksa ett diffraktionsménster med cirkulér
symmetri att uppstd. Om Fraunhoferdiffraktion antas sa ges intensiteten I pa brénnpunkten av

_ 5124A2 <2J1(k:asin 9))2 (20)

1(0) =
dér €4 ar ljusstyrkan hos kéllan per areaenhet, A &ar arean hos 6ppningen, k ar vagtalet och 6

ar vinkeln mellan centrum av 6ppningen och énskad punkt pa fokalplanet, i radial riktning. J,
ar en Besselfunktion av forsta slaget och ges enligt

i (_1)m T 2m+4n
Jn(w) = (5) (1)
—ym!-I(m+n+1)\2
dar I'(z) = (x — 1)! & gammafunktionen och n ar ett heltal. J; syns i Figur och i Figur
Jp| syns difiraktionsmonstret 1 fallet da oppningen ar cirkular. Den ljusa skivan 1 mitten, det
diffrakti .  fallet da Sopni 51 cirkulir. Den 1i i — d
vill siga centralmaximat, kallas fér Airyskivan [7].

kasin 6

g |

X

(a) Fraunhofer-diffraktionsménster f6r cirkuldr 6ppning. (b) Besselfunktionen av forsta slaget for n = 1.

Figur 12: Jamforelse mellan 1(0) och J;(X).
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C Mer om raytracing

Eftersom geometrisk optik anvinds vid raytracing innebér det anvindning av Snells lag for att
berdkna hur vinkeln blir vid refraktion.

nq sin 7 = ng sin Oy (22)

dar ny och ng ar brytningsindex fore respektive efter refraktionsytan. 1 och 0y &r vinklarna
mellan ytan och instralen respektive utstralen. Sedan behovs Fresnels ekvation for opolariserat
ljus for att berdkna hur stor del av ljuset som transmitteras och hur stor del av ljuset som
reflekteras. Foljande tva ekvationer kallas for Fresnels ekvationer [7]. De anvénds for polariserat
ljus som reflekteras som sedan forenklas till en ekvation for opolariserat ljus som reflekteras.

Ny cosfy — ns cos Oy 2 ng cos fy — ny cos Oy 2
R, (61) = Ry(61) = 23
+(01) (m cos@l—ancong) ’ H( ) (n200891+n1 cos%) (23)

Antagandet gors att medelvirdet av bada ekvationer &r tillrdckligt bra for att f& den opolarise-
rade ekvationen. Den totala reflektansen R ges siledes av

_B R

R(0;) 5

(24)
Ovanstaende ekvation ar fortfarande lite for tung berdkningsméssigt och dérfér anvinds en for-
enklad variant av Fresnels ekvation, som kallas for Schlicks approximation. [20]

Vid raytracingberdkningar ar det viktigt att gora en bedémning av vad som ar viktigast. Fy-
sikalisk noggrannhet eller snygga renderingar. Fysikalisk noggranna modeller kraver tyngre ek-
vationer och diarmed berdkningar d4n enklare, mer empiriska modeller. Schlick’s approximation
ar en enklare modell som behaller sin fysikaliska relevans genom att respektera fysikens lagar i
tillréckligt hog grad samtidigt som ekvationen kraver betydligt firre berdkningar.

Ekvationen fas fram med hjélp av en metod som kallas for rational fraction approrimation. Den
gar ut pa att hitta de olika termerna som ingar i en brakfunktion som beskriver den ursprungliga
ekvationen tillrackligt val. Det gors genom att hitta nagra virden pa funktionsgrafen som gar
att beskriva med hjilp av en integral, en derivata eller ndgot liknande. Nir nagra punkter har
identifierats stélls ett ekvationssystem upp som loses for att fa konstanterna som ingar i den nya
funktionen. En utforligare beskrivning av den hér metoden finns i [20] .

D Ovriga resultat

Linsens totala brytningsstyrka som en funktion av &ldern ges i Figur

Brytningsstyrka som funktion av alder
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Figur 13: Variationen i linsens brytningsstyrka med aldern.
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I Figur [14] visas synfelens inverkan pa synen med hjilp av en Snellentavla, samt hur ett friskt

Oga ser en sddan syntavla.
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Figur 14: Synuppskattning med hjilp av en Snellentavla.

github.com/sebastianalbert/Numerical-method-for-eyes-matlab.
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