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Abstract

This report considers two problems concerning a double inverted pendulum. The
first problem is to stabilize the pendulums around their unstable stationary points.
An unstable stationary point implies that a small deviation from the point makes
the pendulums to fall. The second problem is to perform an upswing of the pendu-
lums from their stable stationary point their upright unstable stationary points.

The aim of the report is to describe the mathematical modeling, control design and
simulations of the system. The report could then provide guidance in the construc-
tion of a similar system.

The stabilization is made by an LQ-controller and the upswing by an energy based
Lyapunov function. The states are estimated by an Extended Kalman Filter.

The results are validated by simulations showing a successful stabilization and a

successful upswing. Moreover, the simulations elaborate on the importance of system
parameters such as the pendulums length and the length of the rail.

Keywords: Double inverted pendulum, Lagrangian mechanics, LQ-control, energy
based Lyapunov function, Extended Kalman Filter.
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Sammanfattning

Denna rapport behandlar tva problemformuleringar for en inverterad dubbelpendel.
Den forsta problemformuleringen ér att stabilisera pendlarna kring deras instabi-
la jamviktspunkter. En instabil jamviktspunkt innebér att en liten avvikelse fran
jamviktspunkten gor att pendlarna faller. Den andra problemformuleringen ar att
utfora en uppsvingning av pendlarna fran deras stabila jamviktspunkter till deras
instabila jamviktspunkter.

Syftet med rapporten ar att beskriva matematisk modellering, design av regulatorer
och simuleringar av systemet. Rapporten ska kunna anviandas vid konstruktion av
ett liknande system.

Stabiliseringen ar gjord med en LQ-regulator och uppsvingningen ar gjord med en
energibaserad Lyapunovfunktion. Tillstanden ar estimerade med ett Extended Kal-
manfilter.

Resultaten ar utviarderade med simuleringar som visar en lyckad stabilisering och

en lyckad uppsvingning. Dessutom visar simuleringarna effekten av olika valda pa-
rameterviarden sasom ldngd hos pendlarna och langd hos skenan.

Nyckelord: Inverterad dubbelpendel, Lagrangiansk mekanik, L.Q-reglering, Energi-
baserad Lyapunovfunktion, Extended Kalmanfilter.
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Beteckningslista

Nedan presenteras konstanter och variabler som anvands i rapporten.

Tabell 0.1: Anvanda konstanter

Beteckning  Storhet Virde Enhet
do Friktion pa slide 1-107%  [N]

dy Luftmotstand pa inre pendel 1-1074 [N]

ds Luftmotstand pa yttre pendel 1-107* [N]

g Tyngdacceleration 9.82 (%]

L Tréghetsmoment hos inre pendeln  8.9-107°  [kg m?]
I Troghetsmoment hos yttre pendeln 1.8-1075  [kg m?]
ke EMK-konstant 2.7-107% [N
Ky Momentkonstant 2.7-107% [%—Z}
I Léngd pé inre pendel 1.5-1071  [m]

Iy Léangd pa yttre pendel 4-1071 [m]

L Induktans i motor 8-1072  [H]
mg Massa hos slidde 4.6-1071  [kg]
my Massa hos inre pendel 4-1072 [ke]
mo Massa hos yttre pendel 1-107¢ [kg]
ngG Vixelladans utvaxling 5 -

Th Radie pa remskivan 2.1072 [m]

R Resistans i motor 2.2 Q]
Ug1 Aterkopplingsforstarkning 19 [V]
U2 Aterkopplingsforstéirkning 11.5 [V]

1 Konstant i steg 2 for uppsvingning & [rad]
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Innehall

Tabell 0.2: Anvinda variabler

Xiv

Beteckning  Storhet Enhet
E Elektromotorisk kraft (Back-EMK) [V]

i Strom i motor [A]

q Position hos sldde [m]

F Kraft fran motor [N]

U Spanning 6ver motor [V]
wo Storning pa slidde [N]
wy Storning pa inre pendel [N]
w2 Storning pa yttre pendel [N]

01 Vinkelposition hos inre pendel [rad]
0o Vinkelposition hos yttre pendel [rad]
Wi Motorns rotationshasighet [rad/s]
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Introduktion

1.1 Bakgrund

Ett vardefullt inslag i teoretisk undervisning ar praktiska demonstrationer, som stér-
ker kopplingen mellan teori och verklighet. Genom i6gonfallande tillimpningar ékar
sannolikt studenternas forstaelse for Amnet, samtidigt som mangas intresse kan véc-
kas.

Ett populért laboratorieexperiment vid undervisning av reglerteknik ar en inverte-
rad pendel. Systemet bestar av en pendel fast pa en slide, dir systemet styrs genom
forflyttning av sldden. Experimentet avser att balansera pendeln i upprétt lage, dven
om systemet utsatts for storningar. Utover balanseringen skall systemet dven kunna
utfora en uppsvingning av pendeln fran nedhingande lage.

Kring det uppréatta lidget ar systemet instabilt, vilket innebéar att utan ett aterkopp-
lat reglersystem kommer pendeln inte kunna balanseras. Detta i kombination med
systemets enkelhet gor att den reglertekniska insatsen ar enkel att forsta.

I detta arbete har experimentet utokats till en dubbelpendel, se Figur 1.1. Systemets
utokning innebar att ytterligare en pendel fists via en led pa toppen av enkelpen-
deln. Utokningen innebar att systemets komplexitet okar. Likt enkelpendeln, skall
dubbelpendel bade stabiliseras kring sitt instabila, upprétta, jamviktslage och kun-
na svingas fran nedhéngande lage till det upprétta jamviktslaget.

Figur 1.1: En inverterad dubbelpendel.



1. Introduktion

1.2 Syfte

Projektets syfte ar att redogora for reglertekniska losningar for stabilisering och
uppsvingning av en inverterad dubbelpendel. Rapporten skall behandla matematisk
modellering, regulatordesign samt simuleringar, och kunna anvandas som végledning
vid konstruktion av ett likande system.

Rapporten skall svara pa hur systemets dynamik fordndras nar systemets para-
metervarden dndras. Parametervarderna beror langd hos pendlarna och ldngd hos
skenan.
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Elektromekanisk konstruktion

I detta kapitel presenteras den elektromekaniska konstruktionen. Forst ges en Gver-
blick av prototypen och sedan presenteras delkomponenterna mer ingaende.

2.1 Prototyp

Konstruktionen bestar av en slade, som ror sig ldngs en 1 m lang horisontell skena.
Sladen kan forflyttas med en elmotor som, via en rem, applicerar kraft pa sldden.
Tva pendlar dr monterade via leder till sladen. I Figur 2.1 visas en overblick av
prototypen.

- ¥

Encoder
Likstromsmotor
Slade.

Inre pendel.
Yttre pendel.

G W

Figur 2.1: Bild av konstruktion.

Systemet har sensorer for att méta sladens position och pendlarnas vinkelpositio-
ner. Positionsmatning av sladens position genomfors av en encoder; denna méter
positionen pa motoraxeln fran vilken slddens position berdknas. Vinkelmatningen
genomfors av vinkelsensorer, som ar lokaliserade i pendlarnas leder.

Systemets styrsignal ar spanningen 6ver elmotorn. En mikroprocessor som far mét-
data fran position och vinkelmétning dndrar spanningen 6ver motorn beroende av
métdatan. Styrsignalen omvandlas sedan i motorn till en kraft som appliceras pa



2. Elektromekanisk konstruktion

sladen.

Figur 2.2 visas ett blockschema oOver systemets elektriska delar. Det framgar att
styrenheten far information fran prototypens sensorer for att ge styrsignaler till
drivkretsen. Drivkretsen styr i sin tur motorn som driver systemet. Styrenheten
programmeras via en dator.

Positionssensor Likstromsaggregat
Dator Styrenhet —»‘ Drivkrets —|  Motor ‘

Vinkelsensor

Figur 2.2: Blockschema 6ver det elektriska systemet.

2.2 Styrenhet

Systemets styrenhet &r en Arduino Mega 2560. Den har 54 digitala in- och utgang-
ar varav 15 kan generera pulsbreddsmodulerade signaler (PWM-signaler). Utéver
detta har den 16 analoga ingangar. Styrenheten kan leverera 5V och ska ha en mat-
ningsspanning mellan 7-12V. Klockhasigheten &r 16 MHz [1]. Styrenheten kopplas
via en USB 2.0-anslutning till en dator for att programmeras via kodgenerering fran
Simulink.

2.3 Drivenhet

Drivenheten ér en permanentmagnetiserad likstréomsmotor fran Mikro Motors med
beteckning E192.12.5. Motorn har nominellt vridmoment pa 0.2Nm, matningsspan-
ning 12V och varvtal mellan 510-800 rpm beroende av belastningsgrad [2]. Motorn
styrs genom att andra spanningen 6ver motorn.

4



2. Elektromekanisk konstruktion

2.4 Elektrisk drivkrets

Motordriften genomfor av en Arduino Motor Shield R3. Genom att anvinda PWM-
signaler kan spanningen éver motorn dndras [3].

2.5 Positionsmatning

Positionen pa sliden méts med en Rotar Encoder fran Omron Corporation med
typbeteckning E6B2-CWZ3E. Upplosningen ar 1024 P/R och sensorn matas med 5-
12V. Denna sensor méater motoraxelns position, fran vilket slddens position berdknas
[4].

2.6 Vinkelmatning

Pendlarnas vinklar méats med vinkelsensorer fran Novotechnik av beteckning P2501-
A202. Dessa sensorer har en métosidkerhet pa +0.01°. Mekaniska vridningsvinkeln
ar 360°och elektriska vridningsvinkeln ar 3454+2°[5].

2.7 Anviandning av prototyp i projekt

Regleralgoritmerna i avsnitt 4 och 5 har inte implementerats i prototypen. Daremot
ar de designade for att direkt kunna implementeras i ett liknande system. Alla
simuleringar i avsnitt 6 ar utférda med parametervirden hamtade fran prototypen.
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Matematisk modellering

I detta avsnitt presenteras de matematiska ekvationerna som beskriver systemets
dynamik. Forst ges en systemoverblick, sedan modelleras likstromsmotorn och sy-
stemets rorelseekvationer.

3.1 Systemoverblick

Systemet bestar av en slade, som ror sig langs en skena. Tva pendlar ar monterade,
via leder, till sliden. Sldden kan rora sig horisontellt, lings skenan, och pendlarna
kan rora sig fritt kring sina fastpunkter, se Figur 3.1. Systemet har frihetsgrader i
xy-planet.

Systemets styrsignal ar spanningen over en likstromsmotor. I likstromsmotorn om-
vandlas styrsignalen till en kraft som appliceras pa sladen.

Sladens, inre pendelns och yttre pendelns massor betecknas mg, m; respektive my.
Pendlarnas massor antas vara lokaliserade pa halva pendlarnas totala ldngd. Léng-
derna pa pendlarna betecknas [; och [, for den inre respektive yttre pendeln.

Figur 3.1: Bild 6ver system.

Sladens position, g = ¢(t), ar definierad positiv héger om rélsens origoposition. Vin-
kelavvikelser hos pendlarna fran deras upprétta position betecknas 6; = 6;(t) och

7



3. Matematisk modellering

05 = 05(t) for inre respektive yttre pendel, dar positivt tecken avser avvikelse medurs.

Denna rapport kommer, i huvudsak, att behandla tva olika vinkelkombinationer hos
pendlarna. Den forsta ar 6; = 7 och 6, = 7, vilket kommer bendmnas som de stabila
jamviktspunkterna. Den andra ér #; = 0 och 6y = 0, som kommer bendmnas som
de instabila jamviktspunkterna.

3.2 Modellering av likstromsmotor

Systemets drivenhet ar en permanentmagnetiserad likstromsmotor. I likstrémsmo-
torn sammankopplas de elektriska och mekaniska delarna genom den kraft som
uppstar nar stromférande ledare befinner sig i ett magnetféilt. Figur 3.2 visar ett
ckvivalent schema av en likstromsmotor [6].

R L

Figur 3.2: Ekvivalent schema over likstromsmotor.

Med hjalp av Kirchoffs spanningslag kan foljande uttryck fran ekvivalenta schemat
tecknas: di
U:iR+Ld—z+E, (3.1)

dér E betecknar den inducerade spénningen i motorn, vilken ges av [6]:
E = kewp, (3.2)

dar w,, ar likstromsmotorns rotationshastighet och k. &r en konstant. Vanligtvis
ar induktansen sa liten att differentialekvationen i (3.1) kan approximeras med en
algebraisk ekvation:

1
= —(—kew, +U). 3.3
i = = (—hm + U) (33)
Relationen mellan motorns rotationshasighet och slddens hastighet, ¢, ar:
q
m = 34
o = (3.4)



3. Matematisk modellering

dér r, ar radien pa remskivan som omvandlar roterande kraft till horisontell kraft.
Motorns horisontella kraft ges av foljande:

F:M’ (3.5)

Ty

dar ng betecknar viaxelladans utvaxling och k; ar en motorkonstant.

3.3 Modellering av rorelseekvationer

En vanlig metod for att teckna rorelseekvationer for dynamiska system ér att an-
vanda Lagrangiansk mekanik [7]. Till skillnad fran Newtonsk mekanik, s& hérleds
Lagrangiansk mekanik fran principen om den minsta verkan. Detta ar ofta en fordel
eftersom det ofta ar lattare att hitta uttryck for systemets olika energiformer én
att direkt teckna systemets rorelseekvationer med hjélp av Newtons lagar. For en
detaljerad beskrivning se [7].

For att hitta rorelseekvationer som beskriver den inverterade dubbelpendeln, teck-
nar vi uttryck for pendelns potentiella och kinetiska energi. Dessa uttryck kan sedan
anvandas for att formulera Euler-Lagrange ekvation som beskriver den minimala ver-
kan och saledes systemets rorelseekvationer.

For att uttrycka systemets kinetiska och potentiella energi borjar vi med att teckna
uttryck for massornas positionskoordinater. Fran Figur 3.1 ges att massornas x-
respektive y-koordinater kan uttryckas som:

_ |4 _ |g+ 3lisin(6y) ~|g+lisin(6) + 115 sin(6-)
o [01 e [ %ll COS(Ql) I [y COS(91) + %l2 COS(QQ) : (36)

Dessa koordinater ger foljande uttryck for kinetisk energi i systemet:

1 ) ) )
T = = [mol|po|*+ma[p1]*+ma P2 ]

2
1 9 R RS S 9
= 2{m0q + my {(q + §l191 cos(6q))” + (§l191 sin(6,)) }
. 1. . . 1 .
+ Mo {(q + l191 COS(Ql) + 5[2&2 COS(QQ))2 + (l191 sin(@l) + §l292 Sil’l(@g))ﬂ },
(3.7)
Den potentiella energin kan uttryckas som:
1 1
V= g[§m1l1 cos(61) + ma(ly cos(6y) + §l2 cos(6s)]. (3.8)

Genom att introducera Lagrangianen L. = T — V kan Euler-Lagranges ekvation

9



3. Matematisk modellering

enligt [7], tecknas som:
d (0L oL
Ftwy—dog = {22V _[9%
o —doi = GAga )~ {3y}
=a1q—+ CLQél cos 1 + agég cos Oy — a2(91)2 sinf; — ag(é2)2 sin 6, (39&)

- = (2 {55

dt Log, 06,
= ag§cos b + a4é1 -+ a592 CcOos (91 - 02) + CL5(91)2 sin ((91 — 92) — by sin 64,
(3.9b)
: d (0L oL
wy — dafy = a{a@} - {372}
= agdcos by + asby cos (61 — 02) + aghy — a5(91)2 sin (01 — 03) — by sin O,
(3.9¢)

dér F' ges av (3.5) och wg, wy, we ar storningar som verkar i x-led pa slade, inre
pendel respektive yttre pendel. Friktion och luftmotstand antas verka linjart och
hastighetsberoende pa systemet, och dar dess storlek beskrivs av konstanterna dy, dy
och ds for respektive slade, inre pendel och yttre pendel. Foljande konstanter anvands

i(3.9):
a; = mg + my + me

a9 = §(m1 + mg)ll

1
az = §m2l2

Ay = (*ml + mg)l%

3

1 (3.10)
a5 — *mglllg

2

1
g — gmglg

1

by = g(§m1 +ma)ly

1
by = §9m2l2

Utsignalen definieras som: y = [q 1 02}T7 vilket ger att (3.9a), (3.9b) och (3.9c¢)
kan skrivas pa matrisform enligt:

dar:
a; ay cos(6r) az cos(fz)
M (y) = |azcos(6,) ay ascos(0; — 6y) ], (3.12)
az cos(fz) ascos(0; — 63) ag

a2(9'1')2 sin(@l) + a3(92)2 sin(Qz) doq F Wo

fiy, 9, FLw) = | —as(f)?sin(0h — 0) + bysin(6h) | — |dibr| + | O] + |wi

CL5(91)2 Siﬂ(el - 92) + bg sin(Hg) d202 0 w9
(3.13)

10



3. Matematisk modellering

Eftersom M (y) ar inverterbar, det vill sdga:

det M (y) = I315ms (moml + m7 sin® 0, + mymg sin® 01 + mgemy sin® (6; — 02)) > 0,

(3.14)
forenklar vi (3.11) enligt:
j=M"'W)fi(y. 9, Fw). (3.15)
Genom att anvinda foljande tillstandsvektor:
T . 4T
xr = {yT yT} = [q 91 92 q 91 92} 3 (316)
kan systemet nu skrivas pa tillstandsform enligt:
R
dt |9 M~ u, Fw
v W) fi(y,9 l (3.17)

- [Ml(y)fi(yay,w)] + lM_l(Z?)f3<F)] = fulz,w) + g1 (2, F).

For att fa en relation mellan rorelseekvationernas dynamik och systemets styrsignal,
vilket beskrivs genom elmotorn, kombineras (3.3), (3.5) och (3.17). Detta ger att:

&= f(z,w)+ g(z,u). (3.18)

3.3.1 Algebraisk loop

Da systemet simuleras i en dator genomfors det i diskret tid. Nar dynamiken i
(3.18) diskretiseras uppstar en algebraisk loop. En algebraisk loop innebar att tva,
eller flera, av varandra beroende variabler maste berdknas i samma tidssteg. Ett
sadant beroendeforhéallande kan inte simuleras.

Ett exempel dr systemet i Figur 3.3. For att berdkna y maste y vara kdnd. Be-
roendeforhallandet kan brytas genom en omskrivning fran y = z — y till y = 7.
Pa motsvarande sétt kan den algebraiska loopen som uppstar vid diskretisering av
(3.11) losas.

D

Figur 3.3: System med algebraisk loop.
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4

Regulatordesign 1: Aterkoppling
av tillstand

Detta kapitel har for avsikt att foresla regulatorer till systemet. Regulatorer kommer
att designas utifran tva problemformuleringar. Den forsta regulatorn avser stabili-
sering av pendlarna kring deras instabila jamviktsldgen, och den andra regulatorn
avser uppsvingning av pendlarna fran deras stabila till instabila jamviktslagen.

I detta kapitel antas alla aterkopplade tillstand vara kanda. Hur tillstanden kan
métas och estimeras presenteras i kapitel 2 respektive 5.

4.1 Stabilisering av pendlar kring instabil jam-
viktspunkt

Denna regulator har for avsikt att stabilisera pendlarna kring det instabila jam-
viktslaget, som ges av:

o= a0 00 a0 do b0 6] =[0 0 0 0 0 0] (4.1)

Ett vanligt séitt att angripa denna typ av problem ar att anvinda regulatorer basera-
de pa linjara system, d&ven om systemet i verkligheten ar olinjart. Detta for att i sma
intervall kan ofta olinjara system approximeras med linjdra modeller. Den olinjara
tillstdndsmodellen (3.18) kan pa detta sitt beskrivas som en linjar tillstandsmodell:

i = Az + B
T T + bu (4.2)
y = Cu,
dar A och B ér Jacobimatriserna som ges av:
Of (z, w)
A= —"7-+ 4.3
N (4.3a)
dg(z, u)
B = 4.3b
o0 (4.3b)
och C' &r matrisen:
1 0000O0O
C=1010000 (4.4)
001000

13



4. Regulatordesign 1: Aterkoppling av tillstand

For att stabilisera pendlarna kring jamviktslaget (4.1) infors en aterkopplad styr-
signal u = L(xo — ), dir det aterkopplade systemets poler kan viljas godtyckligt
genom att vilja matrisen L.

Ett vanligt siatt ar att placera systemets poler sa att en kvadratisk kostnadsfunktio-
nal minimeras. Detta kallas linjarkvadratisk reglering (LQ-reglering) [8]. Styrsigna-
len ar i detta fall 16sningen till féljande problem:

t

u(rg)l’ixr%t) }gglo o (zd — 27(1)Q(x0 — (7)) + u” (7)Ru(r) dr (4.5a)
s.t. @(t) = Az(t) + Bu(t), (4.5b)

dar det visar sig att 16sningen kan skrivas som:
u= R 'B"P(z¢ — 2) = L(xy — 1), (4.6)

dar P ges av den algebraiska Riccatiekvationen:
PA+ A" — PBR™'P+Q =0. (4.7)

Notera att R och @) ar viktmatriser som véljs for att kalibrera regulatorn.

4.2 Uppsvingning av pendlar

Uppsvingningen av pendlarna sker i tre steg. I det forsta steget svingas den inre
pendeln fran sitt stabila jamviktsldge till sitt instabila jamviktslage. I andra steget
stabiliseras den inre pendeln kring sitt instabila jamviktslage samtidigt som yttre
pendeln svingas fran sitt stabila till instabila jamviktslage. I tredje steget stabiliseras
bada pendlarna kring sina instabila jamviktslagen. Figur 4.1 visar pendelpositioner-
na i de olika stegen. Losningsgangen foljer den som presenteras i [9].

/’\/\/’é\

ot ——

Figur 4.1: Uppsvingning av dubbelpendel.

14



4. Regulatordesign 1: Aterkoppling av tillstand

4.2.1 Uppsvingning av inre pendeln (Steg 1)

I forsta steget skall den inre pendeln svingas fran sitt stabila jamviktslage till sitt
instabila jamviktslage. Detta kommer goras med en styrlag som baseras pa en Ly-
apunovfunktion. Vanligtvis anvinds Lyapunovfunktioner for att visa stabilitet for
jamviktspunkter hos dynamiska system. De gar bara att hitta till stabila jamvikts-
punkter, vilket innebéar att om en Lyapunovfunktion hittas ar jamviktspunkten sta-
bil. De villkor som en funktion maste uppfylla for att kvalificeras som Lyapunov-
funktion &r:

V(z) =0, x = (4.8a)
V(z) >0, x # x (4.8b)
V(z) <0, z # o, (4.8¢)

dér V(z) ar Lyapunovfunktionen, och zy &r jamviktspunkten [10].

Detta kan, forutom i stabilitetsbevis, dven anvandas for att designa regulatorer.
Genom att hitta en funktion V'(z,u) och en styrlag u(z) sidana att V' (z,u(z)) upp-
fyller villkoren for Lyapunovfunktioner kring en jamviktspunkt z, fas ett stabilt
aterkopplat system kring x. Nedan tillampas denna metodik for att svinga upp den

inre pendeln fran sitt stabila jamviktslage till sitt instabila jamviktsldge som ges av
o = [010 910]T = [0 O]T

1 [9], foreslas det att den yttre pendelns inverkan kan forsummas nér den inre pendeln
svingas upp. Detta eftersom uppsvinget av en enkelpendel ar robust mot storning-
ar nar regulatorns aterkopplingsforstarkning &r stor [11]. Darfor baseras foljande
kandidat till Lyapunovfunktion endast pa inre pendelns energi:

1
Vi= 3B} (4.9)

dar E; ar totala energin hos inre pendeln, given av:

Ey(0r,6,) = ;Iléf + magli(cos (61) — 1), (4.10)
dar I, ar pendelns troghetsmoment.
Notera att det forsta villkoret och det andra villkoret i (4.8) dr uppfyllda, eftersom
E1(0,0) = 0 och Ey(61,601) > 0 for 01 # 019 och 01 # 1. Sé lat oss nu fokusera pa

det tredje villkoret.

Sista villkoret innehaller tidsderivatan till V7, det vill sdga:
Vi = —mlll(Elél COS 81)“01- (411)
For att uppfylla (4.8¢c), viljs styrsignalen som:

Ug, = Uql sign(Elél costy), (4.12)
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4. Regulatordesign 1: Aterkoppling av tillstand

dér u,; > 0 ar aterkopplingsforstarkningen och sign(-) betecknar féljande funktion:

1, x>0
sign(z) =40, z=0. (4.13)
-1, =<0

Genom att kombinera (4.11) och (4.12) fas:
V, = —mlll(Elél oS 01 ) g1 sign(Elél cosf) <0, (4.14)

vilket innebar att V; &r en avtagande funktion. Notera att villkor (4.8¢c) kraver att
V; ar en strikt avtagande funktion. Detta uppfylls inte av Vi, men det visar sig inte
vara ett praktiskt problem enligt foljande resonemang.

Tidsderivatan av Vj ar noll i dessa tre fall:

1. c_osel =0
2. 91 :O
3. £, =0.

Det forsta och andra fallet kan enligt [9] uteslutas eftersom de inte &ar jamviktspunk-
ter och darfor inte kan uppratthallas utan styrsignal. Alltsa ar enbart V; = 0 da
E; = 0. Sammantaget innebér detta att det aterkopplade systemet ar stabilt kring
xo.-

Styrlagen som presenteras i (4.12) tar inte hansyn till skenans begransade lingd.
For att forhindra sldden fran att na skenans andpunkter, introduceras féljande ater-
kopplade styrsignal u,:

ug = Ly(x0 — 24), (4.15)

diar z, = [q ¢]" och z, = [0 0]7 samt L, > 0. For att fortsatt uppfylla (4.8c),
appliceras endast u, da sign(u,) = sign(up, ). Den totala styrsignalen blir alltsa:
Ug1 sign(Elél cost) +u,, sign(ug,) = sign(u,) (4.16)
u = . .
Uq1 sign(E 6, cos by), sign(ug, ) # sign(u,)

4.2.2 Stabilisering av inre pendeln och uppsvingning av ytt-
re pendeln (Steg 2)

I detta steg skall den inre pendeln stabiliseras kring sitt instabila jamviktslage samti-
digt som den yttre pendeln svingas upp fran sitt stabila till instabila jamviktslage. I
[9] foreslas ett ingenjorsmaéssigt angreppssatt dar stabiliseringen och uppsvingningen
betraktas som separata problem. Detta motiveras med att stabiliseringsregulatorn
ar robust mot storningar.

Forst betraktas stabiliseringen av den inre pendeln kring sitt instabila jamviktslage.
I [9] foreslas att inverkan fran den yttre pendeln kan betraktas som en storning nér
stabiliseringsregulatorn designas. Detta innebar att en LQ-regulator kan designas
enligt:

Uy = Ll(l’lo — 1’1), (417)
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4. Regulatordesign 1: Aterkoppling av tillstand

diar z; = [q 0, q él]T och T19 = [0 00 O]T samt L, > 0.
Uppsvingningen av den yttre pendeln baseras, som i avsnitt 4.2.1, pa en Lyapunov-
funktion. Som kandidat till Lyapunovfunktion betraktas:

1

dar Fs ar totala energin hos yttre pendeln, given av:
1 .
Eg = 5]2022 + mgglg(COS (92) — 1), (419)
dar I, ar yttre pendelns troghetsmoment.

Med ett liknande resonemang som i avsnitt 4.2.1, kan det visas att V5 uppfyller
villkoren for en Lyapunovfunktion om styrsignalen véljs enligt:

U = Ugo Sign(Fabs cos ), (4.20)
dar u.e > 0 ar aterkopplingsforstarkningen.

For att stabiliseringen och uppsvingningen ska kunna betraktas som separata pro-
blem maste regulatorerna ha liten inbordes paverkan. I [9] foreslas det att (4.20)
endast skall appliceras under korta tidsintervall néar yttre pendeln passerar sin sta-
bila jamviktspunkt. Detta kan beskrivas med foljande villkor:

Uqo Sign(Ey0y cosfy),  sin (92)92 < 0 och cosfy < cosp
us =<0, sin (63)6; > 0 och cosfy < cos p (4.21)
0, cos By > cos

déar p ar en konstant.

Genom att kombinera styrsignalerna for stabilisering och uppsvingning, fas den to-
tala styrsignalen:
U = Uy + us. (4.22)

4.2.3 Stabilisering av bada pendlarna (Steg3)

I detta steg av uppsvingningen skall pendlarna stabiliseras kring deras instabila
jamviktlagen. Denna problemformulering &r ekvivalent med den som presenteras i
avsnitt 4.1, vilket innebér att styrsignalen (4.6) kan anvindas dven hér.

17



4. Regulatordesign 1: Aterkoppling av tillstand

18



O

Regulatordesign 2: Skattning av
tillstand

Detta kapitel presenterar en observator som estimerar de aterkopplade tillstanden.
Observatoren ér ett Extended Kalmanfilter (EKF).

Fran kapitel 3 beskrivs de matematiska modellerna med sex tillstand, som aterkopp-
las i kapitel 4. I den fysiska prototypen ar endast tre av tillstanden métbara, vilket
innebér att 6vriga tillstand maste estimeras med hjalp av en observator. De métbara
tillstanden ar; sladens position, ¢, och vinkelpositionerna 6; och 6,.

5.1 Extended Kalmanfilter

En observator dr en algoritm som, baserat pa information fran modell och métning,
ger en skattning av tillstanden. Ett vanligt forekommande val av observator ér ett
Kalmanfilter. Det visar sig att for linjara system, med normalférdelade brusforhal-
landen, ar Kalmanfiltet ett statistiskt optimalt val [12].

Ett EKF ar en utokning av Kalmanfiltret dér olinjariteter behandlas med linjéirise-
ring kring de aktuella tillstanden i varje tidssampel. Estimeringen sker i tva steg.
Forst genomfors en prediktering, dar tillstandsvektorn, x, , och kovariansmatrisen,
P,", beraknas fran modellen. Sedan genomfors ett uppdateringssteg, dar predikte-
ringssteget korrigeras med information fran métningen, y;. Fran detta erhalls den
estimerade tillstandsvektorn, x, och kovariansmatrisen, P.

Den olinjara dynamiken for systemet ar beskriven i ekvation (3.18). Om dynamiken
diskretiseras och modifieras med process- och matbrus far vi:

Tk = fa(Tr-1,Uk—1) + Vg—1 (5.1a)
yp = Coy + wy, (5.1b)

dar vj,_1 ~ N(0, Ry_1) och wy ~ N(0,Qy) och C ges av (4.4). Vi har d& enligt [12]
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5. Regulatordesign 2: Skattning av tillstand

den rekursiva algoritmen:

ry, = fa(vp_1,ur—1)
Py = A1 Pt Al 4 Qi
v =y — Cy,

Sy = CP,CT + Ry

Ky = B.CTS !

Tp =2, + Kpog

P, = P, — K ,SiK{,

dar A &r Jacobimatrisen given av:

afd<xk71a qu)

A =

20
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Resultat

I detta avsnitt presenteras resultaten i form av simuleringar. Forst visas resultat
fran stabilisering av pendlarna kring deras instabila jamviktslagen och sedan visas
uppsvingning av pendlarna fran deras stabila till instabila jamviktsldgen.

Simuleringarna ar gjorda med (3.18), modifierad s& att den inte innehaller en alge-
braisk loop. Alla parametervirden ar hamtade fran prototypen och finns presente-
rade i beteckningslistan i rapportens borjan.

6.1 Stabilisering av pendlar

Detta avsnitt presenterar resultaten for stabilisering av pendlarna kring deras insta-
bila jamviktslagen.

6.1.1 Val av viktmatriser

En LQ-regulator kalibreras genom att vélja kostnad for tillstanden att avvika fran
sina referensviarden samt kostnad for att anvinda styrsignaler. Den inbordes kost-
nadsskillnaden, som bestdms av viktmatriserna () och R, avgor sedan regulatorns
beteende. Notera att styrlagen minimerar kostnadsfunktionalen i (4.5), dar det fram-
gar att ett stabilt system alltid leder till en ldgre kostnad &n ett instabilt system.
En LQ-regulator kommer saledes alltid att resultera i ett stabilt aterkopplat system
forutsatt att modellen beskriver systemet.

I Figur 6.1 visas tre fall da pendlarna stabiliseras efter en initial vinkelavvikelse pa

01 = 0.1 rad och #; = —0.1 rad. I dessa fall har féljande viktmatriser anvants:
[@in O 0 0 O 0
0 50 0 O 0 0
0 0 50 O 0 0
@ = 0 0 0 20 O 0|’ (6.1)
0 0O 0 0 700 O
L0 0 0 0 0 700]
R=1, (6.2)

dar skillnaden mellan fallen ar valet av (); ;, som motsvarar vikt pa sladens position.
For det blda fallet ar @)1, = 5, for det roda fallet ar (11 = 50 och for det grona
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fallet &r Q1,1 = 500.

Det som Figur 6.1 visar ar att ett storre virde pa )11 ger en snabbare stabilisering
med mindre anvind stricka for sladen, kostanden for detta ar dock att mer styrsignal
anvands.

Sladens position

E 0|~
C
2 -1
[0}
8 _2 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Inre pendeln
= 0.2F
m |
= o} ——
© -0.2 &
_E 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Yttre pendeln
= 0.1
g
[qV]
©
% ., /
_E 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
— Styrsignal
> 10 yrsig
2 5F
E o —
@
U% -5 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]

Figur 6.1: Stabilisering av pendlarna forutsatt olika vikter hos LQ-regulatorn.

Vi kan se att bade det roda fallet och det grona fallet uppfyller kriteriet att inte
anvinda mer an 1 m av skenans langd. Men eftersom det grona fallet stabiliserar
pendlarna snabbare och med kortare anvind ldngd av skenan, samtidigt som styr-
signalen ar tillrdckligt liten, sd kommer det fallet att viljas som LQ-regulator.

6.1.2 Utvardering av LQ-regulator: Vinkelavvikelser

I foljande avsnitt visas hur den fran avsnitt 6.1.1 valda LQ-regulatorn klara av att
stabilisera pendlarna forutsatt olika startpositioner for pendlarnas vinkelpositioner.

Tre fall undersoks, se Tabell 6.1, for att illustrera den maximala vinkelavvikelsen
som systemet kan stabilisera. I Figur 6.2 visas stabilisering for de tre olika fallen.
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Tabell 6.1: Tabell med vinkelpositioner.

Farg 6, [rad] 65 [rad]

Bla 0.3 0.3
Rod -0.1 0.2
Gron 0.2 -0.1

Sladens position

Postion [m]
L o -
X 1

1 1 1 1 1 |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]

Inre pendeln

thetai [rad]
S
[6)] o

1 1 1 1 1 |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Yttre pendeln
= 05
s
Y 0[
_'_qC_') _05 l L L L L L L L L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
— Styrsignal
= 20 -
2
O
C
;8;- _20 L L L L L L L L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]

Figur 6.2: Stabilisering av pendlarna med olika initiala vinkelavvikelse.

Fran Figur 6.2 kan framst tva saker noteras. For det forsta, att systemet kan stabili-
sera storre vinkelavvikelser om pendlarnas position ar pa samma sida om de instabila
jamviktspunkterna. For det andra, att systemet forst forsoker att fa pendlarna i linje
med varandra, innan systemet stabiliserar pendlarna till jamviktspunkterna. Detta
indikerar att vinkelskillnaden mellan pendlarna har betydelse for hur stora avvikelser
som kan stabiliseras.

6.1.3 Utvardering av LQ-regulator: Storningar

I detta avsnitt undersoks systemets robusthet gentemot storningar pa sladen.

Foljande scenario beaktas. Systemet befinner sig initialt i vila, med pendlarna i sina
instabila jamviktspunkter. Sldden utsatts sedan for en kraft som verkar under 0.5
sekunder. Detta illustreras for tva olika amplituder, 40 N och 80 N, pa kraften i Fi-
gur 6.3. Det blaa fallet avser storningen pa 40 N och det roda fallet avser stérningen
pa 80 N.
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Slédens position

E
- 05
9
@ 0
o
o

_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Inre pendeln

0.4 -
T
S o2}
©
'iq—)‘ O
<
= 02 L L L L L L L L L I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Yttre pendeln
0.4 -

theta2 [rad]
o
o n
?

Tid [s]
Styrsignal

Spénning [V]
o

-10 ! ! ! ! ! ! | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tid [s]

Figur 6.3: System da utsatt for storning pa sladen.

De tva fallen som visas i Figur 6.3 ar valda for att illustrera tva saker. Det blaa fallet,
det vill sdga da storningen har amplituden 40 N, visar den maximala storning som
systemet kan stabilisera forutsatt att slidens startposition ar pa mitten av skenan.
En storre storning medfor att sladen nar skenans andpunkt. Det roda fallet, dvs da
storningens amplitud ar 80 N, illustrerar den maximala storning som systemet kan
stabilisera. Notera att i detta fall maste systemets startposition vara vid skenans
ena andpunkt for att inte skenans totala langd skall 6verskridas.

6.2 Uppsvingning av pendlar

Detta avsnitt presenterar resultat for uppsvingning av pendlarna fran sina stabila
jamviktspunkter till sina instabila jamviktspunkter.

I Figur 6.4 visas en simulering da pendlarna svingas fran sina stabila jamviktslagen
till sina instabila jamviktslagen med hjalp av styrlagen presenterad i avsnitt 4.2.
Styrlagens parametervarden finns presenterade i beteckningslistan.
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Sladens position

Postion [m]
B

_2 Il Il Il Il L L L L L |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]

Vinkelposition

thetal
theta2

Vinkel [rad]
[6)]
? T

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
— Styrsignal
> 10 yrelg
g J\M
c
@
C% 10 L L L L L L L L L 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Ste
3 )
(o))
22t '—‘
w
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]

Figur 6.4: Uppsvingning av dubbelpendel

Notera fran Figur 6.4 att den inre pendeln svingas upp till sin instabila jamvikts-
punkt efter cirka 0.3 s. Darefter paborjas stabilisering av den inre pendeln och upp-
svingning av den yttre pendeln. Efter cirka 2 sekunder d& pendlarna har svingats
upp och stabiliserats, gors en forflyttning av sliden mot skenans mittposition.

For att undersoka hur pendlarnas langder och vikter paverkar uppsvingningen be-
traktas nu tva fall med parametervirden enligt Tabell 6.2. Notera att det blaa fallet
har samma parameterviarden som prototypen och regulatorn dr dérfor kalibrerad pa
samma satt som i tidigare experiment. I det roda fallet véljs aterkopplingsforstark-
ningarna till u,; = 30 och u,s = 18, och LQ-regulatorerna bestdms med samma
viktmatriser som tidigare. I Figur 6.5 presenteras uppsvingning av de tva olika fal-
len.

Tabell 6.2: Tabell med olika initiala vinkelpostioner.

Storhet Bla Rod Enhet

L 0.15 05 [m]
L 045 0.75 [m]
mo 046 1.5 [kg]
m 0,04 05 [kg]
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Notera att Figur 6.5 visar stora skillnader i uppsvingningen fér de tva fallen. I det
blaa fallet ar uppsvingningen snabbare och sladen anvander en mindre del av skenan
jamfort med det roda fallet. Orsaken till detta ar att den inre pendeln ar kortare
i relation till den yttre pendeln i det blaa fallet vilket, av erfarenhet, underléttar
kalibreringen av uppsvingningen.

Sladens position

E o0
oL Fall 1
S 2 Fall 2
B 4+
no_ _6 L L L L L L L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Vinkelposition
Tl =
=40 N / Fall 1: theta1
T o [N N — — Fall 1: theta2
= = Fall 2: theta
s I I I I | — — Fall 2: theta2 | !
0 1 2 3 4 5 6 &) g 10
Tid [s]
_ Styrsignal
S 10, yrsig
o
£ o A Fal 2
.(%- 10 L L L L L L L L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]
Ste
3 g
2, | Fall 1
2 I \ Fall 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tid [s]

Figur 6.5: Flera fall av uppsvingning av dubbelpendel.

Att det ar lattare att genomfora en uppsvingning med en kortare inre pendel kan
man intuitivt argumentera om i termer av tidskonstanter. En kort pendel har snab-
bare dynamik jamfort med en lang pendel, och ddrmed en kortare tidskonstant. Om
den inre pendeln ar kortare i relation till den yttre pendeln skapar alltsa deras oli-
ka tidskonstanter en kaskadkoppling. Denna effekt forstdrks om skillnaden mellan
pendlarnas langder okar, vilket dven bekraftas av erfarenheter fran kalibrering av
uppsvingningen.
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Diskussion och slutsats

I detta kapitel presenteras slutsatser fran projektet och tankbara utokningar till
projektet for framtida projekt.

7.1 Slutsats

Sammantaget visar resultaten att det ar mojligt att stabilisera pendlarna i deras
instabila jamviktslagen samt att det ar mojligt att genomfoéra en uppsvingning av
pendlarna fran deras stabila jamviktslagen till instabila jamviktslagen.

For att stabilisera pendlarna kring deras instabila jémviktspunkter har en LQ-
regulator anvints. Denna har designats utifran en linjar approximation av den annars
olinjdra modellen. Simuleringar visar att systemet kan stabilisera initiala vinkelav-
vikelser upp till 8; = 0.3 rad och 6y = 0.3 rad. Forutsatt att sladens startposition ar
pa mitten av skenan, visar simuleringar att systemet kan hantera en storande kraft
av 40 N under 0.5 s pa sldden utan att pendlarna faller eller att sliden nar skenans
andpunkt. Om sladens startposition tillats att vara nidra en av skenans é&ndpunkter,
visar simuleringar att amplituden pa storningen kan okas till 80 N utan att pend-
larna faller eller att sladen nar den andra &ndpunkten.

En kombination av LQ-regulatorer och styrlagar baserade pa Lyapunovfunktioner
har anvénts for uppsvingning av pendlarna. Pendlarna svingas fran sina stabila
jamviktspunkter till sina instabila jamviktspunkter i tre steg, dar LQ-regulatorerna
och de ovriga styrlagarna verkar pa systemet under olika faser. Simuleringar visar
att uppsvingning av pendlarna, med denna metod, ar mojligt under 2 sekunder.

7.2 Fortsatta studier

Detta arbete ar ett kandidatarbete som har genomforts under en begransad tid,
vilket innebér att alla fragor inte har hunnit besvaras. I detta avsnitt presenteras
nagra ténkbara utokningar av arbetet som presenteras i denna rapport.

7.2.1 Val av pendlarnas langder

For prototypen som beskrivs i avsnitt 2 ar pendlarnas ldngder, mer eller mindre,
valda pa ett godtyckligt satt. Ur ett vetenskapligt perspektiv vore det intressant att
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undersoka hur pendlarnas langder paverkar systemets dynamik.

Langdernas paverkan pa stabiliseringen kan exempelvis angripas med hjilp av Lya-
punovfunktioner. Genom att, givet en begréansad styrsignal fran LQ-regulatorn, hitta
en Lyapunovfunktion fér pendlarnas instabila jamviktsldgen gar det formodligen att
analysera under vilka forutsidttningar stabilitet kan pavisas. Det vill saga, det finns
en ovre grans for nar funktionen &r en Lyapunovfunktion. Sannolikt &r denna 6vre
grans beroende av pendlarnas vinkelavvikelser och lingder. Detta kan anvandas for
att dra slutsatser om vilka kombinationer av lingder och vinkelavvikelser systemet
klarar att stabilisera.

Angéende uppsvingning av pendlarna, betrakta Lyapunovfunktionerna (4.9) och
(4.18) och notera att det enda kriteriet for att dessa funktioner ska uppfylla vill-
koren for Lyapunovfunktioner ar styrsignalens tecken. Detta innebér, trots en be-
gransad styrsignal, att det inte finns nagon begrénsning i pendlarnas langder for att
en uppsvingning skall vara méjlig, om man forutsétter oandlig tidshorisont. Detta
resonemang ar teoretiskt giltigt, men det ska noteras att verkliga begréansningar
hos exempelvis motorn och skenan inte beaktas, samt att den ena pendelns inver-
kan forsummas. Déarfor vore det intressant, for framtida projekt, att hitta en ny
Lyapunovfunktion som beaktar dessa begriansningar. Med en sddan funktion kan
antagligen en 6vre grians for pendlarnas relativa langder hittas, sadan att en fram-
gangsrik uppsvingning inte kan garanteras.

7.2.2 Praktisk implementering

Notera att de metoder som studerats i projektet endast har verifierats med simule-
ringar. For att verifiera metodernas, och framst modellernas, giltighet bor en prak-
tisk implementering genomforas.

For att exemplifiera skillnader mellan modellerna och prototypen sa noterades det
under projektets gang att den praktiska prototypen har ett glapp mellan motor-
naxelns position och sladens position, samt att vinkelméatningen har en déd zon.
Detta kan givetvis inkluderas i modellerna, men har i detta projekt forsummats.
Ytterligare forenklingar i modellen inkluderar att hela massan hos en pendel antas
vara placerad pa halva pendelns langd, samt att motorns dynamik férsummas.
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