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Popularvetenskaplig presentation

Rapporten skildrar en del av det matematiska omradet icke-standardanalys. Idén om icke-
standardanalys grundas i att man i vissa l4gen - bade vid berdkningar och i teoretiskt syfte -
kan ha anvandning for odndligt sma tal: infinitesimaler. Infinitesimaler ar tal som &r storre &n
noll, men som kan adderas till ett reellt tal' utan att man far ett storre reellt tal. Rapportens
forsta del syftar till att visa att sidana tal kan existera i matematiken, och en ny talméngd
skapas. Talen i denna kallas for hyperreella tal. De hyperreella talen bestar av de reella talen,
infinitesimalerna, odndligt stora tal, samt alla tal som fas genom att addera medlemmar
fran de olika kategorierna med varandra. Vi vill forsdkra oss om att den nya talmingden
lyder under samma matematiska regler som de reella talen. Operationer, som addition och
multiplikation, ska fungera som vanligt, och de satser (matematiska sanningar) som géller
for de reella talen ska dven gélla for de hyperreella. Fokuset fér den foérsta delen av rapporten
ligger i att bevisa att sa ar fallet.

Icke-standardanalys har visat sig ha manga tillimpningsomraden. I denna rapport férdju-
par vi oss i omradet flédesdynamik, vilket handlar om fluiders rorelse. De fluider som finns
naturligt pa jorden &r gaser och vétskor. Var understkning utgér fran ett system av ekvatio-
ner, kdnda som Navier-Stokes ekvationer. Dessa antas beskriva rorelsen hos en fluid. De kan
anvindas for att beskriva exempelvis hur luft ror sig kring en flygplansvinge eller hur vatten
rinner genom ett rér. De kan dven anviandas for klimat- och viderberdkningar. I Navier-Stokes
ekvationer aterfinns variabler, som trycket i omradet och kraften som verkar pa varje punkt
i det. Den har dven en konstant, viskositeten, vilken ar ett matt pa hur trogflytande fluiden
ar. Losningen till Navier-Stokes ekvationer dr fluidens hastighet. Navier-Stokes ekvationer ar
sé kallade differentialekvationer. Sadana beskriver sambandet mellan en funktion och dess
férdndringshastighet med avseende pa till exempel tiden eller positionen. Nér vi undersoker
fluiden sa tédnker vi oss att den bestar av ett odndligt antal partiklar, s& nar vi skriver om
fluidens rorelse s& menar vi en oéndlig samling av partikelrorelser. Detta tankesédtt tillater
varje partikel att ha sin egna hastighet. Om en del av fluiden utsétts for en kraft, till exempel
om ett klot sldngs ner i en balja med vatten, s& kommer olika delar av fluiden reagera pa olika
sitt. Vid vattenytan kommer vattnet att skvétta at olika hall medan det vid botten kom-
mer forbli - forhallandevis stilla. Var specifika uppgift dr att visa att det existerar l6sningar
till Navier-Stokes ekvationer da vi betraktar fluiden i det tre-dimensionella rummet. Vi gor
detta genom att anta att fluiden endast bestar av ett dndligt antal partiklar. Sedan sé loses
uppgiften for varje partikel seperat. Foljaktligen visar vi med hjélp av icke-standardanalysen
att alla sddana enskilda l6sningar sammantaget 16ser uppgiften i stort.

1Med reellt tal menas det man vanligtvis omnimner som enbart ”tal”. Begreppet innefattar alla heltal
och decimaltal.
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Sammanfattning

Forsta delen av rapporten beskriver en mangdteoretisk uppbyggnad av icke-standard-
analys utgdende fran Robinson och Zakons urpsrungliga beskrivning i [RZ69]. Forst de-
finieras begreppet superstruktur, vilket anvinds for att konstruera ett formellt sprak
som sedan anvinds for att formulera satser. Dérefter definieras utvidgningar av super-
strukturer och det visas att det med hjélp av en ultrapotens géar att finna en modell av
alla satser som &r sanna for superstrukturen av de reella talen, sddan att modellen &ven
innefattar infinitesimaler och odndligt stora tal. Dérefter ges exempel pa hur satser kan
overforas mellan superstrukturen av de reella talen och den nya modellen. Den andra
delen av rapporten behandlar ett viktigt tillimpningsomrade for icke-standardanalys,
ndmnligen hydrodynamik. Fokuset ligger hir pa Navier-Stokes ekvationer, som beskriver
rorelsen hos en fluid. Dessa ekvationer forklaras utforligt. Malet ar att visa att 16sningar
existerar till dessa ekvationer i omraden som &ar begransade. For detta syfte beskrivs
grundldggande funktionalanalys. Speciellt fors en genomgéng 6ver relevanta Hilbert-
rum och dess egenskaper. Det ar i dessa rum som l6sningar till ekvationerna betrak-
tas. Slutligen tillimpas Galerkinmetoden. Med hjilp av metoder ur icke-standardanalys
frambringar Galerkinmetoden l6sningar till Navier-Stokes ekvationer.

Abstract

The first part of the report describes a set-theoretical construction of non-standard
analysis based on Robinson and Zakon’s original description in [RZ69]. At first, the
concept of superstructures is defined. The concept is later used to construct a formal
language which in turn is used to formulate “sentences”. Thereafter expansions of su-
perstructures are defined and it is shown that, using ultrapowers, it is possible to find a
model of all sentences that are true for the superstructure of the real numbers, such that
the model also comprises both infinitesimals and infinitely large numbers. After this the
report displays examples of how sentences can be transferred between the superstruc-
tures of the real numbers and the new model. The second part of the report explores
an important application of non-standard analysis, namely hydrodynamics. The report
is focused on Navier-Stokes equations, which describe the motion of fluids. These equa-
tions are explained in detail. The aim is to prove the existence of solutions to these
equations in bound regions. For this purpose, basic functional analysis is described. In
particular the report covers relevant Hilbert spaces and their properties. It is in these
spaces the solutions to the Navier-Stokes equations are considered. Finally the Galerkin
method is applied. jTogether with methods from non-standard analysis, the Galerkin
method yields solutions to the Navier-Stokes equations.
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Forord

Avsnitt 2 respektive 3 dr utformat av Georg Bokman och Elisabeth Sax respektive Markus
Janghede och Jonathan Weichbrodt. Ovrig formalia tillskrivs gruppen gemensamt.
Det har forts en loggbok 6ver enskilda medverkandes prestationer.

Tillkdnnagivanden Avsnitt 2 lanar de flesta definitioner, satser och bevis fran Robinson
och Zakon [RZ69]. Beviset av sats 2.39 dr hdmtat fran Robinson [Rob67]. Till stor hjilp for
forstaelse av icke-standardanalys har Goldblatts ldrobok [Gol98] och Robinsons bok [Rob66]
varit. Vissa exempel ar starkt influerade av de tva bockerna. Inledningen till avsnitt 3 ar
influerad av Galdi [Galll]. Avsnitt 3.1 baserar sig pa Muscats bok [Musl4]. Avsnitt 3.2-3.6
grundar sig framst pa Cutland och Capinskis bok [CC95]. Det finns spar av influenser fran
Temam [Tem77] och [Tem83] i avsnitt 3.4 och 3.5.

Vi onskar tacka foljande personer for rad och vigledning:
Leif Arkeryd, Asa Lidestrom, Maria Roginskaya, Grigori Rozenblioum
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1 Inledning

Idén av odndligt smé och odndligt stora tal har anvénts ldnge, t.ex. i den tidiga definitionen
av derivata. Leibniz argumenterade dock for att dessa tal behovde introduceras rigorost. Han
forsokte bevisa att samma satser som redan gallde for reella tal géllde dven for dessa, men
misslyckades med att genomfora detta. Med aren tog den klassiska definitionen av grans-
virden (den s kallade epsilon-delta-definitonen) éver. Denna definition var allenarddande
fram till 60-talet, d& Robinson utvecklade icke-standardanalysen. Han lyckades ge en rigoros
uppbyggnad av savil en utokning av de reella talen till hyperreella tal, innefattande oédndligt
stora och odndligt sma tal, som generella utokningar av méangder, vilket dven ger upphov till
t.ex. hyperhilbertrum. Nyckeln for att visa att dessa nya entiteter lyder under samma lagverk
som de "gamla”; ar 6verforingsprincipen.

Ett tillimpningsomrade for icke-standardanalys dr hydrodynamik. Icke-standardanalys
kan inom detta omrade forenkla berdkningar avsevart, bland annat med hjélp av en sa kallad
Galerkinapproximation, med vilken vi transformerar en partiell differentialekvation till m
stycken ordinéra differentialekvationer. En av de viktigaste framstegen inom hydrodynamik
gjordes 1759 av Euler, som publicerade en beskrivning av ekvationerna for en fluids rorelse,
just i formen av partiella differentialekvationer, som grundar sig i Newtons andra lag. Eulers
beskrivning tog dock inte hdnsyn till friktionskrafter i fluiden. Navier tog hénsyn till dessa
da han 1822 publicerade en modifikation av ekvationen och hade med en term i ekvationen
med en proportionalitetskonstant som motsvarar fluidens viskositet. I denna beskrivning av
rorelsen antas fluiden vara inkompressibel. Stokes generaliserade beskrivningen ytterliggare
genom att beskrivna ekvationen fér en kompressibel fluid. Ekvationerna ar idag kdnda som
Navier-Stokes ekvationer. Denna rapport férdjupar sig i beskrivningen som tar hénsyn till
friktionskraft for en inkompressibel fluid. Speciellt sa presenteras ett existensbevis for en sa
kallad svag 16sning till Navier-Stokes ekvationer. Detta bygger till stor del pa grundldggande
funktionalanalys. Rapporten behandlar dven denna och beskriver teori for olika vektorrum
och operationer.

2 Uppbyggnad av icke-standardanalys

Néar Abraham Robinson forst formulerade icke-standardanalysen, gjorde han det med hjalp
av resultat inom matematisk logik fran bérjan av 1900-talet. Forst gjordes detta med hjalp
av typteori [Rob66], men sedan konstruerades &ven en enklare uppbyggnad med hjélp av
méngdlara [RZ69]. Var ambition i den forsta delen av detta arbete &r att beskriva Robinson
och Zakons méngdteoretiska uppbyggnad av icke-standardanalysen sa som den &r given i
[RZ69], pa ett sitt som ar forstaeligt for matematikstudenter i slutet av sin grundutbildning.
Vi hoppas astadkomma detta genom att utelamna tekniska teoretiska detaljer och genom att
belysa definitioner och satser med exempel.

Med icke-standardanalys forstés, 16st formulerat, en teori som liknar standardanalysen
men som dven innefattar koncepten odndligt sma (infinitesimala) och odndligt stora tal. Vi
vill saledes utvidga méngden av de reella talen R till en mingd *IR innefattande de reella
talen samt nya infinitesimala och oédndligt stora tal. Detta racker dock inte, utan vi vill &ven
uppna att alla resultat som géller for reella tal dven ska gélla fér den nya méngden *R. Vi
maste dérfér borja med att definiera ett begrepp som beskriver alla delméngder, funktioner,
funktioner av funktioner och sé vidare av RR.

2.1 Superstrukturer

For att formulera icke-standardutvidgningen av en méangd A, behover vi forst en struktur som
beskriver alla 7intressanta” konstruktioner pa A. Med ”intressanta” konstruktioner menar vi
bland annat delméngder av A, relationer pa A samt funktioner pa A. Det visar sig att
dessa konstruktioner alla aterfinns i superstrukturen 6ver A, vilken vi ska definiera harnést.
Beskrivningen bygger pa att vi méngdteoretiskt kan beskriva alla matematiska begrepp vi
ar intresserade av (sasom relationer, funktioner med flera).



Definition 2.1 (Superstruktur). Lat A vara en méngd och sitt Ay = A. Definiera sedan
induktivt

n—1
A, = ’P( U Ak) for n > 1. Har &r P(S) potensméngden av S, alltsd méngden som be-
k=0

star av alla delméangder av S. Med hjilp av méingderna Ay kan vi introducera begreppet
superstruktur. Superstrukturen éver A ar

A= G Ap.
k=0

For att superstrukturen ska kunna beskriva ovan ndmnda intressanta konstruktioner,
maste dessa konstruktioner kunna uttryckas som méangder. Till exempel kan funktioner av
en variabel beskrivas som méangder av ordnade par. Ordnade par kan i sin tur beskrivas pa
féljande sétt:

Exempel 2.2. Ordnade par (z,y) kan skrivas méngdteoretiskt som {z,{z,y}} (ty det &r
entydigt vilket som dr det forsta och vilket som ar det andra elementet i paret). Om vi sétter
Ag = R ser vi att alla ordnade par av reella tal aterfinns i méngden A, enligt definitionen
ovan. Darmed finns de ordnade paren i superstrukturen 6ver R, vilken vi kommer att beteckna
med R.

Funktioner av flera variabler kan beskrivas som méngder av ordnade listor av tal. En
funktion av n — 1 variabler blir en méngd av "n-tupler” och beskrivs enligt f6ljande:

Exempel 2.3. Vi kan beskriva n-tupler induktivt fran beskrivningen av ordnade par. En
2-tupel definieras da som ett ordnat par och en n-tupel (for n > 3) skrivs som ett ordnat par
av ett element och en (n — 1)-tupel. Till exempel kan (z,y, z, w) skrivas som

{z Az {y, {y, {2, {z w}}}}}}

Utifrdn detta fis att varje n-tupel av reella tal dterfinns i mdngden Ay, _1) i superstrukturen

A

R.

Exempel 2.4. "Storre dn”-relationen pa R kan beskrivas mangdteoretiskt som méngden av
ordnade par (z,y) sddana att > y, alltsd mingden G = {(x,y) € R? : 2 > y}. Denna
méangd finns da i As.

2.2 Monomorfier

Icke-standardanalys bygger pa att vi kan hitta en ”storre” superstruktur B, sa att vi kan
overfora resultat mellan denna och A. Konstruktionen av B kommer att goras med hjalp av
sé kallad utvidgning, vilken definieras i avsnitt 2.6. I detta avsnitt definierar vi begreppet
monomorfi, vilket dr en funktion mellan tva superstrukturer.

Definition 2.5. 2 Lat A och B vara méngder med tillhérande superstrukturer A och B. En
injektiv avbildning * : A — B kallas fér en monomorfi fran A till B om vi har att

a) *{z} = {*a}, Va € 4,

b) *(X\Y)=*X\*Y och *(X xY)=*X x *Y, om X,Y € A,

c) givet en n-stillig relation® R € A och en permutation p som permuterar n-tupler, sa
giller *(pR) = p(*R),

d) for varje binir relation® R € fl, sa galler *Dgr = D+«g, ddr Dy dr doménen av R , och

e) for varje C € A och R={(z,y): x € y € C} giller att
*R={(z,y):x €y e *C}.
2Monomorfier kommer i denna, rapport betecknas med en upphojd asterisk * och vi kommer att skriva *a
for *(x).
3Se definition A.2 i bilaga A
4Se definition A.1 i bilaga A for beskrivningar av begreppen binér relation och domén.




Da * verkar pa en méngd tolkas den som en méngdoperator. Dess argument dr da méng-
den, sedd som ett element. Vi skiljer pA méangdoperatorer fran operatorer som arbetar pa
varje enskilt element i méngden.

Fran definition 2.5 f6ljer direkt nedanstiaende foljdsatser.

Foljdsats 2.6.
N=0

Beuwis.
*Q) == *(AO \Ao) == *AO \ *Ao = @

O
Foljdsats 2.7. z € X dr ekvivalent med *x € *X.
Bevis. Vi anvinder f6ljdsats 2.6 (och monomorfi-definitionen).
reXe{zp\ X =0
{2\ X)="0=0
& o\ "X =10
& {"ap\ X =10
& fre X
O

Aven foljande satser, vars bevis vi utelimnar genom att héinvisa till Robinson och Zakon[RZ69],
foljer fran definition 2.5.

Foljdsats 2.8. (z1,....,2,) € R & (*21,..., *z,) € *R.
Foljdsats 2.9. For varje n-stillig relation R gdller att *R ocksa dr en n-stdllig relation.
Foljdsats 2.10. Om x € S for nagot S € *A,,, gdller att x € *Ag U *A,_1.

Exempel 2.11. Betrakta ater "storre &n”-relationen G fran exempel 2.4. Givet en monomorfi
*: R — B foljer fran definition 2.5 och féljdsats 2.9 att G 6verfors till en binér relation *G
som har domén *R och kodomén *R (pga. monomorfins permutationsegenskaper).

Foljande definition &r viktig for att vi ska kunna 6verfora likhetsrelationer mellan olika
superstrukturer.

Definition 2.12. En monomorfi kallas normal om fér varje C' € A och for relationen E =

{(z,z) : x € C} som beskriver likhet mellan element i C, géller att *E = {(x,z) : z € *C},

dvs. att *E beskriver likhet mellan element i *C.

2.3 Interna element och standardelement

Givet en monomorfi * : A — B definierar vi fven *A = U *Ag. Detta dr nodvandigt ty
k=0

A ¢ A sa vi kan inte direkt applicera monomorfin pa A.

Definition 2.13. Vi kallar b € B standard om b = *a for nagot a € A.

Definition 2.14. Vi kallar b € B intern om b € *A.

En ekvivalent definition av interna element ges av foéljande.

Definition 2.15. Vi kallar b € B intern om b € *S, for nagot S € A.

Proposition 2.16. Definitionerna 2.14 och 2.15 dr ekvivalenta.



Bevis. Om b &r intern enligt definition 2.14 dvs. b € *A, géller att b € *A,, for nagot n.
A, € Apy1 C A ger nu att b ér intern enligt definition 2.15.

Om b r intern enligt definition 2.15 dvs. b € *S for ndgot S € A, giller att S € A,, for nagot
n. Foljdsats 2.7 ger att *S € *A,, sa vi har att b € *S € *A,,. Vi kan nu applicera foljdsats
2.10 s& att vi far att b € *Ag U *A,,_; C *A. Dirmed far vi att b € *A vilket innebér att b
ar intern enligt definition 2.14. O

Proposition 2.17. Varje standardelement ar internt.

Bevis. Tag ett standardelement *a, dvs. sidant att a € A, for nagot n. Fran foljdsats 2.7
foljer nu att *a € *A,, C *A, sd *a ar intern enligt definition 2.14. O

Att varje internt element ej nédvindigtvis ar standard kommer att visas i ett senare
avsnitt (se exempel 2.33).

2.4 Spraket L, L-strukturer och modeller

Vi ska nu formalisera vilka resultat som &r sanna i en given superstruktur. Det gors med
hjalp av ett sa kallat formellt sprak £ och strukturer éver detta. Malet har ar att rigordst
kunna 6verfora resultat mellan olika superstrukturer.

Det finns en rik teori bakom formella sprak och strukturer. Vi hanvisar ldsaren till Marker
[Mar02] eller Rautenberg [RaulQ] for en introduktion till denna teori och kommer i denna
rapport endast att anvinda oss av konkreta exempel darur och undvika generella resonemang
i s& stor utstrackning som mojligt.

Givet en superstruktur A definierar vi spraket £ enligt foljande.

Definition 2.18 (Spriket £).

a) Varje objekt i A betecknas med en symbol i L. Dessa symboler kallas konstanter. Vi
viljer for enkelhets skull att anvéinda varje objekts beteckning i A som dess symbol i
L. Darmed kan vi tédnka oss att miangden konstanter i £ motsvaras av A.

Vissa bokstéaver betecknar variabler.
Atomerna i £ har utseendet (x1,...,2,) € y, dir xj och y &r konstanter eller variabler.
L innehéller konnektiven -, V, A, = och <, och kvantifikatorerna ¥V och 3.5

Formler uppstar genom att kombinera atomer med konnektiv och kvantifikatorer och
iterera denna process ett dndligt antal gdnger. Vi kommer att begriansa oss till att alla
kvantifikatorer i formler méaste upptrada enligt Va(z € S = ...), vilket vi forkortar
Vz € S... (och pd motsvarande satt for 3). I dessa uttryck maste S vara en konstant
och alltsa inte en variabel.

f) En formel dér varje variabel 4r bunden av en kvantifikator kallas sats.

Exempel 2.19. Lat oss betrakta IR och varianten av £ baserad pa denna superstruktur. Ett
exempel pa en atom i £ ér (2,4) € N? och ett annat ér (x,N,34) € 2, dir vi tolkar  som
en variabel. Vi noterar att dessa atomer i sig &r meningslésa om vi inte kan koppla ihop dem
med konstanternas objekt i R. Detta ér malet med att inféra begreppet L-struktur.

Definition 2.20 (L-struktur). En L-struktur M bestar av en méngd M, kallad M:s uni-
versum och en injektiv éversdttningsavbildning

v:C— M,

dar C' 4r méngden av konstanter i L.

5Sanningsdefinitioner av dessa konnektiv och kvantifikatorer finnes i bilaga A, definition A.5.



Den enklaste L-strukturen fas genom att ta méngden av konstanter Ai £ och valja
identitetsavbildningen som Oversidttningsavbildning. Vi podngterar dock att det dven finns
andra L-strukturerS.

Exempel 2.21. Vi kan fortsédtta exempel 2.19 genom att tolka de dir givna atomerna i den
triviala £-strukturen nyss beskriven. Vi ser d& att (2,4) € N2 &r sann, medan (z, N, 34) € 2
inte ar det for nagot virde pa x.

Vi kommer hédanefter att nagot slarvigt beteckna L-strukturer med samma namn som
deras universum. Ur sammanhanget kommer det att ga att utlisa om L-strukturen eller
universumet asyftas.

Definition 2.22 (K-sats). Mingden av alla satser i £ som ér sanna i (L-strukturen) A
kallar vi K. En sats i K kallas en K-sats.

Exempel 2.23. Satsen v, given av
(Vx € RM)(z,0) € G,

dar G ar "storre an”-relationen vi definierade i exempel 2.4, &r en K-sats eftersom méangden
R* definitionsméssigt bara innehaller positiva tal.

Definition 2.24 (Modell). Antag att I &r en méngd av L-satser. En L-struktur M &r en
modell av I" om alla satser i I" 4r sanna i M. Vi skriver da M =T

Exempel 2.25. A &ren definitionsméssigt en modell av K.

Tidigare har vi ndmnt att vart mal dr att hitta en si kallad utvidgning av R dir alla
resultat vi kinner till om R fortfarande géller. Omformulerat innebér det alltsa att vi soker
en ny modell av K, som ocksa innefattar "nya” element.

2.5 Overforingsprincipen

Givet en superstruktur fl, med tillhérande L£-sprak och en monomorfi * fran A till en annan
superstruktur B vill vi kunna tolka B som en L-struktur. Om A har oversattningsavbildning
U:C - A (dar C aterigen ar L:s konstanter), sitter vi B:s oversittningsavbildning till
sammansittningen (* o ¥) : C' — B.

Det kommer att visa sig att B generellt inte &r en modell av K, men att diremot de
interna elementen i B, dvs. *A alltid utgdr en modell av K. Detta ar anledningen till att
begreppet internt element &r viktigt. Vi noterar att * A kan tolkas som en L-struktur, med
samma Oversittningsavbildning (* o ¥) som B. Detta tack vare att (* o ¥) avbildar varje
konstant i £ pa ett standardelement i B och samtliga standardelement ar interna enligt
proposition 2.17.

For att halla isir tillfillen d& en formel eller sats i £ ska tolkas i L-strukturen A med
tillfillen d& den ska tolkas i L-strukturen *A infor vi den sé kallade *-transformen.

Definition 2.26. *-transformen av en formel (respektive sats) « &r den formel (sats) *a som
fis genom att ersiitta varje konstant a i formeln (satsen) med *a.”

En *-transformerad sats ska tolkas i *A. *-transformering ar alltsa endast ett notations-
tekniskt knep for att forenkla ldasbarheten.

Exempel 2.27. Satsen 7 i exempel 2.23 *-transformeras till

*y = (Vo € *R7)(z, *0) € *G.

6 Att vi kan tolka formler och satser i L-strukturer bygger pa att vi har en grundliggande méngdlira med
en valdefinierad tillhérighetsoperator €. Da méngdlira ligger utanfor ramen av denna rapport ndjer vi oss
med att tolka € intuitivt och séga att exempelvis satsen 5 € {3,4,5} uppenbart dr sann medan 5 € {2, 3,4}
inte ar sann.

T*q dr inte egentligen en formel/sats i £, men diremot i det helt ekvivalenta sprak *£ som ér likadant
som £ med enda skillnad att varje konstant c i £ bytt beteckning till *¢ i *£. Vi kommer i fortsdttningen att
ignorera denna skillnad, da det finns en trivial bijektion mellan konstanterna i £ och konstanterna i *L.



Tack vare foljdsats 2.8 vet vi att *G innehéller alla ordnade par (*z,*y) sadana att x > y och
inga andra par av standardelement. Det gér att visa (se exempel 2.29) att G:s definierande
egenskaper giller dven for *G, for ickestandardtalen i *R och att vi darfér kan tolka *G som
"storre dn”-relationen pd *R. Och satsen *v siger att *R™ endast innehéller positiva tal.

Nu kommer vi till en mycket viktig sats som visar sambandet mellan superstruktur-
monomorfier och den ovan definierade *-transformen.

Sats 2.28 (Overféringsprincipen).

a) En sats « i L dr sann i A omm dess *-transform *a dr sann i *A.

b) Ldt E vara mangden av m-tupler (z1,...,2m,) € C som uppfyller en formel oz, ..y Tm),
ddr xy1,...,xy dr de enda fria variablerna i o, och dir C € A. Da dr *E mdangden av
m-tupler (x1,...,2,) € *C som uppfyller *a(z1,...,Tm).

Notera att asteriskerna i satsen betyder olika saker beroende pd om de verkar pa en
sats/formel i L eller om de verkar pa en mangd/superstruktur.

Bevis. For satser utan kvantifikatorer bevisas (a) medelst induktion éver antal konnektiv i
satsen:

I fallet d& « dr en atom har vi att « kan skrivas (aq,...,ar) € b, vilket enligt foljdsats
2.8 &r ekvivalent med (*a1, ..., *ar) € *b som, enligt definitionen av *-transformering av en
sats, ar det samma som *a.

Det ar tillrdckligt att visa att pastaendet héller fér konnektiven — och A, eftersom de till-
sammans ar sanningsfunktionellt kompletta®.

Antag att (a) haller for formler med fiarre konnektiv an k, for nagot k& € N. Tag en formel
a med k stycken konnektiv. o har da utseendet 5 A 7y eller =3, dar 8 och « har farre dn k
konnektiv.

I fallet @ = B A~ har vi fran antagandet att

AEpo*AE"Boch A=y o *AE *y.
Med andra ord har vi
(Al Boch A7) & ("Al "B och "A | ).
Tarskis sanningsdefinition® ger oss da att
fl|:ﬁ/\'y<:)*/i|=*ﬁ/\*7.
Av definition 2.18 har vi d&
AEprye "AE(BAY).

I fallet o = = har vi pd motsvarande sétt fran antagandet att A Ef e *A E *6.
Med andra ord har vi ~(A |= ) & =(*A | *f). Tarskis sanningsdefinition ger oss da att
AE-B& *A = —-*6. Av definition 2.18 har vi dd A = - < *A = *(—0).

D4 beviset av (a) for satser med kvantifikatorer, samt beviset av (b) bygger pd samma
princip, men ar mycket tekniskt, lamnar vi det till den intresserade lasaren att uppsoka i A
Set-Theoretical Characterization of Enlargements” av A. Robinson och E. Zakon|[RZ69).

O

Sats 2.28 ar central inom icke-standardanalysen. Satsen ger att varje K-sats &r sann i *A
for valfri given monomorfi *. Efter att vi i ndsta avsnitt visat att vi kan hitta monomorfier
som ger upphov till sa kallade utvidgningar (som i fallet A = R alltsa kommer att ge upphov
till existens av infinitesimaler och oédndligt stora tal) kommer vi att kunna 6verfora satser
mellan den vanliga analysen och ickestandard-analysen. Nésta exempel ger ett smakprov pa
detta.

8 Alla satser utan kvantifikatorer kan uttryckas med — och A som enda konnektiv.
9Se bilaga A, definition A.5.



Exempel 2.29. For att vi ska kunna tolka relationen *G fran exempel 2.27 som ”storre &n”-
relationen pa *IRR krévs att den uppfyller egenskaperna for strikta totala ordningsrelationer.
Egenskaperna géller for G och ges av féljande tre K-satser, dér E &r relationen som beskriver
likhet mellan tva tal i R:

(Va € R) ((Vb € R) ((vc €R) (((a, b) € GA(bc) € G) = (ac) e G))) (transitivitet)
(Va € R) (ﬁ((a, a) € G)) (irreflexivitet)
(Va € R) <(Vb € R) <ﬂ((a, b) € E) = ((a, b) € G ~((ba) € G)))) (trikotomi)

Fo6r normala monomorfier (definition 2.12) foljer att *E ar likhetsrelationen pa *R. Vi far nu
att *-transformering av ovanstdende satser och applicering av Sats 2.28 ger att *G kan tas
som "storre &n”-relationen pa *IR.

2.6 Utvidgningar av superstrukturer

Det &r latt att definiera ointressanta monomorfier, som exempelvis identitetsmonomorfin
Diq : A — A sddan att ®iq(a) = a for alla a € A. I detta avsnitt ska vi visa att det dven finns
mer intressanta monomorfier — sa kallade utvidgande monomorfier.

2.6.1 Definition av utvidgningar
Innan vi kan definiera begreppet utvidgning behdver vi begreppet dndligt satisfierbar.

Definition 2.30 (Andligt satisifierbar). En dndligt satisfierbar binir relation'® R &r sddan
att det for varje dndlig delmédngd X av R:s domén Dpg finns ett element yx i R:s kodomén
sadant att (z,yx) € R for alla z € X.

Exempel 2.31. Betrakta den binira relationen S = {(z,y) € R x R* : 2 > y}. S ar
andligt satisfierbar, ty varje dndlig mingd X € R™ har ett minimum Zwyin, S8 yx = Tmin/2
satisfierar (z,yx) € S for varje z € X.

Definition 2.32 (Utvidgning). En monomorfi * : A — B kallas utvidgande om den uppfyller
att det for varje dndligt satisfierbar bindr relation R € A finns ett yp € B sadant att
A oo A
(*z,yr) € *R for varje x € Dg. *A = |J *Aj, kallas d& utvidgningen av A under *
k=0
Vi ska nu se att en saidan utvidgning av R ger upphov till bade infinitesimaler och odndligt
stora tal.

Exempel 2.33 (Existens av infinitesimaler). Lat * : R — B vara en utvidgande monomorfi.
Tag relationen S fran exempel 2.31. Lat nu p vara permutationen som byter plats pa ele-
menten i ett ordnat par, s att doménen av pS blir kodoménen av S. Eftersom S &r &ndligt
satisfierbar existerar ett element

ys € Dp(=s) = D=(p5) = "Dps = "R*

i B, som #r stérre &n *0 (detta giller alla element i *IRT via satsen *v i exempel 2.27) men
mindre &n alla standardelement i *IR™. Sidana element kallar vi infinitesimaler. Vi noterar
ocksa att yg ar intern men ickestandard. Ty om yg vore standard skulle vi ha att yg = *xg
for ndgot x5 € RT, men for varje x € RT har vi K-satsen (*z,*xg) € *G och dirmed genom
overforingsprincipen ockséd att (z,2s) € G. Detta leder till en motségelse eftersom det inte
finns ndgot x5 € R* som #r mindre #n varje € R¥.

Pa ett liknande sétt visas existensen av odndligt stora tal, dvs. w € *R som ar storre dn
varje standardelement i *IR.

10En definition av binéra relationer, samt forklaring av begreppen domén och kodoméin, ges i bilaga A
(definition A.1).



2.6.2 Existens av utvidgningar

I detta avsnitt ska vi visa att det existerar utvidgningar av A. Detta kommer att ske med
hjélp av begreppet ultrapotens som kommer att definieras snart. Vi foljer konstruktionen
given i [RZ69]. Det bor tillaggas att vi i detta avsnitt kommer att offra en del rigorositet for
att kunna bibehélla rapportens ldsbarhet.

For att kunna anvéinda oss av en likhetsrelation i senare bevis, infér vi ett nytt formellt
sprak L', med tillhérande £'-strukturer.

Definition 2.34. Spriket £’ har samma konstanter (dvs. en superstruktur A) och konnektiv
som £, men atomerna i £ ar pd formen z€y eller x=y. I £’ tar vi bort begransningen pa
kvantifikatorerna som finns i £ (se definition 2.18).

Definition 2.35. En £’-struktur har likt en £-struktur ett universum och en 6versiattnings-
avbildning fran £’-konstanterna till universumet. Dessutom ingar i begreppet £’-struktur en
tolkning av symbolerna € och =.

Exempel 2.36. Den enklaste £'-strukturen fis genom att ta méingden av konstanter A
i £, 1ata symbolerna € och = tolkas som € resp = och vélja identitetsavbildningen som
oversattningsavbildning.

Definition 2.37. K’ & méingden av alla satser i £’ som &r sanna i A.

Lat M vara en modell av K’. Ett exempel pa en sadan modell ar A. Det gar att med hjalp
av K'-satser visa att den ovan definierade = &r en ekvivalensrelation'! med substituerbarhet
dver €12, Tack vare detta kan vi skapa en ny modell dir varje element = € M ersétts med dess
ekvivalensklass [x] = {y € M : y = x}. I denna modell tolkas = som vanlig = och [z]€[X]
omm z€X. Denna 6vergdng till ekvivalensklasser ar alltsd alltid mojlig givet en modell av
K'.

En annan modifikation av modeller som kan goras ar sa kallad kollapsning av modellen.
Detta begrepp ar viktigt, men inte centralt i senare bevis och den intresserade lasaren hénvisas
till [RZ69] for detaljer. Antag att en modell M av K’ med 6versittningsavbildning ¥ : A — M
ar given. Kollapsningen av M ar en speciell modell M’ av K’ dar for varje element z € M
sddant att x€W(A,,) for ndgot n > 0 relationen € &r vanlig méangdtillhérighet. Dessa element
kallas interna i M.

Om vi har en modell M av K’ kan vi alltsd genom att overgd till ekvivalensklasser och
kollapsa f& en modell déir de vanliga relationerna = och € kan anvandas istallet for = och €.

Huvudresultatet i [RZ69] géllande kollapsade modeller &r foljande sats, vars bevis vi
skissar.

Sats 2.38. For varje kollapsad modell M till K', finns en normal (se definition 2.12) mo-
nomorfi * c Ao B dir B dr en superstruktur, sadan att de interna elementen i B dr precis
de interna elementen i M.

Bevisskiss. Lat ¥ : A — M vara modellens oversattningsavbildning. Beviset bygger pa att
ersitta M med superstrukturen B dir B ar given av B = W(Ay). Detta fungerar tack
vare ett par teknikaliteter géllande kollapsade modeller som &ven medfor att de interna
elementen bevaras. Beviset slutférs sedan genom att visa att ¥ : A= B uppfyller kraven
i monomorfidefinitionen 2.5. Kraven visas i tur och ordning genom att formulera dem som
K'-satser. Slutligen kan alltsd monomorfin * fas som éverséittningsavbildningen W.

Som ett exempel visar vi hir att U({s}) = {¥(s)} for varje fixt s € A. Ty satt S = {s}
och betrakta satsen

(seS)AVz(z=s<xel).

Detta dr en K’-sats ty ovanstiende ér sant i A. Dirmed géller eftersom M &r en modell av
K’ aven foljande
(T(s) € U(S)) AVz(z = T(s) &z € U(9)),

11 F6r definitioner av ekvivalensrelationer och ekvivalensklasser se bilaga A.
12Dvs. att om z€X, © =y och X =Y giller, sa géller dven y&Y.



vilket dr vad vi ville komma fram till dvs. att ¥(S) = {¥(s)}. Vi ser ovan att =-relationen
utnyttjats, vilket motiverar inférandet av £'-spraket.
O

Med hjéalp av Sats 2.38 kan vi nu formulera en sats som visar existensen av utvidgningar
och dérmed i forldngningen existensen av infinitesimaler och odndligt stora tal i IR (se exempel
2.33).

Sats 2.39. For varje superstruktur A finns en superstruktur B och en monomorﬁ
*: A — B som dr normal och utvidgande. Alltsa har A alltid en utvidgning * A.

Innan vi bevisar denna sats maste vi gora en avstickare och definiera tva viktiga begrepp
inom modellteori och méngdlara, ndmligen ultrafilter och ultrapotenser.

Definition 2.40 (Filter). Ett filter F 6ver en indexméngd S dr en delméingd av potensméng-
den till S med féljande egenskaper:

1. 0¢F,
2. Xe€FochY € Fmedfor XNY € F,
3. Xe€eFoch XCY CSmedforY € F,

Exempel 2.41 (Illustration av filter-definitionen). Ett filter ar alltsd en speciell delméngd
till potensméangden av en indexméngd. Indexméangden kan i princip vara vilken méngd som
helst, men en vanlig indexméngd ar IN. Givet N som indexméngd &r ett filter en méngd av
méangder av naturliga tal. Vi kan da tédnka oss ett filter som ett sitt att jamfora tva odndliga
féljder av element. Om vi har tva foljder av reella tal a,, och b,, och ett filter F' 6ver N, kan
vi stélla oss frégan om dessa &r lika "néstan overallt”. Vi skulle d& fraga oss om méngden
{n : a, = b,} aterfinns i filtret F. Lésaren inser direkt att méngden () ej bor aterfinnas i
filtret eftersom méngder som &r olika Gverallt ej bor rdknas som lika "néstan 6verallt”.

Vidare om f6ljden a,, dr lika "néstan Gverallt” med b,, och denna i sin tur ar lika "néstan
overallt” med ¢,,, bor dven a,, och ¢, vara lika "néstan Gverallt”. For att detta ska gélla maste
filtret vara slutet under snitt.

Om vi sitter S = {n : a,, = b, } och det géller att a,, och b,, dr lika "néstan 6verallt” bor
S C {n: a, = ¢,} innebira att dven a,, och ¢, ar lika "nistan overallt” eftersom de ar lika
pa alla stéllen som a,, och b, ar lika samt ytterligare nagra stéllen.

En speciell form av filter ar ultrafilter.

Definition 2.42 (Ultrafilter). Ett ultrafilter F' 6ver en indexmingd S ar ett filter dver S
som uppfyller att

X C S medfor att antingen X € F' eller S\ X € F.

Sats 2.43. Givet ett filter G over en indexmdngd S finns alltid ett ultrafilter F sadant att
GCF1

Med hjalp av ultrafilter kan vi konstruera ultrapotenser av superstrukturer.

Definition 2.44 (Ultrapotens). Lat foljande vara givna — en superstruktur A, en index-
méngd I och ett ultrafilter F 6ver I. Betrakta méngden A! av funktioner fran I till A. Vi
kan definiera en ekvivalensrelation ~ 6ver A! enligt

frge{iel: f(i)=g()} e F.
Ekvivalensklasserna av denna relation utgor d& ultrapotensen. Ultrapotensen betecknas Al /F.

Som vi ndmnt tidigare ar A en modell av K’. Om vi nu utrustar ultrapotensen med en
€-relation enligt f€S < {i € I : f(i) € S(i)} € F, och identifierar = med vanlig likhet
mellan ekvivalensklasser, blir ultrapotensen i sin tur ocksa en modell av K’ dar oversatt-
ningsavbildningen oversétter varje element a € A till den ekvivalensklass som innehaller den
konstanta funktionen som avbildar hela I p& a. ™

13Denna sats bygger pa urvalsaxiomet och bevisas till exempel i Goldblatt [Gol98].
M Detta resultat dr en variant av Lo$ sats, ett bevis finns till exempel i Kochen [Koc61].



Exempel 2.45. Lat oss betrakta superstrukturen R och ta som indexmingd IN. Funktio-
nerna RN vi betraktar dr di helt enkelt odndliga foljder av element i R. Speciellt kan vi
betrakta foljder av reella tal. Om vi antar att vi har ett ultrafilter U 6ver IN och konstruerar
ultrapotensen RN /U, tillhér allts tva talféljder a, och b, samma ekvivalensklass i RN /U
om méangden {n € N : a,, = b, } finns i ultrafiltret U. Vi kan tolka ultrapotensen som klasser
av "néstan lika” talfoljder.

Vi ar nu redo att skissera hur Robinson och Zakon knyter ihop sicken i [RZ69] med ett
bevis av Sats 2.39. I detta bevis anvénds istéllet for tal i IN en speciell typ av funktioner som
index for ultrafiltret.

Bevisskiss: Ezistens av utvidgningar. Givet en superstruktur fl, en indexméangd I och ett
ultrafilter F' 6ver I, konstruerar vi ultrapotensen AT /F. Modellen AT /F kan da kollapsas
och vi kan tillimpa Sats 2.38 s& att vi far en normal monomorfi * : A — B. Det aterstar
att visa att vi kan vélja I och F pa ett sadant sitt att * blir utvidgande. Detta visas €j i
[RZ69], men vil i en tidigare artikel av Robinson [Rob67]. Eftersom B har samma interna
element som A”/F (sats 2.38) behéver vi endast visa att de interna elementen i A”/F utgér
en utvidgning.

Lat A, beteckna méangden av alla dndligt satsifierbara bindra relationer i A. Vi valjer
nu I som méngden av en viss typ av funktioner fran A,. En funktion g € I avbildar varje
R € A, pa en éndlig delmingd av relationens domén (hér tilliter vi g(R) = 0)). Vi definierar
Gven en union av tva funktioner g, h € I enligt (g U h)(R) = g(R) U h(R) for varje R € A,.
Notera att (g U h) dr en av funktionerna i I.

Vi ska nu definiera ett filter 6ver I. Vi borjar med att sétta

Fy={S,CI:S,={hel:YRe A, (g9(R) C h(R))}}.

Fy uppfyller de tva forsta kraven for ett filter (definition 2.40) ty g € S, for varje Sy, sa
Sy # 0 och

SyN Sy ={k:VYR€ A, (g(R) Ck(R) och h(R)C k(R))}
={k:VR € A,(g(R) Uh(R) C k(R))}
= OgUh € Fo.

Vi inkluderar nu &ven storre méngder for att fa ett filter och sétter
= {S clI: E|Sg S Fo(Sg C S)}

Lésaren inser genom kontroll av definition 2.40 att Fi ar ett filter.

Dérmed kan vi forstora Fy till ett ultrafilter F' enligt Sats 2.43. Detta ar ultrafiltret som
kommer att anvindas for den tidigare ndmnda ultrapotensen.

Lésaren uppmanas infor nista del i beviset att erinra sig definitionen 2.32 av en ut-
vidgning. Vi betraktar nu méngden Al av funktioner fran I till A och tolkar den som en
L£/-struktur *® med éverséttningsavbildning ¥ : A — A’ sadan att U(z) =cg,dirc, : I - A
ar den konstanta funktion som avbildar varje g € I pa z. Harnést vill vi visa att det till
varje andligt satisfierbara biniira relation R i A gar att hitta ett element yp i A’ sddant att
(U(z),yr)EP(R) for varje i R:s domén. Nu fixerar vi ett sadant R. Vi véljer yg : I — A pa
ett sadant sétt att (z4,yr(g)) € R for alla x4 € g(R). Detta dr mojligt ty g(R) &r en &ndlig
delméngd av R:s domén.

Hérnést ska vi visa att ovanstdende val av yg leder till att (U(x),yr)EP(R) for alla x i
R:s domén, vilket dr ekvivalent med att varje méngd U, = {g € I : (z,yr(g)) € R} aterfinns
i ultrafiltret F'. Men om vi definierar en hjélpfunktion g, € I enligt

_ )z} Q=R,
g:fc(Q>_{@ Q#R,

15 AT tolkas som £’'-struktur genom att siiga att y€Y omm {g € I : y(g) € Y(g)} finns i F', och motsvarande
for =.

10



har vi att
UpsD{gel:zecg(R)}={g9€l:g9:(R)Cg(R)}=S,,.

Sa faktumet att Sy, ar ett element i ultrafiltret F' ger direkt att dven U, &r det, for varje
z. Resonemanget géller for varje dndligt satisfierbara binéra relation R i A och leder till att
monomorfin som fas av 6versattningsavbildningen ¥ genom sats 2.38 dr utvidgande, vilket
ar vad vi ville visa.

O

2.7 Anviandbara begrepp for senare tillimpning

Vi paborjar nu ett avslutande av uppbyggnaden av icke-standardanalysen. Foljande avsnitt
skall tjana som en forberedelse infér Sektion 3, ett axplock av den extensiva teori som icke-
standardanalysen innefattar, och som vi behover for att pavisa existensen av 16sningar till
Navier-Stokes ekvationer. Existensbeviset ar djupt influerat av Capinskis och Cutlands bok
pa omradet [CC95] och for ytterligare kunskap héanvisar vi siledes den nyfikne lisaren dit.
En stor del av foljande samling av definitioner och satser aterfinns i [CC95].

Sats 2.46. For varje dandligt x € *R sa finns det ett unikt r € R sadan att x =1+ 9, for §
infinitesimalt, och vi skriver da x =~ r.

For beviset hanvisar vi till [CC95].

Definition 2.47 (Standarddelen). Det unika reella tal r som uppfyller r ~ 2 kallas for
standarddelen av x, och vi skriver r = °x, for dndligt z.

Definition 2.48 (Monaden). Monaden till r € R &r f6ljande delméngd av *IR:

monad(r) = {z € "R:z ~r}.

Denna monaddefinition géller endast for » € R € *R. Vi kommer senare att ge en
alternativ, dock ekvivalent, definition av monader, som kan generaliseras till mer allménna
méangder. Foljande definition av ndrastandardelement &r for den delen mer generell, genom
att inte endast gélla for R € *RR.

Definition 2.49 (Narastandard). Vi sdger att @ € *A &r ndrastandard om z € monad(a)
fér nagot a € A.

Det interna konceptet dr av stor tyngd inom icke-standardanalysen, eftersom det ar just de
interna elementen som utgér en modell av K. Vi definierar hir i samklang med Definition 2.15
vad vi menar med en intern méngd och en intern funktion. Bada definitionerna star att finna
i [Rob66]. Minns att b € B kallas internt element om b € *S for nagot S € A. Vi kan nu
jdmfora denna definition med féljande tva definitioner:

Definition 2.50 (Intern méngd). En méngd U € B ér intern om och endast om U € *§ for
nagot S € A. Om U € B inte &r intern s sdges U vara extern.

Definition 2.51 (Intern funktion). Lat f : U — W vara en funktion mellan interna méangder
U och W. Om mingden
f={lu,w) e UxW: f(u) =w},

som beskriver funktionen &r intern sa ségs funktionen vara intern.

Definition 2.52 (Mikrokontinuerlig). En intern funktion F' : *R — *R &r mikrokontinuerlig
pa en mangd X C *R om det for alla z, y € X géller att

v xy = Flz) ~ F(y).

Exempel 2.53. Funktionen f(x) = % ar inte mikrokontinuerlig. Ty tag en infinitesimal J.
Da ar skillnaden 26 — § = 0 =~ 0 medan skillnaden mellan de motsvarande funktionsvirdena
L _ % = —% % 0. Definition 2.52 uppfylls alltsa inte.

20
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Det resterande av detta avsnitt leder fram till Robinsons lemma, som é&r ett elegant men
simpelt resultat. Det kommer sedan till nytta i applikationsdelen.

Nésta proposition ger ytterligare en motivering till att interna méngder ar intressanta.
Satser i A pa formen ”for alla delméiingder av S”, éverfors till satser i *A pé formen "for alla
interna delméngder av *S”.

Proposition 2.54. Givet en mingd S € A, dr “P(S) mingden av interna delmdngder av
*S. Med andra ord gdller att *P(S) = P(*S) N *A.16

A

Bevis. Vi visar i tur och ordning att *P(S) € *A, *P(S) C P(*S) och *P(S) D P(*S) N *A.
Varje element i *P(S) ér definitionsmissigt internt s& *P(S) C *A.

Betrakta nu den bindra relationen R = {(x,y) : © € y € P(S)} och notera att dess
domén ar S. Enligt monomorfi-definitionen 2.5 géller att *R = {(z,y) : x € y € *P(S)}
med domén *S. Detta visar att varje méngd i *P(S) bestar av element ur *S och séledes
att*P(S) C P(*9).

Till sist har vi for varje element T € P(*S) N *A att T € *U for nagot U € A eftersom
T &r intern. Satt nu W till doménen av den binéra relationen {(z,y) : x € y € U}, dvs.
W = {x : z € yfornigoty € U}. Vi vet dd pad grund av monomorfi-definitionen att
W ={z:x €y for ndgot y € *U} ar méangden av alla element som ligger i ndgon méngd i
*U — speciellt maste alla element i T ligga i *W. Betrakta nu K-satsen

(Vy € U)(((Va: EW)zey=zel)) =ye 79(5)),

vilken utséger att om en méngd y bara innehéller element ur S s& dr den ett element i P(5).
Eftersom satsen dr sann i A kan vi tilldmpa Gverforingsprincipen pa den. *-transformerad
utsdger satsen att om en intern mingd y bara innehaller element ur *S sa dr den ett element
i *P(S). Overforingsprincipen ger nu att detta ar sant i *A, sa att T € *P(S). Eftersom T
var godtyckligt valt innebir detta att P(*S) N *A c *P(S). O

Vi ska héarnéast se ett till exempel pa hur vi kan anvinda K-satser for att Gverfora satser
fran R till *IR.

Proposition 2.55. Varje intern, icke-tom, begransad delmdangd S av *N har ett mazimum
Smax € S sadant att for varje s € S, Smax > S.

Bevis. Vi beskriver det 6nskade resultatet som en K-sats o och sluter ur faktumet att det
giller for R att det dven géller for *IR. For 6kad lisbarhet delar vi upp K-satsen i tva delar
sd att « = (VS € J)(¢ = ¢). Har ér J = P(N) \ {0} méngden av alla icketomma delméngder
av IN. Forst uttrycker vi S egenskaper, dvs. att den har en 6vre begrénsning.

qs:(aNeN)(vseN)(ses;» ((N,s) € GV (N,s) eE)),

dér G ar "storre dn” relationen fran exempel 2.4 och F ar likhetsrelationen mellan tva element
i N. Sedan uttrycker vi faktumet att sddana .S har maximum.

Y = (IS max € N) (smax € SA(VteN) (t € 5= ((Smaxst) € GV (Smax, t) € E)))

a = (VS € J)(¢ = o) ar di en K-sats ty satsens innehall ar sant i R *a &r ddrmed
sann i *R enligt 6verforingsprincipen, och beskriver precis propositionen som vi vill visa. Ty
*J =*P(N)\ {0} &r enligt proposition 2.54 méngden av alla icketomma, interna delméngder
av *IN, *G fungerar som "storre &n”-relation pa *IR och *FE &r likhetsrelationen pa *IN tack

vare att var monomorfi 4r normal. O

Med hjélp av proposition 2.55 kan vi visa en intressant egenskap som interna delméngder
U av *R har. Namligen att om U innehéaller godtyckligt stora dndliga tal (dvs. tal som &r
mindre dn nagot standardtal) sa maste U "floda 6ver” och &ven innehalla oéndligt stora tal.
Ur detta kan vi bland annat sluta att méngden av standardtal i *R €] &r intern.

16p(S) ar hir liksom tidigare potensméngden av S.
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Proposition 2.56 (Overflode). Lit U C *R wara intern. Om U innehdller godtyckligt stora
andliga tal sa innehaller den dven odndligt stora tal. Vi kallar denna egenskap for dverflide.

Bevis. Om U &ar obegriansad sa kan vi vélja valfritt oédndligt stort tal w € *IR och hitta ett
element u € U sddant att u > w. Darmed ar v oéndligt stort.

Antag att U istéllet &r begransad dvs. att det finns ett M € *IN sadant att —M < u < M,
for alla w € U. Betrakta méngden X = {m € *N : m ¢j ar ovre begrdnsning till U}. Vi
ska nu visa att X &r intern. Vi kan beskriva med en K-sats att det givet en begrdnsad
delméngd S av R alltid finns en delméngd 7" av N som innehaller alla tal i N som ej &r
ovre begransningar till S. For att illustrera formulerandet av K-satser formulerar vi &ven
K-satsen i detta bevis. Vi delar aterigen upp K-satsen « i forutsidttningar och slutsatser
enligt a = (VS € P(R))(¢ = ¢). Har ar

¢>—(3NelN)(Vze]N)<xeS:> (:re]RA((N,:v) €eGV(N,z) 6E)>>

och
b = (3TeP(1N))(Vne]N)<neT<:> Gy eR)(y € SA (y,n) eG)).

Efter tillimpning av 6verforingsprincipen sidger *« att det finns en intern méngd 7' pa formen
vi gav X fOr varje intern och begrdnsad delmingd S av *R. Enligt forutsittningarna ar U
intern, sa vi kan tillimpa K-satsen. Vi far dérfor att X &r intern och dessutom begransad
av U:s 6vre begrénsning.

Vi kan nu tilldimpa proposition 2.55 och sétta Xpax till maximumet av X. Eftersom
X innehéaller godtyckligt stora &ndliga tal, maste Xyax vara odndligt. Det foljer nu fran
definitionen av X att det existerar ett w € U sadant att u > Xy, dvs. sddant att u ar
odndligt. O

Proposition 2.57 (Robinsons lemma). Ldt (z,)ne=N vara en intern sekvens av hyperreella
tal. Om x, =~ 0 for alla andliga n da finns det ett odndligt N sadant att x,, ~ 0 for alla
m< N.

Bevis. Lat U = {n € *N : z,, < 1/m ¥m : m < n}. Det gar att visa att U &r en intern
méangd. Da U innehéller godtyckligt stora dndliga tal, ger Proposition 2.56 att det finns ett
oandligt N sadant att z,,, < 1/m Vm < N, for odndliga m < N innebér detta att z,, = 0. O

Den teori som har presenterats i detta avsnitt har delvis syftat till att 6verbrygga det glapp
som foreligger mellan omradena icke-standardanalys och Navier-Stokes ekvationer. Denna te-
ori kommer till anvdndning i ett existensbevis for dessa. Vi vill saledes uppmérksamma ldsaren
om att foljande avsnitt markerar introduktionen till ett nytt omrade, och att vi inte aterkom-
mer till icke-standardanalysen forrdn sent i kommande avsnitt, och da i mycket sparsamma
maéangder. Med detta klarlagt s& foljer hér ett avsnitt om Navier-Stokes ekvationer.

3 Navier-Stokes ekvationer

Undersokning av fluiders rorelse har en klar roll inom bade fysiken och ingenjorsvetenska-
pen. Inom hydro- och aerodynamik anvinds olika ekvationer, varav Navier-Stokes ekvationer
ar bland de mest kidnda. Intressant dr om dessa tillsammans med ldmpliga begynnelse- och
randvillkor har unika 16sningar och iséfall hur val sadana 16sningar beskriver verkliga floden.
Annu har inte unikhet bevisats i det tre-dimensionella fallet och kvarstar som ett av de sju
sa kallade millenieproblemen. Problemet lyder:

Bewvisa eller motbevisa féljande pastaende:

I det tre-dimensionella tidsrummet, givet ett begynnelsehastighetsfdlt, sa existerar det
ett hastighetsfalt och ett tryckfdlt som bada dr glatta och globalt definierade och som
loser Navier-Stokes ekvationer.
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Detta kapitel syftar till att presentera, med hjélp av metoder ur icke-standardanalys, ett
bevis for att 16sningar till Navier-Stokes ekvationer existerar i det tre-dimensionella tidsrum-
met, till stor del baserat pa Capinskis och Cutlands bok pa omréadet. [CC95]

Betrakta en inkompressibel viskés fluid'” som vi betecknar med L och som rér sig inom
ett omrade Q i det tre-dimensionella rummet R®. Antag att dess rorelse kan beskrivas av
féljande system av ekvationer:

O 0, Vyu— v¥u= f(a,1) - p, (1a)

V-u=0, (1b)

dér t ar tiden, x = (a1, z2,23) 4r en punkt i Q; v = u(x,t) = (ui(x,t),us(x,t),us(x,t)) ar
L’s hastighet, p avser trycket pa fluiden, och v &r viskositetskoefliecienten. Endast v kan hér
antas vara konstant. Vidare sa ar

0 02
T 658178582’ 8953

gradientoperatorn och
3

ou
) \Y = ]
(u, V)u lzzl U oz,
kallar vi fér konvektionstermen'® medan
3
62
VZui=V-Vu= -,
i1 8$1

dér V2 ar Laplaceoperatorn och

ar divergensen'® av w. Slutligen betecknar f den yttre kraften som verkar pd L. Ekvation

(1la) grundar sig i Newtons andra lag,?® medan (1b) garanterar L’s inkompressibilitet. Ett
vektorfilt som uppfyller (1b) kallas for divergensfritt.

Ekvationssystemet (1) kallar vi fér Navier-Stokes ekvationer. Vidare skiljer vi pa tre olika
fall for Q:

(i) Q ar begriansad
(ii) Q ar komplementet till ett begransat omrade
(iii) © har en obegridnsad rand

I béade fall (i) och (ii) har Q en begrinsad rand. Fall (ii) kan uppkomma da en begransad
volym forflyttar sig i en fluid medan fall (iii) 4r av intresse vid undersékning av fléden i
exempelvis odndliga ror. Vi skall inskrdnka oss till fall (i), d& Q &r begrinsad, och ytter-
liggare inskriinka oss till det fall dir u|spg = 0.2! Om vi ténker oss att L firdas genom ett
ror sa ar inte inskrdnkningen u|go = 0 sd mérklig, ty rorets "rand” dr immobil och ogenom-
tranglig. For ett kontinuerligt v medfér ocksd denna inskrankning en slags friktion mellan L
och roret, vilket medfor att den del av L som &ar ndrmast roret flodar mest langsamt. Det

17En fluid ar en vétska eller gas och dess viskositet beskriver hur trogflytande den &r. Med att den &r
inkompressibel menas att molekylerna i fluiden alltid ligger lika tatt overallt.

18Konvektion ar ett fysikaliskt begrepp, och avser just rorelsen i en fluid.

19Fysikaliskt kan divergensen av ett hastighetsfalt forstas som nettoflddet i en viss punkt.

20Newtons andra lag fastslar att summan av alla krafter som verkar pa ett objekt &r lika med tidsderivatan
av rorelseméangden av objektet, bade i fraga om storlek och riktning. F:%’ = ma.

21Ett s4 kallat homogent Dirichletvillkor.
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skall konstateras att det fall av Navier-Stokes ekvationer som vi hér undersoker inte &r all-
mant. Det finns andra fall som innefattar exempelvis jémna floden dar hastighets-, tryck- och
kraftféltet antas vara tidsoberoende, %1; = 0 och dven Oseen-fliden som ir lamindra®?.[Galll]

Vart mal ar att visa att det existerar en 16sning w till (1) med tillhérande funktioner f,p
och att visa detta med hjilp av metoder ur icke-standard analys. For detta genomférande
krévs matematisk kunskap, féorutom den icke-standardanalys som vi redan har presenterat,
inom omradet funktionalanalys, mer &n vad som kan kriavas av en matematikstudent i grund-
utbildningen. Saledes foljer har ett avsnitt om relevanta funktionalanalytiska begrepp.

3.1 Funktionalanalytiska begrepp

Vi antar att ldsaren ar bekant med begrepp sasom vektorrum och metriskt rum. Om lésaren
inte d&r bekant med dessa, eller behover erinra sig dessas egenskaper sé hénvisar vi till bilaga
A. Dessa forsta definitioner leder vidare till det sa kallade Hilbertrummet, vilkets inneboende
skaldrprodukt och fullstdndighet vi har stor nytta av. Féljande baserar sig pa Muscats bok
om funktionalanalys [Mus14].

Definition 3.1 (Skaldrprodukt). En skaldrprodukt (-, -) pa ett vektorrum V &r en operation
som for varje u,v,w € V och A € R uppfyller

(u+v,w) = {(u,w) + (v, w)
(Au,v) = Mu,v)
(u,v) = (v,u)
(u,u) >0 och (u,u)=0<u=0.

Definition 3.2 (Cauchyfoljd). Lat (X, d) vara ett metriskt rum. En {6ljd {z,} € X séges
vara en Cauchyfoljd om det for varje € > 0 finns ett positivt heltal N sadan att d(z,, Z.,) < &
for alla n, m > N.

Definition 3.3 (Fullstindighet). Ett metriskt rum X ar fullstindigt om alla dess cauchy-
foljder har ett gransvirde som ligger i X.

Definition 3.4 (Hilbertrum). Ett Hilbertrum &r ett vektorrum X med en skaldrprodukt
(-, -y som é&r fullstindigt med avseende pa metriken d(-, -) = +/(, -).

Definition 3.5 (Funktional och dualrum). Lat X vara ett normerat vektorrum. En funktio-
nal &r en linedr avbildning X — RR. Méngden av alla funktionaler i X kallas fér dualrummet
till X och betecknas med X’.

Djupare dn sa har behover vi inte ga. Det ar i Hilbertrum vi betraktar vara ekvationer.
Det ar med hjalp av dualrum till Hilbertrum vi karaktériserar 16sningarna till dessa. Vi
kommer senare aterkomma till de Hilbertrum vi skall anvinda och d& beskriva dessas specifika
egenskaper. Lat oss nu aterga till huvudproblemet.

3.2 Existensbevisets paborjan

Lat Q C R? vara fix, 6ppen och begrinsad, och antag att rérelsen hos en viskds fluid L kan
beskrivas av foljande system av ekvationer:

ou

E + <u7 V>U - Vv2u = f(mvt) - Vp7 (28“)
V-u=0, (2b)
ulan =0, (2¢)

22Med laminirt fldde menas att all rérelse sker i stromningsriktningen, till skillnad frén turbulenta flo-
den. Turbulenta floden karaktéiriseras av hoga hastigheter, stora friktionskrafter och lag viskositet. Detta
inneboende kaos i turbulenta fléden gor dem svara att undersoka.
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u(z,0) = ugp(z), (2d)

déar u, z, t, v, p, f, V betecknar detsamma som de gor i (1) och ug dr begynnelsehastigheten.
Detta system av ekvationer kallar vi for Navier-Stokes ekvationer. Var understkning stréacker
sig endast sa langt att vi skall visa att losningar u till (2) existerar, givet kraften f och
trycket p.2? Eftersom ) ar begrinsad behover vi framst se till att vira 16sningar inte har
nagra singulariteter inom (2 samt att de inte exploderar for stora t. Vi vill siledes att vara
l6sningar skall tillhéra sddana rum som stéller krav pa lésningarnas storlek och kontinuitet.
Ju hogre (starkare) krav desto béttre (starkare) 16sningar. I undersdkningar av Navier-Stokes
ekvationer anvdnder man sig i allménhet av delrum till LP-rum, Sobolevrum och rummen av
kontinuerligt differentierbara funktioner. Vi skall i synnerhet uppmérksamma féljande klass
av funktioner

B={ueC®(Q):V- -u=0} (3)
dar C'°° ar mangden av alla glatta funktioner. Element i B &r odndligt kontinuerligt differen-
tierbara och tar virden i (2. Detta garanterar att l0sningarna inte har nagra singulariteter,
ty kontinuerliga funktioner har inga sadana. Hastighetsfiltet och dess derivator maste vara
kontinuerliga av fysikaliska anledningar. Vidare sa uppfyller element i B ekvation (2b) per
definition. Med denna klass av funktioner i atanke definierar vi nu de inre produktrummen
H och V:

e H ir det slutna holjet** av B i L?>-normen |u| = (u,u)"/? med tillhérande skalirprodukt

3
(u,v) = Z/ u;v;de,
i=17%

e V ir det slutna holjet av B i Wh2-normen |u| + ||Jul), dir |Jul| = ((u,u))*/? och
3
ou Ov
((u,v)) = ;(67371’ 87331)

P4 grund av att vi befinner oss i det Euklidiska rummet, sa forefaller sig L?-normen hir som
naturlig, ty L?-normen &r en generalisering av den Euklidiska normen, medan vi ju énskar
oss av fluiden att dess samlade momentéra rorelse skall vara édndlig. Vidare frambringar
Sobolevrum en naturlig norm W#P_ vilken tillater oss att forsikra oss om att vara derivator
ar begrdnsade. Det viktiga l&saren bor ta med sig fran ovanstaende definitioner av H och V
ar definitionen av deras skaldarprodukter. Utan vidare teknikaliteter konstaterar vi har att H
och V ér reella Hilbertrum.

3.3 De relevanta Hilbertrummen

I var studie &r Hilbertrummen centrala. Saledes foljer hir en genomgang av relevanta Hilber-
trum, till stort baserat pa [CC95]. Denna innehaller mycket terminologi och olika teknikali-
teter. Vi ber ldsaren ha 6verseende med detta. Lat forst {\;} vara en positiv vixande talf6ljd
med )\, " 00.25 Lat vidare {e;} € H vara en uppriknelig ortonormal bas. En sidan bas
existerar ty H ar ett separabelt Hilbertrum.?® Vi konstaterar att detta tilldter varje element
u € H att skrivas pa formen u = 21;“;1 uger, dar ug ar den k:te komponenten i u med
avseende pa basen {ey}.
For r > 0 definierar vi en samling av Hilbertrum enligt:

H ={ueH: ZAZ(u,ek)2 < 00} 4)
k=1

23En annan fundamental egenskap som man 6nskar sig av 16sningarna dr unicitet.

24Det slutna héljet av en mingd A &r unionen av A och alla A:s randpunkter. Ur en konvergenssynpunkt
ar det klokt att ha H och V slutna, ty de innehaller da alla sina hopningspunkter.

251 sjalva verket s& ar A, egenvirden till en viss operator A. Vi har valt att undga namnandet av operatorn
A i man om att bevara en viss grad av simplicitet. Sdledes fir man ta foljden {\x} sdsom den hir presenteras.

26 Att H och V ir seperabla konstateras i [CC95]. I manga fysiska tillimpningar antas Hilbertrummen per
definition vara seperabla. Vi utnyttjar denna egenskap endast i syfte att kunna anvidnda den upprékneliga
ortonormala basen. Denna studie skall sdledes inte ga in djupare pa konceptet av seperabilitet.
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Med nigra utelimnade teknikaliteter s& konstaterar vi att rummet H° dr detsamma som H,
H! detsamma som V. Lésaren kan sjilv bekrifta att foljden {\;} orsakar att fler och fler
u € H exkluderas for storre r. Detta orsakar en méngdinklusion

H'=V cH=H"

Detta ar ganska behéndigt, eftersom det tillater element i V att anvinda H’s skalarprodukt.
Vi kommer vidare att med notationen H™" beteckna dualrummet till H". Speciellt betecknar
vi H™! med notationen V’. Lisaren bor dock observera att (4) endast dr definierad for r > 0
och att H™" séledes endast &r en beteckning.

Underrummet till H som spidnns upp av vektorerena {ey, ..., €, } kommer att betecknas
med H,,, och vi skriver H,, = Pr,,H.2” Givet den fixa basen {ex}ren later vi {*ex}tre-n
beteckna dess icke-standardutvidgning, och vi sitter {Ej}icsn = {*ex}re+n. Med nigra
uteldmnade teknikaliteter later vi denna bas spdnna upp icke-standardutvidgningen av H.
Lat saledes *H med basen {E} } vara icke-standardutvidgningen av H. Lét slutligen Hy vara
det delrum av *H som spénns upp av vektorerna {Eq, ..., Ex}, det vill siga Hy = Pry*H,
for odndligt N € *IN. Detta rum kommer finna sin anvindning nér vil vi dvergar till den
icke-standardanalytiska delen av existensbeviset. I vidare forberedelse for detta, 1at & och V
vara element i Hy och Uy, = (U, Ey) for k € *IN, dar

(u, V) = chvzl ukvlm ‘Z/['Q = Z]kvzl Z/{'Z,

(UV) = ol Ml Ve, U1 = S0 MUE,

dar (4, <), | - |, ((-y+)) och || - || & utvidgningarna av standardoperationerna till *H, och
{A\k}ke+n ar utvidgningen av {A;}ren. Tack vare basen {Fjr} kan vi dven har skriva ett
element U € Hy pa formen U = Z,ivzl Uy Ey.

Vi kan hér konstatera att de l6sningar vi skall finna till Navier-Stokes ekvationer bendmns
som svaga. Varfor kommer senare att framkomma. Huvudpodngen i beviset ar att vi visar
att en funktion U &r en icke-standardlosning till huvudproblemet, och sedan visar vi att
standarddelen av U 16ser Navier-Stokes ekvationer i stort. Den tidigarendmnda definitionen
av standarddelen (Definition 2.47) avser dock endast element i *IR, och inte element i *H,
varfor vi hiar kommer att behéva utoka den till godtyckliga topologiska rum. Om topologi
sdger vi s mycket att en topologi pd H &r en méngd av ¢ppna méngder {U} € H som
uppfyller vissa egenskaper, och (H, {U}) siges di vara ett topologiskt rum. Vidare dr den
svaga topologin pa H &r det minsta mojliga urval av {U} sadan att alla H’s funktionaler
fortfarande ar kontinuerliga. Med detta klarlagt ger vi hir forst en mer behédndig, dock
ekvivalent definition av monader, jamfort med Definition 2.48, och sedan en generalisering
av den till godtyckliga topologiska rum.

Definition 3.6. Lat U € R vara 6ppen. Monaden av r € R ar foljande delméngd av *IR:
. . 1 1
monad(r) = m U= m (rfﬁ, T+ﬁ)
relU neN

Snittet i det hogra ledet kvarldmnar endast infinitesimala tal samt 7.

Definition 3.7. For a € H dr monaden av a
monad(a) = ﬂ *U,
acUe{U}

for ett topologiskt rum (H, {U}).

Vad det betyder for ett element i *H att vara ndrastandard ar att det ligger i monaden
till ett element i H, med betoning pa att monaden har bildats ur H’s topologi. Nedan foljer
terminologi gillande konceptet ndrastandard med avseende pa en topologi och det kan hjalpa
ldsaren att tdnka pa det engelska ordet "weak” nédrdn bokstaven w forekommer.

27Naran uttrycket Pry, anvinds kommer det att avse den ortogonala projektionen pé dimension m.
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a) Méngden av de element i Hy som ér nirastandard med avseende pa den svaga topologin
pa H" kommer betecknas med nsy_g-(Hy).

b) Med u = sty,—pm-(U) eller att u ~ U i H" menas att v € H" dr standarddelen av
U Ensy_mgr(Hy).

I stora drag ar det viktigaste ldsaren kan ta med sig fran detta sammanhang att element inte
behover ligga i *IR for att vara nirastandard, utan kan ligga i godtyckliga *-méngder. Nedan
foljer relevanta propositioner fér element i Hp

Proposition 3.8. ForlUd € Hy och u € H" (for r € R) gdller féljande:

a) U =y uw i H™ om och endast om (U, *v) = (u,v) for alla v € H™" (och dd dr ug, = Uy,
for alla dndliga k),

b) Om |U|, < oo, sa galler att U dr svagt narastandard ¢ H”.
Bevis.  a) Foljer ur karakteriseringan av monader i den svaga topologin. Pastaendet inom
parantes fas genom att sitta v = ey.

b) For andliga k ar Uy, dndlig och ddrmed har U}, en standarddel. Vi definierar uj, = °Uy.
Med antagendet att [U], < oo far vi for dndliga m att

m

r, 2 _
E )\kuk =
k=1

For varje v € H™" har vi att
N m
U, *v):zuk*v%Zukvk—i— Zuk*v (5)
k=1 k=1 k>m

for alla dndliga m. Proposition 2.57 ger att detta dven géller for nagot odndligt tal M.
Om vi utvecklar termerna i hogerledet av (5) med m = M fas

M
Z *ug*vg & (u,v)
k=1

For oéndligt M kan vi géra uppskattningen |*v — Prys*v[%, ~ 0. Hir utelimnas en
rigorés beskrivning om varfor detta géller. Foljaktligen kan vi for den andra termen i
ekvation (5) gora uppskattningen

(3 U™ v)? < U2 v = Pras*ol2, ~ 0,
k>M

eftersom ||, < oo enligt antagandet. Detta ger alltsa att (U, *v) ~ (u,v). Ur (a) fas
da att U ~, uiH".
O

Féljande sats ger oss slutlig information géllande U.
Proposition 3.9. Lit U € Hy. For varje U gdller att |°U| < °|U|.

Vi hénvisar till [CC95] {6r beviset.
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3.4 Omskrivning av ekvationerna

Vi skall nu skriva om (2a) pa en mer matematiskt hanterlig form. Huvudresultatet i denna
del ar att var partikuldra omskrivning nullifierar trycket p och vi definierar en trilinedr form
b som besitter en rad egenskaper.

Tag v € V och skaldrmultiplicera den med (2a), s& att

ou

(E’U) + (<U,V>U,U) - V(VQu’ U) = (f,U) - (Vpa U)' (6)

Det dr méangdinklusionen V C H som mojliggor for v € V att kunna skaldrproduceras med
element i H, med avseende pd H’s skalarprodukt. Enligt definitionerna som foljer (1), genom
partialintegration samt utnyttjandet av att v|spq = 0, finner vi att

Ou ;> Ou; Ov
v(V3u, ) —Z/Z/ ijdx— VZ/&EJ&;

3,j=1
B Z ou 81}
B — 83:@ 8z1

—V((u, V),

och att

(Vp,v) Z/ —vld:c— Z/ g;z
—(p,divw)

:07

ty div v = 0. Alltsa dr Vp &dr vinkelrdt mot rummet V. Foljaktligen behover vi hiadanefter
inte ta hiansyn till trycket p. Vidare har vi att

((u, Vyu,v) := Z/ula v; de, (7)

1,5=1

for vilken vi definierar foljande trilineédra form:

b(u, v, 2) Z:/uz z]dm (8)

i,j=1

vilken dr giltig ndran integralerna &r vildefinierade, sa att (7) istéllet kan skrivas som
((u, V)u,v) = b(u, u,v).

Denna trilinedra form har en méngd egenskaper, bland annat i form av uppfyllandet av en
rad olikheter. Har ndmns dock endast de fa egenskaper som vi senare har anvindning f6ér. Vi
far for b genom partialintegrering samt utnyttjandet av att v|go = 0, for u, v,z € B att

b(u,v,z): = Z/ula zj dx

1,j=1

,Z/ulvja dz

7,7=1

_b(u7 2 U))

alltsa att
b(u,v,z) = —b(u, z,v)
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vilket bland annat medfor att
b(u,u,u) = 0. (9)

Vi har vidare foéljande tva propositioner for den trilinedra formen b. Den f6rsta finner sin
anvindning nér vil icke-standarddelen av existensbeviset presenteras. Den andra pavisar att
b ar begrdnsad i ett specifikt fall.

Proposition 3.10. For u,v,z € H och for dndliga |U|| och |V|, med w = U ochv ="V
gadller det att
(U, V, " z) = blu,v, 2).

Proposition 3.11. Givet en sekvens av enhetsvektorer {ex} € H och u,v € H, sd galler
b(u, v, ex) < clul[[v]|A.

For bevisen av 3.10 och 3.11 hénvisar vi till [CC95]. For vidare egenskaper av den trilinedra
formen b hénvisar vi till [Tem83]. Vi sammanstéller nu allt och skriver om (2) pa formen

(11,1}) = _V<(u7 U)) - b<u’u7 U) + (fvv)a (10)

dir w = %‘. Problemet har nu blivit att for alla v € V finna u som léser (10). Formuleringen

ovan kallas vanligtvis for svag.

3.5 Galerkinmetoden

Vi inleder detta avsnitt med att definiera vad vi menar med en 16sning, och sérskilt en svag
16sning, till Navier-Stokes ekvationer. Det &r sedan med denna definition vi skall stimma av
vara funna l6sningar.

Definition 3.12. Givet ug € H och f € L?(0,T;V’) for alla T < oo, s& dr funktionen
w:[0,00) = H en svag losning till Navier-Stokes ekvationer om

(i) w € L?(0,T;V) N L>(0,T;H) for alla T < oo

(ii) for alla v € V, for alla ¢t > 0

(u(t),v) = (uo,v) = —/0 [v((u(s),v)) +b(u(s), u(s),v) = (f(s),v)lds,  (11)

dédr (11) fas genom att integrera (10) fran 0 till ¢. [CC95]

Vi skall nu i enlighet med Galerkinmetoden konstruera en approximativ 16sning till (10).
Principen bakom Galerkinmetoden &r enkel. Dess utférande dock inte likasa. Vi skisserar
darfor endast upp utférandet och beskriver endast Galerkinmetoden kortfattat, och hanvisar
istéllet ldsaren till Temams bok pd omradet [Tem77]. For ett fixt m € N definierar vi en
approximativ 16sning w till (10) enligt

m
u = Zykek (12)
k=1

och
(@, ex) = —v((u, ex)) — buk, ur, ex) + (f, ex), (13)
ur(0) = uog,
dér uor = (ug, ex), for k=1,...,m; ¢ € [0,T], betraktat i det m-dimensionella underrummet

till H, H,,. Detta utforande kan i princip forklaras med att vi betraktar samma problem
men i ett dndlig-dimensionellt vektorrum. Efter inséttning av (12) i (13), och med négra
utelamnade detaljer sa far vi den #dndlig-dimensionella approximationen av Navier-Stokes
ekvationer

Uk (t) = —vAryr(t) — b(y (1), y(t), ex) + (f (1), ex), (14)
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for k = 1,...,m; t € [0,T] och begynnelsevillkoret y;(0) = (uo,ex), betraktat i rummet
H,, = Pr,,H. Vi kallar (14) for Galerkinapproximationen. [Tem77] [CC95]

Approximationen ovan kan intuitivt forstas som att vi véljer ut endast ett dndligt antal
av omradets punkter x, sa kallade kontrollpunkter, och for varje sidan punkt ger den ett
overensstammande varde pa k. P4 sd sitt ar x fixt for varje k. Darfor ar (14) for varje k en
ordindr, och inte en partiell differentialekvation.

Vi skall borja med att visa att losningar existerar till (14) och &ven visa att de &r unika,
for ¢ > 0. Att 16sningar till (14) existerar i ett intervall [0,¢], for € > 0, &r en omedelbar
konsekvens av foljande sats:

Sats 3.13 (Peanos existenssats). Antag att U dr oppen i R x R och att h : U — R dr
kontinuerlig. Dd finns det en kontinuerligt differentierbar funktion y : [to,to+¢€] — R? sddan
att

y(t) = h(t,y(t),  y(to) = vo,
for nagot € > 0 och (yo,to) € U.

Vi hanvisar till [Poul2] for ett fullstandigt bevis. Att (14) &r kontinuerlig f6ljer fran att y
ar kontinuerlig samt att skalarprodukten ar en kontinuerlig operation. Saledes existerar det
l6sningar till (14) i ett intervall [0, e] for ndgot € > 0. Att vidare dessa 19sningar ar unika dr
en konsekvens av foljande sats:

Sats 3.14 (Picard-Lindeldfs sats). Betrakta begynnelsevdrdesproblemet

y(t) = h(t,y)),  y(to) = yo.

Antag att h dr likformigt Lipschitzkontinuerlig i t. Dd existerar det en unik losning y(t) till
begynnelsevirdesproblemet pd intervallet [tg — €,tg + €], for ndgot € > 0.

Ett detaljerat bevis gar att finna pa Wikipedia, [Wik16].2® En funktion h dr Lipschitzkon-
tinuerlig om det finns en begrédnsning for hur snabbt den far forédndra sig. Med en utelamnad
forklaring konstaterar vi har att hogerledet i (14) dr Lipschitzkontinuerligt, och séledes &r
l6sningarna till (14) unika i dess intervall av existens. Om vi nu kan visa att vi kan utoka
denna e-omgivning till godtyckligt stora ¢ sa har vi en fullgod l6sning till (14). Principen
for detta ar att om vi kunde visa att l6sningar existerar i [0, €], for nagot € > 0, si kan vi
vidare visa att losningar existerar i [0, € + 6] for ndgot 6 > 0. Den fullindade metoden ligger
val utanfor var rapports vidd, sa vi konstaterar hiar endast dess resultat: Vi behover visa att
l6sningen &r begridnsad for alla ¢. I detta avseende har Capiniski och Cutland [CC95] lagt
fram vad de kallar energiolikheten. I beviset for energiolikheten behéver vi foljande resultat:

Proposition 3.15 (Peter Pauls olikhet). For reella tal a,b,e sd galler for alla € > 0:
a2
2ab < — + eb? (15)
€

Bevis. Lt a,b och ¢ vara reella tal.?? Vi har att “5—2 +eb? — 2ab = (= - VEb)? > 0 Detta

ger (15). O

Proposition 3.16 (Energiolikheten). Om en losning existerar till (14) sd uppfyller denna
den sa kallade energiolikheten:

t 1 t
O +0 [ oGP < ol + 5 [ Pr o) (16)

28Det skall konstateras att Picard-Lindeldfs sats ér starkare an Peanos sats, i den mening att den forutsitter
mer och konstaterar mer.
29Detta bevis forklaras av Dr Chris Tisdell.
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Bevis. For varje k multiplicera bagge led i (14) med yi(t) och summera 6ver k = 1,2, ..., m.
Vi far . . .

D yn(t) = = Nyi () + D frelt)yn(t)

k=1 k=1 k=1

eftersom b(y,y,y) = 0 enligt (9). Detta ger uttryckt i norm och skaldrprodukt i H efter
multiplikation med 2:

%Iy(t)l2 +2v]y@®)* = 2(£(), y(1)

For hogerledet gor vi uppskattningen

2(f(s),y(s)) = 2(Prm f(s),y(s)) < 2[Prm f(s)] - ly(s)]|
Peter Pauls olikhet ger med a = |Pr,, f(s)], b = ||y(s)|| och € = v att

2[Prm f(s)] - lly(s) ]l < vly(s)l* + %llenf(S)l2
Vi far p )
@ly(?f)l2 +2v]y()* < vlly(s)|* + ;IPrmf(S)|2~

Om bégge led subtraheras med v||y(s)|| och integreras fas (16). O

3.6 Existens av losningar till Navier-Stokes ekvationer

Vi kan nu konstatera att all n6dvéndig teori har presenterats och att vi ar redo for att bevisa
att det existerar losningar till Navier-Stokes ekvationer i det tre-dimensionella rummet. Vi
foljer i Capinskis och Cutlands spar, och presenterar detta i form av en sats som vi skall
bevisa:

Sats 3.17. For ndgot ug € H och f : Qx[0,00) — R3 med f € L?(0,T;V') for alla T < oo,
sa existerar det en svag lésning till Navier Stokes ekvationer.

Bevis. Vi erinrar oss att Hy for odndligt N dr det N-dimensionella delrummet till *H, och
att den har en ortonormal bas {Ej }4_,. Lat oss betrakta funktionen U € Hy, vilken uttryckt
i rummets bas kan skrivas som

N
U(r) = Up(7)E.
k=1
Betrakta nu systemet av ekvationer
Up(T) = =\l (T) — *bU(T),U(T), E}) + Fi(7), (17a)
N
Uy = (*ug, Ey,)Ej. (17b)
k=1

dirk=1,..., N, 7 €*(0,00) och F(7) = (*f(7), Ex). Vi har konstruerat (17a) si att den &r
den motsvarande icke-standardgalerkinapproximationen till (14), i detta fall i N dimensioner.
Detta mojliggor for oss att applicera éverféringsprincipen (se Sats 2.28). Allt det som &r sant
for 16sningar till standardgalerkinapproximationen (14) ér séledes dven sant for 16sningar till
(17a). Vi har alltsa att 16sningar U till (17a) existerar lokalt och att de &r unika dar. For
F(r)= 25:1 F(7) sa har vi dven enligt energiolikheten (se Proposition 3.16) att l6sningar
U uppfyller den motsvarande icke-standardenergiolikheten

T 1 T
U v [ o) Pde < o + 5 [ 1F@)R0de (18)

Baserat pa olikhetens utseende sa kan vi konstatera att U ar begriansad om hogerledet &r
andligt. Vi har att
[Up| = |Prn*ug] < [Fug| = |ug] < o0
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enligt forutsdttningarna att ug dr dndligt, och att
[F(0)] = [Pry*fo)| < [ fo)] < oo.

Eftersom integralen 6ver ett dndligt intervall med dndlig integrand maéste vara andlig sa foljer
det att L [ |F(0)[3, do < co. Hogerledet i (18) ér saledes éndligt. Eftersom bada termerna
i vinsterledet ar icke-negativa sa foljer det att varje term i vansterledet har hogerledet som
6vre begransning och dr saledes dndliga: |U/(7)| < co. Proposition 3.8 ger foljaktligen att U(7)
ar svagt nirastandard i H. Med detta menas att ¢ har en svag standarddel som ligger i H.
Med den terminologi som vi dar inférde sa har vi att

sty U(7T) = °U(T) € H.

Vart mal ar att visa att denna standarddel &r en svag 16sning till Navier-Stokes ekvationer.
Vi skall nu visa att Uy &r mikrokontinuerlig. Proposition A.16 ger att om U kan skrivas
som en integral med en S-integrerbar3® integrand s& #r Uy, mikrokontinuerlig. Vi har dirmed
att visa att hogerledet i (17a) &r S-integrerbart. Enligt definitionen av S-integrerbarhet (se
Definition A.10) sa &r det endast termen *b(U(7),U(7), E)) som kréver lite arbete for att
se om den uppfyller definitionen.?' I detta syfte har vi nytta av en av de tidigare nimnda
egenskaperna hos b, se Proposition 3.11. For dndligt k& och 7 € *[0,T] for T &ndligt sa far vi
att
T

T T
| v, ue) B <c [ @R U@ P < e sw P [ ju)Par.
0 0 re*[0,T] 0
Det hograste ledet ar dndligt pa grund av att hogerledet i (18) ar dndligt. Sats A.14 ger nu att
*b(U(T),U(T), E)) ar S-integrerbar. D& ger Proposition A.16 att Uy, dr mikrokontinuerlig. Det
foljer att U ar mikrokontinuerlig. Med nagra uteldmnade detaljer sa konstaterar vi att U’s
mikrokontinuitet medfér °2’s mikrokontinuitet, och i synnerhet att mikrokontinuiteten giller
med avseende pa H’s svaga topologi. Vi definierar nu en standardfunktion u : [0,00) — H
som
u(°t) = "U(r),
vilken &r kontinuerlig med avseende pa H’s svaga topologi. Vi pastar att v &r en svag 16sning
till Navier-Stokes ekvationer.
Léasaren kan nu erinra sig Definition 3.12, vilkens kriterier vi vill att u skall uppfylla. Vi bérjar
med kriterium (i), det att u skall ligga i bade L°(0,7;H) och L?(0,T;V). Proposition 3.9
ger for r = 0 att |u(°7)| < °|U(7)|. Eftersom °|U(7)| dr begrinsad (enligt energiolikheten)
sa foljer det att |u(°7)| 4r begrdnsad. D4 géller att

sup |u(°7)| < o0
re*(0,T)

och dérmed ligger u i rummet L*°(0,7; H) for alla T' < co. Vi har vidare att

T T
/0 u()|2dt = /O |u(®r)|?dsr  Enligt Proposition A.11
T
:/ | “U(T)||?d,m  Enligt definitionen av u
0

T
§/ “lld(T)||?dpT  Enligt Proposition 3.9
0

o

T
< / |U4(T)||?dr  Enligt Proposition A.12
0

< o0. Enligt energiolikheten

30Se Definition A.10.
31F6r de andra termernas skull: S-integrerbarheten av F’s S-integrerbarhet féljer fran f’s forutsdttningar
samt Sats A.14. U’ S-integrerbarhet f6ljer frdn densamma sats samt (18).
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Dirmed ligger u &ven i rummet L?(0,T; V). Séledes ér kriterium (i) i Definition 3.12 uppfyllt.
Vi har nu kvar att visa att u uppfyller kriterium (ii), vilket innebér att u for alla v € V och
t > 0 skall uppfylla ekvation (11) (vi upprepar den héar for klargorelse),

(u(t),v) = (uo,v) = —/0 [v((u(s),v)) + b(u(s), u(s), v) = (f(s),v)]ds. (19)

Givet basen {ex} € V, for k = 1,2,..., konstaterar vi att eftersom v &r en linedrkombination
av ey, riacker det med att visa att (19) uppfylls i fallet v = ej. Enligt definitionen av u har vi
for varje t > 0 att (u(t), ex) = “Uy(t). Vi integrerar nu ekvation (17a) fran 0 till ¢ och vi far
med lite omflyttning att

(u, ek) = Ouk(t)

ot (20)
= (uo, er) — /O[kauk(7)+*b(U(T)v Ur), “ex) — (Cf(7), “ex)ldr.

Vi vet att u loser ekvation (20). Om vi d& kan visa att ekvation (20) ar ekvivalent med
ekvation (19) sd dr vi klara. Vi har for den tredje integrandtermen i (20) att

[e]

/0 (), en)dr = / (F(s)ex)ds.

enligt Proposition A.12. Vi har for den forsta integrandtermen i (20) att

]

/Ot Ml (T)dT = /Ot Ak (°T)dLT = /Ut Arug(s)ds = /Ut((u(s), er))ds,

dar den forsta likheten ar giltig enligt Proposition A.12, och pa grund av definitionen av u,
den andra likheten enligt Proposition A.11 och den sista likheten enligt definitionen av V’s
skalarprodukt.
Slutligen f6r den trilinedra formen b s& harvi att eftersom ||| < oo sé ger Proposition 3.10
att

“DU(T), U(T), "ex) = b(u(°T),u(°T), ex),

och vi far da

/Ot “bU(T), U(T), Tex)dT = /Ot bU(T), U(T), *er)drT = /Ot b(u(°7),u(°T), er)drT

t
= [ blu(s)u(s),ex)ds,
0
enligt Sats A.15 och det faktum att b 4r S-integrerbar, samt Proposition A.11. Vi har visat att
ekvationerna (19) och (20) dr ekvivalenta, och saledes ar dven kriterium (ii) i Definition 3.12
uppfyllt. Vi kan dérmed konstatera att det for alla T' < oo existerar svaga losningar till
Navier-Stokes ekvationer. O

3.7 Avslutande ord

Existensbeviset, vilket var det stora malet med detta ansnitt, &r nu klart. Innan rapporten
nar sitt slut skall vi tilligga ndgot om losningarnas unicitet. Lat oss introducera ldsaren for
det sa kallade Reynoldstalet, en dimensionslos storhet som beskriver om fluiden stréommar
laminart eller turbulent. Det fall av Navier-Stokes ekvationer som rapporten har tagit i
beaktning faller under kategorin "ickelinedr och ickestationér”. Har kan tilliggas att det
gar att pavisa existensen av en globalt definierad unik 16sning till Navier-Stokes ekvationer
i det tva-dimensionella fallet. Ddremot har det i det tre-dimensionella fallet endast pavisats
att en unik 16sning existerar i ett specifikt tidsintervall [0, ¢]. Under sarskilda omsténdigheter
finns det dock en unik 16sning for alla ¢ > 0. Utan att bli alltfor tekniska kan vi konstatera
att dessa sarskilda omstandigheter kraver av kraften f att uppfylla sarskilda villkor, samt for
Reynoldstalet att vara tillrdackligt litet vid begynnelsetiden. Problemet att finna en globalt
definierad unik 16sning till Navier-Stokes ekvationer i det tre-dimensionella fallet kvarstar.
[Lad63]
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A Nagra matematiska begrepp

Definition A.1 (Binir relation). En binér relation R relaterar tvd méngder kallade R:s
domén (definitionsméngd) D och R:s kodomén (malméngd) Ck till varandra. Varje element
i R:s domén relateras till ett eller flera i R:s kodomén. Om x € Dy och y € Cg ar relaterade
genom R skriver vi

zRy.

Maingdteoretiskt kan en bindr relation R beskrivas som mangden

{(z,y) : xRy},

dvs. mangden av alla relaterade par. Denna méngd kallas vanligtvis ocksa for R, sa att vi
istéllet for xRy kan skriva (z,y) € R.

Definition A.2 (n-stéllig relation). En n-stéllig relation R relaterar n mangder Sy, Sa, ..., S,
till varandra och beskrivs méngdteoretiskt som en mingd av n-tupler (si,s2,...,8,) €
S1 xSy x ... xS,.

Definition A.3 (Ekvivalensrelation). Den binéra relationen ~ &r en ekvivalensrelation 6ver
méngden S om de tre kraven reflexivitet, symmetri och transitivitet uppfylls. Dvs. om

x~x,

T~y =Yy~

och
(x~yANy~z)=>x~ 2z

for alla z,y,z € S.

Definition A.4 (Ekvivalensklasser). Givet en ekvivalensrelation ~ éver en méngd S, kan S
partitioneras i mangder av typen

[s]={x€S:x~s}
for element s € S. Dessa méangder kallas ~:s ekvivalensklasser.
Definition A.5 (Sanningsdefinitionen).
e Negationen (—) av en utsaga p ar sann omm p inte ar sann.

e Disjunktionen (V) av tva utsagor p och ¢ ar sann omm p &r sann eller ¢ &r sann (detta
inkluderar fallet d& bade p och ¢ ar sanna).

e Konjunktionen (A) av tva utsagor p och ¢ dr sann omm bade p och ¢ ir sanna, alltsa
omm —(—p V —g) ar sann.

e Implikationen (=) mellan tva utsagor p och ¢ dr sann omm p ar falsk eller ¢ ar sann,
alltsd omm (—p V ¢) 4r sann.

e Ekvivalensen (<) mellan tva utsagor p och ¢ dr sann omm p dr sann precis dd g ar
sann, alltsd sa (p = ¢) A (¢ = p) ar sann.

e Allkvantifikationen (V) av en utsaga ar sann da utsagan dr sann for alla mojliga varden
pa den variabel som ar bunden av kvantifikatorn.

e Existenskvantifikationen (3) av en utsaga ar sann da utsagan ar sann for nagot mojligt
viarde pa den variabel som &r bunden av kvantifikatorn.

Notera att alla konnektiv kan skrivas om som kombinationer av endast — och V, samt att
dx kan skrivas om som —Vz-.
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Definition A.6. Ett vektorrum V 6ver en kropp I (exempelvis F = R) dr en méingd dér
vektoraddition (+) : V2 — V som uppfyller de associativa, kommutativa och inversa axiomen
samt axiomet om addition med noll och skaldrmultiplikation (-): ' x V' — V &r definierade
och som uppfyller foljande axiom for varje x,y,z € V och A\, u € F [Mus14]

x+yeV och xz-yeV Slutenhet
x+wy+z) = (z+y)+z Associativitet
r+y = y+=x Kommutativitet
0+ = = Enhetselement

z+(—z) = 0 Invers .
M)z = X (u-x) Associativitet
A(z+y) = X-xz+X-y  Distributivitet
A+p)-x = XNxz+p-z  Distributivitet
l-x = =« Enhetselement

Definition A.7. En mingd X ar ett metriskt rum om det for a,b,c € X finns en funktion
d: X x X — R saddan att [Sea07]

d(a,b) = 0&a=b
d(a,b) = d(b,a) .
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) Triangelolikheten

Vi kallar da d for rummets metrik

Definition A.8. Ett normerat vektorrum X ar ett vektorrum &6ver en kropp IF som har en

funktion som kallas norm || - || : X — F och som for alla z, y € X och A € F uppfyller
[Mus14]
le+yl| < | +]y| Triangelolikheten
Az| = |Alz
lz| = 0&x=0

Foljande samling av definitioner och satser (A.9 - A.16) adr nodvandiga for beviset av
l6sningar till Navier-Stokes ekvationer. Det skall konstateras att vissa av de begrepp som hér
férekommer, i synnerhet i fraiga om matt, har sina definitioner och forklaringar utelamnade.
Tag darfor definitionerna och satserna hér sa som de presenteras, och forsok att inte tdnka
pa att varken métbarhet eller integration ar definierat. Lat nu 2 vara en méangd.

Definition A.9 (Métbar funktion). Givet ett matt M och reella tal c, 5 sa séiges en funktion
f:Q — R vara M-métbar om méngden {x : o < f(z) < 8} ar M-méatbar. [Rogl5]

En tillimpning av transferprincipen ger den motsvarande utvidgna definitionen: Givet ett
matt *M och a, 8 € *R sa sédges en funktion F' : @ — *R vara *M-méitbar om méangden
{z:a < F(z) < 8} & *M-métbar.

Definition A.10 (S-integrerbar). Lat funktionen F : Q — *IR vara A-métbar och intern,
fér en méngd €2, och 1at méttet M vara internt och dndligt. Vi sdger att F' ar S-integrerbar
om

(i) / |F| dM &r dndlig,
Q

(ii) om A € Aoch M(A) =0, si/ |F|dM =~ 0.
A

Foljande samling av propositioner aterfinns samtliga i [CC95].

Proposition A.11. Ldt A, vara det likformiga Loebmdttet pd *[0,T]. For alla Lebesgue-
mdatbara mangder A C [0,T] sa har vi att

A(A) = Ap (st~ (A)).
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Proposition A.12. Om F dr en begrinsad intern mdatbar funktion sa gdller det att

/OFdML: /FdM.

Vidare, i det fall da integranden inte nédvéndigtvis dr begrédnsad sa kan vi dtminstone
konstatera foljande:

Proposition A.13. For nagon intern mdtbar funktion F' > 0 sa har vi att

/°FdML < /FdM7

ddr vardera sida tillats vara odndlig.

Sats A.14. Antag att M(Q2) < co. Om F : Q — *R dr intern, A-mdtbar och
/|F|p dM < oo

for nagot p > 1, p € R, sa dr F S-integrerbar.
Sats A.15. Antag att F : Q — *R dr en A-mdtbar funktion. Féljande dr da ekvivalenta:
(i) F dr S-integrerbar,

(ii) °F dr Loebintegrerbar och

/FdM:/OFdML.

Bevisen for Proposition och Sats A.11-A.15 aterfinns samtliga i [CC95].

Proposition A.16. Antag att T dr dandlig och att F : *[0,T] — *IR dar S-integrerbar med
avseende pd A (icke-standard lebesguemattet). Dd dr funktionen

Glr) = /0 " (o) do

mikrokontinuerlig.

Bevis. Om 71 &~ 15 och 71 < 75 s har vi att A[ry, 2] &~ 0, och att
Glrs) — G(m1) = / F(o)do ~ 0,

T1

enligt definitionen av S-integrerbarhet. Det foljer att G 4r mikrokontinuerlig. O
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