¥ GOTEBORGS UNIVERSITET

Maxwellbiljard — 1osning av Maxwells ekvatio-

ner och simulering av elektromagnetiska falt med
Cliffordalgebra

Maxwell pool — solving Maxwell’s equations and simula-
ting electromagnetic fields using Clifford algebra

Kandidatarbete inom civilingenjorsutbildningen vid Chalmers

Samuel Jakobsson
Elof Schelén
Valter Schiitz
Anton Wallin

Institutionen for Matematiska vetenskaper
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
GOTEBORGS UNIVERSITET
Goteborg, Sverige 2022






Maxwellbiljard — 16sning av Maxwells ekvationer och simule-
ring av elektromagnetiska falt med Cliffordalgebra

Kandidatarbete i matematik inom civilingenjorsprogrammet Teknisk fysik vid Chal-

mers
Samuel Jakobsson Elof Schelén
Valter Schiitz Anton Wallin

Handledare: Andreas Rosén

Institutionen fér Matematiska vetenskaper
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
GOTEBORGS UNIVERSITET

Goteborg, Sverige 2022






Forord

Nedan redovisas vilka delar av projektet som gruppens medlemmar bidragit till. En loggbok har
forts over alla medverkandes prestationer under arbetet.

Del av arbetet Vilka som bidragit

Popularvetenskaplig presentation Text: Valter och Elof. Figurer: Samuel.
Sammandrag/Abstract Valter i dialog med gruppen.

Inledning Valter.

Cliffordalgebra Anton definition 3-5 med justeringar av Samuel och

Valter. Stycke om direkt summa och stycket ovanfor
samt andra halvan av stycket innan definition 3 och
stycket efter definition 5 skrevs av Samuel. Samuel
gjorde ocksa fig. @och delen av exempel 1 med a A b.
Resterande definitioner, exempel och text skrevs av

Valter.

Matrisrepresentation av multivektorer Meningen om algebraisomorfism av Elof, resten av
Valter.

Hérledning av en partiell differentialekvation for Samuel.

multivektorn F'

Lorentzkraften pa multivektorform Valter, bidrag av Anton och Samuel.

Losning av den partiella differentialekvationen De matematiska berdkningarna fram till mitten av

sida 9 utférdes av hela gruppen. Resten av berak-
ningarna utférdes av Anton. Anton skrev ocksé all
text forutom definitionen av Riemanndistributionen
samt stycket ovan som skrevs av Samuel.

Punktladdningar vid ickerelativistiska hastigheter Anton.

Elektrisk dipol Elof.

Magnetisk dipol Samuel.

Elektrisk ledare Anton. Elof utférde berdkningarna fér Fe(t, ).
Maxwellbiljard Valter. Elof, Anton och Samuel skrev diskussions-

stycken om sina killor.

Diskussion Valter.

Appendix A Elof.

Appendix B Anton.

Programmering och appendix C Valter.

Korrekturlasning och finjusteringar Alla men sarskilt Samuel.

Vi vill tacka var handledare Andreas Rosén for de teoretiska foreldsningarna, de stimulerande
diskussionerna och végledningen genom hela projektet.



Popularvetenskaplig presentation

I var vérld racker det sdllan att endast beskriva hur stort nagonting ar. Till exempel ar det oftast
ganska ointressant att veta hur snabbt en bil kor om du inte vet at vilket hall. Det &r ocksa
ganska ointressant att bara veta at vilket hall bilen dker men inte hur snabbt. For att visa hur
bilen faktiskt ror pa sig behover vi alltsd nagot som visar bade storlek (hur snabbt det gar) och
riktning. En sadan riktad storlek kallas pa matematiskt sprak fér en vektor och visas oftast som en
pil dér langden ger storleken (hastigheten). Dessa vektorer dr mycket anvindbara for att beskriva
allting som har en riktning och en storlek, t.ex. hastigheter, krafter, gravitionella falt och mycket
mer.

Vektorer kan ocksa anviandas for att beskriva rotationer. Till exempel da det ska bytas déack pa
bilen och man vrider ett félgkors motsols for att fa ut hjulbulten kan detta vridmoment beskrivas
av en vektor som gar utat fran bulten medan om man vill skruva pa hjulbulten medsols kan vektorn
gé in i bulten. Vissa matematiker menar dock att detta &r orimligt, varfér pekar vektorn i en helt
annan riktning #n planet som rotationen sker i? Ar det inte rimligare att lata rotationen beskrivas
av ett plan?

Ett matematiskt sprak som tillater denna beskrivning kallas Cliffordalgebra eller geometrisk algebra.
Cliffordalgebran tillater oss att rikna med riktade storheter som har dimension storre &n ett.
Riktade plan kallas bivektorer eller 2-vektorer och de "vanliga” vektorerna kan vi kalla for 1-
vektorer.

For att verkligen forsta varfor dessa bivektorer dr nyttiga maste vi introducera ett nytt begrepp, den
elektromagnetiska kraften. Den elektromagnetiska kraften ar en av de fyra fundamentala krafterna
som beskriver hela vart universum. Det ar elektromagnetism som far strommar att floda i vara
mobiler och datorer, som beskriver hur solens ljus och virme nar oss pa jorden och som haller ihop
all materia vi kan réra vid.

Den elektromagnetiska kraften har tva distinkta delar: en elektrisk och en magnetisk. Dessa tva
krafter uppfor sig helt olika.

Den elektriska kraften &r ganska intuitiv att forsta: om tvéa laddade partiklar fors samman kommer
de antingen repelleras eller attraheras, beroende pa vilken laddning de har, som i fig.

F O O F
Figur 1: Tva positivt laddade partiklar repelleras. F' representerar kraften som verkar pa partik-
larna. Om den ena partikeln istéllet var negativt laddad hade partiklarna attraherats.

Den magnetiska kraften dr avsevirt svarare att forsta sig pa. Det forsta man maste veta dr att den
magnetiska kraften bara uppkommer nér laddade partiklar ror sig relativt varandra. Vi betraktar
darfor fallet déa en laddad partikel placeras bredvid en stromforande ledare, som i fig. 2] Om
den negativt laddade partikeln ror sig i en godtycklig riktning néra ledaren upptéicker man att
kraften som verkar pa partikeln dr vinkelrdt mot hastigheten. Detta fenomen kan tyckas konstigt
men fysikers forklaring kan tyckas &nnu mérkligare. De tdnker sig ndmligen att magnetfiltet som
ledaren genererar ar riktat rakt in i bilden (symboliserat av krysset vid partikeln) och har sedan
en konstig regel som kallas "hégerhandsregeln” som relaterar de tre storheternas riktningar.

P& samma sétt som for rotationer pastéar vi att magnetfaltet beskrivs mer naturligt med en bivektor.
I fig. 3| har vi ersatt magnetfiltspilen med en bivektor och far da plotsligt en mer intuitiv bild.
Magnetféltet, som alltsa dr ett plan, har utstrackning i just det plan dér det &r mojligt att kraften
verkar.



Figur 2: En negativt laddad partikel bredvid
en stromledare dar magnetfialtet B beskrivs
med en vanlig vektor. Partikelns hastighet be-
tecknas v och kraften som verkar pa den F

Figur 3: En negativt laddad partikel bredvid
en stromledare dar magnetfialtet B beskrivs
med en bivektor. Partikelns hastighet beteck-
nas v och kraften som verkar pa den F'.

Denna bild, av en storhet som roteras i ett plan istéllet for runt en vektor som ligger i en helt
annan riktning, ger en mer lattforstadd bild av hur naturen, i vissa fall, fungerar.

Detta ger upphov till flera fragor. Finns det andra koncept som beskrivs pé ett onaturligt sétt bara
eftersom det redan finns en viillkéind och etablerad beskrivning som duger? A andra sidan kan man
ifragasétta nyttan i att leta efter nya, mer naturliga, férklaringar nér en beskrivning redan finns.
Man kanske bara riskerar att forvirra de som kinner till den etablerade beskrivningen?



Sammandrag

I detta arbete understks Cliffordalgebrans anvindbarhet for att 16sa Maxwells ekvationer
analytiskt och hur Cliffordalgebrans multivektorer, som tillater oss beskriva riktade storheter
med dimension storre &n ett, kan anvindas numeriskt.

Genom att representera magnetfaltet som ett bivektorfalt harleds och l6ses en ekvation som
kopplar samman Maxwells fyra ekvationer, darefter berdknas 16sningen for fyra olika kéllor:
punktladdning, elektrisk dipol, magnetisk dipol och strémférande ledare. Slutligen presenteras
ett program i MATLAB som implementerar dessa formler och simulerar killornas paverkan pa
punktladdningar.

Cliffordalgebran visade sig vara anvindbar for den teoretiska biten av arbetet, ddremot
kunde inga férdelar hittas med att anvinda multivektorer i programmet.

Abstract

In this study we investigate the usefulness of Clifford algebra for solving Maxwell’s equa-
tions and how multivectors, the elements of Clifford algebra, can be implemented numerically.
Using multivector notation and representing the magnetic field as a bivector, Maxwell’s four
equations are first condensed to a single equation which is solved for an arbitrary source. The
solution is then calculated for four specific sources: a point charge, an electric dipole, a mag-
netic dipole and an electric conductor. We finally present a MATLAB program that calculates
and visualises the behavior of test charges from said sources.

While Clifford algebra proved useful for the theoretical derivations, no advantage was found
using multivectors in the program.
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1 Inledning

Vektoralgebran &r idag ett oumbérligt verktyg for matematiker, fysiker och ingenjorer nér riktade
storheter ska beskrivas. Exempelvis anvinds vektorer ofta for att beskriva krafter, hastigheter och
elektromagnetiska filt. Den har dock vissa nackdelar som Cliffordalgebran (dven kallat geometrisk
algebra), en generalisering av den vanliga vektoralgebran, forsoker losa. Ett sddant exempel ar att
kryssprodukten u x v som beskriver ortogonalitet, bara dr definierad i R3, inte R2. Ett annat #r att
en yta maste beskrivas med en normalvektor som ar ortogonal mot alla vektorer om ligger i ytan
istéllet for ett tvadimensionellt objekt som spénner upp ytan. Cliffordalgebrans element kallas for
multivektorer och dessa later oss beskriva riktade storheter med hogre dimension &n ett.

Under 1800-talet arbetade en gymnasieldrare vid namn Hermann Gunther Grassmann med att
utveckla den yttre produkten u A v vars tolkning &r en riktad area som spénns upp av vektorerna
u och v. Denna idé byggde William Kingdon Clifford vidare p& nagra decennier senare genom att
konstruera en produkt som kombinerar bade den inre produkten (som var vilkéind vid denna tid)
och den yttre produkten. Detta valde han att kalla fér den geometriska produkten och som vi i
detta arbete kommer kalla for Cliffordprodukt.

Cliffordalgebran fick aldrig nagon storre anvindning under 1900-talet utan &verskuggades av de
vanliga vektorerna (z,y, z) som hade visat sig vara anvindbara f6r 16sningen av Maxwells ekva-
tioner. Men under senare ar har Cliffordalgebran fatt en sorts renéssans och intresset har okat
pa flera fronter, till stor del drivet av David Hestenes arbete [1] att popularisera Cliffordalgebran
bland teoretiska fysiker. Multivektorer anvinds idag bland annat i teori for elektriska kretsar [2],
datorseende [3] och elektromagnetism [4].

1.1 Syfte

Syftet med detta arbete &r att utreda och uppmiérksamma Cliffordalgebrans anvindbarhet i 16s-
ningen av Maxwells ekvationer och dess nytta i numeriska berédkningar. For 16sningen kréavs vissa
féorkunskaper i Fourieranalys och distributionsteori.

For att underséka den teoretiska anvandbarheten hérleder vi forst vad det elektromagnetiska faltet
F blir for en generell killla G och fortsdtter sedan att berdkna féltet i fallen da G representerar en
elektrisk punktladdning, elektrisk dipol, magnetisk dipol samt stromférande ledare.

For att underscka den numeriska anviandbarheten har vi skrivit ett program i MATLAB som simu-
lerar de olika killornas paverkan pa laddade partiklar, som vi kallar for testladdningar, i en tredi-
mensionell lada, som vi kallar for biljardbordet. Programmet kallar vi for Maxwellbiljard.

2 Cliffordalgebra

I detta kapitel &mnar vi ge en Oversiktlig bild av vad multivektorer &r och definierar de produk-
ter som kommer behovas for de teoretiska berédkningarna av det elektromagnetiska faltet samt i
Maxwellbiljarden.

Med Cliffordalgebra syftar vi pa Cliffordprodukten och objekten som denna produkt kan verka
pa. Med Cliffordalgebra raknar vi inte bara pa endimensionella riktade storheter utan &ven fler-
dimensionella riktade storheter, kallade multivektorer. Multivektorer &r linjarkombinationer av
k-vektorer som i sin tur &r en generalisering av vanliga vektorer fast med dimension k.

De olika k-vektorerna tillhor rum som vi kommer beteckna AFR™. En 1-vektor i ett tvadimensionellt
rum tillhér alltsd A'R2 och en 2-vektor i ett tredimensionellt rum tillhér A2R3.

Definition 1 (k-vektor). En k-vektor u € AFR™ &r en linjirkombination av k-basvektorerna som

spanner upp AFR™.

En k-basvektor har liknande notation som en vanlig basvektor (ex. eq, e2) men kan ha flera index
(ex. e12, e123). En 2-basvektor e;; € A2R™, vars geometriska tolkning &r en riktad area, har tva
index for att visa vilken utstréckning planet har. En 3-basvektor e;; € A3R™, vars geometriska



tolkning ar en riktad volym, har tre index, etc. En skalér i R tolkas som en 0-vektor och vi sédger
darfor att R = AOR3.

Det dyker nu upp fragor som vad skillnaden mellan e;s och ey dr. Bade ej5 och es; beskriver plan
som spanns upp av ej; och ez, men skillnaden &r att planen har motsatt orientering. Mer precist
géller att es; = —ejo, och detta géller i allménnhet: att byta plats pa tva index i en k-basvektor
dr samma sak som att multiplicera med —1.

Vektorrummet A°R? @ A'R? @ A2R? @ A3R3 betecknas med AR? och kallas den yttre algebran
av R3. Symbolen @ betecknar den direkta summan mellan vektorrum och tolkas intuitivt som en
operation dir vektorrummen ldggs ihop och bildar ett nytt vektorrum dér summan av vektorer
som ursprungligen inte kom fran samma rum &r definierad. Exempelvis far e; + e;2 en mening
i AR? trots att e; och e;o kommer fran olika vektorrum. En geometrisk tolkning av de olika
k-basvektorerna i AR syns i fig.

Vi kommer senare visa att k-basvektorer i AR3 med
k > 1 ar yttre produkter av 1-basvektorer och vi later
saledes 1-basvektorerna ey, es och ez vara en ON-bas for
att forenkla berdkningarna fortsattningsvis. /\:R,3

Definition 2 (Multivektor). En multivektor v € AR?
ar en linjirkombination av k-basvektorer i A*R?, k =

0,1,2,3.
Uppséttningen {1,eq, ez, e3, €12, €23, €31, €123} utgdr en @
€31 €12

€123

bas for AR? och generell multivektor v € AR? kan alltsa
skrivas pa formen

v =ag+ aie; + azes + ases (2.1) /
+ azzez3 + aziesy + aizei2 + aisseins,

dar alla a; € R. En k-basvektor multiplicerad med en
skaldr ska tolkas som att k-basvektorns area/volym &nd-
ras. Multivektorer ar generellt svara att tolka geometriskt
da de innehaller summor av riktade storheter med olika 1
dimensioner. Dock har k-vektorer en mycket mer intuitiv

tolkning. Till exempel kan 2-vektorn

U = Qg3€23 + az1€31 + a12€12 Figur 4: En geometrisk tolkning av k-
basvektorer i AR3. En skaldr betraktas
som ett nolldimensionellt objekt och vi-
sas som en punkt. En 1-basvektor vi-
sas som en pil. En 2-basvektor tolkas
Som nimndes i inledningen #r Cliffordprodukten en kom- som ett plan uppspént av tva stycken
bination av en inre produkt och en yttre produkt. Den av l-basvektorer. En 3-basvektor tolkas
inre produkten _ Ar en generalisering av skalirprodukten som en kub uppspénd av tre stycken 1-
och den yttre produkten A fr en motsvarighet till kryss- basvektorer.

produkten. Vi ska nu definiera dessa mer rigordst i fallet da en 1-basvektor multipliceras med en
k-basvektor. For att gora detta behovs mer notation. Vi kan indexera en k-basvektor i AR™ med en
méngd heltal ¢ C {1,...,n} genom att forst storleksordna heltalen i stigande ordning. Mer precist,
omt={t1,...,t;} med t; < --- < tg, dd anvinds beteckningen e; for k-basvektorn e;, ¢, .

tolkas som en riktad area dir orienteringen bestdms av
skaldrerna a;;. Ett annat vanligt namn for 2-vektorer &r
bivektorer.

Definition 3 (Yttre produkt). Den yttre produkten mellan en 1-basvektor e (s € Z) och en
k-basvektor e; dar t ar en dndlig méangd positiva heltal, definieras som

es A ey = {6(37t)e{s}ut7 S % t? (2.2)
0, set,

dar
(s, t) = (-1)7, o=|{t;et]|s>t;}



Den yttre produkten ar associativ, bilinjéar och mellan 1-basvektorer ar den dessutom antikommu-
tativ: e; Aej = —ej Ae;. Det gar att definiera produkterna med en mer generell vinsterfaktor men
for vara berikningar med elektromagnetiska filt i R? réicker detta véil. Denna definition forklaras
tydligare med ett exempel.

Exempel 1 (Yttre produkt). Den yttre produkten ger upphov till k-vektorer vars dimension ar
summan av de ingdende k-vektorernas dimension. Till exempel kan vi bilda 2-vektorer
e1 neg = €(1,{2})efyurey = 1- €12
och 3-vektorer
ez ne1z = €(2,{1, 3})6{2}u{1,3} = (—1) - e123.

Den yttre produkten mellan a = aie; + ases + ages och b = biey + baes + bzes ar

a N b = (a2b3 — a362)623 + (a3b1 — a1b3)831 + (albg — a2b1)612. (23)
Kryssprodukten mellan a och b ar

a x b= (agbs — agbz)er + (asby — a1bs)ez + (a1ba — azby)es.

De olika komponenterna i aAb och a X b dr samma férutom att e, es och ez &r utbytta mot esg, e3q
respektive ejo. Som bekant skapar kryssprodukten en vektor som &r vinkelrdt mot planet a och b
spanner upp. Langden av a X b &r dessutom arean av parallellogrammet med a och b som sidor.
Den yttre produkten ar en naturlig generalisering av kryssprodukten eftersom den istéllet for en
normalvektor ger en 2-vektor som representerar sjilva planet.

Definition 4 (Inre produkt). Den inre produkten mellan en 1-basvektor ey och en k-basvektor
e; defineras som

oo ey = {E(Sﬂf\ {sHen(sy, set, (2.4)
0, sét,

dar eg = 1.
Den inre produkten &r bilinjar men varken associativ eller kommutativ.

Exempel 2 (Inre produkt). Den inre produkten ger upphov till k-vektorer vars dimension &r
differensen av de ingéende k-vektorernas dimension. Till exempel kan vi bilda vanliga vektorer

€9 _1 €23 = 6(2, {3})63 =1- €3 (25)
och 2-vektorer
€9 1€123 = 6(27 {1,3})613 = (—1) - €13 — €31-
Vi &r nu redo att definiera Cliffordprodukten i termer av den inre och yttre produkten.

Definition 5 (Cliffordprodukt). Cliffordprodukten mellan en 1-basvektor es och en k-basvektor
ey ar
€s A€ = €5 1€+ €5 A €.

Vanligtvis kan man uteldmna » i berdkningar. Det &r alltsd underforstatt att till exempel ejes
innebir e a es.

Cliffordprodukten &r bilinjar och associativ men inte kommutativ.

For detta projekt har vi ocksd anvindning av operationerna involution och reversion som kan
utforas pa en multivektor.

Definition 6 (Involution). Involutionen av en multivektor v = vy + v1 + v2 + v3 € AR3, dér
v € AFR3, betecknas ¥ och ges av

3
D= v = Z(—l)kvk = vp — V1 + vy — U3, v, € AFR2. (2.6)



Definition 7 (Reversion). Pé liknande vis betecknas reversionen av en multivektor v som o och
ges av

3
V= ka = (71)k(k+1)/21}k =9 +v1 — V2 — V3, Vg € /\kRS. (27)
k=0 k=0

Med hjilp av involutionen kan de inre och yttre produkterna mellan e, € A'R? och e; € AR?
berdknas fran Cliffordprodukten med hjélp av Riesz formler [5] som séger att

es sep = s(esne — € aeg), (2.8)

1
2
1
2

esner = 3(es e+ € aeg).

Dessa kommer vara anvindbara i Maxwellbiljarden dér vi bara har direkt tillgang till Cliffordpro-
dukten.

Reversion kan anvindas for att separera k-vektordelarna i en given multivektor i AR3. Fran

ekv. ([2.6)) och ekv. (2.7) inses det att
1(v+7) = v + 1, (2.10)

samt att
(v—7) =vy + 3. (2.11)

N

3 Matrisrepresentation av multivektorer

Det dr praktiskt att beskriva multivektorerna i AR? i matrisform nir man utfér berdikningar pa
datorn. Basvektorerna e, e5 och ez kan representeras med Paulimatriserna

0 1 0 — 1 0
01:(1 O)a U2:<i 0)7 03:<O _1>7

och skaldrer representeras med multipler av identitetsmatrisen. Avbildningen mellan multivektorer
i AR? och motsvarande matriser i C2*? &r en algebraisomorfism, déir Cliffordprodukten mellan tvé,
multivektorer svarar mot matrisprodukten av motsvarande matriser. Detta beskrivs mer utforligt
i avsnitt [A] Reversion svarar ocksd mot hermiteskt konjugat. Det dr dérfor enkelt att berékna
samtliga k-basvektorers matrisrepresentation genom matrismultiplikation. Generella multivektorer
fas sedan genom linjdrkombinationer av k-basvektorer.

Exempel 3.

3 —2e; + 5e31 + €193

_.(1 0 0 1 1 0\/0 1 0 1\/0 —i\(1 0\ (3+¢ 6
_3<0 1)_2<1 0>+5<0 —1)(1 0>+(1 0)(z’ 0)(0 —1)‘(—4 3+¢>'
En 1-vektor v = aje; + ases + ases € R3 kan pa matrisform skrivas

V= a101 + o092 + a303 = <a1 —a‘rdiag al_a;az). (31)
I Maxwellbiljarden behéver vi &ven nagot satt att ga at andra hallet, det vill sdga géra om en 1-
vektor pa matrisform till ordinér vektorform. De olika komponenterna kan 16sas ut med indexering
enligt
Re Vo
v=[ImVy |. (3.2)
Vi



4 Maxwells ekvationer pa multivektorform

Efter en kort genomgang av den nédvéndiga teorin ska vi nu visa pa Cliffordalgebrans anvindbarhet
inom elektromagnetisk faltteori. Vi ska skriva om Maxwells fyra ekvationer till en ekvation och l6sa
ut det elektromagnetiska faltet F', givet en killa GG. Sedan betraktar vi fallen da killan G &r en
elektrisk punktladdning, elektrisk dipol, magnetisk dipol och stromférande ledare och férenklar
16sningen ytterligare. Harledningen bygger pa att magnetfiltet representeras som ett bivektorfilt
vilket &r lampligt d& den magnetiska kraften alltid verkar i ett plan. Detta ska jamforas med den
elektriska kraften som alltid ar parallell med det elektriska féltet.

4.1 Harledning av en partiell differentialekvation for multivektorn F'

Maxwells ekvationer skrivs med vanlig vektornotation som

(4.1) V.Ezg, (42)  VxE=-4B,

(4.3) V x B = o (J + €00 E), (4.4) V-B=0.
Det elektriska filtet E(t, ), det magnetiska filtet B(t,x) och stromtétheten J(¢,z) &r alla vek-
torfiilt och laddningstiitheten p(t, ) dr ett skaldrfilt. Konstanterna o ~ 8,854 x 10712 Fm~!, och

po =~ 1,257 x 107" Hm ™! dr vakuumpermittiviteten respektive vakuumpermeabiliteten. I standard-
basen {e1, ez, e3} for R? kan vi skriva filten vid en tidpunkt ¢ och position z € R3 som

E(t,x) = Ey(t,z)er + Ea(t,x)es + E5(t, x)es,
B(t, x) = By(t,x)er + Ba(t, x)ea + Bs(t, x)es,
J(t,x) = Ji(t,x)er + Jat, x)es + J3(t, x)es.

Dessutom ir V = d1e; + Oaes + dze3. Pa multivektorform ersitts B med bivektorfiltet
B(t,z) = By(t,x)ea3 + Ba(t, x)es1 + Bs(t, x)eis.

For vektorer i R? sammanfaller den inre produkten med den vanliga skaldrprodukten. Detta medfér
att ekv. (4.1)) kan skrivas som V 4 E = p/eq. Eftersom den yttre produkten ersétter kryssprodukten
fas pa samma sétt som i ekv. (2.3) att VA E = —9;B.

Vi beréknar nu
V A B = (6181 + 6262 4+ 63(3'3) A (B1€23 =+ 32631 =+ B3612)

= e101 A (Breg3 + Baes1 + Baepo)
+ €202 A (Biegs + Baes + Bseia)
+ €303 A (Bieas + Baesr + Bsera)

= (e12301B1 + 0+ 0)
+ (04 e12302B2 4 0)
+ (040 + 12303 B3)

— (01B1 + 0255 + O3 B3)erns.

Enligt ekv. ar 01 B1+02Bo+03B3 = 0. Alltsa ar ekv. ekvivalent med att VAB = 0.

Slutligen berdknar vi

V 0B = (€101 + €202 + e303) 1 (Bieas + Baesi + Bseis)

= €101 1 (Biegs — Baeis + Bseia)
+ €202 1 (Breaz — Byeis + Bzero)
+ €303 1 (Breas — Baes + Bseia)

= (0 — e301 B2 + €201 B3)
+ (e302B1 — 0 — €102 B3)
+ (—e203B1 + €103B2 +0)

= (03B — 02B3)e + (01 B3 — 03B1)es + (02 B1 — 01B2)es.

(4.5)



Man kan enkelt titta pa komponenterna och kontrollera att VB = —V x B. Vi far dérfor ekv. ||
pa multivektorform som pgeg0:E +V 4 B = —podJ.

Genom att multiplicera med ldmpliga konstanter och anvinda att ¢ = 1/,/no€g ér ljusets hastighet
fas Maxwells ekvationer pa multivektorform som

V. (VeoE) = 2 (4.6)

%at(\/?oE) +V (io) = —V/oJ, (4.7)

(VEoE) =0, (4.8)
B

v (ﬁ) 0. (19)

Notera att varje ekvation befinner sig i en separat yttre potens av R? och ekvationerna kan dérfor
adderas utan att nagon information gar forlorad: Ekvation tillhor R = A°R?, ekv. (4.7))
tillhér R® = A'R?, ekv. tillhér A2R? och ekv. tillhér A*R®. Vi far en enda ekvation i
AR? som #r ekvivalent med de fyra ursprungliga ekvationerna:

%at (@E+\%>+%<¢5E+%>+W(@E+\%> :%—\/;TOJ.

Satt nu F' = (/eoE + B/\/lio och G = p/\/eo — \/lioJ. Faltet F kallas det elektromagnetiska
féltet och G kallas fyrstromtétheten. Genom att anvinda formeln fér Cliffordprodukten VF =
V 4 F +V A F fas slutligen

1
~0,F +VF =G. (4.10)
C

Observera att F' inte ar ett skalarfalt och att VF alltsa inte dr gradienten av F' utan Cliffordpro-
dukten mellan vektorn V och multivektorn F.

4.2 Lorentzkraften pa multivektorform

For simuleringarna racker inte bara uttryck for det elektromagnetiska féltet F' utan det behovs
dven ett sétt att berdkna kraft pa testladdningar.

Den elektromagnetiska kraft som paverkar en partikel med laddning ¢ och hastighet v i ett elektro-
magnetiskt falt kallas Lorentzkraften. I vanlig vektornotation kan den skrivas som

K =q(E +v x B), (4.11)
dér E &r det elektriska faltet och B &r det magnetiska féltet. Genom att géra en liknande utrékning
som i ekv. (4.5) fas att v o B = —v x B och Lorentzkraften &r dérfor pa multivektorform

K =q(E—vJ1B), (4.12)

déar vi noterar att den inre produkten v 4 B blir en vektor i samma plan som bivektorn B och
ortogonal mot v (se exempelvis ekv. ) Ekvation (4.12)) &r anvindbar nér kraften ska beréknas
och man kénner till F-filtet och B-féltet separat. Vi ska istéllet harleda formler for F-faltet for olika
kallor och soker darfor ett kraftuttryck som funktion av F-faltet. Vi drar oss till minnes ekv.
och ekv. som visar hur olika delar av en multivektor i AR? kan plockas ut. Da vi vet att F
endast innehaller en 1-vektor (E-filtet) och en 2-vektor (B-filtet) ser vi att E = (F + F)/(2,/20)

samt att B = \/uo(F — F)/2. Inséittning i ekv. (£.12) ger
q (F+F _
=2 - F-F)).
9 ( NG VHov 1 ( )>
Anvindning av Riesz formler (ekv. (2.8])) ger sen

_q(F+F o = =
KQ(\/% —Z(UA(F—F)—(F—F)AU)).




—

Eftersom involution inte har nagon paverkan pa 2-vektorer ir F' — F = F — F. Den slutliga formeln
for kraften som verkar pé en partikel med laddning ¢ och hastighet v i ett falt F' blir siledes

_q(F+F i — —
K_2( N —Q(U(F—F)—(F—F)v)>. (4.13)

4.3 Losning av den partiella differentialekvationen

Vi vill nu 16sa ekv. (4.10) med startvillkoret F'(t = 0,2) = 0. Vi Fouriertransformerar ekvationen
komponentvis i positionsvariabeln x vilket ger foljande ekvation i &:

—

L0,F(t,€) + VF(t,6) = G(t,€).

Genom att utgad fran definitionen av Fouriertransformen och sedan anvinda partiell integration
kan man visa att VF(¢,£) = i{F(t,£), och vi pAminner om att produkten mellan vektorn ¢ och
multivektorn F' dr Cliffordprodukten. Detta innebar att

%@F(t, &) +itF(t,€) = G(t, ). (4.14)

Bada sidor multipliceras med ¢ samt den integrerande faktorn e*¢*. Vinsterledet i ekv. (4.14)
blir
DB (1,) +ick S (1,€) = 0, (5P (1,)

vilket innebéar att

00 (U F(1,8)) = ce G, ©).
Eftersom ¢ dr en vektor bér det understrykas vad som menas med e*¢*. Fér en multivektor v

definieras .
w - (Z,U)
=D

k=0

dir potensen (iv)* syftar pa upprepad Cliffordprodukt. Speciellt om v #r en 1-vektor giller att
v2 = |[v]* och man kan visa att
. 1
e = cos |v| + ol sin |v]. (4.15)
v

Genom att integrera i tid och anvénda startvillkoret far vi att

¢
R (t,€) = c/ €6 G (s, &) ds.
0

Genom att multiplicera med e~ ¢! pa bada sidor fas

A t N
F(t,¢) = C/o €GN (s,€) ds.

Vi sétter nu v = c€(s — t) och ser att |v| = c[€|(t — s). Ekvation (4.15) ger da att

_ &
€]

Vi fokuserar nu sérskilt pa funktionen sin(c|¢|(t — s))/(c|£]). For att vi senare ska kunna invers-
transformera behdver vi veta vilken funktion som detta dr Fouriertransformen av. Det visar sig dock
att det inte finns nagon funktion [6]. Det finns dock en distribution som uppfyller detta: Riemann-
distributionen Ry(x) definieras av att R, ,(¢) = sin(c|¢|(t — 5))/(c|¢]). Riemanndistributionen i
R? uppfyller att

F(t,ﬁ) = c/o <cos(c§|(t —3)) sin(c|&|(t — s))> G(s,ﬁ) ds.

1
[ r@s@ = o [ @ ase)




Riemanndistributionen kan informellt beskrivas som en sfirisk deltadistribution dér R;(z) = 0 da
|| # ct. Detta fenomen #r allméint kiint som Huygens princip. Huygens princip i R? innebér att
en ensam vag som fardas ut fran origo med hastigheten v har en vagtopp pa sfaren med radie vt
vid tiden t efter att vagen séindes ut. Vagens amplitud &r dessutom noll bade innanfér och utanfor
sfaren.

De vanliga réknereglerna for Fouriertransformen géaller och vi har att

cos(clé](t — 5)) = DRy (£), _@ S sin(clé](t — )) = —ci€Ri_, = —cVR,_.(¢).

Déarmed ar .
F(t,{) = c/ (6th—s - cﬁ%t_s) é(s,{) ds,
0

vilket efter inverstransformering blir

F(t,z) = c/o (O4Ri—s — cVRy_s) x Gy(x)ds = c/o (O — V) (Ri—s * Gg)(z) ds.

Vi far fran definitionen av faltning att

(Ri—s x Gs)(z) = /R3 Ri_s(x —y)G(s,y)dy = m /|y et G(s,y)dS(y).

Detta &r en ytintegral over sfdren med centrum i = med radie ¢(t — s). Vi byter nu till sfariska
koordinater. Sfirens yta parametriseras genom y(6, @) = x + ¢(t — s)w(6, ), dar

w(0, ) = eqsin(0) cos(p) + ez sin(f) sin(yp) + e3 cos(h)

och 6 € [0, 7], € [0, 27]. Ytelementet &r dS = c*(t — s)? sin(f) dp df och insiittning ger att
t 1 2
F(t,z) = C/o (0y — V) Lhrcz(t—s) | /0 At — 5)2G (s, 2 + c(t — s)w(8, ) sin(0) dp de] ds
2m

= c/ot(at —cV) {(t;ﬂ-s) /077 ; G(s,z+ c(t — s)w(0, ) sin(f) dy dﬁ] ds

Ekvationen kan skrivas om som
t T 2m
Fit,a) = = / / (0, — V)|t~ $)G(s,2 + et — s)w(6.))| sin(0) dp dh ds.
™ 0
Om vi studerar hur 9; verkar pa (t — s)G(...) ser vi att

D(t — $)G(..)] = =0t — )G (.. )] + (t — 8)G(....),

dér Oy innebédr derivatan med avseende pa det forsta argumentet. Da vi sedan integrerar med
avseende pa s fran 0 till ¢ bidrar inte d4[(t — s)G(...)] till resultatet vilket innebéar att

t 2m
F(t,z) = i / / / (t —5)(00G — cVG)(s,z + c(t — s)w(B, ¢)) sin(f) dep df ds.

Nu utfor vi variabelbytet » = ¢(¢t — s) och far att s = ¢ — r/c och ds = —dr/c. Detta ger

F(t, z) = Ine /Ct/ /QF (00G — c¢VG) (t — -,z +rw(, gp)) sin(6) dy dé dr. (4.16)

Om vi nu antar att 9pG och VG &r ungefir konstanta péd tidsintervallet [t — r/c,t], vilket &r
rimligt d& G ej fordndras extremt snabbt eftersom r/c &r ett mycket litet tal d& vi befinner oss
pa billjardbordet. Nu anvénder vi oss av att ¢t > r vilket innebér att ¢ — r/c ~ t. Darmed har vi
att

ct ™ 2m
— / / / r(00G — cVG) (t,z + rw(B, ¢)) sin(f) de do dr.
TC¢Jo Jo Jo



Vi kan byta till en koordinatoberoende form. Vi anviinder att r = |z — y| och dy = r?sin(#) dp df dr

och vi far ) 8C — VOt
F(t,x)z—/ (%G —c )(’y)dy.
dme |z—y|<ct ‘LL’ - y|

Det enda tidsberoende som aterstar ar i det forsta argumentet hos G(¢,y) vilket innebér att 9
kan bytas ut mot d;. D& ¢t &r stort dr 1/|x — y| mycket litet nér |z — y| > ct. Dédrmed &r bidragen
fran 0;G(t,y) och VG(t,y) smé nér |z — y| > ct vilket leder fram till att

1 —
Fit.z) ~ 47/ %Gt y) _cV s G(ty) dy.
mc Jrs |z —yl

dar vi ocksé valt att skriva ut Cliffordprodukten mellan V och G(¢,y). Nu viljer vi att sitta in
G(t,y) = \/% — /foJ som vi valt tidigare och sedan skriva ut vissa termer genom att utnyttja att
“aA = 14 A7 vilket ger

) / o (5 = Vi) = eV (+ ) (%—MJ)d
-

F(t ~
(t.) ~ — P y
) L0 — \/dr] govaJrc,%vJJ—ch(J%—,%J)d
~ e R3 |z — | Y.

Héar kan man notera att V 4 p =0 da V ar en 1-vektor och p ar en 0-vektor. Nu kan vi anvianda
kontinuitetsekvationen for elektrisk laddning som séger att d;p+V-J =0 [5]. Hir &r V- J =V 4 J
vilket innebér att

1 1
—0p+c/uVaJ =—0p+—=V-J=0.
= tP HoV 4 o tP 70

Detta leder fram till att

Ft z)Ni/ _\/lToatJ—cVA( \ﬁj> i/ 7\//ToatJ(t,y)7cVAG(t,y)d
) N47TC R3 |J,‘—y| y dre RS ‘x_y‘ |£U—y| Y.

Nu kan vi dela upp uttrycket f6r F'(¢,z) i de tva delarna F, (¢, z) och Fg(t,z) som ges av

V O (T 1 G(t
Fa(twf) _ Ho t ( 7y) dy, Fﬁ(t,l’) - VA ( ay> dy
dre Jrs |x —y| dr Jrs |z — |

Vi borjar med att studera Fy, (¢, x) och dér kan vi se att tidsderivatan kan flyttas ut ur integralen
da integralen gar 6ver rumsvariabeln y vilket ger

Faltn) == Y00, ([ A0 q,).

dre s |z —yl

Nu fortsétter vi med Fj(t, z) och det uttrycket kan vi se som en faltning dér vi genom variabelbyte
kan byta plats pa x — y och y, vilket ger

1 1 1
F _ ) du
s(t,x) = i /R3 |x—y\VAG(t ,y)dy = "I s |y|VAG( y)dy

Nu kan V tolkas som att den verkar pa variabeln x vilket innebér att vi kan ersdtta V med V,.
D4 integralen och 1/|y| endast beror av y kan V., som endast verkar pa z, flyttas ut ur integralen.

Detta ger
1 1
Fs(t,z) = ——V, / — AG(t,z — d).

Genom att aterigen se integralen som en faltning kan z—y och y byta plats igen vilket ger att

v, (ASQAG<t,x—y>dy) v, (/Rsulw(”“’y)dy) -/ (ycly')w(mwdu



dér vi ocksa anvént att V, behandlar y som en konstant och ddrmed endast verkar pa sadant som

beror pa x. Det giller att
1 T —
()
|z —yl |z — v

Detta innebar att

1 r—y 1 (x —y) nG(t,y)
Fy(t,a)=—— | -2 \Gt,y)dy=— | LTI g
ptha) ==o2 | ey Gy)dy =1 | g y

1 (x—y)p(t,y)d +\/ﬁ70 J(t,y) Az —y) dy.

= y
An\Eo Jre |z —yl? A Jrs  Jz—yf

dér vi skrivit ut uttrycket fér G(t,y) samt utnyttjat att den yttre produkten mellan J och z —y
antikommuterar och att den yttre produkten mellan en vektor (1-vektor) och en skalér (0-vektor)
blir en vanlig produkt mellan vektorn och skaldren. Detta innebér att
F(t,z) = Fo(t,z) + Fs(t, x)
1 T — t, J(t, T — J(t,
_ ( y)p(By)dy+\/uo ( y)A(3 y)dy_\/uoat(/ ( y)dy)
47r\/z% R3 |gj_y| 4 R3 |;L'_y| 4me R

s |z =yl
Fo(t,z) Fy(t,z) Fe(t,x)

(4.17)
dér vi valt att dela upp F(¢, ) i tre delar som ger en enklare notation i fortséttningen.

4.4 Beriakning av F givet en specifik killa G

Vi ska nu med ekv. berdkna F for de fyra olika kéllorna G som ska simuleras i Maxwellbil-
jarden. Kéllorna som behandlas ar: elektrisk punktladdning, elektrisk dipol, magnetisk dipol och
stromforande ledare. Efter varje hdrledning gors en jamforelse med véilkdnda formler harledda med
vektorformalism.

4.4.1 Punktladdningar vid ickerelativistiska hastigheter

Nu vill vi sétta in p(t,y) och J(t,y) for att kunna bestdmma en formel for F (¢, x) {6r en punktladd-
ning i rorelse. For en punktladdning med laddning ¢ som befinner sig i §(¢) och har den konstanta
hastigheten v = 0,g(t) géller det att p(t,y) = ¢d(y — g(t)) och J(t,y) = qud(y — g(t)). Notera att
deltadistributionerna #r i R? [6]. Nu séitter vi in uttrycken for p(¢,y) och J(t,y) i F.(t, ), Fy(t, )
och F,(t,z) vilket ger

1 (r—y)gd(y—yt) .  q (v—7(t))
Fa(tax)* 477\/{5 R |l’*y|3 dy* 477\/%|l’7ﬂ(t)|3’

VB [ by — ) A —y) . ARz — ()
PO e e YT g0

i qily — §(1) |\ _ /ma i
F““@“Mc@<l; T ‘m>‘ @wiﬁQxﬂwJ

g 1 )

dme "\ @ — 1 (0)2 + (@2 — 52(D)® + (@3 — §a(0))?

_ VHoqv <(~T1 —91(t)) 071 (t) + (w2 — G2(t))0¢ G2 (t) + (23 — ﬂ?)(t))atﬂs(t))
4me (1 = 72(1))2 + (w2 — 92(1))? + (23 — §3(t))?)3/2

_ Viogv ((z = g(t) s v)
dme |z —g(t))°

b

dér berdkningarna for alla delar bestar av att 16sa integralen med deltadistributionerna men dar
vi for F.(t,z) ocksd berdknar tidsderivatan med kedjeregeln och pa slutet anvinder definitionen
av inre produkt samt att v = 9;¢(t). De 1-vektorer som ingér i dessa uttryck dr « — g(t) och v och
genom att anvinda att den yttre produkten mellan tva 1-vektorer blir en 2-vektor och den inre

10



produkten mellan tva 1-vektorer blir en skalir kan man se att Fj,(t,z) € A'R3, Fy(t,z) € A’R3
och F.(t,z) € A'R3. Identifiering av de olika k-vektordelarna ger att

- o) Pt — 4 (@=g@)  Vhogy ((z —§(t) Jv)
\/‘%E—Fa(tv ) Fc(t7 ) 471—\/‘%|$—’g(t)|3 Ame |1‘—g(t)|3
B Vo v A (x — (1)

= Fyt,z) = .
R PR

Genom att multiplicera ekv. med /¢ samt utnyttja att \/Eouo = 1/c och |(z — F(t)) 2v| <
|z — (t)||v| kan man se att bidraget fran Fy(t,x) ir mindre #n en faktor |v|*/c? jimfort med
bidraget fran F,(t, ). D& vi arbetar med ickerelativistiska hastigheter, det vill sdga att ¢ > v, kan
diarmed F,(t,z) forsummas. Nu har vi att

: (4.18)

__q (z—y(®) g Hoavn(@—g(t)
Ameo |z — g(t)* e — g

Nu kan vi sdtta in dessa ekvationer i formeln for Lorentzkraften som sdger att en partikel med
laddningen ¢’ och hastigheten v' utsétts fér kraften

K=¢(E—v .B)=
=) = e e =)

9¢ (x—9(t) ., #oad (vi(z—3y(t)))
’ ir |z g
P4 ett liknande sitt som nér F,(t,z) forsummades kan vi hér se att bidraget fran B-filtet (den

del som kommer fran Fy(¢,x)) dr mindre #n en faktor |v|[v’|/c? &n bidraget fran E-filtet (den del
som kommer fran F,(t,z)). Darmed far vi att

g (i)
imvEs o — (1)

Vi vill dven jamfora denna formel med Coulombs lag vilket &r en kdnd ickerelativistisk formel for
E-faltet fran en punktladdning som séger att

F(t,z) ~ F,(t,z) . (4.19)

o~

__q
dmeg )2

Da# =r'/|r'| och ' = (z — §(¢)) kan man direkt se att formeln for E-filtet stimmer dverens med
Coulombs lag.

4.4.2 Elektrisk dipol

Modellen av en elektrisk dipol bestar av tva punktladdningar dér en har positiv laddning ¢ > 0 och
den andra har laddning —¢q. Laddningarna &r separerade av en vektor a som gar fran den negativa
till den positiva. Vi definierar det elektriska dipolmomentet som p = ga. Dipolen vi vill betrakta &r
en stillastaende punktdipol som ligger i origo. Punktdipol betyder att a — 0 och dipolmomentet
halls konstant genom att kompensera med storleken pé g. Om den positiva laddningen &r i origo
kan killan beskrivas som

p(y) = 46(y) — q0(y — (—a)).
Eftersom vi inte har nagon strom (J = 0) kan ekv. (4.17) skrivas

1 z—y (¢6(y) —gd(y +a))
F(t’x)iﬂ/Rs |xfy|3 N dy.

Om vi nu berdknar integralen genom att ta ut viirdena da argumentet i deltadistributionerna &r 0

blir
¢ [z wta ¢ (alztaf —f)  a
F(t,x) = —3 3 = 3 3 _ < ,
dmy/eo \ |zf” |z + qf Amy/20 |z|*|z + a |z + al

11



dér vi i andra likheten skrivit termen med faktor x pa gemensam nidmnare. Eftersom vi vill att
a — 0 kommer vi att anvinda approximationerna

lz+al’ = |z = a-V|z]> och |z +af =~ |z

for smé a. D& kan ekvationen for F' skrivas om till

¢ (x(@-Vz[) a
F(t,x)~ -— 1,
(o) 4“\/<‘5< ||| ER

da a ir litet. Notera att V|z|> = 3|#|z. Om vi nu faktoriserar in ¢ och anviinder att ga = p éven
da vi later a — 0, far vi

_ b faxlp-3zle)  p \_ 1 (3x(p-x) p
mm_ﬁﬂ« P |W>4w%<xf m@' 420

Eftersom vi latit a — 0, vilket var vektorn mellan den positiva och negativa laddningen, kommer
x att vara vektorn fran dipolen och inte bara fran den positiva laddningen. Om vi noterar att
p-x =paz,da p och x ar vektorer, kan formeln skrivas om som

Flt,z) = — (3“7(””) - pg> : (4.21)

my/Eo \ - Jaf” ||

vilket &dr ekvationen som anvinds i Maxwellbiljarden. Att ekvationen stdmmer G6verens med den
klassiska formeln for féltet av en elektrisk dipol [7], kan direkt ses om vi skriver om ekv. (4.20)

som
F 1 3x(p - x) D

E=—= T EEN
Ve dmeo\ b o]

dar forsta likheten géller eftersom F' &r ett 1-vektorfélt.

4.4.3 Magnetisk dipol

Den magnetiska dipolen modelleras som en cirkuldr stromslinga i ejs-planet centrerad i origo,
vars radie a vi later ga mot noll. Vi vill berdkna det magnetiska féltet i en godtycklig punkt
x = x1e1 + Taeq +x3e3, dir eq, €2, €3 betecknar de vanliga kartesiska enhetsvektorerna. Vi kommer
att anvinda cylindriska koordinater for att utféra integrationen. De cylindriska enhetsvektorerna
ar ey, ey, €3, dér

€, = €1COS  + e sin g,

€, = €3 COS  — €1 sin .
Stromtétheten fran den cirkuldra slingan i en punkt y = ge, + yses dr J(y) = I6(0 — a)d(ys)e,
D4 vi inte har nagon fri laddningstéathet eller nagot tidsberoende ger ekv. (4.17)) att

F(x)z\/’TO J(y) A (z—y) dy

A Jre |z —yl®

27
//15 —a)d )‘PA(Q“" )ngdygdw

o —y|®
_ Ia,/,uo T ey n (x— aep) dy
o f—ael

Vi berdknar avstandet

|ac—aeg\— (z1 — acosp)? + (z3 — asinp)? + x2

. + _ 2axicosyp  2axgsing
| |
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Enligt antagande ar a litet och de termer under rottecknet som innehéaller a &r dédrmed sma i
forhallande till ettan. Termen a2/ |£L'|2 speciellt dr forsumbar eftersom den innehaller a i kvadrat.
Dérmed ar

—3/2
Plg) Ia/lo [*™ ey n (x — ae,) 1 2ax1 cosp  2axgsing dy
dm o jf? jf? jaf?

For sma 7 har vi att (1 —r)~3/2 ~ 1 4+ 3r/2 och vi kan dérfor approximera

Ta\/po 2 1 3aricosp  3axasing
F(x) ~ I/ ey A (xz — ae,) W + e + P de. (4.22)

Vi utvecklar den yttre produkten

ey A (x —ae,) = (e2cosp —ersing) A ((z1 —acosp)er + (2 — asinp)es + x3e3)

= (a — x1 cos p — xo sin p)ejs + x3(ea3 cos p + e31 sin ). (4.23)

Om uttrycket i ekv. (4.23)) sitts in i ekv. (4.22) fas flera termer innehallande sinus och cosinus av
. Nér dessa integreras anvinder vi att

2 2 2m
/ singadga:/ cos<pd<p:/ sinpcospdp =0,
0 0 0

27 2T
/ sin® pdp = / cos? pdp = 7.
0 0

Pa grund av detta forsvinner flertalet av de termer som uppstar. Vi far att

la\/pg [ 2ma 3ra(x? + 32 3razrix 3raxex
Py~ DR (210, STOMT TS, SO, ST
™\ | Ed |z| Ed
Eftersom (22 + 22) = |z|* — 22, &r
wla?\ /i [ 3x1x5 3rox3 322 1
F(z) ~ 1 < =—e€23 + €31+ %612 — —=e12 | .
u || Ed |z| |z

Vi infér det magnetiska dipolmomentet m = wla%e;3. Om Ia? halls konstant nir a — 0 kan formeln
ovan ses som den exakta formeln for en oéndligt liten stromslinga. Det géller att xam = wla’z3e193
och man kan vidare se att

Flz) = VIO (39” (zam) m) . (4.24)

dm jf? £
Ekvation (4.24) &r den formel som sedan kommer att anvindas i programmet.

4.4.4 Elektrisk ledare

Nu ska vi bestdmma en formel for det elektromagnetiska falt som uppkommer fran en strém som
flyter langs en oandligt 1ang rak elektrisk ledare. Har har vi ingen fri laddningstéathet da det handlar
om negativa valenselektroner som ror sig medan de positiva atomkérnorna som bygger upp ledaren
inte ror pa sig, vilket innebér att p(t,y) = 0. Vi véljer att genomfora berdkningarna for en mycket
smal ledare som &r riktad i z-led, vid tidpunkten ¢ passerar genom punkten §(t) = (91(t), §2(t),0)
i zy-planet och leder en konstant strom med stromstyrkan I i z-led. Darmed géller det att

J(t,y) = d(y1 — 91(t))(y2 — G2(t)) Les.

13



Nu kan vi sétta in p(t,y) och J(¢,y) i formlerna for Fi(t,z), Fy(t,x) och F.(t,x). Da p(t,z) =0
ar det trivialt att F,(¢t,x) = 0. For Fy(t,z) far vi genom att sétta in J(¢,y), skriva ut v — y
komponentvis och utféra integralerna 6ver y; och yo med deltadistributionerna att
Fy(tz) = YE J(t,y) A (13* y) dy = YFo (0(y1 = 91(1))0(y2 — ﬂzgt)ﬂ%) A —y) g

_ _ es A ((z1 —y1)er + (22 — yo)ea + (x3 — y3)es)
—41(£))0(y2 — yo(t

PO = 22O (g — ) + (@ — )
v/ /OO e3 A ((z1 = G1(t))er + (x2 — Ga(t))e2 + (3 — ya)es)

Ar [ (21 = 51(1)? + (22 — G2(1))* + (23 — y3)?)?/?

Nu kan vi anvénda att egnez = 0 och §(t) = (91(t), §2(t), 0) samt infora beteckningen Z = (x1, 22, 0)
vilket ger

Y

dy; dy2 dys

dyg.

Fy(t,z) = Vol /_00 . es A ((Z1 —g1(t))er + (wa — Ga(t))e2) dus

dm z1 = G1(1)? + (22 — §2(1))? + (3 — y3)?)3/2
= \//Tole AT —1y h ! .
= g o ) /—oo (12 = §(t)° + (w5 — y3)2)3/? s

Genom att sitta r(¢) = |Z — §(t)| kan man se att vi behdver berdkna integralen

> 1
/_oo (r(t)? + (x5 — y3)?)3/2 s

som med hjélp av variabelbytet y3 = r(¢) tan(u) + x3, som innebér att dyz = COSQ(U) du och att u
gar fran —3Z till 5, blir

3 1 r(t) 1 %COSU w2
/_’; (r(t)? +r(t)? tan®(u))>/2 cos?(u) du= r(t)? /_ () ds = ()

Nu kan vi se att

Ate) = e n ot = D

Nu fortsétter vi med Fi(t, x) genom att sitta in J(t,y), skriva ut = — y komponentvis for att sedan
utfora integralerna over y; och ys med deltadistributionerna enligt

Fu(t,z) = Vi 5 ( /R J(t,y) dy) Vi, ( /R 3 (3(y1 — §1(1)5(y2 — G (t))Ies) dy)

dme ! s |z —y| dme |z —y|

_ Viole m—mUWw—%@)
e . </ / / \/ (1 —y1)? + (22 —y2)* + (23 — y3)? o s dy3>

_ \/7.[63 1 d
dme (/ V(@ = 51()% + (22 — §2(1))? + (23 — y3)? y3> '

Pa samma sitt som tidigare infér vi 7(t) = \/(z1 — §1(1))2 + (22 — 52(#))2 = |& — §(t)| vilket
innebar att

R 1
c\l,T) = C104 11m =Cp lim 0 .
Felt o) ( ! / \/ (x5 —y3)? dy3> Rl—m (/_R \/(r(t))2 + (23 —y3)? dy3>

Nu vill vi berdkna integralen




Med variabelbytet ys = 7(t)u + x3 som innebér att dys = r(t) du och u gar fran =fi—Za tj]] £—2a

r(t) r(t)

vilket ger
R—z3 R—xz3
) ()

1

I= —_—7
s (VI F 2

1 — 1
7du=[ln‘u+ 1—|—u2H
_Rtaz /] _|_u2 _R:(r;3

(t)du =
() r(t)

=1 () 1 ()

dér f(u) =In|u+ v1+u?|. Nu kan vi se att

s (o= B () - (= ()
1 8yr(t)(R — 3) 1 8yr(t) (R + x3)

v (mm) T L (myt T

For mycket stora R giller det att

14 R+ x5 2% R—l—fL‘g7
r(t) r(t)

vilket innebér att vi kan applicera grinsvérdet limg o, pa 0;Z vilket blir

() 9r() _ 2w — §1(£)edr () + 2(ws — §2(0)Deiia(t) _ 2( — §(1)) s ult)
rt) () (@1 =51 ()% + (22 = 52(1))? [z —g@)F

dér u(t) = 0yy(t) och vi anvént att r(t) = |2 — g(t)|. Nu kan vi se att

oy 0 26— 5(0) sult) _ VEales (&~ j(0) su)
B R T R

R—o0

Nu kan vi bestdmma ett uttryck for F'(¢, z) vilket blir

F(t,z) ~ Fy(t,z) — Fu(t,z) = */2”?] 63|; (—jg—(gg)) = ﬁ;;Ieg G ;ﬂ_“;zt;g“). (4.25)

Denna ekvation dr den som kommer att anvindas for Maxwellbiljarden. Vi ska nu kontrollera att
detta uttryck ar ekvivalent med vanliga vektorformler for tva specialfall och véljer déarfor att plocka
ut formler {6r E- och B-filten. Den yttre produkten mellan 1-vektorerna ez och (Z — g(t)) ger en 2-
vektor vilket innebér att Fy(t, ) dr en 2-vektor. Den inre produkten mellan 1-vektorerna (Z — g(t))
och u(t) ger en 0-vektor vilket innebér att F.(t,x) &r en 1-vektor. Darmed &r Fy,(t,x) = B/\/lo
och F,(t,x) = —/eoF vilket innebér att

_ polesn (@ —9@) _ pol (F1—41(t))es1 — (T2 — Ga(t))e23

2r |z -y 2r |z —g(t)]? ’
g Holes (@ —g®) su(t) _ poles (Z1 = §1()ua(t) + (T2 — Ga(t))ua(t)
2r [z =gt 2w | —g(t)[?

Det forsta fallet vi vill kontrollera &r falten fran en stillastdende ledare som enligt [8] &r E = 0
samt ~ R B ~
B pol _ (=(T2 = Ba2(t))er + (F1 — 41 (t))e2) pol

Y omr |z —g(t)? 21’
dér e, ar enhetsvektorn i ¢-led i cylindriska koordinater runt ledaren, r &r det kortaste avstandet
mellan punkten som faltet berdknas i och ledaren och vi med hjélp av geometrin skrivit om ekva-
tionen med den notation som vi anvint tidigare. D& uq(t) = ua(t) = 0 {or en stillastdende ledare
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ar £ =10 vilket &r féryéintat. Nu kan vi dven se att B och B beskriver samma falt da By = Bl,
B31 = B2 och B12 = Bg.

Det andra specialfallet som ska undersokas &r att bestimma kraften som testladdningen utsétts for
da den ror sig med samma hastighet som som ledaren. I detta fall férvintas den elektriska kraften
och den magnetiska kraften ta ut varandra da ledaren och testladdningen inte ror sig relativt
varandra utan bara relativt det koordinatsystem som anviénds och darmed ar det ekvivalent med
att bade ledaren och testladdningen &r stillastaende, vilket ger en total kraft som &r lika med noll da
elektriskt falt saknas och magnetiskt falt endast paverkar laddade partiklar i rorelse. Vi vet sedan
tidigare att kraften K péa en partikel med laddningen ¢ och hastigheten v ges av K = ¢(E —v 1 B)
som nér bade ledaren och testladdningen ror sig med hastigheten u(t) innebér att

K =g (_ poles (@1 — i (t))ui(t) + (T2 — Ga(t))ua(t) () - pol (F1 — 1 (t))ess — (T2 — g2(t))623>

2m |z —g(t)[? 2 1z —g(t)?
_ apol (_ es((@1 = ()ur(t) + (@2 = go(B)ua(t)) | wa(t)(@1 = Ga(H))es + ua(t)(@> — ﬂz(t))€3> _0
2m |z — () |z — () ‘

Dérmed kan vi se att vara formler stimmer &ven for detta specialfall.

5 Maxwellbiljard

Cliffordalgebran ar inte bara anvéndbar i harledningen av faltformler utan har ocksé en plats i prak-
tiska tillampningar. Det huvudsakliga resultatet fran féregaende avsnitt &r ekv. , ekv. ,
ekv. och ekv. (4.25) som ger oss ett uttryck for F-filtet fran fyra olika kéllor, hirefter
benéamnda som faltobjekt. I detta avsnitt presenterar vi ett program (skrivet i MATLAB) som an-
vander dessa faltuttryck for att simulera faltobjektens paverkan pa elektriskt laddade partiklar i
en tredimensionell lada. Falten som partiklarna sjdlva genererar kommer forsummas, fast de har
en laddning. Detta gors i syfte att sédtta fokus pa faltobjektets falt och inget annat.

5.1 Metod

Programmet bestar vésentligen av tva filer: main.m och run_simulation.m.

Filen run_simulation.m innehéller den numeriska biten av koden; den berdknar hur faltobjektet
paverkar partiklarna och tar ett tidssteg med hjélp av en fjirde ordningens Runge-Kutta-metod.
Om nagot objekt hamnar utanfér ladan dndras tecknet pa dess hastighet med konsekvensen att
partiklar och faltobjekt studsar mot ladans sidor.

I main.m skapas alla partiklar och faltobjekt och programmet gors redo att paborja simulationen.
Forutom majlighet att valja faltobjekt finns det &ven instdllningar som gor det mdojligt att rita ut
partiklarnas skuggor pa ladans sidor for att ge en 3D-kéinsla samt deras fardbana. Tidssteget 0,01 s
valdes i samtliga simulationer men sluttiden varierades.

Partiklarnas startposition och starthastighet har anpassats fér att illustrera de olika kdllornas sér-
skilda faltutseende. Om punktladdningen eller ledaren véljs som killa kan anvindaren vilja en
starthastighet for kiilllan mellan Oms~! och 1ms~!. Fér punktladdningen kan hastigheten riktas
i godtycklig riktning i rummet men for ledaren kan endast hastigheten i zy-planet bestdmmas da
den alltid &r riktad i z-led. Den elektriska dipolen och magnetiska dipolen &r déremot stillasté-
ende. Partiklarnas massa &r alltid 1g och deras laddning 1nC men tecknet pa laddningen kan
variera.

Dessutom finns det tva hjdlpfunktioner som &r vérda att ndmna. vector_to_multivector ger
en vektors matrisrepresentation med ekv. (3.1) och multivector_to_vector ger en vektor pa
vektorform (ekv. (3.2))), givet att argumentet &r en vektor pa matrisform. Dessa funktioner anvinds
irun_simulation.m d& den resulterande kraften pa partiklarna ska beréknas.

Ovanstaende filer aterfinns i1 sin helhet i1 avsnitt [C] for den intresserade lasaren.
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5.2 Resultat
5.2.1 Punktladdning

Nér punktladdningen med position (0,5,0,5,0,5) véljs som kélla i main.m placeras en partikel
i (0,7,0,6,0,5) med starthastighet (0,0,0). Partikeln repelleras radiellt som forvintat, se fig.
Kéllan har laddningen 10 nC och sluttiden 7" for simuleringen valdes som 300 s.

En intressant sak att notera &ar att partikeln aldrig kommer ndrmare killan &n den var fran borjan
och detta kan forklaras med energiprincipen. Under partikelns rorelse omvandlas dess ldgesenergi
i faltet till rorelseenergi och vice versa.

Om partikeln istéllet ges en negativ laddning och en starthastighet pa (0,0,01,0,01) ser resultatet
ut som i fig. [6]

Den elliptiska och periodiska rérelsen paminner om planetrorelser dar gravitationskraften har sam-
ma avstandsberoende 1/72 som den elektrostatiska kraften.

06 0.6 X
E os
N
o —os E 0.4 B f

—o02 > <
08 ™ o8
06 - 06
—o01 S <
04 T~ 0.4
0 e
0.5] \ 0 0.2 . 02
1 I I I I | | y [m] T x[m]

Figur 5: Fardbanan i 300s for en partikel
som initialt ar placerad i (0,7,0,6,0,5) och
starthastighet (0, 0,0), under paverkan av F-

Figur 6: Fardbanan i 300s f6r en nega-
tivt laddad partikel som initialt &r pla-
cerad 1 (0,7,0,6,0,5) och starthastighet

(0,0,01,0,01), under paverkan av F-faltet
som alstras av den stillastdende punktladd-
ningen pa 10nC i (0,5,0,5,0,5). Partikeln
hamnar i en stabil elliptisk omloppsbana
runt punktladdningen.

faltet som alstras av den stillastdende punkt-
laddningen p& 10nC i (0,5,0,5,0,5). Den gro-
na cirkeln visar att partikeln aldrig far mer
lagesenergi an den hade fran borjan.

5.2.2 Elektrisk dipol och magnetisk dipol

Nér den elektriska dipolen med position (0.5,0.5,0.5) och elektriskt dipolmoment 100 nC m véljs
som kélla i main.m ser resultatet ut som i fig. [7} Fyra rodfidrgade partiklar placeras i (0,5, 0,5,0,8),
(0,5,0,5,0,2), (0,5, 0,8,0,5) respektive (0,5,0,2,0,5) for att illustrera periodiska fardbanor; den ljus-
blé ar placerad i (0,8,0,5,0,5) och studsar bara mot viggen. Alla dessa fem partiklar har hastighet
noll initialt. Utéver detta placeras en gronfargad partikel i (0,5,0,2,1) med en starthastighet pa
(0,08;0,02; —0,1). Dessa virden valdes for att illustrera den mer oférutségbara fardbanan som en
elektrisk dipol kan ge upphov till. Sluttiden 7" valdes som 50s.

Partikelbanorna i fig. [7] visar att de rdda, initialt stillastéende, positiva laddningar ror sig i halv-
cirkelbanor. Att partiklarna skulle rora sig i exakta halvcirkelbanor &ar inte direkt uppenbart fran
faltet i ekv. 7 men eftersom faltet gar i motsatt riktning som dipolen pa dipolens sidor och in-
at mot dipolen pé baksidan kénns det rimligt att partiklarna skulle ga fran sida till sida av dipolen
pa nagot sitt. Att det dr just halvcirkelbanor stdmmer 6verens med litteraturen [9], [10].
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Figur 7: En elektrisk dipol i (0,5,0,5,0,5)
riktad 1 x-led med elektriskt dipolmoment
100 nC m skapar ett F-falt som paverkar sex
partiklar i 50s.
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Figur 8 En magnetisk dipol i (0,5,0,5,0,5)
med magnetiskt dipolmoment parallellt med
yz-planet 50 GAm? skapar ett F-filt som
paverkar en partikel i 300s. Partikeln har
startposition (0,5,0,5,0,25) och starthastig-
het 0,01ms~! i z-led.

Nir den magnetiska dipolen med position (0.5, 0.5, 0.5) och magnetiskt dipolmoment 50 GA m? viljs
som killa i main.m ser resultatet ut som i fig. B Det magnetiska dipolmomentet &r en bivektor pa-
rallell med yz-planet. Den rédfiargade partikeln har startposition (0,5,0,5,0,25) och starthastighet

(0,0,0,01). Sluttiden T" valdes som 300s.

Uttrycket for faltet fran den magnetiska dipolen ar likt uttrycket for faltet fran den elektriska
dipolen, men en viktig skillnad &r att magnetfiltet ar ett bivektorfdlt. Om en laddning har start-
positionen z i samma plan som dipolmomentet m &r x A m = 0 och med ekv. inses det att
laddningen d& paverkas av ett magnetfilt B med samma riktning som dipolmomentet.

5.2.3 Elektrisk ledare

Nar den stromfoérande ledaren pa 4 TA och med
skiirning (0,0,5,0) i xy-planet viljs som kélla
i main.m ser resultatet ut som i fig. [0] De tre
partiklarna pa avstandet 0,5 m fran ledaren har
olika laddning: den réda och ljusbla har positiv
laddning, den morkbla negativ. Dessutom ror
sig de réda och morkblé laddningarna uppat i
z-led med en hastighet pa 0,1ms~!. Sluttiden
T valdes som 30s.

Strommen 4 TA &r mycket stérre &n vad som
anvinds i verkligheten men det virdet valdes
for att kunna se detta beteende hos testladd-
ningarna utan att behéva é&ndra pa biljardbor-
dets storlek eller testladdningarnas egenskaper.
Om man skulle vilja fa liknande partikelbanor
med en mindre strém, vilket skulle innebéra
att det magnetiska faltet blir svagare, gar det
att kompensera genom att 6ka testladdningens
laddning (ger en starkare kraft) eller minska
testladdningens massa (mindre kraft behovs for
samma acceleration). En annan sak som kan
noteras ar att testladdningarna viker av at oli-

0

I l l I l l 0.

o 02 03 y[m]

Figur 9: En stillastaende elektrisk ledare med
strommen 4 TA. Den réda och ljusbla partikeln

har 1

addningen 1nC, den morkbla har laddning-

en —1nC. Den réda och morkbla partikeln har

starthastigheten 0,1ms™

stilla
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ka hall fran borjan nir de har samma hastighet med olika laddningar, vilket ar forvintat da ett
teckenbyte pa laddningen ger ett teckenbyte pa kraften.

Anledningen till att den positiva testladdningen ror sig uppat och inte bara aker runt i en cirkel
som en laddad partikel i ett homogent magnetfélt, &r oklar men det skulle kunna vara sa att
accelerationen nerat pa viagen in mot ledaren kan bromsas av det starka féltet néra ledaren medan
accelerationen uppat pa vig bort fran ledaren inte kan bromsas lika vil da filtet dr svagare ldngre
bort fran ledaren. Ett liknande beteende uppvisas for testladdningen nér killan dr den magnetiska
dipolen.

I avsnitt [B] beréknas testladdningarnas banor genom att utféra berdkningarna f6r hand sa langt
som det dr mojligt for att sedan lata MATLAB berdkna testladdningarnas banor. Resultaten fran
de berdkningarna stdimmer vél Gverens med fig. [9

6 Diskussion

Cliffordalgebran har visat sig vara anvindbar nér det géller att omformulera Maxwells fyra ekvatio-
ner till en enande ekvation. Att det elektromagnetiska faltet skulle behdva fyra olika ekvationer for
att beskriva ett enda fenomen kan tyckas orimligt, i det avseendet &r ekv. bade kompaktare
och elegantare.

Vidare ger Cliffordalgebran en naturligare representation av B-filtet som ett bivektorfalt. Att
partikelrorelserna i fig. [§ och fig. [0] ror sig i ett plan vinkelrdtt mot det klassiska vektor B-filtet
kan visserligen forstas med hjalp av ekv. for Lorentzkraften men man kan ocksé tolka det
som att bivektorfiltet B har utstrickning i det planet.

Lésningen av ekv. i avsnitt kan av manga anses vara svar, inte minst da den kraver
kunskap i Fourieranalys och distributionsteori. Notera dock att vi faktiskt har ldst Maxwells ek-
vationer; ekv. som vi har innan approximationen ct > r gors ar till och med relativistiskt
korrekt! Motsvarande relativistiskt korrekta l6sning i vektornotation ges av Jefimenkos ekvatio-
ner |7], vars hirledning kan kriva kunskap om Lorentztransformationer och tensornotation. Det
ar dock mycket vanligare (och forvisso enklare) att istéllet betrakta specialfall som elektrostatik,
magnetostatik och plana vagor. Det elektrostatiska fallet tillater oss till exempel att bara betrakta
ekvationen V - E = p/eq ur vilket Coulombs lag enkelt 16ses med Gauss divergenssats.

Vidare gav 16sningen av ekv. (4.10]) oss en del insikter om det elektromagnetiska féltet, som till
exempel att Huygens princip i kombination med ¢ > 1 gor att 16sningen kan betraktas som
punktvis i ¢, vilket &r berdkningsmissigt fordelaktigt.

Det gick att implementera de hirledda formlerna i ett MATLAB-program med hjélp av matriser
och simuleringarna stdmde till storre del med férvantningarna. Dock hittades ingen férdel med
att anvinda multivektorer i programmet. Det hade lika vl gatt att berdkna E-faltet och B-faltet
med hjélp av klassiska vektorfaltsformler separat for varje killa och addera deras kraftbidrag och
da hade man inte beh6vt anvidnda multivector_to_vector och vector_to_multivector i varje
tidssteg. Omvandlingarna mellan vektorform och matrisform paverkade dock inte simuleringstiden
dé det var plottningen som tog mest tid.

Fran simuleringsresultatet finns det framst tva insikter vi vill uppmérksamma. Den forsta ar att
E-faltet &r méanga tiopotenser starkare &n B-filtet vid normala férhallanden. I fallet med den
elektriska ledaren behévde vi en strom pa 4 TA for att fa ett ungefar lika starkt falt som med en
elektrisk punktladdning pa 10nC. Dessutom sag vi i figurerna att B-filtet ofta ger mer virvlande
banrorelser &n E-filtet.
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Appendix

A Matrisrepresentation av multivektorer

A.1 Basvektorerna e;,e; och e; kan representeras med Paulimatriserna
och matrismultiplikation motsvarar Cliffordprodukten

For att visa att baselementen kan representeras av Paulimatriserna

O O /10
0—1710’0—27@'070—370—17

"basskaldren” 1 kan representeras av enhetsmatrisen I, och att Cliffordprodukten da motsvarar
matrismultiplikation, maste vi visa att det for tva multivektorer a, b géller att

T(a)T(b) = T(ab),

dér T'(a) betecknar matrisrepresentationen av a. Eftersom Cliffordprodukten och matrismultiplika-
tion bada &r associativa och &ven distributiva med avseende pa den relevanta additionen, behéver
vi endast visa att

T(ej )T(ei)7
(1 =1

i # J,
i= 3.

T(ei)T(ej) = {;

Vi behover bara visa detta eftersom vi, pa grund av associativitet och distributivitet, d& kan
definiera T'(e;;) = T'(e;)T(ej) och T(eias) = T(e12)T'(e3) och dérmed garantera att resten av
egenskaperna foljer. Notera ocksa att I beter sig pd samma sétt som 1 da JA = A = Al och
la =a = al for alla A € C?*2 och a € AR3. D4 ir det bara att testa om

_{—ijUi7 i # J,
0i0; = . .
1, 1=7.

Detta ar sant eftersom

/0 1\ [0 1 _ (10 _,
9191=1{1 o) \1 0 “\o 1) ™"
_ (0 =i\ (0 =i _ (1 0\ _,
722=\; o)\i o) “\o 1)™%
(1 0N (r 0N _ (1 0\_,
9393 = 1o —1)\o -1/ \o 1) ™"

och

020
203 — 7/
0301 =
301 0

0
0109 = 1

o) (o
) (!

)= ()
560 = (o)

—1

0

) -6

= —0302,
N/ o) _
0 0 —1 = —0103,
—i\ (0 1y _
0 1 0 = —02071.

Notera att detta implicerar att AR? och linjirkombinationer av produkter av oy, 09,03 (vilket ir
alla komplexvirda 2 x 2-matriser) &r isomorfa pa grund av associativitet och distributivitet da alla
termer kan ”delas upp” i produkter av basvektorer eller motsvarande Paulimatriser och vi redan
visat att det finns ett ett-till-ett forhallande mellan dessa.
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A.2 Reversion ges av hermiteskt konjugat

Vi vet att basvektorerna kan representeras som

(01 (0 —i /10
“e=11 0/ 27\ o) 7 \o 1)

Vi kan d& konstruera hogre ordningens baselement genom matrismultiplikation

1 0 0 1

€12 = €163 = 0 —il’ €1 =631 = _4 0/’
0 1 i 0

€23 =€63=1\, ) €1=€cs={4 ;|-

Alltsa kan en generell multivektor i AR? skrivas som

v =a+biey + baey + bzez + crea3 + cae31 + cze12 + deras

o a+b3+z(d+(33) b1+02+i(617b2)
o b1—02+i(61+b2) a—bg-f—i(d—Cg) ’

dér a,b;, ¢;,d € R. Om vi nu tar reversionen av v (se ekv. (2.7))) far vi

U =a-+bie; + baea + bzes — crea3 — caez1 — cze12 — deqas

o a+b37i(d+63) blfcgf’i(61+bg)
o b1+62—i(61—b2) a—bg—i(d—C;g) ’

Genom inspektion kan vi se att matrisen som representerar v ar det hermiteska konjugatet av
motsvarande matrisen for v.

B Numerisk 16sning for testladdning i plan med den elektris-
ka ledaren

Den stora fordelen med att beskriva det magnetiska filtet med 2-vektorer istéllet for 1-vektorer ar
att faltet kan visa vilket plan som den magnetiska kraften verkar i, pa samma sétt som det elektriska
faltet visar vilken riktning som den elektriska kraften verkar. I det fall som vi ska studera hér har
vi en stillastaende ledare som gar genom origo. Det innebér att g1 (t) = g2(t) = 0 samt att u(t) = 0.
Dérmed géller det att £ = 0 samt

_ kol (@1 —51(t))ess — (Z2 — Go(t))eas _ pol Tre31 — Taeas

2m & - gi(t)[* 2 [

Om vi nu valjer Zo = 0, vilket innebér att vi befinner oss i zz-planet, kan vi se att

_ ol Trcar _ pol es
2w \931|2 2r Iq

vilket innebér att B-féltet och ddrmed ocksé den magnetiska kraften ligger i xz-planet. En konse-
kvens av detta dr att en testladdning som ror sig i zz-planet inte kommer ldmna detta plan da kraf-
ten pa testladdningen &r i xz-planet. En starthastighet i zz-planet innebér att v(t) = (v1(t), 0, v3(t))
och dérmed blir kraften pa testladdningen

piol _aquolus(t) - auolva(t)

K= —qu(t).B = — t t =
qu(t)a q(vi(t)er +vs( )63)J2m1€31 oray ! -

€3.

Nu kombineras detta med Newtons andra lag som séiger att K = ma(t) vilket ger

K Tvs(t Tvi(t
a(t)ziz_fﬂ;o 3()61+QI2L0 1()63'
m TMT| TMT|
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Genom att sétta § = % samt att anvinda att a(t) = 02z och v(t) = O,z far man ut de kopplade

differentialekvationerna

O3

02y = -3 , (B.1)
Ty
2y — pO5L (B.2)
T

Vi kdnner inte till nadgon analytisk 16sning for dessa differentialekvationer sa vi viljer att l6sa dem
numeriskt i MATLAB istéllet. Om vi anvinder samma startvirden som anvindes nar simuleringen
ifig. @utférdes, det vill sdga 2(0) = (0,5,0,0,5), v(0) = A;x(0) = (0,0,0,1) och stromstyrkan 4 TA,
far man fran att testladdningarnass massa &r 1 g och dess laddning &r £1nC att 5 = % = +0,8.

Genom att 16sa ekv. (B.1) och ekv. (B.2)) numeriskt far man att testladdningarna ror sig enligt
fig.
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Figur 10: Figuren visar hur testladdningarna forvintas bete sig i magnetféltet runt ledaren. Den
roda linjen tillhér den positivt laddade testladdningen och den blaa linjen tillhér den negativt
laddade testladdningen.

C Kod

Koden finns &ven tillgdnglig pa https://github.com/valterschutz/maxwell-pool.

C.1 run simulation.m

1 function frames = run_simulation(ax,field_obj,particles,T,dt,trajectory)
2 JRUN_SIMULATION_RK Simulate interactions between field object and

s Jparticles using a Runge-Kutta method for numerical computation.

4« ) If output is requested, save frames

5 epsilon_0 = 8.8541878128e-12;

¢ mu_0 = 1.25663706212e-6;

s k =1;

o for t=0:dt:T

10 /4 Update field object

1 field_obj = update_field_obj(field_obj,dt);
12

13 4 Update particles
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end

for j=1:length(particles)
q = particles(j).charge;
m = particles(j) .mass;

/ Runge-Kutta method
S = [particles(j).position; particles(j).velocity];

k1 = D(S);

k2 = D(S + dt/2xk1);
k3 = D(S+dt/2*k2);
k4 = D(S+dt*k3);

S = S + dt/6*(k1+2%¥k2+2xk3+k4) ;

S(1:3);
bounce_check(S(1:3),8(4:6));

particles(j) .position
particles(j) .velocity
end

replot_particles(ax,particles, trajectory);
replot_field_obj(field_obj);

drawnow limitrate
if nargout>0
frames(k) = getframe; k = k + 1;
end
fprintf ("T=Y.2f\n",t)

function res = D(S)

end

end

4 D = dS/dt where S = [z,y,z,ve,vy,vz]
pos = S(1:3);

v = S(4:6);

v_multi = vector_to_multivector(v);

F = F_from_field_obj(field_obj, pos);
force = multivector_to_vector(q/2*x((F+F')/sqrt(epsilon_0)
+sqrt (mu_0) /2+ ((F-F')*v_multi-v_multi*(F-F'))));

res = [S(4:6); force/m];

D(S) &ar av mest intresse d& det dr endast dir multivektorer anvinds. P& rad 47 beridknas kraften
fran F-filtet med hjdlp av ekv. (4.13]). Partikelns hastighet har forst skrivits pa4 matrisform for
att kunna anvinda matrismultiplikation som Cliffordprodukt. Till slut gors kraften om till vanlig
vektorform.

C.2 vector to multivector.m

1

function multivector = vector_to_multivector(vector)
AVECTOR_TO_MULTIVECTOR Converts a wvector in mormal form to matriz form.

sigma_1 = [0 1; 1 0];
sigma_2 = [0 -1i; 1i 0];
sigma_3 = [1 0; 0 -1];

multivector = sigma_1 * vector(l) + sigma_2 * vector(2) + sigma_3 *

—

vector(3);
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9 end

Har anvands ekv. (3.1]).

C.3 multivector to vector.m

1 function vector = multivector_to_vector(multivector)
2 JMULTIVECTOR_TO_VECTOR Converts a wvector in matriz form to mormal form.

4+ vector = [real(multivector(2,1)); imag(multivector(2,1)); multivector(1,1)];
5 end

Har anvinds ekv. (3.2).

C4 F from field obj.m
Denna funktion anvindes pa rad 46 i D(S) for att berdkna F-filtet i en punkt givet ett filtob-

jekt. Det ar hér resultaten fran avsnitt (ekv. (4.19)), ekv. (4.21), ekv. (4.24) och ekv. (4.25])

implementeras.

1 function F = F_from_field_obj(field_obj,x)

2 JJF_FROM_FIELD_O0BJ Returns the electromagnetic field F

3 J(containing both E- and B-fields) as a multivector gemerated by field
4 Jobject field_obj and evaluated at position z (a vector)

CR 4 Capital letters indicate matrices.

6 epsilon_0 = 8.8541878128e-12;

7 mu_0 = 1.25663706212e-6;

s switch field_obj.type

9 case "charge"

= vector_to_multivector(x);

= vector_to_multivector(field_obj.position);

= field_obj.charge;

1/ (4*pi*sqrt(epsilon_0))*(X-Y)*q/ ((X-Y)~2).~(3/2);
14 case "eDipole"

10

11

12

T <
|

13

15 P = vector_to_multivector(field_obj.dipolemoment) ;

16 y = field_obj.position;

17 r = X-y,

18 R = vector_to_multivector(r);

19

20 % Define the inner product for a vector u and vector v
21 inner_product = @(u,v) 1/2*(u*v+v*u);

22
23

— F=1/(4xpix*sqrt(epsilon_0))*(3*R*inner_product(P,R) /norm(r)~5-P/norm(r)~3);
24 case "current"

25 4 First calculate where particle position is in zy-plane
26 x(3) = 0; X = vector_to_multivector(x);

27 Y = vector_to_multivector(field_obj.position);

28 el = [1 O; 0—1];

29 i = field_obj.current;

30

31 % Define the outer product for a vector uw and vector v
32 outer_product = @(u,v) 1/2x(uxv-v*u);

33

34 F = sqrt(mu_0)*i/(2*pi)*outer_product(e3,X-Y)/(X-Y)"~2;
35

36 4 If the current moves we get another contributing term
37 R=Y - X;
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39
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53

54

55

V_current = vector_to_multivector(field_obj.velocity);
F = F + sqrt(epsilon_0)*(mu_0*i)/(4*pi) * (V_current * R + R *
<« V_current)/R"2 * e3;
case "mDipole"
% Define inner product for vector v and trivector w (in matriz form)
4 using Riesz formulas
inner_product = @(v,w) 1/2*%(v*w + wkv);

/4 Define outer product for vector v and bivector w (in matriz form)
% using Riesz formulas
outer_product = Q@(v,w) 1/2x(v¥w + w*v);

r = x - field_obj.position;
R = vector_to_multivector(r);
M = field_obj.dipolemoment; [ Magnetic dipole moment

F = sqrt(mu_0)/(4*pi) * (3*inner_product (R,
- outer_product(R,M)) /norm(r)~5 - M/norm(r)~3);
end
end

C.5 main.m

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

clf, clearvars, clc

DT = 0.1; / Time step

T = 50; [ Total time for simulation, change between runs
PARTICLE_MASS = 1e-3; / 1 g

PARTICLE_CHARGE = 1le-9; [ 1 nC

4 Choose between '"charge", "eDipole", "current" and "mDipole"
TYPE = "eDipole";

4 Toggle this to see shadows for all particles on the sides of the boz and
4 shadows for field object.
PLOT_SHADOWS = false;

4 Plot trajectory of particles
PLOT_TRAJECTORY = true;

4 Save each frame in simulation and finally create a movie. Affects
4 performance drastically
SAVE_MOVIE = false;

4 Initialize field object. This will either be a point like electric
4 charge, electric dipole, magnetic dipole or current carrying wire
field_obj = generate_field_obj(TYPE);

4 Position, welocity and color of particles depends on field object
4 The position and velocity is choosen to exemplify each field object's
/ characteristic behaviour
switch TYPE
case "charge"
% Uncomment for repulsive force

particles(1).position = [0.7;0.6;0.5];

particles(1).color = "r";

particles(1).velocity = [0;0;0];

RS
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84

86
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88

89

case

case

case

% Uncomment for attractive force

particles(1)
particles(1)
particles(1)
particles(1)
"eDipole"
particles(1)
particles(1)
particles(1)
particles(2)
particles(2)
particles(2)
particles(3)
particles(3)
particles(3)
particles(4)
particles(4)
particles(4)
particles(5)

particles(5).

particles(5)
particles(6)
particles(6)
particles(6)

"current"

/. Uncomment this to have wire move with v=0.01 m/s in .
[0.2;0.5;0.5];

/4 particles(1).position =
/4 particles(1).velocity = [0.01;0;0];

/4 particles(1).color =

/. Uncomment this to make wire stand still

particles(1)
particles(1)
particles(1)
particles(2)
particles(2)

particles(2).

particles(2)
particles(3)
particles(3)
particles(3)
"mDipole"
particles(1)
particles(1)
particles(1)

"natt.
coy

.position = [0.7;0.6;0.5];
.color = "b";

.velocity = [0;0.01;0.01];
.isnegative = true;
.position = [0.5;0.5;0.8];
.color = "r'";

.velocity = [0;0;0];
.position = [0.5;0.5;0.2];
.color = "r";

.velocity = [0;0;0];
.position = [0.8;0.5;0.5];
.color = "c";

.velocity = [0;0;0];
.position = [0.5;0.8;0.5];
.color = "r";

.velocity = [0;0;0];
.position = [0.5;0.2;0.5];
color = "r";

.velocity = [0;0;0];
.position = [0.5;0.2;1];
.velocity = [0.08;0.02;-0.1];
.color = "g";

.position = [0.5;0.5;0.5];
.velocity = [0;0;0.1];
.color = "r'";

.position = [0.5;0.5;0.5];
.velocity = [0;0;0.1];
color = "b";

.isnegative = true;
.position = [0.5;0.5;0.5];
.velocity = [0;0;0];
.color = "c";

.position = [0.5;0.5;0.25];
.velocity = [0;0;0.01];
.color = "r'";

4 All other properties have default values and are the same regardless of
4 fteld object type
for k=1:length(particles)

particles(k) .mass = PARTICLE_MASS;

/4 In some cases we want negative charge
if isfield(particles(k), 'isnegative')
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90

91

92

93

94

95

96

97

98

if particles(k).isnegative
particles(k).charge = -PARTICLE_CHARGE;
else
particles(k).charge = PARTICLE_CHARGE;
end
else
particles(k).charge = PARTICLE_CHARGE;
end

particles(k).field = 0 * eye(2); / No field before simulation starts
particles(k).force = [0; 0; 0];
particles(k).acceleration = [0;0;0];

particles(k).size = 20;
particles(k).plotobj = 0; [/ Reference to plot object
end

4 Create figure and azes
fig = figure(l);
clf(fig);

ax = gca;

ax = initialize_axes(ax);

4 Uncomment for zz-plane view
4 view(0,0)

4 Uncomment for yz-plane view
/4 view(90,0)

4 Uncomment for zy-plane view
4 view(0,90)

4 Plot particles and field object
field_obj = plot_field_obj(ax,field_obj,PLOT_SHADOWS) ;
particles = plot_particles(ax,particles,PLOT_SHADOWS) ;

/4 Allow user to control field object if field_obj.type is
4 "charge" or "current"
field_obj = control_field_obj(ax,field_obj);

/4 Run the simulation, save frames <f SAVE_MOVIE flag is enabled
if SAVE_MOVIE
frames = run_simulation(ax,field_obj,particles,T,DT,PLOT_TRAJECTORY);
filename = sprintf("videos/%s",TYPE);
v = VideoWriter(filename) ;
open(v) ;
writeVideo(v,frames);
close(v);
else
run_simulation(ax,field_obj,particles,T,DT,PLOT_TRAJECTORY) ;
end
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