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Forord

Denna kandidatuppsats skrevs av Erik Sahlin och William Karlander vilka studerar vid Chalmers
tekniska hogskola, samt Georg Kyhn som studerar vid Goteborgs universitet. Vara handledare un-
der projektet var Annika Lang och David Cohen fran institutionen for Matematiska vetenskaper.
Stort tack till David och Annika som var till mycket god hjélp vid skrivandet av kandidatuppsat-
sen.Nér det kommer till vilka avsnitt som kan tillskrivas vilken forfattare har gruppen fort loggbok.

Erik skrev den populdrvetenskapliga presentationen, avsnitt 2.2 om fasrum och det inledande
texten i kapitel 3 som introducerar hamiltonsk mekanik. Men framférallt har han skrivit kapitel
4 som handlar om invarianter, kapitel 6 om bakldnges felanalys och kapitel 7 om Stormer-Verlet
metods energibevarande egenskaper inom molekyldynamik. Till dessa kapitel har Erik &dven skrivit
appendix A.3, A4, A.5, A.6, A.7 och appendix A.8 med tillhérande delappendix A.8.1 och A.8.2.
Koden i appendix A.7 och appendix A.8 &r alltsa skriven av Erik. Slutligen skrev Erik ocksa den
korta texten om rapportens slutsats i avsnitt 8.

William skrev om pendelproblemet under avsnitt 3.1, samt symplektismavsnittet (kapitel 5)
bortsett fran det numeriska exemplet. Utover detta har William dven skrivit inledningen till rap-
porten.

Georg skrev sammanfattningen och abstract, samt avsnitten 2.3 om flode, 2.4 om de avhandlade
numeriska metoderna, 3.2 om Keplers problem och appendix A.1 om inledande teorier, appendix
A.2 om framtagningen av hamiltonianen for Keplers problem. Georg skrev dven koder som anvéndes
for framtagning av figurer 1-7 i MATLAB' samt exempel 5.1.

Vi var tursamma nog att ha varit i direkt kontakt med Ernst Hairer for tillatelse om att anvanda
foljande bilder: figur 8 och figur 9. Dessa &r tagna ur boken Geometric Numerical Integration av
Hairer, Lubich och Wanner [1]. Detta var till stor hjilp for att fullféra arbetet och samtidigt
sikerstélla god kvalitet.

ILéngden av dessa figurgenererande koder gér det olampligt att ligga in dem i appendix. Koderna skickas diremot
vid begéran.



Populirvetenskaplig presentation

Jorden &dr 4.54 miljarder ar gammal och férmodligen dr det uppenbart att jorden har hallit sig i
samma bana runt solen under den tiden [2]. Jordens avstand fran solen ger var planet egenska-
per som (till var vetskap) dr unika. Fikon, fiskar, faglar till och med bérfisar. Allt liv bygger pa
jordens perfekta bana runt solen. Om matematiker och astrofysiker vill simulera vart solsystem
med berikningar dr det dock inte alls uppenbart att jorden halls kvar i sitt optimala avstand fran
solen. Om fel numerisk metod viiljs kan jorden flyga ut i universum (se figur 1) eller till och med
tvirtom flyga in i solen och forintas. Eller ja pa papper och i matematikers datorer i alla fall.
For att forhindra att detta sker och sikerstélla en sa verklighetstrogen modell som mgjligt vill
matematiker vilja geometrisk numerisk integration for att simulera solsystemet och manga andra
naturvetenskapliga fenomen. For att mer precist forsta vad geometrisk numerisk integration hand-
lar om maste vi dock forst férsta den typ av problem som geometrisk numerisk integration loser.
Namligen differentialekvationer.

0Oj. Oj. Oj. Differentialekvationer, ett begrepp som far blodet att stelna i adrorna hos de som inte
forstar sig pa dem. Men frukta ej kéira ldsare! Vi ska guida dig genom denna snariga skog in i klarhe-
tens ljus. Och differentialekvationer visar sig dessutom vara vildigt anviindbara da de kan beskriva
alla mojliga sorters naturvetenskapliga fenomen. Allt fran hur djurpopulationer 6kar och minskar till
hur atomer ror sig. Vi kan forklara dif-
ferentialekvationer genom att forst dra
en likhet till de mer vilkédnda algebra-

iska ekvationerna. En algebraisk ekva- - *E’é'(ijg nume”:k fsetod
. . ordens exakta bana
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Alltsa ger 16sningar av algebraiska ek-
vationer ett tal, i det hir fallet 4.
Skillnaden mellan en differentialekva-
tion och en algebraisk ekvation &r att Figur 1: Jorden dker ut ur solsystemet om en fel numerisk
istéllet for att vi letar efter ett tal vill metod appliceras. I det har fallet applicerades Eulers explicita
vi hitta odndligt manga tal som ligger metod.
odndligt néra varandra allt pa en gang.
Men att leta efter ofindligt manga tal
som ligger odndligt ndra varandra, la-
ter inte det som néagot som ocksa kommer att ta oédndligt lang tid? Talen har dock nagot gemen-
samt; de foljer ett recept. Vad man egentligen gor ar alltsa att leta efter ett recept som ger alla
tal samtidigt! Det hér receptet dr vad matematiker kallar for en funktion och kan exempelvis se ut
som

ft) =t +4t -1,

dér t dr vilket tal som helst. Om vi stoppar in ¢ = 2 i var funktion far vi att
f2)=2"+4.2-1=4+8-1=11

Men stoppar vi istéllet in ¢ = 3 far vi att f(3) = 20 och for ¢ = 4.5 far vi f(4.5) = 37.25. Talen 11,
20 och 37.25 &r alla exempel pa tal som beskrivs av receptet f(¢). Och hittar vi det hir receptet
nér vi loser en differentialekvation kan vi forutspa framtiden men ocksa se bakat i tiden om ¢ &r t
som i tid.



Men hur hittar man den hir funktionen? Att 16sa en algebraisk ekvation verkade relativt ldtt
(det var bara att 16sa ut ¢ sa fick vi svaret). Ar det lika litt med differentialekvationer? Nja. .. Det
visar sig att endast i sdrskilda fall kan funktionen hittas, men oftast &r detta svart eller rent utav
omdgjligt. Matematiker har dnda lyckats hitta nagra knep och knap for att i alla fall ungefarligt
hitta en del av talen som tillhor funktionen. Dessa knep och knap kallas for numeriska metoder
och 16ser visserligen inte differentialekvationer exakt men de resulterar i approximativa losningar.

De forsta och enklaste numeriska metoderna #r Eulers explicita metod och Eulers implicita
metod. Ni kommer att mérka att manga av de numeriska metoder vi kommer att presentera ar
namngivna efter den schweiziska matematikern Leonhard Euler (1707-1783), vilket kan vara ytterst
forvirrande. Emellertid visade det sig att de hir metoderna fungerade mindre bra pa den sortens
differentialekvationer som kallas for hamiltonska problem.

Hamiltonska problem utvecklades pa 1800-talet av sir William Rowan Hamilton (1805-1865) och
revolutionerade hur partiklars rérelse beskrevs inom naturvetenskapen [1, Kapitel VI.1]. Hamiltons-
ka problem bygger pa att en given energifunktion (den sa kallade hamiltonianen H) som beskriver
den totala energin hos ett system. Denna hamiltonian beror sedan pa position och hastighet hos
partiklar i systemet. Med hjilp av hamiltonianen kan man sen stélla upp differentialekvationer och
om man loser de hér differentialekvationerna kan man forsta hur partiklarna ror sig genom tid och
rum. Vi har redan sttt pa ett exempel pa ett hamiltonskt problem i form av jordens bana runt
solen. Jordens hamiltonian &r alltsa en energifunktion som beror pa jordens avstand fran solen och
jordens hastighet runt solen.

Nér det kommer till energi visar det sig inom naturvetenskapen att energin alltid 4r bevarad
[3]. Det hér innebér att energin dr konstant over tid och inte fordndras, vilket innebédr att var
totala energifunktion hamiltonianen H ocksa maste ha ett och samma véirde genom tiden. Om
vi betraktar vart exempel med jorden igen blir detta ratt logiskt eftersom ett visst avstand fran
jorden och en viss hastighet korresponderade med en viss energi. Det &dr nu problematiken med
att 16sa differentialekvationerna med rétt numeriska metod kommer in i bilden. Daliga numeriska
metoder simulerar att jorden far mer energi &n vad den faktiskt har och séiger dérfor att jorden
glider ut ur sin omloppsbana ut i kosmos (se figur 1). Och andra lika daliga metoder simulerar
jorden sa att den tvért far mindre energi och aker in i solen och forintades av den.

Men vilka metoder ldmpar sig da for att halla energin konstant eller i alla fall néistan konstant?
Svaret ges av geometrisk numerisk integration. For geometriska integratorer dr en underklass av
numeriska metoder som visar sig vara mycket férdelaktiga ndr man 16ser hamiltonska problem. Och
tro det eller ej, en av dessa utomordentliga metoder dr namngiven efter sjdlvaste Euler, ndrmare
bestdmt Eulers symplektiska metod. Men en annan metod &r Stérmer-Verlets metod (Euler ma ha
varit supersmart men &ntligen bryter vi trenden av att alla numeriska metoder ska vara dopta efter
honom). Anledningen till varfér dessa tva metoder fungerar sa vil &r eftersom de har en véldigt
viktig egenskap, de ar bada symplektiska numeriska metoder.

Ordet symplektisk kommer fran grekiskan och betyder komplext. Och precis som ordet antyder
ar det inte helt liatt att forklara konceptet utan att forst ga igenom tre ars eftergymnasiala studier
i matematik. Men mer intressant dn vad symplektism egentligen ar for nagot dr dess konsekvenser.
Att en numerisk metod dr symplektisk innebér inte att energin &r bevarad nér vi approximativt
16ser ett hamiltonskt problem. Daremot kan man visa att energifelet som symplektiska metoder ger
upphov till 4r sa pass litet att det inte riktigt spelar nagon roll. Alltsa kan man simulera jordens
bana runt solen, eller till och med hela solsystemet, utan problem en lang tid framat.

Slutligen kan det dock ndmnas att planeters omloppsbana dr langt ifran det enda applicerings-
omrade som ar relevant for geometrisk numerisk integration. Alla hamiltonska problem kan lésas
utmérkt med geometrisk numerisk integration. Det inkluderar allt som pa nagot sitt har med
energi att gora. Forutom planeters banor kan man &ven applicera geometrisk numerisk integration
pa molekyldynamik for att beskriva kemiska foreningars rorelse och interaktion med varandra. Det
kan anvindas for att beskriva rorelseméngdsmoment. Det kan till och med anvindas for att ap-
pliceras inom kvantmekanik dér det visar sig att hamiltonianen spelar en extra viktig roll. Men
listan slutar egentligen inte pa hamiltonska problem. Aven andra differentialekvationer kan losas
med geometrisk numerisk integration. Alltsa mojliggér geometrisk numerisk integration att veten-
skapsmén kan 16sa massor av olika komplicerade problem ungefarligt. Problem vars 16sningar ar
essentiella for att forsta universums alla sma nischade klurigheter och bidrar till ménniskans eviga
torst efter mer kunskap!



Sammanfattning

Rapporten studerar framst Eulers symplektiska och Stérmer-Verlets metoder applicerade pa
hamiltonska problem. Metoderna appliceras numeriskt pa tre olika hamiltonska problem och
jamférs med andra numeriska metoder i form av Eulers explicita metod och Eulers implicita
metod. Det forsta hamiltonska problemet som studeras &ar en ideal pendel. Det andra &r ett
hamiltonskt system bestdende av tva himlakroppar. Och det tredje &r ett molekyldynamik-
problem bestaende av tva atomer. I exemplen uppvisas egenskaper som sedan definieras och
bevisas konkret for generella fall. Av dessa egenskaper ingar definiering av invarianter och
symplektiska avbildningar. Bevis av metodernas bevarande av invarianter och bevis av att vis-
sa stegmetoder dr symplektiska genomfors. Det visas dven vilka problem som har symplektiska
16sningar

Keplers problem #r ett av exemplen som granskas, diar modelleras tva himlakroppar med
den ena som kretsar runt den andra. De fyra stegmetoderna (Eulers explicita, implicita och
symplektiska metoder samt Stormer-Verlets metod) appliceras och avvikelser fran den exakta
16sningen jamfors, specifikt visas omloppsbana, avvikelse av energi, vinkelmoment och position
skapat av de numeriska metoderna.

Rapporten visar att alla hamiltonska system har en symplektisk avbildning. Ytterligare vi-
sar rapporten att Eulers symplektiska metod och Stérmer-Verlets metod dr symplektiska. Det
visas dven att symplektiska numeriska metoder dr nistan energibevarande pa hamiltonska pro-
blem. Detta gors genom att utféra simuleringar som numeriskt visar att Eulers symplektiska
och Stormer-Verlets metoder bevarar energin inom ett begrédnsat intervall 6ver exponentiellt
lang tid. Bakldnges felanalys introduceras sedan som omrade for att forklara varfor symplek-
tiska numeriska metoder har denna egenskap.

Abstract

The report analyses the symplectic Euler method and the Stérmer-Verlet method applied to
Hamiltonian systems. The methods are numerically applied to three different hamiltonian
systems and are compared to other numeric methods such as the explicit Euler method and
the implicit Euler method. The first Hamiltonian system that is studied is the ideal pendulum.
The second is a Hamiltonian system consisting of two celestial bodies. The third Hamiltonian
system is a molecular dynamics problem consisting of two atoms. Examples are given to show
important properties of Hamiltonian systems that later are defined and proved for general
cases. These important properties includes invariants and symplectic maps. Proofs of the
symplectic numerical methods conservation of first integrals and proofs of which methods are
symplectic are performed. Which problems that have symplectic solutions are also shown.

Kepler’s problem is one of the examples brought to light. Here two celestial bodies are
modeled with one orbiting the other. The four numerical methods (the explicit, implicit and
symplectic Euler method, and the Stérmer-Verlet method) are applied and deviations from
the exact solution are examined. Specifically the orbit, the deviation of energy in the system,
angular momentum and position created by the numerical methods.

The report shows that all Hamiltonian problems have a symplectc map as well as showing
that the symplectic Euler method and Stérmer-Verlet method are symplectic. The report
also shows that symplectic numerical methods conserve energy approximatly when applied to
Hamiltonian problems. This is shown by carrying out simulations which show numerically
that the symplectic Euler method and Stormer-Verlet method conserve energy within a small
inteval over exponential time. Backward error analysis is then introduced to explain this
property of symplectic numerical methods in general.
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1 Inledning

En ordinér differentialekvation (ODE) kan beskriva situationer dér tillstand fordndras. ODE:er
ar darfor viktiga for manga tekniska och vetenskapliga omraden. Bortsett fran nagra specialfall,
som till exempel separabla differentialekvationer eller linjira homogena differentialekvationer, ar
analytiska l6sningar mer ovanliga. Darfor kravs det ofta att numeriska metoder maste appliceras
[4, Kapitel 1]. Det finns en rad numeriska metoder foér att losa ODE:er, men de saknar beva-
randet av egenskaper. Det dr darfor geometrisk numeriska integrationsmetoder &r aktuella. Dessa
integrationsmetoder kan bevara viktiga systemegenskaper.

Syftet med detta kandidatarbete &r att introducera begrepp inom geometrisk numerisk integ-
ration sa som hamiltonska system, invarianter och symplektism. Dessutom ska arbetet introducera
fyra numeriska metoder for att losa ODE:er och visa pa olika egenskaper hos metoderna. Meto-
derna som kommer att studeras dr mer specifikt Eulers explicita metod, Eulers implicita metod,
Eulers symplektiska metod och Stérmer-Verlets metod. Mycket av arbetet kommer att vara kring
hamiltonska system och deras egenskaper. Dérefter ska de fyra numeriska metoderna appliceras
pa dessa hamiltonska system. Slutligen diskuteras mer i djup Eulers symplektiska metod samt
Stormer-Verlets metod da dessa adr symplektiska metoder. Att de &r symplektiska ger metoder-
na specifika egenskaper. Kandidatarbetet &r en litteraturstudie dar huvudreferensen &r Geometric
Numerical Integration skriven av Ernst Hairer, Christian Lubich och Gerhard Wanner [1].

Rapporten och innehallet &r framst skrivet till studenter pa ingenjorsutbildningar och matema-
tikstudenter vilka bada har férkunskaper inom nagon form av numerisk analys och linjér algebra.
Arbetet &dr skrivet pa ett sadant sétt att man inte ska behdva kunna programmera, men om figurer
och beréikningar vill replikeras dr det en fordel att ha kunskaper inom MATLAB. Rapporten borjar
med att i kapitel 2 beskriva grundliggande koncept kopplade till ODE:er. I kapitel 3 introduceras
hamiltonska problem sa som pendelproblemet och Keplers problem. Kapitel 4 introducerar inva-
rianter och de olika formerna av invarianter som linjdra och kvadratiska invarianter. I kapitel 5
introduceras en ytterligare viktig egenskap hos hamiltonska system, symplektism, samt ett nume-
riskt exempel. Dérefter introduceras dmnet baklinges felanalys i kapitel 6, men &ven idéer som
motiverar anvindandet av symplektiska numeriska losningsmetoder. Slutligen tillampas Stormer-
Verlets metod pa molekyldynamik i kapitel 7. Till intresserade ldsare finns koder till samtliga grafer
som vi sjdlva framstéllt i appendix A.? Dessutom finns mer beriikningar och bevis kring framférallt
Eulers metoder samt invarianter.

2 Inledande teori

I det hér kapitlet vill vi presentera nagra grundldggande men dndock essentiella koncept kopplade
till ODE:er. Syftet ér att paminna ldsaren om dessa koncept for att ldttare kunna ta till sig texten
i sin helhet.

2.1 Ordinira differentialekvationer

En allmén ordinér differentialekvation av forsta ordningen har utseendet dy/dz = f(z,y). Med
ordningen menar man den ordning som hogsta férekommande derivatan har. f &r en given funktion
av tva variabler, och y(x) den sokta funktionen av en variabel z. Vanliga beteckningar dr oberoende
variabel fér « och beroende variabel for y [5, Kapitel 8]. Ordinéra differentialekvationer &r centrala
for dmnet geometrisk numerisk integration och férekommer i de flesta avsnitt i rapporten, men
framforallt ndmns de i kapitel 6 om baklidnges felanalys.

2.2 Fasrum

Ett fasrum &r ett rum som relaterar till en partikels tillstand. Storheter som utgor tillstandet kan
exempelvis vara position, momentum och dess tidsderivator i tre dimensioner. Dessa stortheter
kallar vi generellt for frihetsgrader. Saledes kan vi med hjilp av dessa storheter ocksa forsta och
forutse hur partikeln kommer att rora sig och bete sig i vart system. I ett fasrum &r varje koordinat

2Resterande kod till grafer kan fas vid forfragan.



och dess tidsderivata en frihetsgrad for partikeln. I allménhet har darfor ett fasrum 2d dimensioner,
dér d dr antalet frihetsgrader [6]. Fasrummet kommer anvindas nagot under symplektismkapitlet.

2.3 Flode

Ett grundliggande koncept rorande differentialekvationer &r flodet ¢ 6ver tiden ¢. Flodet &r en
avbildning som omvandlar en startpunkt yo i fasrummet till en annan y(t) sa att ¢:(yo) = y(¢)
om yo = y(0) dér y(¢) &r losningen till differentialekvationen. Har édr ¢, flddet ¢ som avbildar
startvirdet y(0) ¢ tidsenheter fram i tiden [1, Kapitel I.1.1]. Flodet &r ett betydande begrepp som
anvinds frekvent under framférallt symplektismavsnittet.

2.4 Numeriska metoder

For manga differentialekvationer dr det svart att ta reda pa den primitiva funktionen. Av detta skiil
anviands numeriska metoder for att approximera denna primitiva funktion Gver ett givet interval
[to,t] diir & > to. Vi kan da gora en likformig fordelning av intervallet to < t; < ... < ty =t
med N € N steg och steglingden h =t; —t;_; for allai =0,1,..., N dir Nh +ty = t. Pa denna
tidsuppdelning kan vi definiera en stegmetod som den diskreta avbildningen ®, : y; +— y;+1, dér
y; ~ y(t;) for steglingden h. Antag att vi har ett system pa formen

5= - j) 1)

dir y : [to,t] = R™, f: R™ — R™, m € N och y(t9) = yo. Givet detta kan vi da definiera foljande
numeriska metoder.
2.4.1 Eulers explicita metod

Givet ekvationssystemet (1) och startvirdet
y(to) = Yo kan vi deﬁniera Eulers eXphCita me- Approximering av dy/dt = -24*y(t) med tol = 10e-3

tod
N = © = Explicit fér h = 1/8

Yiv1 = Yi + hf(yl) Explicit for h = 1/12

=—©— Implicit forh = 1/8 | -|
med stegldngden h, se appendix A.1.1 for fram-

Exakt
tagandet av metoden. Har dr y; ~ y(to + ih) 16
for alla ¢ = 0,1,..., N. Denna metod dr enkel & \"\_A_A
att applicera da den explicit definierar nista 1O )
steg och ger ett bra resultat for sma stegling-
der h. Men metoden brister fér problem dar '
l6sningen &r numeriskt instabil, det vill sdga
system dar metoden ar kénslig for storleken av
steglangden och kraver tillrickligt litet h s& att 3 S
berdkningskostnaden blir orimligt stor. Exem- 00T 02 08 0408 08 07 08 08
pelvis g(t) = —24y(¢t) dér y(0) = 1 se figur 2.
For dessa problem #gnar sig Eulers implicita Figur 2: Approximationer av y(t) = e~**". Losningar
metod bittre #n explicita metoden da den in- fér den explicita metod med h = 1/8 lamnar snabbt

te #r lika kiinslig for h:s storlek och da sparar visningsintervallet och 18sningar fér h = 1/12 oscil-
beréikningstid lerar. Losningar for implicita metoden konvergerar

snabbt till y(¢) innanfor toleransen.

2.4.2 Eulers implicita metod

Givet (1) kan Eulers implicita metod definieras enligt

Yir1 = Yi + hf(Yir1)

for nagot litet h, se appendix A.1.2 for explicit framtagning av metoden. Har &r y;1; implicit
definierad vilket for varje tidssteg kriver 16sning av ett ickelinjéirt system av ekvationer for att fa
ett exakt virde. Néar en 16sning till detta system inte kan hittas analytiskt maste t.ex. en fixpunkt
algoritm appliceras vilket kostar berdkningstid. Man kan da, om mojligt, definiera féljande metod.



2.4.3 Eulers symplektiska metod

Med ett partitionerat system av differentialekvationer pa formen

{'[L = a(u,v)

v = b(u,v)

diar u(t) e R™, v(t) e R™, a: R" X R™ - R", b: R"” Xx R — R™, n;m € N med u(ty) = up och
v(tg) = vo. Fran detta kan bade Eulers explicita och implicita metoder implementeras for att fa
Eulers symplektiska metod

Uip1 = Ui + ha(uia'viJrl) eller Uip1 = Ui + ha(ui+17vz‘) (2)
Vit1 = v; + hb(u;,v41) V11 = v; + hb(wig1,v;),

se appendix A.1.3 for framtagandet av metoden. Denna metod utnyttjar att ena variabeln &r
implicit definierad och explicit definierad. Som namnet antyder dr Eulers symplektiska metod ett
exempel pa en symplektisk numerisk metod. Vad som innebér att en numerisk metod ar symplektisk
kommer vi diskutera mer ingaende i kapitel 5. I kapitel 5 diskuteras ocksa begreppet symplektism
mer pa djupet. Denna metod ér inte perfekt da den appliceras pa ODE:er. Vi kommer exempelvis
synliggora detta i avsnitt 3.1 som handlar om pendelproblemet dar det dven visar sig att Stormer-
Verlets metod fungerar béttre.

2.4.4 Stormer-Verlets metod

Ett alternativ till Eulers symplektiska metod &r Stormer-Verlets metod som kan definieras pa en
ickehomogen andra ordnings differentialekvation

G=f(q)

dir g(t) € R™ och f : R™ — R™, m € N med q(to) = qo. Lat p = q, ¥,/ : (p(ih),q(ih)) —
(p((i +1/2)h),q((i + 1/2)h)) och ¥}, : (p((i + 1/2)h),q((i +1/2)h)) = (p((i + 1)h),q((i + 1)h)),
da kan Stérmer-Verlets metod definieras som flodet ®;, = Wy, /5 0 \Il;;l/Q dér Wy /o och \112/2 ar ett
steg av Eulers symplektiska metod (2) med steglingd h/2. Stérmer-Verlets metod kan formuleras
enligt

Pivi =i+ 5f(@)

qiv1=¢q; + hpi«i»%

Pit1 =Py 1 + B f(qiv1),

se appendix A.1.4. Denna metod &r explicit for ett steg @y, : (q;,pi) — (Qi+1,Pi+1), vilket under-
lattar berdkningstrycket da exempelvis en fixpunktinteration inte behovs. Denna metod ska visas
erhalla vissa egenskaper, exempelvis &dr ocksa denna numeriska metod symplektisk.

3 Introduktion till hamiltonska problem

Ett alternativ till Newtons formulering av klassisk mekanik (s& kallad newtonsk mekanik) &r den
hamiltonska mekaniken. Denna matematiska beskrivning fokuserar pa den sa kallade hamiltonianen
‘H, vilken &r en given funktion av p och g som beskriver ett systems totala energi. Fortsatt ar p =
[P1,P2,...,Pn]T och q = [q1,q2,...,q,]" s& kallade dvervektorer (fran engelskans supervectors)
bestaende av n stycken element i form av vektorerna py,qr € R™ dér k € {1,...,n} dr ett heltal
[1, Kapitel 1.2.4]. Notera att pj generellt sett inte behéver ha samma dimension som p; eller g;
dir k # j. Emellertid &r det vanligt i fysikaliska appliceringsomraden att py och g har samma
dimension for alla k.

Oftast dr hamiltonianen separabel, vilket innebér att vi kan skriva den som en summa av tva
separata funktioner

H(p.q) =T(p) +V(q).

I fysikaliska appliceringsomraden dr det ocksa vanligt att g &r positionsvektorn, p &r motsvarande
rorelseméngd, T: R™*™ — R, dr systemets kinetiska energi och V: R™*™ — R, dr systemets
potentiella energi.



Ytterligare om p(t) = %(t) och ¢q(t) = %(t) noterar tidsderivatan kan ett hamiltonskt system

beskrivas av differentialekvationerna
P
o (3)
oM  OH

dér Gp 0q Ar kolonnvektorer med element bestaende av derivatorna med avseende pa pg, q.
Och med hjilp av dessa differentialekvationer samt motsvarande initialviirden (p(0) och g(0)) kan
16sningar till hamiltonska system erhallas.

En essentiell egenskap for den hamiltonska mekaniken &r att hamiltonianen &r konstant Gver
tid. Detta dr nagot som ofta dr anvindbart i fysikaliska tillampningar da energin alltid &r bevarad
i ett slutet system enligt energilagen [3]. Att energin hos hamiltonianen &r konstant dver tid visas
genom att derivera hamiltonianen med avseende pa tid

d_(omNT o oMNT L (OMNTomN (oM oY
a \ap) P \oq) 17 \op g q ap )

Den forsta likheten kommer fran kedjeregeln och den andra likheten kommer fran ekvation (3).
Fortsatt kommer vi att se i kapitel 4 att detta &r ett exempel pa en sa kallad invariant. I kapitel 4
kommer vi férdjupa oss i olika sorters invarianter och deras definitioner.

Foljaktligen &r en annan anvandbar egenskap hos den hamiltonska mekaniken dess symplektism.
En avbildning séigs vara symplektisk om ett omrades area bevaras av avbildningen [4, Kapitel 15.1].
Emellertid &dr konceptet symplektism viktigt
nog att ett eget kapitel (kapitel 5) har givits
at denna egenskap.

Vi har nu introducerat hamiltonianen som
energifunktion och fatt grundldggande forsta-
else for egenskaper sa som invarianter och
symplektism. Vi vill nu visa i avsnitt 3.1 och
avsnitt 3.2 att det inte ar sjalvklart att dessa
egenskaper bevaras nér vi applicerar en nume-
risk metod. Alltsa blir det intressant att un-
dersoka vilka numeriska metoder som bevarar
dessa egenskaper och forsta varfor dessa egen-
skaper bevaras.

3.1 Pendelproblemet

Fi 3: Enkel ha d del 1 rorelse.
Efter att ha introducerat hamiltonianen och gur fise: RANgance pondet 1 roreise

byggt en grundliggande forstaelse for hamil-

tonska system presenterar vi nu ett exempel,

pendelproblemet. Pendeln i detta fall &r en en-

kel ideal pendel, dir massa m, lingd [ fran angreppspunkt till tyngdpunkt och gravitationen g alla
forenklas till 1, det vill siga m = [ = g = 1. Pendeln syns i figur 3. Dessutom har pendeln inga
energiforluster eller extern paverkan. I system av denna karaktir beskrivs den totala energin av
hamiltonianen H. Hamiltonianen i pendelproblemet ér en funktion beroende av p och ¢, som bada
dr tidsberoende variabler dér p(t) och ¢(¢) tillhér R. I pendelproblemet &r fortsatt ¢ vinkeln pa
pendeln, medan p ar vinkelhastigheten, alltsa derivatan av g:

p(t) =q(t)
Med de tva variablerna kan det hamiltonska systemet beskrivas pa formen
OH . OH

p=—7q7 (J—?p

dédr hamiltonianen H &r det totala systemets energi givet av

1
H(p,q) = 5172 — cos(q).



Pendelproblemet definieras av
q=p. (4)

I bilderna som syns i figur 5 visas fasportriatt for pendelsystemet. I en harmonisk pendel som
beskrivs pa formerna ovan kommer energin att bevaras for exakta losningar. Det som syns i Eulers
explicita och implicita metod &r att forr eller senare avviker linjerna, vilket betyder att metoden
for berikningen visar att energin skulle dka eller minska i nagot liage for pendeln.

Eulers explicita metod med startvirde pg =

p = —sin(g),

0 och gy = % foljer den verkliga l6sningen na-
got for att sedan avvika utat, vilket betyder att
approximationen inte ar korrekt och skulle vi-
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Avvikelse i energi

Eulers explicita metod
Eulers implicita metod
Eulers sympletiska metod
Stormer-Verlet

sa att energin Okar fér den numeriska l6sningen
(se figur 4).

For Eulers implicita metod kommer 16s-
ningen konvergera mot noll, vilket skulle be-
tyda att pendeln stannar, vilket en harmonisk sl
pendel inte bor gora utan externa krafter. Detta o
medfor ocksa att Eulers implicita metod pa na-
got vis tappar energi, vilket inte stdmmer med
beteendet for den exakta losningen.

Aven Eulers symplektiska metoden avviker 0
fran exakt 16sning, vilket syns av att linjen
avviker fran H — Ho = 0. Energiskillnaderna
for systemet varierar mer, dven om det annars
ar periodiskt. Eulers symplektiska metod séger
oss alltsa att pendelns rorelser skulle vara kraf-
tigare dn vad dem egentligen &r.

For Stormer-Verlets metod Gverlappar 16s-
ningen med den exakta losningen, med visst fel. Inom vissa anvindningsomraden och for vissa
metoder dr det sa pass litet att man kan anse det férsumbart och ddrmed inte behéver ta hénsyn
till det.

I figur 5 ser vi energiavvikelsen for metoderna som appliceras pa pendelproblemet. De symplek-
tiska metoderna ar mycket narmre korrekt 16sning dn Eulers explicita respektive implicita metod.

Tanken med pendelproblemet dr att ytterligare fortydliga varfér geometriska numeriska integra-
tionsmetoder ger battre uppskattningar &n andra icke systemegenskapsbevarande metoder. Fortsatt
illustrerade vi detta genom jamforelse mellan Eulers explicita, implicita och symplektiska metoder
samt Stormer-Verlets metod. Hérnést ska vi introducera ett till exempel dér egenskapsbevarande
ar viktigt.

Figur 4: Energiavvikelsen av Eulers explicita, impli-
cita och symplektiska metoder samt Stormer-Verlets
metod applicerade pa pendelproblemet. Har overlap-
par Stormer-Verlets och Eulers symplektiska metod.
Hér anvandes h = 0.2.

Symplektisk Euler Stormer-Verlet

Steglangd h = % Startvérden for Eulers explicita

Figur 5: Fasportritt av 16sningar till pendelproblemet (4).
= (0,2), Eulers symplektiska metod samt Stormer-

metod (go,po) = (%,0), Eulers implicita metod (go,po)
Verlets metod med go = 0 och po € {0.4,1,1.9,2.1}.



Explicit Euler Implicit Euler

® Solen
Numerisk beraknad bana
@®  Starpunkt

k Euler == =Exaktbana Stormer-Verlet

Figur 6: En enskild planets omloppsbana runt en stérre himlakropp (solen) enligt Keplers ekvation. Hér
har Eulers explicita metod anvints med h = 0.0005, Eulers implicita metod med h = 0.0002 och Eulers
symplektiska metod och Stérmer-Verlets metod med h = 0.05.

3.2 Keplers problem

Inom newtonsk fysik behover differentialekvationer l6sas for att kunna séga hur himlakroppar
ror sig i solsystem. Det #r da viktigt att egenskaperna hos systemet erhalls vid anvindning av
geometrisk numerisk integrering. Exempelvis blir avvikelsen i vinkelmoment tidsberoende fér Eulers
diskreta stegmetod. Kepler var forst med att notera att himlakroppar ror sig i elliptiska banor runt
solen (1609). Emellertid var Newton forst med att kunna forklara varfor banorna var elliptiska
(1687) [1]. I ett system med tva himlakroppar som attraherar varandra efter Newtons lagar, dir
positionen av kropparna illustreras pa ett tvadimensionellt plan, liggs ena kroppen (solen) i origo
och andra med koordinaterna q(t) = (q1(t), g2(t)) € R2. Rorelseférindringen av g:s relativa position
till solen kan saledes beskrivas

q';c:f”j# for |lgll #0, k=12. (5)

Notera att normen som anvinds nu dr den sa kallade 2-normen, denna norm kommer anvindas
framdver och kommer dérfor skrivas ||z|| = ||z = /D> p_, 27 for alla & € R™. Sitter vi p = ¢
blir (5) ett hamiltonskt problem med hamiltonian H givet av

1 2 1 ..
H(p,Q)—Qllpll Tal for |lq| # 0,

(se appendix A.2 for framtagandet av hamiltonianen) samt rérelsesméngdsmomentet L : R2xR? —
R dar

L(P#I) = q1p2 — q2pP1-

For Keplers problem géller att den totala energin ‘H och rérelsesmidngdsmomentet L dr invarianter
(se kapitel 4) och dr dérfoér konstanta for alla losningar till (5).
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(a) Avvikelse av H(p,q) fran Ho. (b) Avvikelse av L(p,q) fran L. Notera att Eulers
symplektiska och Stérmer-Verlets metoder dr bada noll.
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(c) Total avvikelse av Eulers explicita och symplektiska metoder.
Figur 7: Avvikelse fran den exakta losningen som de fyra stegmetoderna orsakar.
Sétter vi

a0 = (') o p<0>< 0+>

fér nagot s € (0,1) far vi H(p(0),q(0)) = —%4 = Ho och L(p(0),q(0)) = V1 —s%> = Ly varpa vi
kan applicera FEulers explicita, implicita och symplektiska numeriska metoder samt Stérmer-Verlets
metod pa intervallet ¢ € [0,100]. Det gar att anvinda godtyckligt tidsintervall, men vi valde att
sétta sluttiden till 100. I figur 6 ser vi numeriska 16sningar fér de fyra stegmetoderna dér Fulers
explicita metod aker moturs ut fran den exakta lésningen och Eulers implicita metod aker moturs in
fran den exakta losningen. Detta sker da dessa metoder inte erhaller hamiltonianens egenskaper och
okar respektive minskar energin i systemet (se figur 7 (a)). Eulers explicita och implicita metoder
beter sig pa ett liknande séitt som i pendelproblemet, vilket &r véntat. Eulers symplektiska och
Stormer-Verlets metoder dr berdknade for en hundradels kortare steglingd och resulterar i béttre
avvikelser. De sistndmnde metoderna ses pivotera den exakta banans ellips medurs.

I figur 7 ser vi avvikelsen mellan de numeriska metoderna och den exakta l6sningen, diar Eulers
explicita och implicita metoder har en tiondels storlek pa h jamfort med Eulers symplektiska och
Stormer-Verlet metoderna. Figur 7 (a) visar hur energimiingden i de explicita och implicita me-
toderna Okar respektive minskar linjart i systemet, vilket forklarar uppférandet i tidigare grafer.
Samtidigt okar bade Eulers symplektiska metod och Stérmer-Verlets metod linjért. I figur 7 (b)
ser vi hur metoderna erhaller rérelseméngdsmomentet L(p,q). Vi kan se hur Eulers explicita och



implicita metoder fordndras linjért medan de andra dr 0. Slutligen visar figur 7 (¢) hur Eulers ex-

Tabell 1: Har listas avvikelserna efter storlek pa avvikelsen av de fyra metoderna utférda pa Keplers problem
[1, Kapitel I, Tabell 2.1].

’ Metod H Avvikelse 1 H \ Avvikelse 1 L \ Global avvikelse ‘
Eulers explicita metod O(th) O(th) O(t?h)
Eulers implicita metod O(th) O(th) O(t?h)

Eulers symplektiska metod O(h) 0 O(th)
Stormer-Verlets metod O(h?) 0 O(th?)

plicita metod och Eulers symplektiska metod avviker fran den exakta lésningen genom att anvinda
tva-normen. Vi understker enbart dessa tva metoder da Eulers implicita metod uppfor sig snarlikt
Eulers explicita metod och Stérmer-Verlets metod uppfor sig snarlikt Eulers symplektiska metod.
Vi kan se att Eulers explicita metod skiljer sig fran noll med en kvadratisk avvikelse medan Eulers
symplektiska metod avviker linjirt. Allt detta sammanfattas i tabell 1.

Nu har vi visat upp egenskaper hos metoderna, som bland annat att de alla har avvikelser
och inte dr exakta. Resterande del av fordjupningsarbetet kommer att vara av en mer teoretisk
karaktédr och vidareutveckla kring egenskaper hos hamiltonska system, men &dven egenskaper hos
numeriska metoder, med extra fokus pa de symplektiska metoderna.

4 Invarianter

I kapitel 3 sag vi att hamiltonianen var konstant 6ver tid och sa att detta var ett exempel pa en
invariant. Darfor vill vi nu studera mer generellt vad som menas med invarianter och fa en forstaelse
varfor geometrisk numerisk integrering ar viktigt vid numeriska l6sningar av hamiltonska problem.
I detta kapitel kommer vi saledes att studera differentialekvationer pa formen

y=1F(y)
{y(O) = Yo ©

dér y = [y1, 92, yn]" och f(y) = [/1(y), f2(y), .. fu(¥)]
En invariant dr en egenskap som halls konstant 6ver tid och avbildningar. Mer specifikt halls

egenskapen konstant éver tid lings med den exakta losningen till ekvation (6). Ett exempel pa en
invariant sag vi bland annat i kapitel 3 dér energin var konstant med tiden hos hamiltonianen. Vi
kommer nu att studera flera olika sorters invarianter men gemensamt for dem éar foljande:

Definition 4.1. En ickekonstant funktion I: R™ — R kallas f6r en forste integral (fran engelskans
first integral) till (6) om

N
<§y> f(y) =0 for alla y.
Detta innebér att for varje 16sning y(t) av (6) &r I(y(t)) = I(yo) for alla t € [to,]. Synonymt med
begreppet forste integral anvinds dven begreppet invariant [1, Kapitel IV.1, Definition 1.1].

Fortsatt ser vi dessutom att definitionen ovan &r ekvivalent med att en egenskap halls konstant
over tid. Detta genom att studera tidsderivatan av I och utnyttja kedjeregeln

T T
WO sy 2ty v 2= (28) g = (22) =0

Den nistsista likheten kommer fran ekvation (6) och den sista likheten kommer fran definitionen
av att en invariant halls konstant med tiden.

4.1 Linjira invarianter

Den enklaste sortens invarianter vi kommer att studera dr sa kallade linjira invarianter. Ordet
linjar kommer fran att funktionen som motsvarar I i definition 4.1 &r en linjirkombination av yy.



Per definition ska invarianten vara konstant med tiden, det vill sdga

dI(t d d
O € enn(®) + emalt) + -+ eaal0) = T (Ty0) =0, xR ke (L. n}
Om vi skriver ut derivatan och utnyttjar ekvation (6) far vi ocksa att
d

S (y(0) = g = T fy) =0

vilket ger oss definition 4.2.

Definition 4.2. En ickekonstant funktion I(y) = ¢’y #r en linjir invariant till ekvation (6) om

c'fly)=0 forallaycR"

dér ¢ = % € R™ &r en konstant vektor [4, Kapitel 14.2, Ekvation (14.4)].

Linjéra invarianter &r bland annat viktiga inom kemi. Inom kemi kan nédmligen vissa reaktio-
ner bevara den totala molédra koncentrationen av molekyler. Notera dock att dessa reaktioner ar
specialfall och inget som géller fér kemiska reaktioner i allménhet. Lat oss genomfora ett liknan-
de exempel som det i Hairer, Lubich och Wanner [1, Kapitel IV.1] for att illustrera ett fall da
ODE:erna som beskriver koncentrationsforindringarna har en linjir invariant.

Exempel 4.1. Vi studerar en serie av kemiska reaktioner

Al
A+B 2,90
dér A, B och C &r kemiska substanser och ky, ko dr hastighetskonstanter for respektive reaktion.

Vi kan nu stélla upp ett system av ODE:er for att beskriva hur koncentrationerna y4, yp och yco
forandras.

9a = —kiya(t) — kaya(t)yp(t)
UB = k1ya(t) — kaya(t)ys(t) (7)
Yo = 2kaya(t)ys(t).

Genom att studera summan av y4,yp och yo fas dven att tidsderivatan

S (walt) +us(t) + v (1)) = ia + i + i

Om vi sedan anvinder oss av ekvation (7) far vi fortsatt
—k1ya(t) = kaya(t)ys(t) + k1ya(t) — k2ya(t)ys(t) + 2kaya(t)ys(t) = 0.

Alltsa ér I(ya,yB,yc) = ya +yB + yo = konstant 6ver den exakta losningen och didrmed en linjér
invariant.

Lat oss nu studera vilka av de numeriska losningsmetoderna som presenterades i avsnitt 2.4 som
bevarar linjara invarianter. Lampligen borjar vi med Eulers explicita metod.

Exempel 4.2. Lat oss studera ett system som har en linjir forste integral I(y) = c’y. Eulers
explicita metod séger att

Yir1 = Yi + hfi
dir f; = f(y;). Fortsatt far vi da foljande
Y1 = (Yo +hfi) = cTyi+he” fi = Ty

dér den sista likheten kommer fran definition 4.2. Alltsa bevarar Eulers explicita metod linjira
invarianter.

Vi kan dven visa att Eulers implicita metod, Eulers symplektiska metod och Stormer-Verlets metod
alla bevarar linjira invarianter. Beviset for Stormer-Verlets metod aterfinns i appendix A.3 men
ovriga bevis &r snarlika dessa tva presenterade bevis.




4.2 Kvadratiska invarianter

Nésta steg #r att studera kvadratiska invarianter. Per definition séger vi att ekvation (6) har en
kvadratisk invariant @ om Q(y) = y”Cy #r bevarad, dir C #r en konstant symmetrisk matris.
Notera att ) motsvarar I fran definition 4.1. Vad som menas med att () ska vara bevarad ar att
() ska vara oforandrad over tid, det vill sdga

dQ(t) d

Br TR a(yTC’y) =0 for allay.

Lat oss nu fortsatt studera denna derivata genom att utnyttja produktregeln. Vi far da att

d@ d . . .
=W CY) =9 Cy+y Cy=2"Cy=2"Cf(y),

dér den sista likheten kommer fran ekvation (6) [4, Kapitel 14.3]. Eftersom 2:an endast &r en
konstant far vi saledes foljande definition:

Definition 4.3. Lat C € R™*" vara en symmetrisk matris. En ickekonstant funktion Q(y) = y* Cy
dr da en kvadratisk invariant till ekvation (6) om och endast om

yTCf(y) =0 forallaycR"

Notera att I fran definition 4.1 motsvaras av @ i denna definition [1, Kapitel IV.2, Ekvation (2.1)].

Nu blir det emellertid intressant att studera vilka numeriska metoder som bevarar kvadratiska
invarianter. Lat dirfor Q(y) = y? Cy vara en invariant till ett system likt (6). Foljaktligen #r det
rimligt att borja med Eulers explicita metod.

Exempel 4.3. Eulers explicita metod siger att
Yit1 =Y + hfi

dir f; noterar f(y;). Lat nu Q(y) = y? Cy vara en kvadratisk invariant till ett system likt ekvation
(6), dir C' &r en symmetrisk matris. Foljaktligen kan vi nu studera om Eulers explicita metod
bevarar Q).

= (yi + hf:))" Clyi + hfi)

= (yi +hfl) Clyi +hfi)

= (y; C+nfiC) (yi + hfi)

=y Cy; + hyl Cfi+ hfl Cyi+ W fLCF;
=y; Cy; + 2hy! Cf; + W f Cfi.

Y1 Cyiv

Den sista likheten kommer fran att hy! C'f; = hfT Cy,;. Men om det existerar en invariant Q(y) =
yT Cy innebér det att termen 2hy! C'f; = 0 per definition. Alltsa far vi att

Yl 1 Cyiv1 = y! Cyi + WP FICF.

Diremot #r termen h2fI'Cf; generellt sett nollskilld. Alltsa bevarar inte Eulers explicita metod
kvadratiska invarianter eftersom yl\,Cy; 1 # y! Cy; generellt sett [4, Kapitel 14.3].

Vi far alltsa resultatet att Eulers explicita metod inte bevarar kvadratiska invarianter generellt sett.
Saledes kan det konstateras att bevarandet av kvadratiska invarianter inte &r lika givet som for
linjéira invarianter. Inte ovéntat visar det sig ocksa att Fulers implicita metod inte bevarar kvadra-
tiska invarianter. Men inte heller de geometriska integratorerna Eulers symplektiska metod och
Stormer-Verlets metod bevarar kvadratiska invarianter. I appendix A.4 visas hur Stérmer-Verlets
metod misslyckas med att bevara kvadratiska invarianter men bevisen for de 6vriga metoderna ar
snarlika [4, Kapitel 14.3].

Det visar sig dock att Stormer-Verlets metod bevarar en underkategori av kvadratiska invari-

10



anter. Denna underkategori relaterar till system av ODE:er pa formen

{1’9 = f(p,q)

8

q=9(p.q) )
dir p(t), q(t) ar overvektorer med index py : Ry — R™ qx : Ry — R™ och k € {1,2,...,n}.
Fortsatt &r f,g : R™*™ x R™*™ — R"™ [1, Kapitel IV.2.2]. Viktigt att notera &r att ekvation
(3) tillhér denna underkategori varfor vi kan ana att Stormer-Verlets metod #r anvindbar vid
16sning av hamiltonska system. Foljaktligen kan vi specificera vilken typ av kvadratisk invariant
som bevaras av Stormer-Verlets metod genom att formulera foljande sats.

Sats 4.1. For ett system av ODE:er likt (8) bevarar Stormer-Verlets metod kvadratiska invarianter
pa formen

I(p.q) =p" (Bq +b),
dir B dr en konstant symmetrisk matris och b dr en konstant vektor av limpliga dimensioner [7,
Sats 3.5].

Beviset for satsen ovan erhalls i appendix A.5.

Fysikaliskt aterfinns den hér typen av invarianter i form av rérelseméngdsmomentet for system
med n antal kroppar [7]. Emellertid & hamiltonianen séllan pa formen som i sats 4.1 men det
visar sig att Stormer-Verlets metod dndock ar anvindbar for att 16sa hamiltonska system, eftersom
avvikelsen i energi som Stormer-Verlets metod ger upphov till dr liten [7]. Samma sak géller dven for
andra symplektiska metoder, exempelvis Eulers symplektiska metod. Detta var nagot vi sag i figur
7 (c) fran avsnitt 3.2. Att symplektiska numeriska metoder bevarar hamiltonianen approximativt
utforskas mer i kapitel 6 déir vi kommer att studera baklinges felanalys. Men for att kunna gora
det behover vi forst introducera konceptet symplektism (kapitel 5).

4.3 Polynominvarianter

Innan vi borjar studera symplektism kan vi kort kommentera sa kallade polynominvarianter. 1
avsnitt 4.2 studerade vi kvadratiska invarianter vars hogsta potens ar av grad 2, vilket bland an-
nat sags i exempel 4.3. Det existerar dock invarianter med gradtal hogre &n 2, vilka kallas for
polynominvarianter. Fortsatt existerar det flera olika sorters polynominvarianter sa som determi-
nantinvarianter och invarianter relaterade till isospektralt flide [1, Kapitel IV.3]. Vi kommer dock
inte att studera dessa typer av invarianter i storre utstrackning. Men det kan dnda vara viktigt att
veta att metoderna som presenterades i avsnitt 2.4 inte bevarar dessa invarianter generellt sett och
att det leder till stérre komplexitet vid forsok att bevara den hiir typen av invarianter [1, Kapitel
Iv.3].

5 Symplektism

Utover det faktum att hamiltonianen &r en invariant dr symplektism en annan mycket viktig egen-
skap hos hamiltonska system [1, Kapitel VI.2]. T detta kapitel vill vi dérfér introducera begreppet
symplektism och visa att 16sningar till hamiltonsk problem har denna egenskap. Vi borjar med att
studera flodet hos ett hamiltonskt system, pa formen H(p,q) som dr symplektiskt. For att bevisa
att flodet dr symplektiskt utgar vi fran definitionen som bygger pa avbildningar.

En avbildning definieras som ett parallelogram P € R?? dér d 4r antalet frihetsgrader. P spinns
upp av tva vektorer £ och 1 pa formen

35 n’
£= (Eq Sl W
dir & och n tillhér dominen for (p, q), dir p,q € R? det vill siga £7,£7,mP,n? € R?, medan

P={ré+sn]|0<s<1,0<r <1}
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q
y
-
Ag
p p

Figur 8: Area bevarandet av en symplektisk avbildning. Tack till Ernest Hairer for figuren [1, Kapitel VI,
figur 2.1].

For fallet da vi studerar ett system med d = 1 antal frihetsgrader blir den orienterade arean w,

av parallellogrammet P
S
w1(§777) = det (Eq ,r]q) .

Vad vi menar med symplektism &r att denna orienterade area w; ska vara bevarad av en avbildning
A. Hur detta kan se ut for fallet d = 1 syns i figur 8. Arean for omradet kan dndra utseende, men
kommer alltid att ha samma vérde. Detta illustreras genom att forst titta pa en area som spinns
upp av vektorerna n och & dér vektorerna sedan transformeras till An, A& men dnda bevarar arean!

For hogre frihetsgrader (d > 1) far vi istéllet en summa av de orienterade areorna fér P pa
koordinatplanen (pg, g)-

d

Zdet<£p k) > (Enl —€lnp) .

k=1

Detta definierar en bilinjér avbildning med vektorer i R2¢. Pa matrisform kan avbildningen beskri-
vas som wq(&,m) = &7 Jn dir J ér
0 I
7= (%)

och I ar identitetsmatrisen.

Definition 5.1. En linjir avbildning A: R?? — R24 ir symplektisk om ATJA = J eller wy(A€,An) =
wq(€m) for alla &m € R? [1, Kapitel V1.2, Definition 2.1].

Aven ickelinjira avbildningar #r av intresse inom symplektism. En ickelinjér avbildning g kan de-
finieras som

Definition 5.2. En differentierbar avbildning ¢ : U — R2?? dir U € R?? dr en 6ppen mingd.
Avbildningen dr symplektisk om jacobimatrisen ¢'(p,q) alltid dr symplektisk, som gar att beskri-

va pa formen ¢'(p,q)T Jg'(p,q) = J eller wq(g'(p,q)€, g (p,q)n) [1, Kapitel VI.2, Definition 2.2].

9g 9g

Observera att ¢'(p,q) = Vg(p,q) = 32,52

Utifran definitionen av avbildningar, och néir de adr symplektiska, kan man definiera flodet ¢
som en avbildning vilken ger nistkommande 16sning for ett hamiltonskt system med avseende pa
tiden ¢. Detta for en avbildning pa formen ¢; : (po,go) — (p(t),q(t)) dir ¢:(po,qo) dr 1osningen
till systemet med avseende pa initialvirdena (pg, qo).

Sats 5.1. For alla bestamda tidpunkter t dr flodet ¢ av ett hamiltonskt system en symplektisk
avbildning [1, Kapitel VI, Sats 2.4].

Bevis. Lat 6vervektorn yo = (po,qo). Fortsatt studerar vi hamiltonska problem pa formen

y=J"'"VH(y)

. O . o . . . . . . o
Derivatan 85; ar da en l6sning till en variationsekvation pa formen

U = J 'V H(pry0)
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Figur 9: Nivakurvor for en pendel och dess areabevarande flsde. Tack till Ernst Hairer for figuren [1, Kapitel
VI, figur 2.2]

diir V2H(p,q) dr hessianen till H(p,q) eftersom V2H(p,q) dr symmetrisk. Dérfor far vi att
d (00" (2e\) _ (dop\" (0 (90" ) (d 0w
dt \ \ 9yo Yo dt dyo Yo Yo dt dyo
o\ " d o\ " d
(52) wmantuns ™ (52 ) + (52) Pt (52

Yo Yo Yo
0

dér den sista likheten kommer fran att J© = —J samt att J~7J = —I. Foljaktligen kan det
konstateras att eftersom relationen

agpt T ath .

— | J|=)=J

dyo Yo

dr uppfylld for ¢ = 0 &r den ocksa uppfylld {or alla ¢ och for alla (pg, qo) férutsatt att 16sningen
tillhor doménen for definitionen av hamiltonianen #. Notera &ven att ¢q &r identitetsavbildningen
[1, Kapitel VI]. O

I figur 9 ser vi en pendels flode déar figuren visar att flodet dr areabevarande, oavsett startvirde
for hamiltonska system. Areorna av @:(A) och ¢(B) dr oférindrade oberoende av val av ¢ trots
olika utseende.

For ett hamiltonskt problem &r en numerisk metod symplektisk om dess jacobian med avseende
pa flédet, precis som for den linjira avbildningen i definition 5.1, uppfyller kravet att ®}7 J®) = J

for alla p,q och tillréckligt sma stegldngder h. Notera att @) (p,q) = V@, (p.q) = (85;’1 ,ag;h )

En illustration pa hur areabevarandet kan se ut for nagra av de olika numeriska metoderna gar
att hitta i [1, Kapitel VI, figur 3.1]

Definition 5.3. En numerisk enstegsmetod dr symplektisk om dess enstegsavbildning y; = @ (yo)
dr symplektisk nidr metoden appliceras pa ett glatt hamiltonskt system, for alla tillrackligt sma
stegliangder h [1, Kapitel V1.3, Definition 3.1].

Av de tidigare nimnda metoderna som anvénds i pendelproblemet under avsnitt 3.1, déar 16s-
ningarna illustreras i figur 5, dr det enbart Eulers symplektiska metod som har en symplektisk en-
stegsavbildning av forsta ordningen. Stérmer-Verlets metod dr av andra ordningen. Men eftersom
metoden dr en sammanséittning Eulers symplektiska metod applicerad tva ganger med halva steg-
langden &r dven denna metod en symplektisk metod. Hairer, Lubich och Wanner [1, Kapitel VI,
Sats 3.3] anviinder sig av de Vogelaeres sats for att bevisa detta.

Vi utgar likt tidigare fran ett hamiltonskt system med y = (p,q) dir p = f%(p,q) och

q = %%(p,q) enligt ekvation (3). Detta hamiltonska system kan ekvivalent skrivas pa formen

Yy = J 'VH(y). Da kan Eulers symplektiska metod beskrivas enligt de Vogelaeres definition pa
tva sétt:
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Sats 5.2 (de Vogelaere 1956). Fulers symplektiska metoder

Pi+1 = Di — h%%(piﬂ,(h) eller Di+1 = Di — haa%(pia%ﬂ)
Giv1 = qi + hBE(piv1,qi) @iy = i + h 3 (pigiy1)

9)

ar symplektiska av forsta ordningen [1, Kapitel VI, Sats 3.5].

Pa ett hamiltonskt system likt detta siger de Vogelaeres att Eulers symplektiska metod transfor-
meras symplektiskt pa formen ®, : (p;, ;)" — (Piv1,qiv1)T.

Bevis. For ett hamiltonskt system pa samma form som sats 5.2 utgar vi fran den metod dér
nistkommande steg, med hénsyn till p, beskrivs av p; 1 och g;. Deriverar man de tva ekvationerna
som har nista steg med hénsyn till p fran bada Eulers symplektiska metoder med avseende pa
(pi,q;) far man ett uttryck pa formen

2 T oy
I+h((§)q;:7) 0 (M) — 1 —h g2 .
I

o(pi,q:) 0 I+ hng;-;

De tva matriserna dr evaluerade vid punkten (p;y1,g;) och med det férhallandet kan man riakna
fram (%) och dérefter direkt se om villkoret i definition 5.1 uppfylls, det vill sdga att

(quf:)
8(pi+17qi+1)>T (8(pi+1,%‘+1))
_— J|——————= | =J 10
( o(pr.as) 3(pr.ai) (10)

och &r dérfor symplektisk [1, Kapitel VI.3]. [

En fotnot som &r intressant kring Eulers symplektiska metoder &r att de &r implicita for generella
hamiltonska system, men fér separabla system som H(p,q) = T(p) + U(q) blir de explicita. Det
finns fler generella situationer dér detta sker, men omradet ar inget som kommer fortsétta bearbetas
i detta arbete.

Vad géller Stormer-Verlets metod som dr av andra ordningens tillstand och samtidigt &r upp-
byged av bade Eulers symplektiska metoder, sa gar det utifran nyss gjorda procedur att komma
fram till resultatet att metoden &r symplektiskt. Eftersom det dr samma tillvigagangssitt kommer
beviset inte att genomféras i arbetet, men med hénsyn till beviset for Eulers symplektiska metod
kan Stormer-Verlets metod och dess symplektism dven bevisas pa liknande sétt.

Sats 5.3. Bada Stormer-Verlets metoder
h OH
Dit1/2 = Pi — 587(1(1)2’-5—1/27%‘)
h (OH OH
qi+1 =¢qi + 5 (aq(PiH/z,Qi) + aq(PiH/z,qu))
h OH
Dit1 = Pit1/2 — 5%(pi+1/2’qi+l)
samt motsvarande med halva steg till hansyn av q istdllet
h OH
qi+1/2 = qi + 5871(1)1',%“/2)
h (OH OH
Pit1 =Pi — 5 <aq(pi7‘h’+1/2) + aq(m+17%+1/2)>
h OH
qi+1 = qit1/2 + 5%(pi+1’qi+l/2)

ar symplektiska metoder av andra ordningsgraden [1, Kapitel VI, Sats 3.4).

Med utgangspunkt i sats 5.2 och 5.3 kan féljande exempel underldtta forstaelsen.
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1

Exempel 5.1. Givet Keplers problem med hamiltonianen #(p,q) = 5~ — Tal kan Eulers symplek-

tiska metod (9) tillimpas. Lat @y (p,q) vara flédet dér @y, : (ps,q:) — (Pit1,qi+1) givet av

OH hq;
Piy1 =Pi — h——(Piy1,4i) = Pi + — 3
g llqll

oH
gi+1=qi + hafq(piﬂ,qi) =q; + hpiy1.

Jacobianen @} av flédet berdknas till

, 1 2x
0] s = 0q
npa) =1,
varpa vi kan observera att

I 0\ /0o -I\ (I 2% o1\ (1 2H 0 —I
@, (p,q)T J®},(p,q) = < ) g2 | = | 9¢? g | = ( ) =J,
n(P:q)” J®,(p,q) (gzq?; I) 7 o)\lg o ol % I 0

det vill siiga att @} (p, q)” J®}, (p,q) = J vilket visar att Eulers symplektiska metod &r symplektisk
pa Keplers problem. Liknande berdkningar for Stérmer-Verlets metod (se delavsnitt 2.4.4) for sam-
mansittningen ¥, = CID;‘L/Qofbhm dar ®5,/2 1 (Pi,qi) = (Pit1/2,Qi+1/2) och (I)Z/2 S (Pit1/2:Tiv1)2) =
(Pi+1,9i+1) ger

¥hpa) = 0 om0 ¥ atma = (1 O) (1 ) < (A
npP,q) = h/2\*h/2 p.q h/2 p,q) = %I I 0 7 = hI %2327{_’_[ .

Vidare géller

~
=

-
Q

13

v, (0,9)" TV, (p.g) = | 1 o>n ;2@2%{ (O I) ! 222%?
@ o t1)\~1 0)\br BOH T

)
Q

h h h? 9%H
=1|n OIZH h? 82727;1 2T 8hq282jrl_ ! - (? _I> =/
2 0q2 4 9q2 +1 -1 T2 09q2 0

fran vilket vi kan se att Stormer-Verlets metod &r symplektisk pa Keplers problem. Annat kan
observeras for Eulers explicita metod (se delavsnitt 2.4.1) dédr flddesavbildningen @, ges av

OH haq;
Piv1 =Pi —h——(Pi,qi)) =pi + ——5
9q lla:ll
oH
i+1 = q; + h——(p;,q;) = (1 + h)p;.
qiv1=qi + 8p(p q;)=(1+h)p
Vi kan nu beriakna CIJ;L till att vara
: I 2
[ q) =
WP =gy %

samt

15



I (+WI\ /0 I 1 ¥
@ (p,q)T J®! = | o
n(P.q)" J @} (p.q) (%f 0 ) (—I 0) <(1+h)I 0

I RO AN = S 0 —(1+h)S2
“\ZE o 0 (+mr) \Q+noH 0 '

Vilket visar att Eulers explicita metod inte ér symplektisk da (1 + h) %?} £ 1.

Ett viktigt attribut hos symplektism &dr dess energibevarande egenskap. Om vi tittar tillbaka pa
avsnitt 3.2, Keplers problem, i figur 7 dér energiavvikelsen for de olika metoderna visas, ser vi en
tydlig skillnad mellan metoderna. De symplektiska metoderna har en vildigt liten avvikelse fran den
verkliga l6sningen (att energin dr konstant) medan andra metoder vilka inte bevarar symplektism
sa som Eulers explicita metod divergerar. Detta diskuterades kortfattat under avsnitt 3.2. Dock
ser man dnda en méirkbar avvikelse med hénsyn till steglingdens storlek hos de symplektiska
metoderna och det dr dérfor viktigt att fortséitta diskutera, vilket for oss in pa nésta kapitel.

6 Baklinges avvikelseanalys och langtidsbeteende hos symplektiska
numeriska metoder

I avsnitt 4.2 antyddes det att avvikelsen i energi som symplektiska numeriska metoder ger upphov
till &r litet. I kapitel 5 presenterades den forsta pusselbiten for att forsta varfor symplektiska
numeriska metoder bevarar hamiltonianen approximativt. Vad vi vill gora nu &r att presentera
nésta pusselbit for att sedan i sats 6.2 presentera att sa &r fallet. Foljaktligen introducerar vi
omradet baklinges felanalys (fran engelskans backward error analysis).

Konceptet bygger pa att en approximativ numerisk 16sning till ett givet problem &r en exakt
16sning till ett snarlikt problem. Vi kan sedan jamfora detta snarlika problem med originalproblemet
for att se om egenskaper drvs till det snarlika problemet [4, Kapitel 13.4]. Mer specifikt kan vi
aterigen studera system av ODE:er pa formen

{y = f(y)
y(0) =wyo

och en enstegsformulering av en numerisk metod y; 11 = ®p(y;) (exempelvis Stormer-Verlets me-
tod). Dérefter vill vi finna ett modifierat system av ODE:er

y=fy)+hf2(y) + 1P fs(y) +...+ fi(y) + ... (11)

sadan att det exakta flodet @, hos (11) uppfyller att ¢pn(y) = Pp(y) inom steglingden h [7].
Notera att fi = f och att det inte ar sjalvklart att summan ovan konvergerar. Tvirtom divergerar
ofta summan [1, Kapitel IX.1]. Om ett system likt (11) #ndock funnes kan slutsatser om #rvda
egenskaper goras.

Men eftersom (11) ofta divergerar dr det inte rimligt att studera serien for oéindligt manga
termer f;, dar j € N. Darfor blir det intressant att istéllet studera vilken trunkering av (11) som
ar tillréicklig for att fa en optimal approximation. Vi vill alltsa hitta ett N sadan att motsvarande
trunkering

y=Fy) +hfa(y) +...+h" " fn(y) (12)

leder till att avvikelsen mellan det trunkerade modifierade systemets flode ¢ 5 och den numeriska
16sningens flode @y, blir sa litet som mojligt. For att finna ett sddant N vill man uppfylla kriteriet

@4 (yo) — En.n(yo)|| < Ceh0/™ for h < hy

dér C dr en konstant och hg dr en konstant av aterhallsam storlek [1, Kapitel 1X.7.3].
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Det visar sig nu att savil det modifierade systemet av ODE:er som det trunkerade modifierade
systemet av ODE:er har en egenskap som &r essentiell for det hér kapitlet. Om vi studerar ett

uppdelat hamiltonskt system
p— -2
_on” (13)

kan denna egenskap formuleras i foljande sats.

Sats 6.1 (Hamiltonska system). Om en symplektisk metod ®p, appliceras pa ett hamiltonskt system
med en glatt hamiltonian H : R?** — R, dd dr det modifierade systemet av ODE:er en hamiltonian.
Ekvivalent innebdr detta att det existerar en glatt funktion H; : R? — R for ndgot heltal j € N
sidan att f;(y) = J-'VH;(y) diry = (p,q) [1, Kapitel IX.3.1, Sats 3.1].

Beviset for sats 6.1 erhalls i appendix A.6. I och med sats 6.1 kan vi studera en trunkerad modifierad
hamiltonian

Hirunk(y) = H(y) + hH2(y) + ...+ WV " Hn(y)

till ett trunkerat modifierat system likt ekvation (12). Sats 6.1 tillsammans med §vrig presente-
rad teori i det hér kapitlet ger oss nu ett av de viktigaste resultaten inom geometrisk numerisk
integration, ndmligen att symplektiska numeriska metoder likt Stérmer-Verlets metod eller Eulers
symplektiska metod bevarar hamiltonianen approximativt under exponentiellt lang tid [1, Kapitel
IX.8]. Vi kan saledes formulera foljande sats.

Sats 6.2. Betrakta ett hamiltonskt system med en analytisk hamiltonian H : D — R ddr D C R??.
Féljaktligen appliceras en symplektisk numerisk metod ®p, med tillrdckligt liten steglingd h pa detta
hamiltonska system. Om den numeriska ldsningen stannar inom en kompakt mdingd K C D, da
uppfyller den symplektiska metoden att

Htrunk: (yz) = Ht'runk(yO) + O(e_ho/@h))a fO’f’ ih S eho/(2h)

och att
H(yi) = H(yo) + O(h?), for ih < eho/W)

ddr hg dr en positiv konstant av aterhallsam storlek och p dr ordwingen hos den symplektiska
numeriska metoden [1, Kapitel IX.8, Sats 8.1].

Namnvért ar att p = 1 {6r Eulers symplektiska metod medan p = 2 f6r Stormer-Verlets metod i
sats 6.2. Alltsa dr avvikelsen som Stormer-Verlets metod ger upphov till mindre dn avvikelsen som
Eulers symplektiska metod ger upphov till.

Slutligen kan vi konstatera att vi i detta kapitel har presenterat idéer som motiverar anvindan-
det av symplektiska numeriska l6sningsmetoder, likt Stérmer-Verlets metod eller Eulers symplektis-
ka metod, trots att de inte bevarar hamiltonianen exakt. Detta eftersom avvikelsen som metoderna
ger upphov till &r liten. Vad vi vill gora nu &r att i kapitel 7 studera ett vanligt appliceringsom-
rade for Stormer-Verlets metod. Appliceringsomradet i fraga dr molekyldynamik och handlar om
atomers och molekylers rorelse och energi.

7 Stormer-Verlet metods energibevarande egenskaper
inom molekyldynamik

Ett viktigt applikationsomrade fér geometrisk numerisk integration &r molekyldynamik (MD) dér
ett system med fixt antal partiklar NV studeras. Mer specifikt dr det partiklarnas interaktion med
varandra och rorelse inom systemgrinsen som studeras. Partiklarna i fraga kan vara atomer eller
molekyler, men eftersom molekyler har mer komplicerade geometrier studerar vi frimst atomer
i detta kapitel. Av stor vikt for kvantkemister och materialfysiker dr att energin dr bevarad hos
systemet. Dérfor blir det intressant att studera dess hamiltonian vilken ges av

N N k-1

1 1
Hip.a) =5 > mfkp{pk +D D Vi) for ri; = llgx — gyl #0 (14)
k=1 k=2 j=1

diir my, &r atom k:s massa, g, € R? dr atom k:s position, p, € R? dr atom k:s rorelsemiingd, Tk ar
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avstandet mellan partikel k£ och j
och Vi; &r Lennard-Jonespotentialen x102!
[1]. Lennard-Jonespotentialen beskri-
ver hur partiklar interagerar med
varandra genom

oei\ 2 o\ © 1L
Yl =t (() -(72) )
J J
051

dér ey; &r potentialgropens djup?® och

or; &ar Lennard-Jonespotentialens Vs WO ---------------------

nollstélle [8, Kapitel 1.1.1]. Vi anvén-

der oss av Lennard-Jonespotentialen 05F

eftersom den modellerar val hur par-

tiklar interagerar med varandra. En ar

graf 6ver Lennard-Jonespotentialen

syns i figur 10 dér dessa interaktioner A5t

visualiseras. Om partiklarna kommer r e)

for néra varandra kommer de vilja re- 2 ‘ ‘ ‘ UL ‘ ‘
pellera varandra, vilket hojer energin 0 1 2 3 4 5 6 7 8
kraftigt i systemet. Men samtidigt ex- is [] x1071°

isterar det ett optimalt avstand mel-

lan partiklarna dér energin har ett Figur 10: Plot 6ver Lennard-Jonespotentialen fér argon med
ok; = 3.41-107'° m och ex; = 1.65- 1072 J [1, Kapitel 1.4].

Tillhorande MATLAB-kod erhalls i appendix A.7.

minimivérde. Lite forenklat dr detta
optimala avstand vad kemister syftar
pa nir de talar om bindingslingden
mellan tva atomer. Alternativt skrivs ibland Lennard-Jonespotentialen pa formen

Vi (1) = €xj ((::;)12 -2 (:}:)6> (15)

dér r,, dr avstandet da Lennard-Jonespotentialen har sitt minimivéirde, det vill sdga atomernas
bindningsléngd.

Nér vi nu har byggt upp forstaelsen over systemet kan vi diskutera potentiella numeriska 16s-
ningsmetoder. Den franske fysikern Loup Verlet foreslog 1967 specifikt Stormer-Verlets metod for
att 1osa den hér typen av problem [1, Kapitel 1.4]. Hairer, Lubich och Wanner [1, Kapitel 1.4] gor
en jamforelse mellan Eulers explicita metod och Stérmer-Verlets metod applicerad pa ett molekyl-
dynamikproblem. Lat oss saledes genomféra en liknande jamforelse med ett system med N = 2
atomer i en dimension. Att endast studera tva helt isolerade atomer som endast kan rora sig i en
dimension dr visserligen inte sérskilt verklighetstroget, men exemplet ger likvil en god forstaelse
till varfér en symplektisk numerisk metod likt Stormer-Verlets metod &r mer anviandbar &n en
ickesymplektisk numerisk metod likt Eulers explicita metod.

Exempel 7.1. Vi studerar ett system med N = 2 stycken atomer i en dimension. For ett sadant
system kan vi sitta den forsta atomens position och rérelseméngd till noll och endast studera den
andra atomens avstand och relativa rorelseméngd till den forsta atomen. Lat avstandet mellan de
tva atomerna vara r € R\{0} och p € R vara den andra atomens rorelsemingd. Saledes far vi att
hamiltonianen i ekvation (14) blir

H(p,r) = % +V(r)= % +e ((71;")12 -2 (7;71")6> .

Notera att vi anvénder oss av ekvation (15):s form av Lennard-Jonespotentialen i detta uttryck for
hamiltonianen. Lat oss nu vélja vara enheter sa att hamiltonianen ytterligare kan skrivas om som

P2
H(p,r) = ) + 12— 276,

3Det vill siga €k; ér Lennard-Jonespotentialens minimivérde.
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Detta val av enheter underldttar delvis beréikningarna men &r dessutom essentiellt for att kunna
applicera Stormer-Verlets metod. Kom ihag att Stormer-Verlets metod endast dr applicerbar pa
differentialekvationer pa formen

{zﬁ = f(a)

q=p-

For vart system motsvaras ¢ av r. Och genom att gora den hir omskrivningen far vi att

OH(p,r)
= a - p7
p
vilket innebér att kravet dr uppfyllt. Lat nu vara initialvillkor vara p(0) = —0.4 rérelsméngdsen-

heter och r(0) = 1 ldngdenheter.
Foljaktligen vill vi finna funktionen f for att dérefter kunna applicera vara numeriska metoder.
Vi finner f genom att derivera H med avseende pa r

flr) = —% =—12r B 120 T =12(r" =717,

Vi har nu all information som behovs for att applicera vara numeriska metoder. Lat oss déarfor
forst applicera Stormer-Verlets metod

— . L h . ‘ ‘ : :
Ditl =Dpi+ §f(rz) 0
h Stormer-Verlets metod, h=0.1
T =7 .1 -0.1r m— Eylers explicita metod, h=0.001
i+1 i T hpiy 1

Pit1 =DPigp 1 + B f(ris)

och darefter applicera Eulers explicita metod
for ett uppdelat system. Vi har inte stott pa
den uppdelade versionen av Eulers explicita
metod forut men genom att lata

=) oa sw-s((}))= (1,

far vi att ¥ = g(y). Och da ser vi att denna y -
formen pa ODE:n &r samma form som pre- ¢ 5 10T s 80 % a0 s 80
senterades i delavsnitt 2.4.1. Om vi fortsatt

applicerar Eulers explicita metod pa detta sy- Figur 11: Jimforelse mellan tva numeriskt framtagna
stem far vi formlerna hamiltonianer plottade mot tiden fér ett MD-problem i

1D.

Titv1 =T+ hp;
Piy1 = pi +hf(ri)

for att 16sa en uppdelad ODE numeriskt med
Eulers explicita metod [9, Kapitel 2.1.1].

Vi genomfor berikningarna for Stormer-Verlets metod och Eulers explicita metod i MATLAB
och tillhérande kod erhalls i appendix A.8. Forst jamfor vi hamiltonianen framtagen med Stormer-
Verlets metod med ett h = 0.1 tidsenheter med hamiltonianen framtagen med Eulers explicita
metod med ett h = 0.001 tidsenheter. Resultaten erhalls i figur 11. Dér ser vi att fastén steglingden
for Eulers explicita metod dr betydligt mindre &n for Stérmer-Verlets metod modellerar den energin
mycket sdmre. Stormer-Verlets metod beter sig ocksa vil eftersom den oscillerar kring initialenergin
(det vill siga den exakta hamiltonianens energi) och inte avviker ndmnvért fran initialenergin i det
tidsspann vi studerar. Detta var nagot som var férvintat i och med idéerna som presenterades i
kapitel 6.

Om vi ytterligare studerar Stormer-Verlets metod genom att halvera steglingden till h = 0.05
tidsenheter och jimfora amplituden i oscillationerna med originalsteglingden pa h = 0.1 tidsenhe-
ter far vi de tva jamforande graferna i figur 12. Héar syns det att amplituden i oscillationerna
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hos hamiltonianen minskar med stegldngden, vilket stimmer 6verens med teorin eftersom det tyder
pa att Stormer-Verlets metod ger ett mer precist resultat om steglingden minskar.

'088 T T T T T T T T T
Stérmer-Verlets metod, h=0.1
Exakt hamiltonian

-0.89 J

09 I
H

0.91 ﬂ

-0.92

_093 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

(a) Hamiltonianen framtagen med Stérmer-Verlets metod med steglingden h = 0.1 tidseneheter.

'088 T T T T T T T T T
Stdrmer-Verlets metod, h=0.05

089 - Exakt hamiltonian |

-09 J

H
-0.91 J
0.2 Ml
_093 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

(b) Hamiltonianen framtagen med Stérmer-Verlets med steglingden h = 0.05 tidsenheter.

Figur 12: Tva jamfoérande grafer 6ver hamiltonianen framtagen med Stormer-Verlets metod med h = 0.1
respektive h = 0.05 tidsenheter.

Vi har nu fatt forstaelse for att det &r essentiellt att anvéinda sig av en symplektisk numerisk
metod likt Stormer-Verlets metod vid beriikningar pa MD-problem. Samt har vi dven fatt forstaelse
for hur steglingden paverkar noggrannheten i vara numeriska 16sningar nér Stérmer-Verlets metod
appliceras pa ett hamiltonskt system.

8 Slutsats

Denna uppsats har tydliggjort att geometrisk numerisk integration spelar en stor roll fér hur
vél numeriska metoder kan modellera hamiltonska system. I synnerhet har vi fatt forstaelse for
hur symplektiska metoder likt Stormer-Verlets metod och Eulers symplektiska metod har manga
fordelar 6ver metoder som Eulers explicita metod och Eulers implicita metod. Slutligen forstar vi
déarfor vikten av att vilja réitt numerisk metod vid 16sning av hamiltonska system da fel metod
ldttare leder till daliga approximationer och missvisande beteenden av hamiltonska system.
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Appendix A Bilagor och Berikningar

I appendix samlas berdkningar som inte dr nodvindiga for ldsarens forstaelse av rapporten och
som pa grund av deras langd riskerar att fa ldsningen att stanna upp. Eftersom dessa berdkningar
dnda kan vara intressanta for lisaren placeras de hiir. Aven koden som producerar graferna till
kapitel 7 har samlats 1 appendix A.7 och A.8. Kod for 6vriga figurer ges vid forfragan.

Appendix A.1 Inledande teorier

I detta appendix ingar framtagandet av de fyra stegmetoderna: Eulers explicita, implicita symplek-
tiska och Stormer-Verlets metoder.

A.1.1 Eulers explicita metod

Antag att y ar en l6sning till

{y(@ = F(y(t))
y(to) = yo.

Taylor expansion av y kring to for nagot litet h ger

y(to + h) = y(to) + hy(to) + O(h?)
~ Yo+ hf(yo) =y
dér vi utnyttjar att y dr en 16sning till (16) samt ignorerar kvadrat och hogre ordnings termer. Lat

t1 = to+ h da blir y(t1) =~ y1, generalisera till godtyckligt steg ¢ var pa Eulers explicita metod fas.
Framtagandet av Eulers implicita metod bygger vidare pa denna metod.

A.1.2 Eulers implicita metod

Antag y #r en 16sning till (16) pa intervallet [to, ] med likformig fordelning tg < t; < ... <t, =1
med t; —t;_1 = h for alla i = 1,...,n. Eulers explicita metod kan ségas applicerad baklinges*
pa losningen till (16) dér y;41 byts ut mot y; och vise versa samt byta ut h mot —h blir y; =
Yit1 — hf(yit1). En omskrivning ger sedan Eulers implicita metod. Appliceringen av bada dessa
metoder pa ett partitionerat system ger Eulers symplektiska metod.

A.1.3 Eulers symplektiska metod
Antag u och v dr en 16sning till det partitionerade systemet

{'[L = a(u,v) (17)

v = b(u,v)

med startviirden u(tg) = ug och v(t,) = vg. Vi kan da utféra Eulers explicita metod pa w och
Eulers implicita metod pa v for att fa

wir1 = u; + ha(u;,viq1) (18)
Vit+1 = U; -+ hb(ul, vi+1)~ (19)
Dérfor dr Eulers symplektiska metod dven ként som Eulers semi-implicita metod. Genom att gora
liknande omskrivning som for omvandlingen av Eulers explicita metod till Eulers implicita metod,

det vill séiga u;41 <> u;, v;41 <> v; och h <> —h fas den andra versionen av Eulers symplektiska
metod

u; = ui—i—l — ha(uH_l,vi)

Vi = Vj41 — hb(“’i-ﬁ-h’ui)a

4Dsrfor kallas dven Eulers implicita och explicita metoder Eulers bakdtmetod respektive Eulers framdtmetod.
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vilket ar ekvivalent med

w1 = w; + ha(ut1,v;) (20)
Vit1 = U + hb(wip1, v;). (21)

Applicerar vi Eulers symplektiska metod tva ganger fas Stormer-Verlets metod.

A.1.4 Stoérmer-Verlets metod

Antag vi har ett partitionerat system likt (17) déir a(u,v) = v och b(u,v) = f(u) samt u och v

dr losningar sa att
U="7
v = f(u).

Utfor vi nu Eulers symplektiska metod (19) med steglingden h/2 och halva indexeringar far vi

h
Vit1/2 = Vi + if(ui)
Uit1/2 = Ui + Viq1/2

2

Utfor vi Eulers andra symplektiska metod (21) med steglingden h/2 och halva indexeringar
fas for u

Ujt1 = Witp1)2 + 5 Vit1/2
=u; + 5 Vit1/2 + 5 Vit1/2

=u; + hviL1)o

och for v

h
Vi1 = Viy1/2 + gf(ui+1/2)

vilket sammanlagt ger Stormer-Verlets metod med steglangden h

h
Vit1/2 = Vi + §f(uz)
Wiyl = W + hvi1/9

h
Vit+1 = Viy1/2 + §f(ui+1)~

Appendix A.2 Framtagninga av hamiltonianen fér Keplers problem

I detta appendix samlas berékningar tillhorande avsnitt 3.2 om Keplers problem.
Fran (5) kan vi skriva
{d =p
)y — ——9 _
P= e

Utnyttjar vi sedan omskrivningen av p med hjilp av kedjeregeln

9 _,_d_0Op dg_Op

s=P= = =
gl dt — 9q dt  dq

Varifran vi kan separera variablerna

q
pip = — E oq

llq
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och sedan integrera for att fa

/pﬁp: —/ ”;‘gaq. (22)

2
Notera att integralerna behandlar flera dimensioner. Vi kan se att véinsterledet i (22) ger @ +C

for nagon konstant C' € R. Hogerledet fas till ﬁ genom att observera att a%m = —ﬁ. Sitter

vi in héger- och vinsterledet i (22) far vi

2
1
2l _

2 lql

varefter en omskrivning ger hamiltonianen H

H(p,q) = ”pH2 . i =C
2 lqll '

Hér ser vi dven att hamiltonianen dr konstant.

Appendix A.3 Stormer-Verlet metods bevarande av linjira invarianter
I delavsnitt 2.4.4 introducerade vi att numeriska 16sningar med hjélp av Stérmer-Verlets metod
foljer iterationsformeln
. o h )
Yiv12 =Yi+5F(y)
Yit1 =Yi + hyiy1/2
Yir1  =Yir12 + 2L Wirr).
Notera att vi anvinder oss av annorlunda notationer har &n i delavsnitt 2.4.4 for att tydligare

kunna tillimpa metoderna pa ekvation (6). Fortsatt &r vi endast intresserade av y och inte g
varfor vi kan skriva

. . h . h? h?
Yit1 =Yi + hiy12=yi + I (yz + 2f(yi)> =yi+hy + ?f(yi) =yi +hf(y:)+ gf(’yi)
dér den sista likheten kommer fran ekvation (6). Om vi nu studerar var linjira invariant far vi att
2 2

s = (w4 10(w0) + 5 10 ) = T 1 Fla) + Yy €7 Flw) = T

dér den sista likheten kommer fran definition 4.2. Alltsa bevarar Stormer-Verlets metod linjéra
invarianter.

Appendix A.4 Stormer-Verlet metods misslyckande att generellt bevara kvadra-
tiska invarianter

Likt avsnitt A.3 kan vi skriva om

Yiv1/2 =Yi+ %f(yz)

Yit1  =Yi+hYip12

i1 =Yir1/2 + 2 F(Yir1)
till

h2
Yir1 =Yi + hifi + Efz
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diar f; = f(y;). Dérefter kan vi studera Stérmer-Verlets metod applicerad pa den kvadratiska
invarianten Q(y) = y* Cy for att se om den kvadratiska invarianten bevaras.

T h2 T h2
Yir1Cyit1 = (yi +hfi+ 2fi) c (yz +hfi+ 2fi>
T v, Mo h?
= (y,- +hfi + ?fz > C <yz‘ +hfi+ 2fi>
h? h?
= (srcengre s pare) (v nsir i 1)
h2
=y Cyi +hy/ Cfi+ 5y Cfi + hfl Cyi + W FICfi
h3 h2 h3 ht
+ ?fiTsz' + 3f¢TC’yi + ?.szcfi + ZfiTC.fi

Eftersom vi vet att vi har en invariant Q vet vi ocksd att y! Cf; = fI'Cy; = 0 enligt definition
4.3. Darfor forsvinner flertalet termer och vi far uttrycket

h3 h3 h4
YOy =yl Cyi + I CFi+ 5 fTCfi+ T Cfi+ T 1O,
4
=y Cyi+ W fICfi+ B fICfi + %fiTCfi
4
=y, Cyi + (h2+h3+2> flof;

dér (h2 +h3+ht/ 4) FLC f; # 0 generellt sett. Alltsa bevarar inte Stérmer-Verlets metod kvadra-
tiska invarianter i allménhet.

Appendix A.5 Bevis av sats 4.1

Bevis. Lat I(p,q) = p” (Bq+b) vara en kvadratisk invariant. B #r en konstant symmetrisk matris
och b ar en konstant vektor av korresponderande dimension. Definition 4.1 séger att

f(@)" (Bg+b)+p"Bp=0 (23)
for alla p, g, vilka &r 6vervektorer med index pr € R™ och g € R™. Nu vill vi visa att Stérmer-
Verlets metod bevarar invarianten mellan tva iterationer. Detta gor vi genom att forst skriva om

invarianten for iteration i+ 1. Dérefter kommer vi utnyttja ekvation (23) for att visa att invarianten
dr bevarad. Saledes far vi med delavsnitt 2.4.4:s formulering av Stérmer-Verlets metod att

L T
Pi1(Bgiy1 +b) = (Pz‘+1/2 + 2fi+1> (B(gi + hpiy1/2) + b)
h
= <PiT+1/2 + 2f$r1> (Bg; + hBp;y1/2 +b)

= Pi+1/2Bai + hPiT+1/QBPi+1/2 + PiT+1/2b

+ 5 i+1qu + ?fi-s—prH—l/Q + §fi+1b‘

25



For alla p;y;/o-termer utom termen hpiTH/QBp,»H/Q utnyttjar vi att p,yi1/2 = pi + gfi enligt
formuleringen av Stormer-Verlets metod fran delavsnitt 2.4.4. Da far vi att

ho\" ho\"
Pl 1(Bgis1 +b) = (Pi + .fi> Bgq; + hpiT+1/zBpi+1/2 + <Pz‘ + 2fi> b

f—',—qul + f+1B <pz + fi) f+1b
=p; Bg; + f qu + hpm/zBpm/z +p/ b+ fTb

f+1qu + f+1BPz + f+1sz + f+1b

Lat oss nu arrangera om termerna sa att vi far nagot som liknar ekvation (23).

h h h
P1T+1(Bql'+1 +b) =p] (Bq; +b) + *f'TBqZ' + *f'Tb + §P1T+1/23Pi+1/2

h
f+1BQz + f+1BPz + f+1sz + f_g_lb+ p1+1/zsz+1/2

= pT (Bai+6) + & (7 Bai+ F7b 4 pT,1/2Bpic )
2

h h
+ 5 ( ﬁquiﬁ-h Z;pri—i— —_

5 T Bfi+ flab+ P;*F+1/QBP¢+1/2>

— p!' (B, +b) + (f-T (Bgi +b) + Ply1 2 BPis1)2)
h?
< i+1 | Bai + hBp; + B.fz + b) +1%+1/2sz+1/2>

= o7 (Bai+6) + 5 ($7 (Bai+6) + pL,1/2Bpic )
h( h2 .
5 (Jin B (g +hpi+ jfi +b0 ) +Pir1/2BPiv1y2 ) -

Enligt Stormer-Verlets metod &r ocksa q;11 = q; + hp;y1/2 = @i + hp; + % fi varfor vi ytterligare
far att

h
Pi1(Bgiz1 +b) = p] (Bg; +b) + N (fiT (Bq; +b) + Pf+1/zBPi+1/2)
h
+ 3 (fﬁl (Bqit1+b) +1’1'T+1/2Bpi+1/2) :
Men ekvation (23) séger nu att de sista tva termerna &r noll. Foljaktligen far vi att

Pl 1(Bgit1 +b) = pl (Bgi +b) for allai

och didrmed &r denna kvadratiska invariant bevarad av Stormer-Verlets metod [7]. O

Appendix A.6 Bevis av sats 6.1

Bevis. Om vilater y = (p, q) kan vi skriva om vart hamiltonska problem (13) pa den mer kompakta
formen

-1 0

och [ &r identitesmatrisen i samma dimension som p och q. Vi vill nu visa genom ett induktionsbevis
att alla koefficientfunktioner f; i det modifierade systemet av ODE:er i ekvation (11) kan skrivas
som

g = J 'VH(y) dir J = ( 0 I)

fily) = T VH;(y). (24)
1. For j = 1 stimmer ekvationen ovan eftersom f(y) = f(y) =y = J 'VH(y).
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2. Antag sedan att ekvation (24) stdmmer {6r j = r, dir r dr ett godtyckligt heltal.

3. Fortsatt vill vi nu visa att ekvationen (24) géller for j = r + 1. Vi gor detta genom att forst
studera den trunkerade modifierade ekvationen (12), det vill séiga

y=fy)+hfoly)+...+h " fuly).

Ekvationen ovan dr nédmligen ett hamiltonskt system enligt antagandet i 2. med hamiltonianen

Hirunk(y) = H(y) + hHa(y) + h*Hz(y) + ...+ h" " H,.(y)

vars flode dr @, ;. Lat oss nu jamfora ¢, ; med flodet f6r det modifierade systemet av ODE:er (11).
Essentiellt innebér en sadan jiamforelse att vi ocksa jamfor var symplektiska metods enstegsavbild-
ning ®; med @, ;. Och eftersom flédet hos @, ; staimmer 6verens med flédet hos ®;, upp till j =r
kan vi forstd att dessa kommer att vara lika varandra upp till en term A"t!. Mer precist siger
Hairer, Lubich och Wanner [7] att @, relaterar till ¢, ; genom

®(y) = Grn(y) + " fria(y) + O(R7F?).

Men da géller det ocksa att

W(Y) = @n(y) + R (y) + O ). (25)

Definition 5.3 ger att ®; och ¢, j &r symplektiska avbildningar. Kom ihag att definition 5.3 séger
att symplektiska metoder dr symplektiska om de appliceras pa ett hamiltonskt system. Faktumet
att @y, och ¢, ), dr symplektiska avbildningar gor att vi kan teckna uttrycket

J =@, (y)" T, (y). (26)
Men om man taylorutvecklar @, 5 far vi att

Grn(y) =y + O(h)

vilket vid derivering ger
Grn(y) =1+ O(h).

Om vi stoppar in detta i ekvation (25) far vi att
©p(y) =1 +h™ L (y) + O(h2),
Om vi ytterligare sétter in detta i ekvation (26) far vi att

J =@ (y)" I, (y)
= (T+ 1L () + O ) T (T4 B 4 (y) + O(h+2))
= (TT+ 0 ()T T + O 2) (T + R flL o (y) + O(h?)
= ITJI+ IT TR (y) + WP L ()T T T+ O(2)
=J+ht! (Jf£+1(y) + f;+1(y)TJ) + O(hr—m)-
Foljaktligen kan det konstateras att matrisen Jf/, | (y) & symmetrisk och den vektorvirda funk-

tionen Jf.41(y) dr dirfor gradient till nagon skaldr funktion H,41(y) [1, Kapitel IX.3.1]. Alltsa
stammer ekvation (24) dven for j = r + 1 eftersom

Jfri1(y) = VH,r11(y)
J T fria(y) = T 'VH 1 (y)
Fr1(y) = T 'V (y).

1., 2. och 3. tillsammans ger da via induktion att sats 6.1 4r bevisad [1, Kapitel 1X.3.1]. O
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Appendix A.7 MATLAB-kod for Lennard-Jonespotentialen for argon
Nedan aterfinns MATLAB-koden som anvéndes for att producera figur 10.

1 clear

2 clc

3

4 S%$Lennard-Jonespotential of argon
6 %constants

7 kb = 1.38e-23; $J/K

8 eps= 119.8xkb; $J

9 s = 3.41e-10; $m

10 rm = 3.8276e-10; $m

12 $Lennard-Jonespotential

13 V=@ (r) 4xeps*s”6x*(s"6*xr.”(-12)-r.”(-6));
14 %distance vector

15 r=linspace(le-15,8e-10,1000);

17 %zero energy
18 er=linspace(le-15,8e-10,50);
19 EO=zeros(l,length(er));

21 %plot Lennard-Jones potential
22 plot(r,V(r),'r")

23 hold on

24 3%plot zero energy

25 plot(er,E0, 'k.', 'MarkerSize',0.5)
26 %plot where V intersect x—-axis

27 plot(s,V(s),'k.', 'MarkerSize',20)
28 txt = '(\sigma_{kij},0)"';

20 text (s+le-11,V(s)-1.8e-22,txt, 'FontSize',15)

30 %plot the minimum value of Lennard-Jones potential and bond length
31 plot(rm,V(rm), 'k."', 'MarkerSize',20)

32 txt = '(r_m,\epsilon_{kJj})"';

33 text (rm+le-11,V(rm)-le-22,txt, 'FontSize',15)

35 axis ([0 8e-10 -2e-21 2e-211])

36 xlabel ('Sr_{kj}$ [m]','Interpreter','latex")
37 ylabel ('$V_{kj}$ [J]', 'Interpreter','latex')
38 set (get(gca, 'ylabel'), 'rotation',0)

Appendix A.8 Jamforelse mellan Eulers explicita metod och Stérmer-Verlets
metod applicerad pa ett endimensionellt MD-problem

I detta appendix presenteras MATLAB-kod f6r att genomfora berdkningarna i exempel 7.1. Ap-
pendix A.8.1 presenteras koden for Stérmer-Verlets metod. Appendix A.8.2 presenteras koden for
Eulers explicita metod.

A.8.1 MATLAB-kod for Stormer-Verlets metod applicerad pa endimensionellt MD-problem

1 clear

2 clc

3

4 %Stormer-Verlet applied on Hamiltonian system:
5 % H(p,r)=p"2/2+r" (-12)-2r" (-6)

6

7 %iteration information

8 N=5e4; $number of points

9 h=le-1; $step size

10 t=(0:N).xh; %$time vector

12 %Our hamiltonian system pdot=-dH/dr=F (r), rdot=dH/dg=p
13 F=Q@(r) —(-12+r."(=13)+12xr.~(=7));
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$before we iterate we need to create spaces for our values of the functions
o) =zeros (size(t));
r =zeros (size(t));
p_halv =zeros(size(t));

$initial values

p(l)=-0.4;

r(l)=1;

F—mm Stormer-Verlet iteration-—--—-------—-
for i=1:N

p_halv(i+l)= p(i)+h/2+F(r(i));

r(i+l) r(i)+h+*p_halv(i+l);

p(i+1) p_halv (i+1)+h/2F (r (i+1));
end

%$our total energy in the Hamiltonian
H=p."2/2+(r."(=12)-2xr."(-6));

%our exact Hamiltonian
Hexact = H(1l)~*ones(1l,length(H));

$plot H angainst t

plot (t,H, 'r")

hold on

%$plot exact energy of Hamiltonian

plot (t,Hexact, 'k', "'LineWidth', 2)

ylabel ('$ \mathcal{H} $', 'Interpreter', 'latex"')

xlabel ('sts', 'Interpreter', 'latex")

set (get (gca, 'ylabel'"), 'rotation',0)

axis ([0 50 -0.93 -0.881])

legend('Stormer-Verlets metod, h=0.1', 'Exakt hamiltonian')

A.8.2 MATLAB-kod for Eulers explicita metod applicerad pa endimensionellt MD-problem

clear
clc

$Stormer—-Verlet applied on Hamiltonian system:
% H(p,r)=p"2/2+r" (-12)-2r" (-6)

%$iteration information

N=5e5; $number of points

h=1le-3; $step size

t=(0:N) .*h; %$time vector

$Our hamiltonian system pdot=-dH/dr=F (r), rdot=dH/dg=p
F=@(r) —(-12xr."(=13)+12%r."(=7));

$before we iterate we need to create spaces for our values of the functions
o) =zeros (size(t));
r =zeros (size(t));
p_halv =zeros(size(t));

$initial values

p(1)=-0.4;
r(l)=1;
F—————————— Explicit Euler method--—-———---—--——-
for i=1:N
r(i+l) = r(i)+hxp(i);
p(i+1) = p(i)+h*F(r(i));
end

%$our total energy in the Hamiltonian
H=p."2/2+(x."(-12)=2xr." (-6));
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33
34
35
36
37
38
39

$plot H angainst t
plot (t,H, 'b", 'LineWidth',2.5)

ylabel('$ \mathcal{H} $', 'Interpreter', 'latex"')

xlabel ('$tS$', 'Interpreter', 'latex")

set (get (gca, 'ylabel'"), 'rotation',0)

axis ([0 50 -1 07])

legend('Eulers explicita metod, h=0.001")
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