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Spridning och absorption av mork materia i magnetiska material
Scattering and absorption of dark matter in magnetic materials
BENJAMIN SKOLD, SANDRA TISEN

Department of Physics and Astronomy

Chalmers Tekniska Hogskola

Sammandrag

Mork materia utgor en betydande del av universums massa, men dess natur dr fortfarande
okénd. Eftersom traditionella detektionsexperiment baserade pa kinematisk spridning mot
atomer inte observerat nagra signaler, har intresset riktats mot latt mork materia i sub-
GeV-omradet, dir den vanliga kinematiska spridningen &r irrelevant. Ett mojligt sétt att
detektera dessa mindre partiklar dr genom deras vaxelverkan med elektroners spinn. Mag-
netiska material dr da sarskilt intressanta att studera, eftersom kollektiva spinnexcitationer
kan forstiarka materialets respons. I denna rapport hérleds en 6vre grans for spridnings-
och absorptionshastigheter av mork materia i magnetiska material. Vaxelverkan modelle-
ras med en effektiv Hamiltonian som kopplar mork materia till elektronernas spinntéthet.
Med linjér responsteori och Fermis gyllene regel uttrycks hastigheterna i termer av mate-
rialets dynamiska magnetiska susceptibilitet. Genom Kramers—Kronig-relationerna samt
positivitet hos materialresponsen och modellens formfaktor erhalls en 6vre gréins som en-
dast beror pa materialets statiska magnetiska susceptibilitet. Denna susceptibilitet dr en
andlig och véldefinierad storhet for alla fysikaliska material. Resultatet mojliggér darmed
jamforelser mellan magnetiska material som potentiella detektorer och ger en utgangs-
punkt for vidare analys av lovande kandidatmaterial.

Abstract

Dark matter constitutes a large fraction of the mass content of the universe, yet its nature
remains unknown. Since traditional detection experiments based on kinematic scattering
against atoms have not observed any signals, focus has instead shifted toward light dark
matter in the sub-GeV regime, where conventional kinematic scattering is irrelevant. One
possible way to detect these smaller particles is through their interaction with electron spin.
In this case, magnetic materials are particularly interesting to study, as collective spin ex-
citations may enhance the potential response. In this report, upper bounds are derived for
the scattering and absorption rates of dark matter in magnetic materials. The interaction
is modeled using an effective Hamiltonian that couples dark matter to the electron spin
density. Using linear response theory and Fermi’s golden rule, the rates are expressed in
terms of the material’s dynamic magnetic susceptibility. Through the Kramers—Kronig
relations, as well as the positivity of the material response and the model’s form factor,
upper bounds are obtained that depend only on the static magnetic susceptibility of the
material. This susceptibility is a finite and well-defined quantity for all physical materials.
The result thus enables comparisons between magnetic materials as potential detectors
and provides a starting point for further studies of promising material candidates.

Nyckelord: mork materia, sub-GeV mork materia, moérk materia-spridning, mérk materia-
absorption, magnetiska material, spinnberoende vixelverkan, magnetisk susceptibilitet
Key words: dark matter, sub-GeV dark matter, dark matter scattering, dark matter
absorption, magnetic materials, spin-dependent interactions, magnetic susceptibility
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Nomenklatur

Nedan foljer en Gversikt av de beteckningar som anvénds i rapporten.

Storheter och variabler

MDM massa for mork materia-partikeln

v hastighet for mork materia-partikeln

9] impuls for mork materia-partikeln

q overford impuls

q normerad impulsvektor

wWq 6verford energi

v malmaterialets volym

E, FE energi for initialt respektive finalt tillstand
|1, |F) initialt respektive finalt tillstand

Operatorer och potentialer

H, effektiv Hamiltonian for vaxelverkan
st(x,t) elektronens spinntéthet

5 (q) Fouriertransform av spinntétheten
P effektiv potential

O (q,w) modellberoende operator

Pauli-matriser

Modell- och interaktionsstorheter

gDM kopplingskonstant (mork materia)

Je kopplingskonstant (elektron)

my mediatorns massa

Fij formfaktor

Fo, diagonala komponenter av formfaktorn i det roterade koordinatsystemet
A(lq|,w) skaldr komponent i dekompositionen F;; = Ad;; + B§;q;

B(|ql|,w) skaldr komponent i dekompositionen F;; = Ad;; + Bg;q;
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Materialegenskaper

Xij
/
Xij
1
Xij
/4

Xao

pT

PDM

magnetisk susceptibilitet
dispersiv del av susceptibiliteten (realdel)
absorptiv del av susceptibiliteten (imaginédrdel)

diagonala komponenter av susceptibiliteten i det roterade koordinatsy-
stemet

materialets massdensitet

lokal mork materia-densitet

Overgangshastigheter

I's
I'g
Rs
Ra

spridningshastighet per partikel
absorptionshastighet per partikel
spridningshastighet per malmassa

absorptionshastighet per malmassa

Hjalpstorheter

Kij(q,w) kérna som samlar alla icke-materialberoende faktorer i spridningshas-
tigheten
Aw effektiv spektral bredd i absorptionsfallet, fran livstidsbredd och
matupplosning
Fordelningar
fom(v) hastighetsférdelning f6r mork materia

Indexering och konvention

tilde 6ver en storhet betecknar samma storhet uttryckt i det koordinat-
system som &r anpassat till q, med é3 = q (se kapitel 4)

kartesiska komponentindex i det ursprungliga koordinatsystemet
komponentindex i det roterade koordinatsystemet anpassat till q
initiala respektive finala spinntillstand

initiala respektive finala elektrontillstand

viil



Innehall

Nomenklatur

1 Inledning
1.1 Syfte . . . . o e e
1.2 Avgrdnsningar . . . . . . . . ... e e
1.3  Anvindning av Al-verktyg . . . . . . .. ...

2 Teori
2.1 Interaktion mellan mork materia och elektronspinn . . . . ... ... .. ..
2.1.1 Hamiltoniantathetens struktur . . . . .. ... . ... ... ... ..
2.2 Fermis gyllene regel och 6évergangshastighet . . . . . . .. ... ... ... ..
2.3 Magnetisk susceptibilitet . . . . . .. ... o oL
2.3.1 Kausalitet och analyticitet . . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.3.2 Fran negativa till positiva frekvenser . . . . . . .. ... ...
2.4 Hastighetsfordelning for moérk materia . . . . . . . . ... ... ... .. ..
2.5 Gram-matriser . . . . . . . ...

3 Spridnings- och absorptionshastighet
3.1 Spridningshastighet for en partikel . . . . . . ... ... 000
3.2 Identifiering med susceptibiliteten. . . . . . . ... o000
3.3 Spridningshastighet per malmassa . . . . . .. ... ... ... ... ...,
3.4 Absorptionshastighet . . . . . . .. ...

4 Ovre grins for spridningshastigheten

4.1 Formfaktorns allménna form . . . . .. .. .. ... ... 0oL
4.2 Tecken hos susceptibiliteten . . . . . . . ... ... 0L
4.3 Koordinatsystem anpassat tillq . . . . . .. ... ... oL
4.4 Positivitet hos den roterade formfaktorn . . . . . . . ... ... oL

4.4.1 Formfaktorn som Gram-matris . . . . . .. .. ... ... ... ..

4.4.2 Positivitet hos Aoch A+ B . . . . . ... ... ... ... ...

4.4.3 Tillampning pa modellen . . . . . . .. ... L Lo
4.5 Positivitet hos den roterade susceptibiliteten . . . . . ... ..o
4.6 Begransning av frekvensintegralen . . . . . ... ... 00000 L
4.7 Supremumolikheten . . . . . ... L oo
4.8 Ovre grins for spridningshastigheten . . . . . . .. . ... ... ... ....

5 Harledning av en 6vre grians for absorptionshastigheten
5.1 Absorptionshastigheten som frekvensintegral . . . . . .. .. ... ... ..
5.2 Begrénsning av frekvensintegralen . . . . . ... ...
5.2.1 Ovre grins for absorptionshastigheten . . . . . . ... ... ... ..

6 Resultat och diskussion
6.1 Fysikalisk tolkning . . . . . . ... L Lo
6.2 Relation till tidigare arbeten . . . . . . .. ... Lo oL
6.3 Begriansningar och antaganden . . . . . .. ... ... ... .........

iX



Innehall

6.4 Mojliga generaliseringar . . . . . . . .. .. Lo Lo L 29
7 Slutsats 31
Litteratur 33
A Spar-invarians under ortogonala koordinatbyten I
B Distributionsteoretiskt bevis for byte av ordning 111
C Kod till figur for hastighetsfordelningen IX



1

Inledning

Mork materia utgér en dominerande komponent av universums massinnehall, men dess
mikroskopiska natur dr fortfarande okdnd. Existensen av mork materia motiveras av flera
observationer dar den synliga materian inte réacker for att forklara de observerade gra-
vitationella effekterna. Ett exempel ar galaxhopar, dir galaxernas hastigheter visar att
betydligt mer massa krévs for att halla systemen gravitationellt bundna &n vad som kan
forklaras av det observerade ljuset [1]. Liknande diskrepanser observeras dven i galax-
ers rotationskurvor, déar galaxerna roterar snabbare dn vad som kan forklaras av endast
den synliga materian. Observationerna motiverar hypotesen att universum innehaller en
ytterligare form av materia som inte kan observeras elektromagnetiskt, sa kallad moérk ma-
teria. Den ledande hypotesen ar att det bestar av oupptéckta elementarpartiklar utanfor
standardmodellen [2].

En av de mest studerade partikelkandidaterna ar weakly interacting massive particles
(WIMPs), vilket pa svenska dr svagt vixelverkande massiva partiklar [2]. WIMPs antas
vixelverka mycket svagt med vanlig materia och kan darfér passera genom materia utan
att absorberas eller spridas ndmnvéart. De antas ha en massa i GeV-TeV-omradet. En
metod for att soka efter den typen av partiklar &r direktdetektionsexperiment som bygger
pa att mork materia sprids mot atomkérnor i ett detektormaterial. Vid denna vixelverkan
overfors energi till kdrnan, vilket ger upphov till en kdrnrekyl. Rekylen kan i sin tur ge
upphov till en svag observerbar signal [1]. For att signalerna ska kunna detekteras krévs
mycket lag bakgrundsstralning, darfor utfors direktdetektionsexperiment djupt under jord
[2].

Trots omfattande experimentella insatser har ingen entydig WIMP-signal observerats
[3]. Franvaron av signaler motiverar att undersoka alternativa mork materia-kandidater
som har en lidgre massa dn vad klassiska WIMP-modeller forutsédtter. For moérk mate-
ria med massa i sub-GeV-omradet, sa kallad l4tt mork materia, blir energiGverforingen
vid kérnspridning kinematisk undertryckt, vilket gor direktdetektion ineffektiv [4]. I detta
massomrade blir badde spridning mot elektroner och absorption relevanta detektionsme-
kanismer. Vid spridning 6verfor mork materia-partikeln endast en del av sin energi till
materialet och fortsétter att existera efter vixelverkan. Vid absorption overfors istéallet
hela partikelns energi till materialet, varefter partikeln férsvinner ur systemet. Den depo-
nerade energin kan excitera materialet och ge upphov till en observerbar signal.

Mork materia kan da koppla till elektronernas laddningstéthet eller till deras spinn. I
det senare fallet kan vaxelverkan beskrivas som en svag tids- och rumsberoende magnetisk
perturbation. Magnetiska material ar sérskilt intressanta for detektion av mérk materia
med spinnberoende kopplingar, eftersom kollektiva spinnexcitationer kan forstdrka den
inducerade responsen [5].

I denna rapport studeras spridning och absorption av moérk materia i magnetiska ma-
terial med fokus pa spinnberoende vixelverkan i den icke-relativistiska gransen. Utgangs-
punkten ar en effektiv Hamiltonian dér mork materia kopplas till elektronernas spinntét-
het. Spridnings- och absorptionshastigheter hérleds i kapitel 3 med hjélp av tidsberoende
perturbationsteori och uttrycks i termer av modellen fér moérk materia och malmaterialets
magnetiska susceptibilitet. Vidare analyseras i kapitel 4 och kapitel 5 hur fundamentala
begrinsningar, sdsom Kramers-Kronig-relationerna, ger upphov till 6vre granser for dessa
hastigheter.



1. Inledning

1.1 Syfte

Syftet ar att utveckla en strategi for att guida identifieringen av optimala material for
detektion av mork materia via spridning och absorption. Strategin bygger pa att faststél-
la en teoretisk Ovre gréns for spridnings- och absorptionshastigheten av mork materia i
magnetiska material. Denna grians fungerar som végledning fér experimentell design och
kan anvéndas for att jamfora hur olika material beter sig.

1.2 Avgransningar

Analysen i denna rapport begrinsas till icke-relativistisk mérk materia, dar partikelns
hastighet antas vara liten jamfort med ljusets hastighet. Vaxelverkan antas formedlas av
en tung mediator, vilket i lagenergigrdnsen leder till en effektiv lokal koppling mellan
mork materia och elektronernas spinntathet. Detta innebéar att detaljer i den underliggan-
de fundamentala teorin inte explicit modelleras. Endast spinnberoende kopplingar mellan
mork materia och elektronspinn inkluderas, medan véxelverkan med atomkérnor och ladd-
ningstéthet forsummas.

Materialets respons beskrivs inom linjar responsteori, diar den magnetiska susceptibi-
liteten antas ge en fullstdndig karakterisering av systemets svar pa en svag perturbation.
Analysen utfors i griansen av laga temperaturer, vilket innebér att endast excitationer fran
grundtillstandet bidrar. Vidare antas materialet vara homogent och translationsinvariant,
vilket mojliggoér formulering i impuls- och frekvensrum.

Den astrofysiska beskrivningen av moérk materia baseras pa en Maxwell-Boltzmann-
fordelning med en skarp avskédrning vid flykthastigheten.

1.3 Anviandning av Al-verktyg

I detta arbete har Al-baserade sprakmodeller, sésom ChatGPT och Claude, anvints i
begrinsad omfattning som stéd for konceptuell forstéelse. Allt innehéll har kontrollerats
mot etablerad litteratur och vetenskapliga kéllor. Den interaktiva anvindningen av mo-
dellerna har stérkt var laroprocess genom att fortydliga komplexa koncept i den anvinda
litteraturen.

Idén om att anvinda Gram-matriser uppkom genom diskussioner med Claude, men
samtliga berdkningar, hérledningar och analyser har utforts av forfattarna. Al-verktyg
har inte anvints for att generera eller verifiera resultat eller teoretiskt innehall.
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Teori

Detta avsnitt introducerar den teori som anvinds for att beskriva vixelverkan mellan
mork materia och elektronspinn i magnetiska material. Fokus ligger pa de begrepp och
standardresultat som krédvs for att formulera och tolka spridnings- och absorptionsproces-
ser. Centrala delar &r den effektiva Hamiltonianen for vixelverkan, Fermis gyllene regel
for 6vergangshastigheter samt den magnetiska susceptibiliteten som beskriver materialets
respons. Genomgaende anvéinds naturliga enheter, A = ¢ = 1.

2.1 Interaktion mellan mork materia och elektron-
spinn

Vi betraktar en modell dir mork materia vixelverkar med elektroners spinn i ett magne-
tiskt material. I den icke-relativistiska grdnsen kan vixelverkan beskrivas av Hamiltoni-
antatheten

He = —P(x,t) - se(x,1) (2.1)

som endast verkar pa elektronen. Har betecknar s. tva ganger elektronens spinntéthet
och ® &r en effektiv potential genererad av den inkommande mork materia-partikeln.
Potentialen kan uttryckas som
1 C .
‘ - spridnin,
(I’(X,t) _ O(q’wq)e—zq-x % 14 . ( P g)

! (2.2
W (absorption)

for spridning respektive absorption [5]. Hir &r ¢ = (wq,q) den fyrdimensionella moment-
vektorn for mork materia, @ en modellberoende operator, mpy ar massan hos mork
materia-partikeln och V' ar mélmaterialets volym. Spridnings- och absorptionspotentia-
lerna har i detta skede olika dimensioner. Denna skillnad kompenseras senare av den
modellberoende operatorn i ekvation (2.6). Den effektiva Hamiltonianen erhalls genom
rumslig integration,

H, — / PxHo(x, 1). (2.3)

Effektiva spinnberoende véxelverkningar av denna typ anvinds ofta vid beskrivning av
latt mork materia i magnetiska material [3, 5, 6].

Vi betraktar spridning av en inkommande mork materia-partikel med massa mpyy, icke-
relativistisk hastighet v och impuls p & mpyv. Den kinetiska energin ar da approximativt
E= %“"2. Vid spridning 6verfor partikeln en impuls q och energi wq till malet. I den

2
icke-relativistiska gransen foljer energibevarandet wq ~ q - v — 2‘77?7]‘31»1 [5]. Den utgaende

mork materia-partikeln far impulsen p’ = p — q och energin E' = E — wq. Spinnet dndras
fran ett initialt tillstand s till ett finalt tillstand s’. For absorption géller att mork materia-
partikeln absorberas och avger sin massenergi. Da géller wq &~ mpy och q =~ mpyv [5].

2.1.1 Hamiltoniantathetens struktur

Den explicita formen pa Hamiltoniantdtheten bestdms av symmetrikrav och av struktu-
ren hos den underliggande vixelverkan. Om de initiala och finala mérk materia-tillstanden



2. Teori

antas vara planvagor ger matriselementet av interaktionshamiltonianen upphov till fasfak-
torn e dir ¢ = (wq,q) dr den dverforda fyrmomentvektorn [5].

Vixelverkan antas vara spinnberoende. I den icke-relativistiska gransen reduceras mork
materia-partikelns spinnstruktur till Pauli-matriser o, medan elektronens spinn beskrivs
av spinntdtheten s. [5, 7]. Rotationsinvarians innebér att interaktionen méaste bilda en
skaldr, vilket innebéar att spinnstrukturen reduceras till en skaldrprodukt mellan mork
materia-partikelns spinn och elektronens spinn [5, 6].

Vixelverkan formedlas av en mediator, det vill sdga en partikel som kopplar till bade
mork materia och till elektroner. Kopplingsstyrkorna till mork materia respektive elektro-
ner betecknas gpy respektive ge, vilket gor att Hamiltoniantatheten blir proportionell mot
produkten gpmge.

Momentumberoendet bestdms av mediatorns propagator, som beskriver hur mediatorn
fortplantas mellan viixelverkande partiklar. Den &r proportionell mot (g? —m%/)*l, dar my
ar mediatorns massa [8, kap. 4]. I den icke-relativistiska griansen géller wq < |q|, vilket
ger ¢* = w? — |q|* = —|q|* [5]. Propagatorn kan da approximeras som —(|q|*> +m3,)~".

Under dessa antaganden kan Hamiltoniantdtheten skrivas som

gpmge €07

He = — Oss - Se(X,1). (2.4)
Va2 +mé
Den motsvarande potentialen identifieras som
gpMYe el

P(x,t) = Ol 2.5
) = e e (25)

vilket definierar den modellberoende operatorn

1 spridnin

O — gDMYe ( g) (2.6)

= —————F 0,y X
lq|2 +m2 % \/23M (absorption)

for spridning respektive absorption. Detta uttryck fér Hamiltoniantdtheten kommer att
anviandas som utgangspunkt i kapitel 3 for att berdkna Gvergangshastigheterna.

2.2 Fermis gyllene regel och overgangshastighet

For att beskriva évergangar mellan kvanttillstand betraktas ett kvantsystem som utsétts
for en svag perturbation. Inom tidsberoende perturbationsteori ges amplituden for en 6ver-
gang fran ett initialt tillstand |I) till ett finalt tillstand |F') av en tidsintegral 6ver pertur-
bationen. Overgangssannolikheten erhills som kvadraten av denna amplitud. I grinsen av
langa tider leder detta till Fermis gyllene regel, dir 6vergangshastigheten definieras som
sannolikheten per tidsenhet [7, kap. 5-6].

Med Hamiltonianen definierad enligt ekvation (2.3) ges 6vergangshastigheten i ledande

ordning av

2
. 1
Prop = lim 7

T/2
/ dt (F|H|I) 2.7)

—T/2

Hér betecknar T' observationstiden och H &r den perturbation som inducerar évergangen
[5]. Uttrycket utgoér utgangspunkten for hirledningen av spridnings- och absorptionshas-
tigheterna i kapitel 3.



2. Teori

2.3 Magnetisk susceptibilitet

Inom linjar responsteori beskrivs ett systems respons péa en yttre perturbation med en
responsfunktion, eller susceptibilitet. Fér operatorer A och B som verkar vid positioner-
na r respektive r’ och tiderna t respektive ¢’ ges den retarderade responsfunktionen av
Kuboformeln [9]

xap(r,r',t —t') =i0(t —t') ([A(r,t), B(r',¢)]). (2.8)

Heavisidefunktionen 6 sékerstéller kausalitet. Om det ostorda systemet &r translationsin-
variant beror responsfunktionen endast pa r —r’ [9]. En Fouriertransform med avseende
pa bade tid och rum ger da

o0
xanla,w) =i [ dte 'S (A1), B(-a,0)) (2.9)
I denna rapport ar den relevanta responsfunktionen den magnetiska susceptibiliteten, vil-
ken erhélls genom att vélja operatorerna A och B som komponenter av spinntidtheten, se
avsnitt 3.2. Den magnetiska susceptibiliteten betecknas med x;; dér ¢ och j ar kartesiska
index. Susceptibiliteten &r i allmédnhet komplex och kan skrivas som x;; = x;; + ix;;. For
magnetisk respons beskriver den reella delen, ng, den dispersiva responsen, vilket dr den
del av magnetiseringen som é&r i fas med den applicerade perturbationen. Den imaginéra
delen, X’-'j, beskriver systemets absorptiva respons, det vill sdga dr den del som &r ur fas
med perturbationen och darmed ger upphov till energiférluster. Denna storhet ar darfor

direkt kopplad till spridningsprocesser och experimentellt observerbara excitationer [5].

2.3.1 Kausalitet och analyticitet

I detta och det féljande avsnittet analyseras de analytiska egenskaperna hos den magne-
tiska susceptibiliteten. Eftersom resonemanget géller komponentvis underforstas indexen
i, 7. Dessutom underforstas det explicita beroendet av q och positionskoordinaterna r och
r’. Susceptibiliteten skrivs darfor hiar som x(t) i tidsdoménen och x(w) i frekvensdoménen.

Den retarderade magnetiska susceptibiliteten begréinsas av kausalitet. For den retarde-
rade responsfunktionen géller att x(¢) ar noll fér ¢ < 0, vilket innebér att responsen inte
kan foregd perturbationen. Fouriertransformen kan darfor skrivas

() = /0 Tt e (b). (2.10)

Om frekvensen generaliseras till en komplex variabel z = w + i, med n > 0, fas
oo .
(z) = / dt e*e My (). (2.11)
0

Faktorn e~ avtar exponentiellt for stora ¢ eftersom 7 > 0. Under antagandet att x(t)
inte vixer snabbare &n exponentiellt, gér denna ddmpningsfaktor att integralen konverge-
rar absolut for varje z med Im z > 0. For att visa analyticitet betraktas derivatan

_ iz _ iz _ 2.12
FPaips /0 dt e x(t) /0 dt (it) " x(t) (2.12)

Bytet av derivata och integral &r tillitet om den deriverade integranden konvergerar ab-
solut. Det géller att

|(it) et#t x(t)| = te ™ x(t)]. (2.13)

5



2. Teori

Faktorn t e~ avtar exponentiellt for stora ¢, sa integralen konvergerar absolut. Eftersom
derivatan existerar for varje z i det 6vre halvplanet ar x(z) analytisk ddr. Analyticitet i
det 6vre halvplanet ar alltsd en direkt konsekvens av kausalitet.

Eftersom responsfunktionen ar kausal och analytisk i det 6vre halvplanet uppfyller den
Kramers-Kronig-relationerna:

/
7¢{/ HCOPW (2.14)
oW —w
1" __* w ’
w) = WPwa/_wdw, (2.15)

dar P betecknar Cauchys principalvirde [9]. Dessa relationer innebér att den dispersiva
och absorptiva delen dr beroende av varandra.

2.3.2 Fran negativa till positiva frekvenser

I Kramers-Kronig-relationerna férekommer bade positiva och negativa frekvenser. Dessa
relationer kan skrivas om till integraler 6ver enbart positiva frekvenser genom att utnyttja
susceptibilitetens egenskaper. Det géller att

- ( /0 - dteiwtx(t)>* . /0 T dt ey (1) = /O T dte ¥y (—t) = y(—w)  (2.16)

eftersom y*(t) = x(—t). Detta ger
X(—w)=xX(w), X'(~w)=-x"(w) (2.17)

Att x” dr udda innebér att for positiva frekvenser w > 0 absorberar systemet energi
w fran storningen, medan for negativa frekvenser avger systemet energi. Dessa samband
anvénds for att skriva om Kramers-Kronig-relationerna som integraler 6ver enbart positiva
frekvenser. Detta gors for ekvation (2.14) genom att forst dela upp integralen i tva delar

P/ d’+ P/ (2.18)
w —w oo W — w
I den andra integralen gors variabelbytet w’ — —w’, vilket ger
//
P/ d’———P/ : (2.19)
0o W —w w! + w
Summeras detta med bidraget fran positiva frekvenser fas
1 o0 1 1
/ — = " / _ d / 2'20
w) Wp/o X(w){w’—w w’—i—w} ws ( )
vilket forenklas till
d’ 2.21
2p [Texty) (2.21)

Analogt for ekvation (2.15) dar vi utnyttjar att x/ dr jamn fas
2w (W)
" . /
X' (w) = - 73/0 72 dw'. (2.22)

Detta visar att det ar tillrackligt att betrakta positiva frekvenser nar materialets respons
analyseras.



2. Teori

2.4 Hastighetsfordelning for mork materia

For att kunna beskriva spridningshastigheten behovs en hastighetsférdelning fpa(v), dér
fom(v)d3v anger sannolikheten att partikeln har en viss hastighet inom volymelementet
d3v kring v. Som utgdngspunkt viljs ett galaktiskt vilosystem déir férdelningen av mérk
materia antas vara isotrop. Detta antagande gors eftersom sannolikhetstdtheten inte beror
pé riktningen hos hastigheten i vilosystemet, u, utan endast pa dess storlek, u = |u].

Stora hastigheter kriver mycket energi och forvintas darfor vara ovanliga i en gra-
vitationellt bunden miljé och sannolikheten fér dessa bor avta. En vanlig modell &r en
Maxwell-Boltzmann-férdelning [5]

Feat(u) o< e/, (2.23)

Med denna fordelning &r stora hastigheter fortfarande tillatna &ven om sannolikheten for
dem snabbt blir liten. I en gravitationellt bunden galax ar det ddremot rimligt att det finns
en maximal hastighet for bundna partiklar. Om en partikel har tillréckligt stor hastighet
kan den 6verkomma den gravitationella potentialen och ldmna det bundna systemet. For
att ta hdnsyn till detta infors en avskdrning vid flykthastigheten vegc,

Faar(u) o< €779 O (vese — ). (2.24)

Eftersom experiment utfors i jordens referenssystem maéste fordelningen transformeras.
Detta gors med en Galileitransformation, u = v + ve, dir v dr moérk materia-partikelns
hastighet relativt platsen for detektorn och ve ar jordens hastighet relativt det galaktiska
vilosystemet. Den resulterande hastighetsfordelningen for mork materia ges av

1

fom(v) = oy o IVHvel2/03 Ovese — |V + Vel), (2.25)
0
dar normaliseringskonstanten Ny bestdms av normeringsvillkoret
/ d3v fpm(v) = 1. (2.26)

I figur 2.1 visas hastighetsférdelningen i jordens referenssystem med och utan avskéar-
ning vid flykthastigheten. Déar har en integration Over riktningar gjorts for att erhalla
en fordelning 6ver hastighetsmagnituden v = |v|. Skillnaden mellan modellerna é&r liten.
Detta beror pa att Maxwell-Boltzmannfordelningen redan exponentiellt undertrycker sto-
ra hastigheter, vilket innebér att bidrag fran partiklar ndra flykthastigheten dr sma &ven
utan avskérning.

2.5 Gram-matriser

I harledningen av den &vre grinsen pa spridningshastigheten i kapitel 4 kommer form-
faktorn att skrivas pa en form som kan identifieras med en Gram-matris. Detta avsnitt
introducerar de relevanta egenskaperna hos Gram-matriser som kravs for att visa positi-
viteten hos formfaktorn i det roterade koordinatsystemet, se avsnitt 4.4.

Definition 1 (Gram-matris). Ldt u', ..., u* vara vektorer i ett komplext inre produktrum

med inre produkt (-,-), konjugat-linjar i forsta argumentet och linjar i det andra. Gram-
matrisen till denna uppsdttning dr den k x k-matris G med element [10]

Gij = <uj, ui>. (227)
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Figur 2.1: Fordelningen for hastighetsmagnituden v = |v| i jordens referenssystem
med och utan avskdrning vid flykthastigheten ves.. Hastigheterna vy = 220km/s,
ve = 240km/s och vesckm/s har anvints [5].

For konkreta berdkningar tar vi det inre produktrummet att vara CV dér inre produk-
ten ar (a,b) =Y, a’ by, vilket ger

Gij =Y (), (u')n. (2.28)

n

Det finns tva egenskaper hos Gram-matriser som &r centrala for detta arbete. Den forsta
ar hermiticitet, det vill siga GT = G. Den andra ér positiv semidefinithet, PSD, det vill
siga wiGw > 0 for alla w € CF.

Lemma 1 (Egenskaper hos Gram-matriser). Varje Gram-matris G dr hermitesk och po-
sitivt semidefinit. Speciellt ar diagonalelementen reella och icke-negativa, det vill siga
Gii € R och Gi; > 0 for varje i [10, Cor. 7.2.11].

Att Gram-matriser &r PSD medfor dessutom att Gram-strukturen bevaras hos matrisen
under linjira transformationer.

Proposition 1 (Bevarande av Gram-strukturen). Lit G vara Gram-matrisen till {u',... u*}
och lat T vara en k X k-matris med komplexa element. Definiera de transformerade vekto-
rerna

i =) Tiu™ (2.29)
(e}
Da dr Gram-matrisen till de transformerade vektorerna
G =TGTT, (2.30)

och G dr dirmed sjilv en Gram-matris, det vill siga hermitesk och positivt semidefinit.
For en reell matris T géller TT =TT .

Bewvis. Direkt inséttning ger

Gij = (W, ') = Y T Tj5(u’ u®) = (TGTY);. (2.31)
a!ﬁ

Det avgérande ér att G sjilv dr Gram-matrisen till de transformerade vektorerna {i'},
och att hela lemma 1 dérmed géller automatiskt for G. PSD-villkoret kan ocksa verifieras
direkt genom wiGw = (TTw)TG(TTw) > 0. O
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Spridnings- och
absorptionshastighet

I detta kapitel harleds uttrycken for spridnings- och absorptionshastigheten med utgangs-
punkt i den effektiva véxelverkan som introducerades i avsnitt 2. Malet ar att formulera
hastigheten pa ett sétt dar bidraget fran mork materia-interaktionen separeras fran ma-
terialets respons. Det som berdknas ar hastigheten per tidsenhet, vilket pa engelska ofta
bendmns som rate, men bendmns héir endast som hastigheten. Resultatet uttrycks forst
som en hastighet per inkommande partikel och omvandlas dérefter till en storhet per
malmassa. Framstéllningen foljer [5].

3.1 Spridningshastighet for en partikel

Vi utgar fran den effektiva Hamiltonianen H, = [ d3x H,(x,t) som introducerades i avsnitt
2.1. Malet &ar att berdkna 6vergangshastigheten for excitationer i materialet orsakade av
en inkommande mork materia-partikel.

Betrakta 6vergangen fran ett initialt tillstand |I) = |e) till ett finalt tillstand |F) = |€’).
Enligt formuleringen av 6vergangshastigheten i avsnitt 2.2 ges denna av

1 T/2 2
Tror = lim — / dt (¢'|H.|e)| | (3.1)
T—oo T —T/2
dér T ar observationstiden. Inséttning av Hamiltonianen ger
1 -T2 ot 5 o 2
— : X2 7710.)(1 q-X (2
| N TIEI;O T2 O /_T/2 dte /d x "I (e |st(x,t)|e) (3.2)
Eftersom initial- och finaltillstdnden &ar energiegentillstand géller
(¢/]st(x,t)]e) = &P =E !5t (x, 0)e). (3.3)
Detta ger
, [172 i ( (Eg—Ee))t 3 ] i ’
— T i —i(wq—(Ey—Fe iq-x i
| N Tlgréo T2 (@] /T/2 dte /d x e'T*(e'|st(x,0)]e) (3.4)
Definiera 3i(q) = [d3xe~%4%si(x,0). D4 fas
1 o 4 . T/2 . 2
Crr = Jim 00 (s (—a)le)elsiale) | [ deemCa BB (35
T—o0 TV ? —~T/2

Betrakta nu tidsintegralen

T/2 .
/ dt e—mt
—T/2

1 2 o—iaT/2 _ giaT/2|?

T

1

T

(=Y.

—1ia
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dér a = wq — (Ee — E¢). For att se vad som hénder da T' — oo, tag en slit testfunktion
¢(a). Da far vi

/ da p(a (Sm;;%”) _Q/degp@x/T) <Siix)2. (3.7)

Vi ser att ¢(2z/T) — ¢(0) i distributionsmening da T' — oo, sd

2/ o(22/T) (Sizmydx — 20(0) /Oo (Sinx>2dx = 270(0). (3.8)

o \

Alltsé giller det att

1| e 2
_ / dte | = 2x5(a), T — oo (3.9)
T |J-1/2
och spridningshastigheten ar
I'inr= —(9’(9”( 155 (—aq)|e)e|3(q)|e’) 2m8 (wq — (Eo — E.)). (3.10)

V2

Detta géller for en 6vergang. For att fa en generell spridningshastighet summeras I';_, g
over alla mojliga 6vergangar samt 6ver slutliga momenta. Dessutom gors en medelvardes-
bildning 6ver de 25pym + 1 initiala spinntillstinden, dar Spy ar spinn f6r mork materia.
Da erhalls

Ls = stMHZZZ L OO |5 (~a)leNels (@)le) dlwq — (B — E.)). (3.11)

/ / ee/

Definiera formfaktorn 5

= J (¥t
Fij 2SDM+1§OO' (3.12)

Formfaktorn beror pa modellen for interaktionen mellan moérk materia och elektronen
samt den Overforda energin och impulsen, men &r oberoende av malmaterialets struktur.
Materialets egenskaper aterfinns istéllet i den anti-Hermiteska delen av den magnetiska
susceptibiliteten, x;;(q,wq), som behandlas i avsnitt 3.2.

Summan dver p’ i ekv. (3.11) innebér en summation Gver alla mojliga slutliga riktningar
och storlekar pa mork materia-partikelns momentum, vilka ar diskreta. Antag att parti-
keln befinner sig i en kubisk ldda med sida L. Med periodiska randvillkor &r de tillatna

momenten
2 21 2T

fn:m Dy = fnya Pz = f
27r

dér ng, ny, och n, ér heltal. Skillnaden mellan tva konsekutiva tillatna varden ér Ap = ¢
Nér ladan blir mycket stor géller Ap — 0. Momentumvérdena ligger da sa tétt att de kan
betraktas som kontinuerliga. Da kan summan ersidttas av en integral:

Y= (A;)?)Z(Ap)?’... N (2‘;)3/0131)'.... (3.14)

p/

Do = n,, (3.13)

Variabelbytet q = p — p’ ger integralen (2‘;)3 [ d3q. Vi erhaller nu att spridningshastighe-
ten for en partikel kan uttryckas som

ro=7 [ L Fia ) <Z<e'rsz<—q>\e><er§{;<q>|e’>6<wq—<Ee/—Ee>>). (3.15)

ee!
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3. Spridnings- och absorptionshastighet

3.2 Identifiering med susceptibiliteten

I uttrycket for spridningshastigheten ovan upptrader storheten
9 Z |5 (elsl(a)le’) 6(wq — (Eer — E)). (3.16)

Denna summa beskriver hur materialet kan exciteras av en spinnberoende perturbation
med impulséverforing q och energioverforing wq. Méalet i detta avsnitt ar att visa att den-
na storhet kan identifieras med den imaginéra, eller absorptiva, delen av den magnetiska
susceptibiliteten. Déarmed kan spridningshastigheten skrivas i en form déar den modellbe-
roende vixelverkan separeras fran malmaterialets respons.

Vi utgar fran Kuboformeln, som introducerades i avsnitt 2.3. For ett translationsinva-
riant system kan responsen i impuls- och frekvensrum skrivas som

xanla,w) =i [ dte 'S (A1), B(-a,0)). (317)
For magnetisk respons véljer vi operatorerna
A=35, B=3§ (3.18)
diar 3i(q,t) = [d*xe '9%si(x,t) dr Fouriertransformen av elektronernas spinntithet.
Susceptibiliteten kan da skrivas
xilaw) = - [ @xdy e @0 [Tare s 0. s ol (3.19)

I ett material befinner sig systemet i allménhet i en statistisk blandning av energiegen-
tillstand. Darfor gors ett termiskt medelvérde 6ver alla tillstand, (...) = >, pele|...e),
dér pe ar sannolikheten att systemet befinner sig i tillstand |e). Susceptibiliteten kan da
uttryckas som

Xij(d, w /d3xd3ye iq(x— y)/ dte“”tX:p6 (x,1),s e(y,())]| ). (3.20)

For att vidareutveckla summan skrivs kommutatorn ut och en komplett bas av energie-
gentillstdnd {|e’)} infors mellan operatorerna. Detta ger

S pelellsi 0,3, )e) =

) . . 3.21
*Z%(bxtMMMWMM—Mﬂ%W&M%mMM- %20

I den andra termen kan summationsindexen e och ¢’ bytas utan inskriankning, vilket gor
att summan kan skrivas som

> _(pe — per)else(x, 1)) (€'|s1(y, 0)e). (3.22)

ee’

Eftersom |e) ar energiegentillstand géller det att

(else(x, t)]e) = ! PemFel (e]si (x, 0)[¢'). (3.23)

11
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Med detta erhalls foljande uttryck for den magnetiska susceptibiliteten:
Xij(a,w) = % / d*xd’y e~fY)

x [Tt S (pe = po)e B EO el st (x,0)]€!) (513 0) ).
0

ee’

(3.24)

i(w+E.37Ee/ )t

Betrakta nu tidsintegralen [;* dte , som inte konvergerar. Genom att mul-
tiplicera med en ddmpande faktor e~ ¢, dir € > 0 kan foljande berikning goras:

00 .
dt i(w+Ee—Ee/)t—€t — ¢ ) 3.25
/0 ¢ w+ E.— B +ic (3.25)

For att extrahera den imagindra delen anvinder vi Sokhotski-Plemeljs formel:

1 1 .
s =P~ imd(a), (3.26)

dér P denoterar principalvirdet [9]. Den imaginédra delen av susceptibiliteten blir da

W la,w) = 7 30 = po)ell@le ) e si(—a)le)dw — (Bo — Bo)). (3.27)

ee!

Vid termisk jamvikt ges sannolikheten att systemet befinner sig i ett energitillstand |e)
av Boltzmannférdelningen p, = e #F¢ /Z, dir B = 1/T och Z = 3, e PP¢. Vid experiment
for att detektera mork materia kyls provet ner till mycket lag temperatur [5]. I grdansen
T — 0 bidrar endast 6vergangar fran grundtillstandet, och uttrycket ovan reduceras till
samma summa som upptrader i spridningshastigheten. Ddrmed kan den materialberoende
delen av spridningshastigheten identifieras med X;/J

Spridningshastigheten for en inkommande mork materia-partikel kan saledes skrivas

SOom
T
F = —
S V/

Detta visar att spridningshastigheten kan faktoriseras i tva delar: en modellberoende del,
beskriven av formfaktorn F%, och en materialberoende del, beskriven av den imaginira
delen av den magnetiska susceptibiliteten, x;;.

d3q 1 "
(2m)3 F(q, wq)Xij(a, wq)- (3.28)

3.3 Spridningshastighet per malmassa

Efter att ha héirlett spridningshastigheten for en enskild inkommande mérk materia-
partikel, I'g, erhélls ett uttryck som beskriver hur ofta en partikel med given hastighet
v exciterar systemet. For experimentella tillampningar &r denna storhet inte relevant, ef-
tersom den varken tar hénsyn till hur méanga partiklar som triffar detektorn eller hur
stort materialet ar. Malet ar darfor att konstruera en storhet som beskriver det totala an-
talet spridningshéndelser per tidsenhet och per kilogram material. Denna definieras som
spridningshastigheten per malmassa, Rg.

Mork materia-partiklarna nar detektorn med en férdelning av hastigheter snarare &n
en enda bestdmd hastighet. Detta beskrivs av en normerad hastighetsfordelning fpa(v),
som antas folja en Maxwell-Boltzmann-fordelning, se avsnitt 2.4. Genom att lata varje

12
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mojlig hastighet bidra proportionellt mot hur vanligt forekommande den ar enligt hastig-
hetsférdelningen och sedan summera 6ver alla hastigheter erhalls den hastighetsviktade
spridningshastigheten per inkommande partikel:

Ts = [ d* fou(v)Ts(v). (3.29)

For att ga fran en hastighet per partikel till en total hindelsehastighet maste vi ta
hénsyn till hur manga mork materia-partiklar som finns tillgingliga. Den lokala mork
materia-densiteten ppy ger massan per volymenhet. Eftersom varje partikel har massan
mpwM, ar antalet partiklar per volym ppy/mpy. Multiplikation med denna faktorn ger
spridningshastigheten per volym.

Slutligen vill vi uttrycka resultatet per kilogram istéllet for per volym for att moj-
liggéra en jamforelse mellan olika material. For att gora denna normalisering anvinds
malmaterialets densitet pr. Kombinerat ger detta den totala spridningshastigheten per
malmassa:

_ _PDM 3
Ry = PO /d v fou (V) Ts(v). (3.30)

Detta uttryck separerar bidrag fran mork materia och materialegenskaper och mojliggor
jamforelse mellan olika detektormaterial.

3.4 Absorptionshastighet

Vi betraktar nu absorption av en inkommande moérk materia-partikel. Till skillnad fran
spridning 6verfors har i princip hela partikelns energi till materialet [5]. For icke-relativistisk
mork materia &r den deponerade energin

2
Wq R MpM (1 + |2‘> (3.31)

medan den 6verférda impulsen ar
q ~ MpMV- (3.32)

Eftersom |v| < 1 &r hastighetsberoendet i energin normalt forsumbart [5], sa
Wq =~ MDM- (333)

Berédkningarna for absorptionshastigheten genomfors analogt med spridningshastigheten
men med potentialen

. 1
d(x,t) =0 Tt 3.34
(X7 ) (q7 wq)e \/W ( )

Med denna utgangspunkt, tillsammans med Fermis gyllene regel och den effektiva Hamil-
tonianen i avsnitt 2.2 erhalls 6vergangshastigheten fér en partikel fran initialt tillstand
|I) = |e) till ett finalt tillstand |F) = |e/) som

T/2
/ dt (/| H|e)
—T/2

5007 (|5 (—q)le)(el s (Q)le') 2m(wq — (Eer — Ee))-

1 2

Fioplv) = fim 7
1

2mDMV

(3.35)
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For att fa en generell absorptionshastighet summeras 'y, 6ver alla méjliga 6vergangar
och medelvéirdesbildas 6ver de 2Spy + 1 initiala spinntillstdnden. Till skillnad fran sprid-
ningsfallet summeras I';_, g inte 6ver slutligt momenta da detta alltid kommer ha samma
véirde eftersom all energi absorberas. Da erhalls

27 1 o
'n=———"— — 'O
25pMm + 1 Z,: ; 2mpmV

x(e'|5e(=a)le)(elsl(a)le’)d(wg — (Eer — Ek)).

(3.36)

Analogt med spridningsfallet separeras uttrycket i en modellberoende del, given av form-
faktorn F;;, och en materialberoende del, given av den imagindra delen av den magnetiska
susceptibiliteten X;/] Detta ger absorptionshastigheten per inkommande partikel:

1

'p=——
A 2mDM

Som i spridningsfallet nar mork materia-partiklarna detektorn med en hastighetsfordel-
ning, fpu, introducerad i avsnitt 2.4. Den hastighetsviktade absorptionshastigheten per
inkommande partikel ges d&a av

Ta— / & for(V)Ta(v). (3.38)
Om absorptionshastigheten endast beror pa hastigheten genom wq(v) =~ mpw foljer att

Tu— /d% Fort (V)T A(V) & T a(mpm), (3.39)

dédr normeringen
/ & fo(v) = 1 (3.40)

har anvints. Detta motsvarar behandlingen i [5], ddr absorptionshastigheten utvérderas
vid w = mpy utan explicit hastighetsmedelviarde. Det finns modeller déar absorptionshas-
tigheten innehaller ett explicit hastighetsberoende utéver beroendet genom w(v). I sddana
fall kan denna approximation inte goras.

Genom att multiplicera med antalet mork materia-partiklar per volym, ppn/mpm och
normalisera med malmaterialets densitet pr, erhalls absorptionshastigheten per malmassa:

Ra— #MM[)T /d% For(VTa(v). (3.41)

I approximationen dér hastighetsberoendet endast upptrader genom w(v) ~ mpy re-
duceras detta till

R~ PP Ty (mpw), (3.42)

mpMpeT

vilket sammanfaller med resultatet i [5].
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4

Ovre grins for
spridningshastigheten

I foregaende kapitel hirleddes ett uttryck for spridningshastigheten Rg, dér beroendet
av malmaterialet bestdms av malmaterialets densitet pr och den imaginira delen av den
magnetiska susceptibiliteten, x7;. Vi utgar explicit fran

Rs = mpDILMpT / & forr(v) Ts(v), (4.1)
o R R
500 = [ g Pl wa) X o) (42

I ekvation (4.2) framgar det att det ar primért X;/] som beskriver materialets bidrag.
Eftersom X;,/J ar svar att analysera direkt [11], 4r det anvandbart att hérleda en 6vre gréns
féor Rg som inte kraver fullstdndig kunskap om X;/j Malet i detta kapitel dr att héirleda en
ovre grins som entydigt bestdms av kidnda materialkonstanter.

Héirledningen sker i tva steg. Forst visas att Rg kan skrivas som en positivt viktad
integral av X och att en Ovre gréns existerar. Darefter berdknas grénsen explicit. Genom
att kombmera ekvationerna (4.2) och (4.1) fas

PDM 3 T d3q .
s = ronor J v | (27)3 79\ ij\ds ) 4.3
S — ,OT/ v fom(v) % / 2r)? Fij(a wq)X]<q Wq) (4.3)

dir wq = q - v — |q|?/(2mpwm). Frekvensen wq ér inte en fri variabel, utan bestdms av q
och v. For att kunna applicera Kramers-Kronig-relationerna fran avsnitt 2.3.1 infors en
explicit frekvensintegral med hjélp av en Dirac-deltafunktion,

X” (q,wq) / dw X” q,w)0(w—wq). (4.4)
Inséttning i ekvation (4.3) ger

__PDM 3
Rg = / d , / d ,w)o(w — . 4.5
I ——— V v fom(v) Fij(d, wq w x5 (Qw) d(w —wgq).  (4.5)
Om integrauonsordnmgen byts ar det mojligt att applicera Kramers-Kronig-relationerna.

For att integralbytet ska vara giltigt tillampas Tonellis sats.

Lemma 2 (Tonellis sats). Lat (X, u) och (Y,v) vara o-finita mattrum och lat f: X xY —
[0, 00] wara en mdtbar, icke-negativ funktion. Da gdller

/X(/Y f(z,y) dV(y)> dp(z) =/Y</X f(z,y) du(az)) dv(y).  [12,Thm. 2.37] (4.6)

Satsens tre villkor verifieras nu for integranden i ekvation (4.5). Integrationsvariablerna
q,v € R3 och w € R bildar o-finita mattrum, eftersom R"™ kan téckas av upprikneligt
manga bitar med dndlig storlek [12, Prop. 1.13]. En funktion f: X — R kallas métbar om
méngden {z € X : f(z) > t} ar mitbar for varje t € R [12, Def. 2.1]. Konsekvent géller
att alla kontinuerliga funktioner dr métbara. Hastighetsfordelningen fpy och formfaktorn
Fij dr bdda kontinuerliga och dérmed miétbara. Slutligen dr x;j; métbar eftersom dess
spektralrepresentation dr en uppriknelig summa av matt [12, Prop. 1.2]. Ddrmed &r de
tva forsta villkoren i lemma 2 uppfyllda. Det aterstar att underséka om integranden ar
icke-negativ, det vill siga om kontraktionen F;;(q,w)x;;(q,w) ér icke-negativ.
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4. Ovre grins for spridningshastigheten

Tabell 4.1: Exempel pa modeller for spinn-1/2 mérk materia och deras motsva-
rande formfaktorer F;;. De olika modellerna ger upphov till olika beroenden av
impulsoverforingen q samt olika tensorstrukturer i vaxelverkan. Tabellen ar baserad
pa Tabell 11 [5].

Modell Formfaktor F#¥
2 2 2 .. .
i) () 07 i)

(Bm%me> (5” - qzq])

Magnetisk dipolmodell

Anapol mork materia

Pseudoskalar mediator

CP-violerande skalar

Morkt elektron-EDM

Axialvektormediator ( Ix e

4.1 Formfaktorns allmanna form

Vi undersoker nu den mest allménna formen av formfaktorn F;;(q,w). Detta ar centralt
eftersom strukturen pa JF;; avgor vilka komponenter av susceptibiliteten som bidrar till
spridningshastigheten och om kontraktionen blir icke-negativ. Formfaktorn beskriver den
modellberoende kopplingen mellan mork materia-partikeln och elektronernas spinn och
bestdmmer ddrmed vilka riktningar av spinnfluktuationer som kan exciteras vid en given
impulséverforing q. Den enda riktningsvektorn som upptrader i formfaktorn dr den norme-
rade impulsen §;. Av en enda vektor §; kan exakt tva oberoende symmetriska 3 x 3-matriser
byggas, dels enhetsmatrisen d;;, som &r oberoende av q, och den yttre produkten ¢;g;, som
projicerar ut komponenten lings q. Varje fysikalisk formfaktor maste darfor kunna skrivas
som en linjdrkombination av dessa tva:

Fij(q,w) = A(lal,w) 6i; + B(|al, w) 4id;, (4.7)

dér A och B &r skaldra funktioner som kan bero pa |q| och w men inte pa riktningen av
q. I tabell 4.1 ges exempel pa formfaktorer for flera modeller av spinn—% mork materia.
Samtliga tensorstrukturer &r proportionella mot d;;, ¢;§; eller d;; — ¢;G;, och ar darmed
specialfall av ekvation (4.7). Vi kan se att diagonalelementen i samtliga exempel ar icke-
negativa. Detta géller &ven for formfaktorn i allménhet, vilket visas i avsnitt 4.4.1.

4.2 'Tecken hos susceptibiliteten

For att kontraktionen Jj;(q,w)x7;(q,w) ska vara icke-negativ behéver tecknet for
susceptibiliteten analyseras. Med detta som malbild anvinds spektralrepresentatio-
nen for xj; frin ekvation (3.27). Vid temperaturen 7' = 0 géller

™

X;'j(q,w’) =7 Z My d(w' — wer), (4.8)
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4. Ovre grins for spridningshastigheten

dar ‘ ‘

Mer = {0]5c(q)|e")(e'|57(—a)|0) (4.9)
samt wey = FEo — Ey > 0. Summan loper enbart 6ver finala tillstand ¢’ eftersom
systemet vid T' = 0 utgar fran grundtillstandet. For allmanna ¢, j ar M, inte

nodvandigtvis icke-negativ, utan beror pa vilket material som valjs. I fallet ¢ = j
galler att
Me = (0|5¢(a)le’) (¢']5.(—a)[0). (4.10)
Eftersom spinnoperatorn i realrummet ar hermitesk géller for dess Fouriertransform
att
Se(a)' = 5.(—q). (4.11)
Det andra matriselementet kan darmed skrivas som komplexkonjugatet till det fors-
ta,
(€'[5.(=a)]0) = (¢'|5e(a)!|0) = (0]5L(a)le"), (4.12)
och det foljer att

My = (0[5 (@)|e) (013 (a)]¢)” = [{0[3i(a)l¢))]

Detta innebér att diagonalelementen x7; ar icke-negativa for alla material. De icke-
diagonala komponenterna kan daremot ha godtyckliga tecken. Det motiverar att ett
nytt koordinatsystem infors dér formfaktorn blir diagonal. Da reduceras kontraktio-
nen Fi;x;; till en summa av produkter FuX",, dar varje faktor ar icke-negativ.

> 0. (4.13)

4.3 Koordinatsystem anpassat till q

Formfaktorn har den allménna strukturen F;; = Ad;; + B §;g;. 1 det kartesiska
koordinatsystemet pekar q i en godtycklig riktning, vilket innebér att termen B §;q;
kommer att ge upphov till icke-diagonala komponenter i kontraktionen =, ; F; X7’
For att eliminera dessa komponenter infors ett koordinatsystem anpassat till q. Vi
viljer ett ortonormalt system (&1,&,,&3) med é3 = q och later R beteckna den
ortogonala 6vergdngsmatrisen med komponenter R,; = (&,);. Da giller RTR =
RRT = I. Susceptibiliteten Xi; som anger hur materialet svarar i riktning ¢ nér det
stors i riktning j, transformeras enligt

Xag(Q@,w) =D Rai Raj XJi(q, w), (4.14)

i?j
vilket motsvarar projektionen av den gamla susceptibiliteten pa de nya basrikt-

ningarna. Med detta kan kontraktionen i det ursprungliga systemet skrivas som en
Frobenius-inre produkt [10],

> Fuxy = tr(FTX"). (4.15)
4,J

Eftersom spridningshastigheten Rg &r en observerbar storhet maste kontraktionen
vara oberoende av det koordinatsystem den berdknas i, det vill sdga

tr(FTx") = tr(FTx"). (4.16)
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4. Ovre grins for spridningshastigheten

Resultatet foljer av att R ar ortogonal, RTR. = I, kombinerat med spérets cykliska
egenskap. Ett explicit bevis ges i appendix A. I det roterade systemet finns endast
en komponent som inte ar noll namligen ¢3 = 1, vilket vi uttrycker som ¢, = d,3.
Formfaktorn i det roterade systemet ges darfor av

(ﬁ)aﬁ = Aduap + B da3dss, (4.17)
eller pa matrisform
) A 0 0
F=10 A 0 : (4.18)
0 0 A+B

Formfaktorn ar nu diagonal i det roterade systemet. Eftersom F ér diagonal har
produkten F'x" element (F''X")ap = Faa Xag, sParet blir darfor,

3
IT"=§Z Foa Xoa = AX{1 + AXs + (A + B) Xis. (4.19)

Alternativt kan resultatet skrivas som

3
Y Fixi; = Y Faallalw) Xaa(d,w), (4.20)
%] a=1
dar 5 ) )
fllZ‘FQQZA, .F33:A+B (421)

Kontraktionen har ddrmed reducerats till enbart diagonala bidrag.

4.4 Positivitet hos den roterade formfaktorn

Det Aterstar nu att visa att de roterade diagonala komponenterna F,, och ¥ &r
icke-negativa. Fran ekvation (4.21) géaller att Fi1 = Foo = Aoch Fag = A+ B, sa det
riacker att visa att A > 0 och A+B > 0. Strategin ar att utnyttja att formfaktorn kan
skrivas som en Gram-matris. En sadan matris &r hermitesk och positivt semidefinit
(PSD). Fran proposition 1 vet vi att Gram-egenskaperna bevaras under ortogonala
basbyten, vilket innebar att diagonalelementen forblir icke-negativa. Vi visar forst
att formfaktorn ar en Gram-matris. Darefter formulerar och bevisar vi ett generellt
resultat for A > 0 och A+ B > 0, och tillaimpar slutligen resultatet.

4.4.1 Formfaktorn som Gram-matris

Vi utgar fran definitionen av formfaktorn, se avsnitt 3.1. Den ges av
1

Fij(q,w) = CZ O'(s, s';q,w) O (s, s';q,w), c= STS—— > 0. (4.22)

s,s’

Lat indexet n = 1,..., N numrera alla spinnpar (s, s"). Har galler att N = (2Spy +
1)2. Definiera vektorer u* € CV enligt

(0')n = O (s, 53 q,w). (4.23)
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4. Ovre grins for spridningshastigheten

Da kan formfaktorn skrivas som
Fij = cZ(ui)n (uj)j; =c (uj, ui> =cGyj, (4.24)

dir G ar Gram-matrisen till de tre vektorerna u',u? u?®. Eftersom ¢ > 0 innebér

det att formfaktorn ar en positiv multipel av en Gram-matris, och darmed bade
hermitesk och positivt semidefinit enligt lemma 1.

4.4.2 Positivitet hos A och A+ B

Med Gram-strukturen etablerad kan de egenskaper hos A och B som krévs formu-
leras och bevisas .

Sats 1 (Positivitet av A och A+ B). For varje (q,w) gdller
A(lal,w) 20, Alg|,w) + B(lq|,w) = 0. (4.25)

Bewvis. Overgangen till det system dér é; = § beskrivs av den ortogonala matri-
sen R, och i det roterade systemet ges formfaktorn av F = RFR”. Vi studerar
diagonalelementen. Om r, € R? dr rad o i R blir

=Y R Fij Raj =1L F 14 > 0. (4.26)

0]

Villkoret for PSD ér WT:F w > 0. Olikheten ér exakt detta med w = r,. Insittning
av identiteterna Fy; = Fao = A och F33 = A+ B fran ekvation (4.21) ger

Allal,w) =Fi1 >0,  A(lqal,w)+ B(lal,w) = Fs3 >0 (4.27)
for alla (q,w). N

Detta innebér inte nédvandigtvis att B > 0. Exempelvis ger F;; o< 0;; — ¢;q; att
A =1och B = —1, vilket uppfyller villkoren ovan trots att B < 0.

4.4.3 Tillampning pa modellen

Vi illustrerar resultatet for formfaktorn med hjéilp av den modellberoende opera-
torn som introducerades i sektion 2.1.1. Denna modellberoende operator beskriver
vaxelverkan mellan den morka materians spinn och elektronernas spinn

gDMYe
O'(s,s'ya) = |<1!2D-1\:mv< slo’ls’), (4.28)

Inséattning i definitionen av formfaktorn, ekvation (4.22), ger
P ) = eI 5100 510t (4.20)
(’(IP + mv) 58’
ddr summan ar sparet av Pauli-matrisprodukten,

> (sla’|s') (s|o?]s")* = tr(o'07) = 267 (4.30)

s,s’
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4. Ovre grins for spridningshastigheten

Fér spinn § mérk materia giller ¢ = 1/2 och vi far

(gDMge>2

Tl = (laf? + m2v)2

8- (4.31)

Formfaktorn blir proportionell mot enhetsmatrisen, alltsa ar den isotrop. Detta be-
tyder att alla tre rumsliga riktningar kopplar med exakt samma styrka och att
strukturen kommer vara oféréndrad under rotationer. Studeras sambandet F;; =
A(gij + qu(j] galler att

Allal, ) = (\(T/fg)) Bllal.«) =0 (4.8
q my

Har &r A > 0 och A + B > 0 vilket uppfyller sats 1. I det roterade systemet blir
formfaktorn diagonal med identiska positiva diagonalelement,

(gDMge)2

F= sdiag(1,1,1). (4.33)
(laf? +m3)

4.5 Positivitet hos den roterade susceptibiliteten

Vi har nu visat att den roterade formfaktorns komponenter F,, ér positiva. Det
aterstar att visa att de diagonala komponenterna x”  ocksa éar det. I avsnitt 4.2
visades att koefficienterna M, ar positiva. Argumentet for positiviteten var enbart
baserat pa spinnoperatorns hermiticitet. Det riacker darfor att visa att motsvarande
egenskap géller for den roterade spinnoperatorn. Spinnoperatorn i riktning a i det
roterade systemet definieras som

Se(@) =D _(8a)i 5c(a), (4.34)

vilket ar en linjdrkombination av de tre ursprungliga operatorerna med reella koef-
ficienter (&,);. Hermiticiteten bevaras under reella linjairkombinationer, vilket kan
verifieras genom

3 3
~a T A ~q T N ~1 e
(32(@) = X(@a)i (5ila) =Do(8a)ifil—a) = 52(~a),  (4.35)
i— i=1
dar det i forsta steget anviands att koefficienterna ér reella och i det andra steget
att varje §'(q) ar hermitesk. Den roterade spinnoperatorn uppfyller dirmed sam-
ma relation som den ursprungliga. Med denna egenskap konstaterad kan samma
argument som i avsnitt 4.2 tillimpas. De diagonala koefficienterna i det roterade
systemet blir
~0¢ ~Qu ~Q ~Q e’ 2
& = (0132 (@)]¢')(¢']32(—a)[0) = (0[82 (a)le") (¢'| (32 (@) T]0) = [(0l32 (a)]e’)]” > 0.
(4.36)

Dérmed géller X7 (q,w) > 0 vid T'= 0 i det roterade systemet.
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4. Ovre grins for spridningshastigheten

4.6 Begransning av frekvensintegralen

Eftersom kontraktionen nu har skrivits som en summa av icke-negativa termer kan
lemma 2 anvindas for att byta integrationsordning. Med koordinatbytet fran av-
snitt 4.3 och ekvation (4.20) kan spridningshastigheten skrivas som

& d3q > S ~ I
Rs=3 [ o5 | w Kaw) ala.w) (437)

dar kdrnan i det roterade systemet ar definierad som

~ ™ ~
Kia,w) = 2P Fulal ) glaw) (4.38)

med den kinematiska viktfunktionen
g(q,w) = 27 / &0 forn(v) 8w — wq). (4.39)

Det aterstar att visa att g-integralen och frekvensintegralen i ekvation (4.37)
konvergerar. Konvergensen av g-integralen foljer av ett kinematiskt argument. Vid
T = 0 visades i avsnitt 4.2 att enbart excitationer med positiv energioverféring
bidrar, varfor integrationsdoménen begriansas till w > 0. For att deltafunktionen
d(w — wq) 1 g(q,w) skall bidra vid w > 0 kravs att wq > 0, det vill séiga

lq?

-V > .
1 2mDM

(4.40)

Hastighetsfordelningen fpy har kompakt stod for [v| > vpax, dAr Umax = Vese + | Ve
ar den maximala hastigheten hos bundna mérk materia-partiklar i jordens referens-
system. For nagot v i stodet av fpy ger Cauchy-Schwarz-olikheten [13, Thm. 1.35]
att

q-Vv < |q| |V| < |q| Umax- (441)

Kombineras ekvation (4.40) och (4.41) fas vad |q| ska vara for att g(q,w) # 0,
’(I‘ < 27nDM Umax- (442)

Integranden i ekvation (4.37) blir alltsa noll for |q| > 2mpy Umax, 0ch g-integralen
blir darfor begransad till |q| < 2mpy Vmax- Detta ar en kompakt domén och eftersom
integranden ér kontinuerlig pa doménen géller det att den ocksa ar begransad [13,
Thm. 4.16]. Det galler ockséa att en begransad funktion ar integrerbar éver ett be-
gransat omrade [12].

Det aterstar att visa att frekvensintegralen konvergerar. Detta foljer fran Kramers-
Kronig-relationerna i avsnitt 2.3.1. For w = 0 blir ekvation (2.21) i det roterade
systemet

N 2 %y (g,
Yoo(a,0) = p P /0 (w,) dw'. (4.43)

Storheten X/, (q,0) ar den statiska magnetiska susceptibiliteten i riktning «, som ar
bade kand och éndlig for fysikaliska material [5]. Véansterledet i ekvation (4.43) &r
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saledes éndligt. Om integralen i hogerledet konvergerar behdvs inte principalvérdet,
och den totala frekvensintegrerade vikten av x” /w ar ett dndligt tal bundet av den
statiska susceptibiliteten. Med hjéalp av spektralrepresentationen fas att

00 00 MOé
Xoal(d, 0 / Xaa q, / ¢ (5 (W — wer) du'. (4.44)

For att evaluera hogerledet anvands foljande proposition.

Proposition 2. Med distributionsteori gdller att

2 oo M5 2 > Ma
—/ > (W - we) dé > MS/we <oco. (4.45)
0 ’

e/

Beviset for detta finns i appendix B. Idén ar att uttrycket T'= Y. (M5 /wer ) 0y, ,
tolkas som en distribution som skall métas mot konstantfunktionen 1. Eftersom
konstantfunktionen 1 saknar kompakt stod och inte ar en testfunktion ersiatts den
med en approximationsfoljd (¢gr)r>1 av testfunktioner som é&r lika med 1 pa det
vaxande intervallet [1/R, R]. Distributionen verkar pa varje sddan testfunktion, och
(T, pr) konvergerar mot summan i hogerledet i gransen R — o0o.

Givet att endast de diagonala elementen av Mg studeras, reduceras konvergens-
villkoret till att >°., Mg ar dndlig. Genom att utnyttja fullstandighetsrelationen for
Hilbertrum kan denna summa skrivas som variansen av §¢(q) i grundtillstandet,
vilken i sin tur dr begrinsad av (0|3%(q) 5%7(q)|0) [7, kap. 1]. Fér ett dndligt system
med N gitterplatser ger en triangelolikhetsuppskattning att detta ar begriansat av
N2S5?% dar S ar spinnkvantalet vid varje gitterplats. I gransen N — oo foljer dndlig-
heten av att korrelationsfunktionen (0|s§ s&|0) avtar exponentiellt med avstandet
|R| [14]. Det géller darfor att

Xm q, 2 Mg
(a0 / W =232 (4.46)

e'=1 We

vilket ar ett andligt resultat. Detta innebar att den sammanlagda spridningsstyrkan
fordelad over alla mojliga excitationer i materialet ar begransad. I kontexten av
spridning av mork materia mot ett kristallint material innebar detta att det finns en
ovre grans for spridningshastigheten som enbart bestdms av spinnkorrelationerna i
grundtillstandet.

4.7 Supremumolikheten

Nu nér existensen av en ovre grins har etablerats kan den explicita formen hérledas.
Vi fixerar impulsoverforingen q och arbetar i det koordinatsystem som ar anpassat
till denna riktning. Fran ekvation (4.37) och ekvation (4.20) kan spridningshastig-
hetens integrand skrivas som

KXy = Z W) Xaa (4, @), (4.47)
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dar vansterledet ar skaldrkontraktionen i det ursprungliga systemet och hogerledet
samma skalar uttryckt i den roterade basen. For ett fixt q definieras frekvensinte-
gralen for komponent o som

Lafa) = [ dw K5, (a0 ) Tt ) (4.48)

Vi soker en Gvre grians pa denna integral. Strategin ar att separera integranden i tva
faktorer varav den ena kan begransas med hjélp av ekvation (4.46). Vi uppnar detta
genom att multiplicera och dividera med frekvensen w,

IL(q) = /0 " dw [w K, (q,w)] xaa(;M (4.49)

Integranden &r nu en produkt av tvi faktorer. Den forsta faktorn w K2 (q, w) beror
bara pa mork materia-parametrar, malmaterialets densitet och kinematik. Den and-

ra faktorn \”_(q,w)/w beror bara pa materialets respons. Det viktiga ar att bada

faktorerna ar positiva enligt avsnitt 4.5 och 4.4, vilket mojliggér anvandningen av
lemma 3

Lemma 3 (Supremumolikheten for icke-negativa funktioner). Ldt w och h wvara
icke-negativa funktioner pd intervallet [0,00). Antag att sup,>ow(w) existerar samt
att [y° h(w) dw konvergerar. Da gdller

/Ooow(w) h(w) dw < sup {w(w)} X /Ooo h(w) dw. (4.50)

w>0
Bevis. Infor beteckningen W = sup,,> w(w). Det géller att
w(w) <W  for alla w > 0.
Eftersom h(w) > 0 for alla w > 0 foljer det att
w(w) h(w) < W h(w) for allaw > 0.

Bada sidor av olikheten ar icke-negativa for alla w > 0. Vi kan darfor integrera bada
sidor 6ver intervallet [0, 00) och olikhetens riktning bevaras

/OOO w(w) h(w) dw < /OOO W h(w) dw.

Eftersom W &r en konstant som inte beror pa w kan den flyttas ut ur integralen i
hogerledet

/Ooo Wh(w)dw = W/OOO h(w) dw = sup [w(w)] X /OOO h(w) dw.

w>0
]

Vi tillimpar lemmat med w(w) = w K2 (q,w) och h(w) = ¥’ (q,w)/w vilket ger

I,(q) < sup {w f(g(q,w)} X /OOO X/C,“O‘E:M dw. (4.51)

w>0
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Supremumet existerar eftersom hastighetsférdelningen fpy har avtagande svans och
Fo, dr rationell i |q, s w K2 dr begrinsad ovanifran for fix q. Den férsta faktorn

i hogerledet, sup,,g [wK }, kan berdknas explicit for varje given mork materia-
modell. Tillimpning av ekvation (4.46) ger

Io(q) < = Xha(a,0) sup [w K5(q.w)]. (4.52)

2 w>0

Detta galler for varje o vid varje fix q.

4.8 Ovre grans for spridningshastigheten

Vi har nu en 6vre grans pa I,(q) for varje komponent a och varje impulséverforing
q. Spridningshastigheten fas genom att summera [,(q) 6ver de tre komponenterna
och integrera over alla mojliga impulséverforingar:

Rs = / (§W§3;Ia(q). (4.53)

Olikheten fran ekvation (4.52) géller for varje a och varje q. Eftersom alla termer
ar icke-negativa kan vi integrera och summera pa bada sidor, och den 6vre griansen
pa spridningshastigheten blir

RSS/ B Z Xm q.0 sg% {wf(g(q,w)] (4.54)

Ekvation (4.54) géller oavsett val av formfaktor. Koordinatbytet i avsnitt 4.3 elimi-
nerade alla icke-diagonala bidrag. Positiviteten visad i avsnitt 4.5 och 4.4 garantera-
de att supremumolikheten kunde tillaimpas. Det enda som kravs dr att materialets
respons ar kausal och att systemet befinner sig vid tillrackligt lag temperatur. I
hogerledet av ekvation (4.54) upptriader tva faktorer. Den forsta, x/,(q,0), ir en
egenskap hos materialet som kan bestammas genom berdkningar eller matningar
och ér éndlig for varje fysikaliskt material. Den andra, sup,,[w K5(q,w)], beror en-
bart pa malmaterialets densitet pr och den morka materians parametrar, vilket ar
partikelns massa mpy, den lokala densiteten ppy, hastighetsfordelningen fpy och
kopplingskoefficienterna F, och kan beriknas explicit for varje given modell.
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Harledning av en ovre grans for
absorptionshastigheten

I kapitel 4 héarleddes en ovre grins for spridningshastigheten Rg med hjalp av
Kramers-Kronig-relationerna och positivitet hos den absorptiva responsen. I det-
ta kapitel tillimpas samma metod pa absorptionshastigheten R,. Fran avsnitt 3.4
galler

RA pDM /d3U fDM )FA( ) (51)

mpwmpPr

dar absorptionshastigheten for en partikel ér

1

) S

Fij(a, mom) x55(d, mom), 9 =mpuV. (5.2)
Till skillnad mot spridningsfallet ar energioverféringen inte en fri variabel, utan fix-
erad till w = mpym. Hela vilomassan absorberas av materialet och X;; utvarderas
darfor vid en enda frekvens istéllet for att integreras over ett intervall. Eftersom
metoden i kapitel 4 bygger pa att xj; upptrader som en funktion av en fri frekven-
svariabel kan den metoden inte tillampas direkt. Genom att skriva om R4 sa att en
explicit frekvensintegral framtrader kan metoden tillimpas dven pa absorptionshas-
tigheten.

5.1 Absorptionshastigheten som frekvensintegral

For att efterlikna spridningskérnan i ekvation (4.38) fran avsnitt 4.6, dér w upptréader
som en fri integrationsvariabel anvander vi identiteten

g(moxi) = /0 ~ dw 6(w — mow) g(w). (5.3)

Tillampat pa kontraktionen i ekvation (5.2) ger detta
Foslet,mone) X mone) = [ dw sl = mow) Fyla,w) (@) (54)
Nu ér w en fri variabel i integralen-, vilket mojliggér anviandningen av Kramers-

Kronig-relationerna. Inséttning i ekvation (5.1) ger ett uttryck med samma form
som spridningskarnan i ekvation (4.37),

Ry = /d3 / dw K3 (v, w) X§;(mpuv, w), (5.5)
med karnan
K (v,w) = 2’% Fort (V) 8(w — mpt) Fij (mpav, w). (5.6)
Mpwm PT
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5. Harledning av en Ovre grans for absorptionshastigheten

5.2 Begransning av frekvensintegralen

Formfaktorn F;; har samma struktur som i spridningsfallet, och koordinatbytet fran
avsnitt 4.3 fungerar darfor pa samma sétt. Hermiticiteten hos spinnoperatorn ér obe-
roende av om energioverforingen ar fri eller fix. Déarfor dndras ej positiviteten hos
Xo./w och Kramers-Kronig-relationen kan anvindas som tidigare. Darmed om sam-
ma steg som i fallet for spridningshastigheten foljs fas den roterade och férenklade
formeln for absorptionshastigheten

Ry = Z/d?’ / dw K2 (v,w) X", (mpyv, w), (5.7)
dar kdrnan ges av
Kéa(vch) = % fom(v) 6(w — mpw) faa<mDM|V’7W)' (5.8)
mpwm PT

Att v-integralen konvergerar beror som tidigare av att fpy har kompakt stod ef-
tersom fpym(v) = 0 for |v]| > vpax. Den hogra integralen &r precis den storhet som
Kramers-Kronig fixerar och ger 7 X,,,(mpumv,0). Det som aterstar dr att utvéirdera
supremumet av vikten w K, A Hir uppstar en svarighet som inte fanns i spridnings-
fallet. Eftersom kdrnan innehaller §(w — mpy) ar vikten en distribution och inte
en vanlig funktion vilket innebéar att det inte finns nagot punktvist supremum [12,
kap. 9]. Problemet uppstar eftersom det exciterade tillstandet i materialet har en
andlig livstid 7 [9, App. K, ekv. (K.1.26)]. Enligt energi- och tidsosékerhetsprincipen
ger en andlig livstid upphov till en osédkerhet i energin, Aw ~ 1/7, och darfor kan
absorptionslinjen inte kan vara odndligt skarp [9, App. K, ekv. (K.1.63-K.1.64)].
Detta innebar att vi kan ersatta deltafunktionen med en topp med éndlig bredd Aw
kring w = mpy. Eftersom hela arean under toppen ska vara 1 blir dess hojd vid
mitten 1/Aw. Supremumet av vikten blir nu dndligt och ges av
~ m ~

sup w K2 (v,w)] = 27;:2;)1\1;4,% fom(v) % Faa(mpu|v|,mpyn), — (5.9)
dar ﬁaa utvarderas vid w = mpy eftersom det ar déir toppen ar koncentrerad. Med
lemma 3 fas

Y dw KA (q ST - Foa v .
J) e Rl 0) Xaa(,w) < gt P fona(v) Faamon V] mons) Ko (monv, )
(5.10)

5.2.1 Ovre grins for absorptionshastigheten

Det enda som aterstar ar att samla ihop bidragen. Eftersom alla termer i ekva-
tion (5.10) &r positiva far vi summera 6ver « och integrera over hastighet utan att
olikhetens riktning &ndras. Resultatet ar

3

T PDM 5 §
i —/d 0). | (5.11
A S L s pr Aw v fom(v Z: o(mpM|V], mpM) Xoe (MDMV, 0) ( )

Den 6vre gransen for absorptionshastigheten har samma struktur som motsvarande
grans for spridningshastigheten i ekvation (4.54).
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Resultat och diskussion

I kapitel 4 hérleddes en 6vre grans for spridningshastigheten Rg,

T ~
Rg < @np > 5 Xaa(a,0) sup w K3 (q,w)]. (6.1)
Resultatet visar att spridningshastigheten inte kan bli godtyckligt stor for ett givet
material. Trots att den dynamiska susceptibiliteten x” (q,w) i allmédnhet har en
komplicerad frekvensstruktur begrénsas dess frekvensintegrerade vikt av den sta-
tiska susceptibiliteten genom Kramers-Kronig-relationerna. Darmed kan en oOvre
grans pa Rg hérledas utan fullstindig kunskap om hela excitationsspektrumet. Dér-
emot beror grinsen fortfarande pa materialet genom den statiska susceptibiliteten
Xho(d,0) och materialets densitet.

Pa motsvarande séatt harleddes i kapitel 5 en 6vre grans for absorptionshastighe-

ten R4,

w>0

3
Ry < g/d?’v > Xoa(mpuv, 0) sup {w KA (v, w)} (6.2)
a=1

Aven denna grins bygger pa att frekvensintegralen av den absorptiva responsen kan
relateras till den statiska susceptibiliteten. Skillnaden jamfort med spridningsfallet
ar att absorptionen utvarderas vid w = mp,;, medan spridning involverar en integral
over tillatna impuls- och energiéverforingar.

6.1 Fysikalisk tolkning

Den absorptiva delen av den magnetiska susceptibiliteten innehaller detaljerad infor-
mation om materialets excitationsspektrum. I allménhet kravs darfor full kunskap
om alla tillgdngliga excitationer for att exakt kunna berdkna spridnings- och absorp-
tionshastigheterna. De héarledda resultaten visar att den totala absorptiva vikten inte
kan fordelas godtyckligt. Kramers-Kronig-relationerna kopplar den frekvensintegre-
rade absorptiva responsen till den statiska susceptibiliteten, vilket innebar att mate-
rialets dynamiska respons begransas av dess statiska egenskaper. Resultatet innebar
att den dynamiska responsen inte kan koncentreras godtyckligt till ett specifikt fre-
kvensintervall utan att samtidigt reduceras vid andra frekvenser. Ett material med
mycket stark absorptiv respons néra en viss energi maste dérfor ha svagare respons
nagon annanstans, eftersom den totala spektrala vikten ér begrénsad.

Detta ar sarskilt relevant vid sokandet efter relevanta material for mork materia-
detektion, eftersom den dynamiska susceptibiliteten ofta ér svar att berdkna explicit
for realistiska system. De harledda grinserna gor det mojligt att uppskatta maxima-
la spridnings- och absorptionshastigheter utifran statiska materialegenskaper, utan
detaljerad kunskap om hela excitationsspektrumet. Resultaten kan dédrmed anvan-
das for att identifiera vilka typer av material som i teorin kan ge stark respons
mot mork materia. Det ar daremot viktigt att skilja mellan de 6vre granserna och
den faktiska spridnings- eller absorptionshastigheten. En stor statisk susceptibilitet
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6. Resultat och diskussion

garanterar inte att ett material ar ett optimalt detektormaterial. Den relevanta re-
sponsen maste dessutom vara koncentrerad till de frekvenser och impulser som ar
kinematiskt tillgiangliga for den inkommande mork materia-partikeln. Ett material
kan darfor ha stor total magnetisk respons men anda vara ineffektivt for detektion
om den spektrala vikten ar fordelad over fel energiomrade. For absorptionsprocesser
blir kopplingen till materialets excitationsspektrum sérskilt tydlig. Eftersom hela
mork materia-partikelns energi 6éverfors till materialet maste det finnas tillgangliga
excitationer vid energin w ~ mp,;. Material med excitationer i relevanta energiin-
tervall kan déarfor vara sarskilt gynnsamma for absorption av latt mork materia. De
6vre granserna kan darfor anvandas som ett verktyg for att uppskatta den maximalt
mojliga kénsligheten hos magnetiska material for mork materia-detektion utan att
forst behova utfora fullstandiga berdakningar av hela excitationsspektrumet.

6.2 Relation till tidigare arbeten

De hérledda 6vre gréanserna ar néra relaterade till tidigare begriansningar for mork
materia. I [5] har samma modell for spinnberoende véxelverkan anvints for att be-
skriva spridning och absorption i termer av den magnetiska susceptibiliteten. Detta
arbete bygger vidare pa detta genom att hérleda de 6évre granserna.

Magnetiska material och kollektiva spinnexcitationer har tidigare identifierats
som lovande for detektion av latt mork materia [6]. I sidana system kan magnon-
spektra ge upphov till forstéarkt respons vid laga energier. Absorptionsprocesser i
kondenserade materiens system har dven diskuterats i arbeten sasom [3], dér bety-
delsen av materialets excitationsspektrum och responsfunktioner betonas.

Liknande berdkningar som i detta arbete har dven utforts for dielektriska material
och EM-kopplad mork materia [15]. Detta arbete bygger pa en liknande idéstruktur
som [15], med anvdndningen av Kramers-Kronig-relationer, men applicerar motsva-
rande resonemang pa spinnberoende viaxelverkan i magnetiska material, dar suscep-
tibiliteten spelar en analog roll med den dielektriska responsfunktionen.

Till skillnad fran tidigare analyser uttrycks de Ovre grdnserna i denna rapport
direkt i termer av den statiska susceptibiliteten. Detta gor resultatet sarskilt an-
viandbart for jamforelser mellan olika material, eftersom den statiska susceptibilite-
ten ofta ar experimentellt tillgénglig d&ven nar den dynamiska susceptibiliteten inte
ar det.

6.3 Begransningar och antaganden

Hérledningen bygger pa flera antaganden som paverkar resultatets generalitet. Ett
centralt antagande ar att materialets respons kan beskrivas med linjar responsteori.
Det forutséitter att den externa perturbationen fran den morka materia-partikeln
ar tillrackligt svag samt att systemet antas svara linjart pa perturbationen. Till-
sammans med detta anvands aven Fermis gyllene regel, vilket innebar att hogre
ordningens bidrag fran vaxelverkan forsummas. Om véxelverkan istéallet driver sy-
stemet langt fran jamvikt kan hogre ordningens responstermer bli relevanta, vilket
inte inkluderas i denna analys.
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6. Resultat och diskussion

Vidare antas materialet vara homogent och translationsinvariant. Detta mojliggor
formulering i impulsrum och forenklar uttrycken for susceptibiliteten. I realistiska
material bryts dock translationsinvariansen av defekter, doménstrukturer, orenheter
och andlig kristallstorlek [16]. Sadana effekter kan modifiera excitationsspektrumet
och darmed paverka bade spridnings- och absorptionshastigheterna.

Dessutom antas systemet befinna sig vid temperaturer diar endast excitationer
fran grundtillstandet behover beaktas. Positiviteten av x”  bygger dessutom péa att
endast positiva energioverforingar bidrar, vilket géller vid temperaturen 7' = 0.
Vid andlig temperatur tillkommer &ven processer déar systemet kan avge energi,
vilket kan modifiera den spektrala representationen av susceptibiliteten samt o6ka
den experimentella bakgrunden.

Analysen begréinsas aven till den icke-relativistiska approximationen for mork
materia-partikeln, vilket anvinds i uttrycket for energioverforingen wg och i be-
handlingen av spridningen. For relativistiska mork materia-scenarier skulle bade
kinematiken och den effektiva vaxelverkan behéva modifieras. For absorptionshas-
tigheten anvands approximationen att energin kan skrivas som wq ~ mpys, vilket
innebér att hastighetsberoendet forsummas. Detta ar motiverat eftersom mork ma-
teria i galaxen ar starkt icke-relativistisk. I modeller dar absorptionen innehaller
explicit hastighetsberoende kan denna approximation inte goras.

Resultatet forutsatter aven att formfaktorn kan skrivas som en positivt semide-
finit tensor av Gram-typ. Detta géller for de modeller som har studerats hér, men
behover inte vara sant for godtyckliga effektiva vixelverkningar. Slutligen forutsét-
ter anvandningen av Kramers-Kronig-relationerna att susceptibiliteten ar kausal och
avtar tillrackligt snabbt vid hoga frekvenser for att de relevanta frekvensintegralerna
ska konvergera.

6.4 Mojliga generaliseringar

Flera mojliga generaliseringar av analysen kan studeras i framtida arbeten. En na-
turlig utvidgning ar att undersoka hur gransen modifieras vid dndlig temperatur.
I detta fall bidrar bade absorption och emission till responsen, och detaljerade ba-
lansrelationer behover inkluderas explicit.

For den dielektriska responsfunktionen, som behandlas i [15], gar det att hérleda
en materialoberoende 6vre grans med hjalp av en elektromagnetisk summationsregel.
Detta motiverar fragan om en liknande materialoberoende begrédnsning dven kan
hérledas for den magnetiska susceptibiliteten.

En annan mojlig generalisering &r att studera anisotropa eller starkt korrelerade
material. I sadana system kan susceptibiliteten fa en mer komplicerad tensorstruktur
och bero starkt pa riktningen hos den 6verfoérda impulsen.

Ytterligare en mojlig fortsdttning ar att tillimpa de hérledda granserna pa spe-
cifika materialmodeller och jamféra dem med explicita berdkningar av x”(q,w) for
magnetiska material med kénda spinnexcitationer. Det vore dessutom intressant
att undersoka hur nara olika material kan komma de harledda 6vre gréanserna och
om vissa materialklasser systematiskt ger starkare respons an andra. Tidigare ar-
beten har utvecklat numeriska metoder som gar att anvanda for att berdkna mork
materia-elektronspridning i kristallina material [17, 18].
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Slutsats

I detta arbete har spridning och absorption av moérk materia i magnetiska material
analyserats med fokus pa spinnberoende véxelverkan. Utifran en effektiv Hamiltoni-
an har spridnings- och absorptionshastigheten uttryckts i termer av den modellbero-
ende vixelverkan och malmaterialets magnetiska susceptibilitet, och en 6vre grans
for bada har hérletts.

For spridning skrivs hastigheten som en positivt viagd integral av den absorptiva
delen av susceptibiliteten. Genom ett koordinatbyte anpassat till impulséverforing-
en reduceras kontraktionen mellan formfaktorn och den magnetiska susceptibilite-
ten till en summa 6ver diagonala komponenter. Positivitet hos formfaktorn och en
supremumolikhet ger sedan en Ovre gréans uttryckt i termer av materialets statiska
susceptibilitet. For absorption fungerar samma metod efter att hastigheten skri-
vits om som en frekvensintegral, och pa samma sétt som for spridning kunde en
motsvarande ovre grans harledas.

Den grundlédggande idén for bada grianserna &r Kramers-Kronig-relationerna, som
kopplar den frekvensintegrerade vikten av x;;/w till den statiska susceptibiliteten.
Eftersom den statiska susceptibiliteten ar andlig for varje fysikaliskt material kan
den dynamiska responsen inte koncentreras godtyckligt vid en given frekvens utan
att samtidigt minska vid andra. Den totala spektralvikten ar darmed bunden av en
enda materialberoende storhet.

Resultaten ger ett konkret verktyg for materialjimforelse. Ett magnetiskt ma-
terials potential som detektor for mork materia kan bedoémas utifran dess statiska
susceptibilitet, utan fullstandig kunskap om hela excitationsspektrumet. Inom ra-
men for de antaganden som gjorts utgor de hiarledda grianserna dédrmed en grund for
att identifiera vilka material som kan ge stark respons pa moérk materia och saledes
vara lampliga som detektor.

Tack

Vi vill rikta ett stort tack till var handledare Riccardo Catena for vardefull hand-
ledning och manga insiktsfulla diskussioner under arbetets gang. Vi vill dven tacka
Andreas Rosén for hjalp med delar av distributionsbeviset i appendix B.
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A

Spar-invarians under ortogonala
koordinatbyten

[ avsnitt 4.3 anviinds att kontraktionen tr(F7T x”) &r invariant under det ortogonala
koordinatbyte som ges av R. Detta ar forutsiattningen for att kunna ersatta kon-
traktionen i ursprungssystemet med dess motsvarighet i det system déir €3 = q,
vilket i sin tur ar det som gor att kontraktionen reduceras till en summa 6ver enbart
diagonala komponenter. Hér ges det fullstandiga rakneargumentet.

Lemma 4 (Spar-invarians under ortogonalt koordinatbyte). Ldt R wvara en orto-
gonal 3 x 3-matris, det vill siga RTR = 1, och ldt F och X" vara 3 x 3-matriser.
Definiera
F=RFRT, x'=Rx"R". (A1)
Da gdller
tr (.7:“T )Z”) =tr (.FT X”). (A.2)

Beuis. Vi gor rikningen i tre steg. Forst beriknar vi 7. Transponatet av produkten
RFRT ges av den allménna regeln (XYZ)? = ZTYTXT | vilket ger

FI' = RFRT)T = RFTRT, (A.3)

dir vi anvinde att (RT)T = R. Vi sitter in detta tillsammans med x” = Rx"RT i
sparet )
tr(F'%") = tr (RF'RTRx'R"). (A.4)

Eftersom R ér ortogonal giller RTR = I. De tva mittenfaktorerna RTR forenklas
till enhetsmatrisen
=tr (RF"x'R"). (A.5)

Slutligen anvinder vi att sparet av en matrisprodukt &r oférandrat under cyklisk
permutation av faktorerna, tr(XY) = tr(YX). Vi flyttar R fran vinster till hoger

=tr (F'x'R'R) = tr (F'x"), (A.6)
dér vi i sista steget igen anvinde R’R = 1. O]

Kontraktionen har ddrmed samma vérde i bada koordinatsystemen, och vi kan fritt
vélja det system som ger enklast mojliga uttryck for formfaktorn.
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B

Distributionsteoretiskt bevis for
byte av ordning

[ avsnitt 4.6 anvands Proposition 2 {or att dverfora integralen [5° 3. (MG /we ) 0(w'—
we ) dw' till summan Y. MS/we. Detta steg ar centralt for att kunna tillimpa
Kramers-Kronig-relationen vid w = 0 och kraver en distributionsteoretisk moti-
vering.

Proposition 3. Med distributionsteori gdller att

dé > MS/wes <oo. (B.1)

6l

/ooooMa / / QOOMa

Bewis av Proposition 2. Vi anvinder distributionsteori for att tolka uttrycket

0o oo Ma
/ d(w — wer) dw. (B.2)

Integralen ska inte tolkas som en vanlig integral av en vanlig funktion. I stéllet ska
den forstas som att ett distributionsobjekt méts mot en testfunktion

/OO S Ma w — we)dw = (T, 1), (B.3)

dar
oo Ma
T — Z e 5w/ (B.4)

Detta gar dock inte att gora direkt. Anledningen ar att den konstanta funktionen
1 inte ar en testfunktion, eftersom testfunktioner maste ha kompakt stéd och den
konstanta funktionen 1 har inte det. Idén blir da istéallet att ersidtta denna otillatna
testfunktion med en foljd av tillatna testfunktioner som efterliknar 1 nar de gar i
grans. Om det finns sadana testfunktioner och om distributionen 7" ar valdefinierad,
sa kan vi berdkna det ursprungliga uttrycket. For att forenkla formuleringar ansitts

MO[
e/ = B5
0w i= 22 (®:5)
Vi definierar
T:=> agd,,. (B.6)
e/'=1

For varje testfunktion ¢ € D((0,00)) som méter distributionen 7" giller att

1) = (X arbone) = 3 o0 o) = S sl (B)

e'=1 e/'=1 e'=1
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For att se om distributionen 7" ar giltig testas om serien i hogerledet konvergerar. Om
den inte konvergerar ar distributionen ogiltig. Alla testfunktioner ér per definition
begrinsade vilket innebér att

p(we)| < ll@lloo- [19] (B.8)

Med detta fas uppskattningen

Y laepwe)| < gl D lael. (B.9)
e'=1 e’'=1
Givet att
M¢S
=| < 00, (B.10)
=1 we’

sa foljer att hogerledet ar dndligt. Dédrmed konvergerar serien

S v () (B.11)

e'=1

absolut for varje testfunktion ¢. Alltsa ar T véldefinierad som en distribution pa
(0,00). Nér detta val ar etablerat atergar vi till den ursprungliga tanken. Vi ville
maéata denna distribution mot funktionen 1, men eftersom detta inte ar tillatet maste
vi ersatta 1 med en approximationsfoljd av testfunktioner. Vi véljer darfor en f6ljd
(pr)r>1 C D((0,00)) sadan att

O0<epr=<1 (B.12)
for alla R > 1, och sadana att
pr(w) =1 (B.13)

for alla w € [1/R, R]. Dessa funktioner ar alltsa lika med 1 pa ett intervall som
vaxer nar R vaxer. Pa detta satt efterliknar de den konstanta funktionen 1. For
varje fixerad punkt we > 0 giller da att w. € [1/R, R] for alla tillrackligt stora R.
Darfor foljer att

Yr(we) — 1 da R — oo. (B.14)

Vi later nu distributionen 7" verka pa dessa testfunktioner. D& far vi
R) = Y e Pr(We). (B.15)

Fran tidigare argument géller att

o0 OO M 2 2 2 & MS
/ e 5(&) WE)dw:Bl{g%oV<T > hm V,ZICLEIQOR we)—ve/gl w:/
(B.16)

Denna slutsats galler dock om och endast om Y27 ’K‘ < oo, vilket ar nésta steg
i beviset.

IV
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. M
Konvergensbevis: -, —

A >0, 88 1/we < 1/A, och konvergensen reduceras till att visa > |MS| < oo.
Eftersom vi arbetar med en diagonal komponent har vi fran ekvation (4.36) att

< o00. For ett system med energigap galler w, >

Mg = (0[5 (@)le")]* = 0. (B.17)

Alla termer i summan &ar icke-negativa och absolutbeloppet kan déarfor tas bort:
|M&| = Mg. Vi behover alltsa visa att

2 Mg =2 10152 (q)le) < oo (B.18)

Vi skriver ut kvadraten av absolutbeloppet med hjilp av att [{«|8)]? = (a|B)(B|a)

2 {015 (a)leh]* = D_(0I52 (a)le’) (€527 (a)]0).- (B.19)

e/

Vi utnyttjar nu att egentillstanden |e) till Hamiltonianen bildar en komplett bas for
Hilbertrummet [7, ekv. (1.3.11)]. Fullstandighetsrelationen siger att

> le)el =1, (B.20)

alla e

dér 1 ar identitetsoperatorn och summan inkluderar grundtillstandet |0). Var summa
16per dock enbart 6ver de exciterade tillstanden ¢ # 0. Vi kan uttrycka denna

delsumma som
> leh{e'l =1 —10)(0]. (B.21)
e/'#0

Vi satter in detta mellan operatorerna. Det ger

> Mz = (0f3z(a) (1 - 0)0]) 32 (@)[0). (B2

Vi utvecklar detta uttryck genom att multiplicera ut parentesen
= (0/52(a) 1 527(q)|0) — (0152 (a) [0)(0] 52" (a)]0). (B.23)
Den forsta termen forenklas eftersom identitetsoperatorn 1 verkar trivialt
(0152 (a) 52" (@)[0). (B.24)

Den andra termen kan skrivas som en produkt av tva skaldra matriselement. Ope-
ratorn 5¢(q) verkar pa |0) och ger en vektor, och (0| projicerar sedan tillbaka pa
grundtillstandet. Resultatet ar

(015 (@)]0)(0[52" (@)]0) = 1(0]52 (@) [0)[*. (B.25)

Sammantaget far vi

ZMS = (0|3%(q) 527(a)|0) — [(0[3%(aq)|0)[*. (B.26)

v
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Hogerledet ér skillnaden mellan vintevirdet av operatorprodukten 3%(q)3%f(q) i
grundtillstandet och kvadraten av vintevardet av §%(q) i grundtillstindet. Denna
skillnad kan kénnas igen som variansen av operatorn s¢(q) i grundtillstandet. En
varians ar per definition positiv, vilket stdmmer 6verens med att vansterledet ar
en summa av icke-negativa termer. Eftersom variansen ér icke-negativ foljer ocksa
uppskattningen

Z:Mgf < {0152 (a) 5¢7(a) 0). (B.27)

Vi visar nu att hogerledet &r andligt. Operatorn §%(q) ar Fouriertransformen av
spinntitheten. For att forsta dess struktur behover vi beskriva det underliggande
gittersystemet. I ett kristallint material ar atomerna ordnade i ett regelbundet tre-
dimensionellt gitter. Varje gitterplats n har en position R,,, som i ett kubiskt gitter
med gitterkonstant a kan skrivas R,, = a(ny, ny, n,), dir n,, n,,n, ar heltal. Anta-
let gitterplatser betecknas N och systemets volym V. Pa varje gitterplats finns ett
kvantmekaniskt spinn s,,, vilket beskriver atomens magnetiska egenskaper. Kompo-
nenten av spinnoperatorn i riktning o vid plats n betecknas s, dar spinnets storlek
bestams av spinnkvantalet S. Fouriertransformen av spinntitheten ges da av

N
3%(q) =Y eaRn g, (B.28)
n=1
Déarmed galler att
(0132 (a) 327(a)[0) = D e a®n—Rn) {0]s0 57 |0). (B.29)

Faktorn (0]s% s%]0) ar den sa kallade spinnkorrelationsfunktionen. Den méter i vilken
utstriackning spinnet vid plats n och spinnet vid plats m ar korrelerade i grundtill-
standet |0). Om de tva spinnen ar fullstédndigt okorrelerade faktoriserar véntevérdet
till en produkt av enskilda vantevirden, medan ett stort viarde pa korrelationsfunk-
tionen innebar att de tva spinnens orienteringar hinger samman. Vi behdver nu visa
att dubbelsumman i ekvation (B.29) 4r dndlig. Varje term kan uppskattas med hjalp
av att spinnoperatorerna dr begréansade. Korrelationsfunktionen uppfyller

0157 s 0)] < [lspll - [lspull < S%, (B.30)

ml
m

och exponentialfaktorn har absolutbelopp |e~*@®»=Rn)| — 1. Varje term i dubbel-
summan ér dirmed begriansad i absolutbelopp av S2. Eftersom summan innehéller
N? par av gitterplatser foljer att

10152 () 527 (@)[0)] < N2S2. (B.31)

For ett andligt system med N gitterplatser ar detta alltsa ett andligt tal, och kon-
vergensen dr darmed visad. I gransen N — oo uppstar inte heller nagot problem.
Det som ska begransas egentligen ar namligen

>

6/

2MS

— B.32
Vwel ) ( 3 )

VI
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dér volymfaktorn 1/V kompenserar for tillvixten av systemet. Om vi tillfalligt bort-
ser fran faktorn 2/w./, rédcker det att studera uttrycket

1

(0 152(a) 52 (a) | 0) = LY e R | e | 0). (B.33)

n,m

%

Har summerar man 6ver alla par av gitterplatser n och m. Varje term innehéller
dels en fasfaktor e~"@(Be~Rm) - dels korrelationsfunktionen (0 | s@s% | 0). Antag nu
att kristallen ser likadan ut oavsett vilken gitterplats man véljer som utgangspunkt,
alltsa ar systemet translationsinvariant. D& beror inte resultatet pa de absoluta
positionerna R,, och R,,, var for sig, utan endast pa separationen mellan dem. Kor-
relationsfunktionen kan dérfor skrivas som

(0] 5255, | 0) = C°(Rn — Ra). (B.34)

dar C*(R) ar en funktion av den relativa positionsvektorn R. Nu géller att bade
fasfaktorn och korrelationsfunktionen endast beror pa den relativa separationen mel-
lan platserna n och m. Dubbelsumman kan darfér organiseras om genom att man
samlar ihop alla par (n,m) som har samma relativa vektor R. Givet att

F(R) = e 9RCR), (B.35)
kan dubbelsumman skrivas som

S F(R,—R,) =3 Z F(R). (B.36)

n,m R
R,— Rm—R

Eftersom F(R) ar samma for alla par (n, m) med samma separation R, kan den tas
ut ur den inre summan. D& aterstar endast att rdkna hur manga par (n,m) som ger
upphov till en viss relativ vektor R. I ett translationsinvariant gitter finns det for
varje tillaten vektor R exakt N sddana par. Anledningen ar att om man véljer plats
m godtyckligt, sa bestdms plats n entydigt av kravet

R, =R, +R. (B.37)

Eftersom det finns N méjliga val av m, foljer att antalet par med en given separation
R ér just N. Darmed far man

S F(R,—R,)=NY F(R). (B.38)

Insatt i vart uttryck ger detta
1 ~a ~at —iq-R o
7 {018(a)scH(a) [ 0) = Ze THCYU(R). (B.39)

Eftersom korrelationsfunktionen endast beror pa separationen kan man véilja den
ena gitterplatsen som en referenspunkt. Man later da denna referensplats betecknas
med 0, och skriver den andra platsen som den plats som ligger pa relativ position
R fran referenspunkten. Med denna notation kan man identifiera

CR) = (0] 5052 | 0. (B.40)
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Darmed fas

015202 ) 10 = 5 X0 s |0) (B.41)

<|=

Prefaktorn N/V ar antalet gitterplatser per volymenhet. For ett givet material ar
denna kvot konstant. Fragan om konvergens reduceras darfor till om summan

S e R0 | sgs | 0) (B.42)
R

ar valdefinierad. Det avgors av hur korrelationsfunktionen beter sig for stora avstand
|R|. Storheten (0 | s§sg | 0) méter hur starkt spinnet vid referensplatsen &r korrele-
rat med spinnet vid en plats pa avstand R. Om dessa korrelationer avtar tillréckligt
snabbt med avstandet, blir bidragen fran stora |R| sma, och summan kan da kon-
vergera aven nar N — oo. I ett system med energigap avtar spinkorrelationerna
enligt [14],

(O] sk | 0) = (0] 5§ | 0)0 | six | 0)] S e RV, (B.43)

dér ¢ ar korrelationslangden. Den subtraherade termen beskriver en eventuell statisk
langrackviddig ordning. En sadan tidsoberoende del ger endast ett bidrag vid w = 0
och paverkar darfor inte den summa som upptriader hér, eftersom denna endast
omfattar exciterade tillstand med w. > 0. For den del av korrelationsfunktionen
som bidrar till x” aterstar dirmed endast den konnekterade delen,

10 | s§s% | 0)] < e IRI/E, (B.44)

Detta innebar att det exponentiella bidraget fran stora avstand ar forsumbart. Sum-
man domineras darfor av ett dndligt omrade kring referensplatsen, vilket gor att
uttrycket forblir konvergent dven i den termodynamiska gréansen. Alltsa géller

(3 « —1 « NM
M s.a Ze RO 50K |0V <M = ]\}1_1?;0—26 AR | sy 3R|0>§7§OO-
(B.45)
Sammantaget har vi darfor visat att for bade ett andligt material och i fallet dar
materialets storlek gar mot odndligheten finns det en 6vre grans for
ZM‘”‘ (0|5%(q) 5°7(q)|0) < oo. (B.46)
Vilket innebér att
00 oo Mo o N
/ eéw—we)dw—llm<T,ng>:Z = (B.47)
/=1 We!
O
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C

Kod till figur for
hastighetsfordelningen

Koden nedan anvandes for att generera figur 2.1 som visar hastighetsfordelningen
for mork materia.

Listing C.1: Plot av hastighetsférdelningen

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametrar i km/s

v0 = 220
vesc = 540
ve = 240

# Hastighetsintervall
v = np.linspace(0, 900, 1000)

mu = np.linspace(-1, 1, 1000)

# Listor for fordelningarna
f no_cut = []
f_cut = []

for vi in v:
# |v + vel
u = np.sqrt(vi*k*2 + ve*x2 + 2xvikvexmu)

# Utan cutoff
f1 = np.exp(-u**2 / vO*x2)

# Med cutoff
f2 = np.exp(-u**2 / v0*x2)
f2[u > vesc] = 0

# Integrera o6ver vinklar
integrall = np.trapezoid(f1l, mu)
integral2 = np.trapezoid(f2, mu)

# v~2 fran sfariska koordinater
f_no_cut.append(vi**2 * integrall)
f_cut.append(vi**2 * integral?2)

# Konvertera till arrays

f_no_cut = np.array(f_no_cut)
f_cut = np.array(f_cut)
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C. Kod till figur for hastighetsférdelningen

# Normalisering
f_no_cut /= np.trapezoid(f_no_cut, v)
f_cut /= np.trapezoid(f_cut, v)

# Plot

plt.figure(figsize=(9,4.5))

plt.plot(v, f_no_cut, linewidth=2, label=r"Utan $v_{\rm ,esc}$-avskirning")

plt.plot(v, f_cut, linewidth=2, linestyle = "--", label=r"Med_ $v_{\rm esc}
$-avskarning")

plt.xlabel(r"$v$, [km/s]", fontsize=20)

plt.ylabel (r"$f_{\rm DM} (v)_\;u\;u[(km/s)~{-1}]1$", fontsize=20)
plt.xticks(fontsize=16)

plt.yticks(fontsize=16)

plt.legend(fontsize=16)
plt.grid(True)
plt.tight_layout ()
plt.show()
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