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SammanfattningBranh-and-Bound är en viktig algoritm som används i matematisk optimering. Denbygger på tekniken Divide and Conquer, där ett problem förgrenas till delproblem somär lättare att lösa. Algoritmen används för att lösa generella heltalsoptimeringsproblemoh speiella fall av sådana såsom handelsresandeproblemet.Flertalet studenter som läser grundläggande kurser i optimering får lära sig grunder-na i algoritmen, men utan en visuell representation av hur den fungerar är det förhållan-devis svårt. Den här rapporten innehåller en detaljerad beskrivning av den programvarasom skapats av författarna oh som syftar till att underlätta inlärningen av Branh-and-Bound. Skapandet av ett pedagogiskt verktyg för att lära ut Branh-and-Bound involve-rar både implementering av algoritmen oh att designa ett användarvänligt gränssnitt.Syftet med rapporten är att beskriva hur en programvara för användning i optimerings-kurser vid Chalmers tekniska högskola oh Göteborgs universitet skapats.Det resulterande programmet, som löser både allmänna heltalsoptimeringsproblemoh handelsresandeproblemet, testades för funktionalitet oh användarvänlighet. Sam-manfattningsvis har programvaran utveklats som ursprungligen planerats i projektstar-ten oh uppfyller i stort sätt våra förväntningar.AbstratBranh-and-Bound is an important algorithm used in mathematial optimization. It isbased on the tehnique of Divide and Conquer, dividing a problem into subproblems thatare easier to solve. The algorithm is used to solve general integer linear programmingproblems, ILP-problems, and speial ases of suh problems like the Traveling SalesmanProblem.Many students who study a basi ourse in optimization are required to learn thebasis of the algorithm, but without a visual representation of how it works it is quitehard. This paper ontains a detailed desription of a program, reated by the authors,designed to ease the di�ulty of learning this partiular algorithm. Creating a peda-gogial tool for learning Branh-and-Bound involves both implementing the algorithmand designing a user friendly program interfae. The purpose of this report is to de-sribe how we made a standalone appliation for use in optimization ourses at ChalmersUniversity of Tehnology and the University of Gothenburg.The resulting program, solving both general ILP problems and the Traveling Sales-man Problem, was tested for funtionality and usability. In onlusion, the software wasdesigned as initially intended and full�lls most of our expetations.



InnehållInledning 11 Syfte 12 Begränsningar 13 Arbetsgång 24 Upplägg av rapporten 2Teori 45 Simplexmetoden för lösning av linjärprogrammeringsproblem 45.1 Ett exempel med visuell beskrivning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55.2 Algoritmbeskrivning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65.3 Degeneration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 Heltalsoptimering 106.1 Handelsresandeproblemet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116.2 Kappsäksproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 Branh-and-Bound 147.1 Branh-and-Bound-algoritmen för linjära heltalsproblem . . . . . . . . . . . . 147.1.1 Matematisk beskrivning av algoritmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147.1.2 Sökmetoder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167.1.3 Vikten av att ha en bra tillåten lösning till det ursprungliga problemet 177.1.4 Optimistisk uppskattning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177.1.5 Bevis för att Branh-and-Bound-algoritmen konvergerar . . . . . . . . 187.2 Branh-and-Bound-exempel för ett linjärt heltalsproblem . . . . . . . . . . . 187.3 Branh-and-Bound-tekniker för handelsresandeproblemet . . . . . . . . . . . . 217.3.1 Heltalsrelaxering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217.3.2 Förgrening över möjliga vägar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217.3.3 Relaxering genom att tillåta subturer . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227.3.4 Reduktion av kostnadsmatrisen för handelsresandeproblemet . . . . . 23Implementering, programupplägg oh testning 268 Vår implementering av Branh-and-Bound för heltalsoptimeringsproblem 268.1 Initiering av data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268.2 Lösningsgång . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268.3 Uppdatering av optimistiska gränser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308.4 Lösning av hela optimeringsproblemet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 Vår implementering av Branh-and-Bound för handelsresandeproblemet 319.1 Reduktion av kostnadsmatrisen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319.2 Test för att se om noden innehåller en tillåten lösning . . . . . . . . . . . . . 329.3 Test av avbrottskriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339.4 Förgrening . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339.5 Borttagning av subturer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34



10 Upplägg av programfönstret ur ett pedagogiskt perspektiv 3610.1 Branh-and-Bound-trädet oh Översiktskartan . . . . . . . . . . . . . . . . . 3610.2 Panel för övre oh undre gränser på optimalvärdet . . . . . . . . . . . . . . . 3710.3 Nodinformationsrutan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3710.4 Orginalproblemsrutan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3710.5 Knappar för att lösa problemet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3710.6 Menyn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3711 Testning av Branh-and-Bound Illustrator 3911.1 Korrekthet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3911.1.1 Testning med hjälp av Cplex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3911.1.2 Autogenererad testning för handelsresandeproblemet . . . . . . . . . . 4011.1.3 Testning av speialfall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4011.2 Användarvänlighet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40Diskussion oh slutsats 4212 Diskussion 4212.1 Val vid implementering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4212.2 Begränsningar i programvaran . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4212.3 Pedagogiskt resonemang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4312.4 Förbättrings- oh utveklingspotential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4313 Slutsats 44Appendix 47A Programstruktur 47B Tekniska aspekter kring implementeringen 50B.1 Branh-and-Bound-trädet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50B.2 Översiktskarta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52B.3 Nodspei�k information - graf för heltalsoptimeringsproblem . . . . . . . . . 53B.4 Nodspei�k information - graf för handelsresandeproblemet . . . . . . . . . . 54C Att skapa en webbapplikation av vår programvara 58



FörordDen här rapporten är en gemensam produkt av Anna Furberg, Jonathan Ahlstedt Gyllbrandt,Agnes Ramle oh Johan Villysson. Tillika är den programvara som beskrivs i rapportenresultatet av det projekt som utförts av ovanstående medlemmar. Nedan listas vilka delarsom ska tillskrivas respektive författare. De olika avsnitten har dok bearbetats av gruppenssamtliga medlemmar oh ska därför inte enbart ses som en enskild persons arbete. En meromfattande förtekning än den som listas här �nns i de loggböker som respektive författarefört under arbetets gång samt i den gemensamma dagboken.Rapportens olika delarUnder skrivandet av den här rapporten har varje författare kunnat gå in oh redigera tex-ten i alla kapitel. Dok ska det största arbetet med respektive avsnitt tillskrivas individuellapersoner. Härefter följer en förtekning över vem som är huvudförfattare för respektive del.Sammanfattning - Anna Furberg, Agnes Ramle, Johan VillyssonAbstrat - Jonathan Ahlstedt, Anna Furberg, Agnes Ramle, Johan VillyssonFörord - Jonathan Ahlstedt, Agnes RamleInledning - Johan VillyssonSyfte - Johan VillyssonBegränsingar - Agnes RamleArbetsgång Johan VillyssonRapportupplägg - Agnes RamleTeori - Agnes RamleSimplexmetoden för lösning av linjärprogrammeringsproblem - Jonathan AhlstedtHeltalsoptimering - Johan VillyssonHandelsresandeproblemet - Agnes RamleKappsäksproblemet - Anna FurbergBranh-and-Bound - Agnes RamleBranh-and-Bound-algoritmen för linjära heltalsoptimeringsproblem - Anna FurbergBranh-and-bound-exempel för ett linjärt heltalsoptimeringsproblem - Anna FurbergBranh-and-Bound-tekniker för handelsresandeproblemet - Agnes RamleImplementering, programupplägg oh testning - Agnes RamleVår implementering av Branh-and-Bound för heltalsoptimeringsproblem - Agnes RamleVår implementering av Branh-and-Bound för handelsresandeproblemet - Agnes RamleUpplägg av huvudprogramfönstret ur ett pedagogiskt perspektiv - Agnes RamleTesting av Branh-and-Bound Illustrator - Agnes RamleKorrekthet - Agnes RamleAnvändarvänlighet - Jonathan AhlstedtDiskussion oh slutsatsDiskussionVal vid implementering - Jonathan AhlstedtBegränsningar i programvaran - Jonathan Ahlstedt, Agnes Ramle, Johan VillyssonPedagogiskt resonemang - Johan Villysson, Anna FurbergFörbättrings- oh utveklingspotential - Jonathan Ahlstedt, Johan VillyssonSlutsatser - Johan VillyssonAppendixProgramstruktur - Jonathan AhlstedtTekniska aspekter kring implementeringen - Johan VillyssonBranh-and-Bound-trädet - Johan VillyssonÖversiktskarta - Johan VillyssonNodspei�k information - graf för heltalsoptimeringsproblem - Johan VillyssonNodspei�k information - graf för handelsresandeproblemet - Agnes RamleAtt skapa en webbapplikation av vår programvara - Johan Villysson



Programvarans olika delarFör klasserna1 i programvaran �nns, preis som för rapporten, en eller ett par personer somlagt grunden till just den delen. I vissa klasser har bara en medlem ur gruppen bidragit tillkoden medan det med andra klasser varit en mer dynamisk proess där kod lagts till efterhand av olika personer. Den person som ska tillskrivas det största arbetet för respektiveklass är fetmarkerad i listan nedan. Därefter följer övriga författare i fallande ordning efterarbetsinsats i den mån det �nns �era skapare.SeletionFrameController - Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.WelomeFrame - Agnes Ramle.ILPFrame - Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.ILPProblemInputFrame - Agnes Ramle.ILPOwnProblemFrame - Agnes Ramle.TSPProblemInputFrame - Agnes Ramle.TSPOwnProblemFrame - Agnes Ramle.OpenFileFrame - Jonathan Ahlstedt.SaveFileFrame - Jonathan Ahlstedt.MainFrame - Johan Villysson, Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.MenuBarForMainFrame - Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.MainFrameController - Johan Villysson, Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.NodeButton - Jonathan Ahlstedt, Agnes Ramle, Johan Villysson.NodeEdge - Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.TreePainter - Jonathan Ahlstedt, Agnes Ramle, Johan Villysson.SreenImage - Klass hämtad från http://tips4java.wordpress.om/2008/10/13/sreen-image/, skriven av Rob Camik [1℄.HowToUseTheProgramFrame - Agnes Ramle.SearhMethodInformationFrame - Agnes Ramle.Index - Agnes Ramle.ILPExplanationFrame - Anna Furberg, Agnes Ramle.TSPExplanationFrame - Anna Furberg.ILPPlotPanel - Johan Villysson, Jonathan Ahlstedt.BranhAndBoundILP - Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.BranhAndBoundNodeILP - Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.LPFormulation - Agnes Ramle, Anna Furberg, Jonathan Ahlstedt.ILPSolver - Jonathan Ahlstedt, Johan Villysson, Agnes Ramle.BranhAndBoundTSP - Agnes Ramle.BranhAndBoundNodeTSP - Agnes Ramle.Ar - Agnes Ramle.TSPGraph - Agnes Ramle, Jonathan Ahlstedt.BranhAndBoundInterfae - Agnes Ramle.BranhAndBoundNodeInterfae- Agnes Ramle.

1I appendix A �nns en detaljerad lista över varje klass ansvarsområde. Här ska okså nämnas att klassernahar tagit olika lång tid att programmera.



InledningÅr 1960 publierade A. H. Land oh A. G. Dakin en artikel i tidsskriften Eonometria omen automatisk metod för att lösa diskreta programmeringsproblem [2℄. I arbetet formuleradede en algoritm för att numeriskt lösa linjära optimeringsproblem med heltalskrav på vissavariabler. Arbetet lade grunden för den algoritmtyp som idag kallas Branh-and-Bound. Idéngår ut på att förenkla oh förgrena ursprungsproblemet i delproblem som i sig är lättare attlösa med andra numeriska eller analytiska metoder. Denna förgrening fortgår till dess attett optimum för ursprungsproblemet som uppfyller de ursprungliga villkoren har hittats ohveri�erats.Ett exempel på ett problem som kan lösas med hjälp av Branh-and-Bound är kappsäks-problemet, se avsnitt 6.2. Tanken bakom kappsäksproblemet är att man har en kappsäksom ska fyllas med ett antal objekt av olika storlekar samt med olika sorters värde. Problemetgår ut på att välja ut rätt objekt för att optimera värdet i kappsäken. Strukturen kan hittasi �era vardagliga oh industriella problem såsom investeringar i värdepapper eller paketeringav råvarumaterial. Det gemensamma för dessa problem är att det �nns ett binärt villkorpå de variabler, det vill säga objekt, som representerar föremål som antingen pakas ner ikappsäken eller inte.Branh-and-Bound är skräddarsydd för linjära optimeringsproblem med heltalsvillkor,även om den idag ofta används i kombination med andra lösningsmetoder oh heuristiker.Den har även visat sig vara e�ektiv på problem som uppvisar samma karaktär som hel-talsoptimeringsproblemen. Ett exempel på en speiell typ av heltalsoptimeringsproblem därBranh-and-Bound visar sig fungera bra är handelsresandeproblemet. I problemet ska enhandelsresande utgå från sin hemstad oh besöka ett antal städer i en ordning som mini-merar restiden samtidigt som den handelsresande inte får besöka samma stad mer än engång oh dessutom måste återvända hem igen. Problemstrukturen uppkommer okså oftainom industrin, till exempel inom logistik2 oh vid tillverkningen av kretskort3 oh därför ärBranh-and-Bound en intressant lösningsalgoritm att studera.1 SyfteUr ett pedagogiskt perspektiv är Branh-and-Bound-algoritmen en metod som enklast för-klaras illustrativt. Stegen i algoritmen kan visualiseras i ett träddiagram där varje steg imetoden kan följas tills en optimallösning hittas.Syftet med det här projektet är att skapa ett enkelt oh lärorikt program som under-lättar i undervisningen av Branh-and-Bound-metoden vid Chalmers tekniska högskola ohGöteborgs universitet. Målgruppen för programmet är studenter som läser en optimerings-kurs innehållandes linjärprogrammering där vi förväntar oss att användaren tidigare har hörttalas om Branh-and-Bound-metoden för att få ut maximalt av programmet. Målet med rap-porten är att beskriva hur vi gått tillväga för att skapa ett interaktivt läroverktyg som stegvisförklarar oh illusterar varje iteration i Branh-and-Bound-algoritmen.2 BegränsningarVi kommer i den här rapporten presentera den matematiska formuleringen av ett antal oli-ka optimeringsproblem. För två av dessa, heltalsoptimeringsproblem med linjär målfunktionoh linjära bivillkor samt speialfallet av dessa handelsresandeproblemet, kommer vi oksåbeskriva hur Branh-and-Bound-algoritmen kan användas på olika sätt för att hitta en op-timallösning. För det tredje problemet, kappsäksproblemet, presenteras dok ingen spei�kBranh-and-Bound-teknik.2DPS, Göteborg [3℄.3Philips, Norrköping (1988) [4℄. 1



Av de presenterade Branh-and-Bound-teknikerna implementerades sedan bara två, merrymdes inte inom ramen för det här kandidatarbetet. Hur implementeringen gjordes �nnsbeskrivet i avsnitt 8�9.3 ArbetsgångVid projektets början krävdes en del teoristudier om Branh-and-Bound. Eftersom gruppensmedlemmar hade olika kunskapsbakgrund, där vissa hade läst optimeringskurser innehållan-des Branh-and-Bound innan oh vissa inte, blev det första steget att studera algoritmernaoh teorin bakom dem innan vi satte igång med implementeringen. Dessa teoristudier fort-satte sedan kontinuerligt under arbetets gång vid sidan av programmeringen.I början av programmeringsarbetet bestämde vi oss för att använda utveklingsverktygetElipse [5℄. Fördelen med att använda ett utveklingsverktyg såsom Elipse är möjlighetentill hjälp med syntaxen oh buggtestningen av programmet. Till exempel erbjuds en funktion,auto-�ll, som automatiskt kan fylla i resterna av ett metodnamn eller ett ord för att göradem fullständiga oh korrekta. Detta är annars något som ofta resulterar i mindre fel vidkompilering av koden. Utöver många hjälpfunktioner för syntax �nns även inbyggda rutinerför refaktorering av kod, exempelvis möjligheten att skapa ett Interfae av en be�ntligklass.Programmeringen var okså den del av arbetet som krävde mest timmar under projektetsgång. Tillvägagångsättet under denna fas bestod myket i �Trial and Error�, alltså testadesmånga olika idéer som ofta resulterade i små fel som �k korrigeras efter hand som de upp-täktes. Vi utnyttjade även den kunskapsbas som �nns tillgänglig via internet. Oftast användevi Google för att få fram forumtrådar där personer hade haft samma eller liknande problemsom vi stött på oh där erfarna programmerare erbjudit tips oh svar på dessa frågor. Dessatips fungerade sedan som en inspiration vid kodningen men även som uppfräshning av gamlakunskaper. Vi vill dok nämna att vi vid uppbyggnaden av Branh-and-Bound-algoritmernainte utgik från några färdiga kodpaket eller andra implementationer.Det krävdes även omfattande testning oh felsökning under kodningsfasen. Testningeninnefattade inte bara korrekthet av Branh-and-Bound-implementationen utan även testningav programvaran på studenter för att säkerställa tillräkligt hög användarvänlighet.Under hela projektets gång har vi även samtidigt skrivit på denna rapport. För att ef-fektivisera skrivproeduren delade vi till stor del upp arbetet bland gruppens medlemmarmen varvade även detta med att skriva i grupp eller i par. All den kod oh text som skrevspå olika håll krävde ett bra system för att sammanfoga arbetet. Till detta använde vi SVN,subversion, som är ett versionshanteringssystem som håller reda på vem som uppderat vilken�l oh när detta skedde. Dessa �ler behöver samlas på en server, i vårt fall blev det Fysik-teknologsektionens, för att kunna ladda upp oh ladda hem arbetet både hemifrån oh frånChalmers datorer.Till sist har vi även dokumenterat allt arbete i en gruppdagbok samt haft regelbundnamöten med vår handledare Ann-Brith Strömberg, då vi har tillhandahållit rapporttexter ohvårt program för att få kommentarer på det arbete som har gjorts.4 Upplägg av rapportenI den här rapporten kommer först den bakgrundsteori som krävs för att förstå oh kunnaimplementera Branh-and-Bound att presenteras. Teoriavsnittet börjar med en beskrivningav simplexalgoritmen, en teknik för att hitta optimum till linjärprogrammeringsproblem, envanlig metod för att hitta en lösning till delproblem som uppstår vid användning av Branh-and-Bound. Därefter följer en presentation av tre vanliga varianter av optimeringsproblem.Sist i avsnittet beskrivs olika Branh-and-Bound-tekniker för generella heltalsoptimerings-problem oh för speialfallet handelsresandeproblemet.Efter teorikapitlet följer sedan en redogörelse för hur vi gått tillväga i implementationenav några av de algoritmer som beskrivits i kapitlet innan. Avsnittet innehåller okså enbeskrivning av vårt programs, Branh-and-Bound Illustrators, huvudprogramfönster ur detpedagogiska perspektivet samt slutligen ett avsnitt om programvarans testning.2



Rapporten fortsätter därefter med en diskussion kring val oh problem som uppstått underkandidatarbetets gång. Avslutningsvis bifogas ett appendix med bland annat programmetsstruktur, det vill säga vilka klasser som skrivits för att bygga upp programvaran, oh tekniskaaspekter kring implementeringen. Sist men inte minst följer i appendix ett avsnitt om hur enwebbapplikation kan skapas av vår programvara.
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TeoriFörst i det här kapitlet kommer vi att introduera en lösningsmetod för linjärprogrammerings-problem, simplex, som inte är direkt kopplad till Branh-and-Bound men som ändå användsvid lösning av många optimeringsproblem som ett steg i Branh-and-Bound-algoritmen. Där-efter kommer vi att gå in på matematiska formuleringar av optimeringsproblem som alla kanlösas med hjälp av Branh-and-Bound. De vi har valt ut är i tur oh ordning, generellaheltalsoptimeringsproblem, ofta förkortade med ILP, handelsresandeproblem oh kappsäks-problem.Slutligen beskriver vi hur Branh-and-Bound-algoritmen ser ut mer i detalj för de olikaproblemtyperna heltalsoptimeringsproblem oh handelsresandeproblem.5 Simplexmetoden för lösning av linjärprogrammerings-problemI det här avsnittet kommer grunderna för hur simplexmetoden fungerar att presenteras. Sim-plexmetoden, eller simplexalgoritmen som den okså kallas, är en e�ektiv metod för att snabbthitta optimum till ett av de vanligaste problemen inom optimeringslära, linjärprogramme-ringsproblem. I praktiken är det ofta simplexmetoden4, eller någon mindre modi�ering avden, som används när man löser linjärprogrammeringsproblem, eller LP-problem som detofta förkortas. Ett LP-problem är ett minimerings- eller maximeringsproblem av en linjärfunktion över ett område som de�nieras av linjära bivillkor.Simplexalgoritmen fungerar bara för LP-problem på standardform [7, sid. 80 �.℄, det villsäga uttrykta som att:maximera z =
n

∑

j=1

cj xj ,då n
∑

j=1

aij xj =bi, i = 1, 2, 3, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, ..., n.I de �esta fall anges generella LP-problem dok inte på standardform från början. Det kan�nnas variabler, xk, som har andra begränsningar än ike-negativitet, såsom xk ≤ 0 elleratt xk tillåts anta vilket reellt värde som helst. Istället för likhet i andra raden ovan kandet för vissa i gälla att ∑n

j=1 aijxj ≥ bi eller ∑n

j=1 aijxj ≤ bi. Att inte starta med ett LP-problem uttrykt på standardform är dok inget större problem då det alltid går att, medolika tekniker, skriva om problemet till standardform.Ett viktigt begrepp för att förstå simplexmetoden är baslösningar. En tillåten baslösningär en lösning, det vill säga en punkt x, som uppfyller alla bivillkor för LP-problemet oh somdessutom är en hörnpunkt i den polyeder som utgör området som ska optimeras över.För att hitta optimum till ett LP-problem med simplexalgoritmen går man i varje stegfrån ett hörn i lösningsmängden till ett annat hörn med ett bättre värde på målfunktionen.I varje steg förbättras målfunktionsvärdet vilket gör att algoritmen konvergerar mot ettoptimalt hörn i lösningsmängden. Minst en av optimallösningarna5 till problemet kommeratt åter�nnas i detta hörn enligt Linjärprogrammmeringens huvudsats, se Optimeringslära([7, sid. 80℄).Om det från början inte �nns någon given tillåten baslösning kan simplexmetoden använ-das för att hitta en. För att �nna den första tillåtna baslösningen löses ett nytt LP-problemsom fås genom att skriva om startproblemet med hjälp av så kallade arti�iella variabler, se4Vanligt är okså så kallade inre punkts-metoder, se vidare konferenspublikationen A new polynomial-timealgorithm for linear programming [6℄5Det kan �nnas �era punkter med samma optimalvärde.4



Optimeringslära ([7, sid. 100�103℄). Det nya problemet är utformat så att dess optimallös-ning är en tillåten baslösning till startproblemet. Med andra ord, om det saknas en tillåtenbaslösning löser vi först ett nytt LP-problem med simplexmetoden för att hitta en tillåtenbas så att vi sedan kan lösa ursprungsproblemet med hjälp av simplexmetoden.5.1 Ett exempel med visuell beskrivningFör ett problem med mer än tre variabler blir en visuell förklaring av simplexmetoden ganskakomplex även om lösningstekniken är densamma oavsett antal variabler. Det är till exempelsvårt att gra�skt visa ett hörn på ett fyrdimensionellt objekt. Med två eller tre variablerär det däremot myket lättare att utifrån en visuell beskrivning se hur algoritmen fungerar.Nedan följer en illustrering av hur algoritmen fungerar för ett exempel med två variabler.Låt oss betrakta problemet attmaximera z = x1+2x2,då −x1+ x2 ≤ 2,

−x1+2x2 ≤ 5,

4x1+ x2 ≤16,

xj ≥ 0, j = 1, 2,för vilket det är lätt att hitta en startlösning i origo eftersom problemet är ett maximerings-problem som bara har mindre än eller lika med villkor där alla xj ≥ 0. Om vi skriver omproblemet på standardform får vi,maximera z = x1+2x2,då −x1+ x2+s1=2,

−x1+2 x2+s2=5,

4x1+ x2+s3=16,

xj≥0, j = 1, 2,

sk≥0, k = 1, 2, 3.Det omformulerade problemet är ett problem med fem variabler där bara två av variablernaåter�nns i målfunktionen. Vi har lagt till en variabel, sk, per bivillkor. Dessa variabler kallasför slakvariabler oh är hjälpvariabler för att omvandla ett mindre-än-eller-lika-med eller ettstörre-än-eller-lika-med-villkor till ett lika-med-villkor. För att beskriva hörnpunkten i origomed hjälp av denna nya bas så antar slakvariablerna värdena s1 = 2, s2 = 5 oh s3 = 16,det vill säga vi har lösningsvektorn [0, 0, 2, 5, 16℄.Vi introduerar nu en så kallad simplextablå,
xB z x1 x2 s1 s2 s3 b̄z 1 -1 -2 0
s1 -1 1 1 2
s2 -1 2 1 5
s3 4 1 1 16 .Tablån används för att beskriva stegen i simplexalgoritmen på ett mer kompakt sätt, därkolumnen längst till vänster beskriver vilka variabler som ligger i basen. Kolumnen längst tillhöger beskriver hur lösningsvektorn ser ut samt vilket z-värde vi har i nuvarande steg där vii det här fallet börjar med z = 0. Anledningen till att objektfunktionen har ett negativ värdeär att vi skrivit om målfunktionen z = x1 + 2x2 som z − x1 − 2x2 = 0.I andra steget av algoritmen ska vi först hitta den variabel som ska ingå i den nya basenoh sedan vilken variabel som ska ta utgå ur den gamla. Vi betraktar andra raden i tablån,målfunktionens konstanter eller reduerade kostnader som det okså kallas, oh ser att vi harnegativa konstanter framför både x1 oh x2. För ett maximeringsproblem betyder det attför varje steg vi tar i x1− eller x2−riktning kommer vi att öka målfunktionens värde med 1respektive 2. Om alla koe�ienter däremot hade varit positiva konstanter hade den nuvarande5



basen varit en optimallösning i oh med att ingen av variablerna som skulle kunna inkluderasi en ny bas hade förbättrat lösningen. För minimeringsproblem letar vi istället efter positivakonstanter för att hitta bättre hörn oh har en optimallösning då vi enbart har negativakonstanter.För maximeringsproblem väljer vi den variabel vars koe�ient är den minsta i målfunk-tionsraden som variabel att ta in i basen. Detta för att alltid försöka maximera målfunktionen
z så myket som möjligt i varje steg. För exempelproblemet innebär det att x2 blir variabelnatt ta in i basen då −2 < −1.När ingående variabel är bestämd ska vi avgöra vilken av s1, s2, s3 som ska ut ur basen.Vi beräknar därför vilket bivillkor som först kommer att begränsa ökningen av x2 genomatt dela varje villkors x2-koe�ient med värdet på dess högerled oh därefter ta fram detminst ike-negativa värdet bland dessa. I det här fallet ger min

{

2
1 , 5

2 , 16
1

}

= 2 att s1 blir denvariabel som ska ut ur basen. Med radreduktion räknar vi sedan ut tablån för nästa steg,
xB z x1 x2 s1 s2 s3 b̄z 1 -3 2 4
x2 -1 1 1 2
s2 1 -2 1 1
s3 5 -1 1 14 .Med hjälp av samma metod som innan ser vi att min {−3, 2} = −3 ger att x1 ska in i basenoh att min

{

1
1 , 14

5

}

= 1 ger att s2 ska ut ur basen. Detta ger tablån,
xB z x1 x2 s1 s2 s3 b̄z 1 -4 3 7
x2 1 -1 1 3
x1 1 -2 1 1
s3 9 -5 1 9 .Med samma tillvägagångssätt som innan får vi av min {−4, 3} = −4 att s1 ska in basen ohav min

{

9
9

}

= 1 att s3 ska ut. Tablån blir då,
xB z x1 x2 s1 s2 s3 b̄z 1 7

9
4
9 11

x2 1 4
9

1
9 4

x1 1 −1
9

2
9 3

s1 1 −5
9

1
9 1 .Nu kan vi se att alla värden i objektfunktionsraden är positiva, vilket innebär att vi harhittat optimum i punkten [3, 4, 1, 0, 0℄. Det betyder att lösningsvektorn i de ursprungligavariablerna blir [3, 4℄ oh optimalvärdet 11. Hur de fyra stegen ter sig rent gra�skt kan ses iFigur 1.5.2 AlgoritmbeskrivningFöljande är en stegvis algoritmbeskrivning av simplexmetoden för generella LP-Problem [7℄.

Steg 0 : Hitta en möjlig startlösning oh sätt denna till x(0). Sätt sedan stegnumret tillk = 0.
Steg 1 : Beräkna de reduerade kostnaderna, c̄j , för basen xk.
Steg 2 : Kontrollera sedan om en optimallösning xk hittats genom att se om

{

c̄j ≥ 0, ∀j, om minimeringsproblem
c̄j ≤ 0, ∀j, om maximeringsproblem.Om så är fallet kan vi avbryta itereringen här eftersom optimum är hittat. Optimalvärdetrepresenteras då av vektorn xk. 6



(a) Steg 0 (b) Steg 1

() Steg 2 (d) Steg 3Figur 1: Bilder av de fyra steg som krävs för att hitta optimum på det givna området, därden svarta pilen beskriver i vilken riktning målfunktionens värde ökar.
Steg 3 : Vi beräknar sedan vilken variabel som ska in i basen med hjälp av,







c̄in = min
j

{c̄j |c̄j ≤ 0} om minimeringsproblem
c̄in = max

j
{c̄j |c̄j ≥ 0} om maximeringsproblemDetta ger att xp, variabeln med koe�ient c̄in, ska in i basen oh dessutom att vi får sök-riktningen6 dk genom att uttryka basvariablerna som funktioner av ike-basvariablerna ohsedan ta ut vektorn framför den variabel som ska in i basen.

Steg 4 : Vi kan nu beräkna steglängd oh vilken variabel som ska ut ur basen genom
tk = min

j

{

xk
j

−dk
j

∣

∣ dk
j < 0

}

.Formeln ovan ger att den variabel, xj , som först begränsas är den variabel som går in i basen.Vidare har vi att problemet är obegränsat om alla dk
j är ike-negativa.

Steg 5 : Sätt nu xk+1 = xk+ tkdk för att få basen i nästa steg oh uppdatera k = k + 1.Gå tillbaka till steg 1.6Exempelvis skulle sökriktning i första steget för exemplet innan bli [0, 1, -1, -2, -1℄.7



5.3 DegenerationEtt problem man måste ta hänsyn till vid användande av simplexalgoritmen är degeneration.Degeneration innebär att minst en av basvariablerna till en lösning antar värdet 0, vilket ärsamma sak som det �nns en nolla i b̄-kolumnen i simplextablån. Om en sådan basvariabelväljs som utgående variabel i ett steg av algoritmen kommer målfunktionens värde inte attförändras. Risken är att algoritmen då går in i en ykel där man snurrar runt bland någralösningar med samma värde utan att komma vidare. Som ett exempel kan vi betrakta följandeproblem hämtat från powerpointpresentationen, Simplex Method : tehnique aspets [8℄:maximera z = x1−2x2+ x3,då −2x1+ x2− x3 ≥ 0,

−3x1− x2− x3 ≥ 0,

5x1−3x2+2x3 ≥ 0,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.Om detta problem sätts upp med en simplextablå får vi att,
xB z x1 x2 x3 x4 x5 x6 b̄z 1 -1 2 -1 0
x4 -2 1 -1 0
x5 -3 -1 -1 0
x6 5 -3 2 0 .De följande sex iterationerna blir då,
xB z x1 x2 x3 x4 x5 x6 b̄z 1 − 7

3
2
3 - 1

3 0
x4

5
3 - 13 2

3 0
x1 - 1

3 - 13 - 1
3 0

x6 - 143 1
3 - 5

3 0 ,

xB z x1 x2 x3 x4 x5 x6 b̄z 1 1 -2 1 0
x3 5 -3 2 0
x1 - 2 1 -1 0
x6 - 3 -1 -1 0 ,

xB z x1 x2 x3 x4 x5 x6 b̄z 1 - 7
3

2
3 - 1

3 0
x3 - 14

3
1
3 - 5

3 0
x1

5
3 - 1

3
2
3 0

x2 - 1
3 - 1

3 - 1
3 0 ,

xB z x1 x2 x3 x4 x5 x6 b̄z 1 -2 1 1 0
x3 -1 -3 -1 0
x5 -3 5 2 0
x2 1 -2 -1 0 ,

xB z x1 x2 x3 x4 x5 x6 b̄z 1 - 7
3 - 1

3
2
3 0

x4 - 1
3 - 1

3 - 1
3 0

x5 - 14
3 - 5

3
1
3 0

x2
5
3

2
3 - 1

3 0 ,oh 8



xB z x1 x2 x3 x4 x5 x6 b̄z 1 -1 2 -1 0
x4 -2 1 -1 0
x5 -3 -1 -1 0
x6 5 -3 2 0 .I detta exempel är varje steg degenererat, så det är viktigt att notera att tablån i den sistaiterationen är densamma som tablån i den första. Vi har alltså kommit in i en oändlig loop.Det �nns olika lösningar man kan implementera i algoritmen för att undvika degenerering.Ett exempel är Blands regel [9℄ för att välja ingående oh utgående variabler vid beräkningmed simplextablån. Vad regeln åstadkommer i vårt fall är att vid val av ingående variabelväljs istället en med positiv reduerad kostnad med så lågt index j, som möjligt. Det betyderatt exempelvis x1 väljs före x2. När utgående variabel bestäms beräknar vi för varje rad

i kvoten b̄i

aij
, där aij är index på elementen under målfunktionsraden i simplextablån, ohväljer variabeln på raden med lägst kvot. Om �era rader har samma kvot väljer vi den medlägst index i.

9



6 HeltalsoptimeringEtt klassiskt skolboksexempel där Branh-and-Bound används är vid lösning av LP-problem,linjärprogrammeringsproblem, med heltalskrav på vissa eller alla variabler. Benämningenpå sådana problem är ILP eller MILP som står för Integer Linear Programming respektiveMixed Integer Linear Programming därMixed beteknar att inte alla variabler har heltalskravpå sig. I fallet med heltalsvillkor på vissa eller alla variabler får problemet en intressantkaraktär som kräver en helt annan typ av lösningsmetod än för LP-problem. Nedan följer etttvådimensionellt exempel på ett ILP-problem hämtat ur boken Optimeringslära ([7℄):minimera z =−8x1 − 6x2,då x1 + 2x2 ≤ 8, (1)
10x1 + 6x2 ≤ 45,

x1, x2 ≥ 0, heltal.I problemet ovan är det z, även kallad målfunktionen, som skall minimeras. Det som stårnedanför målfunktionen är vilka villkor på x1 oh x2 som funktionen ska optimeras under.För exemplet (1) är det möjligt att rita upp området som ska optimeras över i ett koordi-natsystem, se Figur 2.

Figur 2: Området som beskrivs av bivillkoren för exempel (1), med den optimala punkten
(3, 2).Problem som i exempel (1) kan generaliseras till en allmän problemformulering för ILP-problem,

10



minimera z =cTx,då Ax ≤b,

Cx =d,

xi∈Z för i = 1, ..., n.På samma sätt kan okså en allmän problemformulering för MILP-problem skrivas,minimera z =cTx,då Ax ≤b,

Cx =d,

xi ∈Z för i = 1, ..., k,

xj ∈R för j = k + 1, ..., n.För både ILP-problem oh MILP-problem gäller att 1 ≤ k ≤ n − 1, k ∈ N, A = {aij}
n
i,j=1respektive C= {cij}

n
i,j=n är villkorsmatriser,  = {ci}

n
i=1 en kostnadsvektor oh b = {bi}

n
i=1respektive d = {di}

n
i=1 vektorer.Vissa av dessa ILP-problem har en speiell struktur som går att utnyttja. I de två kom-mande avsnitten presenteras i tur oh ordning speialfallen: handelsresandeproblem oh kapp-säksproblem.6.1 HandelsresandeproblemetEnkelt uttrykt går handelsresandeproblemet ut på att besöka samtliga noder i en graf, seFigur 3, en gång oh sedan ta sig tillbaka till startnoden med sammanlagt kortast möjligaväg.
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12(b)Figur 3: I (a) syns noder som kan länkas samman till den optimala handelsresandetur somvisas i (b).För att modellera problemet matematiskt införs variabeln xij där
xij =

{

1, om det går en väg från nod i till j,

0, annars.För problemet i Figur 3 skulle de innebära att x12 = x25 = x54 = x46 = x68 = x87 = x710 =
x1012 = x1211 = x119 = x93 = x31 = 1, medan övriga xij = 0.Dessutom �nns en kostnad för att ta sig från nod i till nod j. Denna beskrivs av cijoh kan exempelvis representera tiden det tar att ta sig från i till j eller kostnaden för att�yga den delrutten om grafen representerar ett nät av �ygturer. I exemplet motsvaras denkostnaden av avståndet mellan noderna. Oavsett vad för typ av kostnad cij står för blirmålfunktionen, det vill säga den funktion som ska minimeras linjär, enligt:minimera z =

∑

i∈N

∑

j∈N

cijxij ,11



där vi har låtit mängden av alla noder beteknas med N . Dok behövs ett antal villkor på
xij för att få en handelsresandetur. Först oh främst måste xij anta heltalsvärdena 0 eller 1,i annat fall skulle möjligheten att åka en del av vägen från i till j �nnas. Därtill måste det�nnas villkor som ser till att varje nod besöks en gång oh endast en gång. Det innebär att

∑

i∈N

xij = 1, j ∈ N.Dessutom måste varje nod lämnas en oh endast en gång. Analogt med föregående bivillkorformuleras det som:
∑

j∈N

xij = 1, i ∈ N.Dessa krav räker dok inte. Det som kan hända med enbart de tidigare nämnda villkoren äratt så kallade subturer tillåts; se Figur 4.
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12Figur 4: Resultatet av att tillåta subturer.Därför läggs okså villkoren
∑

i∈S

∑

j∈S

xij ≤ |S| − 1 där S ⊂ N, |S| ≥ 2till. Betydelsen är att det som mest kan �nnas |S| − 1 bågar i varje strikt delmängd S av Nmed minst 2 oh maximalt |N | − 1 noder.Sammanfattningsvis beskrivs hela handelsresandeproblemet med samtliga bivillkor som:minimera z =
∑

i∈N

∑

j∈N

cijxij ,då ∑

i∈N

xij =1, j ∈ N,

∑

j∈N

xij =1, i ∈ N,

∑

i∈S

∑

j∈S

xij ≤|S| − 1 där S ⊂ N, |S| ≥ 2

xij ∈{0, 1}, i, j ∈ N.6.2 KappsäksproblemMånga optimeringsproblem handlar om hur objekt ska väljas för att tillgängliga resurser skaanvändas på bästa sätt då resurserna i prinip alltid är begränsade. Samtidigt är objektensom väljs ofta av sådan natur att variablerna i optimallösningarna måste vara på heltalsform.Dessa optimeringsproblem kan med fördel beskrivas som kappsäksproblem.Den matematiska formuleringen utgår ifrån boken Optimeringslära[7℄ oh innehåller enmålfunktion som optimeras för att till exempel minimera inköpskostnader samt bivillkor som12



beskriver på vilket sätt resurserna, i detta fall pengar, är begränsade. Ett vanligt sätt attmatematiskt formulera kappsäksproblem är att;maximera z =

n
∑

j=1

cjxj ,då n
∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, . . . ,m,

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n,där objektet xj får värdet ett om det väljs oh noll om det inte väljs. Enligt formuleringenovan �nns m olika resurstyper med begränsning bi oh n olika objekt. Variabeln z kan härtill exempel motsvara vinst från ett projekt där varor produeras som bidrar till eller på-verkar vinsten negativt genom koe�ienten cj . Samtidigt kan objekt bidra olika myket tillresursåtgången vilket beskrivs med hjälp av koe�ienterna aij .För att beskriva hur ett kappsäksproblem kan se ut oh hur problemet kan formulerasmatematiskt följer ett exempel nedan.Kappsäksexempel - aktieinvesteringEn aktieägare har bestämt sig för att investera maximalt 700 kr i ett eller �era olika företag.De fyra företag som aktieägaren ska välja mellan beteknas med x1, x2, x3 oh x4. Aktiernai de olika företagen kostar olika myket oh ger olika stor utdelning enligt Tabell 1. Nu villaktieägaren beräkna i vilket eller vilka företag som han ska investera sina pengar för attmaximera vinsten. Företag Aktiekostnad [kr℄ Vinst [kr℄1 400 7002 200 3003 200 2004 300 200Tabell 1: Tabellen visar kostnader oh vinster för aktier i olika företag.Problemet är ett heltalsproblem där variablerna endast kan anta vissa diskreta värden, det villsäga variablerna antar värdet ett om aktieägaren borde investera i företaget för att maximerasin vinst oh värdet noll om han inte borde investera i ett visst företag. Begränsningen i dettafall är att aktieägaren inte har mer än 700 kr att investera oh att en aktie endast kan köpasi ett exemplar. Omskrivet i matematiska termer blir problemet då att;maximera z =700x1 + 300x2 + 200x3 + 200x4,då 400x1 + 200x2 + 200x3 + 300x4 ≤ 700,

xj ∈ {0, 1} för j = 1, . . . , 4.Kappsäksproblemet kan lösas med till exempel Branh-and-Bound-metoden, som beskrivs iavsnitt 7.1, oh då ges optimallösningen av x1 = x2 = 1 oh x3 = x4 = 0 med den optimalavinsten z∗ = 1000 kr.
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7 Branh-and-BoundBranh-and-Bound-algoritmen är ett övergripande namn för en optimeringsalgoritm som ikorta drag går ut på att dela upp ett optimeringsproblem, som är komplierat att hitta ettoptimum till direkt utifrån problemformuleringen, i delproblem som då är lättare att lö-sa än ursprungsproblemet. Algoritmen är en söndra-oh-härska-teknik, mer känd under detengelska namnet Divide and Conquer, som kan användas för att lösa ett �ertal olika typerav optimeringsproblem. I nästa avsnitt presenterar vi hur algoritmen ter sig för generellaheltalsoptimeringsproblem (ILP). De olika stegen i algoritmen som beskrivs där uppkom-mer i prinip alla varianter av Branh-and-Bound oh kan därför okså ses som en allmänbeskrivning av vad som sker i varje iteration.Därefter går vi vidare med ett optimeringsexempel som löses med Branh-and-Bound-metoden för generella heltalsoptimeringsproblem. Avslutningsvis beskrivs ett antal av deBranh-and-Bound-tekniker som �nns för handelsresandeproblemet.7.1 Branh-and-Bound-algoritmen för linjära heltalsproblemEtt sätt att lösa linjära heltalsproblem är att använda sig av optimeringsmetoden Branh-and-Bound. I metoden förgrenas problemet i delproblem, �Branhing�, oh en optimallösningberäknas för delproblemen. Dessa optimallösningar ger optimistiska uppskattningar av mål-funktionsvärdet oh begränsar det tillåtna lösningsområdet, �Bounding� [10℄.
Figur 5: Illustration av Branh-and-Bound-metoden.För att få en bra överblik över hur förgreningen sker beskrivs den ofta gra�skt som ett upp-oh-nervänt träd, se Figur 5. Trädets rot symboliserar det första delproblemet oh noderna,som fyller grenarna i trädet, står för de delproblem som genererats under lösningens gång.För att enklare kunna följa lösningsgången kan variablernas värden oh målfunktionens värdeför varje delproblem skrivas ut i noderna. I vilken ordning som delproblemen beräknas berorpå valet av sökmetod. Tre vanliga sökmetoder oh hur de skiljer sig åt beskrivs i avsnitt 7.1.2.7.1.1 Matematisk beskrivning av algoritmenDet �nns många olika Branh-and-Bound-algoritmer som ofta är anpassade för en viss typav problemstruktur. En sak som alla algoritmerna har gemensamt är att varje delproblem iträdet löses i en relaxerad form, det vill säga en förenklad form.En vanlig förenkling är att ta bort heltalskravet på variablerna oh endast lösa problemet ivarje nod med hjälp av linjärprogrammering (LP). Denna typ av förenkling brukar kallas LP-relaxation. En Branh-and-Bound-algoritm som använder sig av LP-relaxation är Land-Doig-Dakins algoritm som publierades av A. H. Land oh A. G. Dakin år 1960 [2℄. Algoritmensstruktur oh betekningar utgår ifrån beskrivningen av Land-Doig-Dakins algoritm i bokenOptimeringslära [7℄ oh betekningarna de�nieras i Figur 6.Land-Doig-Dakins metod fungerar för alla linjära heltalsproblem oh algoritmens olika stegbeskrivs härefter.Steg 1: Uppskattning av målfunktionsvärdetFör att kunna börja genomsökningen efter en optimallösning behövs en pessimistisk upp-skattning, zP.U , av det optimala målfunktionsvärdet. Denna uppskattning används för att14



Figur 6: De�nition av betekningar som används i Land-Doig-Dakin-algoritmen.kunna förkasta vissa delområden, det vill säga grenar i trädet. Den pessimistiska uppskatt-ningen kan sedan uppdateras efter hand men till att börja med �nns det två alternativ föratt ta fram en första uppskattning:
• En känd tillåten lösning existerar oh dess pessimistiska uppskattning av målfunktions-värdet kan användas.
• Om ingen tillåten lösning är känd får man utgå ifrån uppskattningen av zP.U till +∞vid ett minimeringsproblem oh till −∞ vid ett maximeringsproblem.Steg 2: Lösning av ett LP-relaxerat delproblem PkDet LP-relaxerade delproblemet löses med hjälp av till exempel simplexmetoden oh lös-ningen ger värden på variablerna oh målfunktionsvärdet zPk. Målfunktionsvärdet ger enoptimistisk uppskattning av det optimala målfunktionsvärdet i delträdet.Det �nns några speialfall som kan uppkomma vid lösning av ett delproblem oh omnågot av dessa inträ�ar sker ingen fortsatt sökning i den aktuella grenen utan algoritmenfortsätter med steg fyra nedan. De speialfall som kan uppkomma är:
• En lösning på det aktuella delproblemet saknas.
• En bättre lösning på målfunktionsvärdet går inte att hitta i det aktuella delområdetom:� Målfunktionsvärdet zPk är större än zP.U vid ett minimeringsproblem eller mindreän zP.U vid ett maximeringsproblem.� Delproblemet ger en tillåten lösning det vill säga en lösning där variablerna antarheltalsvärden. Skulle den tillåtna lösningens målfunktionsvärde zPk vara mindreän zP.U vid ett minimeringsproblem eller zPk vara större än zP.U vid ett maxime-ringsproblem uppdateras zP.U med zPk:s värde oh xP.U med de till zPk tillhörandevariabelvärdena xPk.Steg 3: Förgrening till två nya delproblemVid förgreningen av ett delproblem Pk väljs något av problemets variabler xj med värdet bj ,som inte är ett heltal, ut. Följande villkor sätts sedan på variabeln så att två nya delproblem

Pn+1 oh Pn+2 bildas:
• Pn+1 ges av problemet Pk där villkoret att xj ska vara mindre än eller lika med hel-talsdelen av bj :s värde har lagts till.
• Pn+2 ges av problemet Pk där villkoret att xj ska vara större än eller lika med heltals-delen av bj :s värde +1 har lagts till. 15



Antalet skapade delproblem efter detta steg är nu lika med n + 2 oh noden Pk beteknassom genomsökt.Steg 4: Fortsättning med en ny nodOm det �nns någon nod eller några noder som inte blivit genomsökta väljs en nod Pk avdessa ut oh genomsökningen fortsätter från steg två. I vilken ordning som noderna ska ge-nomsökas beror på vilken sökmetod som används, se Sökmetoder nedan.Steg 5: Avslutning av genomsökningenOm det inte �nns några �er noder att söka igenom eller om något avbrottskriterium, seavsnitt 7.1.4, har uppfyllts avslutas sökningen. Optimallösningen är zP.U med tillhörandevariabler xP.U .7.1.2 SökmetoderValet av sökmetod besvarar frågan om i vilken ordning som delproblemen ska lösas. Vilkenmetod som används spelar roll för hur det slutgiltiga trädet kommer att se ut oh kan beroen-de på problemets struktur göra så att lösningen av problemet tar olika lång tid att beräkna7.De tre kommande avsnitten beskriver kort de vanligaste sökmetoderna oh utgår ifrån bokenOptimeringslära [7℄.
Figur 7: Träd som skapats vid djup-först-sökning.Djup-först-sökningNär sökmetoden djup-först används evalueras den nod som för tillfället ligger djupast, ellermed andra ord längst ner, i trädet [11℄. Detta innebär att det är den nod vars område är mestbegränsad som undersöks eftersom det vid varje förgrening till nya noder i trädet läggs till�er villkor. Djup-först-sökning kan användas som en första metod för att snabbt hitta en tillå-ten lösning till ett problem. På så sätt kan områden utan en bättre tillåten lösning förkastasfortare om man därefter löser det ursprungliga problemet med en annan sökmetod som till ex-empel bredd-först. Figur 7 visar ett träd som har skapats då sökmetoden djup-först använts8.Bredd-först-sökningI en bredd-först-sökning beräknas delproblemen i en sådan ordning att trädet blir så brettsom möjligt. Det betyder att de noder som ligger på samma nivå i trädet löses innan manbörjar gå djupare i trädet. Bredd-först-sökning kan vara lämplig att använda om det �nnsanledning att tro att en bra lösning kan hittas utan att många begränsningar behöver läggastill på variablerna oh samtidigt vill undvika att begränsa problemet för snabbt. Genom attinte gå djupt i trädet utan istället lösa noder i trädets bredd undviks att problemet begränsasför fort. Sökmetoden illustreras i Figur 8.7Hur lång tid det tar att lösa ett problem beror främst på storleken hos problemet, det vill säga hur månganoder som behöver evalueras innan en optimallösning till det ursprungliga problemet hittas. De problem somkan lösas i vårt program är inte tillräkligt stora för att lösningstiden ska variera på ett märkbart sätt vidanvändning av olika sökmetoder.8I Figur 7 genomsökes alltid vänstergrenen först men i vilken ordning som grenar evalueras i ett träd kanvariera. Vänstergrenen genomsökes även först i Figur 8.16



Figur 8: Träd som skapats vid bredd-först-sökning oh även i detta fall vid bäst-först-sökning.Bäst-först-sökningUnder genomsökningen av trädet vid en bäst-först-sökning beräknas först den nod vars för-älder har den bästa optimistiska uppskattningen av målfunktionsvärdet9. I Figur 8 visas ettträd som skapats då sökmetoden bäst-först använts. Bäst-först-sökning ger i detta fall sammaträd som bredd-förstsökning men oftast brukar olika sökmetoder okså generera olika träd.7.1.3 Vikten av att ha en bra tillåten lösning till det ursprungliga problemetEftersom en e�ektiv begränsning av sökområdet gör att optimallösningen till det ursprungligaproblemet kan hittas fortare är det viktigt att ha en beräknad tillåten lösning som är så brasom möjligt. En bättre tillåten lösning gör nämligen att större delar av sökområdet, �ergrenar i trädet, kan kapas bort. Med en tillåten lösning menas att alla variablerna har ettheltalsvärde, eftersom det är linjära heltalsproblem som löses, oh att problemets bivillkor äruppfyllda. Det är speiellt viktigt med en bra tillåten lösning för att förkorta beräkningstidendå problemet är stort medan lösningstiden för mindre problem inte påverkas så myket avhur bra den ursprungliga tillåtna lösningen är.Valet av sökmetoder oh kombinationer av sådana kan okså påskynda sökningen efteroptimallösningen. Till exempel nämns kombinationen av sökmetoderna djup-först med bredd-först under avsnitt 7.1.2.7.1.4 Optimistisk uppskattningEn optimistisk uppskattning av målfunktionsvärdet i en del av trädet ges, som tidigarenämnts, när en nod har evaluerats oh givit en lösning där inte alla variabler är heltal. Iavsnittet om den matematiska beskrivningen av Branh-and-Bound-algoritmen beskrivs ing-en tillämpning av den bästa optimistiska uppskattningen för hela problemet. Anledningen tilldetta är att den främst brukar användas för att förkasta delområden när det inte är praktisktmöjligt att söka igenom alla noder som bildas i trädet. Problem med att alla noder i trädetinte kan evalueras, eftersom detta skulle ta alltför lång tid, uppkommer inte i vårt programpå grund av att det inte är avsett för att lösa problem av den storleksordningen.För att förkorta lösningstiden för stora problem kan den för tillfället bästa optimistiskauppskattningen användas tillsammans med den pessimistiska i ett så kallat avbrottskriterium[7℄ för att inte alla delområden ska behöva genomsökas. Avbrottskriteriet,pessimistisk uppskattning - optimistisk uppskattningoptimistisk uppskattning <ǫ,ser till så att sökningen inte fortsätter efter att ett tillräkligt bra målfunktionsvärde hittats.Den pessimistiska uppskattningen, se avsnitt 7.1.1, i avbrottskriteriet ges av den tillåtna lös-ning som �nns för det ursprungliga problemet medan den optimistiska uppskattningen är denuppskattning som för tillfället är den bästa bland de noder som kan förgrenas vidare i trädet.9Alla noder har en förälder som de härstammar från vilket visas i trädet genom att de förbinds med enlinje. För att få en bättre förståelse för kopplingen mellan (nod-)barnet oh dess förälder i trädet kan man sehela trädet som ett släktträd där roten, det första delproblemet, är stamfadern.17



7.1.5 Bevis för att Branh-and-Bound-algoritmen konvergerarNedan följer ett bevis som visar att Branh-and-Bound-algoritmen konvergerar, vilket ärekvivalent med att trädet inte kan bli oändligt stort oh noderna inte oändligt många. Bevisetbygger på Proposition 2.1 i boken �Integer and Combinatorial Optimization�[12, sid. 357℄.Sats. Låt området för det relaxerade problemet av ett linjärt heltalsproblem beskrivas av:
P = {x ∈ R

n : x ≥ 0,Ax ≤ b}Om P är begränsat så kommer det träd som utveklas genom förgrening, med hjälp avvariabeldelning vid lösning med Branh-and-Bound-algoritmen, att vara ändligt, förutsatt attdet för varje nod i som behöver förgrenas över väljs en delning på formen xj ≤ ⌊xi
j⌋ , xj ≥

⌈xi
j⌉ där xi

j inte är ett heltal, se Figur 9.Speiellt gäller att om wj är det största värdet som xj antar på P, avrundat uppåt tillnärmsta heltal, så kan inte höjden på trädet bli större än ∑

j∈Nwj .
Figur 9: Nod i förgrenas över variablen xjk som inte är ett heltal.Bevis. När bivillkoret xj ≤ d har lagts till för något d ∈ {0, . . . , wj�1} är de enda ytterligarebivillkor som kan �nnas på en väg från trädroten till ett löv; xj ≤ d′ där d′ ∈{ 0, . . . , d�1}oh xj ≥ d′′ där d′′ ∈{ 1, . . . , d}.Från detta följer att det största antalet bivillkor som involverar xj kommer att uppkommagenom att addera villkoret:

• xj ≤ d för alla d ∈ {0, . . . , wj�1} eller
• xj ≥ d för alla d ∈ {1, . . . , wj} eller
• xj ≥ d för alla d ∈ {1, . . . , α} oh xj ≤ d för alla d ∈ {α, . . . , wj-1} där α ∈ {Z : 1 ≤

α ≤ wj − 1}I var oh ett av dessa fall krävs maximalt wj antal villkor på xj . Med andra ord är det störstaantalet villkor som kan läggas till problemet ∑

j∈Nwj , vilket i sin tur kan användas som övregräns för höjden av trädet. Om trädet har en begränsad höjd så gäller även att trädet ärändligt oh att algoritmen konvergerar.7.2 Branh-and-Bound-exempel för ett linjärt heltalsproblemNedan följer ett exempel på hur Branh-and-Bound-algoritmen kan användas för att lösa ettlinjärt heltalsoptimeringsproblem i två dimensioner, det vill säga ett linjärt heltalsoptime-ringsproblem med två variabler.Ett industriföretag som tillverkar reaktorer har fått en beställning från ett forskningsfö-retag som studerar de reaktioner som sker i katalysatorer hos bilar. Företagen har skrivit ettavtal om tillverkning av reaktorer som forskningsföretaget ska kunna utföra ett antal testerpå. Eftersom forskningsföretaget har begränsat med utrymme i sina lokaler behöver markut-rymmet som reaktorerna tar upp vara mindre än 8 m2. Två reaktorer, typ 1 oh typ 2, somindustriföretaget tillverkar är tillräkligt små för att kunna uppfylla det kravet. Reaktorn avtyp 1 upptar 1 m2 medan reaktorn av typ 2 tar upp 2 m2.A�ärsavtalet som parterna har kommit överens om innebär att vinsten för industriföre-taget kommer att vara 80 000 kr för reaktorn av typ 1 oh 60 000 kr för reaktorn av typ18



2. Industriföretaget har lång erfarenhet inom tillverkning av reaktorer oh vet därför av er-farenhet att det tar tio timmar att tillverka reaktorn av typ 1 oh sex timmar att tillverkareaktorn av typ 2. Forskningsföretaget behöver reaktorer att testa på omgående oh därförhar industriföretaget endast 45 timmar på sig att tillverka reaktorerna oh de kan endasttillverka en reaktor i taget. För att veta vilka reaktorer som ska väljas att tillverka för attmaximera vinsten bestämmer industriföretaget sig för att optimera problemet genom att;maximera z = 8x1 + 6x2,då x1 + 2x2 ≤ 8,

10x1 + 6x2 ≤ 45,

x1, x2 ≥ 0, heltal.Lösning av problemet med Branh-and-Bound-metoden
(a) (b)Figur 10: (a) visar noden som symboliserar trädets rot oh (b) visar problemets lösningsom-råde.Trädets rot: Den LP-relaxerade formen av problemet som beskrivs ovan löses med hjälp avsimplexmetoden oh ger den första noden i trädet, roten, se Figur 10.

(a) (b) ()Figur 11: (a) visar området som de�nieras av nod 2 då trädrotsnoden 1 i (b) förgrenats övervariabeln x2 medan () visar området för nod 3.Förgrening av den första noden: I detta exempel används bredd-först-sökning oh nodeni Figur 10a kommer att förgrenas, över variabeln x2 som inte är ett heltal, till två nya nodersom beteknas med nummer två oh tre enligt Figur 11b. Nod nummer tre är en tillåtenlösning oh därför uppdateras den pessimistiska uppskattningen, zP.U , i detta steg till zP.U

= 34. Om till exempel sökningsmetoden djup-först hade använts istället så skulle trädet efterdet att tre delproblem lösts se ut som i Figur 12.Det är viktigt att ingen lösning försvinner när en nod förgrenas. I Figur 11a oh 11 visas dedelområden som givits då området i Figur 10b förgrenats oh från dessa �gurer kan man seatt ingen heltalslösning, markerade som svarta punkter i �gurerna, försvinner när områdetför den första noden delas upp.Fortsatt genomsökning: När sökningen nu ska fortsätta måste man välja om den ska ge-nomföras först i den vänstra eller högra grenen i trädet. I programmet oh i detta exempelsöks den vänstra grenen igenom först oh nod nummer två förgrenas därför till två nya nodermed nummer fyra oh nummer fem, se Figur 13. Nod nummer fyra är en tillåten lösningoh ger en mindre pessimistisk uppskattning av målfunktionsvärdet än den som vi redan harvilket gör att zP.U uppdateras till zP.U = 36. Detta gör okså att grenen med nod tre kan19



Figur 12: Trädets utseende vid djup-först-sökning istället för bredd-först-sökning.bortses ifrån vilket i bilden symboliseras med ett kryss över den aktuella noden.
Figur 13: Fortsatt genomsökning i trädet.Den enda gren som sökningen kan fortsätta i är grenen med nod nummer fem. Detta berorpå att de andra två grenarna antingen har en nod med en tillåten lösning eller är en bort-skuren gren. När nod fem förgrenas fås en nod, nummer sex se Figur 14, som kan skärasbort på grund av att dess optimistiska uppskattning av målfunktionsvärdet är lika med denpessimistiska uppskattningen oh vi söker endast en optimallösning, inte �era. Förgreningenav nod nummer fem ger även en nod som beteknas med nummer sju, se Figur 14. Dennanod saknar lösning på det aktuella delproblemet oh beteknas Infeasible.

Figur 14: Trädets utseende när alla noder är genomsökta.Optimallösning: Eftersom det inte �nns några �er noder att söka igenom har en optimallös-ning hittats med det optimala målfunktionsvärdet z∗ = 36 oh de tillhörande variabelvärdena
x1 = 3 oh x2 = 2, se nod fyra i Figur 14. Detta innebär att den maximala vinsten för indu-striföretaget ges om de tillverkar tre reaktorer av typ 1 oh två reaktorer av typ 2. Vinstenblir då 360 000 kr.
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7.3 Branh-and-Bound-tekniker för handelsresandeproblemetHandelsresandeproblemet är, som kanske syns från den matematiska formuleringen i avsnitt6.1, ett myket komplext optimeringsproblem att lösa. Antalet möjliga turkombinationer av
n styken noder är (n−1)! om det �nns en väg mellan varje nodpar. Det gör att tiden det taratt lösa ett handelsresandeproblem genom att testa alla möjliga kombinationer blir omöjligti praktiken även för den snabbaste dator.Dok uppkommer ofta problem av handelsresandekaraktär inom industrin, vilket gör detviktigt att �nna e�ektiva algoritmer. Idag �nns en hel uppsjö av olika tekniker för att hittabra, men inte alltid optimala, lösningar. Av dessa �nns ett antal som bygger på Branh-and-Bound oh några av dem kommer att tas upp nedan.7.3.1 HeltalsrelaxeringEn av dessa Branh-and-Bound-tekniker bygger på en relaxering av heltalskravet på variab-lerna xij . Algoritmen blir då densamma som för generella heltalsoptimeringsproblemen, detvill säga att varje xij tillåts ha ett värde mellan 0 oh 1 för att sedan dela upp problemet så atten variabel i taget tvingas anta värdet 0 eller 1 beroende på gren i Branh-and-Bound-trädet.Problemet med att välja den här Branh-and-Bound-tekniken för handelsresandeproble-met är att det i många fall kommer att ske alldeles för många förgreningar för att algoritmenska vara e�ektiv i praktiken. Till stor del beror det på att antalet variabler ökar kvadratisktmed antalet städer.7.3.2 Förgrening över möjliga vägarDen här varianten av Branh-and-Bound för handelsresandeproblemet skiljer sig ganska mar-kant från heltalsrelaxeringstekniken. Först oh främst bygger den på att kostnaden för attta sig från nod i till j beskrivs av en kostnadsmatris. I första steget i algoritmen väljs ennod ut som startnod. Teorin för algoritmen är hämtad från en powerpointpresentation avBusby med �era ([13℄) oh börjar, efter det att en startnod valts ut, med att en optimistisknedre gräns för optimalvärdet beräknas genom att summera de minsta värdena i varje radi kostnadsmatrisen. För att öka förståelsen för de kommande stegen i algoritmen tar vi ettexempel till hjälp, okså det taget från Busbys presentation [13℄, med följande kostnadsmatris
C:

C =













− 14 4 10 20
14 − 7 8 7
4 5 − 7 16
11 7 8 − 2
18 7 17 4 −













.För problemet i fråga blir då den första optimistiska gränsen 4 + 7 + 4 + 2 + 4 = 21 oavsettvilken nod som väljs som startnod, i det här fallet valdes dok den första. I nästa steg delasproblemet upp i fyra grenar, en för varje väg ut från startnoden, se Figur 15. I vilken ordningdessa grenar sedan evalueras kan variera, men en variant är att alltid välja att beräkna dennod vars senast tillagda båge har lägst kostnad. Eftersom c13 är det minsta elementet i rad
1 räknas noden där väg 1 → 3 måste ingå ut först.Därefter jämförs kostnaderna för att ta sig från nod 1 till någon av noderna 2, 4 eller 5med kostnaderna för att ta sig från nod 3 till nod 2, 4 eller 5. Den nod som innehåller bågenmed lägst kostnad blir sedan nästa nod att evaluera. I det här fallet visar det sig vara så attvi ska gå vidare med att undersöka gränsen för fallet då det är bestämt att handelsmannenska gå från nod 1 till nod 3 oh sedan vidare till nod 2. Den optimistiska gränsen för dethär valet kan då beräknas till 22. Genom att fortsätta på samma sätt fås så småningomträdstrukturen i Figur 15.Det här sättet att lösa handelsresandeproblemet är den av Branh-and-Bound-algoritmernasom mest påminner om uppräkning av samtliga möjliga turer. Även om beräkningen för varjenod går snabbt att utföra så kommer antalet noder som beräknas att öka i storleksordning
n! eftersom sannolikheten att noder kapas inte är så hög som kan önskas.21



Figur 15: Trädstruktur efter förgrening över möjliga vägar. Figuren är hämtad från en po-werpointpresentation av Busby med �era [13℄.

7.3.3 Relaxering genom att tillåta subturerEtt vanligt sätt att lösa handelsresandeproblemet med Branh-and-Bound är att ta bort dettredje bivillkoret ur den matematiska formuleringen:minimera z =
∑

i∈N

∑

j∈N

cijxij ,då ∑

i∈N

xij =1, j ∈ N,

∑

j∈N

xij =1, i ∈ N,

∑

i∈S

∑

j∈S

xij ≤|S| − 1 där S ⊂ N, |S| ≥ 2

xij ∈{0, 1}, i, j ∈ N.E�ekten blir då att subturer tillåts, se Figur 4 sida 12. Fördelen med att få problem påformen, minimera z =
∑

i∈N

∑

j∈N

cijxij ,då ∑

i∈N

xij =1, j ∈ N,

∑

j∈N

xij =1, i ∈ N,

xij ∈{0, 1}, i, j ∈ N.är att optimallösningen till dessa är av heltalstyp även om variablerna xij tillåts varieramellan 0 oh 1, se sats 8.1 i Optimeringslära [7, sid. 216℄. Således kan simplexalgoritmenanvändas för att lösa de relaxerade problemen på ett e�ektivt sätt.22



Tanken är att, om inte lösningen är en tillåten handelsresandetur, i förgreningen förbjudade subturer som uppstått. Det kan göras genom att hitta den deltur med lägst kardinalitet,det vill säga där minst antal noder ingår, oh att sedan förgrena över denna. Om till exempelnoderna x13, x32 oh x21 bildar en subtur så måste minst en av dessa anta värdet 0 i optimal-lösningen [14℄. Om det är ett euklidiskt handelsresandeproblem, vilket betyder att kostnadenför att ta sig från nod a till nod b är lika stor som kostnaden från b till a, så måste ävenden motriktade vägen tas bort. Således fås en gren för varje väg, eller vägpar i det euklidiskafallet, som ska förbjudas.Hur noder kapas oh hur övre oh undre gränser beräknas följer preis samma prinipersom för heltalsoptimeringsproblem oh beskrevs i avsnitt 7.1.7.3.4 Reduktion av kostnadsmatrisen för handelsresandeproblemetDen fjärde Branh-and-Bound-tekniken vi ska gå igenom kan ses lite som en kombination avFörgrening över möjliga vägar oh Relaxering genom att tillåta subturer. Även för den härmetoden bygger algoritmen på att bågkostnaderna representeras med en kostnadsmatris. Idet här fallet kommer matrisen dok att modi�eras, eller redueras som det kallas här, underlösningsgången. Algoritmen bygger dessutom på att alla bågkostnader är positiva.Vi börjar först med att notera att om vi för varje rad i kostnadsmatrisen minskar re-spektive element med värdet på radens minsta element oh sedan lägger till det här värdettill den totala kostnaden för handelsresandeturen så blir den slutliga kostnaden oförändradjämfört med om vi inte gjort denna reduktion. Samma sak kan okså göras för varje kolumnutan att totalkostnaden förändras. Det beror på att vi i den matematiska formuleringen ibivillkor ett oh två kräver att ett element per rad respektive kolumn måste väljas ut för attfå en handelsresandetur. Det är med denna reduktion som algoritmen, presenterad av JohnD. C. Little med �era i artikeln An Algorithm for the Traveling Salesman Problem år 1963([15℄), börjar. Summan av dessa reduerade kostnader blir sedan en första undre gräns, elleroptimistisk gräns om man så vill, för totalkostnaden för handelsresandeturen. Om vi införbetekningarna, okså de hämtade från Littles artikel,
• z(t), kostnaden för en tur t innan reduktion av kostnadsmatrisen,
• h, summan av alla de reduerade kostnaderna,
• z1(t), kostnaden för turen t efter reduktion av kostnadsmatrisen,så kan den optimistiska gränsen skrivas:

z(t) = h + z1(t).Om inte de bågar som väljs ut genom att för varje rad ploka ut bågen med lägst kostnad iden reduerade matrisen bildar en tillåten handelsresandetur görs förgreningen i nästa steg.För varje element cij i kostnadsmatrisen vars värde är noll beräknas därför Θ(i, j), där Θ(i, j)är summan av de minsta elementen i rad i i kostnadsmatrisen, borträknat den med index
(i, j), plus det minsta elementet i kolumn j, okså där borträknat element cij . Två grenarskapas sedan genom att välja ut den båge, bij , som har högst Θ(i, j). I den ena grenen,den vänstra, tillåts alla bågar förutom bij medan den högra grenen tvingas ha med bij . Föratt förklara stegen lite tydligare tar vi Littles exempel till hjälp. I exemplet har vi följandekostnadsmatris till att börja med:

C =

















∞ 27 43 16 30 26
7 ∞ 16 1 30 25
20 13 ∞ 35 5 0
21 16 25 ∞ 18 18
12 46 27 48 ∞ 5
23 5 5 9 5 ∞
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som efter första stegets reduktion får följande form, med Θ(i, j) inom parentes:
C =

















∞ 11 27 0 (10) 14 10
1 ∞ 15 0 (1) 29 24
15 13 ∞ 35 5 0 (5)

0 (1) 0 (0) 9 ∞ 2 2
2 41 22 43 ∞ 0 (2)
13 0 (0) 0 (9) 4 0 (2) ∞

















.Summan h av de reduerade kostnaderna blir då 16+1+0+16+5+5+5+0+0+0+0+0 = 48.Från de beräknade Θ(i, j) får vi att vi ska förgrena över (1, 4)-bågen.I fallet där (1, 4)-bågen inte får vara med sätts c14 = ∞ oh reduktionen kan göras omför den nya kostnadsmatrisen oh en ny optimistisk gräns kan beräknas för den grenen. I detandra fallet, då (1, 4)-bågen måste vara med, kan alla element i rad ett respektive kolumn fyrasättas till oändligheten eftersom dessa element då inte längre ska kunna bli utvalda till attingå i den slutgiltiga handelsresandeturen. Dessutom måste kostnaden för bågar som skullekunna innebära att subturer uppstår om de väljs ut sättas till oändligheten i varje iteration.Det betyder för den här iterationen att c41 = ∞.
Allt

1,4 1,4

6,3 6,3 2,1 2,1

5,6 5,6

3,5 3,5

4,3
4,3
6,2

48

58 49

67 63 65 51

73 56

64 63

63Figur 16: Slutgiltigt träd för metoden, där värdet strax ovanför respektive nod är värdet påden optimistiska gränsen [15℄.Vi kan se det som ganska sannolikt att (1, 4)-bågen kommer att vara med i den slutgiltigaturen eftersom den har en låg kostnad oh därför väljer man alltid att fortsätta med att för-grena över noden längst till höger till dess att en tillåten tur hittas. För den högra barnnodentill roten får vi då följande kostnadsmatris efter reduktion:
C =

















∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
0 (16) ∞ 14 ∞ 28 23

15 13 ∞ ∞ 5 0 (5)
∞ 0 (2) 9 ∞ 2 2
2 41 22 ∞ ∞ 0 (2)
13 0 (0) 0 (9) ∞ 0 (2) ∞

















,vilket ger en undre gräns, 48+1 = 49, för kostnaden för den här grenen. I den här iterationensattes bara ett element till 0, nämligen c21. Det hade okså högst Θ(i, j) vilket innebär attden nya förgreningen nu ska göras över 2, 1-bågen. Kravet för att inga subturer ska uppståinom den här grenen är nu, förutom det tidigare ställda kravet att (4, 1)-bågen inte ska ingå,att varken (2, 1)-bågen eller (1, 2)-bågen ska inkluderas. Dessutom kan inte heller (4, 2)-bågenräknas in eftersom subturen 1 → 4 → 2 → 1 då skulle vara tillåten. Därför sätts kostnaden24



på dessa till oändligheten. Genom att fortsätta på samma sätt fås så småningom ett trädenligt Figur 16.Som synes i Figur 16 så har en del noder kapats eftersom en tillåten tur med lägretotalkostnad hittats. Vad som okså kan nämnas är hur den optimistiska gränsen för nodnummer 11, det vill säga vänsterbarnet till rotnoden, beräknats. För noden i fråga �k vigränsen 48 + 10 = 58 ur följande kostnadsmatris:
C =

















∞ 1 7 ∞ 4 0 (1)
1 ∞ 15 0 (1) 29 24
15 13 ∞ 35 5 0 (5)

0 (1) 0 (1) 9 ∞ 2 2
2 41 22 43 ∞ 0 (2)
13 0 (0) 0 (9) 4 0 (2) ∞
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Implementering, programupplägg ohtestningSom tidigare nämnts så handlar det här kandidatprojeketet om att bygga en programvara föratt illustrera olika Branh-and-Bound-algoritmer. Den matematiska teorin bakom algoritmenbeskrevs i föregående kapitel men hur kan teorin översättas till javakod? I de två kommandeavsnitten beskrivs hur vi implementerade de olika Branh-and-Bound-algoritmerna.Därefter följer ett avsnitt om hur vi tänkt kring programfönstrets design ur ett pedago-giskt perspektiv. Där kommer varje del av fönstret gås igenom oh utseende oh innehållmotiveras. De tekniska detaljerna för hur exempelvis uppritningen av Branh-and-Bound-trädet fungerar eller hur området som ska optimeras över ritas upp tas inte upp här utan�nns att läsa om i appendix B. Kapitlet avslutas sedan med ett styke om hur program-varan testats både ur användarens synvinkel oh kring optimeringslösarens korrekthet rentmatematiskt sett.8 Vår implementering av Branh-and-Bound för heltals-optimeringsproblemVår implementering av Branh-and-Bound-algoritmen för generella heltalsoptimeringspro-blem i Java bygger naturligtvis på den matematiska teorin bakom algoritmen, se avsnitt 7.1,men vi har okså försökt utnyttja att Java är ett objektorienterat programmeringsspråk10.8.1 Initiering av dataTanken är att när ett optimeringsproblem av heltalstyp ska lösas så skapas ett BranhAnd-BoundILP-objekt som innehåller information om den relaxerade LP-formuleringen, om detär ett maximerings- eller minimeringsproblem samt undre oh övre gräns för målfunktions-värdet. Därefter skapas tre olika datastrukturer för att hålla reda på vilken nod som skaevalueras i nästa steg i Branh-and-Bound-algoritmen, beroende på vilken sökmetod som an-vänds. Den första är en länkad lista som används vid bredd-förstsökning, den andra är likasåen länkad lista men i det här fallet för djup-förstsökning medan den tredje datastrukturensom används för bäst-förstsökning är av typen TreeSet, en trädstruktur som hela tiden hållssorterad, i det här fallet efter optimum hos föräldranoden.8.2 LösningsgångFör att lösa optimeringsproblemet anropas därefter metoden oneStepSolve, vilken innehål-ler själva algoritmen.Val av sökmetodDet första som sker i metoden oneStepSolve är att undersöka vilken sökmetod användarenhar valt:1 //Breadth f i r s t2 i f (methodChoie==0) {3 urrentEvaluatedNode = nodeQueueBreadthFirst . removeFirst ( ) ;4 nodeQueueBestFirst . remove ( urrentEvaluatedNode ) ;5 nodeQueueDepthFirst . remove ( urrentEvaluatedNode ) ;6 }7 //Depth f i r s t8 else i f (methodChoie==1) {9 urrentEvaluatedNode = nodeQueueDepthFirst . removeFirst ( ) ;10Se Diskussionskapitlet. 26



10 nodeQueueBestFirst . remove ( urrentEvaluatedNode ) ;11 nodeQueueBreadthFirst . remove ( urrentEvaluatedNode ) ;12 }13 //Best f i r s t14 else i f (methodChoie==2) {15 urrentEvaluatedNode = nodeQueueBestFirst . l a s t ( ) ;16 nodeQueueBestFirst . remove ( urrentEvaluatedNode ) ;17 nodeQueueBreadthFirst . remove ( urrentEvaluatedNode ) ;18 nodeQueueDepthFirst . remove ( urrentEvaluatedNode ) ;19 }För att användaren ska kunna växla mellan sökningsmetoderna, bredd-först, djup-först ohbäst-först under lösningens gång, plokas den valda noden okså bort i de övriga datastruk-turerna (rad 4-5, 10-11 samt 17-18 i koden ovan). Hur nya noder läggs till i de olika listornaåterkoms till senare i kapitlet.Lösning av det relaxerade problemetNär så en nod är vald löses LP-problemet för den här noden med hjälp av den externaLP-lösaren QSopt [16℄. Den kommer att returnera en variabel av typen int som talar omlösningens status, det vill säga om problemet gik att lösa, om lösning saknas eller om områ-det som skulle optimeras över var obegränsat så att optimallösningen går mot oändligheten.Lösaren har dok vissa begränsningar men mer om det i Diskussionen sida 42. Om lösningsaknas eller om problemet är obegränsat händer inte så myket mer än att ett par komman-don skikas till den klass som ritar upp trädet samt att BranhAndBoundNodeILP-klassen11får reda på att den innehåller ett problem utan tillåten lösning. Naturligtvis skärs den nodenokså av. Om det däremot �nns en lösning händer desto mer, men mer om det i nästa avsnitt.Test av nodspei�ka avbrottskriterierFörst oh främst ser vi till att få tag på alla variablers värde i optimum samt givetvis oksåoptimalvärdet. I enlighet med den matematiska teorin undersöks sedan ett par av avbrottskri-terierna:1 i f (minProblem) {2 i f ( lpOptimum+TOLERANCE>=upperBound | | (Math .  e i l ( lpOptimum)>=upperBound && urrentEvaluatedNode .i s I n t e g e rOb j e  t i v eFun  t i o nCo e f f i  i e n t s ( ) ) ) {3 urrentEvaluatedNode . setCut ( true ) ;4 updateOptimistiBounds ( ) ;5 hekIfUpperBoundIsEqualToLowerBound ( ) ;6 return ;7 }8 }9 else {10 i f ( lpOptimum−TOLERANCE<=lowerBound | | (Math . f l o o r ( lpOptimum)<=lowerBound && urrentEvaluatedNode .i s I n t e g e rOb j e  t i v eFun  t i o nCo e f f i  i e n t s ( ) ) ) {11 urrentEvaluatedNode . setCut ( true ) ;12 updateOptimistiBounds ( ) ;13 hekIfUpperBoundIsEqualToLowerBound ( ) ;14 return ;15 }16 }För ett minimeringsproblem betyder det att inga nya noder ska läggas till om optimalvärdetär större än den övre gräns som �nns för tillfället eller, vid heltalsvärden på koe�ienternai målfunktionen, att optimalvärdet avrundat uppåt till närmsta heltal är större än den övregränsen. Dessutom behöver inga nya noder läggas till om nuvarande övre gräns är lika medden undre gränsen. Dok måste vi ta hänsyn till att lösaren ger oss numeriska värden så attdet variabelvärde som exempelvis egentligen skulle vara 2 blev 1, 9999 istället. Därför �nns11Klass som samlar nodspei�ka data, se appendix A.27



variabeln TOLERANCE som anger hur stort numeriskt fel vi tolererar utan att det ska påverkalösningsgången allt för myket. På samma sätt fungerar det okså för ett maximeringspro-blem.Det �nns dok ytterligare ett kriterium för att inte lägga till några nya noder i kön tillatt bli evaluerade; om alla variabelvärden är heltal. Detta testas genom:1 boolean moreVariables=true ;2 int i =1;3 /∗4 ∗Cheks f o r f r a  t i o n a l v a l u e s o f the v a r i a b l e s and adds5 ∗ a new on s t r a i n t f o r the f i r s t one found6 ∗/7 for ( Double d : u r r en tSo lu t i on ) {8 i f (Math . abs (d−Math . round (d) ) > TOLERANCE && moreVariables ) {9 l owerConstra intFormulat ion=urrentEvaluatedNode .opyBranhAndBoundNode( true ) ;10 upperConstra intFormulat ion=urrentEvaluatedNode .opyBranhAndBoundNode( fa l se ) ;11  e i l=Math .  e i l (d) ;12 f l o o r=Math . f l o o r (d) ;13 l owerConstra intFormulat ion . setNewConstra intStr ing ( i , f l o o r , true ) ;14 upperConstra intFormulat ion . setNewConstra intStr ing ( i ,  e i l , fa l se ) ;15 newLessThanConstraint . addLast ( 1 . 0 ) ;16 newGreaterThanConstraint . addLast ( 1 . 0 ) ;17 moreVariables=fa l se ;18 }19 else {20 newLessThanConstraint . addLast ( 0 . 0 ) ;21 newGreaterThanConstraint . addLast ( 0 . 0 ) ;22 }23 i++;24 }För varje variabelvärde i optimum kontrolleras alltså om det är ett heltal genom att titta påom beloppet på skillnaden mellan talet oh talet avrundat till närmsta heltal är tillräkligtlitet, se rad 8 i koden ovan. Återigen tillåter vi en viss felmarginal här på grund av numeriskafel. Dok bryr vi oss bara om första gången som någon variabel har en fraktionell del, däravden booleska variabeln moreVariables. Den sätts till att vara falsk om någon variabel inteär ett heltal eftersom vi inte vill förgrena över mer än en variabel i taget. Därtill användervi oss av två listor, newLessThanConstraint oh newGreaterThanConstraint, för att läggatill de nya bivillkor som uppstår vid förgrening. Koe�ienten framför den variabel som skaförgrenas över sätts till 1 medan övriga koe�ienter sätts till 0. I ett problem med 4 variablerbetyder det att ett villkor som skulle skrivas
x3 ≤ 4matematiskt, i datorn kommer att skrivas som:[0.0 0.0 1.0 0.0℄ floor,där floor beskriver värdet på den övre gränsen för variabel 3. Förutom stegen som ärdirekt kopplade till Branh-and-Bound-algoritmen �nns ett par rader kod som hör ihopmed hur Branh-and-Bound-trädet kommer att ritas upp gra�skt, anropen av metodensetNewConstraintString. setNewConstraintString har till uppgift att se till att det nyabivillkoret som läggs till bevaras i tillhörande BranhAndBoundNodeILP som en sträng.Det som sker härnäst är det sista steget i algoritmen, nämligen att lägga till de nyanoderna om lösningen inte redan visade sig vara en heltalslösning:1 i f ( moreVariables ) {2 i f (minProblem) {3 upperBound=lpOptimum ;4 /∗ 28



5 ∗Cheks i f any o f the nodes in the queues wa i t ing f o r be ing6 ∗ e va l ua t ed has a parent optimum tha t i s g r e a t e r than upper bound .7 ∗ I f so those nodes w i l l be removed .8 ∗/9 ArrayList<BranhAndBoundNode> temp=new ArrayList<BranhAndBoundNode>(nodeQueueDepthFirst ) ;10 for ( BranhAndBoundNodeInterfae bab : temp) {11 i f ( bab . getParentOptimum ()>upperBound ) {12 bab . getParentNode ( ) . setCut ( true ) ;13 nodeQueueBreadthFirst . remove ( bab ) ;14 nodeQueueBestFirst . remove ( bab ) ;15 nodeQueueDepthFirst . remove (bab ) ;16 }17 }18 }19 else {20 lowerBound=lpOptimum ;21 /∗22 ∗ Cheks i f any o f the nodes in the queues wa i t ing f o r be ing23 ∗ e va l ua t ed has a parent optimum tha t i s l e s s e r than upper bound .24 ∗ I f so those nodes w i l l be removed .25 ∗/26 ArrayList<BranhAndBoundNode> temp=new ArrayList<BranhAndBoundNode>(nodeQueueDepthFirst ) ;27 for ( BranhAndBoundNodeInterfae bab : temp) {28 i f ( bab . getParentOptimum ()<lowerBound | | ( (Math . f l o o r ( bab .getParentOptimum () )<lowerBound && urrentEvaluatedNode .i s I n t e g e rOb j e  t i v eFun  t i o nCo e f f i  i e n t s ( ) ) ) ) {29 bab . getParentNode ( ) . setCut ( true ) ;30 nodeQueueBreadthFirst . remove ( bab ) ;31 nodeQueueBestFirst . remove ( bab ) ;32 nodeQueueDepthFirst . remove (bab ) ;33 }34 }35 }36 be s tSo lu t i on = ur r en tSo lu t i on ;37 i f ( urrentOptimumNode!=null ) {38 urrentOptimumNode . setCurrentOptimum( fa l se ) ;39 urrentOptimumNode . setCut ( true ) ;40 l i s tOfCutNodes . add ( urrentOptimumNode ) ;41 }42 urrentOptimumNode=urrentEvaluatedNode ;43 urrentOptimumNode . setCurrentOptimum( true ) ;44 }45 else {46 newLessThanConstraint . addLast ( f l o o r ) ;47 newGreaterThanConstraint . addLast (  e i l ) ;48 l owerConstra intFormulat ion . addLessThanInequal i tyConstra int (newLessThanConstraint ) ;49 nodeQueueBreadthFirst . addLast ( lowerConstra intFormulat ion ) ;50 nodeQueueDepthFirst . addFirs t ( upperConstra intFormulat ion ) ;51 nodeQueueDepthFirst . addFirs t ( lowerConstra intFormulat ion ) ;52 nodeQueueBestFirst . add ( lowerConstra intFormulat ion ) ;53 upperConstra intFormulat ion . addGreaterThanInequal i tyConstra int (newGreaterThanConstraint ) ;54 nodeQueueBreadthFirst . addLast ( upperConstra intFormulat ion ) ;55 nodeQueueBestFirst . add ( upperConstra intFormulat ion ) ;56 }57 updateOptimistiBounds ( ) ;58 hekIfUpperBoundIsEqualToLowerBound ( ) ;Som tidigare antytts kommer boolesken moreVariables anta värdet true om alla variabel-29



värden är heltal. I sådana fall kommer övre respektive undre gräns samt den nuvarande bästalösningen att uppdateras beroende på om det är ett maximerings- eller minimeringsproblemsom ska lösas. Dessutom kommer, i så fall, alla noder i köerna gås igenom för att se tillatt noder där nodens förälder har ett optimum som är sämre än nuvarande övre gräns förminimeringsproblem oh undre gräns för maximeringsproblem tas bort enligt ett av bort-skärningskriterierna. I annat fall, det vill säga om moreVariables är falsk, läggs de nyabivillkoren till som fås via förgreningen till i barnnoderna, lowerConstraintFormulationoh upperConstraintFormulation, som innan enbart var kopior av föräldranoden. DessaBranhAndBoundNode:s läggs sedan till i datastrukturerna för respektive sökningsmetod. Av-slutningsvis kontrolleras om de övre oh undre gränserna kan uppdateras oh i så fall om denövre gränsen är lika med den undre.Tillägg av nya noder i respektive sökmetods datastrukturI fallet bredd-förstsökning har vi valt att alltid gå från vänster till höger i trädet. Det betyderatt vänsterbarnet till en nod alltid ska ligga före högerbarnet i den länkade listan där nodernasparas. Det har vi löst genom att alltid först lägga till vänsterbarnet, det vill säga mindre-än-eller-lika-med-villkoret, sist i listan oh sedan högerbarnet efter det, okså sist i listan. Fördet konkreta trädet i Figur 17 skulle noderna alltså ligga i följande ordning för bredd-först-sökning:  d e a b ,oh så här för djupförstsökning: a b  d e .
a b

c d eFigur 17: Ett exempelträd för att illustrera köordning vid bredd-först- respektive djup-förstsökning.Vid djupförstsökning betyder det att de nya noderna alltid läggs till först i listan, däravkommandot addFirst.Sist men inte minst har vi datastrukturen TreeSet där vi inte behöver göra något merän att bara lägga till nodobjekten eftersom TreeSet-klassen [17℄ sköter sorteringen åt oss.8.3 Uppdatering av optimistiska gränserEftersom ett relaxerat problem alltid har ett målfunktionsvärde som är bättre eller lika brasom för det ursprungliga problemet kan vi allt eftersom noder i Branh-and-Bound-trädetevalueras göra bättre oh bättre uppskattningar på hur bra optimallösning som kan fås.Algoritmen för att göra detta bygger på att för varje nod som evalueras lägga den i enlista över möjliga noder för den optimistiska gränsen. Dessa noder tas sedan bort när bådadess barn är evaluerade oh på så sätt hålls listan uppdaterad med enbart de noder somkan innehålla den optimistiska gränsen. För minimeringsproblem plokas den nod med minstoptimalvärde ut ur listan medan det för maximeringsproblem är den med störst optimalvärdesom gäller. 30



8.4 Lösning av hela optimeringsproblemetI sin helhet löses sedan optimeringsproblemet genom att anropa oneStepSolve() till dessatt alla nodköerna är tomma (vilket sker samtidigt för alla tre). Optimalvärdet ligger sedansparat i variabeln lpOptimum oh kan hämtas med metoden getOptimum().9 Vår implementering av Branh-and-Bound för handels-resandeproblemetImplementeringen av den fjärde Branh-and-Bound-tekniken för handelsresandeproblemet,Reduktion av kostnadsmatrisen för handelsresandeproblemet, se okså avsnitt 7.3.4, liknar imångt oh myket Branh-and-Bound-algoritmen för heltalsoptimeringsproblem. Preis somatt algoritmen för heltalsoptimeringsproblemen börjar med initiering av data oh val av sök-metod börjar även den här implementeringen på samma sätt oh med liknande kodinnehåll.9.1 Reduktion av kostnadsmatrisenNär en nod är vald redueras dess kostnadsmatris med hjälp av metoden redueMatrix.Metoden tar en BranhAndBoundNodeTSP12 som parameter oh ändrar dess element enligtkoden som följer:1 private void redueMatrix (BranhAndBoundNodeTSP matrix ) {2 int numberOfCities=matrix . numberOfCities ( ) ;3 for ( int i =0; i<numberOfCities ; i++) {4 List<Double> l i s t=matrix . getRow ( i ) ;5 double d=redueRowOrColumn( l i s t ) ;6 for ( int k=0;k<numberOfCities ; k++) {7 matrix . setElementAtIndex ( i , k , l i s t . get (k ) ) ;8 }9 i f (d!=Double .MAX_VALUE) {10 matrix . addToReduedCost (d) ;11 }12 }13 for ( int i =0; i<numberOfCities ; i++) {14 List<Double> l i s t=matrix . getColumn ( i ) ;15 double d=redueRowOrColumn( l i s t ) ;16 for ( int k=0;k<numberOfCities ; k++) {17 matrix . setElementAtIndex (k , i , l i s t . get (k ) ) ;18 }19 i f (d!=Double .MAX_VALUE) {20 matrix . addToReduedCost (d) ;21 }22 }23 }I redueMatrix hittas det minsta elementet först för varje rad oh sedan för varje kolonn.Om detta element då är nollskilt oh inte heller har värdet Double.MAX_VALUE, som härfår representera oändligheten, så dras kostnaden ifrån värdet på alla andra element i radenrespektive kolonnen. Metoden för att hitta den reduerade kostnaden, det vill säga elemen-tets kostnad, oh för att uppdatera alla värden i list ovan heter redueRowOrColumn. Deninnehåller följande kod:1 private double redueRowOrColumn( List<Double> l i s t ) {2 double d=findMin ( l i s t ) ;3 i f (d>0 && d!=Double .MAX_VALUE) {4 for ( int i =0; i<l i s t . s i z e ( ) ; i++) {5 double f=l i s t . get ( i ) ;6 i f ( f !=Double .MAX_VALUE) {7 l i s t . s e t ( i , f−d) ;12Klass för att samla nodspei�ka data för handelsresandeproblemet, se appendix A.31



8 }9 }10 }11 return d ;12 }Alla de reduerade kostnaderna läggs sedan till i BranhAndBoundNodeTSP:s sumOfRedued-Cost, en variabel för att hålla reda på den totala reduerade kostnaden, för att kunna fungerasom en optimistisk gräns för målfunktionsvärdet.9.2 Test för att se om noden innehåller en tillåten lösningFör att se om de bågar som plokats ut med metoden getArsOfSolution bildar en tillåtenhandelsresandetur anropas metoden hekIfAllowedSolution. I metoden hämtas först denförsta bågen, vars startnod läggs till i en lista över besökta städer, ifrån listan över bågarsom urrentEvaluatedNode:s, det vill säga den för närvarande senast evaluerade nodens,lösning innehåller. Därefter letas listan igenom efter en annan nod som har samma startnodsom den första bågens slutnod. Om ingen sådan hittas returneras �falskt�, det vill säga det äringen tillåten tur. Om däremot en sådan båge hittas så blir den bågen som en ny första bågesåvida dess slutnod inte �nns i listan över besökta städer. I så fall returneras okså �falskt�om inte alla städer faktiskt är besökta en gång för då returneras givetvis �sant�. I javakod serdet ut som följer:1 private boolean hek I fA l l owedSo lut i on (BranhAndBoundNodeTSP matrix ){2 List<Ar> ar s=getArsOfSo lut ion ( matrix ) ;3 ArrayList<Integer>  i t i e s V i s i t e d=new ArrayList<Integer >() ;4 Ar urrentAr=ar s . get (0 ) ;5 int i =0;6 while ( i<matrix . numberOfCities ( ) ) {7 I n t eg e r  i t y=urrentAr . from ;8  i t i e s V i s i t e d . add (  i t y ) ;9 i++;10 for (Ar a : a r  s ) {11 i f ( a . from==urrentAr . to ) {12 i f (  i t i e s V i s i t e d . s i z e ( )==matrix . numberOfCities ( )−1 && a . to== i t i e s V i s i t e d . get (0 ) ) {13 return true ;14 }15 urrentAr=a ;16 i f (  i t i e s V i s i t e d . s i z e ( ) !=matrix . numberOfCities ( ) &&  i t i e s V i s i t e d. onta in s ( a . to ) ) {17 return fa l se ;18 }19 break ;20 }21 }22 }23 return true ;24 }Om lösningen visade sig vara tillåten testas okså om den optimistiska gränsen, optimisti-Bound, är mindre än den nuvarande övre gränsen, upperBound:1 i f ( optimist iBound<upperBound ) {2 upperBound=optimist iBound ;3 be s tSo lu t i on=urrentEvaluatedNode . getL i s tOfArs ( ) ;4 i f ( urrentOptimumNode!=null ) {5 urrentOptimumNode . setCurrentOptimum( fa l se ) ;6 }7 urrentOptimumNode=urrentEvaluatedNode ;8 urrentOptimumNode . setCurrentOptimum( true ) ;32



9 ArrayList<BranhAndBoundNodeTSP> temp=new ArrayList<BranhAndBoundNodeTSP>(nodeQueueDepthFirst ) ;10 for (BranhAndBoundNodeTSP bab : temp) {11 BranhAndBoundNodeTSP m=bab . getParent ( ) ;12 i f (m. getOptimist iBound ( )>=upperBound ) {13 bab . getParentNode ( ) . setCut ( true ) ;14 l i s tOfCutNodes . add (m) ;15 nodeQueueBreadthFirst . remove ( bab ) ;16 nodeQueueBestFirst . remove ( bab ) ;17 nodeQueueDepthFirst . remove (bab ) ;18 }19 }20 }I så fall uppdateras upperBound oh bestSolution. Dessutom tas noder vars förälder har enoptimistisk gräns som är sämre än den övre gränsen bort från nodköerna nodeQueueBreadth-First, nodeQueueBestFirst respektive NodeQueueDepthFirst. Detta eftersom föräldrano-derna inte ska fortsätta att förgrenas över då en fortsatt förgrening inte kommer leda till ettbättre målfunktionsvärde än värdet på den optimistiska gränsen.9.3 Test av avbrottskriteriumOm det visar sig att urrentEvaluatedNode inte innehåller en tillåten lösning, men att dessoptimistiska gräns samtidigt är större än upperBound sker ingen förgrening. Det går inte atthitta ett bättre målfunktionsvärde i den grenen. Kodmässigt ser testet ut så här:1 else i f ( optimist iBound>=upperBound ) {2 updateOptimistiBounds ( ) ;3 urrentEvaluatedNode . setCut ( true ) ;4 l i s tOfCutNodes . add ( urrentEvaluatedNode ) ;5 t r e ePa in t e r . addNodeButton ( urrentEvaluatedNode ) ;6 return ;7 }Den tredje till femte raden ovan �nns enbart där av gra�ska skäl oh har inget med algoritmenför att hitta optimum att göra.9.4 FörgreningDå noden inte innehåller en tillåten lösning eller då dess optimistiska gräns är mindre änden övre gränsen återstår bara vidare förgrening. Det första som sker är följaktligen att hittavilken båge som ska förgrenas över. Det görs med ett anrop av metoden branhAr:1 Ar branhAr=branhAr ( urrentEvaluatedNode ) ;där koden för branhAr ser ut som:1 private Ar branhAr (BranhAndBoundNodeTSP matrix ) {2 Ar a=null ;3 double o s t=−Double .MAX_VALUE;4 for ( int i =0; i<matrix . numberOfCities ( ) ; i++) {5 List<Double> rowi=matrix . getRow ( i ) ;6 int k=0;7 for ( int j =0; j<rowi . s i z e ( ) ; j++) {8 double d=rowi . get ( j ) ;9 i f (d==0) {10 ArrayList<Double> tempRow=new ArrayList<Double>(rowi ) ;11 ArrayList<Double> tempColumn=new ArrayList<Double>(matrix .getColon ( j ) ) ;12 tempRow . remove ( j ) ;13 tempColumn . remove ( i ) ;14 i f ( f indMin (tempRow) !=Double .MAX_VALUE && findMin ( tempColumn) !=Double .MAX_VALUE) { 33



15 double f=findMin (tempRow)+findMin ( tempColumn) ;16 i f ( f>o s t ) {17 o s t=f ;18 a=new Ar ( i , j ) ;19 }20 }21 }22 k++;23 }24 }25 return a ;26 }I metoden ovan beräknas för varje element cij , som har värdet 0, i matrix:s kostnadsmatrissumman av det minsta värdet på rad i, borträknat element cij , oh det minsta elementetpå rad j, borträknat element cij . I avsnitt 7.3 beteknades denna summa Θ(i, j). Metodenreturnerar sedan bågen med den största summan.Därefter skapas höger- respektive vänsterbarn till urrentEvaluatedNode. För vänster-barnet sätts sedan elementet med samma index som branhAr13 till Double.MAX_VALUE ohbranhAr läggs till i listan över noder som inte ska inkluderas. För högerbarnet sker destomer:1 r i g h t . addNewAr ( branhAr ) ;2 r i g h t . setNewConstra intStr ing ( branhAr . t oS t r i ng ( ) ) ;3 for ( int i =0; i<urrentEvaluatedNode . numberOfCities ( ) ; i++) {4 r i g h t . setElementAtIndex ( branhAr . from , i , Double .MAX_VALUE) ;5 r i g h t . setElementAtIndex ( i , branhAr . to , Double .MAX_VALUE) ;6 }7 r i g h t . setElementAtIndex ( branhAr . to , branhAr . from , Double .MAX_VALUE) ;8 removeSubTours ( r i g h t ) ;Först oh främst läggs förgreningsbågen, låt oss kalla den bij , till i listan över de bågar somska tvingas till att vara med i den slutliga turen. Därtill sätts värdet på alla element i rad
i oh i kolonn j till Double.MAX_VALUE. Därefter ändras okså värdet på element cji tillDouble.MAX_VALUE oh dessutom ändras alla värden på bågar som skulle kunna göra attsubturer uppstår genom anropet av removeSubTours, se Borttagning av subturer, avsnitt9.5, nedan. Slutligen läggs dessa barnnoder in i sina respektive datastrukturer på sammasätt som för heltalsoptimeringsproblem, se avsnitt 7.1.9.5 Borttagning av subturerMetoden removeSubTours, som används för att ta bort subturer, börjar med att alla bågarsorteras så att de som bildar en sammanhängande väg kommer efter varandra i en lista:1 List<Ar> ar=matrix . getL i s tOfArs ( ) ;2 List<Ar> sortedAr=new ArrayList<Ar>() ;3 Ar temp=ar . get (0 ) ;4 sortedAr . add ( temp) ;5 for ( int k=0;k<ar . s i z e ( ) ; k++) {6 boolean s t a tu s=fa l se ;7 for (Ar a : ar ) {8 i f ( temp . to==a . from && ! sortedAr . onta in s ( a ) ) {9 temp=a ;10 sortedAr . add ( temp) ;11 s t a tu s=true ;12 break ;13 }14 }15 i f ( ! s t a tu s ) {13Klassen har två instansvariabler som representerar start- oh slutnod för en båge. Nodnumret för dessatvå bildar sedan ett index kopplat till kostnadsmatrisen.34



16 for (Ar b : ar ) {17 i f ( ! sortedAr . onta in s (b) ) {18 temp=b ;19 sortedAr . add (b) ;20 break ;21 }22 }23 }24 }Utan att gå in närmare i detalj på exakt vad som sker i ovanstående kod så skulle en ingåendelista av bågar som från början sorterade enligt1-2 4-3 2-5 3-2 6-1 ,hamna i följande ordning: 1-2 2-5 4-3 3-2 6-1 .För varje båge, bij , i den nya sorterade listan, sortedAr, undersöks sedan ett antalkriterier:1 double max=Double .MAX_VALUE;2 List<Ar> prev=new ArrayList<Ar>() ;3 List<List<Ar>> l i s tO f p r e v=new ArrayList<List<Ar>>() ;4 prev . add ( sortedAr . get (0 ) ) ;5 matrix . setElementAtIndex ( sortedAr . get (0 ) . to , sortedAr . get (0 ) . from ,max) ;6 for ( int i =1; i<sortedAr . s i z e ( ) ; i++) {7 Ar a=sortedAr . get ( i ) ;8 matrix . setElementAtIndex ( a . to , a . from , max) ;9 i f ( ! prev . isEmpty ( ) && prev . get ( prev . s i z e ( )−1) . to==a . from ) {10 for (Ar b : prev ) {11 matrix . setElementAtIndex ( a . to , b . from , max) ;12 }13 prev . add ( a ) ;14 }15 else {16 l i s tO f p r e v . add ( prev ) ;17 prev=new ArrayList<Ar>() ;18 prev . add ( a ) ;19 }20 for ( L i s t<Ar> a l : l i s tO f p r e v ) {21 i f ( a l . get (0 ) . from==a . to ) {22 matrix . setElementAtIndex ( a l . get ( a l . s i z e ( )−1) . to , a . from ,max) ;23 }24 }25 }Först sätts cji till Double.MAX_VALUE. Därefter undersöks om slutnoden för sista bågen ilistan över sammanlänkade bågar, prev, är samma som startnoden för bij . Om så är fallettas alla bågar som har en startnod lika med j oh en slutnod lika med startnod för bågarnai prev bort. I annat fall läggs prev till i listan över sammanlänkade vägar, listOfprev, ohprev startas om med bij som första nod i listan.Det sista som undersöks är om det går att lägga till en nod mellan två vägar oh på sättfå en subtur, se rad 20-23 i koden ovan. I så fall tas den bågen okså bort från mängden avvalbara bågar.
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10 Upplägg av programfönstret ur ett pedagogiskt per-spektivI grova drag är fönstret där trädet ritas upp oh där användaren kan se stegen i Branh-and-Bound-algoritmen uppbyggd som i Figur 18.

Figur 18: Programfönstret. (1) Branh-and-Bound-trädet, (2) Översiktskarta, (3) Panel förövre oh undre gränser på målfunktionsvärdet, (4) Nodinformationsrutan, (5) Originalpro-blemsrutan, (6) Knappar för att lösa problemet oh (7) Menyn.De olika delarna i Figur 18 kommer att beskrivas mer i detalj i kommande avsnitt där vibörjar med trädet från område 1.10.1 Branh-and-Bound-trädet oh ÖversiktskartanEtt Branh-And-Bound-träd, se område 1 i Figur 18, kan bli både myket djupt oh myketbrett. Detta ställer krav på att vi kan rita upp trädet på ett smidigt sätt så att det fortfarandeär möjligt att få en överblik av förgreningen. Samtidigt ska det okså gå att få informationom vad som händer i varje nod. Vår tanke är därför att trädet i sin helhet ritas upp i enpanel som är srollbar vilket gör att det bara går att se en del av trädet i taget men attinformationen i de noder användaren väljer att titta på syns tydligt. 14 Därtill �nns det enliten karta med trädet i miniatyr, se område 2 i Figur 18, som användaren samtidigt kananvända för att få en översikt över hela trädet.Varje nod innehåller direkt synlig information om variabelvärdena i dess optimum samtoptimalvärdet, texten infeasible om tillåten lösning saknas eller unbounded om området somska optimeras över är obegränsat oh optimallösningen går mot oändligheten. Dessutominnehåller den dold information, se Nodinformationsrutan, som användaren kan få tag pågenom att klika på noden. Därtill har den nod som just evaluerats en mörkare ton än övrigaför att göra det extra tydligt var i algoritmen man för tillfället be�nner sig. Därutöver föratt markera att en nod inte kommer att förgrenas över ytterligare sätts ett stort kryss överden. Den för tillfället bästa tillåtna lösningen, om det �nns en sådan, märks ut extra genomatt en röd ring ritas kring den noden.14De tekniska detaljerna för hur det här är implementerat �nns i appendix B.36



Anledningen till att inte all tillgänglig information �nns synlig i noden är först oh främstatt noderna då skulle bli oerhört stora men okså att underlätta för en nybörjare på området.Som nybörjare kan det ibland vara svårt att ta till sig allt för myket fakta på en gång. Detär lätt att bli förvirrad, till exempel av alla olika bivillkor som kan uppkomma i nodinforma-tionsrutan vid ILP-problem. Vi vill dok ge användaren tillgång till en gra�sk representationav området som ska optimeras (om det är ett ILP-problem i två dimensioner) oh möjlighetatt se att �er oh �er bivillkor tillkommer ju längre ner i trädet man kommer.10.2 Panel för övre oh undre gränser på optimalvärdetBranh-and-Bound-algoritmen bygger på att noder i ett träd skärs bort enligt olika kriterier,bland annat genom jämförelse med undre gräns, vid maximeringsproblem, respektive övregräns, för minimeringsproblem, på optimalvärdet. Att snabbt hitta dessa gränser i trädet kanvara svårt för en nybörjare. Trädet kan ju efter ett tag innehålla en stor mängd noder somdet kan bli svårt att navigera bland oh därför vill vi tydliggöra vilka gränserna är oh vaddet innebär för i vilket intervall det optimala målfunktionsvärdet kan ligga. Dessa gränservisas i område 3 i Figur 18.I panelen visas okså vad som blev optimallösningen när Branh-and-Bound-algoritmengått igenom alla steg för det aktuella problemet.10.3 NodinformationsrutanNodinformationsrutan, se område 4 i Figur 18, innehåller information om den nod som preisklikats på eller just evaluerats. Då användaren valt ett ILP-problem �nns två knappar, Graphoh Formulation, kopplade till ruta 4 i Figur 18. Om användaren klikar på Graph-knappenritas det tillåtna området upp i ett koordinatsystem, under förutsättning att problemet inne-håller två variabler. På så sätt kan användaren jämföra tillåtna områden mellan förälder- ohbarnnod oh se hur ett område som ändå inte innehåller några heltalspunkter skärs bort. Föratt se hur området beskrivs matematiskt kan användaren istället välja att klika på knappenFormulation.För handelsresandeproblem �nns det istället information om summan av de redueradekostnaderna samt den reduerade kostnadsmatrisen respektive en graf över de valda bågarnaför den noden.10.4 OrginalproblemsrutanOmråde 5 i Figur 18 innehåller den matematiska formuleringen av optimeringsproblemet. Den�nns med för att göra användaren påmind om vad det egentligen är för ursprungsproblemsom ska lösas oh för att användaren lätt ska kunna jämföra med problemen i respektive nod.10.5 Knappar för att lösa problemetI den knappanel som �nns i område 6 i Figur 18 ställs användaren inför valet av vilken sök-metod han eller hon vill använda. Dessa metoder �nns beskrivna i kapitel 7.1. För att kunnastega sig fram i algoritmen i egen takt �nns knappen Next. Om användaren klikar på denså utförs ett steg i Branh-and-Bound-algoritmen med den valda sökmetoden. Vid stora pro-blem kan det dok bli tröttsamt att stega sig fram i längden. Därför har vi infört möjlighetenatt lösa resterande del av problemet på en gång med knappen Solve All. Därutöver går detatt starta om hela lösningsgången, vilket gör det möjligt att exempelvis jämföra hur trädetser ut för bredd-först- respektive bäst-förstsökning. En ytterligare funktionalitet för att göraprogrammet mer pedagogiskt är möjligheten att baka ett steg i algoritmen oh på så sättkunna se skillnad på vilken nod som evalueras i de olika sökmetoderna.10.6 MenynI menyn, område 7 i Figur 18, �nns knapparna Explanation of Branh-and-Bound for ILPoh Explanation of Branh-and-Bound for TSP, under Help, som ger en kortare förkla-37



ring till hur Branh-and-Bound fungerar vilket kan ge ytterligare förståelse för algoritmen istort. Det �nns även en förklaring, okså det under Help, till hur programmet kan användassamt möjlighet att välja ett nytt problem, spara Branh-and-Bound-trädet till en bild�l medmera.
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11 Testning av Branh-and-Bound IllustratorOavsett vad för typ av programvara som ska konstrueras krävs en utförlig testning oh ut-provning. I de allra �esta fall ska både korrektheten av programmet oh användarvänlighetentestas, så även för vår programvara.11.1 KorrekthetBegreppet korrekthet syftar, i det här fallet, främst på att våra Branh-and-Bound-algoritmerger optimala värden i enlighet med den matematiska teorin. Initialt, det vill säga i utvek-lingsfasen av programvaran, har vi använt oss av ett par exempelproblem ur läroboken Opti-meringslära ([7℄) för att kontrollera Branh-and-Bound-algoritmen för heltalsoptimeringspro-blemen. I dessa exempel �nns tillgång till hela trädstrukturen för ett visst val av sökmetodoh dessutom optimalvärdet. Att programmet fungerar som det ska för exempelproblemenger dok inga garantier för att det ska fungera för alla andra heltalsoptimeringsproblem. Förvidare kontroll av korrektheten har vi egentligen två utgångspunkter; kvantitativ testningoh testning av speialfall.Den kvantitativa testningen handlar om att låta många olika problem lösas av våraBranh-and-Bound-klasser oh jämföra med det optimala värdet. Eftersom det handlar omstora mängder data som ska genereras oh testas så räker det inte att ta några få exempelfrån litteraturen. Istället har vi valt att lita på korrektheten hos den kommersiella optime-ringslösaren Cplex [18℄, oh utdata från denna för de generella heltalsoptimeringsproblemen.För att testa korrektheten av vår Branh-and-Bound-algoritm för handelsresandeproblemetbestämde vi oss för att beräkna kostnaden för samtliga möjliga turer genom att räkna uppdem.11.1.1 Testning med hjälp av CplexFör enkelhetens skull valde vi att enbart använda oss av heltalsoptimeringsproblem med tvåvariabler. Motiveringen till detta är dels att tiden per problem som ska genereras oh lösasminskar men okså att de �esta svårigheter som skulle kunna inträ�a sker redan med enbarttvå variabler. Dessutom var det myket enklare implementeringsmässigt sätt att använda sigav ett fast antal variabler oh valet föll då på två styken.Det vi gjorde var att slumpmässigt generera en målfunktion som ska maximeras15, därmålfunktionskoe�ienterna �k variera mellan 0 oh 1000, eftersom det inte blir någon skill-nad algoritmmässigt om dessa koe�ienter tillåts vara större. Vi lät däremot antal bivillkorvariera slumpmässigt. Dok krävde vi att det alltid skulle �nnas ett mindre än eller lika medvillkor eftersom det annars skulle uppstå en allt för stor andel problem där området skullevara obegränsat. De maximeringsproblem som genererades var alltså på formen att:maximera z =

2
∑

i=1

cixi,då Ax ≤b,

Dx ≥e,

Fx =g,där A har storleken m × 2, där m kan variera mellan ett oh tre, D har storleken n × 2, där
n kan variera mellan noll oh tre, F är av storlek j × j med j varierande mellan noll oh ett,oh b, e, oh g motsvarande högerled. Elementen i matriserna A, D oh F är slumpmässigtgenererade heltal mellan −100 oh 100. I motsvarande högerled, det vill säga i vektorerna b,
e oh g, kan heltalen variera mellan −1000 oh 1000 istället. Anledningen är att det ger ettstörre spann för målfunktionskoe�ientsvariablerna. Dessutom hade varje variabel en övre15Vårt program är byggt helt analogt för minimeringsproblem varför vi valde att bara testa för maxime-ringsproblem. 39



oh undre gräns mellan −100 oh 100 eller så har de varit obegränsade uppåt oh/eller nedåt,i datorn representerat med det största värde som får plats i en double.Sammanlagt slumpades över 80 000 testfall fram utan att vår algoritm gav ett annat svarän vad Cplex gjorde mer än i något enstaka fall. Dessa fel berodde på vår lösares, det vill sägaQSopts [16℄, noggrannhet oh är inget vi kan styra över. Mer kommentarer om varför vi valdeatt använda denna i alla fall �nns i diskussionsavsnittet, avsnitt 12. Det ska dok tilläggasatt i irka 85% av fallen saknade problemet tillåten lösning vilket inte testar speiellt mångautfall.11.1.2 Autogenererad testning för handelsresandeproblemetTestningen av vår implementering av den Branh-and-Bound-algoritm för handelsresandepro-blemet som bygger på reduering av kostnadsmatrisen gik ut på att slumpmässigt genereraen kostnadsmatris av storlek 6× 6 där varje element, förutom elementen på diagonalen i ma-trisen, var ett slumptal mellan 0 oh 1000. Optimalturen för varje matris beräknades sedangenom att räkna upp alla möjliga turer oh ploka ut turen med lägst kostnad.Vi lät därefter vår algoritm räkna ut kostnaden för den optimala handelsresandeturen ohjämförde med värdet som fåtts genom uppräkning av samtliga turer. Testet upprepades övertre miljoner gånger oh varje gång gav vår algoritm ut det optimala värdet.11.1.3 Testning av speialfallVid slumpmässig generering av problem kan det hända att vissa typer av heltalsoptimerings-problem, som vårt program kan komma att användas för att lösa oh illustrera, inte testastillräkligt utförligt om de ens testas överhuvudtaget. Därför krävs det att dessa speialfallundersöks separat.För handelsresandeproblemet är ett av dessa fall att samtliga bågkostnader är lika stora,vilket testades genom att generera en matris där samtliga bågkostnader, förutom de på diago-nalen i kostnadsmatrisen, �k samma värde. Inte heller undersöktes om programmet klararav handelsresandeproblem som saknar lösning med den autogenererade testningen. Dettaspeialfall testades genom att mata in problem där en hel rad eller kolonn i kostnadsmatrisensattes till oändligheten16.Ett exempel på något som eventuellt kunde ha orsakat problem för vår Branh-and-Bound-algoritm för ILP-problem är om problemet som matades in var degenererat. Vi harinte gjort någon omfattande undersökning för att testa så att det inte �nns några undan-tagsfall som vår lösare inte klarar av, men vi har prövat att mata in ett par mer eller mindredegenererade17 problem. För dessa har vi fått ut korrekta värden. Värt att nämna är att detegentligen inte är vår Branh-and-Bound-implementation det hänger på i det här fallet utanpå att vår externa lösare, QSopt [16℄, klarar av att �nna optimallösning även för degenereradeproblem.11.2 AnvändarvänlighetAtt utforma oh testa ett programs användarvänlighet är något helt annat än att kontrolleradess korrekthet. Här handlar det om att undersöka huruvida programmet är lätt att förståoh se hur det kan användas. Den här testningen är inget vi har kunnat genomföra självautan vi har tagit hjälp av personer utifrån. Ett stort tak ska riktas till våra klasskamraterpå Teknisk matematik som varit till stor hjälp.Testningen gik ut på att våra försökspersoner, irka tio till antalet, först helt utan hjälp�k försöka navigera i programmet. När användaren förstått programmets grundmoment gavvi mindre instruktioner, till exempel att starta ett nytt heltalsoptimeringsproblem med tvåvariabler.Det generella intryket försökspersonerna gav över programmet var positivt. De tykteofta att det såg bra ut oh att programmet hade de funktioner som de förväntade sig. Dokuppdagades det att det fanns problem med att hela huvudprogramfönstret inte syntes på16Egentligen Double.MAX_VALUE.17Se avsnitt 5.3 om degeneration. 40



mindre skärmar, men att mata in problem oh starta upp exempelproblem gik lätt för allasom testade oavsett förkunskaper inom optimeringslära. Dok var tröskeln för att förstå ohhitta i huvudfönstret förhållandevis hög. Nästan alla testare var tvungna att tryka på deolika panelerna i ett par minuter för att förstå. En tredjedel hade problem med att hitta hurman kan stega sig fram i algoritmen. Alla kom dok fram till hur de skulle bära sig åt efteren liten stund.De försökspersoner som inte sysslat så myket med optimering innan kunde inte förstå hurstegen fungerade, speiellt inte för handelsresandeproblemet, men de hittade till den hjälptextdär informationen fanns. Även de som hade grundläggande kunskaper i optimering kunde haproblem att förstå vad som händer i varje steg i algoritmen för handelsresandeproblemet.Däremot hade de inga problem att se när en giltig handelsresanderutt hittats. Främst bidroguppritningsverktyget för handelsresandeproblemet till denna förståelse.Det användare förstod i särklass bäst var heltalsoptimeringsproblem med två variabler.Förgreningen blir då inte så svår att förstå när testaren kan se hur området som optimerasöver krymper gra�skt. Positiv respons �k vi okså på enkelheten i inmatning av egna pro-blem. Det var lätt förstå vad som förväntades av dig som användare. Dessutom upplevdesöversiktskartan som lättförståelig oh användarna tykte sig få en bra överblik av trädetgenom den.En sak vi �k lära oss av att studera testarna var att många av programmets funktionerinte var uppenbara. Till exempel förstod ingen av användarna att noder kan klikas på eller attdet går att zooma med mushjulet i plotverktyget för heltalsoptimeringsproblemen. Dessutomvar det tydligt att nästan alla hade problem med att upptäka när algoritmen terminerar ohoptimalvärdet hittas.
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Diskussion oh slutsats12 Diskussion12.1 Val vid implementeringRedan i början av projektet var vi tvungna att göra val kring hur vi skulle gå till väga föratt på bästa sätt skapa en lättanvänd, lättillgänglig oh tilltalande programvara. Det förstaimplementeringsvalet handlade om att bestämma programmeringsspråk: Java eller Matlab.I Matlab �nns många funktioner inbyggda, det går därför snabbt att skapa program oh detär inte heller speiellt svårt. Ett problem är dok att det är svårt att speialdesigna gra�k iMatlab. Det går att göra myket i Matlab men över lag är programmeraren någorlunda låsttill de metoder som redan �nns inbyggda. I det språk vi tillslut valde, Java, tar det längre tidatt skapa ett körbart grundprogram. Fördelen är att man med Java kan skapa vilka programeller metoder som helst om tillräkligt med tid läggs ner. Möjligheten att speialdesigna egnaknappar oh att göra olika typer av uppritare är bra myket större i Java. Slutligen är Java ettobjektorienterat programmeringsspråk vilket lämpar sig väl vid skapandet av stora programsom kräver god struktur. En av de största anledningarna till varför valet föll på att skriva iJava var att programmet då kommer att vara körbart överallt. Den programvara som krävs föratt köra Java-applikationer �nns på nästan alla datorer världen över. Om programmet hadevarit skrivet i Matlab så skulle antalet potentiella användare minskat markant då utnyttjandeav Matlab kräver en liens.Det andra implementationsvalet vi ställdes inför gällde lösning av linjärprogrammerings-problem. Vilken lösare ska användas för att hitta optimum till LP-problem med hjälp avsimplexmetoden? Efter att ha utvärderat ett antal alternativ begränsade vi oss till två olikalösare: Cplex oh QSopt. För den kommersiella lösaren Cplex �nns ett användargränssnittför Java oh det råder inget tvivel om att Cplex har en högre noggrannhet än QSopt, mendet krävs att användaren har en liens. För att kunna publiera projektet på internet kanvi således inte använda Cplex, utan måste välja en lösare såsom QSopt, som är tillåten attanvända i utbildningssyfte.Det �nns många olika typer av Branh-and-Bound-algoritmer som hade gått att imple-mentera på samma sätt som de två typer av problem som är med i programmet. Till exempelhade vi kunnat implementera speiella Branh-and-Bound-tekniker för kappsäksproblemeteller olika typer av shemaläggningsproblem. Dessutom �nns det många olika intressantarelaxeringar till handelsresandeproblemet som skulle kunnat implementerats. Istället valdevi att först implementera algoritmen som löser generella heltalsoptimeringsproblem, som dåokså kan användas för att hitta optimum för många av speialfallen18. Dessutom är dengra�ska lösningsgången förhållandevis lätt att följa så att användare kan förstå prinipenbakom Branh-and-Bound. Som vårt andra problem bestämde vi oss för att implementerahandelsresandeproblemet där relaxeringen sker med reduerade kostnadsmatriser, se avsnitt7.3.4. Skälet till att vi valde denna lösningsmetod var för att relaxeringen skapar binära trädså att vår nuvarande implementation av trädgra�ken i programmet fortfarande kan användasutan större modi�kation.12.2 Begränsningar i programvaranÄven om programvaran innehåller en hel del funktioner �nns okså vissa begränsningar. Tillexempel får generella heltalsoptimeringsproblem maximalt ha sju variabler oh nio bivillkorav vardera typ, vilket resulterar i att programmet inte kan lösa allt för stora problem. Påsamma sätt kan man vid inmatning av en egen kostnadsmatris för handelsresandeproblemmaximalt välja sju städer. Detta är ett medvetet val som tvingar ner storleken på problemen.Stora problem är delvis svårare att förstå oh blir på så sätt opedagogiska oh om träden blir18Kappsäksproblem, handelsresandeproblem oh shemaläggningsproblem42



för djupa följer ett minnesproblem i Java. Problemet bottnar i hur översiktskartan uppdate-ras i varje iteration av Branh-and-Bound-algoritmen. I avsnitt B.2 beskrivs hur vi skapadeöversiktskartan med hjälp utav objektet BufferedImage oh hur det ledde fram till min-nesläkan. Det visade sig att denna minnesläka var ett känt problem i Java oh är någotsom antingen måste kringgås eller en begränsning som får aepteras. I vårt fall fanns ingenbra alternativ lösning, istället lade vi till en dialogruta som varnar användaren när ett trädetbörjar bli för stort för Java att hantera.En funktionalitet i programmet som underlättar inlärningen av hur Branh-and-Boundfungerar, men som okså är begränsad, är att låta användaren baka i algoritmen. Bara attimplementera möjligheten att baka ett steg är tillräkligt komplierat, då det krävs attprogrammets tillstånd sparas för varje gång en ny nod evalueras i algoritmen på ett e�ektivtsätt. Därför �nns det inte möjlighet att gå bak mer än ett steg.Under testningen av vår Branh-and-Bound-algoritm upptäkte vi att QSopt, det vill sägaden externa lösare vi använder för att lösa linjärprogrammeringsproblemen utan heltalskrav,har en förhållandevis låg noggrannhet vad gäller optimallösningens värde. Det innebär attden toleransnivå vi har i felmarginal måste vara förhållandevis stor vilket i sin tur leder tillatt vissa problem inte löses helt korrekt. Tyvärr kan vi inte styra över QSopt:s toleransnivåutan det är något vi måste aeptera då vi valt att använda denna lösare.Dok är problemet kanske inte riktigt så stort som det låter. De optimeringsproblem somgör att QSopt:s toleransnivå inte räker till är av sådan natur att en nybörjare inom Branh-and-Bound med stor sannolikhet ändå inte skulle ha någon större nytta av dess illustrering.Det beror på att trädet för den här typen av problem blir väldigt djupt. Ett djupt träd tillföri prinip ingenting teoretiskt sätt mer än att illustrera att heltalsoptimeringsproblem iblandkan vara myket komplexa att lösa.12.3 Pedagogiskt resonemangEftersom målet med programmet är att det ska kunna fungera som ett verktyg för att läraut Branh-and-Bound-metoden har en hel del arbete lagts ner för att göra programmet såpedagogiskt som möjligt. För att nå detta mål krävdes ett genomtänkt programupplägg, medfokus på inlärningsvärdet. En del i upplägget var att förse användaren med en rimlig mängdinformation samtidigt som möjligheten ska �nnas för användaren att få mer information omteorin bakom Branh-and-Bound. Vi valde därför att lägga in förklaringstexter i programmetsom �nns tillgängliga via menyraden. En utgångspunkt vid skapandet av användargränsnit-tet var att knappar oh fönster skulle vara självförklarande men för att ytterligare göraprogrammet mer användarvänligt skapade vi även en hjälp-ruta som okså är tillgänglig viamenyraden.Vid positioneringen oh uppbygganden av de olika panelerna i huvudfönstret var idéenatt trädet, som Branh-and-Bound-algoritmen resulterar i, skulle ligga entralt oh ha denstörsta delen av huvudfönstret. Det var ett medvetet val preis som att vi valde att visavariabelvärdena oh målfunktionsvärdet i varje nod. Detta efter att noggrant ha övervägtvilken information som är mest relevant för en nybörjare. Bland annat diskuterades huruvidavariabelvärdena skulle vara med eller inte. För handelsresandeproblemet fanns det en liknandediskussion kring om de utvalda bågarna eller de borttagna skulle synas i noden. Ytterligareett diskussionsämne var en övervägning mellan att ge användaren möjlighet att baka ohatt numrera nodernas evalueringsordning.12.4 Förbättrings- oh utveklingspotentialI början av projektet hade vi förslag på vilka problemtyper som skulle kunna �nnas med i pro-grammet om det vore tidsmässigt möjligt. Efter att ha kommit igång med arbetet beslutadevi oss för att lägga fokus på det viktigaste, Branh-and-Bound för generella heltalsoptime-ringsproblem. Under proessens gång kom vi även på nya funktioner som vi inte tänkt påfrån början men som ändå lyfter helhetsintryket av programmet, till exempel att baka ettsteg i algoritmen.Ett av de största områden för utvekling är antalet olika problem som går att lösa medBranh-and-Bound oh vår programvara. Om gra�ken utveklas, så att träduppritaren kan43



rita andra träd än binära, blir svårigheten med att lägga till nya problemtyper till stor delatt översätta den matematiska algoritmen till javakod.En annan del som skulle kunna förbättras är att göra det gra�ska tydligare på ytterligareett antal punkter:
• Till exempel skulle knapparna för att välja problemtyp kunna speialdesignas med enliten bild på problemstrukturen. Strukturen på hur de olika delarna ligger i huvudpro-gramfönstret skulle kanske även den kunna vara bättre utformad, med nya positionerför de olika komponenterna eller med mer tilltalande knappar i algoritmpanelen.
• En annan gra�sk förbättring hade varit att alltid skala huvudprogramfönstret utefterstorleken på skärmen programmet körs i.
• En funktionalitet som saknas men som vore tillsynes användbar att ha med är navi-gation genom att klika på en position i översiktskartan oh på så sätt få den delenentrerad i trädpanelen. Nästan alla användare som testade programmet försökte klikapå översiktskartan för att styra över vilken del av trädet som visas.
• För inmatning av handelsresandeproblem skulle en utvekling kunna ske genom att låtaanvändaren mata in euklidiska handelsresandeproblem via en klikbar karta.
• För heltalsoptimeringsproblem skulle man kunna ha en uppritare för problem med trevariabler genom att göra samma steg som i uppritaren för två dimensioner men attgöra uppritningen i openGL för att kunna rita områden oh ytor i 3D.Slutligen skulle vi även kunna implementera en egen simplexalgoritm där noggrannheten voremöjlig att styra. Anledningen är att det numeriska värde som QSopt:s lösare returnerar inteär tillräkligt exakt, se okså avsnitt 12.2.13 SlutsatsI slutändan blev programvaran som planerat. De första utkasten på programstruktur ohframförallt huvudfönsterstruktur stämmer överens med resultatet. Programmet går, oksådet som planerat, att köras som en applikation via ett webbfönster oh kräver inga spei�kaprogramvaror eller lienser, förutom Java, för att köras.
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AppendixA ProgramstrukturStartmenyNedan listas alla klasser som används, i det skeende av programmet, där användaren ännuinte har matat in vilket spei�kt problem som ska lösas.SeletionFrameController - Klass som kontrollerar vilket fönster som ska visas innan ettspei�kt problem är valt. SeletionFrameController lyssnar på alla knappar från fönsterden öppnar oh hanterar vad som händer när man tryker på dem.WelomeFrame - Första fönstret som visas när programmet startas upp. Låter användarenvälja mellan att lösa ett heltalsoptimeringsproblem oh ett handelsresandeproblem.ILPFrame - Fönster som visas om användaren väljer att lösa ett heltalsoptimeringsproblem.Låter användaren välja mellan två färdiga exempel: att öppna ett problem från en �l elleratt mata in ett eget problem.ILPOwnProblemFrame - Fönster som visas om användaren väljer att mata in ett eget hel-talsoptimeringsproblem. I denna ruta får användaren välja hur många variabler oh bivillkorproblemet ska ha.ILPProblemInputFrame - Fönster som visas efter det att användaren har matat in hur stortheltalsoptimeringsproblemet ska vara. Här matas vilka värden de olika bivillkoren ska ha,vad målfunktionen ska vara samt vilka begränsningar de olika variablerna ska ha in. Närinmatningen är klar kan användaren antingen spara problemet till en .ilp-fil eller startaprogrammet för det givna problemet.TSPFrame - Fönster som visas om användaren väljer att lösa ett handelsresandeproblem.Användaren får välja mellan att lösa ett exempelproblem eller ett eget problem. I valet aveget problem kan användaren välja hur många städer det egeninmatade problemet ska ha.TSPProblemInputFrame - Om användaren väljer att mata in ett eget handelsresandepro-blem visas detta fönster. Användaren får nu mata in värden i en färdig matris som beskriverbågkostnaden mellan olika städer. När inmatningen är klar kan användaren antingen sparaproblemet till en .tsp-fil eller starta programmet för det givna problemet.OpenFileFrame - Fönster som visas om användaren väljer att öppna ett problem från en�l.SaveFileFrame - Fönster som visas om användaren väljer att spara ett problem till �l.Gra�kHär listas alla klasser som används för att gra�skt visa hur algoritmen fungerar. Det är klas-ser som sköter uppritning av trädet oh dess noder, översiktskartan, hjälptexter oh annatsom visas efter det att användaren har matat in vilket problem som ska lösas.MainFrame - Huvudfönstret som innehåller alla andra små fönster oh knappar. Vissa funk-tioner är implementerade rakt i MainFrame-klassen, såsom översiktskartan oh fönstret somvisar övre oh undre gränser för målfunktionen, medan andra ligger i separata klasser. I över-siktskartan kopieras oh skalas innehållet i TreePainter, som ritar upp trädstrukturen, tillen bild. 47



MenuBarForMainFrame - Klass för huvudfönstrets meny.MainFrameController - Klass som lyssnar oh reagerar på de olika knapparna i MainFrame.Från MainFrameController uppdateras sedan MainFrame.TreePainter - Fönster som innehåller alla noder oh alla kanter. Treepainter räknar vari fönstret olika noder oh bågar ska ligga för att det ska se snyggt ut oh håller koll på omfönstret behöver bli bredare eller högre.NodeButton - Klass för att skapa en nod som okså fungerar som knapp. I klassen fås nod-spei�k information från instanser av BranhAndBoundNodeInterfae .NodeEdge - Klass för att rita bågarna som sammankopplar noder.SreenImage - Klass som används för att kopiera bilder av uppritade javaobjekt av ty-pen JComponent[17℄. Används i MainFrame för att skapa översiktskartan oh är skriven av RCamik [1℄.HowToUseTheProgramFrame - Om användaren från menyn i MainFrame väljer först �Help�oh sedan "How to use the program", kommer detta fönster visas. I detta fönster �nns enreplika av knapparna i MainFrame med förklarande texter som beskriver vad var oh en avknapparna gör.SearhMethodInformation - Fönster som beskriver hur varje sökmetod fungerar.Index - Klass som används för att kunna skriva ut nersänkta si�ror, det vill säga index,i Java.ILPExplanationFrame - Om användaren, körandes ett heltalsoptimeringsproblem, från me-nyn i MainFrame väljer först �Help� oh därefter �Explanation of the Branh-and-Boundalgorithm for ILP�, kommer detta fönster visas. I fönstret �nns en bild som beskriver hur deolika stegen av Branh-and-Bound-algoritmen för heltalsoptimeringsproblem fungerar.TSPExplanationFrame - Om användaren, körandes ett handelsresandeproblem, från menyn iMainFrame väljer först �Help� oh därefter �Explanation of the Branh-and-Bound algorithmfor TSP�, kommer detta fönster visas. I fönstret �nns en bild som beskriver hur de olikastegen av Branh-and-Bound-algoritmen för handelsresandeproblemet fungerar.ILPPlotPanel - Klass som ritar upp områden för heltalsoptimeringsproblem med två va-riabler.AlgoritmHär ingår alla klasser som har med implementeringen av Branh-and-Bound-algoritmen attgöra.BranhAndBoundILP - Klass som utför Branh-and-Bound för heltalsoptimeringsproblem.BranhAndBoundNodeILP - Klass för att samla all nodspei�k information i Branh-and-Bound-algoritmen för heltalsoptimeringsproblem.LPFormulation - Klass som innehåller samlade data för ett linjärprogrammeringsproblem.ILPSolver - Klass som löser ett linjärprogrammeringsproblem med simplexmetoden. An-vänder den externa lösaren QSopt[16℄ för detta ändamål.BranhAndBoundTSP - Klass som utför Branh-and-Bound-stegen för handelsresandeproble-met. 48



BranhAndBoundNodeTSP - Klass för att spara all spei�k noddata i Branh-and-Bound-algoritmen för handelsresandeproblemet.Ar - Klass som beskriver bågar i en graf. Används bland annat i grafrepresentationen avhandelsresandeproblem.TSPGraph - Fönster som ritar upp de optimala turerna för relaxerade handelsresandeproblem.BranhAndBoundInterfae - Interfae för Branh-and-Bound-algoritmer.BranhAndBoundNodeInterfae - Interfae för Branh-and-Bound-noder.

Figur 19: Beskrivning av fönsterna som används för att navigera fram till MainFrame.
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B Tekniska aspekter kring implementeringenI följande bilaga förklaras en del av de tekniska aspekterna kring implementeringen av vårtprogram Branh-and-Bound Illustrator. Eftersom programvaran innehåller en stor mängd kodsom i sig inte är så relevant för varken Branh-and-Bound-algoritmen eller det pedagogiskaperspektivet men som är av stor betydelse för helhetsintryket av programmet kommer vihär ta upp de viktigaste byggstenarna för att få huvudfönstret att fungera. Vissa av dessadelar innehåller en del intressant matematik oh en stor del av arbetstiden lades på att lösade problem som uppstod i varje stadie av uppbyggnaden. En del av dessa diskuteras i korthetnedan.För en fullständig förståelse för programmets olika delar hänvisar vi till koden samt desskommentarer.

Figur 20: Programfönstret. (1) Branh-and-Bound-trädet, (2) Översiktskarta, (3) Panel förövre oh undre gränser på målfunktionsvärdet, (4) Nodinformationsrutan, (5) Originalpro-blemsrutan, (6) Knappar för att lösa problemet oh (7) Menyn.B.1 Branh-and-Bound-trädetVid valet av hur vi skulle rita upp det träd som representeras i Branh-and-Bound-algoritmenhade vi två alternativ. Det första var att använda ett färdigskrivet paket för uppritning avgrafer, i detta fallet studerade vi paketet JGraphT [19℄, eller så kunde vi skapa en egenuppritare. Valet föll på det senare då vi upptäkte att en del funktioner som vi hade behövtsaknades i JGraphT. Ett exempel är en algoritm för att rita binära träd. Dessutom ville50



vi ha möjligheten att kon�gurera uppritningen för binära träd på ett sätt som passade in ihuvudfönstret.Idéen bakom uppbyggnaden av trädet gik ut på att låta varje nod vara ett objekt avinterfaet BranhAndBoundNodeInterfae.På så vis kan vi styra vilket innehåll varje enskildnod ska ha, till exempel �k varje nod ett eget målfunktionsvärde kopplat till lösningen avdet relevanta relaxerade problemet.Förutom vad som nämndes ovan får varje nod okså en höjdparameter samt ett indexi det horisontella ledet. Med hjälp utav dessa två parametrar kan vi skapa en formel förpositionen för nya noder i trädet i förhållande till fönstrets storlek oh sedan beräkna denenligt nedan:1 private void setNodeButtonPos it ion ( BranhAndBoundNodeInterfae node ) {2 int numberOfVariables = node . getNumberOfVariables ( ) ;3 NodeButton nodeButton=new NodeButton ( pl , node , width ) ;4 int x=node . ge tHor i zonta l Index ( ) ;5 int y=node . getHeight ( ) ;6 int ypos ;7 int xpos=( int ) ( (2∗x−1)∗width /(Math . pow(2 , y+1) ) )−(80+25∗numberOfVariables ) /2 ;8 i f ( y == 0) {9 ypos=20;10 }11 else {12 ypos=y∗100 ;13 NodeEdge edge=new NodeEdge ( node , width ) ;14 int edgeLoat ion ;15 i f ( node . ge tHor i zonta l Index ( )%2==1) {16 edgeLoat ion=xpos+(80 + (25∗ numberOfVariables ) ) /2 ;17 }18 else {19 edgeLoat ion=xpos+(80 + (25∗ numberOfVariables ) )/2−edge . getBreadth( ) ;20 }21 edge . s e tLoa t i on ( edgeLoation , ypos−50) ;22 panel . add ( edge ) ;23 }24 nodeButton . s e tLoa t i on ( xpos , ypos ) ;25 setSro l lPaneView ( xpos , ypos ) ;26 panel . add ( nodeButton ) ;27 panel . r epa in t ( ) ;28 }För att hela trädet skulle få plats gällde det även att panelen som alla noder skulle adderastill var stor nog. I många fall blir träden väldigt breda efter bara några få steg i algoritmenoh därför behövs en rutin som undersöker platsutrymmet i både sid- oh höjdled:1 publi void addNodeButton ( BranhAndBoundNodeInterfae node ) {2 i f ( node . getHeight ( )>urrentDepth ) {3 urrentDepth=node . getHeight ( ) ;4 //Cheks i f the s i z e o f the s  r o l l p an e shou ld be hanged .5 i f ( (Math . pow(2 , urrentDepth ) ) ∗(82 + (25∗ node . getNumberOfVariables( ) ) ) > width ) {6 width=width ∗2 ;7  r ea t eS ro l lPane ( ) ;8 s izeChanged ( ) ;9 }10 i f (20 + urrentDepth∗102> he ight ) {11 he ight=he ight +105;12  r ea t eS ro l lPane ( ) ;13 s izeChanged ( ) ;14 }15 } 51



16 setNodeButtonPos it ion ( node ) ;17 ps . f i rePropertyChange ( "nodeAdded" , node , null ) ;18 l i s tOfNodes . add ( node ) ;1920 }Med dessa två rutiner samt nod-klassen kunde vi således rita upp trädet som representerarBranh-and-Bound-algoritmens steg på ett sätt som uppfyller våra krav.B.2 ÖversiktskartaFör att skapa möjligheten att se en översiktskarta över hela trädet som ritas upp i trädfönstretkrävdes en del kreativitet. Det fanns ingen färdig funktion i Javas API [17℄ som löste proble-met oh det saknades även färdiga paket för ändamålet, men via en klass, SreenImage[1℄, vardet möjligt att skapa en bild av en JComponent[17℄. I vårt fall var det klassen "treePainter",en instans av JComponent.Genom att först spara oh skala ner storleken på en bild av typenBufferedImage kunde vi därefter spara om den till en ny BufferedImage för att sedan ritaupp den i översiktsfönstret.Skalningen av bilden var inte helt rättfram den heller. För att översiktskartan alltid skaha samma mått vid varje uppdatering av trädfönstret behövs en funktion som håller koll påom trädfönstret skalas om både i höjdled oh i sidled. När så sker skalas den mindre över-siktskartan mer i höjdled respektive i sidled. Nedan följer koden för skalningen av bilden:1 /∗∗2 ∗ A method t ha t s  a l e s the image f o r the minimap .3 ∗ �param img4 ∗ �return a downsaled ve r s i on f o r the minimap .5 ∗/6 publi BufferedImage s  a l e ( BufferedImage img ) {7 int newHeight ;8 int newWidth ;9 i f ( img . getHeight ( )>prevHeight ) {10 ur r entHe ightSa l e=ur r entHe ightSa l e ∗ 0 . 5 ;11 newHeight = new Double ( img . getHeight ( ) ∗ ur r entHe ightSa l e ) .intValue ( ) ;12 } else {13 newHeight = new Double ( img . getHeight ( ) ∗ 0 . 4 ) . intValue ( ) ;14 }15 i f ( img . getWidth ( )>prevWidth ) {16 urrentWidthSale=urrentWidthSale ∗ 0 . 9 ;17 newWidth = new Double ( img . getWidth ( ) ∗ urrentWidthSale ∗0 . 9 ) .intValue ( ) ;18 } else {19 newWidth = new Double ( img . getHeight ( ) ∗ 0 . 4 ) . intValue ( ) ;20 }21 i f ( r e s i z e d !=null ) {22 r e s i z e d . f l u s h ( ) ;23 }24 r e s i z e d = new BufferedImage (newWidth , newHeight , img . getType ( ) ) ;25 Graphis2D g = r e s i z e d .  reateGraph i s ( ) ;26 g . setRender ingHint ( RenderingHints .KEY_INTERPOLATION,27 RenderingHints .VALUE_INTERPOLATION_BILINEAR) ;28 g . drawImage ( img , 0 , 0 , newWidth , newHeight , 0 , 0 ,29 img . getWidth ( ) , img . getHeight ( ) , null ) ;30 g . d i spo s e ( ) ;31 return r e s i z e d ;3233 }I oh med ovanstående lösning uppdagades ett nytt problem. Eftersom trädet i vår upp-ritare blir bredare oh bredare ju �er noder som läggs till oh på grund av att noderna52



inte ska kroka med varandra, resulterade det i att den bild som skapades av SreenImageoh som sparades som en BufferedImage tog upp myket minne. Det är ett problem dåJava-applikationer bara tilldelas en viss mängd minne som kan utnyttjas. Med bilder somär uppemot 10 000 pixlar i bredd försvinner minnesutrymmet snabbt oh det är inte barade stora bilderna som orsakar dessa minnesproblem. Vid varje uppdatering av trädfönstretmåste översiktskartan uppdateras, vilket leder till att många BufferedImage-objekt skapas.Dessa bilder ligger sedan kvar i den stak som applikationen har i sin minnestilldeling. Ävenom man försöker tömma minnet manuellt oh ta bort gamla bilder så är det bara referensernatill bilderna som försvinner. Alltså kommer minnet att sakta men säkert ätas upp av applika-tionen vilket kommer att resultera i ett OutOfMemory-exeption. När detta skrevs fanns ingenbra lösning på problemet oh var en sedan tidigare känd bugg i Java, istället begränsade vistorleken på problem som kan lösas med vår applikation, något som inte kommer att påverkaanvändarvänligheten eftersom större träd inte tillför så myket ur en pedagogisk synvinkel.En positiv följd av att skapa översiktsbilden med hjälp av BufferedImage är att vid varjeuppdatering av bilden får vi även med vilken nod som är markerad, den mörkblå, vilket gördet enklare för användaren att navigera i stora träd.B.3 Nodspei�k information - graf för heltalsoptimeringsproblemFör att kunna illustera de områden som optimeras över i varje iteration av Branh-and-Bound-algoritmen behövs ett plotverktyg för Java. Valet föll på det färdiga paketet GRAL[20℄. GRAL är ett gratisbibliotek till Java för att rita upp grafer, diagram oh tabeller. Detär registrerat under LGPL19 v3 [21℄, vilket betyder att det kan användas i utbildningssyftesamt i kommersiellt syfte så länge man inte ändrar i källkoden.Biblioteket är utformat så att man som användare kan använda paketet i Java Swing [17℄,verktygskittet för gra�ska användargränssnitt i Java. Problemet vi stötte på med GRAL varatt det inte fanns någon inbyggd metod för att rita upp ett område utifrån givna olikhets-villkor i två dimensioner. Den funktionen ville vi ha i det färdiga programmet för att snabbtoh enkelt kunna rita upp de områden som ska optimeras över i varje iteration av Branh-and-Bound-algoritmen.Hörnpunkter i en polyederDet som vi kunde utnyttja i GRAL var möjligheten att mata in data för hörnpunkterna iden polyeder som skapas av de linjära olikhetsvillkoren. Om dessa punkter matas in i rättordning kan således GRAL dra linjer mellan punkterna oh på så sätt bygga upp kanternaför det område som de linjära villkoren spänner upp. Idéen går alltså ut på att hitta dehörnpunkter i polyedern som spänns upp av villkoren oh för att vi skulle kunna göra dettabehövs ett till villkor, området får inte vara obegrä. Med ovanstående förutsättningar kan vise alla olikhetsvillkor som funktioner av en variabel (x2 = f(x1)), alltså eliminerar vi allaolikhetsteken i villkoren oh sätternsat likhetsteken istället. Genom att göra om alla villkortill funktioner av en variabel kan vi hitta alla skärningspunkter mellan de olika villkoren. Detsista steget blir då att lösa ett två-dimensionellt ekvationssystem av typen:






ax1 + bx2 = e
cx1 + dx2 = f

a, b, c, d, e, f ∈ R

(2)Lösningen till den här sortens system, som okså är skärningspunkten, ges av Cramer's formel[22℄:
{

x1 = ed−bf
ad−bc

, ad − bc 6= 0

x2 = af−ec
ad−bc

, ad − bc 6= 0
(3)SkärningspunkterI algoritmen för att hitta hörnpunkterna jämfördes alla villkor med alla vilket gav samtligaskärningspunkter mellan villkoren. Det är dok inte säkert att alla dessa skärningspunkterär hörnpunkter i polyedern, vissa punkter kan ligga utanför området, jämför med Figur 21.Därför behövs även en rutin för att undersöka alla skärningspunkter oh se om de uppfyller19Lesser General Publi Liense 53



Figur 21: Villkor med skärningspunkt utanför område (punkten (−5, 0)).de ursprungliga villkoren på området. De punkter som gik igenom denna rutin utgör såledeshörnpunkterna i den polyeder som spänns upp av villkoren.För att det ska vara möjligt att dra rätt linjer mellan dessa hörn behövs en rutin somhittar alla hörnpunkter som ligger på ett av villkoren. Denna rutin bakas in i rutinen därhörnpunkterna hittas. Genom att jämföra ett villkor med alla andra oh sedan upprepa föralla villkor får man hörnpunkterna i par, ett par för varje villkor. Varje par representerar tvåpunkter som det ska dras en linje emellan. På så sätt kan man mata in dessa par i GRALoh få dem uppritade. Den resulterande plotten kommer då att visa det område som skaoptimeras över. Ett exempel på uppritning av ett område kan se ut så här:

Figur 22: Exempel på uppritning av ett område.B.4 Nodspei�k information - graf för handelsresandeproblemetFör att rita upp de bågar som ingår för respektive nods tur i vår Branh-and-Bound-algoritmför handelsresandeproblemet �nns klassen TSPGraph. Med hjälp av klassens metoder ska en54



graf över alla noder oh bågar i handelsresandeproblemet ritas upp. Det svåra med upprit-ningen är i första steget att få ett lagom avstånd mellan varje nod. Lösningen blev att läggaalla noder, n till antalet, på en irkel med 360/n grader mellan dem, se Figur 24.Den första staden plaeras en bit nedanför mittpunkten, satt som origo i beräkningarnanedan, på den JPanel [17℄ som grafen ritas upp på. Den andra noden hittas sedan genom attrotera den första 360/n grader moturs. Den tredjes position hittas i sin tur genom att roteraden andra med samma gradantal oh så fortsätter det till dess att alla noder är utplaerade.Översatt till javakod innebär det:1 private void nodePos i t i ons ( ) {2 d=this . g e tS i z e ( ) ;3 midpoint=new Point (d . width /2 ,d . he ight /2) ;4 double ang le=360/numberOfCities ;5 Point ityOne=new Point ( 0 , ( int ) (d . he ight/2−d . he ight ∗0 . 2 ) ) ;6 oo rd ina t e s .  l e a r ( ) ;7 oo rd ina t e s . add ( ityOne ) ;8 for ( int i =1; i<numberOfCities ; i++) {9 Point node=new Point ( getRotatedPoint ( oo rd ina t e s . get ( i −1) , ang le ) ) ;10 oo rd ina t e s . add ( node ) ;11 }12 }Själva rotationen utförs med anropet av metoden getRotatedPoint, se rad 9 i koden ovan.I metoden, som tar in en punkt, från oordinates, oh en vinkel som parametrar, roterassedan punkten genom en multiplikation med rotationsmatrisen:
[

cos α − sin α
sin α cos α

]

. (4)Kodmässigt ser det ut som:1 private double ro tat ionMatr ix ( int i , int j , double ang le ) {2 ang le=ang le ∗Math . PI /180 ;3 i f ( i==0 && j==0) {4 return Math . os (−ang le ) ;5 }6 else i f ( i==0 && j==1) {7 return −Math . s i n (−ang le ) ;8 }9 else i f ( i==1 && j==0) {10 return Math . s i n (−ang le ) ;11 }12 else {13 return Math . os (−ang le ) ;14 }15 }I nästa fas ritas irklar innehållandes nodnummer ut utifrån de ovan beräknade koordinater-na. I Java är dok inte koordinatsystemet det kartesiska utan ett vänsterorienterat systemmed origo i det övre vänstra hörnet av panelen. Det betyder att de framräknade punkternamåste translateras till �javakoordinater�, vilket görs genom att addera halva panelbreddenrespektive panelhöjden till punkternas x- oh y-koordinater.För att rita grafens bågar dras därefter linjer mellan nodpunkterna vilket inte är speielltkrångligt. Desto svårare är det att få till så att även pilar ritas för att illustrera bågensriktning, det vill säga om bågen går mellan nod i oh j eller mellan nod j oh i. Det �nnsnämligen ingen inbyggd funktion i Javas Graphis-klass för detta ändamål utan pilspetsarnamåste ritas upp som egna linjer.Att hitta ett enkelt sätt att beräkna koordinaterna för dessa linjers start- oh slutpunkterkrävde en del tankeverksamhet från vår sida. Ett problem är att pilspetsen inte kan ritas uti änden på den linje som binder samman två noder utan spetsen ska ritas ut en bit in pålinjen, se Figur 24, eftersom nodirklarna täker delar av bågarna.55
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lFigur 23: Betekningar för att rita ut pilar i grafen för handelsresandeproblemet.Vår lösning för att hitta punkten för pilspetsen, punkt 1 i Figur 23, går ut på att förstberäkna kvoterna lx/l oh ly/l, med betekningar tagna från Figur 23. Dessa värden multi-plieras sedan med (båglängden− 15) oh läggs till koordinaterna för bågens startpunkt:1 double l ength=Math . sq r t (Math . pow(xEnd−xStart , 2)+Math . pow(yEnd−yStart, 2 ) ) ;2 int xDi f f=Math . abs (xEnd−xStart ) ;3 int yDi f f=Math . abs (yEnd−yStart ) ;4 double a r  s i n=xDi f f / l ength ;5 double aro s=yDi f f / l ength ;6 int xPos , yPos ;7 int xPos1 , yPos1 ;8 int xPos2 , yPos2 ;910 i f (xEnd>xStart ) {11 xPos=( int ) ( xStart+a r  s i n ∗( length −15) ) ;12 xPos1=( int ) ( xStart+a r  s i n ∗( length −25) ) ;13 }14 else i f (xEnd<xStart ) {15 xPos=( int ) ( xStart−a r  s i n ∗( length −15) ) ;16 xPos1=( int ) ( xStart−a r  s i n ∗( length −25) ) ;17 }18 else {19 xPos=xStart ;20 xPos1=xStart ;21 }2223 i f (yEnd>yStart ) {24 yPos=( int ) ( yStart+aro s ∗( length −15) ) ;25 yPos1=( int ) ( yStart+aro s ∗( length −25) ) ;26 }27 else i f (yEnd<yStart ) { 56



28 yPos=( int ) ( yStart−aro s ∗( length −15) ) ;29 yPos1=( int ) ( yStart−aro s ∗( length −25) ) ;30 }31 else {32 yPos=yStart ;33 yPos1=yStart ;34 }På liknande sätt som för pilspetsen, med koordinater (xPos, yPos), fås okså med koden ovankoordinaterna för punkt 2 i Figur 23. Dessa koordinater, (xPos1, yPos1),används sedan föratt hitta punkt 3 oh 4 i �guren med hjälp av lite linjär algebra. Grundidéen där är att hittaen vektor som är ortogonal mot vektorn från punkt 1 till 2 i Figur 23. Vektorn normeras föratt därefter multiplieras med tre oh läggas till respektive dras ifrån punkt 2:1 ArrayList<Double> orthogona lVetor=new ArrayList<Double >(2) ;2 double l ength2=Math . sq r t (Math . pow( xPos1−xPos , 2 )+Math . pow( yPos1−yPos, 2 ) ) ;3 orthogona lVetor . add ( ( yPos−yPos1 ) / l ength2 ) ;4 orthogona lVetor . add ( ( xPos1−xPos ) / l ength2 ) ;5 xPos2=( int ) ( xPos1+3∗orthogona lVetor . get (0 ) ) ;6 yPos2=( int ) ( yPos1+3∗orthogona lVetor . get (1 ) ) ;7 g . drawLine ( xPos+d . width /2 , yPos+d . he ight /2 , xPos2+d . width /2 , yPos2+d .he ight /2) ;8 xPos2=( int ) ( xPos1−5∗orthogona lVetor . get (0 ) ) ;9 yPos2=( int ) ( yPos1−5∗orthogona lVetor . get (1 ) ) ;10 g . drawLine ( xPos+d . width /2 , yPos+d . he ight /2 , xPos2+d . width /2 , yPos2+d .he ight /2) ;

Figur 24: Graf för handelsresandeproblemet.Sist ritas okså pilspetslinjerna ut genom anropet av g.drawLine, rad 7 oh 10 ovan.
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C Att skapa en webbapplikation av vår programvaraEtt av målen med vår programvara Branh-and-Bound Illustrator var att den skulle kunnaanvändas i kurser i optimeringslära vid Chalmers tekniska högskola oh Göteborgs universi-tet. För att förenkla åtkomsten av programvaran för studenter vid dessa skolor valde vi attlägga upp det som en Java-applikation [17℄ på kursen Tillämpad optimerings kurshemsida20.Programmet gjordes även tillgängligt som en nedladdningsbar jar-�l som kan köras manuelltpå datorer med Java installerat. En jar-�l är ett projektarkiv innehållandes alla relevantaklasser oh �ler för Java-projektet. Även externa jar-arkiv som används av programmet kanbäddas in i jar-�len, vilket är en stor fördel i vårt projekt då både simplexlösaren QSopt [16℄oh plot-verktyget GRAL [20℄ är av den typen.Skapa jar-�l med ElipseNär vi skapade den körbara jar-�len för vårt projekt använde vi oss av den inbyggda export-funktionen i Elipse [5℄. Fördelen med att låta Elipse sköta skapandet är att alla relevantaklasser oh kopplingar samt dess struktur bibehålls automatiskt. För att det ska vara möjligtatt starta jar-�len måste även Java veta vilken klass som ska köras först, vilket kan väljasvid exporteringen i Elipse, i vårt fall är det klassen SeletionFrameController.Körning av jar-�lDen resulterande jar-�len som skapas av Elipse är körbar på linux- oh ma-datorer i ter-minalen med kommandot:java -jar filnamn.jar,förutsatt att Java21 är installerat på datorn.På windowsdatorer kan man högerklika på jar-�len oh välja �öppna med� oh i menynvälja Java, alternativt, om Java redan är standardprogrammet för öppning av jar-�ler, räkerdet med att dubbelklika på jar-�len.Signering av jar-�lFör att kunna lägga upp jar-�len på en hemsida oh göra den körbar från webbläsaren krävsatt jar-�len är signerad. Med signerad menas att upphovsmannen garanterar att programmetfungerar som det ska. Signeringen ska okså fungera som en underskrift av vem som har gjortprogrammet. Stora företag som jobbar med programmering brukar ha en egen nykel som kananvändas vid signeringen av deras applikationer. Då vi inte är ett stort företag behövde viskapa en egen nykel för underskrift för programmet. Innehållet i en nykel är oftast följande:
• Lösenord för nykel.
• Förnamn oh efternamn på upphovsmannen.
• Namn på fakultet eller institution.
• Namn på universitet/organisation/företag.
• Stad.
• Land eller provins.
• Landskod.När vi hade skapat en egen nykel med hjälp av verktyget keystore i Java kunde vi signeravår jar-�l med följande kommando:jarsigner -keystore nykelFil -storepass lösenord filnamn.jaraliasNamnFörNykel20http://www.math.halmers.se/Math/Grundutb/CTH/mve165/1112/21Krävs minst version JDK-1.6. 58



Signeringen gäller sedan i sex månader.Lägga upp applikation på hemsidaNär vi skulle göra vår Branh-and-Bound-applikation tillgänglig via en hemsida valde vi attutnyttja JavaWS22 [23℄. JavaWS är ett system som ger användaren möjligheten att startaJava-applikationer från en webbläsare. Ett annat sätt hade varit att göra applikationen tillen Java Applet, en vanlig lösning för webbaserade Java-tjänster. JavaWS skiljer sig från JavaApplets [24℄ i den meningen att Java-applikationen inte startar i webbläsaren, istället startasapplikationen i ett fristående applikationsfönster. Fördelen med att använda JavaWS jämförtmed Java Applet är att vi slipper att anpassa all programkod för att fungera som en Applet,till exempel hade vi behövt skriva om alla fönsterklasser så att de öppnas i ett oh sammafönster istället för i �era.För att kunna starta en Java-applikation med hjälp av JavaWS krävs tre delar:1. Körbar oh signerad jar-�l2. JNLP-�lEn JNLP-�l23 [25℄ är en �l som beskriver hur en JavaWS-applikation ska startas ien webbläsare. Till exempel bestäms här vilken klass som ska vara startklassen förapplikationen. Vår JNLP-�l ser ut som följer:<?xml version="1.0" enoding="utf-8"?><jnlp spe="1.0+" odebase="Absolute path to resoures" href="startBandB.jnlp"><information><title>Branh-and-Bound</title><vendor>Kandidatgruppen</vendor><desription>A Branh-and-Bound Illustrator</desription></information><seurity><all-permissions/></seurity><resoures><j2se version="1.6+" /><jar href="BandBWithTSP.jar" /></resoures><appliation-des main-lass="graphis.SeletionFrameController" /></jnlp>3. HTML-kod för JavaWS-applikationerFör att applikationen ska starta i webbläsaren krävs det även ett skript i den HTML-�lsom applikationen ska ligga i. Koden för skriptet läggs in som vilken annan HTML-tagg som helst oh innehåller länken till ovanstående JNLP-�l. Ett exempel på hur ettsådant skript kan se ut �nns nedan:<body>...<sript sr="http://www.java.om/js/deployJava.js"></sript><sript>// using JavaSript to get loation of JNLP file relative to HTML pagevar dir = loation.href.substring(0, loation.href.lastIndexOf('/')+1);var url = dir + "startBandB.jnlp";deployJava.reateWebStartLaunhButton(url, '1.6.0');</sript><nosript><a href="startBandB.jnlp">Launh</a></nosript>...</body>22Java Web Start23Java Network Launhing Protool 59



När alla dessa delar är skapta oh korrekta kan applikationen startas via en webbläsare.Det krävs dok att JavaWS är installerat på den dator som användaren sitter vid, vilketär ofta fallet nu för tiden eftersom JavaWS installeras när man installerar Java RuntimeEnvironment (JRE) [26℄.

60


