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Forord

Vi vill bérja med att tacka var handledare Julia Brandes for ett stort engagemang och intresse for
var inldrning likval som for vart kandidatarbete.

Under arbetets gang har en tidslogg och en dagbok skrivits. Nedan f6ljer &ven en tabell med
ansvarsomraden i slutrapporten. Elina Moéller och Tony Gromer skulle vilja kommentera att i stort
sett allt arbete har skett via samtal och diskussioner mellan dem. Det ar svart att avgéra vem av de
tva som lade fram idéerna eftersom problemldsningen ofta skedde tillsammans. Hugo Backman och
Rebecka Martensson har mestadels jobbat separat men &ven fortsatt varandras paborjade texter.
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Popularvetenskaplig presentation

Den 7 juli ar 1742 skrev den tyska matematikern Christian Goldbach ett brev till en av de mest
framgangsrika matematikerna nagonsin: Leonhard Euler. I detta brev hdvdade Goldbach att varje
jamnt heltal kan skrivas som en summa av tva primtal. Primtal &r heltal som endast ar delbara
med sig sjdlva och ett. Nagra exempel pa primtal ar 2, 3, 5, 7, 37, 79, 97 eller 5197. Det &r latt att
se att Goldbachs pastaende géller for de lagsta jamna heltalen. Talet 8, som exempel, kan skrivas
som en summa av primtalen 5 och 3: 8=5+3. Detta pastaende, kidnt som Goldbach hypotes, &r
trots sin enkla formulering ej bevisad.

Det finns en svagare Goldbachs hypotes vilken séger att varje udda heltal stérre &n 5 kan skri-
vas som en summa av 3 primtal. Som exempel kan vi ta det udda talet 15, vilket kan skrivas som
summan av primtalen 3, 5 och 7: 15=3+5+7. Som sagt finns inget bevis pa Goldbachs hypotes,
men om det fanns skulle det &ven direkt bevisa Goldbach svaga hypotes. Dock bevisade Ivan Mat-
veyevich Vinogradov pa 1930-talet att Goldbachs svaga hypotes stammer for alla tillrdckligt stora
heltal. Beviset utvidgades till alla heltal av Harald Helfgott ar 2013.

Aven innan 1700-talet har folk varit intresserade av liknande problem. Redan under antiken kan
man se att matematikern Diophantus var medveten om vad som idag kallas for Lagranges fyra-
kvadrats sats. Lagranges fyra-kvadrats sats séger att varje heltal kan skrivas som en summa av
fyra stycken icke-negativa heltal upphdjt till tva. Som exempel tar vi tre. Detta heltal kan skrivas
som en summa av kvadraterna av 1 och 0 pa foéljande sétt

3=12+12+12+ 0%
Ett annat exempel &r talet 31 dér vi anvénder talen 1, 2 och 5 pa foljande sétt
31=5%+22 +1%7 + 1%

Diophantus text Oversattes &r 1621 fran grekiska till latin och ar 1770 bevisades Lagranges fyra-
kvadrats sats av Joseph Lagrange. Samma ar funderade matematikern Waring pa om detta pa-
staende kunde generaliseras &nnu mer, vilket han till slut uttryckte i Warings problem. Innan vi
formulerar Warings problem ska vi fundera pa en annan fraga.

Vad skulle hdnda om vi i Lagranges fyra-kvadrats sats skulle upphdja talen med ett annat
tal &n 27 Om vi exempelvis tar 3. Skulle fyra stycken icke negativa tal upphdjt till tre racka for
att kunna skriva varje heltal som finns? Svaret &r nej. Vi skulle behdva 9 stycken tal déir alla
ar upphojda till 3 for att kunna addera dessa till varenda heltal som finns. Vad hénder om vi
upphdjer talen med 47 Hur méanga tal skulle vi da behéva for att kunna summera till alla heltal?
Finns det for varje heltalspotens ett specifikt nummer fér hur manga tal vi méste summera ihop
for att kunna fa varenda heltal? Detta dr vad Warings problem fragar oss. Detta arbete undersoker
Warings problem och metoder som tagits fram av matematiker fér att svara pa fragan sedan
problemet blev formulerat ar 1770. Mer specifikt presenterar vi Vinogradovs sats och undersoker
en generalisering av Warings problem till flera olika potenser.



Sammandrag

I detta kandidatarbete i matematik vid Chalmers tekniska hégskola och Géteborgs uni-
versitet studeras tva applikationer av Hardy-Littlewoods cirkelmetod. Det redogérs for en
forbattring pa Warings problem for ett godtyckligt antal olika potenser. Integralen fran Hardy-
Littlewoods cirkelmetod l6ses med Hardy-Littlewood uppdelning i major och minor arcs. Vid
uppskattningen av minor arcsen anviands Holders olikhet tillsamans med ett korollarium visat
av Wooley. Major arcsen delas up i singuldra serien och singuléra integralen som estimeras
separat. Slutligen kombineras detta for att f4 en asymptotisk formel.

Hardy-Littlewoods cirkelmetod anvénds dven for att visa Vinogradovs sats. For att kunna
estimera antalet sétt att representera ett heltal i termer av olika antal primtal delas enhetsin-
tervallet upp i major och minor arcs. En uppskattning gors sedan av integralen 6ver de bada
méngderna med bland annat Siegel-Walfisz sats. Genom sammanslagning av dessa tar vi fram
den slutgiltiga asymptotiska formlen.

Abstract

This bachelor’s thesis in mathematics at Chalmers University of Technology and University
of Gothenburg examines two applications of Hardy-Littlewoods circle method. Firstly we show
an improvement of Waring’s problem for an arbitrary number of different exponents. The
integral from Hardy-Littlewood circle method is solved with Hardy-Littlewood decomposition
into major and minor arcs. Holder’s inequality and a Corollary by Wooley are used to estimate
the minor arcs. The major arcs are split into the singular series and the singular integral and
they are estimated separately. Finally, this is combined into an asymptotic formula.

The Hardy-Littlewood circle method is also used to demonstrate Vinogradov’s theorem. In
order to estimate the number of ways to represent an integer in terms of prime numbers, the
unit interval is divided into major and minor arcs. An estimate of the integral is then made
over these two using, among other things, the Siegel-Walfisz theorem. By combining these, we
obtain the final asymptotic formula.
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1 Notationer

Definition 1. (m,n) = 1 innebdr att heltalen m och n dr relativt prima.

Definition 2. Fér tvd funktioner f och g ddr f dr reell- eller komplexvird och g positiv och
reellvdrd skrivs

f=0(g) eler f<y, (1)
om det finns ndagon konstant ¢ sé att | f(x)| < cg(x) for alla x i definitionsmdangden. Talet ¢ kallas
den implicerade konstanten och kan bero av andra variabler a, b, .... Om bade f < g och g < f
skrivs

=g (2)

Definition 3. Ftt forkortat sdtt att skriva en punkt pd enhetscirkeln dar
2™k — e(k).
Bada skrivsdtten kommer anvindas.

Definition 4. Heltalsdelen av det reella talet x betecknas [x] och bestims av olikheten
] <z < [z]+ 1.
Heltalsdelen for ett tal dr unikt.

Definition 5. {z} betecknar decimaldelen av x, sidan att {x} =x — [z] € [0,1).

Definition 6. ||z|| betecknar avstindet fran det reella talet x till det ndrmaste heltalet, det wvill

sdga att
|z]| = min{|z —n|:n € Z} = min{{z},1 - {z}} €[0,1/2].



2 Inledning

2.1 Bakgrund

Warings problem stéller fragan om det for varje heltal k finns ett heltal s sa att varje heltal N kan
skrivas som en summa av som hogst s stycken heltal upphdjt i k, det vill séga

N:x’f+~~~+xf.

Problemet lades fram av Waring ar 1770 [War82]. For att visa detta si hittar vi en asymptotisk
formel for 7y s(IV), vilken definieras som antalet representationer som lésningen kan skrivas pa. Vi
kan se att rg s(N) konvergerar d& s &r tillréckligt stort. Hilbert gav ett forsta bevis, vilket inte
var konstruktivt, till detta problem ar 1909 [Hil09]. Hardy, Littlewood och Ramanujan [HL20] tog
fram cirkelmetoden som fortfarande ar relevant inom d&mnet. Vinogradov forbéttrade och forenkla-
de denna metod i ett flertal artiklar, bland annat i [Vin84][Vin54]. Hardy och Littlewood lade &ven
fram en forsta Gvre gréns sa att rj (V) haller. Sedan har flera matematiker gjort denna gréansen
béttre, déribland Hua [Hua3§|, Vaughan [Vau86| och nyligen Boklan [Bok94]. Wooley lade grunden
for vidare framsteg [Wool2|[Woo18§|, da han hittade en ny lagre uppskattning av en integral som
krévs for att visa konvergens. Browning och Yamagishi generaliserade ar 2021 problemet for flera
olika potenser i [BY19], men utan att anvinda Wooleys uppskattning fran [Wool8] i sin starkaste
form. For vidare information hinvisas till lasaren till [VW02]. Detta arbete kommer presentera en
forbattring av Browning och Yamagishis argumentation genom att inféra Wooleys resultat. Detta
leder till ett battre krav pa s.

Ett centralt resultat inom additiv talteori, mer specifikt inom studier om primtal, & Vinogra-
dovs sats. Den pastar att alla tillrackligt stora udda heltal N kan skrivas som en summa av tre
primtal N = p; + ps + ps. Likt Warings problem visas Vinogradovs sats genom att ge en asympto-
tisk formel for antalet representationer av primtalstripplar ett udda tal kan skrivas som en summa
av. Detta visas med hjélp av Hardy-Littlewoods cirkelmetod. Ivan Vinogradov var forst med att
visa pastaendet [Vin37] och han delade upp den asymptotiska formeln i en huvudterm och en fel-
term. Huvudtermen bérjade dock dominera f6rst vid enormt stora tal, och ar 2002 visade Liu och
Wang att 10'346 var tillriickligt stort [LW02]. Drygt ett decennium senare visade Harald Helfgott
att pastaendet géller for alla heltal N > 7 [Hell3]. Helfgotts huvudterm boérjade dominera mycket
tidigare, och for heltalen innan dess gick det att kontrollera med datorers hjalp. Malet med denna
del ar att presentera Vinogradovs sats for godtyckligt antal primtal. Det gbrs genom att finna en
asymptotisk formel for antalet representationer for ett positivt heltal N (samma paritet som h)
som en summa av h > 3 primtal.

Ett vilkdnt 6ppet problem inom matematiken dr Goldbachs hypotes som pastar att varje jaimnt
tal storre én eller lika med 4 kan skrivas som en summa av tva primtal. Med samma metoder som
anvands for att visa Vinogradovs sats kan man &ven visa att néstan alla jamna heltal kan skrivas
som en summa av tva primtal.

2.2 Mal

Slutligen kommer argumentationen fé6r Warings problem med godtyckligt antal potenser leda till
att visa Sats Lat nu 7 (N) vara antalet representationer utav N som en summa av s stycken
k;-potenser av positiva heltal.

Sats 2.2.1. Lat k; > 2 och

1
P s1(k;) ! ®)

dir s1(k;) = k? — k; + 2|V/2k; + 2| — 2. Dd existerar det n = n(k,s) > 0 sadan att
)Hle r(1+4)

Tk(N) = G(N T (2:21 k%)

szzl k%ifl + O (N( j:l kli)_l_n> (4)



dar den implicerade konstanten endast beror pd k och s, och G(N) dr aritmetisk funktion sidan
att
0< G(N) < Cy

for alla N, ddr co dr en positiv konstant endast beroende av k och s.
Browning och Yamagishi etablerade den asymptotiska formeln , men med kravet

Z%ﬁ} ﬁ > 1 for ndgot j € {1,...,s}. Vart resultat ger alltsd en relaxering av deras villkor.
Vi kommer dven redovisa Vinogradovs sats [2.2.2]

Sats 2.2.2. Lit r,(N) vara antalet sitt som ett heltal N kan skrivas som en summa av h > 3
primtal, dir N = h (mod 2). Déd gdller

ddir 6p(N) dr en aritmetisk funktion sddan att
c1 < Gh(N) < C2

for positiva konstanter ¢y och cs.

2.3 Cirkelmetoden

Vi later 74 s(N) for positiva heltal k& och s beteckna antalet representationer av heltalet N som en
summa av s positiva tal med exponenten k, det vill séiga antalet s-tuplar av positiva heltal sadan
att

N=zabl4... 42k

Warings problem innebér att bevisa att varje ickenegativt heltal &r en summa av ett begrénsat
antal potenser av k. Det &r ekvivalent med att visa att till varje k finns s sddan att rj s(IN) > 0.
Warings problemet fér godtyckligt antal olika potenser gar att 16sa med samma metod, men skulle
istéllet skrivas som

N=ah .. 42k (5)

Detta innebér att varje term har sin egna potens k;. Notera att det inte finns nagot krav pa att k;
maste vara distinkta. Grundidéen vi utgar ifran dr Fourierortogonaliten som séger att

! 1 dam=n,
/0 e(ma)e(—na) da = {0 dam+n. (6)

Vi kan utnyttja detta faktum for att ta reda pa nér Ekvation har en 16sning genom att beréikna

1 déxlf1+~--+m’;5:N,

1
k1 k —
e((z7* +---+ 25 — N)a)da =
/O (@ ‘ J) {0 da o' +--- 42l £ N.

Da vi vill testa for godtyckliga heltal x;, sa ansétter vi for k > 2 det trigonometriska polynomet

Genom att multiplicera polynomet med sig sjilv s ganger sa far vi en summa 6ver e((zf+. . .+2%)a)
som innehaller alla mo6jliga kombinationer av heltal n. Endast de termer som ger en 16sning &r
nollskiljda, och vi far da att

1
Tk’S(N):/o F(a)’e(—aN) da.



For att anpassa kapitel 5 i [Nat96] till ett godtyckligt antal olika potenser si definierar vi istéllet

och for s stycken godtyckliga potenser far vi att

re(N) = /0 (H ., (a)> e(—aN) da. (7)

P4 liknande sétt definierar vi 7, (N) som antal representationer av N skrivet som en summa av
h primtal
N=pi+- +pn

Dessutom definieras Ry (N) som motsvarande viktade summa enligt

Ry(N) = > log i - - -1og pp- (8)
p1+p2+...+pr=N

Denna summa kan formuleras som en integral med Hardy-Littlewoods cirkelmetod

1
Ru(V) = [ Fla)'e(~Na) da. (9)
0
dér funktionen F'(«) nu definieras som

F(a):= Y log(p)e(pa). (10)

p<N

Detta foljer fran att F(a)” betraktar alla méjliga summor av h primtal upp till N. Vid integrering
s& kommer Fourierortogonaliten @ medféra att endast de summor som blir N betraktas.

3 Warings problem for olika potenser

3.1 Hardy-Littlewood uppdelning

Det finns inget sdtt att berdkna integralen uttryckligen for k; > 2, men det gar att fa fram
Hardy-Littlewoods asymptotiska formel, genom att géra uppskattningar. Det forsta steget ar att
dela upp intervallet [0, 1] i tva disjunkta méngder, vilka vi kallar for major arcs 9% och minor arcs
m. Sedan kommer integralen uppskattas separat pa dessa tva méngder. Major arcsen kommer vara
de reella talen o € [0, 1] som i stort sétt kan approximeras till rationella tal med liten ndmnare.
Minor arcsen kommer vara resten av intervallet, det vill siga dem som inte kan uppskattas val.
Den storsta massan av intervallet hamnar i minor arcsen. Major arcsen kommer sedan att ses som
en produkt av vad som kallas for singuléra integralen och singuldra serien. Vi kommer att anpassa
argumentet i [Nat96] till flera olika potenser och pa detta sitt visa Hardy-Littlewoods asymptotiska

formel for Y7, ﬁ > 1och k; > 2, dér so(k;) ges av Sats Lat oss nu konstruera major och

minor arcsen. Vi later N > 2% Vi kan &ven anta att k; < ko < --- < k, utan att gora pastaendet
mindre generellt. V&lj ett fixt tal § > 0 som &r godtyckligt litet i termer av k och s. Vi later a och
g vara heltal sidana att 0 < a < q och (a,q) = 1. Sedan later vi

< 1
- N1-9¢

M = U U M(q,a).

1<g<N® a=0
(a,q)=1

a

oa— =
q

M(q,a) = {a €[0,1]:

och



Har ar M(q, a) en major arc och M méangden av alla major arcs. Vi kan se att
M(1,0) = [0, N"), am(1,1) = [1 - N0 1]

och

M(q,a) = [a - N2y N_Hﬂ
q q

fér ¢ > 2. Har kan man se att major arcsen kan approximeras med hjilp av rationella tal pa sittet
att de #r néra ett saidant, med ett avstand N~'79. Ifall o € 9(q, a) NM(¢*, a*) och % % ‘;—*, da ar
lag* — a*q|> 1 och

* *

1 < 1 <
N26—qq*—

2
SW?

a a

q9 q°

a
o=
q

<

vilket 4r omdjligt for N > 2. P4 grund av det sa dr major arcsen M(q, a) parvis disjunkta. Volymen
av méingden D(1,0) UM(1,1) dr 2N 19 och for varje ¢ > 2 och (a,q) = 1, si ir volymen av
en major arc M (q,a) dr 2N 10, For varje ¢ > 2 sa finns det mer exakt ((q) positiva heltal a sa
att 1 < a < qoch (q,a) =1, dir ¢(q) betecknar Eulers fi-funktion. Det f6ljer nu att volymen av
méngden utav major arcsen ges av

2 2 2 05 1
volM) = 5 Y 9@ <55 D 1= 5N < owe (11)
1<q<N? 1<q<N?

vilket gar mot 0 da N gar mot odndligheten. Vi definierar méngden av minor arcsen som
m = [0,1] \ M.

Denna méngd dr en #ndlig union av 6ppna interval och &r uppbyged av alla « € [0, 1] som inte gar
att approximera med hjélp av brak. Volymen av minor arcsen blir

1

vol(m) =1 —vol(M) > 1 — g5y

3.2 Uppskattningar

For att kunna presentera slutsatsen maste forst en del satser och lemman redogéras for vilka
underbygger argumenten. De flesta presenteras i appendix, men den viktigaste visas hér.

3.2.1 Weyls sats
Weyls sats och dess bevis dr delvis taget fran Sats 4.3 i [Nat96] och delvis frén Lemma 2.4 i [Vau97].

Lemma 3.2.1. Ldt f(x) = ax® + ... vara ett polynom av grad k > 2 med reella koefficienter, och
antag att o har den rationella approximationen % sd att

a
o — —

1
q| = ¢

q

<

dir q > 1 och (a,q) = 1. Ldt

S(f) = e(f(n)).

n=1
Lit K = 251 och e > 0. Dé dr
S(f) < PP~ 4 ¢+ PR R,

dar den implicerade konstanten endast beror pa k och .



Bevis. Pa grund av att |S(f)| < P s fas resultatet direkt om ¢ > P¥. Med andra ord kan vi anta
att 1 <g¢ < Pk7 och da ar

log(q) < log(P) < P*.

Fran Lemma [A. 4.3 har vi att

k1pF—1
1S()IF < PE=1 4 PE=EF N min(P, [jmal| ™)
m=1
kipF—1
< pH-k+e <PK1 > min(Pfmt, ma|1)>.
m=1

Fran Lemma far vi att
|S(F)IF < PRkte (PKl + P (P*'P) (qP~F + P71 +¢71) )

< PK+8 (qP—k} +P_1 _’_q—l)’

vilket avslutar beviset. O

3.3 Minor arcs

For att visa att integralen &ver minor arcs blir tillrdckligt liten for ett ligre antal termer &n [BY19]
sé behover vi Korollarium 14.7 fran [Wool§|.

Sats 3.3.1. Ldt

B . 2k +m(m—1)
so(ki) = ki(ki —1) + OSIIT}IIEIW m+1 ’

I sd fall, dd s > so(k;), har vi att

1 & s—kite
/ Z e(an™)| da << N F .
0 1
1<n<NFi
Observera att [Wool8§]| i beviset f6r Korollarium 14.7 uppskattar
2k; + m(m — 1)
R mIm T <912k £ 2| — 2,
ogmlgki m-+1 - L + J

vilket ger att so(k;) < si(k;). Notera dven att so(k;) > 2k; for alla i. Lemma och dess

bevis foljer bevisgdngen som Nathanson ldgger fram i delkapitel 5.4 i [Nat96] men har dven tagit
inspiration fran [BBK™23|. Notera att foljande lemma skiljer sig fran Nathanson i att begrinsning
pé s ar mindre strikt och att den behandlar Warings problem for olika potenser.

Lemma 3.3.2. Vi ldter k; > 2 och Zle ﬁ > 1. Det existerar da ett 61 > 0 sa att

/m (1:[ . (a)) e(—Na)da = O <N( = fi:)”l) .

ddr den implicerade kontanten endast beror pa k och s.

Bevis. Fran Dirichlets sats med Q = N'~9 far vi slutsatsen att for varje reellt tal a finns
det ett korresponderande brak % sdatt 1 < ¢ < N'7% och (a,q) = 1 med egenskapen

1 , 11
S gy = (e )

(=}



Ifall ¢ < N? foljer det att o € M(q,a) € M = [0,1] \ m, vilket motsiiger vart antagande. Vi kan
alltsa anta att

N° < g < N2,
Fran Weyls olikhet, Lemma med f(z) = az® och P = NF far vi att

F(0) < (NT)FE((NT) ™ g0 4 (N7 ) hig) o™
S NF (N 4N+ N—lNl—é)W <« NWHETwT

Nedan foljer uppskattningen av integralen éver minor arcsen. For ett urval av oq,...,05 € [0, 1] s
far vi med hjilp av triangelolikheten f6r integraler

/HFk V=% B, ()% da

1
* dor < [ suplFi (o)~ | 1#t@
i=1 acm 0

HFk —Na)da| <

< /m E|Fki<a>|1*”i

Sedan via Weyls olikhet fas

i da.

Fy, (a)

1, e __9é p%i
< H(Nki"l'ki 2@4)170—1 </ | Fy, () |77 da) (12)

i=1
dar pi ar valfria sa att pi + oo+ i = 1. Dessutom ska o;p; > so(k;) med so(k;) taget fran Sats
Med hjalp av detta ser vi att (k ) 2 . Om vi summerar bade héger och vénsterledet
far vi 350 505 = >iz1 5 > 1 innebir att vi kan vilja

€ [0,1], dar alla inte dr identiskt ett, s att 327, 2- > 1. Slutligen ser vi da att

S S

1 o <& 1
>1 = >1 = > —.
; so(ki) ; so(ki) — so(ki) — pi

Nu kan vi genom att applicera Wooleys sats [3.3.1| pa uttrycket fa foljande

%)i :N( i=1 k%)*lfél

)

S
< T+ o
dir 6, = >0, 2]‘571 (1 = 0;) + ¢ > 0. Detta avslutar beviset. O

3.4 Major arcs

Som redan ndmnts i texten ska integralen 6ver major arcsen uppskattas genom att delas upp i tva
delar vilka vi kallar for singulédra serien och singulédra integralen. For att gora detta introducerar
vi forst hjalpfunktionerna

m* e(Bm) (13)

WE

1
k T

3
I

och

Ze(az'“).

r=1

EN|



Detta motsvarar hur Nathanson definierar dem i [Nat96, Kapitel 5.5], fast anpassat for flera olika

potenser. Vi ska nu bevisa att ifall « ligger i major arcsen (g, a) s& kan Fy,(«) skrivas som

Sk, (g,a)
q

produkten av och vy, (@ — %), samt en liten ordoterm. Vi borjar med att estimera dessa

funktioner och pa sa sétt estimerar vi &ven Fy,(«). Lat nu

och

N+ s

J*(N / Hvk NB)dB.

N— 1+($,

Féljande Lemma anvinder argumentationen av Sats 5.3 i [Nat96|, fast anpassat for god-
tyckligt antal olika potenser i Warings problem.

Lemma 3.4.1. Ldt M bendmna mdangden av major arcs. I sa fall dr
/ [ Fi.(@)e(—Na) da = S(N, N).J*(N) + O(N = 507102
M

dir 6y = 7- — 56 > 0.
Bevis. Vi later a € M(q,a) och

Sedan later vi
Sk, (q,a a Sk (q,a
Vi, = Vi, (0, q,0) = kl(qq)vki (a _ ) _ kai (8)

for alla mojliga k;. Foljande ndmns nagra nédvindiga uppskattningar for att beviset ska kunna
genomforas. Eftersom |Sk,(q, a)| < ¢ far vi att |Vi, | < |vg, (B)] < N fran Lemmam Vi later
Fy, = Fy, (o). I s fall ar |Fy,| < N% . Dessutom har vi att Fy, — Vi, = O(N?) fran Lemma
och da far vi att

HFk —HVk =L =i + Vi) + T Ve
i=1 i=1
s s S hd
= [TV =TT Ve + O | T 1Pk = Vil + > 1Fi = Vi | T T Vi |
i=1 i=1 i=1 =1

J#L
S s—1 1 s—1 1
<y = Vil T] Vi | < |, — Vi, INZi=1 7 = N st 7420
=1 j#l

dir vi utnyttjar vart antagande att maxk; = k,. Pa grund av att vol(9) < N3~ fran Ekvation
foljer det att

RIS (o

= i=1

llk%)+25 N &) -1458

dOé<<N36 lN(Z;

— N(Zl 1 kl ) 1— +55 — N(Zf:1 )%i)_l_‘sQ



da 9o = ki — 5§ > 0. Pa grund av detta kan vi se att

/(HFk ) ~Na da—/ <HVk (@, q,a )e(_Na)da+@(N(Zf=1;31.)—1—62)
" Z H<Sk ) (-qum) / - (li[%(ﬁ)) e(-NB)dp

1<q<N?® o )0 =1 —NTH G

+0 (N(Zle ;%i)flféz) .

Vi konkluderar att

/ <H Fy, (a)) e(—Na)da

Z Z H(Sk q,a ) (—;Va> J*(N)+(’)<N(Zf=1k%)‘1‘52>
1<q<N5( :)g i=1

= &(N, N J*(N) + O(N>i= ,%i)flﬂsz)’

vilket avslutar beviset.

3.4.1 Den singuléra integralen

Den singuléra integralen for Warings problem med godtyckligt antal olika potenser betecknar vi

som
/ (H ok, ) —BN)ds. (14)
% i=1
Argumenten for Lemma foljer den som Nathanson gor for fallet da k1 = ... = ks 1 [Nat96]
(Sats 5.4).

Lemma 3.4.2. Det existerar ett 63 > 0 sd att
J(N) « N&i= )7
och

J*(N) = J(N) + O (N@f:l #‘1‘53) .

Bewvis. Fran Lemma [A4.4] inser vi att

N)<</ Hmin ’% ki dﬁ / sz lk dﬂ_i_/ B~ > lk dﬁ<<N(Zl 11%
0 =1

och
3 8 3 L
J(N)—J*(N)<</ H|vk1(ﬁ)|dﬁ <</ ﬁ—zizlzdﬁ
—1+46 i—1 N-1+6
<« NO-DO-Zi, ) = N i vy w)- 1—537

dér 63 = 6(30;_; 7~ —1) > 0 da vi enligt olikheten (3) far att 3°7_, 7~ > 2.

Beviset for Lemma foljer argumentationen fran Sats 5.5 1 [Nat96].



Lemma 3.4.3. Om s > 2, sa dr

Bewvis. Ekvation ger att

1_[1;z = <H Z klmfll_1> e((my +...+my)p),

=1 mi:1

vilket tillsammans med Ekvation ) leder till att

s s N 14 1/2
R oy —

i=1m;=1 —-1/2

s s
-(II;) X I
Lk : !
=1 mi+...+ms=N i=1
1§mi7N

n n
1 A1
N) = (H k) > IIme
i=1 ') mi+-+m,=Ni=1
1<m; <N
Vi kommer nu att anvinda induktion for att visa Ekvation (15)). For basfallet da n = 2 anvénder

vi Lemma med o = é och 8 = 1712’ vilket ger oss att
N-1
1 1 1 S
Jo(N) = <k1) <1€2> m s (N — )

Vi skriver nu

dér vi i sista steget anvinder Gammafunktionens funktionalekvation 2I'(z) = I'(1 + 2), se [WW21],
Kapitel 12.12]. Antag nu att pastaendet giller for nagot n > 2. Vi far via Ekvation att

1/2 N 1 .
JnJrl(N) = / Z r(mn+1) Ent1 anJrl H U1 dﬁ
—-1/2 Mnp1=1 n+1
N 1/2 n
1 % 1 _q
- ——(mng1) T [Tv:(8) ) e(—(N = mas1)8)d8
Mp1=1 n+1 -1/2 \;4
N
1 -1
= 2 (mn+1) ntt Jn(N_ mn+1)-
Mny1=1 n+1
Vi anviander nu induktionsantagandet vilket ger
N "oT (14 i)
1 _1 9 Hz:l ( k;
Jnp1(N) = r(mnﬂ)k”“ (N — mn+1)(27 17;)- 1T
My41=1 n+1 F (Zz 1 IT)

10



Vi kan nu anvanda Lemma pa huvudtermen, med o = Z?:l ki och g = . For

feltermen anvinder vi aterigen oss av Lemma fast med o = Z?;ll + och 8 = 1% For
huvudtermen far vi

T,T (1 + i_) N
A Y ) P T N ) T A
r (2?21 k%) Mpyp1=1 Fnt

RIS (1+2) () r(e)r(Zm ) N & k)1
(o) Pz

T (1+ 4

(s )

dér vi aterigen anvinder oss av [WW21|, Kapitel 12.12]. For feltermen far vi pa samma sétt

)N@ﬂ“ £y o (N

Z k n+1 (]\777”)(2w N l,i)*l N( i 111»1 knlﬂ_l < N(Z?:l k%.)*l.
m—1 n+1

Tillsammans ger nu huvudtermen och feltermen att

n+1 1
o1+

Hz-l n(+1 1 ki) N(Efill k%)—l + O (N(Z?:l 1717)_1> ,
Pt )

vilket fullbordar induktionsbeviset. O

In1(N) =

3.4.2 Den singulira serien

For att introducera den singuléra serien behover vi forst presentera en sats. Lemma [3.4.4] ar tagen
fran Lemma 4.2 i [Vau97].

Lemma 3.4.4. Antag att (a,q) = 1. Dé dr

S(g,a) < qlf%.
Vi har redan introducerat funktionen

S(N,N°%) = Z An(q

1<q<N?

)3

a=0 =1 q
(a,q)=1

Vi definierar da den singuléra serien f6r Warings problem som

=> An(9)

Fér att visa att An(g) &r absolutkonvergent, lat 0 < & < 1, och anta att

Z—>2 (16)

Lat dven (a,q) = 1. Vi har d& enligt Lemma att

dar

—1
Ski (q7 a) < ql ki 9

11



vilket ger oss

i ﬁ (Ski(Q7a)> < ql—(Ele k%) — 71 .
:)9 i=1 q q(zf=1 k%)_l

Vi betraktar nu exponenten. Da Y7, k > 2 har vi att
Zs:l—1>1 :>ii—171+6
L - 4

. L
i=1 " i=1 "t

dar 04 > 0. Vi kan da se att

Saledes &r Y., An(q) absolutkonvergent om Y7 | - > 2. Notera att kravet > ;_, k > 2 #r nagot
svagare #n kravet for minor arcs, att Y so(k;) "' > 1. Lét nu

(p) =1+ _ Ax(".
h=1

Lemma motsvarar Lemma 5.7 och Sats 5.6 i [Nat96].

Lemma 3.4.5. Om ) ;_ 1k > 2, 84 dr
=[x~ (@) (17)
P

Vidare sé existerar det en konstant co beroende endast pd k och s sddan att 0 < S(N) < ¢y for
alla N, och det existerar dven ett primtal pg beroende av endast k och s sddan att

12 < I wip) <3/2 (18)

for alla N > 1. Vidare, sa galler det for tillrickligt stora N att
S(N,N°) = &(N) + O (N~).
Bevis. Vi har visat att om Y7, k > 2, sd ar

1

An(g) < piE=rs

(19)

dér d4 beror endast pa k och s, sidan att serien > A ~(q) ar absolutkonvergent. Eftersom att Ax(q)
dr multiplikativ s& implicerar Lemma direkt att produkten i Ekvation konvergerar. Fran
Lemma sa foljer det att xn(p) ar ett icke-negativt reellt tal for alla N och p, si den singuldra
serien &(N) dr positiv. Vi har alltsa

o0

1
q=1

och

ad 1 1
Ixn(p ’1|<Z’AN h)|<<];ph(l+64) < e

Darfor existerar det en konstant ¢ endast beroende av k och s sddan att

C C
- oms sl <1+ o

for alla NV och p. Olikheten foljer fran konvergens av Hp(l +cpT 1), O

12



3.5 Hardy-Littlewoods asymptotiska formel

Vi har nu alla delar som behovs for att visa Hardy-Littlewoods formel fér Warings problem. Lat
1 = min(1, 1, do, d3, 6d4). Vi anvinder oss nu av Hardy-Littlewoods uppdelning och nyttjar Lemma
3-3:2 p4 minor arcsen och Lemma [3:4.1] p4 major arcsen. Da far vi att

MS(N):/;EF’“(Q) —aN) da—/ HFk —aN) da+/ HFk N)da.
= &(N,N°)J*(N) + O (N( = ,%)152) +O (N(Z?1 ,31,)151) :

Genom att nu anviinda oss av Lemma [3.4.2] for att uppskatta J*(N) och Lemma for att
uppskatta &(N, N°) sa far vi att

res(N) = S(N, N®)J*(N) + O (N(z:_1 ;1.)—1—62> Lo (N(zl LA )-1- 51>
= (&(N) + O (N=954)) <J(N)+O<N( ai)-1- 5))
+0 <N( - 1&)152) Lo (N( " 1;,)151)
= G(N)J(N) + 0O (N(Zfl fé)l”) .

Till slut anvénder vi oss av Lemma for att uppskatta J(N) och vi far da

rr,s(N) = G(N)Hli&zrzs(lt))N( LE)y o (N(Z py 13-)‘1) +0 (N( - é)‘“ﬂ)

_ [T 1F(” ) (T &)1 (S &) -1-n
_6(N)MN i +O<N i )

vilket skulle visas.

4 Vinogradovs sats

En annan applikation av Hardy-Littlewoods cirkelmetod &r i summation 6ver primtal. Genom
att dndra doménen som summeras Over skapas ett helt nytt problem, vi gar fran summation
av heltalspotenser till summation av primtal. Antalet representationer bestdms av tdtheten av
primtalen. Chebyshevs sats beskriver detta asymptotiskt.

Sats 4.0.1. (Chebyshev) Definiera w(z) = >
x. Da gdller

p<z L SOM antalet primtal mindre dn eller lika med

log(z)

Zlogpx ZA(n) =

p<z n<lx

m(x) <

Det galler dven att

log(p) om n = pt,

dar Mangoldtfunktionen A(n) = {0
annars.

Beviset finns i Sats [A2.T11
Lat nu r, (V) beteckna antalet representationer som N kan skrivas som en summa av h primtal,
med restriktionen att N har samma paritet som h, dvs N = h (mod 2). For att berikna det

13



asymptotiska beteendet av r),(N) sa betraktas den viktade summan Ry (N) i Ekvation (8). Fran
Fourierortogonaliten kan den skrivas som en integral enligt Ry(N) = fol F(a)'e(~Na)da, se
Ekvation (9)), dir F(«) definieras i Ekvation (10). Storleksordningen p& F(a) beror pa «, mer
exakt hur néra « ar ett rationellt tal.

Likt som foér Warings problem gors en uppdelning av enhetsintervallet [0, 1] i tva disjunkta delar,
major arcs 9 och minor arcs m. D& Ry, (N) kan skrivas som en integral fran 0 till 1 motsvarar
integralen 6ver 91 huvudtermen och m feltermen. Partitionen av enhetsintervallet till major arcs
M och minor arcs m bygger pa kapitel 8.3 i [Nat96].

Lat Q = (log N)B, diar B > 0. For heltalen a och ¢ dir ¢ € [1,Q] och a € [0,¢] med (a,q) = 1
definieras major arc Mi(q, a) som intervallet

M(q, a) = {ae [0,1];|a—g\ < ]%}

Léngden av varje M (g, a) betecknar vi vol(9M(q, a)) och &r 2% om ¢ > 2 och % om ¢ = 1 och
for stora N sa dr dessa méangder disjunkta 6ver (g, a), vilket foljer fran ett motsigelsebevis. Antag
motsatsen, att o € M(q,a) N M(q’,a’). Med villkoret (a,q) = (a’,¢') = 1 och ¢ # ‘;—,, giller
lag’ — a’q| > 1. Detta ger
/ !/ !/ !/
oS g T8 L) e B < T2
Q* " qq qq q q ¢ - N

Detta implicerar att N < 2Q* = 2(log N)3B vilket dr omdjligt for tillriickligt stora N. Dirmed far
vi en motségelse.
Definiera méngden av major arcs som

Q q
m=J U Mga) o1
q=1 a=0
(a,q)=1

Egenskapen att (g, a) ar disjunkta medfor att om o« € 9 s& existerar unika g och a sa att

a € M(q,a). Det géller aven att vol(IN) < %3 Minor arcs m definieras som komplementet till 91,
m=[0,1]\ OM.

Partitionen av enhetsintervallet till tvad métbara delar medfor att vi kan skriva om Rj(N) som
en integral 6ver major- och minor arcs,

Rp(N) :/*m F(a)he(—Na)da—i-/ F(a)"e(=Na)da.

4.1 Singulara serien

For att beskriva integralen ver major arcs behdver vi den singuldra serien &,(N). Det &r en
aritmetisk funktion som definieras enligt

o~ A(9)"cq(N)
Sp(N) = —_
; p(g)
Om man istéllet endast summerar 6ver ¢ < @ definieras

_ N #(@)" (V)
Gh(Na Q) - (]SZQ go(q)h . (20)

Lemma 4.1.1. Fér alla positiva heltal N = h (mod 2) gdr det att hitta positiva konstanter ¢y och
co 8G att ¢; < Sp(N) < co. For varje e > 0 gdller

6h<N,Q>ZM6h<N>+O< ) (21)

h h—2—¢
= v Q

14



ddr den implicerade konstanten endast beror av €. Den singuldra serien konvergerar absolut och
uniformt och har Eulerprodukten

Bewis. Fran Lemma i har vi p(q) > ¢'=¢ for € > 0 och tillréickligt stora q. Eftersom c,(N) <
¢(q) och |p(q)"| < 1 ger det

11(q)"cq(N) 1 1
o(g)" < p(q)h—1 < gh—t==’

Detta visar att &5, (V) konvergerar absolut och uniformt. Det ger &ven att

he (N

B o () eg(N) 1 1
Sn(N) 6h(N7Q)_q>§:Q7<p(q)h <<th_1_s<<Qh_2_€.

>Q

Lemma ger att ¢g(IV) &r multiplikativ i termer av ¢, och

p—1 omp| N
cp(IN) =
-1 omp{N,

@) cq(N)
w(g)h

dér p &r ett primtal. Det ger att funktionen ocksé ar multiplikativ och fran LemmalA.5.3

foljer det att

 p(p7) ey —1)he
&) =] 1+ZM(P’) ph(N) :H(1+( " ph(N)>

p p(r’) S ¢ (p)
I ) IO )

dér andra likheten foljer fran Definition [A.2.4] D4 den singuléra serien &r en del av huvudtermen
s& ar det viktigt att den ar begrinsad da n — oo. Detta ar sant fran

I LB [ (S P

p

dér ¢, c2 > 0. Alla faktorer ar nollskilda d& N = h (mod 2) och produkterna konvergerar eftersom

motsvarande summor Y ﬁ och 3 W konvergerar, enligt Lemma Om N #
h (mod 2) s& dr &5 (N) = 0, vilket foljer fran inséttningen p = 2 i produkten. For N = 0,h =1
blir1+%:OochomN51,hEOblir1—%:0. O

4.2 Integral 6ver major arcs

I detta kapitel tas det fram en Gvre gréans for storleksordningen av integralen Gver major arcs i
R, (N). Argumenten &r inspirerade av kapitel 8.4 1 [Nat96].

Lemma 4.2.1. Lit u(8) = Zgzl e(mp), da gdller

1/2 Nh-1
[ a@tel-noyds = 3 + O,
~1/2

15



Bevis. Genom inséttning av u(5) = vanzl e(mp) i summan erhélls

R R - N -1\ NP1
/ Yoo D> eltmit-+mp-N)B)dB= Y 1<h_1>h_1+0(1\r“).
—1/2 mi=1 mp=1 mi+-4mp=N

m; >1V1

Forsta likheten foljer fran ekvation @ Andra likheten motsvarar antalet representationer ett tal
N kan skrivas som summan av h positiva heltal vilket kan beskrivas kombinatoriskt med stars and
bars. O

Sats 4.2.2. (Siegel-Walfisz) Lit ¢ > 1 med (¢,a) =1, dd gdller for alla C > 0 att
x T

0 () .

(q) (log )

Beviset aterfinns i Davenports Multiplicative number theory [Davl3], se framfor allt §22.

dwiga):= Y log(p) =

p<z
p=a (mod q)

Lemma 4.2.3. Lit F,(a) = ) (logp)e(pa), med x < N. Givet positiva konstanter B och C,
p<x

samt positiva heltal ¢ och a sidana att 1 < ¢ < Q = (log N)E och (a,q) =1 sa giller att
a\ _ plg) ( QN )
F,l- )=~ 2+0 —= ).
(q> v(q) (log N)¢

Bevis. Lat p=r (mod q). Da géller p|¢ <= (r,q) > 1 och alltsa

Z 5 towre (%) = Ctosple (%) < Clogp <toga

p<z p<z plg
(ra)>1 p=r (mod q) plg

Dérutav géller

(D) S () ST e (%) otlss

r=1 p<z r=1 p<z
p=r (mod q) (r,a)=1 p=r (mod q)
1 ra 1 ra
=Y () X omn) +000e@) = Y e(2) vlaian) +OG050)
r=1 <z r=1
(r)=1 pE’I“p(;lOd q) (r,a)=1
q
ra T x
S () (2 o () + otess
; (Q> (w(fJ) (logx)® (log )
(ma)=1
cq(a)

\
8
+

qz 1(q) ( QN >
- o _)io0gQ) = "o 2 ),
o(q) ((logw)c) (log Q) ©(q) (log N')©
dar femte likheten anvinder Sats [£.2.2) och sista likheten f6ljer av Lemma [A72.6] O

Lemma 4.2.4. Lit o € M(q,a) och f = a— %. Fér varje positiva reella tal B och C med C > 2B
gdller for alla tal h > 3 att

? h 2 ATh
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1 — p dr ett primtal,
Bevis. Definiera A(m) = o8P omimm = pat ¢t primta
0 annars.

Som ett forberedande steg definieras U (x) och uppskattas fran Lemma enligt

ww:l;%fxkaT) o ) PR ( > 58%+0<@b>

—F, <Z)_ZE(£$+O(U:O((IO§J]\V/')C)'

Det géller dven

¢(q) — elq) ~—
> ma - plg) > ma\  p(q)
=N ma _ — A may M9
W; (m)6< q +m6) ,,; w(Q)e(mﬂ) n;( (m)e< q > SO(Q)> elmé)
Notera nu att |3 < . Genom partiell summering, Lemma 3l far vi
Fle) ~ 48 u9) = ue(N) ~ 20 [ U@ete) o
Q*N
< @)+ 8N max Ula) < %o
Eftersom C' > 2B och Q = (log N)? giller (l(;Q;Jf,V)C = (logN]\)[C—2B = o(N). Tillsammans med

lu(B)] < N, |u(q)] < 1 och binomialsatsen ger uppskattningen for F(a)".

=2 (1) () (e (wawr)

- tlagur - (oo (o () = Sgor +o ().

dér den implicerade konstanten beror av B, C' och h. O

Med satserna ovan kan vi berdkna huvudtermen till Ry, (V).

Sats 4.2.5. For alla positiva heltal B,C och € med C > 2B gdller att

/m Fla)e(—Na) da = &(N) ]ij :1 +0 <(10g A],V)Z:l“)B) 40 ((logzjvvh) 01_53>

ddr de implicerade konstanterna for O beror pd h och pa valet av B,C' och €.

Bevis. Vi delar upp integralen i tva delar,

/ F(a)"e(—Na) da
m

A G G D A= O R

Vi betecknar integralerna i hoger led med I; och Is. Forsta integralen uppskattas med hjalp av
Lemma [£:2.4] och vi far

I = /m (F(a)h _ (szl))hu (a _ Z)h> e(—Na)da < /m af;‘x:cda

Q2Nh Q5Nh—1 Nh—l
< .
log N)° < og N)C = (log N)O—38

= vol(M)
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For andra integralen betraktar vi o = % + B € M(q,a), vilket ger |B] < < . Vi har

h
Z ma)" u <oz - a> e(—Na)da
M(q,a) q

e(a)"
u(q)h zq: e(_Na) /i u(B)e(—NB)dp

el o q a
- (a,q)=1
h 9 g
- Z%”cq(m/ , u(B)"e(—=NB)dp = &y(N, Q)/  u(B)"e(~NB)
a<Q -~ Q

dér vi gjort variabelbytet o« — § i andra likheten, och tredje likheten foljer fran Definition

N

samt ur symmetrin av exponentialfunktionen, att summera e <_Ta ger samma som att summera

e (%) Realdelen dr samma i bada fall, och summan &r reell. Sista likheten foljer ur definitionen

av singuléra serien, se Ekvation .

Storleken av u(8) fas genom Lemma till u(8) < [B|7* for |B] < i. Integralen kan da
approximeras med Lemma enligt

Nh 1
/53 u(B)e(~NB) df = / Nﬂ)dﬂ+0<Qh 1)
o) -5 eo()
déir feltermen fran approximationen kommer frén
) " () e(—NB) 4B < ) () ds < /. g N
# 2 % @

och liknande for f 1/2 u(B)re(-~NB)dB < % Fran Lemma [4.1.1 har vi &,(N,Q) = &,(N)+
@ (W) och dérmed géller

Nh—l Nh_l Nh_l
/ F(a)*e(~Nayda =T, + I = O<W)+6h(N’Q)(h—1+O<@1)>

Nh—l Nh—l Nh—l Nh—l
=GN 1O ((h - 1)Qh‘2‘5> O <<log N>B<h1>> o (<1og N)c_53>

Nhil Nhfl Nh71
— &,(N (log N)C=5B ) *
Cn(N)— +0 <(10g N)(h—2—6>3> O ((bg N)C5B)

O
4.3 Integral 6ver minor arcs
For att fi4 en integraluppskattning Gver minor arcs s behovs storleken av summan S(a) =
anN A(n)e(na).
Sats 4.3.1. Antag att o dr néra ett rationellt tal enligt |o — 2| < q%, (a,q) = 1. Dd gdller
S(a) < (Nq-l/ 24 N5 4 NY 2q1/2> (log N)* (22)
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Moralen &r att om « ar ett tal som inte dr néra ett rationellt tal med liten ndmnare sa kommer
summan » ., e(na) bli liten, d& mycket forkortning sker. Fran definitionen av A, sa dr summan
S(a) och F(a) av samma storleksordning, se Sats och mer exakt s& har vi att

S(a) = F(a)| < ) log(p)e(pa) = O(N'/*log N).
p<N1/2

Déirmed kan man anvinda samma uppskattning &ven for F'(«). Vi foljer Davenports bevis [Dav13)|
till Sats [£:3.1] med uppdelning av exponentialsummor, se Appendix [A-0]

Lemma 4.3.2. Foér alla B* > 0 gdller

Nhfl

/mF(a)he(—ch)da <L p+ Tog NJE~

Bevis. Lat « € [0,1] \ 9. Fran Sats 1] géiller att det existerar ¢ € [0,1] med 1 < ¢ < % och
(a,q) =1 sadan att

‘oz _a @ (23)
q q

Om da ¢ < Q, sa géller att o € M(q,a) C zm vilket motsiiger valet av a. Dirmed #r (log N)Z =

Q<qg< % = W Med detta och Sats 1| foljer det att

N

F(a) < (Nq—l/2 + N5 N1/2q1/2) (logN)4 < W,

vilket medfor en Gvre uppskattning av integralen 6ver minor arcs enligt

| F@)e(-amaa < [ F@) < sup F@)"2 [ 17 (@)Pda

Nh 2
(logN )(h=2)(B/2- 4)/ |F(a)|*do.

Eftersom

[ iF@raa = [ PTG = [ 5 togton) oatpa)e((n ~ pa)da = 3 10g(o)?

p1,p2<N p<N

dér sista likheten foljer fran Fourierortogonaliteten, Ekvation @, s& kan vi anvéinda Chebyshevs

sats, Sats och uppskatta log,<  log(p)? < log N>y 10%%71 < Nlog N. Med inséttningen
=(h—-2)(B/2—4)—1fasda [ F(a)he(—aN)da < p-

N
(log N)B™*
O

4.4 Bevis av asymptotiska formeln

Sats 4.4.1. Lat r,(N) beteckna antalet representationer som N = h (mod 2) kan skrivas som
summan utav h primtal. Det gdller att

Nh-1 log log N
ra(N) = Gh(N)—(h D eg N (1 o) (igf’v )) . (24)

Bevis. Fran Sats for uppskattningen 6ver major arcs tillsammans med Sats for upp-
skattningen 6ver minor arcs sé hérleds att for alla B, C, B* > 0 med C > 2B géller

Rh(N):/O Fla)re(—Na)da = Na)da+/ Fla)'e(—Na)da

m

F
N1 i Nh Nt
= SN +O (agmww> 0 (me= ) * e
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dér de implicerade konstanterna beror pa B, B*,C,e samt h. For A > 0, sitt B* = A, ¢ = %,
B = # och C = A+ 5B. Darmed erhalls for alla A > 0

€

Nh—l Nh—l
Ry(N)=6Gp(N)—— 4+ O | ——— 25
) = 8N = + 0 (o) (25)
dér den implicerade konstanten beror pa A. Nu &r vi redo att hirleda det asymptotiska utseende
for 7y, (N). Férst hirleds en 6vre och under grins for 7, (N)(log N)" i termer av Ry, (N).

Rpy(N)= > log(p1)---log(pn) < log(N)"ry(N).
p1t-+pn=N

Fér 0 < § < 1,

1,..., h. Da géller

lat 75, 5(N) beteckna antalet representationer dir p; < N'7% for nagot i €

Nh—1—5
1-6 h—2
Th’g(N) S h Z 1 S hﬂ'(N )W(N) < W
P15 Ph—1SN
pi<N'7?
ph=N—(p1+-+pPh_1)
Nh—1-8

och dédrmed existerar det en konstant ¢ > 0 sadan att r, 5(N) < & En undre grins for

log N)h—1"*
Ry, (N) ges av

Ru(N)= S log(p)--log(pn) > (1—6)(log N)* 3 1
pit-+pn=N pit+-+pr=N
Vi,p;>N'~? Vi,pi>N1~?

Nhflfé
> (1-0)"(log N)"(ri(N) = ra,s(N)) = (1 - 6)"(log N)" (Th(N) - C(log]\[)hl) :

Dérmed fas en dvre griins for (log N)"rj,(N) enligt
(log N)'ry(N) < (1 = 8)""Rp(N) + c(log N)N"=179,

Detta géller for alla 0 < § < 1/2. Beteckna f(6§) = 1—(1—0)". Vihar att f(6) < d maxge(o,1/2) f/(8) <
6. Tillsammans ger detta

0 < (log N)'rp(N) = Rp(N) < (1—(1—8)")Rp(N) +c(log NYN""179 < §Ry,(N) +log(N)N"—179,
Anséttning av storleken pa Ry, (V) fran ekvation ger att uttrycket ovan ar

< ON" 1 £ log(N)N"=179 = N*=1(§ + (log N)N~%).

2loglog N

Tog N7 vilket medfér att

Hér ansétts ett § sd att termerna blir av samma storleksordning, § =

N"=1loglog N

< (log N7, (N) — R, (N
0 < (log N)"ri(N) — Rp(N) < Tog N )

vilket med ekvation ger att

Nh-1 Nh—1 Nh=lloglog N
. B NhL N N " loglog IV
(log ) Th(N)6h(N)h—1+O<(logN)A>+O( log N >’

alltsa

ra(N) = 6h<N)N“)h <1 o <b1g£1g\fN>) |
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A  Appendix

A.1 Allméana satser och lemman

Dessa satser och lemman anvénds i bada av de tva delarna av rapporten. Beviset for Dirichlets
sats foljer den [Nat96] ldgger fram i Sats 4.1.

Sats A.1.1. (Dirichlet) Lat « och Q vara reella tal, med Q > 1. Det existerar heltal a och q sé att

1<¢<Q, (a,q) =1,

och
gl < ¢
aq| < =.
Q
Bevis. Lat N = [Q]. Om |lag|| < ﬁ for nagot ¢ ar vi klara. Vi kan alltsa anta att ||aqg| > ﬁ for

alla g. D4 foljer det fran Dirichlets ladprincip att det existerar heltal ¢ € [1, N—1] och ¢q1,¢2 € [1, N]
sd att 1 < g1 < g2 < N och

i i+l
(e o) € |7 375 )
Lat ¢ =q2 — q1 € [1, N — 1] och a = [g2a] — [(1¢]. D& ér

1

lga — a| = [(q2ax — [q2a]) — (10 — [q10])| = {q2a} — {qra}] < %ﬂ <0

Detta avslutar beviset. U
Lemma fas fran Lemma 2.2 i [Vau97] och opublicerade forelasningsanteckningar [Woq|.
Lemma A.1.2. Antag att o, U och V dr reella tal sa att U > 1 och V > 1 samt att

a
a— =
4q

1
<=

q

med (a,q) = 1. Dd dar

. (UV _ 1 1 q
—, |lak| UV |-+ =+ — |log2Uq.
%mln(kma I ><< <q+V+UV) og2Uq

Bevis. Lat

S = Z min (UVE™", [lak|| ") .
k<U

Man kan tydligt se att
! uv
S < in( ——, i+t . 26
< 3 S uin (I ata + ) (20

For varje 7, 1at y; = [ajq?] och 6 = ¢*a — qa. D4 ir

_ 1 o1 _
algj+r) = (y; + a?")g + {ozjqz}; + 6rq™>.

Vi delar in i tva fall. Forst undersoker vi dd j =0 och 1 <r < % Detta ger oss

ar

q

ar

. 1 1
lagi + )l > ] y >

_%_2




Nista fall &r att kolla vad som hénder da j # 0 eller da j = 0 och £ < r < ¢. Vi far att
qj + 17> q(j+1). Observera att

ar +y; = b (mod q) (28)

Yy; +ar
q

> - (27)
ar sant sa lange
inte haller for nagot b som uppfyller |b| < 2. Vidare for ett fixt virde av j sa finns det som mest

5 virden av r med 2 < r < ¢ sa att Ekvation stammer. Notera att r endast 16per Gver en
period. Detta ger oss da att

|Ia(qj+r)>‘yj+ar 2>1‘%‘+€”‘ 2|y +ar| 2
- q q 3 q 3 q q
2l‘ijrar 23_221‘yj+a7’

3 q 3¢ q 3 q

Vi ska nu dela upp Ekvation i de olika bidragen som vi arbetat fram. Forst har vi bidra-
get fran fallet da 7 = 0 och 1 < r < 4, sedan bidraget fran de r nér Ekvation hal-
ler och till slut bidraget fran de 5 stycken r sa att det inte haller. Vi betecknar dessa 5 som

={r:ar+y; b (mod q), |b| <2}. Vi far alltsa

s< 3 Jalgi 0l + 3 Slat+nlt+ 3 S -2 ]H

1<r<4g 0<j<Y r=1 0<j< Y rery

— 49 rdr,
q
< 2 Z > DD
1<r<g <<y g 0<j<Y rem

ar

q

yJ + ar

(29)

qj+r

Lat oss nu undersoka enbart den sista summan i Ekvation . Genom att anvinda gj+r > q(j+1)
far vi att

UV 5UV Uuv
<X G 2w

0<j <Ur67b 0<<Y 0<;<Y

Nu med denna informationen kan vi aterga till S och da far vi att

ar yJ—l—ar v
sex |9 T % 2. TGED
1<r<g 0<i<U r=1 — o 4
ST <iST rry 0<j<T

ar uv d 1]~*
= > |+ P e (yj+a7")‘ )
1S=alld 0sie (q(3+1) — q
_ q UV 1
< (Ug ' +1) 4= Y
STPT RN Bl
U
< (U+q)log(g) + —log | —+1
1 1 q
v — + — | log2U
< ( +V+UV> og2Uq,
vilket avslutar beviset. O

Sats ir tagen ifran Sats A.4 i [Nat96].
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Sats A.1.3. Ldt u(n) och f(n) vara aritmetiska funktioner. Definiera funktionen

Ut) = Zu(n)
n<t
Lat a och b vara ickenegativa heltal sd att a < b. Dd dr
b b—1
Y u)f(m) =UW®)f0) ~Ul@)fla+1) = Y Un)(f(n+1))~ f(n).
n=a+1 n=a-+1

Lat © och y vara reella tal sd att 0 <y < x. Ifall f(t) ar en funktion med en kontinuerlig derivata
pd intervallet [y, x], dd dr

y<n<z

Vidare om f(t) har en kontinuerlig derivata pd [1,x] sd har vi

b b b
Y um)fn)= Y Umn)-Um-1)f(n)= > Un)f Z Un)f(n+1)
n=a+1 n=a+1 n=a+1 n=a+1
= U®)f(b) ~Ula)f(a+1) Z Un) (f(n+1) = f(n)).
n=a-+1

Ifall funktionen f(t) &r kontinuerligt differentierbar inom intervallet [y, x], d& &r

n+1
(1)~ f(n) = / oy

och

n+1
U(n) (f(n+1) — f(n) = / U () dt

eftersom att U(N) dr styckvis kontinuerlig. Lat a = [y] och b = [z]. D4 &r

y<n<z n=a+1
b—1
=U®B) ()~ U(a)fla+1)— > Un)(f(n+1) - f(n)
n=a+1
b
=U()f(z) —U)f(y) —U) (f(z) = f(b) = Uly) (fla+1) = f(y) — /+1 Ut)f'(t)dt
Detta avslutar beviset. O

A.2 Teori om multiplikativa funktioner

Definition A.2.1. En multiplikativ aritmetisk funktion ar en funktion f: N — C ddr f(mn) =
f(m)f(n) da (m,n) =1.

En konsekvens av definitionen &r att en multiplikativ funktion &r definierad av dess funktions-
varden i primtalspotenserna.
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Sats A.2.2. En aritmetisk funktion dr multiplikativ om och endast om f(n) = Hpm”nf(pm) for
varje n € N, déir p™|n betyder att p™|n men p™*t fn.

Nedan foljer tva vanliga multiplikativa funktioner.

Definition A.2.3. Eulers p-funktion o(n) = > 1. Funktionen o(n) betecknar alltsd antalet
1<t<n
(t,n)=1

naturliga tal mindre dn eller lika med n som dr relativt prima med n.

Fran att ¢ #r en multiplikativ funktion och egenskapen att p(p™) = p™ — p™~! = p™(1 — 1)
sé blir
1 1 1
w(n)=p'f1(1—)---p?(1—>=n (1—)-
p1 Dr p

Definition A.2.4. Mdbiusfunktionen u(n) dr en multiplikativ funktion med u(p™) = < 1 om r = 0,

pln

—1lomr=1,

0 annars.

Definition A.2.5. Fér heltal N och ¢ med q > 1 definieras Ramanujans summa som

Ny =Y e (‘Lq”)

a=1
(a,q)=1

Lemma A.2.6. Ramanujans summa dr multiplikativ © ¢ och kan uttryckas i termer av mobius-
funktionen enligt

d|(g,n)

Speciellt har vi att cg(n) = p(g) om (g,n) = 1.

d d omd|n
Bevis. Lat fq(n) := l:§1e( ) = {0 om d 1 n. Det foljer att

cq<n>=(%l_le(’f)=;€(M)d§m)“<d>‘%“ %( ) - 2.1 ; “(4a)
= p(d) fysa(n /~L ZF‘ =D w
dlq d|q j‘\z d|(g,n)

For (q1,q2) = 1 géller att varje delare d till g1g2 kan skrivas som d = dy1ds med dy | ¢1 och da | g2
och eftersom p(k) &r multiplikativ foljer

= 3 p(EPd= 30 w(gahd= 30 w(g)hn(p)d

dl(q142:m) dif(am) s |(g1.n)
dz2|(q2,m) dz2|(q2,n)
q1 q2
= > nGd >0 w(g)d: = ey (nes(n)
d1(q1,m) dz|(qz2,n)
vilket visar att c¢,;(n) dr multiplikativ i g. O

Lemma A.2.7. Lat f(n) vara en multiplikativ funktion med limk_, o f(p*) =0 da p* gar igenom
alla primtalspotenser. Da gdller

lim f(n)=

n—oo

iv



Bevis. Eftersom gransvirdet ar noll finns endast ett #ndligt antal primtalspotenser p* sa att
F(M)| > 1. Lat

A= [ Ir@,

[f(p*)|=21

och 0 < e < A. Da dr A > 1 och det finns endast &ndligt manga primtalspotenser p¥ sadana att
|f(p*)] > e/A. Det medfor att det bara finns ett #ndligt antal naturliga tal n sadana att

f(")] =

| o

for varje primtalspotens p* | n. Om n ir tillriickligt stort giiller alltsa att n delar Atminstone en
primtalspotens p* sadan att |f(p¥)| < /A, och n kan dirmed skrivas som

r+s r4+s+t

r
=1

i=r+1 i=r+s+1
d&r pi,...,Drys+¢ ar parvis distinkta primtal med ¢ > 1 och

1< |f(p}")
5/A§|f(pfi) <1l fori=r+1,...,7+s

fori=1,...,r,

lFf) <e/A fori=r4+s+1,....,r+s+Lt
Eftersom f(n) dr multiplikativ géller ddrmed
r r+s r4+s+t
fm)l =TT IT r@ior T el < A/4) <e.
=1 1=r+1 1=r+s+1

Lemma A.2.8. Foér alla tillrickligt stora N, och alla € > 0 gdller
N < @(N)< N

Bevis. Vi vet att o(N) < N for alla N > 1 och eftersom 2= < 2 for alla primtal p géller

p—1
pm(l—a) pm(l—e) P pm(l—e) 2
= = <
(™) pm—pmt p—1 pm T pme

och alltsa limpm o0 % = 0. Fran Lemma [A.2.7| f6ljer limy o0 % = 0 eftersom funktionen

% ar multiplikativ. O

Definition A.2.9. Dirichletkonvolutionen av tva aritmetiska funktioner f och g definieras som

frg =2 ap—n fa)g(b).

Nedan foljer nagra egenskaper for Dirichletkonvolutionen. En av dessa ar att Dirichletkonvolu-
tion skapar en kommutativ ring med avseende pa (+, %) dver minden av aritmetiska funktioner:

1. (associativ) (f x g) x h = f * (g* h);
2. (distributiv) f*(g+h) = f*xg+ fxh;
3. (kommutativ) f*g=g=* f;

1 =1
4. (enhetselement) £(n) = { omn , det vill sdga ex f = fxe = f;

0 annars

5. om f(1) = 1 sa existerar f~! sadan f~lx f=f*fl=¢



6. om f och g ar multiplikativa sa &r f * g ocksa multiplikativ;

7. om f dr multiplikativ s& d&r f~! multiplikativ.

L pu(n Zu

Vi har foljande identiteter

det vill siga 17! = u(n) och
1xA(n Z A(d) = log(n

Till varje aritmetisk funktion f : N — R kan man definiera korresponderande Dirichletserie
F¢: C — C genom

n=1

Dirichletserien &r multiplikativ med avseende pa Dirichletkonvolution av tva aritmetiska funktioner
f * g. Det vill séiga att

Frug(s) = Fy(s)Fy(s)-
Fran 1+ u(n) = e(n) och 1 * A(n) = log(n) sa kan man hérleda att

1 ¢'(s)
F,(s) ===, Fa(s)=—
O =gy T
dér ¢ dr Riemanns zetafunktion som definieras som
(=Pl =3
S)=r1r1\8) = 2 oy .

Konvergensen av alla dessa funktioner &r da R(s) = o > 1.
Chebyshevs sats ger det asymptotiska beteendet av chebyshevfunktionerna

b W("E) = Zpgz ]‘;
b 0(1’) = Zpgf{: IOg(fE),
o p(x) =)< An) =3 n e, log(x).

Proposition A.2.10. Storheterna /l(og)w, @, d’f) har samma lim sup och liminf.

Beuvis. Vi bevisar att de har samma limsup, beviset for liminf kan visas analogt. Genom att
gruppera termerna i ¢ (z) med avseende pa primtalspotenserna fas ¢ (x) = Zp<m H‘;%J log p. Detta
tillsammans med definitionerna ovan medfor att -

0(x 1 logp log x - w(x).
p<:r
Dérmed géller lim sup (—) < lim sup w( ) < lim sup - / logz Samtidigt géller for ao < 1 att
0z)> 3 logp> (n(x) — m(2%) log(z)
¥ <p<zx
och fran detta foljer att
a) | o rl@) o ),
x xz/logx x

m(z)
xz/logx”
Detta giller for alla a < 1 och da vi later o ga mot 1 sé fas den 6nskade olikheten och vi &r klara. [

Eftersom 7(x®) < z® férsvinner andra termen da  — oo och ddrmed lim sup 6(z) > limsup «
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Sats A.2.11. (Chebyshev) Storheterna w(x),0(x), ¥ (x) har for tillrackligt stora x foljande asymp-
totiska beteende
m(x) <

Bevis. Vi visar att ¢(x) < z, resten foljer fran Proposition [A.2.10] Vi ska alltsa visa att det for
tillrackligt stora x existerar c1,cy > 0 sddana att

T

Togz’ 0(z) <z, P(z)=uw.

az < P(z) < ca.

Definiera S(xz) := ) . log(n) och D(z) = S(x) —25(%). Fran Sats sa fas S(z) = z(logx —
1) + O(log ). Dérmed blir

D(z) =xz(logz — 1) + O(logz) — P (log ——1)+ O(log 2) log(2)x + O(log z)

och didrmed § < D(z) < z for tillrickligt stora z, x > xo. Fran identiteten 1 * A(n) = logn, det
vill séiga 3, A(d) = log(n) insatt i summan S(z ) fas

2) =Y logn) =S Y M) =Y A@) Y 1= A@) %)

n<z n<z dn d<n n<lz d<z
d|n

dér [ 7] motsvarar heltalsdelen av %. Da blir
x
d<z

dar f(t) = |t] —2|t/2]. For 1 <t < 2sd ar f(t) =1 och for t > 2 dr f(¢) € {0,1}. Detta ger

dle) —e(z/2) < Y A (2) <D Ad) =

F<d<lz d<z

vilket tillsammans med § < D(x) < x for > xo medfor att
(a) 3 < D(x) <(a);
(b) ¥(x) < D(x) +¢(3) <z +9(35).

Olikhet (a) ger den undre begrinsningen ¢; = % En 6vre begransning foljer fran (b) enligt

w(x)§m+'¢)(g)<x+ +¢ <x22 Yo <2x+1/)(2£k)§2x+¢(x0)

dir k dr vald sadan att 5z < xg < 5x5=r. Da () véxer till odndligheten fas en 6vre begrdnsning
med cy = 2.5. O

A.3 Differensoperatorn

I detta stycke sa definieras differensoperatorn tillsammans med lemman och satser som bygger
pé den, vilka alla dr nédvandiga fér var kommande slutsats. Dessa definitioner foljer fran dem i
Kapitel 4.2 i [Nat96]. Den linjira differensoperatorn Ay dver en funktion f ges av

Aa(f)(z) = f(z +d) — f().
Fortsdttningsvis definieras den itererade differensoperatorn Ay, 4, ... 4, Som

Adgpdy yydy = Day 0Aq .y = Agy 0 Qg 0...0Ag,.

.....

Vi later A! vara den itererade differensoperatorn med d; = 1 for alla i = 1, ...,1. Féljande Lemma
och dess bevisgang &r taget fran Lemma 4.2 i [Na96|.
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Lemma A.3.1. Litk > 1 och lat 1 <1 < k. Vilater Ag, 4, ,,...a, vara itererade differensopera-
torn. Da dr

k!

STl = i dipei(a),

Adz7dz—17---7d1 (xk) = Z

Jit++a+i=k

720,41,...,51>1
dir pr—;(z) dr ett polynom med grad k — 1 och ledande koefficient k(k —1)---(k—1+1). Notera
att om d; for i =1,...,1 dr heltal sd dr koefficienterna i polynomet py_;(x) ocksd heltal.

Bevis. Detta lemma forklarar polynomet som fas av den itererade differensoperatorn anvint pa
funktionen f(x) = x*. Detta bevis kommer vara ett induktionsbevis pa I. Induktionsbasen #r att
visa att pastaendet géller for [ = 1, vilket via binomialsatsen ger

Il
> <
Il I
=}
N\
(S .
~~_
=9
—_ =32
d &
8
. .

Vi later induktionsantagandet vara att lemmat héller for [. Sedan later vi 1 <[ < k —1 och da far
vi att

Adz+1,dz,dzfl,~-,d1 (mk) = Adz+1 (Adl;dl—17~~-7d1 (mk)) =
k! ; ; m
= 2 A B )

li,0...
m:j:
Jittitm=k J1 Ji
m>0,j1++5>1

k! . . m! ; .
— . g1, g0t . Ji4+1 .9
= > —d e dt Y AN

li,0... ilg
Jit...+ji+m=k s Ji Ji+1+i=m JeJi+1s
m2>0,j1+-+j>1 720,J14121
_ k! 4 djldjl+1 j
N 2 T gt G
Jittatiiti=k +
J20,91,--du0141 21
Pa grund av att de multinomiala koefficienterna ﬁ ar heltal foljer det att ifall dy, ..., d; ockséa
ar heltal, s& har polynomet py_;(z) heltalskoefficienter. Detta avslutar beviset. O

Lemma och dess bevisgang ar fran Lemma 4.4 ifrdn [Nat96].

Lemma A.3.2. Litl > 1 och Ag, 4, ,,...d, vara den itererade differensoperatorn. Lat f(x) =
az® 4 ... vara ett polynom av grad k dir o dr den ledande koefficienten. Da dr

Agyoas () (@) =dy - dik(k— 1)+ (k — 1+ 1)az" ' + O(z*11)
ifall 1 <1<k och
Agy,.dr (f)(x) =0
ifall 1 > k. Mer specifikt, ifalll =k — 1 och dy -+~ dy_y # 0, dd ér
Agy,...d (f)(@) = di - di—1klax + B,

alltsa ett polynom av grad ett.
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Bevis. Lat f(x) = Z?=1 ajz’, dir a = a. Genom att utnyttja Lemma fa vi att

k!

m@[ﬁfk_l + O(:Ck_l_l).

Agy,..., dl(f)(x)zzajAdl ..... a (@) =di--dy

Detta avslutar beviset. O
Lemma [A.3.3] och dess bevisgang fran Lemma 4.5 ifran [Nat96].
Lemma A.3.3. Lat1 <[ <k. Ifall
—P<dy,...,d,x <P,
da dr
Ag,...a, (2%) < P*,
ddr den implicerade konstanten beror endast pd k.

Bevis. Beviset foljer direkt fran Lemma [A-3.T] O

A.4 Uppskattningar till Warings problem med flera olika potenser

Hér foljer en del satser och lemman som underbygger argumentet f6r slutsatsen i Warings problem
for flera olika potenser. Beviset for foljer beviset av Lemma 4.7 i [Nat96].

Lemma A.4.1. For varje reellt tal o och alla heltal Ny < Ny gdller det att

N»
Z e(an) < min(Ny — Ny, [[af| 7).
n=N;+1

Bevis. Péa grund av att |e(an)| = 1 for alla heltal n, s& har vi

N2 N2
Z e(an)| < Z 1= Ny — Nj.
n=Ni+1 n=Ni+1

Ifall o ¢ Z, da &r ||a| > 0 och e(a) # 1. P4 grund av att summan &r en geometrisk serie sa har vi

No Ny—N;—1

6(0[(]\72 — Nl)) —1 2
= N +1 "=
Z e(an) e(a(Ny + 1)) Z e(a) @) =1 S @) = 1]
n=N;+1 n=0
B 2 2t 11
le($) —e(—%)|  [2isin(ma)|  [|sin(ra)|  sin(xflal]) T 2/«
och darmed avslutas beviset. O

Bevis av Lemma foljer dem fran Lemma 4.12 och 4.13 i [Nat96].

Lemma A.4.2. Lat N1, Ny, N och l vara heltal sd attl > 1, Ny < Ns, och 0 < Ny — N1 < N. Ldt
f(n) vara en reellvird aritmetisk funktion, och lat

Ny
S(H)y= > elf(n)
n=N;+1
Dad ar
SO <@V S Y [Saea (D]
|di|<N |di|<N
dar

Saar ()= Y. eDg,.a)(f)(n) (30)

n€el(dy,...,dy)

och I(dy,...,dy) dr ett intervall av pd rad foljande heltal inom intervallet [Ny + 1, No].
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Bevis. Bevisgangen for detta bevis dr en induktion. Basfallet &r att visa for [ = 1. For ett god-
tyckligt heltal d, 1at

I(d): [Nl-i-l—d,Ng—d]ﬁ[Nl—i-l,Ng].

Genom att ta kvadraten av absolutvirdet av den exponentiella summan sa far vi

No No Ny—n
oD elfm)- Z > elf(n+d) - f(n)
n=N1+1m=N;+1 n=N1+1d=N;+1—n
—Ni—1
= Z > e )< D 1Y e(Aa(Hm)| = D [Salf)
d=—(Na—N1—1) nel(d) |d|<N |nel(d) |d|<N

vilket visar basfallet. Induktionsantagandet dr att antagandet géller for nagot [. Vi ska nu i
induktionssteget visa att pastaendet géller for [ 4+ 1. Vi anvinder Cauchy-Schwarz olikheten, och
far

2

=(SNHPP <[NP Y 1Sl

l[di|<N |di|<N

2
=N 22N ST (Saa(f)

|di|<N |di|[<N

<@N)PTA2eN) N ST (Saa (A,

ldi|<N |di|<N

2l+1

1SN

dér Sg, .4, (f) &r en exponentiell summa liknande den i Ekvation (30). Fran basfallet far vi att
for varje dy, ..., d; finns det ett intervall

I(dyg1,dy, ... di) CI(dy, ... d1) C [Ny +1, No).

Detta intervall kan vara tomt, i det fallet kommer f6ljande summeringen inte bidra med négot. Vi
far

[Sarear (DF =] D0 e(Bapan ()

nel(dy,....dr)

< Z Z e(Adl+17dl,~~,d1 (f)(n))

|[diy1|<N |n€l(dit1,di,...,d1)

= Z |Sdl+11dl ,,,,, d1 (f)|

[diy1|<N

och slutligen sa far vi att

SHPT < @NPTEEDE ST S ST Su ()]

|di|<N |di|<N |dj4+1|<N
Detta avslutar beviset. O
Lemma har argumenten fran Lemma 4.14 i [Nat96].

Lemma A.4.3. Lit k > 1, K =271 och e > 0. Lit f(z) = az® + ... vara ett polynom av grad
k med reella koefficienter. Om
N
=Y elf(n)

n=1



sd ar
KINF—!
ISR < NE1 g NEE4 S min (N, lmal| ) |

m=1

ddr den implicerade konstanten endast beror pa k och .

Bevis. Genom att anvinda Lemma[A. 4.2l med | = k — 1 sa far vi att

SO < @S ST o S Saa (),

‘d1|<N |dk,1|<N

dar

S, (f) = Z e(Adk—thh (f)(n))

n€l(dp—_1,...d1)

och I(dg—_1,...dy) &r ett interval av heltal i [1, N]. Eftersom att |e(t)] = 1 for alla reella ¢ s& har
vi Ovre gransen

[Say1,..a: ()] < Yo le@a i ()] S N.

n€l(dp_1,...,d1)
Enligt Lemma si giller det att for nollskilda heltal dy,...,d;_1 att differensoperatorn
Ag, .4, anvant pa polynomet f(z) av grad k, skapar ett linjért polynom

Adk—lwuydl (f)(x) =dg_1-diklar + ﬁ = Az + 67

dir A = dg_1,...d1kla och g € R. Lat nu I(dg—1,...,d1) = [N1 + 1, Na]. Nu enligt Lemma
har vi

|Sdk—17~~;d1(f)| = Z e(Adk717~.,d1(f)(n))
nEI(dk_l,u»,dl)
N> ki 1 1
= e(An+ B)| = e(An)| K =5 = 77
3 )= 55 eon] < iy =

for A ¢ Z. Det foljer att
|Sdk 1yeeeydl (f)' < min(Nv ”dk*l» ceey dlk!a”_l)'
Saledes far vi att

ISHEI<@NEE 30 Y 1S ()]

|di|<N ldp—1|<N
< (2N)E-k Z Z min(N, ||de_1 - - - diklal| 7).

|d1|<N ‘dk71‘<N

Eftersom att det finns som mest (k—1)(2N)*~2 val av dy, ...,d_; sidana att d; - - - dp_, = 0, och
varje sadant val bidrar N till summan, s foljer det att

IS(HK = @N)*F (k- 1)@N)F 2N+ @N)F N o Y min(N, [|dg—y -+ diklaf| )
1<]di <N 1<|dg -1 |<N
N N
K NET L NERS N " min(N, [[dg—y - - dikle| "),
di=1 di=1

dér den implicerade konstanten endast beror pa k. Eftersom att

1<dg_1---dik! < KINFL
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och att delarfunktionen 7(m) uppfyller 7(m) <. m®, sa foljer det att antalet representationer av
heltalet m pa formen dj_1 ---di1k! < m® < N°¢. Pa grund av detta sé far vi att

kINF=T
NE=L NE-kte Z min(N, ||mal~h).

m=1

Bevisgéngen f6r Lemma ar tagen fran Lemma 5.1 i [Nat96].
Lemma A.4.4. Ifall |6|< , sa gdller det att

vk, () < min(NF, 8] F).

Bewvis. Funktionen

f@) = ot

%

dr positiv, kontinuerlig och avtagande f6r z > 1. Fran Sats foljer det att
N 1 1 N 1 1
ok, (B)I< > wm m¥ ! g/l k7 te® e + £(1) < [NF).
m=1

Tfall [B]< L dadr [N%] < N% < [8]7% och v, (8)) < min(N%,|8]7%). Antag att & < |8]< L.
Da ar |3]” T N Lat M = [|8]71]. Da ér

1
M§B<M+1§N.

Lat U(t) = 3, ,<, e(Bm). Fran Lemma [A.4.1 har vi att U(t) < [|8]|7" = [5]~". Med hjélp av Sats
[AT3ls4 kan vi se att

N 1 L N
S Lndle(Bm) = FNUN) — FMU(M) - / U (1) dt
m=M+1 " M

1

1
M*-1 _a
K ——— < |B]” R < min(N i

18]
Pa grund av detta sa &ar
M 1 1 N 1 1 1 _1
vk, (B) = kimk )+ > T e(Bm) < min(NE BT,
m=1 m=M+1
Detta avslutar beviset. O

Bevisgangen f6r Lemma ar tagen fran Lemma 5.2 i [Nat96].
Lemma A.4.5. Ldit q och a vara heltal sd att 1 < ¢ < N°, 0 < a < q, och (a,q) = 1. Ifall

a € M(q,a), di ar
Fy(a) = (5’“(‘”) . (a - q) + o),

Bevis. Lat f = a — ¢ och |B] < N~ och

24

k~ Sk q, N 1 14
F, (o) — v(B) = e(am) Z ?mkl Bm)
m=1 "¢

w\r—

L - . o N
= e<q>(ﬂm Zmz 6m:2u

m=1 m=1
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dar

Sk, E
e (am) - (;c(q7a)> k;lm"‘li ' ifall m &r en k;:te potens,
q q

u(m) =

Ski(g,0)\ -1 -1
( 7{1’ ki mFi annars.

Vi ska estimera den sista summan. Lat y > 1. P4 grund av att |S(q, a)| < g, s& har vi
I q k.
am’ ar”i
e = e 1
> ()= (n) X

1<m<y q r=1 a<m<y
m=r(modgq)

=su(aa) ((2) + o) =y (222) 1 o)

Lat ¢ > 1. Pa grund av att vy, (8) < P, har vi

_— (S’“(qa)) +0(q) - <Sk(qa)) (t’“%' + 0(1)) :

q
Med hjilp av Sats [A-T.3]s4 far vi

N

N N
w(m)e(fm) = e(BN)YU(N) — 2rif / e(BOU (1) dt = O(q) — 2 / (B0 (q) dt

m=1

< q+|B|Nqg < N%,
vilket avslutar beviset. O

Foljande lemma, Lemma tar inspiration frdn Lemma 5.3 i [Nat96] och Lemma 2.9 i
[Vau97].

Lemma A.4.6. Ldt o och 8 vara reella tal sidan att 0 < 8 <1 och o > . Da blir

Z mﬁfl(N _ m)aq _ Na+ﬁf1r(0‘)r(ﬂ) +0 (Naﬂ) )

N-1
4 I'a+B)

=1

Bewis. Betrakta funktionen

Eftersom att

/@) =g (21 - 520

s& har g(z) hogst en stationér punkt pa intervallet (0, V). Saledes kan intervallet (0, N) delas upp
i tva delintervall, (0, ¢) och (¢, N), sddan att g(x) antingen &r monoton pa bada, eller okar pa det
ena och minskar pa det andra. Vi anvinder Lemma [A4.§ och far att

S ) =Yg+ Y o)
=1 x=1 r=c+1

c N
- / o) dz + O (g(1) + g(c)) + / g(2)dz + O (g(c) + g(N — 1))

N
:/O g(@)dz + O (g(1) + g(c) + g(N — 1)),
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Notera att g(1) < N1, g(c) < N*+#=2 och g(N — 1) < NP1, Vi ser da att

N—-1 N
S o) = / DPUN — 2)0 L dz + O (No—L 4 No+B=2 | NA-1)
r=1 0
1
_ Na-‘rﬂ—l / tﬁ—l(l o t)a—l dt+ 0O (Na—l)
0
- - 1 T(@)T(B) -
:N(H_ﬂlB, ONalzNa+[31 ONal,
(a, B) + ( ) I'(a+ B) + ( )
dér B(a, ) dr Beta-funktionen och I'(a) &r Gamma-funktionen. O

For att visa Lemma s& definierar vi forst My (q) som antalet 16sningar till kongruensen
¥ + .. 42k = N (mod ¢). Lemma ar taget fran Lemma 5.6 i [Nat96].

Lemma A.4.7. Ldt Ele ,% > 2. Fér varje primtal p sa konvergerar serien

xn(p) =1+ An(p"),
h=1

och

o My(")
XN(p) - hILH;o ph(s—l) .

Bevis. Konvergensen av x (p) foljer direkt fran Ekvation . Om (a,q) = d, sa &r
q/d

S =3 (ag;’%) 3. (%‘) :d;e <W) — Sy, (g/d, a/d).

r=1 4 x=1

1< =

Ze<am> 1 om m =0 (mod q)

9= q 0 omm #0 (mod q)
sé foljer det att for godtyckliga heltal x;, ..., x5 att

lzq: a(z 4+ 2k — N) 1 omal +... 42 = N (mod ¢)
— e =
94 q 0 omay' +---+ak #N (mod q),

Eftersom

vilket ger att

! 1 a(:clir...Jr:Eks N)
Mn(q) = ! ( i : )
A wlzzl Lszzlqagle q
71 q q ax]fl ax’gs —aN
q;g_:le( : )z;( - >e< : )

Il
Q| =
[~]-
—_
VRS

w
—_

n
>
=
&
~
)
7 N

\

Z

~

a=1 \i= q
sy (T ~(a/d)N
== d Sk, ( /d,a/d)) e| ——"—
T (a%l_d (1;[1 b ( q/d )
— 1 - S L(q/dva/d) —(a/d)N
S8 S (I (M) ) ()
(a,q)=d
=q¢"' ) An(q/d)
dlq
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Vi kan déa se att

Y An(a/d) = ¢ My (q)
dlq

for alla ¢ > 1. For ¢ = p" har vi sarskilt att

h
1+ An@) =Y An(p"/d) = p" = My (p"),
Jj=1 d|ph

och saledes ar

h
xn(p) = lim (1 + Zl‘hv(ﬂ) = lim p"I My (p").
j=1

Sats ar taget fran Sats A.2 1 [Nat96].

Sats A.4.8. Lit a och b vara tvd heltal sadan att a < b och lat f(t) vara en monoton funktion pd
intervallet [a,b]. Dd har vi att

b b
win(f () F0) < 3 10) ~ [ £0)dt < max(1(@). F0)).
k=a a
Bevis. Om f(t) 6kar pa intervallet [a,b], s &r

k+1
f(k) < / f(t)dt

for k=a,a+1,...,b—1, och

k
f(k) = f(t)dt
k—1
for k=a+1,...,b. Darfor foljer det att
b b—1 b
SO Fk) =3 k) + F0) < / () dt + £(b)
k=a k=a a
och att
b b b
Sk = Y FR) + f(@) > / (1) dt + f(a)
k=a k=a+1 a

Saledes far vi att ,
b
Fla) <3 F(k) - / F(t)dt < Fb).
k=a a

P& samma satt far vi att om f(¢) ar avtagande, s& far vi

b b
£0) <310~ [ 0t < fa).
k=a a
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A.5 Konvergens av oandlig produkt

Detta delkapitel tar upp en méngd satser vilka anvénds for att underbygga argument for konvergens
av oandliga produkter. Sats ar taget fran A.26 i [Nat96].

Lemma A.5.1. Lit a, > 0 for alla k > 1. Dd konvergerar oindliga produkten [T, (1 + ag) om
och endast om den oindliga serien Y, ar konvergerar.

Bevis. Lat s, = > ;_, ar vara den n:te partialsumman och 1at p, = [[,_;(1 + ax) vara den n:te
partialprodukten. Eftersom att a, > 0, s& &ar talféljderna {s,} och {p,} badda monotont ckande,
och p, > 1 for alla n. Eftersom

1+ax<e”

for alla € R, sa har vi att
n n n n
0< Zak < H(lJrak) < Heak = exp (Zak> ,
k=1 k=1 k=1 k=1

och saledes ar
0<s, <pn<e™.

Denna olikhet implicerar att talféljden p,, konvergerar om och endast om talféljden s,, konvergerar.
Notera att p,, kan bli noll pa tva olika sétt, antingen att p,, = 0 eller att p,, — 0. O

Sats foljer fran Sats A.27 i [Nat96].
Sats A.5.2. Ifall den oindliga T])",(1+ ay) dr absolutkonvergent, sd konvergerar den.

Beuwvis. Lat

och 1at
Po= ]+ lax).
k=1

Ifall den odndliga produkten &r absolutkonvergent s& kommer sekvensen av partiella produkter P,
konvergera och serien

oo

Z(Pn - Pnfl)
n=2
konvergerar. Pa grund av
n—1 n—1
0 S |pn _pn71| - ‘anpnfl‘ = |Gn H(l +ak) S |an| H(l + |ak|) = |an| Pnfl = Pn - Pnfly
k=1 k=1
foljer det att
oo
Z |pn - pn+1‘
n=2
konvergerar och da kommer
oo n
2:2(1771 —Pnt1) = lim > ok —pr-1) = Jim (pn, —p1)
n= k=2

konvergera. D& har vi visat att sekvensen av partiella produkter {p,} konvergerar till ett grins-
viarde. Nu maste vi bevisa att gransvardet inte dr noll om inte nagon av feltermerna &r noll. Pa
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grund av att den oédndliga produkten ]_[Zozl(l + ay) konvergerar absolut, s& foljer det av Sats
att serien y - | |ax| konvergerar, och séledes konvergerar talen ay till noll. Nu ser vi att for alla
tillrackligt stora heltal k att

1
1 > =
1+ ax] 2 5
och
ay
2
‘ 1+a ]
Det foljer att serien
1+ ag

k=1

konvergerar, och den oéndliga produkten

I(-525)

konvergerar absolut. Detta implicerar att talféljden av n:te partiella produkter

n

“ 1 1
1- . ==
1_[1< 1+ak> 1;[1+ak [[iei(14ar)  pan

konvergerar till ett griansvirde, och saledes ér gransvéirdet av talféljden {p,} ej noll. P grund av
detta konvergerar den odndliga produkten [[ -, (1 + ag). O

Foljande Sats motsvarar Sats A.28 i [Nat96].

Sats A.5.3. Ldt f(n) vara en multiplikativ funktion som inte dr identiskt noll. Ifall serien

> fn)
n=1

konvergerar absolut sa dr

ijj 1;[1+f()+f(p2)+- H(HZf )

p

Ifall f(n) dr fullstindigt multiplikativ, sd dr

Y fm=1la-rm) .

P

Bevis. Ifall Y7 | f(n) ér absolutkonvergent, da &r serien

absolutkonvergent for varje primtal p. Dessutom konvergerar

Dolapl =Y D@ DD IO < D 1)
p lk=1 n=1

P p k=1

Xvii



Saledes ar den oéndliga produkten

[Ta+a,)= H<1+Zf )

p

ar absolutkonvergent. Fran Sats far vi att den odndliga summan konvergerar. Lat € > 0 och
valj ett heltal Ny sa att
Y lfm)l<e.

n>Np

For varje positivt heltal n, lat P(n) vara den storsta primtalsfaktorn av n. Da betecknar ) P(n)<N
summan o6ver heltalen vars primtalsfaktorer 4&r mindre eller lika med N och ) p(n)>n Detecknar
summan 6ver alla heltal som har minst en primtalsfaktor som &r strikt storre &n N. Pa grund av
att serien ZZOZO f(p*) konvergerar absolut for varje primtal p, kan ett godtyckligt begriinsat antal
av dessa serier multipliceras ihop termvis. Lat N > Ny. Det foljer fran den unika faktoriseringen
av heltal som produkter av primtal att

11 <1+§1f(p’“)> > fn

p<N P(n)<N
och att
Z (HZf(p’“)) =D )= Y. fm|=| > fn)
n=1 k=1 n=1 P(n)<N P(n)>N
< Z w < S 1rml< Y 1m) <e
(n)> n>N n>No
Déarmed ar

o0 oo
> fn) _hmH<1+Zf )zH(l—i—Zf(pk)).
n=1 p<N P k=1

Ifall f(n) dr fullstindigt multiplikativ, da &r f(p*) = f(p)* for alla primtal p och alla ickenegativa

heltal k. Pa grund av att f(p*) gar mot noll da k gar mot oéndligheten, sa féljer det att |f(p)| < 1.
Summering ger

- k\ __ - k __ 1
1+kz;:f(p )—1+kz::1f(p) =T 7o)

och da far vi att

Detta avslutar beviset. O

A.6 Bevis for Vinogradovs Summa, Sats
Sats A.6.1. Antag alt o dr ndra ett rationellt tal enligt | — %| < q%, (a,q) = 1. Dg galler
S(Oé) < (Nq—1/2 —|—N4/5 +N1/2q1/2)(10gN)4.

Bevis. For att betrakta S(«) generaliserar vi uttrycket och utnyttjar egenskaper hos Dirichletserier,
se Appendix A.1 for teori om Dirichletserier. Genom att ansétta att

Pe) = 30 S G = 3 Y

m<U A<V
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for nadgot U,V > 2 med UV < N och utnyttja identiteten (givet konvergens o > 1)
C/ CI
3 <

s& fas en anvéindbar identitet for A. Vénsterledet &r Dirichletserien av A och hogerledet kan ocksé
ses som en Dirichletserie av flera termer, ddrmed fas likheten att

(5) = F(s) = COFEIG() ~ (G + (= £(6) = Fs) ) (1= ()600)

A(n) = ai(n) + az2(n) + az(n) + as(n)
dar

as(n) = — 3 Amu(d)

mdr=n
m_
d<v

An) omn<U,
a = ,
! 0 omn >U

ag(n) = Y p(d)log(h), as(n)=— > Am)| > u(d)

Ovan utnyttjas Dirichletseriens multiplikativa egenskap Gver konvolution Fy.4(s) = Ff(s)F,(s).
Termerna multipliceras parvis med e(na), och d& termerna sedan summeras 6ver n, si erhalls
S(«) enligt
S(a) = Z e(na)A(n) = Sy + Sa+ S3+ S (31)
n<N
déar
Si = Z e(na)a;(n).

n<N
For att fa en uppskattning av S betraktas varje summa for sig. Fran Chebyshevs sats, Sats
s& ar

S1(NV) < U. (32)
For S, dndras summationsordning, med summation éver mojliga produkter md =¢,t =1,2,..., N
med n =rt dir r = 1,2, ..., [{], ddrmed blir

Si== 3 (3 wa@nm) ¥ etrea)

t<UV N md=t r<N/t
m<U -
A<V

Fran att

\ ) u(d)A(m)‘ < 3" A(m) < log(t) < log(UV)

md=t m|t
m<U m<U
dv =

fas en Ovre begransning av S; enligt

Sy < (logUV) >

Z e(rta)

t<UV ' r<N/t
Fran Lemma [A.4.1] och Lemma [A.1.2] blir
. N 1 N 9
Sy < (logUV) > min(—, W) < (¢+UV + E)(1og 2qN)2. (33)

t<UV

Summan S3 skrivs om med samma summationsordning som So enligt

S3 = Z w(d) Z e(dha)log(h).

d<v h<N/d
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flh %” och byte av summationsordning ger att

Dérefter anvinds att log(h)
dw

h dw N
Si= Yo ud) 3 edha) U:/l Sud) Y eldno) .

d<v h<N/d d<v w<h<N/d

Fran detta fas en 6vre begrénsning av Ss3 enligt

S3 :/1 Z Z e(dha)%ﬂ < (log N) Z max Z e(dha)|.

d<V w<h<N/d d<v w<h<N/d

Fran Lemma [A.4.1] och Lemma blir

S3 < (log N) Z min(
a<v

1 N
7m) < (q+V+E)(log2qN)2. (34)

==

Summan Sy dr mer komplicerad och som kriver féljande lemma:
Lemma A.6.2. Det existerar ett A = A(a, M, N,V) sidan att for alla komplexa tal by, ci sd

=

gdller det att
1

Z bim Z cke(mka)| < A Z b |? Z ek |?
M<m<2M k<N/M

M<m<2M  V<k<N/m

ddr
N N
A< (M+ T o + )2 (log gN)'/2.

Bevis. For att fa ut A sa anvéinds Cauchys olikhet pa vinsterledet

1
2 2M

oM
Z b Z cxe(mka)| < (Z |bm2> Z Z cre(mka)
n=M m=M |V<k<N/M

M<m<2M V<k<N/m

Den andra faktorn vill man jimfora med storleken pa 3 |c;|?, dérmed skrivs den om som

Z ¢; Z [ Z e(mja)e(mka).

V<j<N/M V<k<N/M M<m<2M
m<N/j

m<N/k

Med egenskapen att [c;cp| < [c;? + L[cx|? sa fas

€ X P X | Y cmi-na)
V<j<N/M V<k<N/M | M<m<2M
m<N/j
m<N/k

Nl

)

Y. elmG-ka)

och darmed ar

A<<< max Z

VSISNIM v ) m<meanm
m<NJj
m<N/k
Vilket fran Lemma [A 4] ar
1 z N 1 \?
A < max ( Z min(M, )) < (M+ Z min(—, ))
V<j<N/M Ik — jllex LM m’ [[mal

V<k<N/M
och dirmed #nnu en summa dir Lemma anvinds, vilket ger slutligen att

N N
A< (M+ 7+ v +¢)% (log gN)?

som Onskat.
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Vi atervander nu till uppskattningen av Sy, eftersom

> uld)=0
dlk
d<v

for 1 < k <V sa bidrar inte dess termer och vi far

Si= Y Am) Y (chz))e(nma).

U<m<N/V V<k<N/m > d|k
d<Vv

Lemma, implicerar d& att
3 3

log N A A 2

sictonm), g, o 3 aonr) (32 o)

dér funktionen d(k) := Y aji 1, det vill séga antalet positiva heltalsdelare till k. Summationen over
A kan uppskattas med Chebyshevs sats, Sats enligt

> A(m)* < (logz) Y A(m) < zlogz

m<z m<z

Funktionen d? ar en multiplikativ funktion och dirmed existerar det en multiplikativ funktion f
med egenskapen att d(k)? =1 f(k) = 2_ap /(d). Detta ger att

Dok =3 fd) =D F@IZ) <2 f(@)/d
k<z k<z d|k d<z d<z

Fran Lemma sd kan summan begrinsas av en produkt, detta tillsammans med egenskapen
att f(p*) =2a+ 1 ger

s =TT 1+ 3287 ) < T (13- 25

k<z < p<z k=1

oo -3
<z (1+ZW>22H(1_;) )

k
P p<z

Produkten [ ], (1 %)’
ger att

< log 2z, vilket foljer fran Mertens sats, se Davenport [Dav13| §7. Detta

Z d(k)? < zlog(2z2)?

k<z

och darmed blir

Sy < N'Y2(log N)®  max A
U<SM<N/V

N 1/2
1/2 3 NN 1/2
< N*/*(logN) Ugﬁ%)li\//v (M—l— U + 7 +q> (log gN)

< (NV=YV2 4L NUY2 4 Ng= 2 + NY2¢ /%) (log gN)*. (35)
Vi anvénder nu , , och , inom och finner
S(a) < (UV +q+ NUY2 4 NV=Y2 4 N2 4 NY2¢1/2)(log gN)*.

Den 6nskade olikheten fas med inséttning U = V = N2/3 for ¢ < N. Om ¢ > N &r olikheten
trivial.

O
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