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Forord

Arbetet med projektet "Den Relativistiska Himmelssfaren” har till stor del gatt ut pa att fa en
forstaelse for de matematiska koncept som kravs for att besvara fragestallningen. En litteraturstudie

har genomforts med "Geometric Multivector Analysis”, av Andreas Rosén, som huvudsaklig resurs.

Pa grund av den radande pandemim har allt arbete skett pa distans, och varje vecka har Zoom-mé&ten
hallits dar handledare och forfattarna till rapporten diskuterat innehallet i litteraturen samt
planerat litteraturstudien med hjilp av ldsanvisningar. Utéver moten i Zoom har arbetet dokumenterats
I6pande via loggbocker. Vidare har dven individuella dokumentationer utférts déar arbetsuppgift
samt antalet timmar noterats. Tva individuella delrapporter har skrivits vilka tillsammans omfattar

all teori kopplat till projektet och fragestéllningen, dessa har &ven ldmnats in till handledare for
kommentarer och respons.

Foljande avsnitt i rapporten har i huvudsak behandlats av respektive forfattare:

Arber Vokshi:

e Forord

e 2.1 Minkowskirummet

e 2.2 Galileitransformationen
e 2.3 Lorentztransformationen
e 2.4 Ljuskonen

e 3.1 Multivektorer

e 3.2 Cliffordprodukten

Anton Skoglund:

e Populérvetenskaplig Inledning

e Sammanfattning & Abstract

e 2.5 Relativistisk Aberration

e [3.3] Vektorinvers

e [ Rotationer med Cliffordalgebran
o Bl Himmelssfiren

e |8 Diskussion (med Magnus)

e Appendix [D} Stjarnkoordinater

Magnus Lorinius:

e Inledningen (redigering, skriven gemensamt)

2.0 Postulat for den Speciella Relativitetsteorin
e 3.4 Inre och yttre Produkt

3.5 Matrisrepresentation

e 6 Mobiusavbildningar

7 Visualisering

Diskussion (med Anton)

Utfort visualiseringen i MATLAB
Appendix [Al Bevis for Associativitet

Till sist vill vi personligen tacka var handledare, Andreas Rosén, for sitt stora engagemang samt
all den hjilp och végledning vi fatt under projektets gang. Det har varit ett sant ndje att ha dig
som handledare och tack vare dig har vi lidrt oss oerhért mycket. Tack.



Popularvetenskaplig presentation

HAN SOLO: Traveling through hyperspace ain’t like dusting crops, boy! Without precise
calculations we could fly right through a star or bounce too close to a supernova and
that’d end your trip real quick, wouldn’t it?

LUKE SKYWALKER: [Points to an alarm on the control panel] What’s that flashing?

HAN SOLO: We're losing our deflector shield! Go strap yourself in, I'm going to make the
jump to light speed.

De flesta kénner till scenen i figur [I] fran filmserien Star Wars nér Han Solo och Chewbacca gor
hoppet till ljusets hastighet, och visst &r det en slaende scen déar stjdrnorna dras bakat likt lysande
linjer da skeppet far ivdg ut i rymden. Men hur néra verkligheten &r egentligen den dramatiska
visualiseringen? Men hur hade det egentligen sett ut i vart universum? I dagsldget finns inget satt
att praktiskt gora visualiseringen, men med matematik kan vi géra en simulering.

Figur 1: Hoppet till hyperspace som visualiserat i det populéra Sci-Fi universumet av Star Wars.
Star Wars ©) & ™™Lucasfilm Ltd. All Rights Reserved. Used under authorization. COURTESY
OF LUCASFILM LTD.

Forst behovs forstaelse av Albert Einsteins (1879-1955) relativitetsteori; och foljaktligen vad som
faktiskt gor det en teori om just relativitet. Sig att Han och Chewbacca spelar holografiskt schack
ombord pa skeppet nagonstans ute i rymden. I deras perspektiv spelar de bara pa ett stélle, i
skeppet, men for en askddare utanfér ror sig skeppet och darmed tycks de spela pa flera olika
platser - platsen &r relativ till vem man fragar. Enligt relativitetsteorin &r en &nnu intressantare
fraga ndr de spelar, da dven tiden verkar ga olika snabbt beroende pa vem man fragar. Idén att
bade rum och tid &r relativ till askaddaren ar vad som namngivit Einsteins kdnda teori, och gett
upphov till fusionen av rummet och tiden vanligtvis refererad till i science-fiction som rumtiden.
I matematikens varld anvinds Minkowskirummet som synonym till rumtiden, ett koncept forst
introducerat av Einsteins mentor Hermann Minkowski (1864-1909).

Nér skeppet befinner sig i vila, vilket i relativitetsteorin ocksé innebér att det kan rora sig med
konstant hastighet, ror det sig pa en rak linje genom rumtiden, en linje vi kallar f6r vdrldslinjen.
Askédaren nere pa planeten och vara hjiltar inuti skeppet befinner sig pé olika viirldslinjer och det
ar just detta som leder till att de méter tid och rum olika. Vi gor bytet mellan varldslinjer, alltsa
byter perspektiv, med Lorentztransformationen, uppkallad av Hendrik Lorentz (1853-1928), och
det &r alltsd med denna transformation vi kan sitta oss in i Han och Chewies perspektiv ombord
pa skeppet.



For att genomfora Lorentztransformationen vander vi oss till det matematiska spraket
Cliffordalgebra, uppkallad efter William Kingdon Clifford [4] (1845-1879), en geometrisk algebra
vars applikationer passar utmérkt for berdkningar i rumtiden. Aven om just relativitetsteorin och
dess fenomen dr vad vi vill analysera &r den riktiga stjdrnan Cliffordalgebran.

I Cliffordalgebran beskrivs varje objekt geometriskt med en s& kallad multivektor, och tack vare
dessa kan méanga av berdkningarna vi vill gora forenklas och generaliseras sé de géller i alla tdnkbara
dimensioner. Men vad &r en multivektor och varfor dr de s& anvdndbara? En vanlig vektor i en
dimension &r helt enkelt en stricka fran en punkt till en annan. Gar vi vidare till tva dimensioner
har vi med plan att gora, sakallade bivektorer. I tre dimensioner har vi kuber, eller trivektorer som
de kallas i Cliffordalgebran. Objekt i dimensioner higre &n tre &r lite svarare att beskriva men dven
dessa representeras enkelt, och med en multivektor kan man beskriva alla méjliga kombinationer
av dessa, exempelvis tva plan och en kub, i ett enda ’tal’. Denna mycket vackra egenskap gor
att Cliffordalgebran har applikationer inom allt fran kvantfysik och strdngteori till astronomi och
elektrofysik, och ddrmed lampar sig utmérkt som universellt sprak inom fysiken. Trots detta har
algebran fallit i glomska sedan dess upptickt pa 1800-talet, och vi &mnar med denna rapport
féra ljus pa nagra av dess oandliga applikationer. Bland annat visar vi hur den komplicerade
Lorentztransformationen &r ekvivalent med en mycket enklare rotation i Cliffordalgebran.

Efter Lorentztransformationen befinner vi oss pa réatt varldlinje, det vill siga vi har samma
perspektiv som de péa skeppet, men vi méaste fortfarande visualisera vad vi faktiskt ser. Detta
gbr vi genom att avbilda stjarnorna i natthimlen pa en bild med hjilp av stereogmﬁsk projektion,
samma metod som anvinds for att gora en platt karta av jordgloben. Aven denna projektion
férenklas avsevart av Cliffordalgebran, och efter denna kan vi dntligen svara pa vad vara hjaltar
hade sett ut genom fonstret da de fardas genom rymden med néra ljusets hastighet. Istéllet for att
stjarnorna dras bakat och blir som streck finner vi att de konvergerar i fardriktningen, tills hela
universum befinner sig i en enda punkt framfor skeppet. Fenomenet kallas relativistisk aberration,
och mojliggdr for vara resenérer att till slut faktiskt se bakom sig vilket visas i vara simuleringar
genom att stjdrnbilderna pa sédra sidan av halvklotet kommer in i synféltet da hastigheten okar.

Animationen gar att se pa foljande lank:

https://youtu.be/E4CKEfLV3NPI



https://youtu.be/E4CKfLV3NPI

Sammanfattning

I uppsatsen undersdks hur himmelssfaren i den fyrdimensionella rumtiden férdndras av en
Lorentztransformation. Forst introduceras relativitetsteorin samt Minkowskirummet, och
Lorentztransformationen hérleds fran Einsteins postulat. Darefter introduceras Cliffordalgebran
och hur man med hjélp av denna utfér rotationer, med fokus pa den hyperboliska rotationen
vilken visas vara ekvivalent med Lorentztransformationen. Himmelssfaren introduceras som
matematiskt objekt till Minkowskirummet och med hjalp av stereografisk projektion visualiseras
resultatet av transformationen i MATLAB.

Abstract

In this paper it is examined how the celestial sphere in four-dimensional spacetime changes
following a Lorentztransformation. First, the theory of relativity and the Minkowski space
are introduced, and the Lorentztransformation is derived from Einstein’s postulates. Then
the Cliffordalgebra, and how to perform rotations using it, is introduced, with focus on the
hyperbolic rotation which is shown to be equivalent with the Lorentztransformation. The
celestial sphere is mathematically introduced to the Minkowski space and the result of a
Lorentztransformation is visualized with the help of stereographic projection.
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1 Inledning

Syftet med projektet &r att visualisera hur himmelssfiren och det fyrdimensionella Minkowskirummet
féréandras av rumtidsisometrier, det vill séga rotationer i rumtiden, speciellt Lorentztransformationen,
for att ddrmed uppna en geometrisk forstaelse av Einsteins speciella relativitetsteori. Vi forestéller
oss en observator fardandes i hastigheter jamforbara med ljusets och visualiserar hur denne uppfattar
stjdrnornas positioner pa himlavalvet. Foér att gora visualiseringen mer konkret visualiseras
himmelssfaren sedd fran jorden. Hur observatoren uppfattar omgivningen paverkas i stor utstrackning
av att fiardas i relativistiska hastigheter, vilket beskrivs av den speciella relativitetsteorin. Enligt
teorin roteras rumtiden hyperboliskt vid fard i relativistiska hastigheter, vilket ger upphov till
relativistisk aberration; forskjutningen av riktningen som ljusstralar traffar en observatér. Fenomenet
kan beskrivas som att tva inertial-observatorer har, relativt varandra, roterade koordinatsystem.
Utover visualiseringen av himmelssfaren presenteras en illustration av ett klotformat objekt for att
pA s satt undersoka det faktum att cirklar och sfirer inte tycks deformeras av rumtids-rotationer
men det gér ddremot monster pa dess yta.

Projektet avser studier av den speciella relativitetsteorin och den generella relativitetsteorin ligger
utanfor det. Det medfor att vi bortser fran observatérens massa och nérliggande objekt som solen,
planeter och stjarnor. Vidare antas att observatéren befinner sig pa jordens plats i universum men
utan att paverkas av gravitation. Samma position kommer visualiseras vid relativistiska hastigheter
och vi antar att alla synliga objekt i visualiseringen har konstant position och ingen hastighet.
Anledningen dr att arbetet underléttas avsevirt samt att avstandet till ndrmsta stjarna ar 4 ljusar.
Aven om en relativt kort resa visualiseras i ljusets hastighet kommer man inte langt i jimforelse
med de enorma avstand i universum. En fysiskt korrekt representation av rod-forskjutning, pa
grund av hog hastighet fran/mot vissa stjarnor, kommer inte tas med i visualiseringen da det
ar alltféor omfattande. Berdkningar av relativistisk aberration kan goras med Cliffordalgebra, en
icke-kommutativ geometrisk algebra vars definition av produkt lampar sig bra for d&ndamalet.

Vi utgar fran en karta av himmelssfaren som fors 6ver till ett plan Y, som via Mébiusavbildningar
omvandlar fradn planet till rumtidskoordinater X, dir den speciella relativitetsteorins effekter
berdknas och sedan fors de nya X-koordinaterna tillbaka till stjarnkartan igen via den inverterade
processen. Den teoretiska bakgrunden till stegen ovan kommer att forklaras i ordningen: speciell
relativitetsteori, Cliffordalgebra, M&biusabildningar och slutligen visualiseringen.

2 Den speciella relativitetsteorin

I vanliga livet &r métning av avstand och tid ganska oproblematiskt. Alla &r Gverens om att en
meter dr en meter och vara klockor gar lika fort oavsett var man befinner sig. Under 1800-talet
gjordes dock landvinningar inom fysiken som resulterade i insikten att s& mojligtvis inte alltid ar
fallet. Foljande tva postulat [3] presenterades av den speciella relativitetsteorin:

1. Fysikens lagar dr lika for alla inertialobservatorer. Alla inertialobservatorer &r ekvivalenta.
2. Ljusets hastighet i vakuum ¢ &r densamma f6r alla observatorer oavsett deras egen hastighet.

En inertialobservatér &r en observatér som fiardas med konstant hastighet. Ljusets hastighet &r
¢ = 299792458 m/s. Vad postulaten far for foljdverkningar hérleds i kapitel

2.1 Minkowskirummet

Ett Fuklidiskt rum &r ett rum av reell-virda vektorer med den vanliga inre produkten, &dven kallat
skaldrprodukten, (z,y) = x1y1 + T2y2 + 23y och dér vi méter avstand med |z| = /2% + z3 + 23.
Det ovan beskrivna leder till att (x,y) = 0 om och endast om x eller y &r 0 och att |z| >
0,Vz # 0. Minkowskirummet, &ven kallat rumtiden, presenterades av Hermann Minkowski 1908
och dr det man kallar sammanfogningen mellan rummet och tiden, dér tid betraktas som &nnu
en dimension utéver rumsdimensionerna. Den vérld vi lever i kan ses som fyrdimensionell med
tre rumsdimensioner och en tidsdimension. Detta innebdr att om man vill sdtta ut en punkt i
detta koordinatsystem s& maste man inte bara specificera var den befinner sig, utan ocksa ndr den



befinner sig. For att skapa sig en bild av hur rumtiden fungerar kan foljande vardagliga exempel
beaktas: Sédg att du planerar en traff med en god vén, vilken information &r nédvindig for att
kunna genomféra motet? Forst kan det vara bra att bestimma en plats, var i rummet métet skall
ske, vilket i var virld kraver tre koordinater (z1,z2,23). Men platsen for motet far inte si vérst
stor betydelse om man inte ockséd kommer 6verens om nér man skall tréffas, annars kommer man ju
missa varandra d&ven om man befunnit sig pd samma plats eftersom man &r dar vid olika tidpunkter.
Nér Minkowskirummet skall visualiseras sa anviinds for enkelhetens skull endast en koordinat x for
att representera de Euklidiska koordinaterna, ta © = (21, z2, 23), samt en tidskoordinat ct for att
representera tidsdimensionen. P4 s& sétt kan man representera en punkt i rumtiden med endast tva
komponenter (z,t) istéillet for fyra. Notera att man uttrycker tidsaxeln med ¢ - ¢ (ddr ¢ ar ljusets
hastighet) snarare &n bara med ¢, det vill sdga man uttrycker tiden i termer av stricka, eftersom
det battre passar in med de resterande rumslika koordinaterna - ofta later man ¢ = 1 for att gora
eventuella berdkningar enklare. Forenklat kan det fyrdimensionella Minkowskirummet illustreras
tvadimensionellt i figur [2] [6]:

Figur 2: Minkowskirummet illustrerat i tva dimensioner.

Eftersom rumtiden W &r fyrdimensionell kravs fyra basvektorer for att spinna hela rummet enligt:
W = {eg, e1, €2, e3}, dir eg representerar tidsdimensionen. [I]

Det kréavs darmed bade en plats och tidpunkt for att kunna arrangera ett moéte mellan tva personer
och vi kan siga att en hdndelse &r nagot som sker vid en viss tid och plats. En handelse beskrivs
ddrmed med tre rumskoordinater och en tidskoordinat och utgér darfér en punkt i
rumtidskoordinatsystemet.

2.2 Galileitransformationen

Antag tva personer. Den ena, person A, fiardas i bil med hastigheten v och den andra, person B
star stilla utanfor. Fran klassisk fysik vet vi att om bilens startposition fran origo ar z’ s& kommer
den enligt B:s referenssytem efter tiden ¢ att ha tillryggaldggt strickan x = 2z’ + ut, alternativt
x' = x—ut i A:s referenssystem. Om vi antar endast rorelse i x-led kommer Galileitransformationen
fran A:s referenssystem till B:s referenssystem att vara foljande [7][8]:

r =x—ut
y =y
2 =z
t’ =t

Lagg maérke till att y- och z-ledet forblir oféréndrat mellan referensystemen eftersom den relativa
rorelsen endast sker i z-led. Hade den skett i till exempel y-led hade man istallet haft v’ = y — ut
samt 2’ = z. Det centrala ar att vi antar rorelse i endast en riktning. Enligt Galilei dr hastighet
relativ och kan darfor skilja sig beroende pa referenssystem, t.ex. om person B fran ovan bestammer
sig for att hoppa pé en motorcykel och fardas i samma riktning som A men med hastighet v ar
den relativa hastigheten enligt B lika med v — v, medan den for A dr —(u —v) = v — u.

Ség att B nu &r stationdr och méter A:s hastighet till © som ovan. Vad hénder om A sétter pa



framljusen pa bilen? Vilken hastighet far ljuset enligt B? Eftersom ljusets hastighet &r ¢ och A:s
hastighet ar u méaste den totala hastigheten enligt den klassiska fysiken vara c¢+wu. Problemet &r att
ljusets hastighet enligt Einsteins andra postulat maste vara konstant i alla referenssystem, vilket
innebér att den klassiska fysiken hér fallerar.

Antag att en héindelse enligt en observator intréffar i punkten (z,¢) i Minkowskirummet. Enligt
Galileitransformationerna ovan vet vi att en observator i rorelse, med hastighet u relativt den
andra observatoren, skulle betrakta samma punkt forskjuten i rummet enligt ' = x — ut. Bada
observatorerna dr ddrmed inte Gverens om var i rummet héndelsen intréffar, (x,t) respektive (2/,t).
Men eftersom vi far problem ovan nar vi forsoker addera hastigheter vars summa Overskrider
ljushastigheten maste det innebéra att de bada observatorerna inte heller kan vara 6verens om ndr
héndelsen intraffar. Det dr detta som &r intressant nér man forsoker forklara begreppet "rumtid”,
enligt vardaglig intuition ar tid nagot absolut, det upplevs samma for alla och gar lika fort 6verallt.
Rumtiden illustrerar dock tid som bara en annan dimension precis som rumsdimensionerna, och
det ar darfor inte orimligt att den kan krokas precis som rummet och upplevas olika i olika
referenssystem.

For att forsta varfor Galileitransformationerna ovan inte fungerar for hoga hastigheter rent
matematiskt betraktar vi en sfir i det tredimensionella rummet med centrum i origo och fran origo
lysa en ficklampa mot sfirens yta enligt se figur [3]
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Figur 3: Sfar med centrum i origo, tédnk att en ficklampa lyses fran centrum ut mot sfirens yta.

Eftersom ljusets hastighet &r ¢ och den pa tiden ¢ nar sfarens rand sd méaste dess radie vara r = ct.
Detta ger oss sfirens ekvation: 22 + y2 + 22 = c2t2.

Betrakta nu samma sfar, men i ett annat referenssystem som fardas med konstant hastighet wu i
z-led: 22 + 2 + 2/ = %2, Om vi subtraherar med c?t?, respektive c?t’?> pa bada sidor far vi
foljande likhet:

22— R =y 2 2 (1)

Foljer vi nu Galileitransformationerna 1-4 ovan far vi:

Insdttning av 2’ = x — ut ger:
2% = (v — ut)?

Vilket endast stdmmer d& ut = 0, det vill sdga om bada observatorer befinner sig i samma
referenssystem. Vi behéver infora en faktor som modifierar Galileitransformationen sa att likheten
i ekvation [T] uppfylls.



2.3 Lorentztransformationen

Lat oss borja med att inféra Lorentzfaktorn. Det visar sig att Galileitransformationerna gor fel
forutsigelser for strickan ' = x — ut d& v — c. Detta gor att den maste justeras med en faktor ~y
s& att:
' =y(z — ut). (2)
eller ekvivalent

x =y(z" +ut). (3)

Dér « &r Lorentzfaktorn, dven kallat gammafaktorn [7][8]. Multiplicerar man nu vénster- respektive
hogerleden i ekvation [2] och [3] med varandra fas:

xr' = y(za' + zut’ — z'ut — u?tt'). (4)
Minns fran avsnitt 2.2 att en specifik hdndelse intréaffade vid (z,t) f6r den stationéra askadaren
respektive vid (2/,¢') for den som var i rérelse. Aven om de inte #r Gverens om varken var eller nir
héndelsen intraffar sd maste de vara Gverens om ljusets hastighet, detta innebér att om de bada
precis innan de anser att hdndelsen dger rum skulle ta fram en lampa och lysa rakt i den riktningen
och darmed utlosa hiandelsen skulle det ta tiden ¢ for ljuset att nd z och ' for ljuset att n& 2/, det
vill sdga x = ct och 2’ = ct’. Om vi sitter in dessa i ekvation [4] far vi:

At = y(Ptt 4 uctt’ — uct't — u?tt’). (5)

Loser vi ut v ur ekvation [5] far vi slutligen ett uttryck for Lorentzfaktorn:

V= = (6)
1-&
Med ekvation [2{ och ﬁ har vi: 2/ =(v —ut) = =L,
-z
Vi l6ser ut ¢’ ur ekvation |3 och far: t = %
-

Sammanfattningsvis, gar man fran ett referenssystem till ett annat dér det ena har en hastighet u
i positiv riktning i z-led gors detta med foljande modifierade transformationer [7]:

/ _ x—ut
T = -
—uZ
! —
Yy =Y
2 =z
R
_u?
2

Notera att &ven hér forblir y- och z-ledet oférandrat ty den relativa rorelsen endast sker i z-led.
Detta kallas for Lorentztransformationen mellan tva olika referenssystem och kan p& matrisform
aven skrivas [II:

t]  [1/V1—=02 v/V1—02]| [t
x| |v/V1—0v2 1/V/1—02] |2
Nu aterstar att kontrollera likheten i ekvation [Il Substituering och subtraktion i bada led ger
slutligen:

},déirv:z. (7)
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2.4 Ljuskonen

Ténk att en lampa ténds i origo i det tvadimensionella rummet. Ljuset sprider sig i en vixande
cirkel bort fran kéllan. Lagg till en tidsaxel och den véxande cirkeln blir nu en vixande kon, vars
radie vaxer med ljusets hastighet. Konen blir stérre ju langre fram i tiden man gar fran origo och



kallas for framtidskonen. Om man speglar framtidskonen i xy-planet s& far man en kon som istéllet
blir storre ju langre bakdt i tiden man gar fran origo. Denna kon kallas for ddtidskonen, illustrerad

i figur [4] [9].
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Figur 4: Framtidskonen och détidskonen illustrerad i tre dimensioner. CC-BY [10].

Hér har vi for enkelhetens skull betraktat rummet som tredimensionellt, egentligen &r ljuskoner
tredimensionella "ytor” i ett fyrdimensionellt rum. Om man betraktar en héndelse E i origo sa
beskriver punkter pa och innanfor framtidskonen framtida hdndelser som paverkas av E. Datidskonen
fungerar pa liknande sétt: punkter pa och innanfér konen &r datida héndelser som paverkar F.
Resterande punkter i rumtiden &r hindelser som varken kan paverkas av- eller paverkar F. Sjélva
konen bestar av l[juslika vektorer, insidan av tidslika vektorer och utsidan runtomkring av rumslika
vektorer [9][1].

Det intressanta med ljuskoner &r att de forblir oférandrade oavsett vilket referenssytem man
betraktar dem ur. Detta innebér att en héndelse som befinner sig pa ljuskonen kommer att befinna
sig pé ljuskonen dven efter till exempel en Lorentztransformation [IJ.

2.5 Relativistisk Aberration

Nér skeppet befinner sig i vila rér det sig pa en rak linje genom rumtiden vi kallar for vérldslinjen.
Da skeppets hastighet &r néra ljusets ligger linjen néra ljuskonen. Observatérer med olika
referenssystem befinner sig pa olika vérldslinjer, och vi goér bytet mellan vérldslinjerna med
Lorentztransformationen. Da skeppet firdas med hastigheter néra ljusets uppstar som en konsekvens
av Einsteins postulat Relativistisk aberration. Fenomenet uppstar eftersom en stillastaende observator
pa marken befinner sig i en annan referensram, vérldslinje, &n skeppet och dérfér méter avstand
till h&ndelser i rumtiden annorlunda.

For att pa ett enkelt séatt forklara fenomenet med en liknelse tdnker vi oss att vi star ute i regnet
pa sidan av en motorviig i referensramen S med koordinaterna (¢, x,y, z). En annan observator
passerar oss firdandes i en bil med hastigheten v i en annan referensram S’. Vi uppfattar att det
regnar rakt nedat, men observatéren i bilen triffas av regnet med en vinkel, en vinkel som blir
storre ju snabbare bilen firdas tills det moter bilen rakt framifran. Referensramen S’ anvinder
koordinatsystemet (¢',z’',y’, z") for att méta strickor och referensramarna relaterar till varandra
som tidigare ndmnt med Galileitransformationen [2].

For Han och Chewie &r det ljusstralar och inte regn som tréffar skeppet, istéllet for

Galileitransformationen maste vi dérfér anvinda Lorentztransformationen for att berékna vinkeln
av aberrationen. Ju ndrmare ljusets hastighet de fardas desto mer fokuseras ljuset i fardriktningen,
tills alla stjarnor samlats i en enda punkt framfér dem. P& grund av Jordens rotation runt solen



paverkar den relativistiska aberrationen @ven hur vi uppfattar ljuset som nar oss fran stjérnorna,
ett fenomen som upptéickts av astronomer redan pa 1800-talet &ven om de ej da kunde forklara
det. Notera att denna aberration endast dr 20 arcsekunder, det vill sdga 0.00099365 radianer [3].

3 Cliffordalgebra

3.1 Multivektorer

Om vi betraktar vektorrummet /\1 R3 = R3 sa vet vi sedan innan att varje given vektor kan
uttryckas som en linjirkombination av den ortonormala basen som spanner rummet: {ej,es,e3}.
Vektorer i detta rum dr endimensionella objekt sk. 1-vektorer. Nolldimensionella objekt (0-vektorer)
kallas skaldrer och spénner /\0 R3 = R. Om det bade finns nolldimensionella- och endimensionella
vektorer sa dr det vidare inte helt orimligt att ténka sig att det &ven finns tvadimensionella vektorer.
Geometriskt kan dessa tolkas som orienterade ytor och kallas for bivektorer. Om vi vill spédnna
rummet av bivektorer, /\2 R3 s& krévs, precis som i 1-vektor fallet, en ortonormal bas som i detta
fall blir: {es3,e31,e12} dir t.ex. e12 dr det parallellogram som spinns av basvektorerna e; och eg
och beloppet av ejs &r arean for parallellogrammet. Rummet /\2 R3 bestar av tvadimensionella
vektorer, ytor, men eftersom R? #r tredimensionellt bor det rimligen dven finnas rum for volymer.
En trivektor kan geometriskt tolkas som just en volym, med orientering enligt hogerhandsregeln.
Eftersom R? &r tredimensionellt, precis som en trivektor, sa sicker det med endast en bastrivektor
for att spanna hela rummet av trivektorer /\3 R3: {e123}, dir e123 #ir den volym som spiinns av e,
€2, €3 [1]

Med detta kan vi nu spéinna A\ R3 = /\O R3 G}/\1 R3 EB/\2 R P /\3 R3 : 1,eq,e9,€3, €23, €31, €123
(0-vektorer, 1-vektorer, 2-vektorer och 3-vektorer). Varje objekt i detta rum kommer att vara en

linjarkombination av dessa 8 komponenter och kallas for multivektor. Det vill siga, multivektorrummet

AR3 har 8 dimensioner och bestar av 8-dimensionella multivektorer. Nagot som kan géra detta
aningen forvirrande &r att man i tidigare kurser etc. kallat 1-vektorer for vektorer och nér man
séiger att {e1, ez, e3} spianner vektorrummet R? si menar man egentligen rummet av 1-vektorer (dvs.
/\1 R3), som &r ett delrum av /\3 R3. Naturligtvis stricker sig denna princip &ven i n dimensioner
och i godtyckliga rum V : /\k Vo dir 0 < k < n . Figur [5 illustrerar basmultivektorerna for A R?

[:



Figur 5: Basmultivektorerna for A R3.

En multivektor dr en vektor som bestér av en linjarkombination av minst tva olika baser som
tillhér samma multivektorrum, t.ex. ett komplext tal a 4+ bi fungerar som en multivektor eftersom

den bestar av bade en skaldr och en bivektor. Mer specifikt tillhor vektorerna péa formen a + bi det
jimna delrummet A® R2 = A°R2P A*R2 [1].

3.2 Cliffordprodukten

Cliffordprodukten definieras av foljande rdkneregler, dar e; och e; &r basvektorer och 4, j = 1,2, 3:
1. eje; = ey
2. e = —ej;
3. ee; =eje; = 1.

Med dessa regler ser vi att Cliffordprodukten ar antikommutativ for ortogonala vektorer och
kommutativ for parallella vektorer. Vidare ar produkten &ven bi-linjar och associativ (se appendix

ufz

Minns fran avsnitt 2.1 att det krévs fyra basvektorer for att spdnna den fyrdimensionella rumtiden:
{eo, €1, 2, e3}. Fran raknereglerna ovan vet vi att en Euklidisk, rumslik, vektor Cliffordmultiplicerat
med sig sjalvt blir 1. Men for den tidslika vektorn eg blir motsvarande produkt istallet -1 (det vill
sidga egeg = —1) [II.

Exempel: Vi vill berikna Cliffordprodukten av foljande tva vektorer: u = 3 4+ 6e; + e3; + 8eia3
och v =1+ 4e3 + Teio + Heas.

Vi utnyttjar distributiva lagen, samt att produkten av tva ortogonala vektorer antikommuterar:

uv = (3 + 661 +e31 + 86123)(1 + 463 + 7612 + 5623) = (3 + 1263 + 21612 + 15623) + (661 - 24631 +
42e5 4 30e123) + (€31 — 4eq — Teas + 5612) + (86123 +32e19 — bbeg —40e1) = 3 — 38e1 + 42e5 — 44es +
8eas — 23e23 + H8e1a + 38eqa3.

Till exempel berdknas: 8e1237¢12 = Hbejeseseies = —Hbejesegzese; = —H6ejesesese; = bbejeze; =
—bbeszeje; = —Hbes. Samma princip anvinds for resterande berdkningar ovan.



3.3 Vektorinvers

I Cliffordalgebran har varje vektor a en invers vilken definieras enligt:
a a=1.

For att 16sa ekvationen utnyttjar vi kvadreringsregeln, det vill séga att kvadraten av en vektor ar
en skalar

a® = |al?.
Kombineras uttrycken finner vi
1 a
a Tz
|al
for en vektor ¢ med langden 1 géller darav:
al=a

3.4 Inre och yttre produkt

Vi antar att vi har ett Euklidiskt rum och vektorerna a och b € A'. I ett Euklidiskt rum uppfyller
Cliffordalgebran féljande:
ab = {a,b) + a A 'b. (8)

dér den yttre produkten som skrivs a Ab dr det som blir kvar ndr man drar bort den inre produkten,
skaldrprodukten, fran Cliffordprodukten. Ur den relationen kan vi &ven hérleda:

(a,b) = ab—;—ba )

eftersom den inre produkten kommuterar medan den yttre antikommuterar. Exempel: (e1+2e3)(e1—
e2)+(e1—ea)(e1+2e2) = (1—e12+2e91 —2) + (14 2e12 — 91 —2) = —2 vilket Gverensstammer med
vad vi vintar oss av en skaldrprodukt. Situationen kompliceras en aning nér a, b &r multivektorer
men det ligger utanfor vart projekt [IJ.

3.5 Matrisrepresentation

Varje Cliffordalgebra &r isomorf med en matrisalgebra [I]. Det foljer att vissa kénda ridkneregler
for matriser dven giller for Cliffordalgebran. Exempelvis produkten av tva inverterbara matriser:
A~'B~! = (BA)~!, dir A, B #r matriser. Analogt for multivektorerna a, b géller: a1~ = (ba) 1.

4 Rotationer med Cliffordalgebra

Cliffordalgebran ar ett fantastiskt verktyg for fysiker da den &r representativ for strukturen av
vérlden vi lever i, och kan darfor tillampas inom allt fran kvantfysik till astronomi. Den tydligaste
illustrationen av Cliffordalgebrans nytta for fysiker &r hur den hanterar projektioner, rejektioner
och reflektioner. Vi inleder genom att betrakta tva vektorer, v och v, i R2. Vektorn u kan delas upp
i en del parallell med och en del vinkelridt mot v, se figur [f] Detta ger oss uttrycket for uppdelningen
av vektorn wu:

u:u‘|+uL. (10)
Den parallella delen dr projektionen av u pa v, betecknas v, och den
vinkelrita delen dr rejektionen av w fran v, betecknas u . For att hirleda (}
uttrycket fér projektionen multiplicerar vi uttrycket med v pa hoger sida U ;
L

uv = U v +u .
uj

Vi utnyttjar att v antikommuterar med u, och far v

Figur 6: Uppdelning av

Uy =U)v—vug. vektorn u pa v



Enligt ekvation @ géller sambandet: uy = u —
uv = ujv —v(u — u))
UV = U)v — vu + vy
uv + U = U v + u|v.
Vi utnyttjar att v kommuterar med v, det vill siga: vu; = ujv

uv + vu = 2uyv
1
§(uv + vu) = ujv.
Vi ser att viinsterledet &r lika med inre produkten av u och v enligt ekvation 0] fran kapitel [3.4]

(u,v) = ujv.

v

Dérefter multiplicerar vi med vektorinversen v~ ! = oDz fran avsnitt pa hoger sida vilket ger
oss uttrycket for projektionen av u pa v i geometriska termer:

(u, )" = v~ =y

up = (u,v)v=" (11)

Rejektionen av « fran v hérleds pa liknande sdtt fran vektoruppdelningen, ekvation
uyp =u—uy.
Vi utnyttjar ekvation uttrycket vi hérledde for projektionen u
up =u— (u,v)v "t

Vi ser att u = (uv)v~! och bryter sedan ut v=1

-1 -1

— ({u, v)v

u) = (uv)v
ug = (uwv — {u,v))v

Dérefter utnyttjar vi ekvation [§| fran avsnitt uv = uAv + (u,v), vilket ger oss uttrycket for
rejektionen av u fran v i geometriska termer:

ug = (uAv + (u,v) — (u,v))v!

uy = (uhv)v~t. (12)

Vi definierar reflektionen av u 6ver v, se figur |7} som v’ = u) —uL och

multiplicerar uttrycket med v pa vénster sida A

vu' = vuy — vug. u ul
Vi utnyttjar att vektorn v kommuterar med u; och antikommuterar .
med u, for att bryta ut v uj

ou' = uv+uLv

vu’ = (u) 4 uL)v. o E_ul
Vi utnyttjar uttrycket for vektoruppdelningen, ekvation !
och multiplicerar darefter med vektorinversen till v pa vénster sida Figur 7: Vektorn u och

v = (u) dess reflektion 6ver v
u = v (u)v.
Vi reflekterar v’ 6ver annu en vektor w och betecknar den multipelt reflekterade vektorn u”
v = w M w.
Vi anvinder det tidigare hérledda uttrycket for «' samt w='v=! = (vw)~! och finner
v = w v luvw = (vw) T u(vw). (13)



Vi ser i figur 8| att den enda skillnaden mellan u” och u &r dess riktning.
Det framgéar att vektorn u roterats i planet B uppspéant av vektorerna v
och w, och rotationsvinkeln &r dubbelt s& stor som vinkeln 6 mellan v och
w. B &r en bivektor, ett imaginérlikt tal, och kan geometriskt tolkas som
en orienterad yta, se figur[5} den yttre produkten av v och w. I Euklidiska ;
rum, det vill sdga vanliga rum dar tiden inte dr en dimension, definieras 20, /
vinkeln @ mellan tvd vektorer v och w som det unika talet 0 < 6 < 7 sa y
att ekvationen W

(v,w) = |v||w]| cos @.

ar sann enligt Cauchy-Schwarz olikhet [1]. Lagranges identitet u

[of2fwf? = (v,w)? = Jorw?
kan skrivas om med definitionen for vinkeln 6 Figur 8 Tva speglingar
w2 |w|2(1 — cos? 0) = [vAw]|? blir en rotation
och visar da med trigonometriska ettan, sin?# = 1 — cos 6:
[vAw| = |v||w|sin 6.
Den yttre produkten relaterar till bivektorn B enligt

VAW

vAw = BlvAw|, B=
[vAw|

dédrav kan ekvation [§ fran avsnitt [3.4] skrivas som
vw = (v, w) + VAW

= |v||w| cos § + B|v||w]| sin O

= |v||w|(cos 8 + Bsinb).
Dér B ar den imaginérlika bivektorn med norm 1 och samma orientering som v A w vilken vi utfor
rotationen med. Vi utnyttjar Eulers formel, e’ = cos 6 + isin, och finner

vw = |v|jw|eP

och dess invers

_ r
ow-) = 0B

~ Joffw]

Med de nya uttrycken for vw och dess invers skriver vi om uttrycket fér den multipelt reflekterade
vektorn, ekvation
1
"

_ e—0B 08
[v]|w]

e Bulv||w|efP = e
Den genomférda rotationen ar av 26 eftersom vektorerna v och w ar separerade med vinkeln 6. For
en 0 rotation valjer vi istéllet vektorer separerade med vinkeln 6/2 vilka spanner upp en godtycklig

bivektor b, och den generella rotationsformeln fér en 6 rotation kan uttryckas:
u = e 2byes?t. (14)

Notera att bivektorn b maste vara normaliserad for att den valda rotationsvinkeln ej ska péaverkas.
Anledningen till att vi har exponentialtermer p& béda sidor av vektorn u &r for att objektet vi
roterar inte ska byta orientering. Om vi reflekterar en vektor Gver ett plan endast en gang hamnar
den reflekterade vektorn péa fel sida av planet. Eftersom enhetsvektorerna av alla rumsdimensioner
kvadreras till +1 kvadreras foljaktligen de tre rumslika bivektorerna till -1.

(6162)2 — €1€2€1€9 = —E€1€1€9€9 = —(1)(1) =—-1

(6162)2 == (6263)2 = (6163)2 =—1.

Rotationer i bivektorer vars kvadrat &r lika med -1 kallas for elliptiska rotationer och &r vanliga
Euklidiska rotationer.
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4.1 Hyperboliska Rotationer

I Minkowskirummet har vi fsrutom de tre rumslika vektorerna fiven den tidslika vektorn dir e =
—1 och féljaktligen kvadreras de tre tidslika bivektorerna till +1.

(6061)2 = egerepe; = —epegere; = —(—1)(1) = +1

(6061)2 = (6062)2 = (6063)2 = +1.

Detta betyder att vektorerna es och e3 kommuterar med eg1. Rotationer i tidslika bivektorer, vars
kvadrat dr lika med +1, kallas for hyperboliska rotationer. Det finns &ven ljuslika bivektorer vars
kvadrat &r lika med 0 vilket leder till paraboliska rotationer, men for projektet &r det de hyperboliska
rotationerna som &r i fokus. En férdel med Cliffordalgebran &r att den héarledda rotationsformeln
kan anvédndas for samtliga rotationer. P4 samma sétt som en elliptisk rotation bevarar avstandet
till origo, bevarar en hyperbolisk rotation avstandet i egentiden s enligt

—c?s? = —(ct)? + 2 +y? + 22
Minkowskirummet har hyperbolisk geometri och for att kunna utféra rotationer i rumtiden vinder
vi oss till den hyperboliska motsvarigheten av sinus och cosinus: sinus hyperbolicus och cosinus
hyperbolicus. Dessa betecknas med sinh respektive cosh. Vi betecknar den tidslika bivektorn vi
utfér rotationen i med b och rotationsvinkeln med . Hastigheten u en observator firdas med &r
kopplat till rotationsvinkeln som fraktionen v av ljusets hastighet ¢ enligt

sinh(p)
cosh(ip)’

v="2= tanh(yp) =
c

Det finns manga sétt att definiera de hyperboliska funktionerna pa. Ett av dem &r genom att sétta
in en tidslik bivektor, varav den enklaste &r b = eg;, i rotationsformeln, ekvation och med
Maclaurin-utveckling dela upp exponentialfunktionen i en jaimn och en udda del:

exp(2) = Z%(%’B

k=0

oo oo b
:Z( 22k+1 <P)2k+1

k=0 k=0

= cosh(2) + b smh(g)

Den jamna delen av exponentialfunktionen upphdjd till en tidslik bivektor motsvarar cosinus
hyperbolicus av ¢ och den udda delen motsvarar sinus hyperbolicus av ¢. Den hyperboliska
rotationen T fran (¢',2’) till (¢, z) ges enligt definition [I] med matrisformalism av

t|  |cosh(p) sinh(p)| [¢
x| |sinh(p) cosh ()| [2'|"
Med hastigheten uttryckt i rotationsvinkeln % = tanh(y) kan vi skriva om uttrycket fér definitionen
av gammafaktorn
1 B 1 cosh(yp)
— (a2 sinh . '
VI=(3) \/1 — tanh?(p) \/1 - CoshQ((i% \/cosh2(<p) — sinh? (i)

Uttrycket i ndmnaren férenklas med den hyperboliska motsvarigheten till trigonometriska ettan,
hyperboliska ettan: cosh? (p) — sinh? () =1,

’y:

by o)
\/cosh2(<p) — sinh?(¢) Vi

= cosh(yp).
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Fran v = cosh(yp) och v = tanh(p) foljer det att sinh(p) = yv och vi finner att T ges av

N1

Uttryckt med de tidigare definierade y = ——— och v = < samt ¢ = 1 finner vi

1-(2)?

o = L= Tl L]

X

Vilket &r ekvivalent med den tidigare hérledda Lorentztransformationen. Darmed foljer det att
Lorentz-transformationen dr en hyperbolisk rotation.

5 Himmelssfaren

For att kunna svara pa vad Han Solo och Chewbacca hade sett genom rutan av rymdskeppet infor vi
det matematiska objektet himmelssfaren. Rymdskeppet, vilket vi hér definierar som observatoren,
befinner sig i vila vid Minkowskirummets origo, det vill siga rumskoordinaterna (0,0,0) och
tidpunkten 0. En héndelse dger rum pa himmelssfiren vid (¢, x1, 2, 3), dr t<0 eftersom hindelsen
skedde i det forflutna. Nér ljuset fran héndelsen nar skeppet har det saledes fardats strickan

Va3 + 23 + 3 pa tiden ¢, dirav giller
x%—l—x%%—x% — 2?2 =0.

Allt Jjus som nar skeppet kommer fran héndelser i det forflutna; héndelser som ligger pa datidens
ljuskon, och det framgér att ljuset fran konen nar observatoren exakt fran riktningen (z1,za, x3).
Vi ser ingen skillnad pa ljus som ar en sekund gammalt och det som ar miljontals ar gammalt; det
ar bara riktningen ljuset har som &r intressant. Vi later darfor tidskoordinaten ¢ for alla stjarnor pa
himmelssfaren vara —1 vilket betyder att de ligger pa ett enhetsavstand fran observatoren enligt
sambandet ovan da ¢ = 1.

5.1 Himmelska Koordinater

Astronomer vérlden 6ver samlar stiandigt in information om nya stjdrnor och kartligger dessa i
stjarnkartor. Det vanligaste koordinatsystemet &r det ekvatoriella koordinatsystemet; ett sfariskt
koordinatsystem som liknar det vi anvinder pa jorden, dar himmelsekvatorn &r projektionen av
jordens ekvator [0]. Latitud riknar man pa jorden som antalet grader fran ekvatorn i riktning
mot norra eller sédra himmelspolen, med ett N respektive S som suffix till antalet grader for att
indikera riktningen. Det ekvatoriella koordinatsystemets motsvarighet kallas deklination och rédknas
pa samma sdtt som latituden i antalet grader fran ekvatorn mot polerna - istéllet for att indikera
riktningen med suffix &r deklinationen negativ péa sédra halvklotet och positiv pa norra halvklotet.
Motsvarigheten till longitud kallas rektascension. Eftersom jorden roterar &r det omdjligt att direkt
overfora Greenwichmeridianen till en fixerad himmelsk-Greenwichmeridian da detta hade medfort
att stjdrnornas koordinater varierat med tiden pa dygnet. Rektascensionens nollmeridian definieras
darfor till punkten dar solen befinner sig vid vardagsjamningen d& denna punkt flyttar sig endast
vildigt langsamt. Till skillnad fran longituden som delar in jorden i 360° anvénder rektascensionen
vanligtvis en annan indelning baserad pa tid, dir 24 stjarntimmar motsvarar ett helt varv och en
stjarntimme motsvarar 360° / 24 = 15°. Rektascensionen utgar fran dess nollmeridian och méts
mot Oster runt himmelsekvatorn. Stjdrnorna vi samlat in for visualiseringen finns i Appendix [D]

6 Mobiusavbildningar

I detta avsnitt hérleds avbildningar som behdvs for att visualisera Lorentztransformationen.
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6.1 Mobiusavbildningar i det komplexa talplanet

az+b
cz+d’

Fran komplex analys finner vi att en M&biusavbildning &r en avbildning pa formen z —

Vi har fyra typer av avbildningar z € C:
1. z — ze", rotation med vinkel 6.

2. z = za(a > 0,a € R), skalning med faktor « dilation.

w

z— z+ B (B € C), translation.
4. z — 1/z inversion.

En Mobiusavbildning dr en sammanséttning av dessa, vilket vi ska bevisa i hogre dimension. Vidare
har dessa avbildningar egenskapen att den alltid avbildar en cirkel pa antingen en cirkel eller en
linje, och en linje pa antingen en cirkel eller en linje. For att definiera en Mobiusavbildning da
dim (n),n = 3 behover vi foljande begrepp.

6.2 Mobiusavbildningar i tre dimensioner

Vi paminner om att en sfdr beskrivs av ekvationen:
(1 —a1)* + (w2 — a2)? + (x3 — az)* = r?. (15)
Dar r &r sfarens radie, och ett plan beskrivs av ekvationen:
a1z + agxs + aszs = k eller (a,x) =k, (16)

dar k,a;,i = 1,2, 3 konstanter.

6.2.1 Mobiusavbildningen

For en Mobiusavbildning da n = 3 avbildas en sfar pa en sfar eller ett plan, och ett plan pa en sfar
eller ett plan. Vi har samma typer av avbildningar nir n = 3 for x i ett Euklidiskt rum G.

1. x — exp (—j0/2)x exp (jO/2), rotation med vinkel 6.

2. x = za(a > 0,a € R), skalning med faktor «, dilation.
3. x = z+ B(B € @), translation.

4. x — 271 inversion,

dér z~! dr Cliffordinversen. Notera att Minkowskirummet inte ér Euklidiskt eftersom e2 = —1 % 0
och vi kan inte tala om Md&biusavbildningar i rumtiden.

Vi ska nu visa att en sammanséttning av dessa avbildningar &r en Mdbiusavbildning. Att rotation,
translation och dilation bevarar sfarer och plan ar enkelt att se men vi ska undersoka fallet inversion.
Vi tar en sfir definierad enligt ekvation [T5]

(x1 —a1)® + (23 — az)® + (23 — a3)” = [z —af* =1

och betraktar sedan inversionen:

1 2

r—r ==t —a?=r

252

& |27t —al?2? = |1 — ad]® = r?3°.

Utveckling av vinsterledet ger oss:

1—2(a, %) + \a|2|§3|2 =r?|7|?
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dér at = (a121 + agdaz + asts) = (a, ). Vi ser att om r = |a|, det vill sédga sfdren gar genom
punkten 0, far vi

1—2(a,z) + 2] = r?2]* © 1 - 2(a,2) = 0 1/2 = (a, #1),
vilket dr ett plan enligt ekvation [I6] Om |a| # r blir det en sfir da

—a*it =r%t &

7! —a =r? & |27t

24 (17)

| —az?| =7

I Euklidiska rum giller |z|?> = 22 och vi far |z — a|?> = 72 & (z — a)?> — 2 = 0 och eftersom

Cliffordprodukten av (z — a)? = 22 — a? s& ér 2% = 1/(|a]? — r?). Inséittning i ekvation [17] ger da:
& = a/(al? )2 = 12/(af? ~ 1)

Har har vi foljt ett bevis i [1] dér &ven bevis for plan till sfar aterfinns.

6.3 Vahlenmatriser

Omudndningen av en multivektor far man d& man for varje element av vektorn tar ordningen av
indexen bakldnges, noteras a for multivektorn a. Exempelvis blir eo34 omvéant till eq30. For skalarer
och vektorer géller det att a = a, men for bivektorer och trivektorer &r a = —a.

Definition 1 (Vahlenmatriser). Lét a, b, ¢, d vara multivektorer i ett Euklidiskt rum V , med dim (V') <

3, sadana att
1. ab,ed € V = ATV\{0}
2. det(A) = ad — bc € R\{0}

déd kallas A = {CCL Z} for en Vahlenmatris.

Vahlenmatriserna kan anvindas for att representera Mébiusavbildningar genom f6ljande identifikation:

(aw + b)(cw + )" {‘C‘ Z} 7 (18)

dér w ar den vektor vi 6nskar avbilda. Sammansatta avbildningar med hjélp av Vahlenmatriser gors
enligt foljande: Lat A, A’ vara Vahlenmatriser och f och ¢ de motsvarande Mobiusavbildningarna,
da géller

AA" & foyg (19)

Vilket kan visas enligt:

c d||d d ca' +dc b + dd’
< (w(aa +bc) +b'a+bd)(w(ca' +dcd) + b +dd')~!

AN — {a b} {a’ b'} _ {aa’—kbc’ b'a + bd'
c

Vi finner vidare att
( 0 9)(w) = Flg(w)) = (aglw) + b)(cgw) + d) ™
= (a((dw+V)(cw+d) ) +b)(c((dw+ V) (w+d) ) +d)~!
= (a((dw+V)(w+d) ) +b(dw+d)(dw+d)))
x (c((a'w+0)(dw+d)™) +d(dw+ d)(dw+d)™))
= (a(d’'w +b") + b(cw + d'))

\_/\_/

+
+
+

= (w(aa’ +bc") +b'a+bd)(w(ca’ +dc') +cb +dd)~!

Ovan har regler for produkten av tvd inverterbara matriser anvéints. Dessa beskrivs i kapitel [3.5]
om matrisrepresentation.
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6.4 Stereografisk Projektion

For att avbilda punkter fran en sfir pa ett plan eller tvirtom kan stereografisk projektion, figur [0}
anvindas.

Sy

Figur 9: Stereografisk projektion

Betrakta rummet Y med dim(Y) = 2. Vi kan finna en vektor e, ortogonal mot planet Y. Lat X =
Y @ span(e ). Lat punkten x ligga pa enhetssfiren i X och y ligga i planet Y. Den stereografiska
projektionen yg av xg ar den punkt déar en linje dragen genom e, och xy moter planet Y, se figur
Om z = ey, definieras y = co. Vi har féljande formler fér den stereografiska projektionen:

z’ 2 yl* -1

+ €oo- 20
RS .

:77 xr =
Y 1— 200 ly|2 + 1

dirz' arz €Y

6.4.1 Héarledning av formler for stereografisk projektion

For att harleda den forsta formeln noterar vi att avstandet fran O till 2’ ar en lika stor andel av
avstandet |0 — y| (a) som 1 — 24 &r av avstandet e till 0 (b). Detta ger:

!
a=b+ ==

Sy = .
Y 1 -2

_l—a:oo

\

Figur 10: Stereografisk projektion, tvérsnitt

For den andra formeln betraktar vi en parametrisering enligt figur [I0] av linjen mellan e, och y:
t(yrer + y2e2) + (1 — t)ew. (21)

Vi ser att vi far punkten y nér ¢ = 1. For att ta reda pa nér linjen skir enhetssfaren anvéander vi
féljande ekvation:

P+ + 1 -t =1 =1ty +1-20+1>=1
S tt(y?+1)—2)=0o0chdat+£0
=>t=2-(y*+1) "
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Vi sétter in ¢ i ekvation Il och far
2 lyl> -1
P+ 1 e

r=2y(y" + )7+ (1= 2y + 1) e =
I ovanstiende notera att e? = 1.

6.4.2 Stereografisk projektion som Md&biusavbildning
Den stereografiska projektionen kan skrivas pa formen av en Mobiusavbildning:

fy) = (eccy + 1)(y — ec0) "

Vi ska nu visa att den motsvarar tidigare givna formler. Anta forst € X med 22 = 1, det vill
sdga: x = x1e1 + Toes + TooCoo. Vi har da:

(oo + 1)(7 — €0o) ! = (eco? +1)(% — €x0) _ € — ool +T — €xo

|z — exo|? 1l —epor —Ten + 1
. €oolTlso +
T2 — (eoo + Teno)
D& —esoeoo + T = —€oo(Z161 + T2€2 + Toooo)oo + (T1€1 + Taes + Tooloo) = —(— (161 + T2€2 —

Tooloo) + (T1€1 + Toea + Tovloo) = 227, SAMt 0o + Teoo = 2(, €00) = 2T (se appendix [3.4) si
har vi

€oollso + X x’

2 — (€0 + TEoo) - 1— 2o
For inversen géller pa samma sétt om y € Y,y = x1e1 + T2e2 + 0 - e

ey Fyty—es
Dy — ===
(eccy + 1)(y — €co) 2 + 1

2 Pl
= €oo-
P+ P
Eftersom avbildningen ger de vintade formlerna kan slutsatsen att den &r sjélvinvers dras. Vi ser

att det &r en sammanséttning av en dilation, en invers och ytterligare en dilation, vilket ar en
Moébiusavbildning.

6.5 Projektivt rum

En observator i rymdskeppet ser stjdrnljus fran datiden, bara riktningen ljuset kommer ifran ar
intressant. Vi later darfor den tidslika basvektorn ey vara —1, vilket motsvarar att alla stjéarnor
ligger p& enhetsavstand fran observatoren (¢ = 1). Vi kan formalisera detta resonemang. Betrakta
rummet X = R? med basvektorerna eg, e; och e.. Vi infér en framtidspekande tidsvektor ortogonal
till X och far da Minkowskirummet W = X @ span(eg). Det projektiva rummet P(W) &r da alla
linjer € P som passerar genom punkten 0. Tag nu planet zg = —1 och kalla det X’. Man kan
betrakta X’ som ett slags plan i rumtiden; varlden for en ljussekund sedan. D3 sammanfaller
snittet mellan ljuskonen och X’ med enhetssfaren i densamma, se figur

/\
a

Figur 11: Ljuskonen och rummet X’
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6.6 Lorentztransformation i det projektiva rummet

Vi ska nu hérleda hur transformationen 7" av himmelssféren ser ut i projektiva koordinater Y. Vi
har var vektor x som vi placerar i planet X’ och utfor en Lorentztransformation. Notera att vi
nedan sétter ett minustecken framfor hastighetsvinkeln. Anledningen till det &r att ljuset kommer
emot oss ([3] s. 180).

T = (cosh(g) - sinh(%)em)(z - eo)(cosh(g) + sinh(g)em)
_ (cosh(g) - 601)(cosh(§)x - sinh(%)egl) n eo(cosh(g) + smh(g)em)2
_ P2, P P L P % LTI (22)
= cosh(g) + smh(§) COSh(§)$601 - smh(E) CObh(§)€01$ + s1nh(§) €012€01

+ cosh(%)Qeo + sinh(g)Qeo -2 sinh(%) cosh(%)el.

Har anvénder vi identiteten 2(x, e1) = xe; + ejx och ser att sinh(%) €01T€01 = smh(%) ei1zre; det
vill séiga en rumslig vektor. Insittning i [22] ger:

—eo(sinh(g) cosh(%)Q(a:, e1) + cosh(g) + smh(% )
—&—(cosh(%)% + sinh(g)Qelxel +2 sinh(%) cosh(%) 1)
Vi far

/

x' = feo(sinh(g) cosh(%)?(x, e1) + cosh(

\ A

24 sinh(f)z)
Zer)

P
)cosh(a)el)

2
+ (Cosh(g)zx + sinh(f)%lxel + 2sinh(

NS

) cosh(=

[\3

= —eg + (cosh(=)%x + smh( ) erze; + 2sinh(—=

2) 2
x (sinh(g) cosh(g) (x,e1) + cosh( = ) + smh(%) )L
och gor foljande forenklingar

cosh(g)zx + sinh(%)Qelmel +2 sinh(%) cosh(%)el

)+ sinh(f

= (cosh(%)x + sinh(%)el)(cosh(f 5 )

5 xep)

och

2 sinh(%) cosh(%)(x, e1) + cosh(

M\ﬁ

24 sinh(%)2

= (sinh(%)elx + cosh(%))(cosh

N15S

)+ sinh(g)xel).

Hér kan vi bortse fran eg vektorn eftersom det &r tydligt att den inte har nigon paverkan pa
rumskoordinaterna, vilka ar de intressanta héar. Vi sétter sedan in detta i ekvation [23| och far

(cosh(%)x + sinh(2 ) )(cosh(Q) sinh(%)xel)
X (sinh( 5 Jerx + cosh(=))~ (cosh(%) + sinh(%)xel)*1 (24)

L
2
- (cosh(%)a: n sinh(g) (cosh (% LW smh(g)xel)*l
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Vi har nu ett forenklat uttryck fér Lorentztransformationen och vi ser att det dr en Mébiusavbildning.
Den egenskapen gor att vi kan utféra sammanséttningen y —  — y med hjilp av Vahlenmatriser
eftersom vi nu har ett uttryck som finns i ett Euklidiskt rum och uppfyller 6vriga villkor. Vi
omvandlar till Vahlenmatriser enligt ekvation och finner respektive matrisrepresentation av
transformationerna:

. ¢
e Lorentztransformation [Si

C 1
e Stereografisk projektion [611 . }
—e1

Sammansittning av dessa enligt ekvation [I9] ger:

Bt
gl Y v e i
_ F(eosh(ﬁ) + sinh (%)) 0 ]

0 2(cosh(%) — sinh(%))

=y = (2(cosh(£) + sinh(£))y(2(cosh(£) — sinh(£))) ™"

eP/2 L e=%/2 o9/2 _ o—p/2 eP/2 _ o=®/2  op/2 _ g—p/2
- 2 * 2 4 2 + 2
= e¥y.

Vi far ett forvanansvart enkelt uttryck for sammanséttningen av transformationerna i Y-planet,
vilket &r en dilation, som vintat eftersom en sammanséttning av Mobiusavbildningar blir en ny
Mébiusavbildning [I].

7 Visualisering

En sammanfattning av hela visualiseringsprocessen visas i tabell 1.

Rumsbeteckning Z — Y — X — Y — Z
Enhetsvektorer e1 € el € €g €1 €2 €xo el e e1 e
Avbildning Trig. S. L-transf. S. Trig.
Proj. rum
Mobiusavbildning nej ja (ja) ja nej
Intervall z1 € [0,00) y1 € (1,00) z; € (—1,1)
z9 € [0, 27) y2 € [0,2m)

Tabell 1: S.=Stereografisk projektion, Trig.= Trigonometrisk metod

Vi ska nu visa hur vi far en avbildning av stjarnkoordinaterna pa skirmen Z och sedan for Gver
dem till Y-planet. Koordinaterna pa stjarnhimlen ges av tva vinklar: v och . For att avbilda dem
pé skiirmen anvander vi en enkel metod enligt figur

Vi ser att vi kan anvinda standard-parametriseringen z = (r cos~y,rsinvy) och r = { = tanw samt
w = 3 —v. Vi ser ocksa i figur att om vi ténker oss att vi star i origo och blickar upp mot
stjarnhimlen sa ar det en forminskad bild av Z-planet vi ser pa skdrmen och dar man kan likna
X-sfaren med himlavalvet som man ser det i verkligheten. Vi ska nu hitta en avbildning mellan
Z och Y. Néar vi betraktar @ sa ser vi att v, = 7,. For en geometrisk motivering av sambandet

mellan w och 6 betraktar vi figur
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(a) Z-planet och Y-planet sedda fran sidan  (b) Z-planet och Y-planet sedda fran uppifran

Figur 12: Avbildning pa skirm

Figur 13: x speglad i Y-planet
f

Med randvinkelsatsen ser vi att vinkeln w’ &r dubbelt s stor som vinkeln ¢’. Vi kan utlésa fran figur
att y~! = tanw’/2 = tanw/2 och vi har hittat var avbildning: y = (tanlw/2 cos 7, tanlw/Z sin-y).
Vi kan nu skriva radien i Z-planet, z, i termer av radien i Y-planet, y,. genom att eliminera vinkeln
w: 2z, = tan(2arctan(y; 1)) < y, = (tan(arctan(z,/2)))! medan vinklen v ir densamma i bade
Z och Y-planet. Notera att om w = 7/4 och «y € (0, 27) s& motsvarar det enhetscirkeln i Z-planet
och det som &r innanfor det &r det som man ser framfor sig, i vardaglig bemérkelse.

8 Diskussion

For att ta fram en karta Over stjarnhimlen behdver man méta eller
ta fram vinkeln till en viss stjirna fran himmelens ekvator och
vinkeln fran nollmeridianen. Fran en sadan karta enligt det ekvatoriella
koordinatsystemet kan vi féra 6ver stjdrnorna till Z-planet.

Vi tar en stjarnkarta i Z-planet och med hjélp av formeln i slutet av
foregaende avsnitt sa kan vi fora 6ver den till Y-planet. Vi har visat
att att en Lorentztransformation motsvarar en dilation med faktorn
exp(p) dér ¢ = arctan(v/c). Vi kan dé& enkelt rikna fram hur mycket
dilation en viss hastighet ger upphov till. Dérefter fors resultatet Gver
till Z-planet igen via uttrycket for inversen. Den rorliga animeringen
visar stjarnbilderna listade i Appendix D] For en korrekt upplevelse bor
filmen spelas i helskdrmsldge och 6gat vara pa avstandet av cirka en
tredjedel av skdrmens bredd fran mitten av skdrmen. I visualiseringen
ser vi hur stjdrnorna pa sddra himmelsfiaren syns i bilden d& hastigheten
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okar. Vid 96% av ljusets hastighet kan vi se hur stjarnorna i sodra korset

kommer in i blickfanget. De kommer in nedifrdn, ungefar mitt i bilden. Notera att vardet pa 100%
av ljusets hastighet ar ett avrundat virde och skeppet kan aldrig na dnda upp till ljusets hastighet.
Fenomenet relativistisk aberration leder saledes till att vara observatérer ombord pa rymdskeppet
inte far den dramatiska visualiseringen fran Star Wars. Istéllet sker det omvinda och stjdrnorna
konvergerar i fardriktningen tills allt ljus moter skeppet framifran i en enda punkt.

Den relativistiska aberrationen &r néra beslidktad med ett annat relativistiskt fenomen, relativistisk
stralning, dven kidnd som stralkastareffekten. Det ar egentligen samma fenomen, men istéllet for
skeppets perspektiv har vi den stillastaende observatdrens perspektiv. Vi tdnker oss att vi star pa
planeten och ser pa nér skeppet éker forbi uppe i himlen samtidigt som det sénder ut ljus med
lampor. D& skeppet narmar sig ljusets hastighet konvergerar ljuset fran dess lampor i fardriktningen
och for en observator pa planeten ser det ut som skeppet bara skickar ljus framat.

8.1 Sfarparadoxen

Vi kan ldsa i [I] om den s& kallade Sfirparadozen, en av manga paradoxer som egentligen helt enkelt
ar ickeintuitiva effekter av relativitetsteorin. Om vi har en observator som ror sig i relativistiska
hastigheter, jamfort med en stillastaende observator, kommer de méta en sfir pa olika sétt.
Langdkontraktion innebér att objekt blir kortare i fardriktningen da vi har faktorn v i uttrycket for
Lorentztransformationen. Man kan rdkna ut ett objekts ldngd i en referensram som ror sig snabbt
relativt en annan med formeln Ly = L= L__ dat =0, dir Lo &r den nya kontraherade

langden [3] (s. 23). B

V1—v2 V1—v2

Sfaren blir kortare i resans riktning for observatoren i rorelse och borde alltsa enligt denne se ut
som en ellips. Men nér vi gér berdkningarna sa visar det sig att den hastigt firdandes observatoéren
danda kommer att se samma sfir som den stillastaende observatoren. Trots att sfiren verkligen
blir kortare for den som ror sig sa uppvéger den relativistiska aberrationen, pa grund av ljusets
andliga hastighet, langdkontraktionen s att observatoren dndé ser en perfekt cirkel som sfarens
kontur. Den relativistiska aberrationen medfér ocksé att sfaren kommer att upplevas som att den
blir mindre och befinner sig mer rakt framfoér observatéren samt att eventuella monster pa sfiarens
yta upplevs forvrangda.

Denna effekt uppstar bara for sfiriska objekt och paradoxen visualiseras i figur [[4] samt figur
En perfekt cirkel har ritats upp i Y-planet men monstret pa den har applicerats efter att
cirkeln har 6verforts till Z-planet. Detta i syfte att tydliggéra hur ménstret inuti cirkeln férvréngs
allteftersom hastigheten Okar, medan sjilva formen pa cirkeln forblir intakt. Vi kan konstatera
att Lorentz-boosten sammansatt med en stereografisk projektion mellan X och Y-planet &r en
Moébiusavbildning, visat i ekvation 25 En Mébiusavbildning avbildar som bekant plan till plan
eller sfiarer och vice versa, sa vi kan vara sékra pa att sfarparadoxens slutssats verkligen stammer.

I visualiseringen av sfiren sa ser vi att monstret pa sfaren forvriangs vid relativistiska hastigheter.
Notera att rutmonstret pa sfaren avbildas pa cirklar med mycket stora radier. Bilderna pa animationen
av sfaren ligger i avsnittet Figurer som foljer direkt efter det hér avsnittet.
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Appendix

Figurer

\

0.2

;

-0.2

_0.4 1 1 1 1

Figur 14: Glob sedd fran sidan fardandes med v = 0, v = 0.32¢ och v = 0.96¢. For att se bilden i
ratt perspektiv ska 6gat befinna sig pa avstand 1 fran skérmen eller pappret rakt 6ver origo.

En metod {6r att hitta ratt avstand &r att méta striackan O till 1 i bilden med en penna och sedan

placera huvudet pa sned med vinster 6ga pa det uppmétta avstandet fran bilden och blunda med
hogra 6gat. Om du nu riktar blicken mot ellipsen och gor ratt kommer du se en cirkel.

22



0.06 -

0.04

0.02 -

-0.02 -

-0.04 -

-0.06

Figur 15: Glob sedd fran sidan fiardandes med v = 0.96¢, nérbild. Vi ser pa bilden att rutnitet
har forvrangts, trots att den yttre konturen bibehalls cirkuldr. P& grund av forstoringen kan bilden
betraktas pa normalt avstand.
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100% av e

Figur 16: Tre filmrutor fran visualiseringen
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A Bevis for Associativitet

Nér vi betraktar riknereglerna[3.2) si ser vi att tecknet for en multivektor beror pa antalet ganger
man maéaste byta plats pa ett par av index for att fa en onskad ordning. Det kan enkelt beskrivas
pa foljande vis

€ig...ix €jo...5x = (—1)™€iuj,
dér m ar antalet ganger vi permuterar for att fa 6nskad ordning. Sedan kan man férenkla uttrycket
genom att anvinda e;e; =1 om i = j.

Beuvis. Associativitet hos Cliffordprodukten. Vi vill visa att (ab)c = a(be) om a, b, ¢ dr godtyckliga
multivektorer. Vi har att abc = (ag + are; + ... + a1, ne1..n)b(co + c1e1 + ... + ¢1..ne1..n). DA
dven b kan skrivas pa utvecklad form récker det att visa associativitet for varje tre-kombination
av k-vektorer och i sddant fall foljer associativitet for hela uttrycket. Betrakta en sadan term, de
skaléra konstanterna fore k-vektorn associerar sa problemet forenklas till e;,. s, €j.. j.€ho...hy - NET
vi berdknar produkten av de tre si Overfors problemet till ett méngd-associativitetsproblem. Vi
satter:

(GUN\ENj) =p
(GURN\GNh) =g,
(eiej)en = (pUR)\(pNh),
ei(ejen) = (1Ug\(iNq).

Vi visar nu med Venn-diagram att resultatet blir detsamma (se figur

vy

) (pUR)\(pNh)

Figur 17: steg 1

Figur 18: steg 2
For att se att tecknet inte blir paverkat sa betraktar vi e;,..s, €jo..jx €ho...n, Men utfor hela

sammansattning av den nya vektorn pa en gang sa vi far (e;,. 4, ejO»»-jk)ehO---hk = Cig.insfor g ho b
och eio...ik(ejomjkeho...hk) = €ig...in,jo-.ju,ho...hy, det Vill siga samma resultat. Nu permuterar vi tills

25



vi fatt alla index ordnade i stigande foljd och far (—1)™ = =1 beroende pé antalet. Nu kan vi ta
bort par e;e;, (i = j) for att f& det slutliga resultatet. Vi ser att det inte spelar nagon roll nér i
processen vi tar bort en dubblett eftersom att flytta ett index forbi ett par av index inte &ndrar
tecknet. (Exempel: egeje1ea = —ejeseies = ere1ezes) O
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B MATLAB Lorentztransformation

% Anpassad kod fran:

% Titel: Figl3

% Frfattare: Rosen, A
% Datum: 2021

h=figure;

filename='starstestla.gif"';
mag= stars(:,5);
mag= 400x10." (-mag/3.5);
v=90- (stars(:,1)+ stars(:,2)/60);
v=2xpixv/360;
fi=stars(:,3)+stars(:,4)/60;
fi= 1.5-2+pixfi/24;
xl=tan(v/2);
A=ones (length(v),2) *2;
for b=0:0.025:1

clf

c=exp(b/3);

x1l=tan(v/2)/c;

v2=2*atan (x1);

r2=tan (v2);

for i=1:length (v)

if v2(i,1)<pix0.5
A(i,1)=r2(i,1);
A(i,2)=fi(i,1);
end

end

scatter (A(:,1).*cos(A(:,2)),
hold on

str=num2str (tanh(log(c))*100,3);
newstr=join([str '$ av c']l);
text (0.55,0.75,newstr)
axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5])

drawnow;

hold off

frame = getframe(h);

im = frame2im(frame);
[imind, cm] = rgb2ind(im, 2);
cm2=[cm(2,:);cm(1l,:)];

if b ==

imwrite (imind (100:450,100:600),cm2, filename, 'gif',

else

A(:,1).*sin(A(:,2)),

o

Fran Rosen, A...

o o° o o o° o° o

...till hit.

Fran Rosen, A...

...till hit.
F r att d 1ja

o o o o

stj rnor bakom en

mag (:,1),"'k.")

%$1ljusets hastighet till text

'Loopcount',inf) ;

imwrite (imind (100:450,100:600),cm2, filename, 'gif', '"WriteMode', "append') ;

end
end
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C MATLAB Globvisualisering

1
2 h=figure;

3 1t=100; %1 ngd p vektorerna
4 theta=linspace (0, 2xpi, 1lt);

5 t=linspace(0,1,1t);

6 1lillar=0.5; $cirkelns radie

7 storar=2; %hur 1 ngt ut p kanten
8 rl=zeros(8,1lt);

9 r2=zeros(8,1t);

10 fi=zeros(8,1t);

11 r3=zeros(8,1lt);

12 rl(l,:)=storar+lillar*cos(theta); %$ritar cirkeln i y-planet
13 r2(l,:)=2xacot (sqrt((rl(l,:))."2+(sin(theta)xlillar).”2));
fi(l,:)=atan((sin(theta)«*lillar)./rl(1,:));

16 r2(2,:)=r2(1l,1)+t*(abs(r2(1,1)-r2(1,1t/2)));
17 fi(2,:)=0;
18 r3=tan(r2);
19 X=r3(1l,:).*cos(
20 Y=r3(1l,:).xsin(
21  [Xmax,posmax]=max

(1,:));
(1,:
(X
22 [Xmin,posmin]=min (X
(Y
(Y

fi
fi )i

)I
)
).
)

23  [Ymax,posmay]=max ;
24 [Ymin,posmiy]=min
25 aX=abs (Xmax—-Xmin) ;

26 aY=abs (Ymax-Ymin) ;

’

28 rl(4,:)=Xmax—-abs (Xmin-Xmax)/2;
20 r2(4,:)=atan(sqgrt(rl(4,:) .72+ (sin(theta) » (abs (Ymax-Ymin)/2))."2));
30 fi(4,:)=atan((sin(theta) * (abs (Ymax-Ymin)/2))./xrl(4,:));

31
32 rl(5,:)=Xmax—-abs (Xmin-Xmax) /4;

33 r2(5,:)=atan(sqgrt (rl(5,:) .72+ (sin(theta) * (abs (Xmax-Xmin) /4)) ."2));
34 fi(5,:)=0.92xatan((sin(theta) *xabs ( (Xmin-Xmax)/4)./rl1(5,:)));

35

36 rl(6,:)=Xmax—abs (Xmin-Xmax)*3/4;

37 r2(6,:)=atan(sqgrt (rl(6,:) .72+ (sin(theta) » (abs (Xmin-Xmax) *1/4))."2));
38 fi(6,:)=0.925xatan((sin(theta)*abs ((Xmin-Xmax)/4)./rl(6,:)));

39

40 rl(7,:)=Xmin+0.091+t.*»aX*0.875;
41 r2(7,:)=atan(sqgrt (rl(7,:) .72+ (aY¥/4)."2));
42 fi(7,:)=atan(a¥/4./rl1(7,:));

44 rl1(8,:)=Xmin+0.091+t.*aX*0.875;
45 12 (8,:)=atan(sqgrt (rl(8,:).%2+(aY¥/4)."2));
46 fi(8,:)=—-atan(a¥/4./rl(8,:));

50 V2=r2;
51 V=r2;

52
53 for b=0:0.025:0

54 clf

55 c=exp (b/3);

56 str=num2str (tanh(log(c))*100,5); %$1ljusets hastighet till text
57 newstr=join([str '$ av c'l); $texten till filmen

58 yl=cot (v./2) .*c;

59 v2=2.%acot (yl);

60 r3=tan(v2);

61 plot (r3(1,:).*xcos(fi(1l,:)),r3(1l,:) .+ sin(fi(1,:)))

62 hold on

63 plot (r3(2,:) .xcos(fi(2,:)),r3(2,:).*sin(fi(2,:)))

64 plot (r3(3,:).*xcos(fi(3,:)),r3(3,:).*sin(£fi(3,:)))

65 plot (r3(4,:) .xcos(fi(4,:)),r3(4,:) . sin(fi(4,:)))

66 plot (r3(5,:) .*xcos(fi(5,:)),r3(5,:) .*sin(£fi(5,:)))
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67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85

end

plot (r3(6,:) .*xcos(fi(6,:)),r3 (6,
plot (r3(7,:) .xcos(fi(7,:)),r3(7,
plot (r3(8,:).xcos(fi(8,:)),r3(8,
axis equal

axis ([0 2.5 -1.25 1.25])

text (0.75,1.25,newstr)

drawnow;
filename="'glob.gif"';
hold off
frame = getframe(h);

frame2im (frame) ;
[imind, cm] = rgb2ind(im, 2);
cm2=[cm(2,:);cm(1l,:)];

if b ==

im =

imwrite (imind (100:450,100:600),cm2, filename, 'gif',

else

imwrite (imind (100:450,100:600),cm2, filename, 'gif', '"WriteMode', "append');

end

:) .*+sin(£f1(6,:)))
:) .*xsin(£1 (7,
:) .+sin(£1(8,:)))

2)))

$skriver text i figure

Sritar upp (£ r film)

'Loopcount',inf) ;
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D MATLAB Stjarnkoordinater

1

2 % Anpassad kod fran:

3 % Titel: Figl3

4 % Frfattare: Rosen, A

5 % Datum: 2021

6

7 % Each matrix represents a constellation, each row an individual star
8 % The column entries represent their properties, from left to right;
9 % Declination [Degrees], Declination [Arcminutes], Rectascension [h],
10 % Rectascension [min], Apparent Magnitude [No unit]

11

12 % Northern Hemisphere

13

14 cancer=[9 11 8 16 3.54;
15 18 9 8 44 3.94;

16 11 51 8 58 4.24;

17 21 28 8 43 4.652;

18 28 45 8 46 4.02;

19 22 2 9 9 5.15];

21 aries=[19 17 1 53 3.86;
22 20 48 1 54 2.655;

23 23 27 2 7 2;

24 27 15 2 49 3.63];

26 cass=[59 09 00 09 2;
27 56 32 0 40 2;
28 60 43 0 56 2;
20 60 14 1 25 3;
30 63 40 1 54 3.5];

32 1illbjo=[89 15 2 31 2;
33 86 35 17 32 4.3;

34 82 2 16 45 4;

35 77 47 15 44 4.3;

36 74 09 14 50 2.2;

37 71 50 15 20 3;

38 75 45 16 17 51;

40 stobjo=[49 18 13 47 1.8;

41 54 55 13 23 2.2;
42 55 57 12 54 1.8;
43 57 01 12 15 3.3;
44 61 45 11 03 2;

45 56 22 11 01 2.4;
46 53 41 11 53 2.4;

47 63 03 9 31 3.6;
48 60 43 8 30 3.4;
49 59 2 9 50 3.8;
50 51 40 9 32 3.2;
51 48 2 8 59 3.2;
52 47 9 9 3 3.5;
53 47 46 11 46 3.6;
54 44 29 11 09 3;
55 41 29 10 22 3.2;
56 42 54 10 17 3.5;
57 33 5 11 18 3.5;
58 31 31 11 18 4.4];
59
60 ceph=[77 37 2
61 66 11 22 49 3.5
62 70 33 21 28 3.2
63 62 35 21 18 2.5;
6a 61 50 20 45 3.5;
4.3
3.5

3 39 3.3;

’

65 62 59 20 29 ;
66 58 12 22 10

’
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67
68
69
70
71
72
73
74
75

103

57 2 22 15 4.2;
58 24 22 29 4.2];

orion=[7 24 5 55 .7;

9 56 5 35 3.4;

6 20 5 25 1.5;

-8 -12 5 14 .3;

-9 -40 5 47 2;

0 -17 5 32 2.2;

-1 -12 36

-1 -56 40

-4 =50 35

-5 -54 35

-5 -23 5 35

10 9 4 54 4.

8 54 4 50

6 57 4 49

5 36 4 51

2 26 4 54

1 4
6

T;

7;
.5;

7

’

5
5
5
5

G oo NN woy N b P -

B w w b

42 4 58
9 38 6 2 4.2;
14 12 6 11 4.3;
14 46 6 7 4.3;
20 8 6 3 4.6;
20 16 5 54 4.4];

perseus= [49 51 3 24 1.9;
47 47 3 42 3;
40 0 3 57 2.9;

35 47 3 58 4;
31 53 3 54 2.9;
44 51 3 9 3.8;

40 57 3 8 2.1;

38 50 3 5 3.5;

38 19 2 50 4.2;
53 30 3 4 3;

55 53 2 50 3.7;
50 41 1 43 4];

cygnus=[45 16 20 41 1.4;
45 7 19 44 2.9;
40 15 20 22 2.3;
33 58 20 46 2.5;
30 13 21 12 3.3;
51 43 19 29 3.7;
27 57 19 30 3.2;
35 4 19 56 3.9;
30 9 19 39 4.7];

leo=[11 58 10 8 1.36;
14 34 11 49 2.14;

19 50 10 19 2.37;

20 31 11 14 2.56;

23 46 9 45 2.97;

15 25 11 14 3.33;

23 25 10 16 3.43;

16 45 10 7 3.51;

26 0 9 52 4];

pegand=[29 5 0 8 2;
28 4 23 3 2.5;
15 12 23 4 2.5;
15 11 0 13 2.8;
10 49 22 41 3.4;
6 11 22 10 3.5;
9 52 21 44 2.4;
23 33 22 46 4;
17 20 21 44 4.3;
19 48 21 22 4;
30 13 22 43 3;
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154

173

25 20 22 7 3.8;
25 38 21 44 4.1;
30 51 0 39 3.4;

35 37 1 9 2.2;
42 19 2 3 2.3;

33 43 0 36 4.2;
38 29 0 56 3.8;
48 37 1 37 3.5];

hercules=[36 48 17 15 3.2;
38 55 16 42 3.5;
31 36 16 41 2.9;
30 55 17 0 3.9;
37 15 17 56 3.8;
46 0 17 39 3.7;
42 26 16 34 4.2;
46 18 16 19 3.8;
44 56 16 8 4.2;
24 50 17 15 3.1;
26 6 17 30 4.2;
27 43 17 46 3.4;
29 14 17 57 3.7;
28 45 18 7 3.8;
21 29 16 30 2.8;
14 23 17 14 3.4;
19 9 16 21 3.71;

bootes=[19 11 14 15 0.2;
13 43 14 41 4.4;

18 23 13 54 2.7;

27 4 14 44 2.7;

30 22 14 31 3.5;

33 18 15 15 3.4;

40 23 15 1 3.5;

38 18 14 32 3;

46 5 14 16 4.1;

51 50 14 25 4.1];

auriga=[45 59 5 16 .08;
44 56 5 59 1.9;
37 12 5 59 2.6;
33 9 4 56 2.6;
41 14 5 6 3.1;
43 49 5 1 3.17;

taurus=[28 36 5 26 1.6;
22 57 4 42 4.2;
19 10 4 28 3.6;
17 32 4 22 3.8;

21 8 5 37 3;
16 30 4 35 1;

15 37 4 19 3.6;
12 29 4 0 3.4;
9 43 3 27 3.7];

gemini=[12 53 6 45 3.3;
16 23 6 37 1.9;

20 34 7 4 3.9;

21 58 7 20 3.5;

24 23 7 44 3.5;

28 1 7 45 1.2;

31 53 7 34 1.5;

25 7 6 43 2.9;

22 30 6 22 2.9;

22 30 4 14 3.31;

virgo=[-11 -9 13 25 1;
0 -35 13 34 3.3;

3 23 12 55 3.4;

-1 -26 12 41 2.7;
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-5 -32 13 9 4.3;
-10 -16 14 12 4.1;
132141 4.2;

1 53 14 46 3.7;

10 57 13 2 2.8;

0 -40 12 19 3.8;

1 45 11 50 3.5];

aquila=[8 52 19 50 0.9;
10 36 19 46 2.6;

6 24 19 55 3.7;

13 51 19 5 2.9;

15 4 18 59 4;

0 -49 20 11
1019 52 3
3619 25 3
-4 -52 19 6
-5 -44 19 1

3.2;
.9;
.35

3.4;

4];

pisces=[2 45 2 2 4.1;
529 1 41 4.4;

531 2 4.2;

35 0 48 4.4;

51 23 59 4;
37 23 39
22 23 27
16 23 17
46 23 42
9 9 1 45 4.2;
15 20 1 31 3.6;
30 51 11 4.5];

’

W o 0oy 9
e N

W N WSS

% Southern Hemisphere

crux=[-63 -5 12 26 0.77;
-59 -41 12 47 3;

-58 -44 12 15 5.57;

-57 -6 12 31 2];

libra=[-16 -43 15 53 4.13;
-14 -47 15 35 4;

-25 -16 15 4 6.5;

-16 -2 14 50 2.75;

-9 -22 15 17 2.6];

grus=[-37 -21 21 53 3;
-39 -32 22 6 4.5;

-46 =57 22 8 1.7;

-43 -29 22 29 4;

-43 -31 23 6 4.3;

-45 -14 23 10 3.8;

-46 -53 22 42 4.1;

-51 -19 22 48 3.5;

-52 -45 23 0 4.11;

sculptor=[-37 -49 23 32 4.4;
-32 -31 23 18 4.4;
-29 -21 0 58 4.31;

piscisau=[-29 -37 22 57 1.17;
=27 =2 22 40 4.2;

-28 -27 22 0 5.43;

-30 -53 21 47 5;

-32 -32 22 10 5;

-32 -32 22 55 4.2];

capricorn=[-16 -7 21 47 2.85;
-16 -39 21 40 3.7;
-16 -50 21 22 4.3;
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277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346

-22 -24 21 26 3.77;
-17 -13 21 5 4;
-26 -55 20 51 4.12;
-14 -46 20 21 3;
-12 -32 20 18 3.6;
-25 -16 20 46 4.17;

scorpius=[-37 -6 17 33 1.6;
-39 -1 17 42 2.4;
-40 -7 17 47 3;
-42 -59 17 37 1.9;
-43 =14 17 12 3.3;
-42 -21 16 54 3.6;
-38 -2 16 51 3;
-34 -17 16 50 2.3;
-28 =12 16 35 2.8;
-26 -25 16 29 1;
-19 -48 16 5 2.6;
-22 =37 16 0 2.3;
-26 -6 15 58 2.9];

coronaaus=[—-42 -42 18 56 5.3;
-42 -5 19 3 4.7;

-40 -29 19 8 4.5;

-39 -20 19 10 4.1;

-37 -54 19 9 4.1;

-37 -3 19 6 4.3;

-37 -6 18 58 4.8;

-38 -19 18 43 5.1;

-39 -42 18 32 5.2]1;

lupus=[-49 -25 14 37 4;
-52 -5 15 12 3.4;
-47 -23 14 41 2.3;
-45 -22 14 26 4.3;
-43 -8 14 58 2.7;
-40 -38 15 21 3.2;
-36 -15 15 21 3.6;
-41 -10 15 35 2.8;
-42 -34 15 38 4.3;
-38 -23 16 0 3.4;
-36 —-48 16 6 4.2;
-33 =37 15 50 4];

octans=[-83 -40 14 26 4.31;
=77 =23 21 41 3.73;
-77 -15 0 25 2.8];

carina=[-40 0 8 3 2.25;

-47 -20 8 9 1.83;
-59 -30 8 22 1.86;
-52 -41 6 23 -0.74;
-43 -11 6 37 3.173;

-59 -16 9 17 2.21;
-61 -19 10 17 3.34;
-58 —44 10 27 3.81;
-59 -13 8 31 8.06;
-60 -33 10 43 4.58;
-64 -23 10 42 2.76;
-70 -2 10 13 3.29;
-69 43 9 13 1.69;
-58 -51 10 53 3.79;
-59 -45 8 40 4.31;
-58 -58 9 10 3.43] ;

sagittaurus=[-40 -36 19 23 3.97;
-41 -52 19 55 4.118;
-24 -53 19 36 4.59;
-27 -40 19 6 3.326;
-29, =52 19 2 2.59;
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357

-26 -17 18 55 2.05;
-21 -6 18 57 3.51;

-21 -44 19 04 3.771;
-17 -50 19 21 3.93;
-26 -59 18 45 3.17;
-25 -25 18 27 2.82;
-29 -49 18 20 2.70;
-21 -3 18 13 3.85;

-34 -23 18 24 1.85;
-36 -45 18 17 3.11;
-27 -49 17 47 4.54;
-44 -28 19 22 4.01;
44 -27 19 22 4.01;
-35 -16 19 59 4.37;
-30 -25 18 5 2.98;

—27 -42 20 2 4.54;

-18 -57 19 17 4.88];

centaurus=[-36 -42 13 20 2.73;
-39 -24 13 31 4.6;
-41 -41 13 49 3.41;
-36 -22 14 6 2.06;
-42 -28 13 49 3.42;
-42 -9 14 35 2.35;

-42 -6 14 59 3.14;
-44 -48 13 58 3.87;
-47 -17 13 55 2.55;
-53 -27 13 39 2.30;
-60 -22 14 3 0.61;
-60 -50 14 39 0.01;
-48 -57 12 41 2.17;
-50 -13 12 28 3.91;
-50 -43 12 8 2.57;

-63 -1 11 35 3.13;
-39 -30 14 23 4.41];

aquarius=[-20 -6 23 22 3.97;
-9 -5 23 15 4.248;

-7 =34 22 52 3.722;
0 -7 22 35 4.04;
0 -1 22 28 3.65;
-1 -23 22 21 3.849;
0 -19 22 5 2.942;
-9 -29 20 47 3.77;
-7 -46 22 16 4.175;

-13 -52 22 06 4.279;
-13 =35 22 49 4.042;
-21 -10 23 9 3.679;
-5 -34 21 31 2.87;
-10 -4 22 30 4.81;
-15 -49 22 54 3.28];

o

% Matrix of all Constellations

stars=[cancer;
aries;
cass;
lillbjo;
stobjo;
ceph;
orion;
perseus;
cygnus;
leo;
pegand;
hercules;
bootes;
auriga;
taurus;
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417
418
419

431
432
433
434

gemini;
virgo;
aquila;
pisces;
crux;
libra;
grus;
sculptor;
piscisau;
capricorn;
scorpius;
coronaaus;
lupus;
octans;
carina;
sagittaurus;
centaurus;
aquarius];
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