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Forord

Till att borja med vill vi som jobbat pa arbetet tacka var alldeles ypperliga handledare Andrii
Dmytryshyn, utan honom hade det inte blivit nagon rapport.

Vi har alla gruppmedlemmar gjort &ndringar i alla delar av arbetet, men det finns &nda nagra
aspekter dir vi vill lyfta fram individprestationer. Erik Albinsson l&ste in sig pa teorin kring och
skrev avsnittet om NIHT i stort sett helt sjélv. Petter Ollinen har varit extra delaktig i skapandet
av tabeller och diagram och andra strukturella delar av rapporten och har &ven generellt skrivit
mest. Allan Vahlenberg har varit huvudansvarig for implementationen av SVT och IRLS-GP, samt
allting relaterat till verklig data. For en detaljerad uppdelning av vilket arbete som gjorts av vem
hénvisas lasaren till var dagbok. Dér star varje timme som vi lagt ned pa projektet.

Pa nésta sida finns tabell 6ver vem eller vilka som kan anses ha huvudsakligt ansvar for varje
delkapitel.
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Popularvetenskaplig presentation

Om Alice och Bob néstan alltid brukar ha samma asikt om en film de sett sa borde vi kunna goéra
en bra gissning om vad Alice skulle tycka om en film som Bob &lskar.

Vi borjar med ett litet exempel for att illustrera detta. Alice, Bob, Charlie och David har
betygsatt négra filmer som de har sett med betyg mellan 1 och 5. De filmer som de &nnu inte
hunnit se har de givetvis inte betygsatt vilket &r markerat med 7. Kan vi utifran nagot monster
gissa vad 7 ska vara? David och Bob har satt samma betyg pa bade film 2 och péa film 4 s& deras

Fiim1 Film2 Film3 Film4

Alice 3 ? 1 4
Bob 2 3 ? 1
Charlie 5 4 3 5
David ? 3 ? 1

filmpreferenser verkar vara ganska lika och det verkar troligt att David hade gett film 1 en 2:a
precis som Bob. Aven fér den som gillar sudoku blir detta pusslande svart och till slut omojligt nér
antalet filmer och anvindare 6kar. Du har férmodligen aldrig traffat den personen vars filmsmak
bést matchar din egen.

Lat oss anta att det enda som spelar roll for betyget &r vilken genre filmen &r och hur mycket
skirmtid en viss skadespelare far i filmen, det vill sdga tva oberoende faktorer. Om vi vet att det ar
just tva olika faktorer som paverkar deras sammantagna omdéme om filmerna kan vi faktiskt ta reda
pa de okéinda vérdena 7, oberoende om vi faktiskt vet vilka faktorerna &r. Det finns ndmligen bara
en unik kombination av siffror som gor att alla redan kinda recensioner kan forklaras med enbart
tva faktorer. Om det istéllet hade kunnat forklaras av tre olika faktorer hade mdjliga 16sningar
varit fler och om alla fyra hade haft helt unika smaker hade siffrorna kunnat vara nistan vad som
helst.

Niar det finns miljontals av anvindare och manga tusentals filmer spelar det exakta antalet
faktorer som paverkar smaken inte sa stor roll for vilka siffror som dr mdjliga. S& ldnge faktorerna
som paverkar dr mycket farre &n om alla hade haft en unik smak kan vi alltsd gora en mycket
kvalificerad gissning vad de saknade viardena ska vara. P4 samma sétt kan din favoritstreamingtjanst
rekommendera dig en film som du kommer att tycka om baserat pa vilka filmer du har gillat tidigare.

Vi undersoker hur vl olika algoritmer klarar av att fylla i de saknade virdena. Det &r ganska
sjalvklart att du inte kan fa nagra bra rekommendationer om du inte har betygsatt nagra filmer
alls. Men hur méanga filmer maste folk egentligen ha sett och betygsatt for att ett rekommenda-
tionssystem som bygger pa det hir konceptet ska kunna ge dig bra rekommendationer? Sadana
hér faktorer understks i den hér uppsatsen, forst pa syntetiserad data innan det mynnar ut i bland
annat ett test pa riktig data insamlad av Netflix.

Konceptet med att utga fran antalet oberoende faktorer har manga fler tillimpningar &n bara
fér rekommendationer. Samma princip kan anvéndas for att aterstélla skadade bilder, ssmmanstélla
fullstéandig genstruktur fran flera ofullstdndiga delar, f& maskininldrningsmodeller som &r tranade
pa ett fall att fungera pa manga andra liknande fall, samt for att sjalvkorande bilar skall kunna
halla koll pa skymda objekt i omgivningen. Lagrangkomplettering av matriser, som &r namnet pa
konceptet och dessutom titeln pa detta arbetet, &r darfor ett viktigare och viktigare &mne i en
alltmer datadriven varld.



Sammandrag

Denna kandidatuppsats jamfor tre algoritmer for lagrang matriskomplettering: Singular Va-
lue Thresholding (SVT), Iterative Reweighted Least Squares Gradient Projection (IRLS-GP)
och Normalized Iterative Hard Thresholding (NIHT). Algoritmernas prestanda utvirderas pa
bade syntetisk och verklig data for att identifiera deras styrkor och brister under olika forut-
sédttningar. Resultaten visar att SVT lampar sig bast d& hog kompletteringsnoggrannhet ar
viktigt for ett stort urval av matriser av olika typ. IRLS-GP fungerar mycket bra pa speci-
fika lagrangmatriser men &r starkt beroende av ett parameterval dir antingen stabilitet eller
tidsatgang prioriteras. Om den sanna matrisrangen ar kind i forvig, visar sig NIHT ofta vara
det mest effektiva valet.

Abstract

This bachelor thesis compares three algorithms designed for low-rank matrix completion:
Singular Value Thresholding (SVT), Iterative Reweighted Least Squares Gradient Projection
(IRLS-GP) and Normalized Iterative Hard Thresholding (NIHT). The performance of the
algorithms is evaluated on both synthetic and real-world data to identify their strengths and
weaknesses under varying conditions. The results show that SVT is most suitable when high
reconstruction accuracy is desired for a wide variety of different matrices. IRLS-GP works
very well on specific low-rank matrices but relies heavily on a parameter choice where either
stability or time consumption is prioritized. When the true rank of the matrix is known in
advance, NIHT is often the most effective choice.
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1 Inledning

Det dr inom méanga omraden vanligt forekommande att endast partiell data kan samlas in. Det kan
bero pa vitt skilda faktorer sasom att det ar omotiverat dyrt eller pa annat sitt kostsamt att utféra
experiment eller for att den 6nskade dataméngden helt enkelt inte ar tillgdnglig. Ett kint exempel
ar hur Netflix 2007 utlyste en tévling for att férbéttra deras filmrekommendationssystem [10].
Med deras miljontals anvindare, ofantligt stora bibliotek och en affirsidé som bygger pa att deras
anviandare inte ska ha sett alla filmer, saknades givetvis data i termer av anvindarrecensioner. Att
rekommendera nya filmer till sina anvindare baserat pa vad de tyckt om tidigare ar ekvivalent med
att fylla i, eller atminstone gissa, de saknade recensionerna, det vill siiga datapunkterna. Manga
av de presenterade 16sningarna i tévlingen utgick fran det koncept som detta arbete &r ténkt att
djupdyka i, ndmligen lagrangkomplettering av matriser.

Det huvudsakliga antagandet som en sadan komplettering bygger pa ar, som namnet antyder,
att matrisen ar av 1lag rang. I termer av Netflixexemplet innebér detta att det inte finns lika manga
filmsmaker som det finns anvindare. Mer matematiskt innebér det att den matris som data ordnas
i endast har ett fatal linjart oberoende komponenter. Utéver det ndmnda Netflix-problemet finns
det manga andra fall dér detta antagande antingen &r rimligt eller nédvéndigt. Exempelvis &ar det
da mojligt att reducera komplexiteten av ett annars omdjligt problem till en sadan niva dar det
kan losas.

1.1 Syfte

Syftet med projektet ar att komplettera lagrangmatriser med hjélp av algoritmerna SVT, IRLS-GP
och NIHT for att sedan utvirdera dem med avseende pa tidsatgang och noggrannhet pa syntetiska
och verkliga dataméngder. Darutéver ar syftet att undersoka vilka dataegenskaper som péaverkar
algoritmernas prestation.

1.2 Problemformulering

Specifikt &mnar vi svara pa foljande fragor:
e Hur paverkar valet av parametervirde respektive algoritms prestation och hur bor de véljas?
e Hur presterar algoritmerna pa syntetisk respektive verklig data?

e Vilka faktorer spelar storst roll for algoritmval?

1.3 Avgransningar

De valda algoritmparametrarna och dataméngderna ar begrinsade av prestanda motsvarande en
normal persondator. Vidare ar urvalet av dataméngder begrénsat. Som syntetisk data anvinds ute-
slutande matriser med Gaussiskt fordelade virden mellan 0 och 1. De tva verkliga dataméngderna
ar bada inom omradet recensioner vilket inte pavisar prestation inom andra tillimpningar.

Teorin som presenteras ar néra anknuten till linjar algebra och i synnerhet singularvirdesde-
komposition. Teori kopplad till exempelvis optimering, daribland begreppet konvexitet, kommer
behandlas mycket ytligt.

2 Teori

I f6ljande kapitel presenteras forst den matematiska bakgrunden och teorin som &r nédvandig for
kompletteringsproblemet. Detta mynnar ut i en presentation av de tre algoritmerna.

2.1 Singulidrvirdesdekomposition (SVD)

Ett kraftfullt verktyg for att extrahera information fran matriser ar singuldrvirdesdekomposition.
Detta &r en faktorisering som bryter ner matrisen i tre olika komponenter. Antag att A &r en matris



av storlek m x n dir att utan forlust av generalitet m > n. Da géller det att A kan faktoriseras
enligt

op ... 0
Ay oo Ay Up oo U] |0 0 | Vin oo ia]”
; = o e ] A IPEGY
Ama . Ampn Uni . Unm : : Voi oo Van
0o ... 0
Da A € C"™*" 4r U := [U; 4] och V := [V, ;] unitéra matriser, den komplexa motsvarigheten

till ortogonala matriser, av storlek m x m respektive n x n. 3 &r en m X n rektangulér diagonal
matris med de singuldra virdena o; dér ¢ € [1,n]. V* ar det komplexkonjugerade transponatet av
V. Det ar vanligt forekommande att, utan forlust av generalitet, anta att elementen i 3 &r ordnade
s& att o1 > ...0, > 0 vilket fortséttningsvis kommer vara underfoérstatt. Lat oss precisera detta i
foljande sats.

Sats 2.1. |12, s.367] Lat A € C™*™ vara en godtycklig matris. D& kan A faktoriseras enligt
A =USV* 2)

dér kolumner i U € C™*™ 4r egenvektorer till AA*, kolumner iV € C™*" &r egenvektorer till
A*A, och ¥ &r en rektangulir diagonalmatris med diagonalelement /); for egenvirdena \;
tillhérande bade AA* och A*A. Vidare kallas de nollskilda diagonalelementen i X singuléra
varden o; till A.

Notera att antalet singuldra virden ar detsamma som rang(A).

2.2 Matrisnormer

For att jamfora olika matriser och pé sa satt kunna utvérdera hur lik en approximation &r en kénd
matris dr det nédvandigt att inféra tva olika typer av matrisnormer.

Definition 1 (|12, s.480]). Lat A € C™*". D& definieras Frobeniusnormen [|A|/, av A
enligt

Al =

dar A; ; ér element i A.

Vi utnyttjar Frobeniusnormen for att jamfora matriser och i synnerhet skillnaden mellan sadana.
Definition 2 (|3, s.721]). Lat A € C™*™. Da definieras den nukledra normen ||A||, av A
enligt

Al = igi = tr (x/ﬂ), (4)

dér o; ar det i:te storsta singuldra vardet till A.

Den nukledra normen &r anvindbar d& den kan anvéindas som surrogat for rang, se kapitel

2.3 Lagrang matrisapproximation med SVD

En viktig tilldmpning av SVD &r att med de singuldra virdena identifiera monster i en matris. Lat
o1,...,0, vara singuldra virden till en matris A med rang r. Det visas i [4, s.216] att den bésta
approximationen av rang s till A, sett till Frobeniusnormen, erhalls genom singularvirdesdekom-
position dér samtliga singuléra varden mindre &n de s storsta singuldra vérdena sétts till 0. Det
innebér att A,pprox 1 ekvation ar den basta approximationen av rang s som ar mojlig att gora



for A.

oo ... 0 0 ... 0
Ui Uim 0 : 0 0 Via Vial®
. Os
A~ Aapprox = t o 0 0 0 5)
Um,l Um,m Vn,l Vn,n
0 ... 0 0 ... 0]

Exempel 2.1. I figur [I] visas hur en bild kan approximeras med matriser av ligre rang genom att
sétta de minst signifikanta singuldra viirdena till 0. Det vill siga att om bilden fran bérjan ar av
rang r si approximeras den med matriser med rang |0,05r]; |0,01r] respektive [0,001r].

(a) Originalbild (b) 95% singuléra varden borttagna

(c) 99% singuldra virden borttagna (d) 99,9% singulira virdena borttagna

Figur 1: Paverkan pa bild d& minst signifikanta singuldra virden &r borttagna. Originalbild foto-
graferad i Italien av Erik Albinsson.

Om nagonting a&r numeriskt approximativt
lagrang innebar detta inte att alla singuldra
viardena storre &n den rangen &r 0 som ovan
beskrivits. I figur [2] ses hur storleken pa de
singuldra vdrden skiljer sig at for en matris
som &r av full rang, en matris som ar approx-
imativt lagrang och en matris som de facto ar
lagrang. Att den riktiga lagrangmatisens singu-
lara varden inte ar identiskt lika med O beror
pé numeriska fel och maskinprecision i SVD-
uppdelningen.

Figur 2: Storleken for de singuléra vardena for tre
olika matriser med olika rangegenskaper.



2.4 Minimering av rang

En essentiell aspekt av att 16sa matriskomplettering och dataaterhdmtning &r att 16sa minime-
ringsproblemet

minimera rang(A)
givet att A;; = M;;, (i,7) € Q,

(6)
dir Q dr mingden som innehaller positioner (7,j) dar M har kiinda element definierad som Q =
{(i,4)|M;; &r observerad}. Artikel [3] beskriver att problemet i (6] &r ett NP-svart problem [5] och
alltsa inte av stor praktisk anvindning. Vi vill istéllet finna en surrogatfunktion fér matrisrangen
som &r enklare att minimera. Ponera att vi har en matris M med dimensioner m x n och rang r
med |Q] observerade element, da finns det konstanter C, ¢ si att om

Q| > Cm"?rlog(m)
haller, da géller det att 18sningen till den konvexa avslappningen [1, s.8§]

minimera ||A|.
givet att A;; = M, (4,7) € Q

(7)
ar unik och lika med M med sannolikhet p > 1 — cm =2 log(m) |3]. Alltsa aterhiimtar 16sningen till
minimeringsproblemet M med hég noggrannhet dven fér enbart ett fatal kiinda element da M
har lag rang.

2.5 SVT algoritmen

SVT (singular value thresholding) algoritmen [2] bygger pa det tidigare ndmnda konceptet att
vi kan approximera det NP-svira optimeringsproblemet @ med den konvexa avslappningen @
vilket i SVT ytterligare modifieras till . Operatorn Pq projicerar elementen i X pa de kidnda
elementen och #r definierad i definition 4l Termen med den kvadrerade Frobeniusnormen straffar
avvikande virden pa de kinda elementen och 7 &r en positiv parameter.

. . 1 2
minimera ™1 X], + 9 X[ (8)
givet att Pq(X) = Po(M).

Innan vi kan bygga vidare pa algoritmen behéver vi introducera nagra centrala begrepp. Vi behover
en krympningsoperator som ser till att vi, i varje iteration, skapar en lagrangmatris.

Definition 3 (Krympningsoperatorn (Shrinkage operator) D,). For en matris A med A =
UXV* definieras operatorn som

D.(A) := U diag (max(o; — 7,0)) V*

dar 7 ar en positiv parameter som avgor hur mycket de singuldra vardena minskas i varje
iteration.

For att hantera méngden av de observerade elementen ) i en matris M ar det anvandbart att
inféra projektionsoperatorn Pg som projicerar en matris X pa matrisrummet inducerat av €.

Definition 4 (Projektion pa observerade element). Lat Q vara en godtycklig mingd av
talpar (,7), d& definieras projektionsoperatorn P agerande pd matrisen X enligt

X;; om (i,5) € Q,
(PaX));; = { uoom ()
0 annars.
I SVT algoritmen finns det tva parametrar, ndmligen 6 och 7. I varje iteration tas ett steg
riktat s& att vi ndrmar oss M;; for alla (¢, j) € €, alltsa de kéinda vérdena. Steglingden betecknas
0 och valet av § paverkar ddrmed konvergenshastigheten. Optimal storlek pa § varierar mellan

problem men empiriska studier 2| pekar pa att ett bra val ar 6 = 1,2%, dar m x n ar storleken



pa matrisen M och |Q] &r antalet kiinda element i M. I |2]| skrivs det att algoritmen &r garanterad
att konvergera Vo € (0,2) fran vilket faktumet att konvergens inte &r garanterad for matriser med
mer an 40% saknade virden, d& & valjs enligt ovan, blir uppenbart. Parametern 7 aterfinns i bade
och i D,. T |2] framgar det att Frobeniusnormen och den nukledra normen for en kvadratisk
matris med storlek n x n med Gaussiskt férdelade element mellan 0 och 1 har vantevirden pa n/r
respektive nr. En lamplig viktning i anses vara att termen med den nukledra normen skall vara
10 ganger s& stor som den med den kvadrerade Frobeniusnormen|2|. Saledes dr utgdngspunkten
7 = bn vilket givetvis skalas beroende pa de férvintade vardena.

Det har visat sig i bade egna numeriska experiment och papekats i [2] att med startmatris
Y% = 0 minskar inte residualerna i de forsta iterationerna. Genom ett smart val av startmatris for
den forsta iterationen YO = kodPq(M), med kg definierat enligt @, kan dessa effektivt hoppas
over,

o= | ST ®

Med detta sagt kan vi nu beskriva hur algoritmen som beskrivs i 2] fungerar steg for steg.
e Initialisera en matris Y° = kodPq(M) som uppdateras under iterationerna. Sétt k = 0.

e Berikna for varje iteration k > 0 singulérvirdesdekompositionen Y* = USV* dir sedan
krympningsoperatorn anviands for att minska eller nollsétta de mindre signifikanta singuléra
virdena D, (Y*) = Udiag(max(o; — 7),0)V*.

Sétt sedan X 1 = D, (Yk ) som den nya approximationen av M samt uppdatera YL =
Y 4 0Po(M — XFTY). Sitt b=k + 1

e Fortsitt tills stoppvillkor eller eventuella maximala antal iterationer har uppnéatts. Residualen
beréknas i [2] och denna rapport som

ceon o PCXE DI
PoM)lr

dar stoppvillkoret ar egyT < €401 for en forutbestdmd toleransniva €.

(10)

e Returnera X* som en lagrangkomplettering av M

Fullsténdig pseudokod for SVT algoritmen si som den ér presenterad i artikel |2] terfinns i algoritm
m

Vi kan nu komplettera matriser som innehéaller okénda element, vilka kan vara skadad data eller
data som inte insamlats som behéver approximeras. Vi visar detta i féljande exempel.

Exempel 2.2. I figur [3| visas en bild dar 50% av slumpméssigt valda pixlar saknar virden. Trots
det kan bilden aterhdmtas med god noggrannhet.

(b) Bild dér 50% av pixlar sak-
(a) Originalbild nar virden (c) Aterskapad bild

Figur 3: Ett exempel pa hur SVT kan anvindas for att aterhdmta en bild fastin 50% av dess
virden saknas. Originalbild ritad av Nisa-Nur Cann, anvinds med hennes godkdnnande.



Algoritm 1 Pseudokod for SVT algoritmen frén |2]

Input: 2 and sampled entries Pq (M), step size §, tolerance €, parameter 7 and maximum iteration
count Kmax
Output: Mcomp
1: Description: Recover a low-rank matrix M from a subset of sampled entries
2: Set YO = k‘o(SPQ(M)
3: Set g =0
4: for k =1 to kpax do

5: Set s, =rp_1+1

6: repeat

7: Compute [UF~1 Bk=1 vF-1]_

8: Set s, = s + /4

9: until Ufk_je <T

10: Set 7, = max{j : af‘l > 7}

1 Set Xk =370 (of Tt - ) UFTVI!
. e IPo(XF—M)|

12: if W S e then

13: break

14: end if

15: for each (i,j) do

16: if (i,7) ¢ Q then

17: Set Vi =0

18: else

19: Set Y = Y5~ +6(My; — XF)

20: end if

21: end for

22: end for

23: return My, = X* as the low-rank completion of M.

2.6 IRLS-GP algoritmen

Den andra algoritmen som anvénds for matriskomplettering for matriser med lag rang som vi
kommer undersoka dr en IRLS (iterative reweighted least squares) algoritm, mer specifikt IRLS-
GP (iterative reweighted least squares gradient projection) algoritmen. En central komponent i
IRLS-GP algoritmen &r den slita Schatten-p funktionen.

Definition 5 (Sldta Schatten-p funktionen [8]). Den sldta Schatten-p funktionen definieras

som
n

Fo(X) = (XX 4+ AD)P/2) =Y “(a2(X) +7)P/, (11)
i=1
dar 0 < p och v > 0 &r positiva konstanter.
Nagra egenskaper for den sldta Schatten-p funktionen &r att da v = 0 och p = 1 géller f1(X) =
||X||«. Aven, d& p > 0 &r f,(X) deriverbar samt da p > 1 ir f,(X) konvex.
Utifran definitionen av den sldta Schatten-p funktionen gar det &ven att hérleda foéljande
lemma.

Lemma 2.1 (|§]). Da p = 1 kan vi for slidta Schatten-1 funktionen hérleda olikheten
[ X[« < f1(X) < [IX][s +ma/7,

dér m x n ar storleken pa matrisen X.

Lemma visar att f1(X) &r en ovre begrinsning men dven en nira approximation till den
nukledira normen da + ar litet, samt att da v — 0 gar dven f1(X) mot ||X]|.. Detta dr egenskaper
som algoritmen utnyttjar.

Istéllet for att minimera problemet @ med nukledra normen minimerar IRLS-GP algoritmen
den sldta Schatten-p funktionen som fungerar som en deriverbar och néra surrogatfunktion till



problemet som vi vill 16sa. Alltsd approximerar vi nukledra normen som

1X[[e = tr((X*X)?) & f,(X) = tr((X*X +1)P/?) =
= tr((X*X + AP 1 (X*X +41)) =
= tr(W,(X*X + 1)) ~ tr(W,X*X),

dir W, #ir en viktmatris definierad som W, := (X*X +~1)P/2~1 [g].

For att nu minimera Frobeniusnormen tr(W,X*X) anvinder IRLS-GP metoden Frobenius-
normens deriverbara egenskap och utfor iterativt en gradientnedstigning for varje iteration £ > 0
och sitter Xiemp = Xeemp — 5° VII(Wr X Xeemp), dir Vir(WiX, Xeemp) = 2Xtemp W och

temp temp
1-p/2

. . v,
s* dr en stegstorlek parameter som definieras som s* := 1 [g].

De tva for algoritmen relevanta parametrarna ar p och ~. p kan véljas fritt i intervallet [0, 1]
med konsekvenser fér bade stabilitet och berékningstid. o véljs enligt [8] till vo = . || M|, dér 7.
ir en skalningsfaktor som enligt [8] bor viljas till 7. = 1 x 1072

Vi kan nu beskriva hur IRLS-GP algoritmen fungerar.

1-p/2
e p/
2

e Initialisera en matris X° = Oyxn, Yo > 0 och s° =
iterationerna. Satt £ = 0.

som kommer uppdateras under

e Berdkna for varje iteration k£ > 0 hjélpmatrisen X¢emp = X* och viktmatrisen Wl; =
(XF)*XF 4 4,1)P/2-1, Utfor direfter gradientnedstigning, tills ett konvergens villkor nas,
iterativt som X¢emp = Pae(Xiemp — sttcmka) + Po(M). Dar Q€ &ar de element vi inte
kdnner till den ofullstdndiga matrisen M. Allts& utfors gradientnedstigning pa elementen vi

inte kénner till i M medan alla kiinda element ar bevarade.
1-p/2
Sitt sedan XA+ = Xtemp Och VAlj yr11 s& att 0 < yy1 < v, och lat ghtl = Titl  Qipe

2
k=Fk+1

e Fortsétt tills stoppvillkor eller eventuella maximala antal iterationer har uppnatts. Residualen
beréknas i denna rapport som

X = X e
€IRLS ‘= — v (12)
IM]|F
dar stoppvillkoret ar errs < €io) fOr en forutbestdmd toleransniva €.
e Returnera X* som en lagrangkomplettering av M

Nedan ses fullstdndig pseudokod for IRLS-GP algoritmen s& som den &r presenterad i artikel [8].

Algoritm 2 Pseudokod for IRLS-GP algoritmen fran [§]
Input: 2 and sampled entries Po(M), parameter p and parameter vy
Output: Momp

1: Set k = 0. Initialize X° =0, 70 > 0, 59 = ,yé—p/2;

2: while IRLS iterates not converged do

p/2—-1
5 Wk= ((Xk)Txk + ka) .
4: Set Xtemp = Xk,
5: while Gradient projection iterates not converged do
6: Xtemp = Pqe (Xtemp — Sk Xtemp Wk) + Pa (XO)§
7 end while
8: Set XFk+1 = Xtcmp;

’Yl—p/2

9: Choose 0 < Vrq1 < Viy Skl = —5—;

10: k=k+1;
11: end while
12: return Moy, = X* as the low-rank completion of M.




2.7 NIHT algoritmen

Den tredje och sista algoritmen vi beskriver dr en THT (iterative hard thresholding) algoritm, dér
vi antar att rangen r fér matrisen vi vill komplettera ar kdnd. Eftersom rangen &r kind, 16ser
vi inte léingre minimeringsproblemet (6]) som i de tidigare algoritmerna (SVT, IRLS-GP). Istéllet
forsoker THT 16sa foljande minimeringsproblem:

minimera ||b — A(X)|3 13

givet att rang(X) = r. (13)
Har ar A(-) en operator som projicerar de kiinda véirdena fran en matris till en vektor |13] och
b= A(M) #r de kiinda viirdena fran matrisen M vi forsoker komplettera.

En vanlig metod for att 16sa ar att iterativt ta steg mot malfunktionens negativa gradient,
det vill siiga i riktningen 2A4*(b — A(X)). Hir fungerar A*(-) genom att omvandla en vektor till
en matris med samma dimensioner som M, dér de kinda virdena placeras pa sina ursprungliga
positioner och dvriga element sitts till noll. Exempelvis dr A*(b) = M.

Innan vi konstaterar hur detta anvinds for att iterativt uppdatera X**1 behover vi foljande
definition.

Definition 6 (Hard troskeloperator (hard thresholding operator)|13]). Den héarda troskelo-
peratorn definieras som H,(X) := UX, V* déar

3(i,0) i<,

B (i,1) = {0 1>

Den héarda troskeloperatorn H,.(X) anviands for att begrénsa matrisens rang till hogst r. Detta
gors genom att utféra SVD av X och sétta alla singuldrvirden utéver de r storsta till noll.
En enkel IHT metod for att 16sa ar att iterativt uppdatera

XM = 1, (X 4 p AT (0 - AXH)), (14)

med konstant stegstorlek . NIHT (normalized iterative hard threshold) dr en utveckling av denna
metod, dar istéllet for ett konstant virde péa p, uppdateras det iterativt for snabbare konvergens.

NIHT bygger pa idén att dd X* niarmar sig den sanna matrisen sker de storsta fordndringarna
framst i de singuldra virdena snarare &n i de singuléra vektorerna. Darfor sker uppdateringar i de
riktningar som motsvarar de dominerande singuléra vektorerna [13|. Darmed &r foljande definition
anvandbar.

Definition 7 (Projektion till singuldra vektorer). Projektion till det delrum som &r spannet
av de r férsta viinstra respektive hogra singuldra vektorer definieras som P¥; := U, U}
respektive P’{, =V, 'V}, dar Xk = U3, V.
Eftersom vi vill minimera felet samtidigt som vi vill behalla matrisens laga rang, kan gradienten
projiceras pa delrum som definieras av de vénstra eller hégra singuldra vektorerna, eller bada
samtidigt. De olika kombinationerna ger oss tre olika sokriktningar

b= PhA*(b— AXY)),
pi= AN B - AXF)PY,
Wi = PHA* (b — AXF))PY,.
Genom att anviinda nagon av dessa sokriktningarna tvingar vi X**+1 att halla sig inom de
projicerade delrum vi far fram. Detta leder till att vi inte hittar den optimala l6sningen om den
inte ligger 1 de sokriktningarna som finns i det projicerade delrummet [13].

Aven om dessa projicerade riktningar inte direkt anviinds for att bestdmma sokriktningen i
NIHT algoritmen, ger de viktig information fér att vélja en lamplig stegstorlek. De tre tidigare



namnda projicerade riktningar motiverar féljande stegstorlekar,
. [PGA™(b — AX))[[E ’
[APHA* (b — AXF)))[13
o A AKEPY
[|A(A* (b — AXK))PY, )13
o IPEA G~ AP
|APEA* (b — AXE))PY)|I3

dér p} har observerats ge bést empiriska resultat [13]. Alltsad anvinder NIHT samma iterativa
uppdatering av X**1 som IHT i ekvation men med stegstorlek p = p¥ som uppdateras
iterativt.

Nedan foljer en beskrivning av NIHT algoritmen.

e Initialisera X° = H,.(A*(b)) samt Uy som de forsta r singuliira vektorerna av X° som upp-
dateras under iterationerna. Satt k = 0.

e Berikna for varje iteration k& > 0 projektionen P¥ = U U; samt stegstorleken pj!.

o Sitt XFH =, (X* 4 pA* (b — A(XF))) samt Uy, som de forsta r singulira vektorer av
XHFHL Sitt k =k + 1.

e Fortsitt tills stoppvillkor eller eventuella maximala antal iterationer har uppnatts. Residualen
beriiknas i [13] som |[b — A(XF)||, dér i denna rapport en normeringsterm har lagts till och
beréknas som

b — AXH),

18]l
dar stoppvillkoret ar entuT < €401 fOr en féorutbestdmd toleransnivé €.

ENIHT -— (15)

e Returnera X* som en lagrangkomplettering av M

Nedan ses fullstindig pseudokod for NIHT algoritmen s som den &r presenterad i artikel [13].

Algoritm 3 Pseudokod for NIHT algoritmen fran [13|

Input: Rank 7, operator A(-) and observed data b = A(M)
Output: Momp.

1: Set k = 0. Initialize X° = H,.(A*(D)).

2: Compute Uy, the top 7 left singular vectors of X°.

3 while I2=40OI > 4ol do
4: Set the projection operator P¥, = U, U;.
5: Compute step size:
. IPGA* (b — AXM))I[E
|APHA* (b — AXF)))[3
6: Update:

X = 1, (X + A7 (B — ACXY)))

7: Let Uy be the top r left singular vectors of X*+1.
8: Set k =k -+ 1.

9: end while

10: return Mo, = X* as the low-rank completion of M.

3 Metod

Samtliga algoritmer implementeras i programspraket Python (version 3.13.0) och koden aterfinns
i appendix [A] Implementationerna féljer i huvudsak pseudokoden presenterad i kapitel [2] med



undantag for nagra ad hoc-lésningar som specificeras déir det ar aktuellt. De paket som anvinds
ar NumPy och SciPy da det &r erkéint att dessa utfor exempelvis singulérviardesuppdelningar pa ett
effektivt sétt.

3.1 Parameterval

Undersokningen av vilka parametervirden som fungerar bra for vardera algoritm &r explorativ
till sin natur. Arbetet har i mangt och mycket skett parallellt med implementationen av algorit-
merna och utformningen av de andra testerna. Utgangspunkten har varit de i artiklarna |2} |8,
13| rekommenderade virdena men med malet att bekrifta dessa med egna numeriska experiment.
Ytterligare laggs stor vikt vid att forklara varfor och under vilka forutséttningar dessa faktiskt
fungerar samtidigt som alternativa vérden utvirderas och i vissa fall forkastas.

3.2 Syntetisk data

De syntetiska dataméngderna bestar av kinda matriser som garanterat ar lagrang. Det dr mojligt
att skapa sadana genom att slumpmassigt generera tva matriser A, «x, och B, «,. Da giller det att
produkten Mg,n,n = AB dr en m X n matris av hogst rang r och med véldigt stor sannolikhet exakt
rang 7. En slumpméssig mask kan sedan appliceras for att fa en matris M med 6nskad gleshet,
dér det med gleshet menas andelen okénda element att komplettera. For implementation av hur
matriserna genereras se appendix [A1]

Fordelen med detta tillvigagangsséitt ar att en jamforelse med ett sant vérde kan goras. Lat
Miomp vara den kompletterade matrisen. De residualer egyr, €irLs och exmar (se , och )
som berdknas i varje iteration skiljer sig a4t mellan algoritmerna vilket inte tillater en meningsfull
jamforelse. Exempelvis dndras inte de redan kdnda virdena i IRLS-GP, vilket med felmattet for
SVT hade blivit 0 vid varje iteration. For att kvantifiera felet i kompletteringen pa ett sétt som
tillater en jamforelse anviinds istéllet e definierat i . Skillnaden mellan den kompletterade
matrisen Myomp och den sanna matrisen Mgan, beréknas med Frobeniusnormen och normeras
mot Mgann for att svaret skall vara oberoende av storleken pa de ingdende elementen.

L ”Mkomp - Msann”F
||Msann||F

Testerna ar utformade enligt fljande. Toleransnivan e,iq, vilken &r unik for varje algoritm och
definierad i 7 respektive , viljs for samtliga tester till €, = 1 X 10~%. For varje given
kombination av matrisstorlek, rang och andel okénda vdrden genereras slumpméssigt fem olika
matriser. Matriserna kompletteras med samtliga algoritmer, dar samma matriser anvinds for varje
algoritm for att sdkerstélla en rattvis jamforelse. Felet for de kompletterade matriserna berdknas
enligt ovan, och antalet iterationer innan konvergens samt kérningstid noteras. Resultaten fran de
fem matriserna anvinds darefter for att berdkna ett medelviarde for varje algoritm for varje given
storlek, rang och gleshet. Se appendix for testerna implementerade i Python.

(16)

3.3 Verklig data

Forutom tester pa kind syntetiserad data testas dven algoritmerna pa tva verkliga dataméngder.
Denna data har inte kidnd rang och det ar inte heller mojligt att jamfora kompletteringen med
en sann matris, det vill sdga att € inte kan berdknas. Istéllet delas alla kdnda element upp i
en kompletteringsmingd Qiomp och en testmangd Qyest, dér 90% tillhor kompletteringsméngden
och 10% tillhor testméngden. Algoritmerna far elementen tillhérande Qyomp som indata for att
komplettera och dér alltsa elementen som tillhér testméngden dr att betrakta som saknade. Efter
kompletteringen jamfors elementen pa positioner tillhérande testméngden med motsvarande virden
i densamma for att utvirdera algoritmens prestation.

Vi infor darfor e€qe;, vilket r mycket likt e fran men med skillnaden att jamforelsen endast

sker pa testméngden.

P ||PQtest (Mkomp - Morginal) HF (17)
~ | Pﬂtest (Morginal) ||F

I nedanstaende avsnitt diskuteras hur dataméngderna &r konstruerade, samt en etisk avvigning.
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3.3.1 Netflix Prize

Datamingden som anvéndes for Netflix Prize [10], finns att hitta pd Kaggle [11] dir den sam-
manstéllts i samarbete med Chris Crawford. Dataméngden innehéller 17770 filmer och 480 189
anvéindares recensioner med heltal mellan 1 och 5 med en gleshet pa 0,85. Av praktiska skil gors
en avgransning till 1000 filmer, och hinsyn tas bara till de 1000 mest aktiva anvidndarna pa dessa
filmer. Detta resulterar i en kompletteringsméangd pa 1000 x 1000 element varav 86,5 % ar okdnda.

3.3.2 Jester Collaborative Filtering Dataset

Dataméngden for Jester Collaborative Filtering Dataset hérstammar fran UC Berkeleys Jester-system
[6] &r sammanstéillt av Aakaash Jois pa Kaggle |7] under en CC BY-NC-SA 4.0 licens. Dataméngden
bestar av kontinuerliga betyg mellan —10 och +10 fér 100 skdmt, satta av totalt 73 421 anvéndare.
Dataméngden avgrénsas till de 3000 mest aktiva anvdndarna och ger da en kompletteringsmangd
innehéllande 100 x 3000 element dar 10,3 % av dessa dr okinda.

3.3.3 Etiskt relevanta aspekter

Netflix Prize data var inte lika anonym som Netflix ursprungligen hivdade. Efter att Narayan och
Shmatikov 2007 pavisat 9] att det var mojligt att, med hjilp av Netflix Prize data samt allmént
tillgénglig data fran IMDDb, ta reda pa kénslig privat information fran anvindare, stdlldes framtida
Netflix tavlingar in. Vidare papekar de att efter sddan identifiering gjorts kan den framtagna
informationen anviandas for att bryta framtida anonymiserade dataméngder. Saledes gors valet att
inte publicera vidare den delmingd som anvénts och i storsta mdéjliga man inte anvinda data som
inte ar nodvandigt for projektet.

All data &r inhdmtad med anvindares samtycke och anvéinds enligt géllande licenser. Vidare
kommer en kopia av uppsatsen skickas till Netflix respektive Ken Goldberg [6] i enlighet med
onskan pé deras hemsida.

4 Resultat

Foljande resultatdel ar utformad i kronologisk ordning dar delresultat, sdsom parameterval, som &r
nddvindiga for senare tester presenteras forst. Eftersom resultaten och i synnerhet insikterna som
gjordes till f6ljd av dessa &r sa pass viktiga for senare delar fors en diskussion om dessa 16pande,
medan en mer 6vergripande diskussion om metoderna sparas till diskussionskapitlet.

4.1 Parameterval
4.1.1 SVT:s 7 och ¢

Valet av parametrar i SVT visar sig vara av yttersta vikt och daliga val av 7 och § visar sig
kunna ge otroligt daliga resultat. Till att borja med ger ett for litet viirde pa 7 en véldigt snabb
konvergens da residualer snabbt blir sma, vilket &ven kan ses och forklaras i . Eftersom SVT:s
residual berdknas med Frobeniusnormen &r detta tamligen sjdlvklart da ett litet 7 later termen
med Frobeniusnormen dominera och pa s& sétt effektivt minimerar med avseende pa dessa utan
att minimera rangen. I figur [4 visas till vinster hur beteendet paverkas nir 7 viljs for litet. Till
hoger i figur [ ses istéllet ett lampligt val av 7 = 5n. Detta resulterar i en langsammare konvergens
men forhindrar samtidigt att rangen nar full rang.
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(a) Ett litet tau ger snabb konvergens
och rangen nar snabbt till full rang.

(b) Parametervalet 7 = 5n ger langsam
konvergens och korrekt rang.

Figur 4: En 500 x 500 matris med rang 10 och 20% saknade véirden har kompletterats med SVT
for olika viarden péa 7. Notera skillnaden i antal iterationer.

Som diskuterades i [2.5] &r konvergens en-
dast garanterad for 6 € (0,2) vilket snabbt
kan téankas bli problematiskt nér andelen kinda
element minskar. Numeriska experiment visar
att det i manga fall konvergerar dven for hog-
re § men dven detta &ar starkt kopplat till an-
delen kdnda element. Standard-parametervalet
6= 1,2% ar for de flesta matristyper ett bra
val. Med lag andel kinda element ar det § som
standard-parametervalet ger for stort for algo-
ritmen vilket ses i figur[5} Ett konsekvent val av
0 < 2 hade forvisso garanterat konvergens men
potentiellt saktat ner kovergenshastigheten till
en niva dar residualerna inte konvergerar innan
eventuella iterationsbegrédnsningar uppnatts.

4.1.2 IRLS-GP:s p och ~,

Figur 5: En 500 x 500 matris med rang 10 och
95% saknade varden, vilket ger § = 24, har kom-
pletterats. Notera det oscillerande beteendet efter
ungefar 200 iterationer.

Relevanta parametrar for IRLS-GP algoritmen som maste véljas &r p och «.. p anvdnds for att
beriikna viktmatrisen W, och stegstorleken s, och . anviinds vid beriikningen av 7" = ~.|[M||2.

I enlighet med vad som némuns i artikel [§], ger p = 0 snabb men for vissa matriser dalig
konvergens, medan p > 0 &r langsammare men mer konsekvent ger konvergens. Detta visas tydligt
i figur [f] dir IRLS-GP inte konvergerar fér matriser med en gleshet pa 0,7 och rang r = 10 da

p=0.
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(a) En 500 x 500 matris med rang € {5,10} och 50% (b) En 500 x 500 matris med rang € {5,10} och 70%
saknade vérden. saknade varden.

Figur 6: En 500 x 500 matris med rang € {5, 10} med 50% (vénster) respektive 70% (hoger) saknade
varden har kompletterats med IRLS-GP for olika viarden pa p, och total tid har noterats. I testerna
har v = 0,01 anvénts.

Ett for litet val av . visar sig kunna orsa-
ka problem. I figur [7] ses det f6r en 100 x 100
matris hur valet 7. = 1 x 1072 kan leda till
att algoritmen inte konvergerar. Det ar vart att
notera att detta problem inte uppkommer var-
je gang utan enbart da och da. Vidare ses det
i figur [7] att ett mindre 7. kréiver firre itera-
tioner da konvergens faktiskt uppnéas. Valet av
7e = 1 x 1072 har ensamt inte orsakat konver-
gensproblem i nagra av de numeriska testerna
som har gjorts och anses darfor i enlighet med

[8] vara ett bra val.
Figur 7: En 100 x 100 matris med rang 10 och 50%

4.1.3 NIHT:s r saknade viarden har kompletterats med IRLS-GP
for olika véarden pa . dér total tid har noterats.
Den mest relevanta parametern som NIHT an- 1 testet har p = 0 anvénts.
vander for att komplettera lagrangmatriser ar
dess rang r. I figur [8] ses att om 7 Gverensstam-
mer med den sanna rangen fas snabb konver-
gens men redan vid sma skillnader gentemot
den sanna rangen fas betydligt langsammare
och sémre konvergens. Det ses dven att det ger
ett sdmre resultat att underskatta rangen &an
att 6verskatta den.
Testerna som gjordes i figur [§ kunde ocksa
skilja sig en aning till utseendet fran gang till
gang vilket ytterligare pekar pa att det anting-
en finns olika 16sningar eller att det finns andra  Figur 8: En 500 x 500 matris med rang 10 och 50%
egenskaper hos matriserna, som vi inte under- saknade virden har kompletterats med NIHT

sokt, som paverkar stabiliteten for algoritmen. med olika r som parameter.

4.2 Prestation pa syntetisk data

Nedan presenteras resultaten for de tre undersckta algoritmerna i tre separata tabeller. Varje tabell
innehaller uppmétta virden for total berdkningstid, antalet korda iterationer, algoritmspecifika
residualer samt totalt fel i den utférda kompletteringen.
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4.2.1 SVT

I tabell [I] redovisas resultat for SVT som tidsatgang, antal iterationer, den algoritmspecifika resi-
dualen egyT och det totala felet € . SVT uppnér konsekvent ett lagt € (< 0,1) i samtliga
test och egyT verkar korrelera starkt till e.

Det ses att i samtliga fall dar algoritmen har konvergerat, det vill sdga uppnéatt stoppvillkoret
esvr < 1 x 1074, att snittkvadratfelet (e) for varje element #r av storleksordning 10=%. Detta
sker i synnerhet for den lagsta glesheten 0,5 dér sex av atta test uppnéar stoppvillkoret. Fér den
hogsta glesheten 0,95 har ingen av testerna uppnatt stoppvillkoret. Vidare ses det att rangen har
stor inverkan pa prestationen och resultaten generellt &r sémre for matriserna med hogre rang, allt
annat lika.

Tidsatgangen per iteration vixer relativt bade matrisstorlek och rang. Notera &ven att det finns
en aningen mer subtil minskning av tid per iteration nér glesheten ckar.

Tabell 1: Numeriska resultat for SVT testad pa genererade lagrangmatriser med varierande storlek
n x n, rang r och gleshet. Stoppvillkor ar esyr < 10™% eller #iter = 3000. Relevanta parameterval
som anvénts for testerna dr 7 = 5n och § = 1,2n2/|Q|.

Okand matris M ‘ Numeriska resultat

storlek (n x n) rang (r) gleshet | tid (s) #iter tid/iter (ms) ESVT €

5 0,50 20,76 1640 12,7 9,98 x107° 1,13 x 1074

5 0,70 36,42 3000 12,1 2,05 x 1074 257 x 1074

5 0,95 35,32 3000 11,8 3,96 x 1072 6,39 x 1072

10 0,50 42,76 2960 14,4 1,11 x 107% 1,34 x 1074

500 x 500 10 0,70 43,19 3000 14,4 1,72 x 1073 2,29 x 1073
10 0,95 38,82 3000 12,9 5,16 x 1072 8,43 x 1072

50 0,50 | 147,73 3000 49,2 5,78 x 1073 8,78 x 1073

50 0,70 | 123,89 3000 41,3 125 x 1072 222 x 1072

50 0,95 33,45 3000 11,2 4,46 x 1072 4,80 x 1072

5 0,50 66,52 1469 45,3 9,98 x 107° 1,07 x 1074

5 0,70 | 125,58 2867 43,8 1,07 x 107* 1,23 x 1074

5 0,95 | 118,81 3000 39,6 3,54 x 1072 4,55 x 1072

10 0,50 | 140,67 2526 55,7 9,99 x 107° 1,11 x 1074

1000 x 1000 10 0,70 | 173,43 3000 57,8 1,07 x 1073 1,27 x 1073
10 0,95 | 145,84 3000 48,6 707 x 1072 8,72 x 1072

50 0,50 | 380,48 3000 126,8 3,95 x 1073 4,97 x 1073

50 0,70 | 336,08 3000 112,0 1,11 x 1072 1,54 x 1072

50 0,95 | 144,42 3000 48,1 4,53 x 1072 4,71 x 102

5 0,50 | 332,46 1364 243.7 9,98 x 107° 1,04 x 1074

5 0,70 | 619,84 2622 236,4 9,99 x 107° 1,08 x 1074

5 0,95 | 572,89 3000 191,0 2,97 x 1072 3,38 x 1072

2000 > 2000 10 0,50 | 644,89 2321 277.9 9,99 x 107° 1,06 x 10~*
10 0,70 | 804,47 3000 268,2 5,54 x 1074 6,11 x 10~*

10 0,95 | 608,13 3000 202,7 9,50 x 1072 9,67 x 102
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4.2.2 IRLS-GP

I tabell [2| redovisas resultat for IRLS-GP som tidsatgang, antal iterationer, den algoritmspecifika
residualen €jryg och det totala felet € pa samma séitt som for SVT. IRLS-GP presterar
bést pa4 matriserna med rang 5 och uppnar i alla fall férutom 2000 x 2000 matrisen med gleshet
0,95 stoppvillkoret efrrg < 1 x 10™%. Férutom matriserna med rang 5 har #ven de med rang 10
kompletterats vél for 0,5 gleshet. Det ses dven att eigps dr svagt korrelerad till motsvarande e,
dér snittkvadratfelet ar i storleksordningen 1072, Det noteras dock att &ven for de test som inte
konvergerar sa ar det totala felet e tdmligen lagt och indikerar i manga fall ett snittkvadratfel pa
€< 0,1

Till skillnad fran SVT verkar tidsatgangen per iteration nistan enbart bero pa matrisstorleken.

Tabell 2: Numeriska resultat for IRLS-GP testad pa genererade lagrangmatriser med varierande
storlek n x n, rang r och gleshet. Stoppvillkor #r errg < 1074 eller #iter = 3000. Relevanta
parameterval som anvénts for testerna dr p = 0 och v, = 0,01.

Okand matris M

Numeriska resultat

storlek (n x n) rang (r) gleshet | tid (s)  # iter tid/iter (ms) €IRLS €

5 0,5 3,81 89 42,8 9,74 x107° 1,38 x 1073

5 0,7 3,95 90 43,9 9,63 x 1075 1,05 x 1073

5 0,95 129,92 3000 43,3 412 x107* 6,18 x 1072

10 0,5 5,43 111 48,9 9,76 x 107> 1,38 x 1073

500 x 500 10 0,7 121,84 3000 40,6 3,82 x 1072 5,19 x 1072
10 0,95 119,62 3000 39,9 1,35 x 1072 2,17 x 107!

50 0,5 115,28 3000 38,4 9,37 x 1073 3,29 x 102

50 0,7 115,13 3000 38,4 1,29 x 1072 3,85 x 1072

50 0,95 109,00 3000 36,3 6,39 x 1072 1,32 x 107!

5 0,5 15,57 89 174,9 9,73 x 107> 1,38 x 1073

5 0,7 16,05 88 182,4 9,67 x 107> 1,06 x 1073

5 0,95 67,62 407 166,1 9,96 x 1075 9,57 x 1074

10 0,5 20,58 110 187,1 9,86 x 1075 1,39 x 1073

1000 x 1000 10 0,7 588,32 3000 196,1 4,03 x 1072 5,65 x 1072
10 0,95 531,84 3000 177,3 2,81 x1072 7,48 x 1072

50 0,5 514,19 3000 171,4 8,49 x 1073 3,29 x 1072

50 0,7 514,70 3000 171,6 1,15 x 1072 3,83 x 1072

50 0,95 531,38 3000 177,1 1,10 x 1072 5,30 x 1072

5 0,5 89,65 88 1018,8 9,84 x107° 1,39 x 1073

5 0,7 88,14 87 1013,1 9,90 x 1075 1,08 x 1073

5 0,95 | 2848,11 3000 949,4 5,54 x 1072 5,96 x 1072

2000 > 2000 10 0,5 117,65 109 1079,4 9,84 x 1075 1,39 x 1073
10 0,7 2936,09 3000 978,7 4,11 x 1072 6,45 x 1072

10 0,95 | 2943,56 3000 981,2 3,561 x 1072 9,19 x 1072
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4.2.3 NIHT

I tabell [3] redovisas resultat for NIHT som tidsatgang, antal iterationer, den algoritmspecifika
residualen enigT och det totala felet e (16)) som tidigare. NIHT uppvisar konvergens for en
stor variation av matriser, inklusive fall med den hogsta rangen 50. Den uppvisar &ven bra resultat
med ett snittkvadratfel av storleksordning 10~* for tre av atta matriser med gleshet 0,95. Ibland
forekommer &ven konvergens till en felaktig 16sning dar extar < 107% men € &r stort, exempelvis
vid storlek 500 x 500, rang 50 och gleshet 0,95. Av de matriser som verkar ha konvergerat korrekt
ses ett visst samband med att € minskar nir rangen och glesheten minskar.

Berdkningstiderna &r generellt korta i forhallande till de andra algoritmerna. Férutom matris-
storleken &r tidsatgangen per iteration starkt beroende av rangen dér ldgre rang ger en snabbare
berékningstid. Generellt ses ingen tydlig koppling mellan tidsatgang per iteration och gleshet for-
utom i de fall déir algoritmen nar stoppvillkoret extar < 1 x 10~ trots ett hogt e.

Tabell 3: Numeriska resultat for NIHT testad pa genererade lagrangmatriser med varierande storlek
n x n, rang r och gleshet. Stoppvillkor &r exygr < 107 eller #iter = 3000. Relevanta parameterval
som anvants for testerna ar att r antagits varit kénd.

Okand matris M ‘ Numeriska resultat

storlek (n x n) rang (r) gleshet | tid (s) # iter tid/iter (ms) ENIHT €

5 0,5 0,37 18 20,6 8,58 x 107> 1,00 x 1074

5 0,7 0,89 46 19,3 9,32x107° 1,19 x 10~*

5 0,95 33,47 3000 11,2 1,49 x 1072 7,38 x 1072

10 0,5 0,62 25 24,8 7,54 x107°% 9,39 x 1075

500 x 500 10 0,7 2,31 102 22.6 9,20 x 1075 1,30 x 104
10 0,95 38,14 3000 12,7 3,14 x 1072 3,90 x 107!

50 0,5 184,29 2808 65,6 1,70 x 1073 1,51 x 1072

50 0,7 195,60 3000 65,2 1,37 x 1072 1,57 x 107!

50 0,95 7,66 120 63,8 9,79 x 1075 9,08 x 10!

5 0,5 1,13 15 75,3 7,68 x 107° 8,46 x 107°

5 0,7 2,20 34 64,7 9,08 x 107> 1,06 x 10~*

5 0,95 43,51 1004 43,3 9,93 x107° 1,97 x 10~*

10 0,5 1,41 17 82,9 8,35 x 107° 9,60 x 107°

1000 x 1000 10 0,7 5,13 53 96,8 8,79 x 107° 1,07 x 10~*
10 0,95 | 169,72 3000 56,6 1,67 x 1072 835 x 1072

50 0,5 56,45 274 206,0 9,10 x 107° 1,34 x 1074

50 0,7 548,57 2621 209,3 1,24 x 1073 1,03 x 10~2

50 0,95 | 136,10 679 200,4 9,95 x 1075 8,03 x 107!

5 0,5 4,23 14 302,1 7,03 x 1075 744 x 1075

5 0,7 8,21 29 283,1 8,75 x 107° 9,65 x 107°

5 0,95 91,54 418 219,0 9,96 x 107° 1,44 x 104

2000 > 2000 10 0,5 5,53 15 368,7 7,38 x 1075 8,06 x 10~°
10 0,7 10,87 33 329,4 9,31 x 1075 1,07 x 10~*

10 0,95 | 484,82 1853 261,6 9,88 x 107° 1,62 x 10~*

4.3 Prestation pa verklig data

Nedan presenteras resultaten for de tre undersdkta algoritmerna pa dataméngderna nidmnda i
kapitel Samma parameterval anvéiinds i foljande tester som vid kapitel [£.2] med undantag for
att tester med IRLS-GP gors for bade p = 0 och p = 0,5. Dessutom har NIHT:s rang uppskattats
till » = 7 for Netflix-dataméngden och r = 7 for Jester-dataméangden. Denna uppskattning gjordes
genom att testa alla mdjliga ranger pa en delmatris med storlek 100 x 100 dér det slutgiltiga
parametervalet valdes till rangen som gav bést resultat pa testméngden for delmatrisen.

For varje kombination av algoritm och dataméngd noteras den totala berdkningstiden, antal
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iterationer som korts, den algoritmspecifika residualen €,, € {esvT, €irLs, entaT} fran ,
och samt testfelet eiogt pa de kompletterade elementen i testméangden.

For Netflix-dataméngden, som har hog gleshet (0,865), presterar NITHT bést sett till egest med
€test = 0,268, vilket ar ldgre &n SVT och IRLS-GP. Samtidigt &r det tydligt att IRLS-GP presterar
sdmre da p = 0 jamfort med p = 0,5. SVT och IRLS-GP med p = 0,5 konvergerar men har nagot
hégre €Etest -

P& Jester-dataméngden, som har mycket ldgre gleshet (0,103), ar resultaten mer varierande.
SVT nar inte ett lagt testfel €ros; men har kort berdkningstid. IRLS-GP med p = 0 uppnar kon-
vergens och har lagt ejrr,s men ett hogt €iest medan da p = 0,5 anvinds fas det lagsta testfelet
€test = 0,75, men pa bekostnad av mycket langre kérningstid. NIHT har kort berdkningstid och
relativt lagt exygr men kréver tidigare rangapproximation.

Tabell 4: Numeriska resultat for algoritmerna SVT, IRLS-GP fér p = 0 och p = 0,5 samt NIHT
testade pa Netflix och Jester dataméngderna dér stoppvillkor som anvéints &r €, < 1073
eller # iter = 2000.

algoritm dataméangd storlek  gleshet ‘ tid (s) 4 iter €alg €tost
VT Netflix 1000 x 1000 0,865 | 501,35 1800  9,99x10~* 2.81x10~"
Jester 100 x 3000 0,103 50,54 2000 2,28x10~'  795x107!
IRLS » — 0 Netflix 1000 x 1000 0,865 | 478,14 2000 2,82x101  3,89x107!
p= Jester 100 x 3000 0,103 | 848,92 1087  9,95x10~*  1,77x10°
IRLS o — 0.5 Netflix 1000 x 1000 0,865 | 1097,34 409  9,66x10~* 3,64x10~
P=59 Jester 100 x 3000 0,103 | 11260,85 181 9,49x10~*  7,50x10~ "
NIHT Netflix 1000 x 1000 0,865 88,75 2000 2,36x107! 2,68x107!
Jester 100 x 3000 0,103 35,93 2000 6,98 x 101 7,65 % 101

5 Diskussion

5.1 Allméan diskussion kring resultat pa syntetisk data

Nedan utfors en sammanstélld diskussion kring tester utforda pa syntetisk data i kapitel [£.1] samt
4.2

For samtliga algoritmer kan vi i tabellerna och |3| observera att tidsatgangen per iteration
verkar vara starkt korrelerad till matrisstorleken. Resultaten indikerar empiriskt att tidsatgangen
per iteration skalar linjirt mot antalet ingaende element i matrisen, det vill siga O(n?) vilket ses
som rimligt.

5.1.1 SVT

Inledningsvis kan vi i tabell [T} dér resultaten for SVT presenteras, se att néir rangen okar gor dven
tiden per iteration det. Detta ar rimligt eftersom det mest tidskrdvande steget i algoritmen &r
SVD-uppdelningen. Denna &r implementerad pé ett sddant sétt dir antalet singulédra virden som
beréknas dr kopplat till den for iterationen aktuella rangen. Som vi ser i figur [Ab] & rangen strikt
vaxande, vilket dessutom bevisas i [2]. Detta leder till mer och mer kostsamma SVD-uppdelningar
nér rangen okar snabbare, vilket dr onskvéirt for matriser med hogre rang.

Vi uppmérksammar dven en skillnad i tid per iteration for matriser med olika gleshet. En hogre
gleshet ger en kortare berdkningstid per iteration men &ar samtidigt mindre trolig att konvergera.
Denna skillnad blir extra tydlig for matriserna med hogre rang.

Som redan konstaterats i kapitel konvergerar SVT-algoritmen for fler virden pa § &n de

som i |2] angavs som garanterade, det vill siga for en gleshet < 0,4 da ¢ = 1,2%. Detta ar helt i

enlighet med vad forfattarna av [2] kommit fram till. Det problem som ses uppkomma i figur [5| &r
ett exempel pa da ett for stort § forhindrar konvergens. Den figuren dr baserad pa en matris med
gleshet 0,95 och det dr séledes inte férvanande att de glesa matriserna i tabell [I] aldrig presterar
lika bra som de med lagre gleshet.
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Faktum &r dock att vara egna numeriska experiment visat att det i manga fall racker att vélja
6 nagot lagre &n vad som ar standard for de riktigt glesa matriserna. De mindre glesa matriserna
ar & andra sidan betydligt kinsligare for ett § € (0,2). Detta &r rimligt d& antalet giltiga 16sningar
intuitivt borde minska med 6kande antal kéinda element.

Det presenterades i figur [4b| att 7 = 5n presterade bra enligt forvintningarna fran [2]. Likval
pavisades att sma 7 leder till en 6veranpassning gentemot egyT och att algoritmen med for stora
varden inte hinner konvergera 6verhuvudtaget. Beroende pa tilldimpning &r det troligt att andra
viktningar mellan den nukledra normen och Frobeniusnormen i dr mer passande. Det blir en
avviagning mellan att minimera rangen och att inte fordndra de redan kéinda vardena.

Med detta sagt uppkommer fragan huruvida det dr mdojligt att vélja dessa parametrar dyna-
miskt for att forbattra algoritmens prestation. Det vill sdga att det exempelvis under de forsta
iterationerna tas lingre steg for att sedan minska steglingden ¢ i slutet av algoritmen och mot-
svarande dndring av 7. Tester har gjorts pa sddana modifieringar men ingen tydlig forbattring har
konstaterats.

5.1.2 IRLS-GP

I tabell [2] visar IRLS-GP tydliga brister vid komplettering av matriser som &r bade glesa och har
hog rang. Detta visades redan i figur [6] dir parametervalet p = 0 orsakade problem om rangen var
10 eller storre samtidigt som glesheten var 6ver 0,70. Inga av dessa kombinationer konvergerade
heller i testerna.

Denna brist av IRLS-GP da p = 0 skulle kunna vara en konsekvens av att teoretisk konvergens
enbart ar garanterat dd 0 < p < 1 [§]. Dessutom &r Schatten-p funktionen , som algoritmen
approximativt forsoker minimera, icke-konvex och ej deriverbar da p = 0. Darmed &r det mojligt
att algoritmens gradientnedstigning fastnar vid ett lokalt minima och aldrig nar den optimala
16sningen. Vi ser i figur [f] att detta hade kunnat undvikas med ett annat val av p, men med en stor
bekostnad pa beridkningstider.

Den stora skillnaden i berdkningstid for IRLS-GP da p € (0,1] jamfort med da p = 0 kan
forklaras med hur viktmatrisen W, = (X*X + vl)p/ 2=1 berdiknas varje iteration. Fér p = 0
reduceras exponenten till —1 och enbart Wy = (X*X + 4I)~!, vilket fir en matrisinvers, behéver
berdknas. Detta kan med hjélp av SVD goras ytterligare snabbare och stabilare genom att istéllet
beridkna

k 2 —1 * 1
Wi = (Vo2 +3L) ' - 1)V +1,) - (18)
Nir diremot exponenten inte &r ett heltal, det vill siga da p € (0, 1], berdiknas istillet W* som en
matrispotens. Denna berikning gor varje iteration av IRLS-GP med p € (0, 1] avsevirt dyrare &dn
motsvarande iteration med p = 0. Véara métningar av iterationshastighet (s/it) i figur [6] bekréftar
detta och visar pa att for varje iteration blir den totala berékningstiden flera ganger storre pa
grund av den kostsamma berékningen av W,,.

Vi noterar dven en mirkbar skillnad i tabell 2] mellan residual ejrrs och totalt fel e for IRLS-GP.
Detta ar delvis en konsekvens av hur eirrg ar vald. En residual likt egyr eller enygr, déar de kidnda
elementen i varje iteration jamfors med den kompletterade matrisens motsvarande positioner, ar
inte mojligt for IRLS-GP da dessa &ar bevarade. Darmed har ejgpg definierats baserat pa forénd-
ringen mellan tva iterationer snarare &n pa avvikelse fran kidnda vérden, vilket gor att den inte
exakt speglar noggrannheten pa den slutgiltiga kompletterade matrisen i férhallande till den sanna
matrisen. Av samma anledning innebér detta att € kan vara aningen missvisande. Eftersom halften
av elementen per definition ar kiéinda i en matris med 0,50 gleshet kommer skillnaden mellan den
sanna och kompletterade matrisen vara 0 pa hélften av positionerna. Saledes harror sig allt fel fran
de okéinda elementen som saledes kan antas vara dubbelt sa stort som vad en forsta anblick kan
antyda.

5.1.3 NIHT

NIHT demonstrerar de objektivt bésta resultaten i kapitel [I.2] med avseende pa antalet tester
som konvergerar samt har kortast berdkningstid. Men, som tidigare ndmnt, dr en begransning med
NIHT att rangen i testerna har antagits varit kind och som observerats i kapitel [f.1.3]4r algoritmen
valdigt kénslig for ett felaktigt val av rang.
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Vidare forekommer dven konvergens till en felaktig 16sning dér exygr ar liten medan € ar stor.
En intuitiv forklaring av detta kan vara att for hog rang och gleshet &r 16sningen som NIHT soker ej
entydigt bestdmd. For en 500 x 500 matris med rang 50 och gleshet 0,5 ser vi i tabell [3] att inget av
stoppvillkoren &r uppnadda. Detta kommer sig troligen av att testresultaten &r medelvirdesbildade
over 5 olika tester ddr det dr troligt att testerna i nagot eller nagra fall konvergerat men inte i
andra. En annan intressant aspekt ar att tidsatgangen inte skiljer sig namnvért for olika gleshet
forutom de fall dér konvergensen &r felaktig. Testerna som gjordes i figur [§ kunde ocksé skilja sig
en aning till utseendet fran gang till gang vilket ytterligare pekar pa att det antingen finns olika
16sningar eller att det finns andra egenskaper hos matriserna, som vi inte undersokt, som paverkar
stabiliteten for algoritmen.

Faktumet att NIHT &r snabbare &n bade IRLS-GP och SVT fér manga av vara testade ma-
trisvarianter gor att det finns ganska mycket spelrum att utféra en god rangapproximering innan
berdkningarna startar. Det finns flera olika forslag pa hur detta ska ga till. Flera av dessa bygger
pa det resultat som presenteras i figur [8] Eftersom residualerna exygr ofta blir avsevart mindre om
den rang som ges som input 6verensstammer med den verkliga rangen innebéar detta att algoritmen
kan koras flera ganger och resultatet fran den med lagst ey véljs. Hur rangen testas kan skilja
sig at, bade med avseende pa hur testerna gors och vilka ranger som testas. Till att borja med ses
det i figur §att det inte &r nodvéindigt att lata algoritmen iterera genom fullt s& manga iterationer
som krévs for konvergens utan det for testerna &r mojligt att avbryta tidigare. P4 samma sétt ses
det att engT avtar ndr rangen ndrmar sig den verkliga rangen. Detta 6ppnar upp mojligheten for
att gora exempelvis bindr sokning for att hitta den bésta rangen. Att pa detta sitt stka genom
olika ranger gar utanfor omfattningen av rapporten men ar ett intressant omrade for vidare studier.

5.2 Diskussion kring resultat pa verklig data

Resultaten pa de verkliga dataméngderna i tabell ] bekriftar flera av de observationer som gjorts
tidigare pa syntetisk data. Vi ser i resultaten for Netflix-dataméngden att precisionen for SVT ar
konkurrenskraftig med de 6vriga algoritmen. Pa Jester-dataméngden visar SVT hog residual egyr
samt testfel €ieqr, men ar fortfarande konkurrenskraftig med 6vriga algoritmer.

For IRLS-GP ses att valet p = 0,5 ger konsekvent béttre resultat &n p = 0 bade med avseende
pa residualen e, och testfelet eies;, men med substantiellt lingre berdkningstid. Detta stérker
argumentet att valet p = 0 for IRLS-GP inte &r sérskilt lampligt vid komplettering av matriser
som endast dr approximativt lagrang.

NIHT:s resultat dr goda sett till €;e5t och tidsanvdndning, men det &r ett resurskrédvande moment
att bestdmma en lamplig rang. Att den algoritmspecifika residualen exyygr &r sdpass hog kan ha
att gora med att NIHT begrénsas till den approximerade rangen, medan de andra algoritmerna
iterativt kommer att vélja en hégre rang om residualerna har fastnat.

Det kan finnas flera olika forklaringar till varfor resultaten skiljer sig s pass mycket mellan
de olika dataméngderna. Det &r fran resultatet for de syntetiska dataméngderna férvintat att den
stora skillnaden i gleshet torde leda till en mérkbar skillnad i resultat da Netflix har en gleshet pa
0,865 och Jester en gleshet pa 0,103. Detta visar sig dock inte vara fallet. En méjlig forklaring till
resultaten pa verkliga dataméngder skulle kunna vara att fastdn en lagrangskomponent existerar
ar den inte mer signifikant &n det brus som kommer fran ménniskors slumpméssiga handlande.
Saledes &r det inte sdrskilt troligt att varken SVT eller NIHT hade gett ett béttre resultat om de
fick koras dnnu léngre.

5.3 Slutsatser

Baserat pa véra tester pa bade syntetisk och verklig data i tabellerna [T} 2} [3] och [f] kan vi géra en
sammanfattning av de tre algoritmerna samt férsoka dra en slutsats angéende vilken algoritm som
ar mest ldmpad for olika matriser med specifika dataegenskaper.

SVT visar en mycket stabil konvergens och ger konsekvent lagt totalt fel € &ven da det max-
imala antalet iterationer nas. Berdkningstiderna vixer med matrisstorlek men dr relativt korta i
férhallande till precisionen av de kompletterade elementen som uppnas. Darmed lampar sig SVT
val till situationer dar en kompletteringsmetod med hyfsat forutséigbart och jamnt beteende krévs.
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IRLS-GP nar snabbt lagt € och har korta berédkningstider da algoritmen konvergerar, vilket i
vara tester framforallt sker for matriser med lag rang och lag gleshet. Daremot konvergerar inte
algoritmen da rangen eller glesheten blir for hog och leder da till att bade berdkningstid och
totalt fel paverkas markant negativt. IRLS-GP kan dérfér anses vara bést lampad for problem dar
matrisen som ska kompletteras verkligen &dr en lagrangmatris med stor andel kinda element.

NIHT &r den snabbaste algoritmen i de fall dar den konvergerar, vilket vi precis som for SVT
och IRLS observerat sker framst for lagrangmatriser med lag gleshet. Men &ven da algoritmen inte
nar konvergens ar den ofta fortfarande snabbare &n SVT och IRLS-GP pa motsvarande matris,
dessvérre ibland med stort e. Detta gor NIHT till ett bra val som kompletteringsalgoritm da rangen
pa matrisen som ska kompletteras ar kind pé forhand.

Utover dessa slutsatser kan vi sammanfatta utifran vara undersdkningar att generellt &r ma-
trisstorlek, rang och gleshet dataegenskaper som alla paverkar algoritmernas prestanda, dar stérre
viarden pa rang och gleshet korrelerar med en forsédmrad prestanda.
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Anvindning av Al

I rapporten har Al eller mer specifikt ChatGPT, anvints som ett verktyg fér att bland annat ge
respons pa text, vilket inkluderar grammatik och stavningskontroll samt feedback pa stycken kring
formuleringar som potentiellt behévs fortydligas. Ytterligare har AT anvéints vid kodningsprocessen
och fungerat som ett fels6kningsverktyg for att ge tips pa eventuella orsaker till fel samt hur de
kan 16sas.



10

11

12

13

14

15

16

17

18

20

21

22

23

24

25

26

10

11

13

14

16

17

18

19

A Kallkod

A.1 Generera matris

import numpy as np

def generateMatrix(m=100, n=100, r=10, sparsity=0.95, missingValue=0) -> np.ndarray:

nwnn

Generates a sparse matriz with given dimensions, rank, sparsity, and missing values.

Parameters:

m (int): Number of rows in the matriz (default 100).

n (int): Number of columns in the matriz (default 100).
r (int): Rank of the matriz (default 10).

sparsity (float): Sparsity of the matriz (default 0.95).

missinglValue (int or float): Value used for missing entries (default 0).

Returns:

np.ndarray: Generated sparse matrizc.
nmnn

A = np.random.rand(m, r)

B = np.random.rand(r, n)

low_rank_matrix = A @ B

mask = np.zeros(m*n)

mask[:int (m*n*(1-sparsity))] = 1

np.random. shuffle (mask)

mask = mask.reshape((m,n))

sparse_low_rank_matrix = low_rank_matrix * mask

return sparse_low_rank_matrix/np.max(low_rank_matrix), low_rank_matrix/np.max(low_rank_matrix)

A.2 SVT kod

custom_svds &r en funktion som baserat pa rang véljer den snabbare implementationen av SVD
fran NumPy eller SciPy. While-loopen &r en 16sning for att undvika problem med att SciPy:s svds
inte konvergerar.

import numpy as np
from tqdm import tqdm

from scipy.sparse.linalg import svds

def custom_svds(Y, k, solver, tol):
if k < 100:
while True:
try:
u, sigma, v = svds(Y, k, solver=solver, tol=tol, maxiter=k * 100)
break
except:
continue
else:
u, sigma, v = np.linalg.svd(Y, full_matrices=False)

return u, sigma, v

def svt(M, tau=False, max_iter=100, tol=le-5, value_for_missing=-1, 1=5, delta=False):
'"'Ezecutes the singular value thresholding algorithm, as described in

"4 Singular Value Thresholding Algorithm for Matriz Completion”.
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Parameters:
M is the matriz to be completed.
tau is the value that the singular values are shrunk by each iteration.
maz_iter ts the mazimum number of iterations before returning.
tol is the tolerance for an approxzimate solution to be considered acceptable.
value_for_missing is the value for elements of M that corresponds to elements that are missing.
l is the step size used when finding the appropriate amount of singular values.'''
# Setup
m, n = M.shape
M = M.astype(float)
Omega = (M != value_for_missing) .astype(int)
known_values = Omega[Omega == 1].shape[0]
sigma0 = np.max(svds(M, k=1, return_singular_vectors=False, solver='propack', tol=1))
if not tau:
tau = 5 * min(m, n)
if not delta:

delta = 1.2 #* m * n / known_values

Y = M * Omega * delta * np.ceil(tau / (delta * sigma0))

r=20

for i in tqdm(range(max_iter), desc="Loading..."):
# SVD part
s=r +1

while True: # Get only the singular values that are larger than tau
u, sigma, v = custom_svds(Y, k=s, solver='propack', tol=tol)
s =s+1
if (min(sigma) < tau) or (s > min(m, n)):
break

r = sum(s > tau for s in sigma) # Number of singular values above the threshold

X = u @ np.diag(np.maximum(sigma - tau, 0)) @ v

residual = np.linalg.norm(Omega * (X - M), 'fro') / np.linalg.norm(Omega * M, 'fro')
# Check for convergence
if residual <= tol:

break

Y = (Y + delta * (M - X)) * Omega

return X, residual, i

A.3 IRLS-GP kod

Notera att i fallet da p = 0 anvéinds singuldrvirdesdekomposition for att gora berdkningen mer
effektiv och stabil, vilket inte kan géras om p # 0.

from tqdm import tqdm
import scipy

import numpy as np

def new_gamma (gamma) :

return max(gamma * 0.95, 1le-10) # Prevent gamma from becoming too small

def custom_svds(Y, k, tol):

ii
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while True:

try:
u, sigma, v = scipy.sparse.linalg.svds(Y, k=k, tol=tol, solver='arpack')
break

except:

continue

return u, sigma, v

irls_gp(M, p, max_iter=100, gamma=0.01, value_for_missing=-1, tol=1e-5):

nwnn

Ezecutes the Iteratively Reweighted Least Squares Gradient Projection (IRLS-GP) algorithm for matriz completion.

Parameters:

M: Input matriz with missing values indicated by “wvalue_for_missing’

p: Ezponent in weight matriz ¥ (p in [0,1])

max_

iter: Mazimum number of iterations

gamma: Initial regularization parameter

value_for_missing: Value in M indicating missing entries

tol: Tolerance for convergence

nwnn

# Setup

m, n = M.shape

Omega = (M != value_for_missing) .astype(int)

Omega_complement = 1 - Omega

gamma = gamma * np.linalg.norm(M, ord=2)#**2 # Scale gamma based on spectral norm

X =
s =

r =

np.zeros_like (M)
gamma**(1 - p / 2)
1

residual = np.inf

for

i in tqdm(range(max_iter), desc="Loading..."):
if p ==
# Weight matriz when p = 0
u, sigma, v = custom_svds(X, r, tol)
v = np.transpose(v)
sigma_sq = np.diag(sigma**2)
regularizer = gamma * np.linalg.inv(sigma_sq + gamma * np.eye(r)) - np.eye(r)
W = (v @ regularizer @ v.T + np.eye(n)) / gamma

# Dynamically increase rank 7
if sigma[0] >= sigmal[-1] / 100:
r = min(r + 1, min(m, n))
else:
r = np.sum(sigma >= sigmal[-1] / 100)
else:
# Weight matric with fractional power for general p in (0,1]
W = scipy.linalg.fractional_matrix_power(X.T @ X + gamma * np.eye(n), p / 2 - 1)

# Gradient projection to update X
X_temp = X
for _ in range(5):

X_temp = Omega_complement * (X_temp - s * X_temp @ W) + Omega * M

residual = np.linalg.norm(X - X_temp, 'fro') / np.linalg.norm(Omega * M, 'fro')

# Check for convergence
if residual < tol:

iii
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break
X = X_temp
gamma = new_gamma (gamma)

s = gamma**(1 - p / 2)

return X, residual, i

A.4 NIHT kod

import numpy as np

from scipy.sparse.linalg import svds

import tqdm

def

def

def

def

At_of (b, mask, shape): # Matriz with known values b and 0 for unknown
X = np.zeros(shape)
X[mask] = b

return X

hard_threshhold(X, rank): # SVD and keep 7 largest singular values
U, S, Vt = svds(X, k=rank)
return U @ np.diag(S) @ Vt

step_size_calc(A_residual, mask):
numerator = np.linalg.norm(A_residual, 'fro')**2
denominator = np.linalg.norm(A_residual [mask])**2

return numerator / denominator

niht (M, r, max_iter=100, value_for_missing=-1, tol=le-5):

wnn

Ezecutes the Iterative Hard Thresholding (NIHT) algorithm for matriz completion.

Parameters:

M: Input matriz with missing values indicated by ‘wvalue_for_missing’.
r: The rank for the factorization (assumed known or approzimated).
maz_iter: Maximum number of iterations.

tol : Tolerance for convergence.k

win

# Setup

mask = (M != value_for_missing)

b

M[mask] # Known walues

X = hard_threshhold(At_of (b, mask, M.shape), r) # Hard threshhold
U, _, _ = svds(X, k=r)
for j in tqdm.tqdm(range(max_iter), desc="Loading..."):
PU=UQ@U.T
A_residual = At_of(b - X[mask], mask, M.shape)
step_size = step_size_calc(A_residual, mask)
X = hard_threshhold(X + step_size * A_residual, r)

u, _, = svds(X, k=r)
residual = np.linalg.norm(b - X[mask]) / np.linalg.norm(b)

if residual < tol:
break
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return X, residual, j

A.5 Tester pa syntetiska matriser

import sys

from pathlib import Path
import os

import numpy as np
import time

# Set working directory
os.chdir(r"C:\Path\To\KandidatResultat")

cwd = Path.cwd()

root = cwd.parent.parent
sys.path.append(str(root))
project_root = Path().resolve().parent
sys.path.append(str(project_root))
alg_path = "Algoritmer"
sys.path.append(str(alg_path))

# Import algorithm modules

from SVT import svt

from IRLS import irls_gp

from NIHT import niht

from numpy.linalg import norm

from generatematrix import generateMatrix

# Create output folder and timestamped log files
now = time.strftime('’d %b %Y %H.%M')
folder='Testresults from svtTest.py/'

f = open(f"{folder}SVT Test {now}.txt", "a")
g = open(f"{folder}IRLS Test p=0 {now}.txt", "a")
h = open(f"{folder}NIHT Test {now}.txt", "a")

Write headers to log files
write(f"size;rank;sparsity;time;iter;rel_err;abs_err\n")

write(f"size;rank;sparsity;time;iter;rel_err;abs_err\n")

B 0@ Hhow

write(f"size;rank;sparsity;time;iter;rel_err;abs_err\n")

# Test parameters

sizes = [500, 1000, 2000]
ranks = [5, 10, 50]
sparsitys = [0.5, 0.7, 0.95]

# Test loops
for size in sizes:
for rank in ranks:
for sparsity in sparsitys:
if (rank != 50 or size != 2000): # Skip ezpensive test
M, MT = generateMatrix(size, size, rank, sparsity = sparsity) # Generate test matric

# SVT
t0 = time.time()

tau = 5 * size
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C, res, it = svt(M, tau, max_iter=3000, tol=le-5, value_for_missing=0, delta=2)

tl = time.time()

t =tl - t0

abs_err = norm(C - MT, 'fro') / norm((MT), 'fro')
f.write(f"{size};{rank};{sparsity};{t:.2f};{it+1};{res: .2e};{abs_err:.2e}\n")
f.flush()

os.fsync(f.fileno())

# IRLS

t0 = time.time()

C, res, it = irls_gp(M, O, max_iter=3000, value_for_missing=0, tol=le-5)

tl = time.time()

t =tl - t0

abs_err = norm(C - MT, 'fro') / norm((MT), 'fro')
g.write(f"{size};{rank};{sparsity};{t:.2f};{it+1};{res:.2e};{abs_err:.2e}\n")
g.flush()

os.fsync(g.fileno())

# NIHT

t0 = time.time()

C, res, it = niht(M, rank, max_iter=3000, tol=le-5, value_for_missing=0)

t1 = time.time()

t =tl - t0

abs_err = norm(C - MT, 'fro') / norm((MT), 'fro')
h.write(f"{size};{rank};{sparsity}t;{t:.2f};{it+1};{res:.2e};{abs_err:.2e}\n")
h.flush()

os.fsync(h.fileno())
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