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F0RORD 

Foreliggande arbete presenterar och i de fiesta fall h1Lrleder de ekva.tioner 

som styr vattenomsattningen i olika typer av vattensystem. Vidare disku­

teras olika spridningsforlopp av fororeningar. Problematiken med mole­

kylar-, och turbulent diffusion samt dispersion, diskuteras i kap 5. 

Diffusions- advektionsekvationen presenteras och ges en enkel harledning. 

Diffusions- advektionsekvationen tillampas pa ett simulerat avloppsut­

slapp i Byfjordens ytvatten. Tva dataprogram presenteras varav ett for 

numerisk losning av diffusions- advektionsekvationen och ett for berak­

ning av diffusionskoefficienter. 

Handledare for examensarbetet har varit civ. ing. 'forbjorn Svensson som 

valvilligt bistatt med goda rad och varit en kalla till givande diskussioner. 



At 6 p.m. the well marked ~ inch of water, 

at nightfall ~ and at daybreak iJ of an inch, 

15 By noon of the next day there was TiT and on 

the next night ~~ of an inch of water in the 

hold. The situation was desperate. 

At this rate of increase few, if any, 

could tell where it would rise to 

in a few days. 

STEPH.EN LEACOCK. 
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1. 

0 •• 

MALSATTNING 

Forslag till examensarbete vid Inst. f. vattenbyggnad 1973 

Numerisk modell av vattenomsattningsr:nekanismer. 

Vid vattenomsattningsstudier i Byfjorden har matning av bl a temperatur­

och salthaltsfordelningen och dess forandring i tiden utforts. Vi.dare har 

experiment med sparamne, Hodamin B, utfi)rts i sav1i1 yt- som botten-· 

vattnet. Spridning och transport av dessa ii.mnen bestams av strO.mmar och 

diffusion och av fjordens geom.etri. I•'or analys av erhallna xnatvii.rden kan 

en maternati.sk modell for endirnensionell diffusion - advektion anvandas. 

P g a att stromm.ar, di.ffusionskoefficient och topografi varierar rnaste 

ekvationerna emellertid lOsas numeriskt, Himpligen pa. dator. Analysen 

utfi:ires sa att spri.dningen av ett aktuellt iimne simuleras genom -~~_if;;_]!(_ 

!_i:isning av den aktuella differentia~ekvat~£nen m~d_F~leva~l_!§t. s!art- oct! 

randvUlkor. Koefficienterna i. modellen varieras tills beralmad koncentra.­

tionsutveckling fas a.tt &verensstamma med den uppmatta.. 

Sarnma modell kan anvandas dels fiir a.i:t berakna vertika.l diffusionshastig·· 

het utgiiende fri'm saltha.lts- tempera.tur- eller roda.minmii.tningar och dels 

for analys av horisontell diffusion utga.ende fran rodaminmatningar i fjor·· 

dens ytskikt. 

Som ett sista. steg kan koncentrationsutveckling vid olika. typer av for­

oreningsutslapp i fjorden beraknas. 

Examensa.rbetet pabc)rjas rneci ett studium av littera.turen, dar speciellt 

olika numeriska. metoder for losning av diffusions-, a.dvektionsekvationen 

finns redovisade. Fardiga. data.program finns aven redovisa.de, vil.ka. 

anpassas till det a.ktu§a. PJ:.'Oblemet. Masidnti.d fOr data.korning finns 

tillgiinglig pa Goteborgs Datacentral och som pmgramsp:dlk valjes tro­

ligen F'ortran.Arbetet forutsattes utforas i intimt sa.marbete nJed 

handledaren. 
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3. 

1. INLEDNING 

Biologer, limnologer, oceanografer och tekniker hHr gada m(ljligheter 

att beskriva, berakna och forutsaga utveckling och Ulrlopp av en foro­

rening i ett aquatiskt system under givna, forenklade filrutsattningar och 

betingelser. Daremot tycks mojligheterna vara begransade att matemati.skt­

numeri.skt beriikna spridningsHlrlopp i dynamiska system under mera gene­

rella forhallanden. 

Studiet av tekni.ska losningar att forutsaga koncentratlonsutveckling av en 

fororening inkluderar· manga svarbedombara faktorer som paverkar fflr­

oreningsbelastningen i ett vattensystem, si'l.som lokalisering av utsliipp, 

graden av fOrbehandling av a.vloppsvatten, vattenomril.dets geometri, 

floden och strommar, temperatur och vindar, solinstril.Ining etc. Att 

gora en korrekt bedomning av varje enski.ld faktors inverkan pa fOr­

oreningsgraden kraver erfarenhet och knnnande i.nom respektive omd'tde. 

Det ar fOljdaktli.gen an svaraxe att anlysera ett system n~ir alla faktorer 

samverkar och paverkar varandra. 

Det givna problemet ii.r ofta alldeles for komplicerat fi:ir att fullstandigt 

kunna. beskri.vas med ma.tema.tisk terminologi. lVlan far darfor ofta noja. 

si.g med en idealisering av verkligheten i forr:n av en forenkla.d matema­

tisk rnodell. For bearbetning av modellen kravs sedan ofta numeri.ska 

berakningsprocedurer, sonr kan prograr:nrneras fi5r en dator som sedan 

eventuellt ma.ta.r ut en a.nvil.ndbar losni.ng. 

Vagen fran en problemstiillning till en lilsning kan il.skadliggoras enl. 

fig. 1. 

Va.ttnet ar ett farligt gift 

soxn o:rnger Visby stift. 

FALSTi\F'F FAI<:TH 



4. 

F'ig, 1 Berakningsschema. 



5. 

2. ALLMANNA HYDHODYNAMISKA SAMBAND 

2. 1 Allmant 

Jamviktsekvationen, kontinuitetsekvationen och rorelseekvationen ar 

tre fundamentals samband som helt eller delvis Egger ti.ll grund for 

hydrosta.tiska eller hydrodynamiska problemstallningar. Fcor att skapa 

nurneri.ska model.ler av vattenomsattningsrnekanismer kan det vara lamp­

ligt a.tt analytiskt harleda erforderl:lga ekvatloner i i.nfinita former. Ge­

nom att sedan approxi.mera de i ekvationerna i.ngaende derivatorna med 

finita difi'erenser erh&ller man uttryck som kan bearbetas i datorer eller 

i enkla fall i numeriska bordskalkylatorer. Har under kap 2 skall kort­

fattat harledas de tre ekvationerna jamvilds-, kontinuitets- och rorel.se­

ekvationen i allman form, se vidare [3] . 

2. 2 Jamviktsekvationen 

Orientera en enhetsvolym dv ~ dx·dy· clz utefter koordinataxlarna I ett 

ortogonalt koordinatsystem enl fig. 2. 2. 1 

Om elementet fOrutsatts vara i jamvi.kt, paverkas det endasl av yt- och 

masskrafter. Ytkrafterna utgors av hydrostati.skt tryck medan masskraf­

terna hii.rri:ir fran troghetskrafter. Tryckkrafterna betecknas med p och 

masskrafterna med X, Y, Z i respektive koord:Lnatriktning och ar 

vatskans tathet. 

'P 
-----~ 

----·-·· -- ·---~ 

X 

y 



Jamviktsekvationer i x-, y- och z-led ger 

(_~ ); 

y 
(_,..); 

( z t ) ; 

p · dy · dz + '?· X dx · dy · dz - ( p + -~p ) dy .. dz = 0. ex 

llp p 0 dx ' dz + ~• y dx ' dy • dz - ( p +'Try ) dx ' dz oO 0, 

') 
p · dx: · ely + ~ · Z dx · ely · dz - ( p + - ;)~ ) cl:x · dy ~ 0. 

For.kortas ekvation (2. 2. 1.) med dy · dz, ekvation (2. 2. 2) med dx · dz 

och ekvation (2. 2. 3) med dx · dy och summeras de sa. bildade ekvatio-· 

nerna erhalles jamviktselrvationen for vatskor 

6, 

(2.2.1) 

(2.2.2) 

(2.2.:l) 

'5 (X dx + Y dy + Z dz) = ~~ · dx + ~~ dy + ~~ dz (2. 2. 4) 

2. 3 Kontinui.tetsekvationen [ 3] 

.Enhetsvolymen dy = dx: · dy · dz studeras, och denna ar som tidigare 

orienterad utefter koordinataxlarna x, y, z. Hastighetskom.ponenterna i 

resp riktning betecknas u, v, w fjr fig 2. :J. 1 

F14. 2. .3.1 

Nu galler att skillnaden mellan den rnassa som striirnmaJ:' in och den 

som strommar ut ur enhetsvolymen dV i respektive koordinatriktning mil.ste 



utgi:ira andringen av massinnehiUl i volymen dV per tidsenhet. 

'?· u . dy dz + 'S . v . dx . dz + '? w dx dy - r "\' u + -i-
f () 1 

- ~ v + -Tj ( ~ v) dy I 
L J 

dx · dz -

= ~_<;::._ dx dy dz ot 

1 
('?u)dxjdydz 

j 

dz l dx dy = 

j 

7. 

(2. 3. 1) 

Borttages parenteserna i ekvation (2. 3. 1) och fi:irkortas bada leden rned 

dV = dx · dy · dz erhaller man kontinuitetsekvationen for vatskor, 

ekv. (2. 3. 2) 

EJ ( ~'u) _"l")X __ _ El():'v) 
- ()y 

2. 4 R.i:irelseekvationen r 3] ' [ 1 oJ 

F'li:idet i en vatska ar i allmanhet 3 --dhnensionellt och tidsberoende 

vilket medfi:ir att det ar en funktion av fyra parametrar; 

lageskoordinaterna x, y och z samt tiden t. 

Symboliskt kan detta skrivas som 

u = f
1 

(x,y, z, t) 

v = £
2 

(x, y, z, t) 

w = f:~ (x, y, z, t) 

Differentieras 'i'u, '?V och "J'W med avseemle pil. parametrarna x, y, 

z och t erhillles fi:iljande ekvationer 

d ( 'Su) = ~\'i'u2 dt + ~~fu)_dx+~",'U) dy + ~~'f.:U) dz 

( ) 
a( \?V) , CJ('f'V) EJ(ov) EJ(')'V) 

d ;:;v =dt-at + o:i--dx+"lly--.- ely+ -crz dz 

d ( ~w) =-il~'fw)dt + .;~w)-dx+ 0 \;j) dy + _EJ_r;;) dz 

Om nu tatheten antas vara oberoende av tiden galler att 

(2.3.2) 

(2.4.1) 

(2. 4. 2) 

(2. 4.3) 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

(2, 4. 6) 



d('?u) 
- dt 

d('? v) 
dt 

Helt allmant giHler dessutom att 

dx = u · dt , dy = v · dt , dz = w · dt 

8 .. 

Forkortas ekvationerna (2. 4. 41, (2. 4. 5) och (2. 4. 6) med dt varefter 

ovanstaende 6 relationer kan substitueras i samma ekvationer varvid dessa 

overgar i 

S' du _ il("5'u) +u &(<;?u) + v &(';?u) . ¥~L at" -·iiT- -ox "Ti-y--··.,. w z (2.4.7) 

dv il(?v) , Cl( v) iJ(ev) &(~) 
'? Clf = -·ilt- .,.. u -~·-+ v -Tv- +w "(jz ·-X y 

(2.4.8) 

S' dw __ = il(yw) + 
11 

&(~w) . &(<;'w) + \V 
&(>?w) 

dt ilt "'di--- + v iJY'- ··ai- (2.4.9) 

Newtons' kraftlag tilla.rnpas nu i respektive koordinatriktning pa ett 

v1i.tskeelement med massan m = <?·dx · dy · dz 

X 

(--) 

y 
(-:>") 

du 
px = 111 (li-

dv 
p y = m dt 

dw P. = m-.. ---· z dt 

( ') A 1(') 
""• '± • - I 

(2.4.11) 

For ett vatskeelement i rorelse galler allmant ekvationerna (2. 4. lOL 

(2. 4. 11) och (2. 4. 12). Krafterna P , P och P kan bestammas med en 
X y Z 

analys av vilka yt .. och masskrafter som upptrader for ett va.tskeelement 

i ett dynamiskt system. 



r I r:~ n /.,. .I ',,_.,, ~ .. -. 

I >~ .. 4 .. 1 har angivits d~: yi:--. och :masskrafter som verkar p8. en en-

heic:volym dV ~ dx · dy · dz co 1 · 1 · 1 = 1 i x-koordinatens riktning. Yt­

krafterna bestar av norroal- och skjuvspanningar. JVfasskraften X som 

;cngriper i elementets masscentrum l!tgores av Corioliskraften, som 

pa norra halvklotet verkar at hoger niir man ror sig i horisontalplanet. 

X = ·· f · '5' · clv · v dar v iir hastighetskomponenten utefter y-axeln, och 

f ar en parameter knuten tiU Corioliskraften. 

Genom att pa motsvarande siHt analysera enhetselementet dV rned av­

seende pa resulterande krafter i resp koordinatriktning erhalles 

p = 
X 

r-

9. 

"· a l ._?.,y , ( d • . , -cfy o.y x · az) (2. 4. 13) 

D 
·'· y 

;; () .,·. ~-'C_yz d ~- ( f . r . dV . u + ·-0)'" dy( dx . dz) . . L 

+ ~:~_'_I:y_x dx (dy · dz) 
dX 

P dv ()C) . ( ·'· d ) -· .. g o . + -1!:7·-dz u:K • '.' 
. ) • Z" ·' z 

dx · dy) + 

(2. 4. 14) 

(2. 4. 15) 



10. 

Den fi:irsta termen i hi:igra ledet i ekvation (2. 4. 13), (2. 4. 14) iir bidrag 

fran Corioliskraften, den andra termen iir bidrag fran normalkra.fter 

som verkar pa elementet i respektive koordinatrikt.ning och den tredje 

och den fja.rde termen iir skjuvkraft.er, varvid man i en homogen vatten­

massa kan anta att resulterande skjuvkrafter endast firms i horisontal­

planet varfor den sista terrnen kan Hirsummas. 

I ekvati.on (2. 4. 15) utgor den forsta termen i hogra ledet inverkan av 

gravitationskraften cch den andra terrnen normalkraften i verti.kaJled. 

Bidraget fran skjuvkraJter i vertikalplanet har hiir forsumrnats da de 

vertikala hastighetskomponenterna antas vara sma i forh!lllande till de 

horisontella. 

Enligt ( 3] kan non:nalspa.nningarna pa ett viHskeelement i riire lse 

skriva.s son1. 

· flv 
~ - p + 2yt {IX" 

iJ z -- p + 2·n -~ "(.. oz 

Clw ) 
dz 

2 ( OU dV OW I 
~-"l --,.,--+ ._.,.,. + ·-,.,-···I 3 ox ay oz 1 

For en vatska i vila galler att 

·-p 

(2.4.16) 

(2. 4. 17) 

(2. 4. 18) 

FlOdet i en vattenmassa ar som tidigare nanmts, tre-dimensionellt och 

tidsberoende. I en na:turlig vattenmassa sker i allmanhet det domi.neran­

de flodet i horisontalplanet. Trycket ar hydrostatiskt skjuvspiinningarna 

fran de vertikala hastighetskomponenterna ar sma varfor de i fortsatt­

ningen forsum1:nas. 

Multipli.ceras bada lcden i ckvationerna (2. 4. 7), (2. 4. 8) och (2. 4. 9) 

r:ned enhetsvolymen dV ~ dx· dy • dz och substitueras dessa ekvationer 

se'dan i ekvationerna (2. 4.10), (2. 4. U) och (2. 4. 12) overgar dessa i 



11. 

f."("" ) "( > ) ~-..,( ) &(o )· 1 
P = i~~ + v ';~ ·u + v u · ·V ~L':':._ w idx · dy · dz 

X Lot dX J !Jz 1 

(2. 4. 20}' 

(2. 1L2l) 

Uttrycken for normalspanningarna enl ekv (2. 4. 16), (2. 4. 17) och (2. 'L IS) 

substitueras i ekv (2.4.13), (2.4.14) och (2.4.15). 

Kombineras sedan ekv. (2. 4. 19), (2. 4. 20) och (2. 4. 21) med ekv (2. 4, 13) 

(2. 4. 14) och (2. 4. 1!5) far man efter fOrkortning med dx · dy· dz "dV 

il(~u) +u·il~~u)+ v· il('?u)+w . _il(~zu) +f. ~· . v +~- + J;.T x _ 0 O\ <X OJ i:ix clz 
(2.4.22) 

C'' 

il(<?v) ·: f' • ""' ' op &\.v . Jz - ) • u , -ny- + -~ .::: u 

1 2' !l <) 4) \ . -~. ""' -

I ekvationerna (2. 4. 22), (2. 4. 23) och (2. 4. 24) har hogre derivator av 

hastighetskomponenterna uteslutits och deras tillskott tillati.ts inga. i den 

horisontella skjuvspanningen. Tidigare har papekats att i naturliga 

vattensystem hastighetskomponenten i z-led oftast ar av mindre stor·· 

ledsordning an hastighetskomponenterna i horisontalled varf<':ir produk-

ten ~ · w i ekv (2. 4. 21) kan betraktas som konstant utan att man darigenun1 

infor nagot storre fel i ekv. (2. 4. 24) 

3. OVERFORING AV DE GENER.ELLA KONTLNUITETS- OCH 

FLODESEKVATIONJEHNA TILL EN TVADil'vUENSIONIELL MODELl 

3. 1 Allmant 

Enligt [10] ar det f n knappast mojligt att med numeriska metoder och 

med hjiil.p av datatelmik lOsa tre-dimensionel.la flc)d<ospri'·blern cch :'ned 



de komplicerade randvillkor sorn foreligger i naturliga vattensystern. 

Det ar darfor nodviindigt att reducera det generella tre-dimensionella 

fallet till ett tva-dimensionellt. 

Ett siitt att astadkomma detta ar att integrera. flodesekvationerna 

(2. 4. 22) och (2. 4. 23) samt kontinuitetsekvationen (2. 3. 2) over djupet z. 

Handvillkoren for den vertikala hastigheten w vid vattenytan och vid 

botten kan enl [10] ansattas till 

(y) (y) &Y + (Y) &Y + &Y w = u ax- v -cy- -ire (3.1.1) 

w (-B) = 0 (3.2.2) 

12. 

Y iir vattenytans niva relativt ett horisontellt referensplan i vattensystemet. 

B ar avstilndet friln namnda referensplan till botten. 

Det totala vattendjupet H = Y + B. 

Om tatheten antas vara konstant over djupet och dessutom iir oberoende 

av tiden forenklas flodesekvationerna. och kontinui.tetsekvationen genom 

att '? kan fl.ytta.s ut ur derivatorna, som ingar i det niimnda ekvationerna. 

3.2 Defi.ni tioner 

n=u+u 
, 

(3.2.1) 

v=v+v 
, 

(3. 2. 2) 

c = c + c 
, 

(3. 2. 3) 

- l u = -H \ u (z) dz (~5.2.4) 

- - 1 v --H- \ v(z) dz (:l.2.5) 
1 

) u ·· (z) dz = 0 (3. 2. 6) 

) v (z) dz = 0 (3. 2. 7) 

_\ 
c (z) dz = 0 (3.2.8) 



3. 3 Integrering over djupet av kontinuitets- och 

flodesekvationerna 

J 3 < 

Med tillampning av definitionerna under 3. 2 integreras flckl.esekvaUoncr:nn 

(2. 4. 22) och (2. 4. 23) samt kontinuitetsekvalionen (2. 3. 2) vertikalt i_\vcr 

djupet. 

r 
\ (au + . --m: + f · v) dz " 0 (3. 3. 1) 

J 

\(av a(v) , a(v) +(ap-'- a'[) 1 ) m-+ ox •u-r- 1JY ·v ~ ' l)Z. f- - f · u) dz = 0 

\(~ +il~)dz = 0 

Hastigheten w i z-led har antagits Vctranoll sari1t tatheten S' har 

antagits sorn konstant. 

Om ~r forsun1mas och om u v ar funktioner av e:nba.rt z kan de 

enskilda term.erna i ekv. (3. 3. 1), (:J. 3. 2) och(3. 3. 3) integreras over 

djupet enligt foljande 
y 

~ Clu d _ 8 (uH) 
J m:- z- ilt 

ClY OY 
I fortsattningen fOrsummas dessutom ocksa derivatorna -(ix- -0:y-

y 

) ~~u) · u dz = --i:x- (u · ii · H) + (ii · ii) -'~;~­
-b 

'y~ a(u) a - - ilB ry- · v dz = -uy· (u · v · H) + (u · v) ·-u:y-· 
-8 

~
y 

a . aB 
-/x-dz = ~ gH llX" 

-1) 

(

y 

~z dz = '[ (Y) - 'C (B) 
) 
·'D 



dar 'l (Y), 'C (B) ar skjuvspanningen vid ytan och botten respektive 

( f·v·dz=fvH 

-·b 

14. 

Hastigheterna u och v ar noll vid botten. Detta medfor att termerna 

( - -) &B (- - flB o u · u --=- och u · v) .,.,: ocksa ar noll eftersom de representeras av ax oy 
sina diskreta varden for z c, - B. 

Integreras pa sa satt ekv (3. 3. 2) och (3. 3. 3) under samrna fiirutsattningar 

erhalles ett ekvationssystem som styr fl6det i en tva-dimensionsll modell. 

Efter insattning av delintegraleran overgar ekv darefter i 

&(Hu) + &(Hu · u) , a(Hu · v) + _f H v· + g l' _i_ H + 1 ('T (Y .. ) "l (B)) 0 'Ci-t - dX --- r c)y .. .,_ dx ",--;· '-. .. '" 

(3,3.4) 

a(nv) a(nv . ii) a(nv . v) 
at · + &x ___ + &y 

. - &H 1 'T T - f H · u + gH ~- +---- ( '- ("!) ay <:;> 
) 

- '\::. (B) )= 0 

(3.:1.5) 

~JHu) + -~'1_ _ 0 
X ay (3. 3, 6) 

Skjuvspanningen '{ (Y), som upptrader vid vattenytan. orsakas framst av 
c 

vindkrafterna, medan skjuvsp!tnningen L (B) vid botten bl a beror av 

tidvattenflodet. 

Skjuvspanningen '\::(Y) ar i grunda, tidvattendominerade omraden av mindre 
c 

storleksordning varfiir den kan forsurnmas vid sidan av l. (B). 

Flnl [10} ar bottenspanningen 'l (B) pl:oportionell mot roten ur kva.dratsum­

man av medelhastigheterna ii och v. 

·.!,_; ~~2 
---2--

c 

v0:-~- 2 
----'-2--

c 

(3.3.4) 

(3.3.8) 



i5. 

c ~ Chezys koefficient [m1 /
2 I s J , som ar beroende av bottenraheten och 

av vattendjupet. 
('~ r.· 

Substitueras dessa uttryck Wr skjuvspfumingarna l (B)x oeh l (B)y i 

ekvation (3. :1. 4) och (3. 3. 5) civergar dessa i 

&(Hill _.. <l(Hu ·uJ &(Hu · v) + 1. 1, " ·'· . "I _Q!!. 
TfC~ · 3x + ·a:y·-- " v ' g " ax 

o(Hv) ·+- il(H·v · u) ·+- El(H · v · v) ~ II .. , 1.1 oH 
()t-- ""dx--- Cfy----- " L . lJ T g C OJ' 

o(Hv) 
0 "0y""' .. 

r--·-·-·--···--

v- z ' 2 
" U TV + g v ---2--.. -~ 0 

c 

(3.3.9) 

(3.3.10) 

(3. 3. 11) 

Dessa tre ekvationer utgcir de grundH~ggande sambanden fOr en f1odesmo­

dell i ett naturligt tidvattensystem. De tva· forsta ekvationerna represente-­

rar kraftbalansen i horisontalpla.net n1edan den sista ekvationen anger 

kontinuitetssambandet i samma modell.. Ekvationerna a.r vallii.mpade for 

berakning enligt finit-differensmetod och med hjalp av datatelmik. 

4. MASSTRANSPORT AV EN SUBSTA.NS I liJTT VATTF;NSYSTEM 

4. 1 Allmiint 

I den under kapitel 2 ft\rda dislmssionen betraktades vattnet sjiilv som 
som den prixnart transporterade massubstansen. I detta avsnitt betraktas 

vattnet endast som ett transportmediurn i vi.lket ett lost eller dispergerat 

iimne transporteras i ett vattensystem. Begreppet koncentration iir da 

grundlaggande och definieras som den mangd amen som firms lOst eller 

di.spergerat i en enhetsvolym av vattenmassan. 

Transporten av ett iimne, lOst eller dispergeratJ en en vattenmassa 8.r 

sammansatt av tva mekanismer, advektion och diffttsion. Den advektiva 

delen svarar mot ett flode medan transporten genmn diffusionen sii.tts, 

enligt klassisk teori, proportionell mot koncentratiom1gradienten. 



4. 2 Diffusions- advektiomJekvationen i tre dimensioner 

For att stalla upp en genc;rell massflddesrnodell enl detta betraktelse­

s~itt~ kan man sorn tidigare anaJysera Bn e:nhetsvolytn dV ::: d.x · dy · dz := 

= 1·1·1 = 1. 

Enhetsvolyn1_en orienteras- enJ i'i.g 4. 2. J 

. ~-----·-----·-~ 
X 

'/ 

FIG.. 4.'2.\ 

Staller man upp en balnsekvat:lon for asssfliidet, genom enhetsvolymen 

enl fig 4. 2. 1 i de tre koordinatriktni.ngarna erhalles 

d d (u ·c+--8(u·c)d;'C __ )+crl,z-u . c . y z - dx . c,} • -

'-~ 3c d d ( E: J> __ e - _,:', ----.-c-·· y z - - . '' ---ox c,z 

o (v · c) . + v · c dx dz - ( v · c + --~----- oy ) clx dz 

- E <Jc 
ily 

3(w·e) 
+w · c dx dy- ( w · e +·--;y.;:·-- dx dy ( z 

, 3c , (Je 3 .,., Clc . 
- "1------,-

2 
dx dy- ( --E, -~--+-~ ( -~,-~~c- )dz)dx dy 

a Uz Oz o:.-:, 

rlc 
= (j["- dx dy dz 

(4. 2. 1) 

16. 



Enl klassisk molekylilr diffusionsteori ar mangden diffunderad substans 

proportionell mot koncentrationsgradienten. .Eftersom diffusionen sker 

i positiv koordinatriktning for negativ gradient skall diffusionstermerna 

inforas med negativt tecken enl fig 4. 2. l for att man ska fa ratt tecken 

i ekvation (4. 2. 1) 

.Efter forkortning med dx dy dz och efter omflyttning av termer 1.\vergil.r 

ekvation (4. 1. 1) med tillagg av en kiHlterm q till 

17. 

(4.2.2) 

c = koncentrationer 

E = turbulenta diffusionskoefficienter 

q = kallflode per enhetsvolyin 

Forsta termen i vanstra ledet uttrycker a.ndringen per tidsenhet av 

masskoncentrationen de tre foljande den advektiva transporten och de. 
' 

tre sista i vanstra ledet den diffusiva transporten. IH\gra ledet ar en 

kallterm som anger produktionen, eller nedbrytningen av en substans per 

enhetsvolym och tidsenhet. 

4. 3 Diffusions- advektionsekvationen i tva dimensioner 

Ekvation \4. 2. 2) representerar den generella tredimensionella advektion­

diffusionsekvationen. I naturliga. va.ttensystem ar ofta den vertika.la. ha:c>­

ti.ghetskomponenten av underordnad betydelse i fi)rh~llande till de tva bas-­

tighetskomponenterna i horisontalplanet. Om man dessutom forutsiitter 

att vattnet ar va1blandat i vertikalled utg~r de tv~ terrnerna 

() il oc oz (w · c) och -02 E(3 -z-) ur ekve.tione (4. 2. ?:) som d[i. overg~r i 

oc + CJ(uc) ,_ il(vc) 
~-()X' Cf-y-·· 

()( iJc) a(.,iJc) 
~ E~- -=- E-~- ~ q ax <)X ay · dy · 

O:tn vattendjupet varierar m~ste ekv (4. 2. 3) integreras i vertikalled for 

att erhillla en allman tva-dimensi.onell modeU. 



18. 

Vattendjupet H = Y + B 

Hastigheten utefter x-axeln u = u + u 

" II y- II v:::: V + v"" 

Koncentrationen utefter z-axeln c = c + c' 

Termvis integration av ekv (4. 2. 3) ger med forutsii.ttningen att vattenytans 

niv£ ii.r konstant i forhiillande till lii.geskoordinaterna i horisontalplanet, 

och oberoende av tiden diffusionskoefficienterna E varierar samt att strom-

hastigheterna lJ( - B) = v (-B) = 0 

'I 
( ac 
\Tit 
2~ 
\y () 
Jdx 
-b 
.y 

dz = a(cH) 
&t 

r {--

(uc) dz = a ,ucH) + a 
itx · -;;x 

a(vc) d 
\ dy- z= 

o(vcH) 
ily 

(J 
+~ y 

"-'6 

'I 
( 

(u'c') dz 

(4. 2. 4) 

{4. 2. 5) 

{4. 2. 6) 

Diffusionskoefficienten .E; antages vara konstant over djupet z varvid 

de enskilda diffusionstermerna kan integreras enl fOljande 

\ ~-(~ ) dz = 
j ax ay 

.:·~;~ 

y 

- --!- ( EH -~ ) - ( ax ox 

( o ( &c 
\ dy E<J::y ) dz = 

' -y 

' 
J q dz = qH 

-"0 

y 

L•~) a.· B -~ ~-''". oc. dz (4 2 7) 
<.:. ax <lx o)\ r CfX . " • 

-B 'I 

(E &c) &B .. g \'l:;Jc..d-z. 
'ifY dY dY)

0 
d'j 

-·D 

(4. 2. 8) 

(4. 2. 9) 

Den sista termen i ekv (4. 2. 5) och (4. 2. 7) samt i ekv (4. 2. 6) och 

(4. 2. 8) summeras respektive, varvid foljande definition kan infOras 

y 
() ( . ' . dxJ \UC 

-1') "( 

" ( 
~~ (v'c' oy I, 

\ 
J 

-· ~) 

(4. 2. 10) 

i) • 
E tJ}) dz = (4. 2. 11) 



D = Dispersionskoefficient 

En sammarwtiil.lning av de enskilda, integrerade termerna enl ekv 

(4. 2, 3) ger 

~- (cH) +-lk- (iicH) + ~y (vcH) ·· --:x((E +D) H ~) -

19. 

(}-, ac ·) &B ·" ......,.,-::-: -~ ux ox (4. 2. 12) 

Terrnerna ( ID (.li~ -'?$.) ()_12_ ' k (4 2 12) d - ,)y uy anges i e v .... me 

sina di.skreta varden for z - B. 

C!B 8B 
Derivatorna -a:x- , i1y beteeknar bottenlutningen i. respektive koordinat-

riktning, 

l)en ovan definierade dispersionskoefficienten: ar av ep stOrre storleks­

ordning an den tidigare namnda diffusionskoeffieienten oeh dominerar 

salunda over denna. 

Summan av E + D brukar beniimnas for den totala turbulenta diffttsion -

disperstonskoeffieienten. For att fi)renkla benamni.ng oeh skrivsiitt 

kommer den i fortsiittningen att endast benamnas so.m en diffusiomJ­

koeffieient oeh betecknas med E. 

Under givna forutsattningar att E «D blir termerna Jfl -~ • _l;,~ , a 'l B ox ex 
E de. • ~ av underord11ad betydelse i forhallande till de tva ovriga 

y oy 
cliffusionstermerna och kan f6rsummas, fjr [10] 

Den hiirledcla tva-dimensionella modellen, ekv (4. 2. 12) forenklas under 

dessa Hirutsiittningar och 6vergar i 

iJ(cH) f CJ(ueH) + 8(vcH) il_ (E.["CJe) () l'<'lx Be =I" 
'Cft'-- · tlx ----;rye· ·· Ux ,.dx -(fy·'" ' ()y' ' (4. 2. 1:-l) 

H = kiillterm som ar relateracl till volymen dx·dy· H. 



Denna form av den tvadimensionella diffusionsadvektionsekvationen 

ekv (4. 2. 13) ar publicerad av Leendertse [10]. 

Tillsa.mmans med flodesekvationerna (3. 3. 9) och (3. 3. 10) samt kon­

tinuitetsekvationen (3. 3. 11) harden tvt'tdimensionella diffusions- ad­

vektionsekvationen (4. 2. 13) praktiskt tillampats pa estuarien Jamaica. 

Bay, Long Island, New York. Modell.en har anvants for att bestamma. 

biokemisk syrefi\rbrukning, syreunderskott och den coliforma bakte­

rietatheten och darmed ge ett kvantitativt m!:l.tt pa vattenkvaliteten i ett 

lil.ngt drivet urbaniseringsomrade. 

4. '1 Diffusions- advektionsekvationen i en dimension 

20. 

For att mojliggora en prakt.isk tillampbar berakningsmoclell reducerades 

tidigare den generella tre-dimensionella modellen till en tva-dimensionell. 

I mil.nga vattensystem kan emellertid det huvudsakliga flodet betraktas som 

endimensionellt. Om man vidare an tar ·att vertikala gradi.enter ar sma 

och att nagon koncentrationsgradient inte films i tvarled reduceras diffu­

sionsadvektionsekvationen till endirnensionell form. 

Massflodet genom vattensystemet kan enkelt harledas enl fi:iljande. 

Betrakta en tvarsektion av fli:idet med lii.ngden dx enl fig 4. 4. 1 

\ 
) 



:Bin massbalansekvation :fi)r volymen dV uppsHills som ski.llnaden mell.an 

totala inflodet och utflodet av en studerad substans. 

21. 

Clc 'A Cl Clc () oc ) Acu - A.B; -Cfx - , cu + - 0x-· (Acu) dx:) - ( --AF; ax + -0x- ( - AE: Cix ) dx + 

+ Q = _ i) (cA) 
at (4. 4. 1) 

E:fter reducedng och omflyttning av termer overga.r ekv 4. 4. 1 i 

(4. 4. 2) 

o(cA) ---;rt- = iindringen av miingden studerad substans per tidsenhet. 

a~~cu) " iindringen i det advektiva massflodet per enhetsliingd av volymen. 

a iJc 
()X (A.E 1lX) iindringen i det diffusiva massf16det per enhetsliingd av 

volymen. 

R = kiillterm som anger miingd in eller utflode, produktion e.ller nedbryt­

ning av substans per enhetsliingd av volymen. 

Den endimensionella di.ffusions- advektionsekvationen iir liitt att los a 

med hjiilp av numerisk datateknik. Trots de f6renklade antagande som 

gjorts speglar modellen viii masstransporten av en substans genom 

langstriickta vattensystem av typ floder, fjordar ,estuarier etc. Omviint 

anger ekvationen koncentrationsutvecklingen for saviil stationa.ra som 

icke stationiira tillstand. I kap 8 har modellen tilliirnpats pa Byfjorden, 

Uddevalla. 

Humpty Dumpty looked doubtful. "C d rather 

see that done on paper", he said. 

Alice took out her memorandum-book, and 

worked the sum for him: 

3 65 

-1 

3 64 



Humpty Dumpty took the book, and looked at 

it very carefully. "That SEEMS to be done 

right - " he began. 

"You are holding it upside down.'" 

Alice interrupted. "To be sure I was .· 11 

Hmnpty Dumpty said gaily, as she turned 

it round for him. 

5. DIFFUSIONSMEKANISMEN 

5. 1 Allrnant 

Den totala substanstransporten som orsakas av diffusion kan uppdelas 

pa tre olika mekanismer: mol.ekyli:ir diffusion, turbulent diffusion och 

dispersion. Des sa tre mekanismer ar atskilda fran varandra sil.val vad 

betraffar storleksordning som deras natur. I allmanhet paga.r de tre 

faserna samtidigt och samverkar till den totala diffusiva transporten av 

subs tans. 

Molekvlar diffusion 
-----~-----------

22. 

Den molekylara diffusionen, som ar den minsta av de tre ntimnda transport­

faserna, a.r att betrakta som en naturlag vilken matematiskt kan samman­

fattas i Fick • s lag. Denna sager att den diffunderande mas san per tids­

enhet ar proportionell mot gradienten for koncentrationen. Vid molekylar 

diffusion sker masstransporte.n genom ett diskret partikelflode i rikt.ning 

mot omrade.n med lagre koneentration. M.olekylar diffusion uppst~r p g a 

molekylernas termiska rorelse s k Brownsk rorelse. 

Turbulent diffusion 

Vid d·en turbule.nta diffusion en orsakas spridningen av hastigheterna u ', 

v'·ochw', jfrekv(4.2.10), (4.2.11). Hastigheternau', v'ochw' 

definieras som de turbulenta hastighetsfluktuationerna fr'<'in medelhastig­

heterna u, v och w. 



Till sin natur ar den turbulenta diffusionen skild fran den molekylara 

genom att m.assubstansen i vattnet betraktas som kontinuerlig, j f r 

fig 5. l. 1. 

FIG. 5.1.1 TURfl,ULENT Dll=TUSlON. 

23. 

Det finns Hera metoder for att beskriva och losa turbulenta diffusions­

problem men det ar framst tva som mora allmant anvands. Bada bygger 

pa statlstisk teori. Den forsta av• dessa utnyttjar teorin for kontinuerliga 

stokastiska processor och den andra metodon utnyttjar teorin for random 

walk. For don intresserade hiinvisas till [20] 

Dispersionen ar den dominerande mekanismen for longitudinell spridning 

i friktionsf16den si'tsom lloder, grunda estuarier m m. Hastighetsgradienter 

i lateral- eller vertikaUed "tojer ut ett vattenpaket" i flodets l(j_ngdriktning. 

Dispersion kan forenklat beskrivas som en turbulent diffusion i star· skala. 

I grunden foreligger emell.ertid en vasentlig skillnad i forhlil.lande till ba­

de den molekylara och den turbulenta diffusionen, som bada ar stokastiska 

processor. Dispersion av substans sker genom systematiska skillnader 

i hastighetsfalten u, v och w. 

Effekten av denna mekanism, som i allmanhet ar kontimwrlig, har i 

fig 5. 1. 2 visats fOr en diskret hasUghetsvariation i en dimension. 



\ 

) 
/ 

/ 

!i. 2 Teoreti.sk berakning av cliffusionskoeffici.enter 

24. 

J?C)r att p£ t•?:oretisk vag bestannna et-l sarnband ntellan diffusionskoeffi­

denteJ: och mecldhastighet hos fliiclet, djupet och bottenraheten kan man 

utgli ifd.n ott endime.nsionellt stationilrt fliJde [ 5} 
1
[ 10]. 

Diffusion"lkoeffi.cienten parallellt med fli'Jdet kan enl [ 1(~ uttryckas som 

,, 
E.··0.55H·u 

II ::: vattend}.tpet 

r 2 • 
1 rn Is i 
c 

U~· = f"~~ik+l"ono:-1-la sti rrh_et. 
~ ... ;:).<. •'· "'b""-

For smnbandet rnellan friktionshastighet och medelhastighet giil.ler 
I ,,. 1/2 

u ~ (--~). 
{? 

g :-~ jordaccel~:::ation.en 

c = Chezy 's koefficient 

'l = bottensk~irspanning 

Dessa sarnband ger 

... 1j'2 -1 
E = 0 . .55 II u g - c 

(5. 2. 1) 

(5. 2. 2) 

(5. 2. 3) 



Enl [10] kan den laterala turbulenta diffusionen uppskattas till 

t 
"'.Ji• 

E ~ 0. 021 Hu 
y 

Forhallandet mellan IB.. och E. ar da approximativt 
X y 

0.55 .~26 
0.021 

25. 

(5. 2. 4) 

(5. 5. 5) 

Av ekvation (5. 2. 5) framgar att diffusionskoefficienten langs ett en­

dimensionellt flode ar ca 2 6 ganger sH\rre an vinkelrat mot fHldesriktningen. 

Enl Ha.rlen1.an [ 7] kan rnan ange diffusionskoeffieienten i tidvattenestuarier 

som en funktion av Mannings tal M, hasti.gheten u och hudrauliska radi.en 

n enl 

• U • D 
5/6 

E - 7 1'. u - ' ,,. __ ]\![ __ _ 

dar uN = nettohastigheten nar sin O( t = 0 

uT = maxi.mihastigheten av tidvattenflodet 

= 
2
;. = tidvattenfrekvensen 

T = tidvattenperioden 

(5. 2. 6) 

(5. 2. 7) 

Enl Al-Saffar [19] kan diffusionskoefficienten bestammas som en funktion 

av Reynolds tal Han fann fe\r floden i i)ppna kanaler att diffusionskoeffici.en­

ten kunde approximeras med 

E = 4, 41 · 10- 8 (Re) 0 · 85 (5.2.8) 

He= u H If /p.. 

Ekv: (5. 2. 8) ar vard att uppmarksammas da den §.r enkel i sin uppbyggnad 

och som enda parameter ingar Heynolds tal. 



Glenne! 5] har utgaende fran faltstudier i San Fransi.sco Bay, utvii.rderat 

att diffusionskoefficienten varierade som (u) 
0 · 7 5 vilket stammer vii.l 

overens xned ekv. (5. 2. 8) 

Diffusionskoefficienten iir som framgl'ttt bade ti<ls- och rumsberoende 

och nagon allmiin funktion som p[\ ett entydigt siitt framstaller den iir 

svar att e.sta.dkomma. 

Hastigh<otsfilrdelningen i sekti.oxH•,ns tviirsnitt ar av avgi\ra.nde betydel se 

for dispersionskoefficientens storlek. I .t1oder med enkel geonwtri kan 

den ganska val fi:h"utsagas medan det i est.uarier, fjordar etc iir vanskli.gt 

att bestiimma cl.ispersionskoefficienten pa teoretisk vag. lnverkan av sot.-­

vattengenomstromning, tidvatten, v:lncl., bottentopografi. och tathet.sskikt .. 

ning har relativt sett olika effekt i olika or:nriiden. 

2G. 

5. 3 Beriikning av diffusionskoefficienter med hjalp av spa.dimnesfiirsok 

For att kunna inkludera al.la de loka.la faktorer som kan paverka diffu.sions­

koefficienten i ett speciell.t vattensystem kan derma bera.knas utgaende 

fran transport- och kontinuitetssamband fi}r ett naturligt eller art.ifici.ellt 

tillfort spil.rarnne. 

Bland natudiga sparamnen kan niimnas salt (klorider), total.fosfor_, kisel 

m fl och bland artificiella iir ra.dioaktiva isotoper och fluoriserande fiirger 

siisom Rodamin B de vanligaste. 

Forfarandet a.r fi}rmodligen overliigset alla teoretiska bera.kningar fbr 

a.tt erh8.lla de tota.la. di:ffusionskoeffici.enterna for ett spccifikt vattensystem, 

Vid planeri.ng a.v ett vattenornra.des utnyttja.nde som recipient borde spar­

arnensf<.)rs5k kunna anv~indas som en .standa:r.'dn1etod fClr att best8_nuna 

spridning och koncent.rationsutveekling friin alternativa utslappspunkter. 

Hiirefter kan man bestamma vilken reni.ngsgrad ett reningsverk minst sk.q 

ha for att en vi.ss fOroreni.ngshel.ast.ning ej ska oven;kridas i vattensyst.emet 

if:tS.ga~ 

.Endast det endimensionella fallet skall ha.r behandl.as och tckniken ii r da 



den att man ifr£n uppmatt koncentrationsutveckling bestammer cliffu­

sionskoefficienterna med hjalp av den enclimensionella advektions­

diffusionsekvationen. Om man infi:ir den fi:irenklingen att vattenniv£n 2.r 

obemende av tiden kan ekv (4. 4. 2) skrivas som 

i:lc 
A'"""""'.,.- + 

0'[ 

il(Auc) o (E"'A ilc ) _ n Dx - -rf:i: ~ · ClX - n (5. :l, 1) 

27. 

Diffusionskoefficienten E, som ar den storhet som skallli:isas, ing!lr som 

en forstaderivata i diffusionstermen. For att eliminera denna derivata 

integreras ekv .5. 3. 1 med avseende pax. 

J
x Y:.. 

A~~ dx+(Auclx-(EA~-)X = Jndx (5.:3.2) 

0 0 
F'unktionerna Auc, EA · ~~ som ing£r i ekv (5. 3. 2) satts lika med sina 

diskreta varden i koordinaten x = X. 

Integralen beriiknas fran den punkt dar arean A = 0 eller koncentrationen 

c = 0. 

Ekvationen representerar en massbalansekvation for hela vattensystemet 

inn.anfor snitt x = A. Den forsta termen anger massa.ndringen per tids­

enhet, den andra det advektiva massi1odet den tredje termen i viinstra 

ledet det diffusiva massi16det genom snitt x = X. 

Hogra ledet anger den totala tillforda eller bortforda massubstans per 

tidsenhet innanfor samma snitt. 

Vid numeriska beriilmingar ar det praktiskt att ersati:a integralerna med 

summatecken va.refter ekv 5. 3. 2 med omflyttning av termer blir 

I", 3c A ~A --..c- = . uc + ox 

X 
\" /:'; LA·-d-·/:';x-
0 

(5.3.3) 

Qj ·- sumr:nan av kiilltermer till och med snitt x = X och samrnanfattar 

tillsatt, bortford, nyskapad och nedbruten substansmangd. 

Da koncentrati.onsutvecklingen och det advektiva flodet i ·tiden ar kant ii,r 

det latt att losa diJfusionskoefficienterna. 



De !-:rav och approximationer som man maste Uigga pa ekv 5. 3. :3 samt 

diffusions- advektionsekvationerna vid en praktisk berakning kan sarn­

manfattas i Wljande punkter. 

1. Det betraktade ii.mnet maste Wlja vattnets rorelser. 

2. Vattensystemet maste vara val blandat i lateral- och vertikalled 

sa att den horisontella koncentra.t.ionsgradienten ar representativ 

for systemet. 

3. Koncentra.tionsgra.dienten m?wte vara tillriickligt stor b&de fOr 

att undvika provtagningsfel och bera.kningsfel vid l.osningspro­

ceduren. x 

!1. Diffusionskoeffici.enten ar den "totala" turbulenta diHusions­

dispersionskoef'ficienten, 

~j. Pararnetrarna A, E, u och c fir genon1snittsv8.rden. 

~~. Vattendjupet antas konstant i tiden. 

x l\.nm .. Ekv 5. 3. 3 ha.r en stor numerisk kiinslighet vid en flack kon­

centrationsgradient. An tag ex vid a.tt - ~~ · --7- 0, ---> E ---"" co. 

28. 

6 NUIVIERISK LOSNING AV DIYFUSIONS- ADVEKTIONSEKVATIONEN 

6.1 A1lmant 

H'or v:issa specialfall ar det mojligt att losa diffusions- advektionsekva­

tionen analytiskt. Da diffusionskoeffi.cienten, tvarsnitt.sarean eller 

kfHltermen variera.r maste man dock approximera differenti.alekvationer-­

na med finita di.fferensekvationer. Differensekvationerna. kan sedan li.isas 

rned hjalp av numeri.ska metoder. 

Litteraturen om fini.t.a-differensapproximationer till hyperboliska ocb 



paraboliska ekvationer ar bade ingaende och omfattande men praktiskt 

tilHimpbara berakningsmodeller for vattensystem ar mycket fl'L Har 

presenteras magra mojliga Hisningsmetoder for advektions- di.ffusions-· 

ekvationen i en dimension. 

6. 2 Endimensionell modell 

Om man som tidigare an tar vattend.]upet oberoende av t idEm kan advek­

tions- diffusionsekvationen skrivas 

A ~~~ ·· - ~- (EA ~~ ) - lJ"k- (Acu) + H (6. 2. 1) 

29. 

Begynnelse- och gransvillkoren mi\.ste vara kanda och kan forrnuleraEJ orn 

SOlD 

c(x, 0) - f 
1 

(x) 0 -< X :::::--;; L. t -- 0 

e(O,t) -- f2(t) c.(L, t) -- [ 3 (t) t>O 

For att visa Hisningstekniken antar vi ett idealiEJerat system dar arean 

A och diffusionskoeffi.ci.ente.n E' ar konstanta samt att hastigheten u och 

kalltermen R ar noll. 

oc -iff--
~2 
0 c 

E --- 2 8x 

Ekv ( Ei. 2. 2) ersiitts med en fini.t-differensekvation. 

n+1 n c. - c. 
J J 

Lit---- -

eller 

E 
(6x)2 

. n+l 
(e ·~ l J ' 

n n ) 
CJ. + C. l J-

n n+ J. 
~ c 

j 
n+l 

+ c:j-1 

(6. 2. 2) 

(6,2.3) 

(6.2.4) 

•n c. - c (j6x, n6t), ar en approximaaion av koneentrationen i koordi­
J 

naten x vid tiden t. 



j=1,2,3, 

n=0,1,2, ______ _ 

.6t = Steglil~1gd i. tiden 

.6x = " i x-led 

J-1 

Ekv (6. 2. 3) brukar betecknas f()r en explicit modeU dil. d•2n enda obekanta 

ar c?+l , som direkt kan l()sas uti varje berB.kningssteg. ITlkv (6. 2. 4) 
J n+l ar en irnplicit n1odell dar den obekanta c. .- uttrycks ~~-o111 en funktio:n 

b k t . b 1 n+l d } ... . "'P , n+l ,_ .. d av en annan o e an var1a e ·; cj+l ; .:J::t- rot·1.n.sat.I..S atl: cj-l ar !<,:an 

genom randvillkoret for j = J. och t ::'> 0. 

F .. · · · t · d t k 11 · · ' d ' ' t n+ ·1 1 or varJe 1 s· eg an erne er1.1a ex1 ooeKan a ci · success1vt osas 

· f k · · n+ 1 t '11 • · t 1 • • 'll · J. J d .. sonl_ en un·non av c.+l -l ..... s aess at _m_a':- ,_.~ornrnc_r ll. J:::: - _, ar 

man kii.nner c ~;1 . s;m ii.r ett av randvi.l.:l.koren, varvid ci n+l Jmn lilsas 
J n-'-1 " 

ut. Genom Ktersubstitution kan sedan cj-' · }_i_}sas fOr cJ.la j f6r detta tid~-

steg. 

rrekniken. p8_minner ODl. GausselinYinatio.nen fl'lr ekvationssystern. Det 

kan diirfor vara lampligt att uttrycka de successiva ekvationerna i 

matrisform. 

[A] [C) ~ (B} (6.2.:)) 

(A] ii.r en tridiagonal matr:is, d v s en matr:i.s 2_v ordningen (J-1) :x (J-·1) 

30. 

. dar varje rad har tre element, son>. i:lr ski.lda fra.n noll, ordnade symmet­

riskt kring diagonalen~ utom. fijrsta och sista raden son1 endast har tv3. 

Matriserna [A J och [B] iir kiinda, matrisen [ C]innehaUer de obekanta 
n+l 

cj 

B inneh8J.ler bl a randvillkoren~ FOr att separera. dessa fr3n ev andra 

termer· i. B kan ekv (6. 2. 5) ii.ndras till 

] [ 
., 

[A) [ CJ ·· [D + R j (6 '! '') . " w. \) 



n+l 11 

rcl ~ 

[ :: r Dl ~ c 
1 

cz 

I ~ 
I cj-2 c. 2 J-

l c c. 1 j--1 J-

[A] ,. 
- X X 

X X X 

X X X 

X X X 

X X X 

l X X 

J 

x-en ar tal t 0 

R irmehaller ev kalltermer etc. 

Ekv ( 6. 2. 4) kan anvandas som en enkel Illustration 

Los upp och omfordela termerna enl 

n+l 
-- cj-1 

+ n+l ( 1 + cj 
2I~ i.O.t 

(Ax) 2 

n+l c. ~ '1r kand for j ~ 1 (randvillkor) 
J-1 

" forj~J-1 " 

dessa term.er inga.r lampligen da i[R] 

n+l 
) - cj+ l 

EAt 
. -~~)2 

31. 

(6.2.7) 

::::: c.n 
J 

(G. 2. 8) 



.. '1 2 E Ll. t ) t .. d. l 1 t . ['A) d E Ll. t .t. ern.tul ( + -----'>--· u gor 1agona .e em en 1. . · n1e an---")-
( Ll.x) ~ (L1x) ~ 

e1tgcir viinster- och hogerelement omkring diagonalen i samma matri.s. 

Fordden rned denna implicita losningsmetodik ~ir att tidssteget Ll.t kan 

viiljas oberoende av liingdsteget Ll.x. Tyviirr finns en del nackdelar 

odc.sil. 1bl a iir modellen svil.rare att programmera an en explicit modell 

dessutom iir modellen kiinslig for pWtsliga koncentrationsandringar 

som orsakar en fortskridande "chockvil.g" so.m deformerar losningen 

cS' [10], [16], [17}. 

'ii ~tteniinder till ekv (6. 2. 1) och en explicit l.osningsmetod och app­

t\;xlmerar differentialerna med differenser enl foljande beteckningar. 

. n+l n 
') c' ., c. ( c J 1 

A --vr-· ~ A . ( _,_ l 
. J Ll.t 

l (AE) j +--
2 

(AE) 

2 

D (Acu)r:+l - (Acu)': , 
-·-· (Acu) n " -----~----- J- '· 
ox J 2Ll.x 

H.n ., ,, 

(6.2.9) 

(6. 2. 10) 

(6.2.11) 

(6.2.12) 

(6. 2. 13) 

(6. 2. 14) 

H
11 

= Summa tillford, bortford, nyskapad och nedbrut.en substans 
.l 

per tidsenhet i segmentet L1x. 

. n+l 
In;1~ictes ovanstaende ekv (6. 2. 9) .. (6. 2.14) 1 ekv (6. 2.1) kan c. 

J 
lt)sas sorn 
n~l ~ - n [. (AE) j +} ( ej-~1 - en) - (AE) j- -}- (~t -ej~l) 

e. -e. + · ----~~ -
.J .l (Ll.x) 

n n n 
--~,c~j+I~~cu)j:._l_ +~] _Ll.t 

211x <o.x Aj (6. 2. 15) 

32. 



For att ~:kvationen skall vara anviindbar fordras att dels begynnelse­

koncentrationen c, for xE:. [0, L] iir k8.nd, dels att randvillkoren foc c, 

xE: {o, L} och t> 0 ar kanda eller kan beraJmas. 

6, 3 Inre randvillkor 

Vid en begransningsyta t ex innersta del en. av ett endimerisi.onellt vatten­

system, ghller teoretiskt som randvillkor, att koncentrationsgrad:ienten * = 0 forutsatt att inget advektivt flode gar genom sektionen. Detta 

villkor innebar att ingen diffusiv transport sker genom begra.nsni.ngsytaJL 

I di.fferensform kan detta randvillkor approximeras pa Hera satt. 

For den inre delen av ett "endimensionellt" vattensystem. kan enl (7] 
denna uppskattning goras sa. att koordinataxeln X orientera.s sa att 

x = 1 · L'.-.x placera.s dar koncentrationsgra.dh,mten ~- = 0. For detta ,- ox 
s k reflexiva. ra.ndvillkor giiller da c(O, t) = c (2L'.-.x, t), jfr fig 6. 3. 1. 

I 

I 
i 
I . 
I 
~ AX~ 

1...-.- ·--+-.------+---
0 '\ ~ 

-+---.--
3 

t\G,. 6.3.1 RtFlE.\<:1\VT Rl\'1-ii>\IILLI<OR . 

D~tta. randvillkor kan endast i unda.ntagsfall anviindas da vattensys temet 

iir slutet i ena riktningen. Fc}r att allteftersom tiden va~er komm.er kon­

centrati6nen i. punkt x = 0 oundvikligen att al.ltmer n~irrna. sig koncentra-



34. 

tionen i punkt x = 6x och mer och mer avvi.ka fran den i punkt x = 2 ·6x. · 

Ett battre randvillkor ar da att helt enkelt satta koncentrationerna for 

x = 0 och x = 6x li.ka stora. 

Ett tredje och battre alternativ kan harledas ur diffusions-- advekti.ons­

ekvationen. 

Orientera x-axeln sa. att. X = 0 befinner sig i den punkt i vattensystemet 

dar koncentrationsgradienten --~~ = 0 eller dar tvarsnittsarean eller 

diffusionskoefficienten blir insignifikant. 

X= !:>.X_ 
~ 

b. "f... r----1 
0 '\ ').. 3 

-x 

Fl~. \:. .?>.'l... INRt. R-1\NDYILLY\OR. 

Betrakta massflodet genom ett tvarsnitt x = -~- enl fig 6. 3. 2. Integre­

ras sedan diffusions- advektionsekvationen i x-led over sep;mentet 

0~ x-s;; ";: enl fi:iljande . 

Ef-
J ix ( AJE~ ) dx = 

0 
som ger 

AE' oc _A i1X- cu 

(Acu) dx - (6.3.1) 

(6. 3. 2) 



dar termerna .AE ac , Acu blir relaterade till snitt x = Ll.x
2

. · ax--

Ekv ( 6. :3. 2) kan approximeras med en differensekvation 

n+l n+l. n+l n 
c 1 - cO 1 +1 A-- A. co - c(J 

AE L\.x = (Acu) n+ - Rn • _WA_2_ + - L\.t 

dar 

(Acu) n+ 1 = (Au)n+ 1 ( 

n+J n+l 
cl +co 

2 
-) 
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(6.3.3) 

(6. :3. 4) 

I ekv (6. <J. 3), (G. 3. 4) arc~ kand och c~+l maste 1osas med na.gon 

1. 't 1·· · t d D'' ''t k n'tl 1" t h bl' d 0 t exp 1c1 osnrngs1ne· o . arei ·er ·an c
0 

osas u oc . 1r se an var · 

nya randvillkor sorn kan tilliimpas pa en godtycklig rnodelL 

c;'+l. AE c
0 

11
• A · L\.x 

-·-Lix + -2~t ----
---· 

6. 4 Yttre randvillkor 

AL\.x Au 
Z::ZS:t - -2 

n+l n+l 
cl . Au R L\. x 

- --2--- + ---2-·-·-

(6.3.5) 

Handvillkoret for koncentrationen i punkt x = J kan approximeras genom 

att extrapolera fran de tva niirmast innanfor bera.knade koncentrationerna. 

Extrapoleringen gors enklast riitlinjigt enl fig 6. 4. 1 

----------
X 



Ur;; vattensystemet mynnar i havet eller i en storre sjo med stor vatten­

on:wattning kan det vara motiverat att koncentrationen for x = J sattes 

till noll. 

Niir sa gransvardena pa nagot siitt bestamts fOr t:>O ar losningen av 

den finita-differensekvationen reducerad till ett begynnelseva.rdes­

prob1enJ .. 

7. .EGENHETEH HOS BEHAKNINGSMODELLl'i:N 

7. 1 IDffekter av finita differensapproximationer 

Nuxneriska modeller rnaste i allmiinhet losas rned hjalp av datateknik 

och ger sallan exakta losningar till givna problem. Numerisk losning 

till olika typer av differ·entialekvationer a.r ett exempel pa detta. Teo­

retiskt galler att om differensapproxirriationerna gars oandligt sma 

kornmer den numeriska losningen att sammanfalla med den analytiska. 

Ekonomi, kapacitet och berakningshastighet hos datamaskiner satter 

er:nellertid har en grans for bur sma steg man kan valja i beraknings~ 

proceduren och darmed en grans hur nara en analytisk losning som. det 

a.r mojligt att komma. Denna begransning utgor i allmanhet ingen be­

lastning pa den numeriska losningstekniken kontra den analytiska. 

Milnga matematiska modeller, avsedda att spegla fysikaliska fi)reteelser 

ar f 6 sa komplicerade att man endast har en numerisk losning att till­

giL Till denna senare kategori hor diffusions- advektionsekvati.onen med 

'!arabla koefficienter. 

Vid numeriska berakningar paverkas resultatet av rnanga typer av fel. 

Vissa felka.llor ar svara att pil.verka, andra kan reduceras ibland helt 

~c~.l.imineras genom omformuleringar av uttryck etc. 

Fel.kan uppkomma i indata, som kan vara resultat av matningar i falt­

foi'sok. Bn dator har bara minnesutrymme fi)r ett begra.nsat antal si£ f -· 

ror varfor avrundningsfel alltid uppkommer under berakningar. 



Avrundnings:felen ger upphov till svara fel om modellen ar numeriskt 

instabil. se kap 7. 2. 

Trunkationsfel uppkommer nar en gransviirdesprocess avbryts. Vid 

manga numeriska tillampningar gars filrenklingar och idealiseringar 

i den matematiska modellen. FJffekten av denna senare typ av intro­

ducerade fel ar ofta. svar att uppskatta. 

Vid numerisk losning av en modell ~ir det i.bland mojligt att med ana­

lytiska metoder uppskatta de fel som eventuellt infores i losningen 

och om nodvandigt gora en korrektion i efterhand, se [4],[10]_[15], 
[16],[17]. 

7. 2 Stabilitet 

Vid en nurnerisk liisningsprocedur kan det under vissa filrutsattningar upp­

sta numerisk instabilitet som giir losningen oanvandbar. lVIed instabilitet 

menas att ett under berakningsproceduren infort fel, som kan vara en av­

rundning av en approximativt riktig siffra l vaxer over alla griinser om 

beriikningstiden pagar tillrackligt Hinge. fnstabilitet kan under vissa 

fi:irutsiittningar uppsta aven om differensekvationen ar korrekt. 

Implicita lOsningsrnetoder ar emellertid stabila, jfr [15], [16] . 

Fi:il' att askadliggora vad som rnenas med exernpelvis en implicit losning 

kan en s k berakningsmolekyl anvandas. 

Diff erenti.al ekva tion en 

kan ersattas med differensekvationen, jfr fig 7. 2. 1 

n+l n c. - c. __ L_~,_. 
' n+1. 

T C · 1 J- ---

37. 



eller, jfr fig 7. 2. 2. 

n+l n c. - c. 
_J__ J - - E 

b.t 

t 

----------~-------------------~ 

)( 

FIG,. t. '2...1 IMPUC.\T \~£R'f,_I<N\NG,'SMOD'ELL 

t1 
I 
1------------------------------ ----------------.......,.. X 

For explici.ta beriilmingsmodeller kan i allmiinhet inte stegliingderna 

b.t och b.x viiljas oberoende av varandra med kravet att modellen skall 

vara stabil. 

Ett tillriickligt, om an inte nodviindigt, villkor for stabilitet kan har­

ledas fi.\r modellen enligt fig 7. 2. 2. 

38. 



+ 

3 f). 

Ulg8x man fran diffusions- advektionsekvationen utan advektionsterm 

ac _ 1 D ( AE" ac ) 
·-r~ - r.- ·-....,.,;-- - ' -~ dt A dx ax (7.2.1) 

som kan approximeras med differensekvationen 

n+J. n c. - c. 
_;]_ __ ~ _ _;}_ 

Lit 

(A.&;) . + (AID) j -l 
__ 1__,_2"' __,__. 

2 (b.x) 

(AE) '+J + (AI<.;). ____,J . J 
2 (6x)2 

n 
- c. J J- . 

• . . b k t tt+l l (7 2 2' Loses aen o e ana c. ut ur e'v , . 1 
J 

n n 
c.+1 - c.)-

.) J 

(7.2.2) 

(AE). +l + (AE). 
.,, ____ 1_.::_. _____ ) • Lit n + 1'l . cj+l 

(A 'F.;) .+1 + 2 (AE). + (AE). 1 . J J J-- --·----· --) 
2 Aj (t.x)

2 

! '\ 'H') + (1' "") \-l:- .. '--'4 • ~ l..!.! • '1 
J ---.:..J-

0 -- 2 ·------
2 A.(6x) 

J 

n 
·Lit·c. 1 J-

eller omskrivet 

n+l n 11 n 

2 Aj (Lix)
2 

(7.2.3) 

11 Lit . c. 
J 

cj =A cj+l + (1-B) c;i + C cj_ 1 (7. 2. 4) 

E11l definii::lonen ar c n :::> 0, \j f n, j l 
J -· \ J 

Efte .. ·som A+ C = B galler, att om B ;S;;1 

n+I ( ( ) C) n n maxc .• -<.A+ 1-B + maxc. =n1axc. 
J J 

nJax c 1 n-1 0 
::;;:;:max c. :::::; .. _ .. ..e:::::: max cJ. 

J 

Foljaktli~en maste B<l om lOsningen skail vara begransad. 

Tdentifie .·ing m1 l.lan ekv ('7. 2. 3) och ekv (7. 2. 4) ger sedan 



(AE) .+l + 2(AE). + (AE), 1 J __:.1_ '. ---· ·--- 2 -·--··-··--"-···c .. 

2 A .(Lix) 
J 

1 

.Ekv (7. 2. 5) ar ett tillrackligt villkor fiir stabili.tet av den explicit 

skrivna diffusionsekvationen enl ekv (7. 2. 1) 

In.kluderas 8.ven advektionsterxnen i nf:irnnda ekv kaD ntahHitetskriteriet 

enl ekv (7. 2. 5) paverka.s nagot i ogynnsarn riktning. 

Om a.rea.n och di.ffusionskoeffi.cienterna ar konstanta ovcrgar elw (7. 2, 1) 

till 

2.E·Lit 

(Lix) 2 < 1 (7. 2. 6) 

8. TILLAMJ 'NING AV Dl<;N l'<;NDilVl.ENcHON.ELLA DIFFUSIONS-
0 ., 

ADVEKTlONSJVfODELLEN P/1. OMSATTNINGEN AV YTVATTEN 

I BYFJOBDEN 

8, I Allmant 

Byfjorden ar ett vattensystem med manga funktioner. Fjorden ar insegl.i.ngs­

ranna till hal11J1en c. Udd '>Valla samt U ddevallavarvet, den a.r rE~cipient 
fOr avloppsvattnet fran · Jddevalla reningsverk sa.rnt ar ett betydande rek­

reationsornrade for savi l turister som den lokala befolkningen. For ait 

fjorden skall kunna beva ·a sin funktion sorn rekreationsornrade for Udde~ 

valla il.ven i framtid• ·n ar det av stor vi.kt att de fororeningar som till~ 

fors·fjorden halls pa en zcceptabelt lag niviL 

Vattendjupet i Byfjorden \arierar franca 11m vid Sunninge suncl till mer 

an 40 m i de centrala del2rna av fjorden dar det storsta djupet ar ca 50 m. 

VattenHnjearean i fjorden iir 6, 15 km
2

, [ 6]. 

Salthalten i ytva.ttnet vari.ET:.--tr rned Brstid.en s{i a.tt under var- och h?_)st 

har f.iorden en inte obetydi '~g genornstr6n1ning av ~:;Qtvatten fr8n sitt 

nederb6rdsomr8.de_, \dlket sEi_nker Galthr.dten i ett ytskikt on1 l- 11 Jl1 tjock·-

lek. 



Under soxnmarhalvB_ret ar genoro.str6mningen av s5tvatten vanligen 

mindre an 1 m 3 / s och helt forsumbar i jiimfiirelse med tidvatten­

strommar och vindinducerade strommar. Ytvattnet ar da tamligen 

homogent med en salthalt om 20-22 %o ned till sprangskiktet, vilket i 

regel ar bela get fran 12 till 16 m: s djup. Darunder finns ett homogent 

bottenvatten med en salthalt om 30-·32 %o. Det skarpa sprangskiktet 
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gor att utbytet mellan yt- och bottenvatten ar kraftigt reducerat. Vat­

tenomsattning och spr.i.dning av fororeningar i det civre skiktet kan dar­

for , hetraffande iimnen som ej ingil.r i det biologiska kretsloppet, be­

handlas som om sprangskiktet ersiittes av en fast botten. I detta kapitel 

skall. diffusionskoefficienter i en endimensi.onell m.odell for ytvattnet 

beralmas, ·utgaende fran sparamnesforsok 11 och modellen skall se­

dan tilliimpas .for numerisk simulering a.v koncentrati.onsfordelningen 

vid avloppsutslii.pp fril.n Uddeval.la kommun. 

8. 2 Diffusionskoefficienter 

For tidvattenpaverkade vattensystem som fjordar, estuarier etc 

varierar diffusionskoefficienterna periodiskt med tidvattenflodet. 

Diffusionskoefficienter.na ii.r darfor, sorn tidigare visats i ekv 5. 2. '7 en 

funktion av saviil tiden som av lageskoordi.naten. I de fall dil. man tinskar 

att studera masstransporten av nil.gon substans i ett vattensystem 6ver 

en langre tidsperiod, ii.r del Himpligare att anvanda ett medelvarde pa 

diffusionskoeffici.enterna i tiden tagen tiver manga tidvattencykler. Alt 

helt eliminera tidsberoendet a.r dock inte mtijligt da diffusionskoef.ficien­

terna ofta ii.ven pil.verkas av vindgenererade strommar, vilka kan vari.e­

ra betydligt. Eftersom diffusionskoefficienterna ii.r funktioner av hastig·­

heternav', u', jfrekv(4.2.10), (4.2.11)och(4.2.12), ochniimnda 

hastigheter varierar med turbulensen, varierar diffusionskoefficienterna 

rned vindens intensitet. Detsamrna giiller for den dispersiva effekten av 

den vindinducerade cirkulationen. Det iir darfor liimpligt att inte viil;ja 

tidsperioden vid medelvardesberalmingen langre ii.n att man far repre-­

sentative varden pil. diffusionskoeffici.enterna. Vindforha1landena kan 

under nagon arstid vara sa stabila att en viss vindstyrka och vindri.kt­

nihg dominerar over andra och man far kanske typiska "host- vinter-

oeh sommarfi5rh~.llanden". Man borda berakna flera uppsattningar av 

diffusionskoeffi.cienter som var och en kan anviindas under deras speci.ella 

fOrutsiHtningar. 



42. 

"--~ 



43. 

I Byfjorden utfordes under sommaren 19'71 en omfattande undersoknings­

serie av spridn.ingsforlopp i ytvattnet, med rodamin som sparamne [11] . 

Mi'tlsattningen var att studera utspadning och spridning av ett avloppsutsHipp 

i Byfjorden ytvatten. Det si.mulerade utsliippet agde rmn i fjordens inre 

del och pi't 6 meters djup, fjr fig 8. 2. 1. Sammanlagt utfordes 6 enskilda 

doseringar. Den mangd rodamin som doserades vid varje tillfalle variers­

des fri'tn 1, 6 l till 25, 0 l. Tiden under vilket utsHippen pagick varierades 

fran 3, 30 till 52,30 t.immar. Koncentrationsutvecklingen i f;jorden mattes 

fdin en motorbat i vil.ken var monterad ett automat:iskt registrerande 

matinstrument. Forutom dessa kontinuerliga matningar togs aven djup­

profiler av koncentrationen .i diskreta punkter. 

Namnda undersokning bar legat till grund for bestamning av diffusions­

koefficienter i Byfjorden. For att underlatta bestii.mningen, har beraknings­

rutinen programn:1erats. Programmet med beskrivning ar redovisat i 

appendix ocb det bygger pa den i kap 5 ejN (5. 3. 2), harledda rnodellen. 

Sotvattenflodet har antagi.ts insignifikant.. Den a.dvektiva. transporttermen, 

som ingar i modellen, bar darfor forsummats och dess ti.llskott i trans­

portfasen har tillatits att inga i diffusionstermen. 

Lageskoordinater och tvarsnitt genom fjorden har lagts enl fig 8. 2. 1. 

Substanstra.nsporten i horisontalled sker enligt uppmatta koncentra­

tionsprofiler i vattenskiktet ned ti.ll sprangskiktets overkant. De effektivt 

medverkande tvarsnittsareorna bar beraknats for ett djup ned till 10 meter 

under vattenyta.n och redovisas i tabell 8. 2. 1. 

Tab ell 8. 2. 1 Effektiva medverkande tvarsnittsareor i Byfjorden. 

A(x) 2 A(x) 2 A{x) 2 
X Hl X m X rn 

1 7500 6 12000 11 6000 

2 7500 7 12000 12 10000 

3 10000 8 9COO 

4 12000 9 GOOO 

5 13000 10 1 ~}00 



Av de 6 doseringar som 1971 utfordes i Byfjorden ar dosering nr 4 med 

atfoljande ma.tni.ng av koncentrationsutveckllngen den som bed oms som 

mest Himplig fOr en bestamning av diffusionskoefficienter. 
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Den upprnatta medelkoncentrationen av rodamin i olika tvii.rsnitt av 

fjorden, som funktion av tiden, redovisas i fig 8. 2. 2, sid 19'7 [11]. 

Koncentrationsandringen i fjorden under tva. dygn har i fig 8. 2. 3 avsatts 

som funktion av lageskoo:rdinaterna. l""ig 8. 2. 2 grundar sig p!'t kontinuer­

liga matningar och ar avkl.ingningskorrigerad medan fig 8. 2. 3 ar mede1-

varden fr!'tn ytan och ned till 10 rn djup beriilmade fr!'tn uppmatta vertikal­

profiler och ar ej avklingningskorrigerad. 

Tre uppsiittningar av diffusionskoefficienter har ber~iknats och de. re-­

dovisa:s i fig 8. 2. 2. 

Den forsta uppsattningen har ber·i:iknats utifran koncentration.sutvecklingen 

den 10/7 - 15/7. se fig 8. 2. 2. Diffusionskoefficienterna ar beralmade fran 

dag till dag och medelvardet av dessa beraknade i varje sektion. Denna 

forsta uppsa.ttning ar att hi:infora till ett initialskede for di.ffusionen, da 

sp!'trii.mnet annu ej hunnit sprida sig i hela fjorden. 

Den andra uppsattningen ar p!'tmotsvarande siHt ber3.knad under tiden fr o rn 

den 10/7 tom den 18/7 -71 men med intervallet 2 dygn. 

Den tredje och sista uppsattningen ar beraknad utifri'm fig 8. 2. :> och i:ir 

baserad pa koncentrationsandringen i fjorden under 2 dygn fr o m den 

16/7 tom den 18/7 -71. 

Tabell8.2.2 

Diffusionskoeffi.cienter i Byfjorden 

X 

1 

2 

3 

4. 12 

4.88 

E . 2 

5.37 

8. 88 

26. 91 

29.24 



(Forts. tab ell 8. 2 . 2.) 

'i B. 59 10.96 50.01 

5 7.86 18.37 55.75 

6 7.54 22.57 52.20 

7 HI. 52 34.11 63, 29 

8 18. 19 4[), 25 '74.93 

H 17. 17 90.00 55.40 

10 145.00 111..00 

De tva forsta uppsattningarna av diffusionslwefficienter uppvisar genom­

gaende lii.gre vii.rden an den tredje fransett nagot enstaka varde , jfr tab 

8. 2. 2. FCirmodligen ar de tva fCirsta mera representativa dade dels a.r 
beraknade Civer en nagot Hingre tidsrymd dels iir baserade pi\ utjamna:-

<15. 

de medelv iirclen av koncentrationsutveeklingen Civer hela tvarsnittsarean. 

Den tredje uppsattningen, som ar baserad pi\ koncentrationsutveckl:lngen i 

ett fihal djupprofiler, ar mera osiiker. 

Fransett sma fluktuationer uppv:lsar dock de tre uppsattningarna en en··· 

hetlig tendens. Diffusionskoefficienterna ar relativt sma inne i fjorclen 

fCir att suceessivt oka ut mot Sunninge sund. Denna tendens ii.r vad man 

kan 1/iinta da tidvattenstrCimmarna blir alltmer aceentuerade da rrmn 

iniidtn fjorden narmar sig sundet. Vinden var under den aktueUa perio­

den svag till mattlig vastlig, dvs riktad in i fjorden. 

Utg;'loende fr?m bera.knade varden i tab 8. 2. 2 kan man forva.nta att diffu­

sionskoeffidenterna i den inre delen av fjorden varierar mellan 5-30 m
2 

/ s 

och i den mellersta och yttre del en 8- GO n:1
2 is. Diffusionskoeffieienten i 

Sunninge sund kan uppskattas till ~ 100 m
2 / s. Detta kan jamfOras med 

Oslofjorden, dar diffusionskoefficienten vid trCiskeln bertiknats till 

i 000 m
2 
is rnedan diffusionskoefficienten inne i Oslofjorden ar av samm.a 

st.Grlek sont f<5r Byfjorden eller 50 m 2 / s. 



Fig. 8.2.2• i\'iedelkonoentration av rodamin 

eom funktion av tid.en f'or dosering 4 enl. 

[11]. 
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Fig. 8.2.)< Koncentration av Jl'od&ruin 

som funktion av lageekoordinatan. 
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8. 3 Koncentrationsberakning Wr ett simulerat avloppsutsHipp 

Det har uppskattats att Uddevalla kommun i framti.den behover slappa 

avloppsvatten fran sitt reni.ngsverk till en mangd av 300 Ii s i Byfjor.-­

den. For att berakna koncentrationen avloppsvatten i fjorden fran ett 

tankt pil.slapp av ett kontinuerligt avloppsflode tills dess att stationara 

forhmlande nihts har diffusions- advektionsekvati.onen ( 6. 2. 1) anvants 

med utgangspunkt fran de diffusionskoeffici.enter som beraknats i fi5reg8 ... 

ende kapitel. Berakningen har utforts pa dator. Det anvanda programmet 

med beskrivning ar redovisat i appendix. 

li'jorden har indelats i element med en langd av 500 m, jfr fig 8. 2. 1 aid 42 .. 

Som .inre randvillkor har det i. ka.p 6 hiirledda. sa.rnbandet ekv ( 6. 3. 2), till­

ampats. Som yttre ra.ndvillkor har valts att koncentrationen i rnynningen 

till Havstens fjord ar nolL Avloppsu.tslappet har antagi.ts sk:e stra:x i.nnanfCir 

tvarsnitt :x ~ 2, jfr fig 8. 2. 1 sid 42. 

Det advektiva uthytet :l fjorden har forsumrnats dil. effekten av den under 

sommarforhallandena ringa sotvattengenomstrornni.ngen inkluderats i 

diffusionskoefficienten. 

Vid beralmingen av koncentrationsutvecklingen for ett simulerat avlopps·-· 

utslapp har det varit rlmligt att koncentrera_ problemet till somrnarhalv­

aret da a.lg- och planktonproduktionen i olika vat.tensystem a.r sorn rikli·· 

gast. Det ar ocksa under sommaren som Byfjorden mest utnyttjas for oli­

ka fritidsaktiv iteter och da olagenheterna a.v en ev f6rorening av :fjord en 

ar som mest patagliga . 

.Eftersom avloppsvattnet, aven vid utsliipp pi\. 6-8 m djup, inla.gras i ytan 

och si3.ledes ej ar jttmnt fOrdelat Over tvarsnittet i initialskedet, xn8_ste 

diffusionsmodellen anvandas rned viss forsiktighet. Om vinden ~lr viistlig, 

vqket ar vanligast, pressas ytvattnet in i fjorden. N8.gonstans n1ellan 5 

och 10 m djup uppstftr en utatri.ktad returstrom och denna cirkulation 

ger upphov till en nedatri.ktad hastighetskomponent i inre delen av fjorden, 

vilket effekt.ivt bidra.r till den vertikala blandningen. J dE<tta fall ka.n den 

endim.ensionella diffusionsmodellen antas vara U.lliirrtphar. Vid ostliga 

vindar liksom under period0r rn_ed stor sOtvattentillrinning sker d8.re1not 
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en uttransport av ytlagret och dtiri losta timnen. Vertikalinbl.andningen 

H:irsva.ras i fjordens inre del av den da uppatriktade konvektionsstrom­

.men och en endirnensionell rnodell kan anvandas endast under fi:irutsatt­

ning att det advektiva flodet i ytskiktet medtas i. modellen. 

F'oljande berakningar avser forhhllanden sornmartid vid forharskande vast­

liga vindar. Kortvari.ga ostvindperioder ·- nagot dygn - har rings bt;tydel··· 

se fi:ir slutresultatet vid kontinuerliga utslapp. 

Indata fCir koncentrationsberakningarna redovisas pll. den form de erhaHs 

fri'm datorns radskrivare och anger tvarsnittsareor, valda diffusi.onskoef·· 

flcientcer, begynnelsekoncentrationer, kallfliiden, kaJlkoncentrationer, 

hastigheter etc . 

.1:3 5'. ~'i:!{_l.l_i!' .fl E E _:1_,_ 
.FOr berfikning nr 1 har de tidig'are f<)r fjorden ber8.knade tvfirsnittsareor­

na anvilnts tHlsammans med den fC\rsta uppsattningen diffusionskoefficien·· 

ter enl tab ell 8. 2. 2. Fi)r Sunninge suml och fiir den yttre del en av By:fjorden 

ut rnot Havsiens fjord ar dif:t'usionskot:~fficienten inte ktind~ Den h<:-~.r~ sorn 

en f6rsta ansats,valts relativt liten i_ sundet och sedan antagii:s CJka ut mot 

Havsi:ens fjord. 

Fullsta.ndig indata redovisas pa sid 51, under rubriken: "Indata for- beriik­

ning nr 1 11
• Den inre delen av UddevaUa hamn l.igger i x = 1, Sunninge 

sund i x == 10_, jfr f 6 :rned fig fL 2. 1 sid 52 . 

Beraknad koncentrationsutveckling i fjorden redovisas i tab ell. 8. :3. 1 Wr var 

30: e dag efter det att ett kontinuerligt avloppsutsiilpp rned 300 1/ s pabi:irjats 

i segment 1. Koncentrati.onsprofilen langs fjordcn har i fig 8. 3. 1 avsatts 

som funktion av lageskoordinaten x, dels efter .30 dagar och dels efter att 

ett stationart tillstand uppnatts. 

Om .fjorden frs.n bi:irjan iir fri fr:''m avloppsvatten och om de gjorda antagan·­

dE;na ar relevanta tar det 130 dagar innan ett stationarl. tillsti"md nr fjorden 

in trader. Den beraknade koncentrati.onsprof:ilen ar konthmerligt avtagande 

fran eft sWrsta varde i fjordens inre del till noll (randvillkor) vid myn­

ningenJ n1ed en n8.got ()kancle gradient (j-..rf;r Sunni.nge sund. 
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Fran sparamnesforsi:iken samt kemisl'a miitningar i Byfjorden kan man 

emellertid fi:irvanta sig en flackare profil i fjorden och en kraftig kon­

centrationssankning iiver sundet. 
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TabellJl_,_:_l_,_~ : Berakning nr 1. 

Koncentrationsutveckling i Byfjorden for ett simulerat avlopps-

utslapp med 300 1/ s. 

X 30 60 90 120 130 dagar 

1 9. 77 13.43 14.7 6 15.24 15.32 

2 10. 66 13.7 6 14.33 15. 23 15.35 

3 8.37 11. 09 12.07 12.43 12. 49 

4 7.12 9.58 10.46 10.7 8 10.34 

5 6.09 8.29 9.08 9.37 9. 42 

6 5.09 7.00 7.70 7.95 7.99 

7 4.25 5.39 6.49 6. 70 6.74 

8 ~'. 63 5. 06 5. 57 5. 7 6 5. 79 

9 2. 97 4. 15 4. 57 4.·73 4.75 

10 1. 53 2.14 2.36 2.44 2.46 

11 0,93 1.30 1.43 1. 48 1. 49 

12 0. 62 0.87 0.96 0.99 1. 00 

13 0.38 0. 53 0.59 0. 61 o. 61 

14 0. 15 0.21 0.24 0.25 0.25 

1.5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 



.,. 

Fig. 8. 3.1 Kcmoentrationaprofil i By­
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]?~::_ii..J.c_11;ip_g'_!_1.2::}. 

I forha.Ilande till berakning nr 1 har tvarsnittsareorna i fjorden minskats 

nil.got och dessutom utjiimnats i forhil.llande till varandra. 

Diffusionskoefficienten for Sunninge sund har hehlillits fril.n berakning 

nr 1 men okats nil.got inne i fjorden och minskats utanfi:ir sundet. Full­

stiindig indata redovisas pa sid 56 , under rubriken: "Indata for berak-
. 2 IT nmg nr . 

Sam vantat fordrojs uttransporten av avloppsvatten jamfOrt med berak­

ning nr 1. Det dri:ijer nu 195 dagar, mot for berakning nr 1,130 dagar 

for att ett stationart tillstand skall upptrada i fjorden. Den slutliga 

koncentrationen blir ocksa hogre, jfr tab ell 8. 3. 2 sid 57 samt fig 8. 3. 2. 

Dessa bada effekter beror framst pa att den antagna medverkande arean 

for tvarsnitt x = 11 har minskats med 4J1 %, friln 1 000 till G 000 m 2 samt 

att diffusionskoefficienten i samma snitt minskats med 11 %, friln 28 till 

25 m 2/s. Produkten, arean · diffusionskoefficienten har salunda minskats 

med 46 %for namnda tvarsnitt. Denna relativt stora forandring av para­

metern A · E for ett enstaka tvarsnitt ger hiir endast en andring i maxi­

mala slutkoncentrationen fdl_n 15,35 %o till 15,91 %o eller med 3, 5 %. 
Modellen ar sil.ledes relativt okanslig fCir fi:irandringar av enstaka para­

metervarden, A · E. 

Koncentrationen ar aven denna gang kontinuerligt avtagande i fjordens 

langdriktning, med en svag okning av gradienten i sundet. Koncentra­

tionsgradienten utanfor sundet har 1\kat i forhil1lande till berakning l. 



JNOA lA FOR BERAKNING NR 2 56. 

I:T = 3t0Co ox = 500o NOD = 200 
NUS " 15 NOP "' l AK = o .. o 

N . NOP( N I 

l 200 

I AUI E! Il £!0 

1 75CC., 5o000 o.,o 
2 1:'00. 6o CCC o. 0 
3 10000., 1oOCC OoO 
4 12000., 10.,000 o .. o 
5 13000 .. 1 Co CCC o. 0 
6 12000., Io .. oco o.,o 
7 12000 .. 13o000 o .. o 
e 9000. 22. c co o. 0 
9 6000, 18o000 o., 0 

lC 1500, 18.000 o.o 
1l 6CCO,. 25& CCC 0..0 
12 aooo .. 30 .,ooo Oo 0 
13 9000 .. 3QG0QQ o.,o 
l<i HCC., :?C., CCC 0..0 
15 8000., 30.,000 OoO 

PERIOD 1 
~~-*~*"*~ 

I QS l I i CSi !I U (I l 

1 o .. c o. 0 CoO 
2 300.,000 l..OCO o~o 
~ c .. c OoO o.o 
4 o .. 0 o. 0 Oo 0 
5 o.,o o .. o OoO 
E o.o o .. o o~o 
1 Oc 0 o. 0 OoO 
8 OoO o.,o o .. o 
<; CoO o.,.o o .. o 

1C o. c c .. 0 o.o 
l1 o .. o OoO o.o 
12 c .. c o .. o OQO 
H c .. c Co 0 o. 0 
14 o.,o o.,o CoO 
15 o .. c o .. o OoO 

I = .10 12 = lo 4'\l8 
CT Hill VEPAC"' 1800 .. 
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Tab ell 8. 3. 2: Berakning nr 2 

Koncentrationsutveckling i Byfjorden for ett simulerat avlopps-

utslapp med 300 l/ s. 

X 30 60 90 120 150 180 195 

1 7.32 11.43 13.63 14.80 15.43 15.7 6 15,86 dagar 

2 8.58 12. 11 13.99 14.99 15.53 15.82 15,91 

3 6, 93 10.01 11. 65 12. 53 13.00 13.25 13.33 

4 5.98 8.77 10.25 11. 05 11.47 11.70 11.77 

5 5.29 7.84 9.20 9.93 10.32 10.52 10, 59 

6 4. 63 6. 93 8. 16 8, 81 9. 16 9. 35 9.41 

7 4. 06 6, 12 7.22 7.80 8, 12 8.29 8. 34 

8 3. 64 5.50 6. 49 7.02 7.31 .7. 46 7. 50 

9 3. 16 4.79 5. 65 6. 12 6.37 6.50 6,54 

10 2. 10 3. 18 3. 7 6 4.07 4.24 4.33 4.36 

11 1. 29 1. 96 2.32 2. 52 2. 62 2. 67 2. 69 

12 0.92 1. 41 1. 69 1. 81 1. 88 1. 92 1. 93 

13 0, 65 0.99 1. 17 1. 27 1. 32 1. 35 1. 36 

14 0.33 0.51 0.61 0.66 0.68 0.70 0.70 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 o.oo 
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Fig. 8.3.2• Koncentrationsprofil i By~ 

f,jorden vid ;;;tationii.rt ttUst!lnd for ett 

simulorat avloppautslapp med 300 1/s. 
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_!3~-::._a_lu};~l_g E-El 
Filr att biittre anpassa modellen till verkliga forhallanden har arean 

i tvarsnitten pa omse sidor om sundet valts relativt srdL Detta for 

att effekten av den pli:itsliga minskningen av arean i sundet skall sla 

igenom i beriikningsmodellen. Diffusionskoefficienterna har okats, 

speciellt i sundet , och overet1sstammer niirmast med c\en beraknade 

upps iittningen E 2 . 

59. 

Indata redovisas pa sid 60 , under rubriken: "Indata fi:ir berakning nr 3 11
• 

Denna berakning ger att koncentrationsutvecklingen gar betydligt fortare 

till ett stationart tillstand och att slutkoncentrationen inne i fjorden bli'" 

vasentligt lagre an for beriikning nr 1 och 2, se tab ell 8. 3. 3 och fig 

a: 3. 3 sid 61 och 62 resp. Orsaken ar att. de storre diffusionskoefficien-· . 
terna ger en battre spridning och en snabbare uttransport av avlopps­

vatten genom fjorden. 

Koncentrationsgradienten inne i fjorden ar ocksa mindre an i tidigare fall, 

vilket troligen battre overensstammer rned verkliga fi:irhallande. 



60. 
I NCI\ Til FOR SER.lliNG Nil ' 

OT = 3600, ox = 500., NOD = 300 
NOS . " 15 NGP = 1 IlK ~ o., 0 

N NOP!Nl 

1 300 

1 AI II EOI CUI 

1 7500., lOoO 00 OoO 
2 7 'i {) (), 1 Oo 000 o. 0 .. HlOOOo 1o~ooc OoO 
4 12000o 20o000 o.,o 
5 13000., 20, 000 o.o 
6 12000~ zo., oeo Oo 0 
7 l2000o 30.,000 OoO 
8 9000o 30o 000 o.o 
'9 3000o 30.,000 Oo 0 

10 1500., 1 OOoOOO o~o 
11 · 3{HH)., 40.000 Oo 0 
12 .8000., 50,0 00 Oo 0 
13 8000., 60o000 o.o 
14 8000n 10a 000 0.0 
15 8000., so .. ooo o. 0. 

PERIOD l 
"'$lll$$>1t$ll<lit 

i OS III est I l UHI 

1 Oo 0 Oo 0 OoO 
2 300o000 1,0()0 o, 0 
3 o.,.o OoO OoO 
4 (),() o. 0 Oo 0 
5 OoO Oo 0 Oo 0 
6 o.,o o~o o.o 
? Oo 0 Oo 0 o.o 
a o., 0 OoG OnO 
9 o.,.o o,o OoO 

10 OoO OaO o.o 
11 o,o Oo 0 o. 0 
12 o., 0 OoO o~o. 
13 o.., () Oo 0 Oo 0 
14 o .. o o.o Oo 0 
15 o, 0 OoO o.o 

I "' 9 l2 "' lo440 
OT HAl\IERAD"' 180 Oo 

I "" HI l2 "' lo 2 2 4 
OT H/lli/ER A()"' 900o 



Tab ell 8. 3. 3: Berakning nr 3. 

Koncentrationsutveckling i Byfjorden for ett simulerat avloppsutslapp 

med300l/s. 

X 30 60 80 dagar 

1 7.74 9.13 9.33 

2 7. 93 9.16 9.34 

3 6.39 7.47 7. 63 

4 5. 61 6.61 6, 7 6 

5 5. 09 6. 02 6. 16 

6 4.58 5,44 5. 57 

7 4.16 4.96 5;07 

8 3.77 4.49 4. 60 

9 3.09 3. 69 3.78 

10 2.08 2. 48 2.54 

11 1. 18 1. 41 1. 44 

12 0.71 0.85 0.87 

13 0.43 0.52 0. 53 

14 0.20 0. 24 0.25 

15 0.00 0.00 0.00 

61. 



-------,--- _ _]~-------------- ---------~-----------

Fig. 8. ), 3• Koncen-trationsprofil i_ Ily---I - -

fjorden vid atationlirt tillstAnd 

simulerat avloppsutaliJ;pp mad )00 1/s. 
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Areorna fran foregaende berakning har beh:lllits oforandrade. 

Diffusionskoefficienten i Sunninge sund har minskats fran 100 till 30m2 /s. 

Vidare har diffusionskoefficienterna inne i fjorden minskats nagot medan 

de ovriga i stort sett bibehallits fran berakning nr 3. 

In data redovisas pa sid 64 , under rubriken: "In data for berakning nr 4". 

Ovanstaende andringar av diffusionskoefficienterna medfor att maximala 

slutkoncentrationen inne i fjorden okar med 3tJ % och tiden for att uppna 

stationart tillstand i.\kar med 3 8 % i forhallande till berakning nr 3. 

Koncentrationsutvecklingen redovisas i tabell 8. 3. 4 och i fig 8. 3, 4 sid 

65 och 66 resp. Koncentrationsreduktionen over sundet blir har kraftig. 



INCA lA ~'OR BEHAKNING NR 4 64. 

rT = 1800, DX = 5{) 0., NOD = 300 
NOS = 15 NOP = 1 AK - Oo 0 

N NOP HJ J 

1 300 

I AI II Eli I Clll 

l 7500.., 10,,000 OoO 
2 l~C(b l(j., coo o, 0 
3 10000., 10., 000 Oo 0 
4 12000, 15o000 OoO 
5 BOCCe 15o OCO Oo 0 
6 12000,, 15, ooc o., 0 
7 l20COo 20o000 OoO 
l:l 9000., 22o OC C OD 0 
9 3000o 25n000 Q, 0 

1C 15COo 30o000 OoO 
11 30\Hlo 40o 000 OoO 
12 8000, 50o000 0" 0 
13 800Do 60,0DO Oc 0 
Iii 8CCCo 70o OCO Oc 0 
15 SOOOo 70o000 OoO 

PERI CD 1 
*~""~***$ 

I QS {I I CS{ I I Ulll 

1 On 0 Oo 0 Oe 0 
2 :fOOo 000 lo 000 {)nO 

3 OoO OoO OaO 
4 Oo 0 Co C OoD 
5 DoO Oo 0 o, 0 
(: OoO OoO OoO 
'1 o .. , 0 Co 0 Oo 0 
8 DoD o., 0 DoD 

" Oo D OoO OoO 
H Co C Oo 0 Oo 0 
11 o., () Oo.O o .. ,o 
12 (), () OoO OoO 
13 Oa C Oo 0 Cb 0 
14 OoO o,, 0 o,.,o 
15 Oo 0 OoO Q,,Q 



Tabell 8. 3. 4: Berakning nr 4. 

Koncentrationsutveckling i Byfjorden for ett simulerat 

avloppsutslapp med 300 1/ s. 

X 30 60 90 110 dagar 

1 9.05 11. 63 12.37 12.54 

2 9.33 11.71 12.40 12. 55 

3 7.89 10.08 10.71 10.85 

4 7.02 9.06 9. 65 9.79 

5 6.39 8. 31 8.87 8.99 
6. 5.78 7. 57 8.08 8.20 

'7 5. 26 6. 91 7. 38 . 7.49 

8 4.77 6.28 -6. 71 6.81 

9 4.00 5.28 5, 64 5.'73 

10 2.27 3.00 3. 21 3.26 

11 1. 02 1. 34 1. 44 1. 46 

12 o. 62 0.82 0,87 0.89 

13 0.38 o. 51 0.54 0. 55 

14 0.18 0.24 0. 2 6 0. 2 6 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 



f"ig, 0,].4: Koneentrationsprofil i By­

f:lo>·den vitl ststionart tillst>1nd for ett 

' 
66. 

I·,. 
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8. 4 Sammanfattning av berakningsresultaten 

.Effektivt medverkande areor och di.ffusionskoefficlenter ar de tva para­

metrar som huvudsakligen styr beriilmad koncentrationsutveckling och 

bestammer vilka koncentrationer som kan paraknas vid et.t uppnatt statio­

nart tillstand. F'orutsattningen t'Cir att den tillarnpade diffusionsadvektions­

ekvationen skall ge en losning som speglar verkliga fi)rhallanden ar sa­

ledes avhangig av att beraknad eller uppskattad indata ex relevant. 

lVIattliga fel i enstaka areor eller diffusionskoeffi.clenter har dock ringa 

betydelse pa berakningsresultaten. 

I diffusionsWrloppet medverkande areor ar relalivt latta att bestarnma till 

ski.llnad mot diffusionskoefficienterna, som kan variera inom vida granser; 

i Oslofjorden 50 - 1 000 m 2 / s och fO~· Byfjorden 5 - 200 m 2 Is cla.r de hogsta 

viirdena ar att hanfDra till troskeln fOr respektive fjord. 

Hilga va.rden pa diffusionskoefficienterna betyder en snabb spridning och 

en snabb uttransport av avloppsvatten. En fllrandring i di.ffusi.on:skoeffi­

cienterna i ett begransat avsnitt far da en omedelbar effekt pa hela sys­

temet. Laga varden betyder en langsam spridning och en lil.ngsam uttrans­

port av avloppsvatten . .lEn forandring av diffusionskoefficienterna i ett be­

gransat avsnitt slbtr har igenom mycket langsamt; systemet ar trDgt. Om 

man fiir ett lil~ngstrikkt, halvslutet vattensystem som Byfjorden, f(lrutsatter 

sma diffusionskoefficienter i de inre delarna och att de okar kraft:lgt ut 

mot den i1ppna delen medf6r et{ avloppsutslapp i den inre delen att man 

har far en hog koncentration med en kraftig gradient langs fjorden. Be­

rakning nr 1 och nr 2 illustrerar detta .Tiden fiir att uppna stationart till­

st~~nd ar har 130 resp 19.5 dagar och maximalkoncentrationerna 15,35 %o 

resp 15,91 %o. Beriikning nr 3 och nr 4, som forutsatter h(lgre varden 

pa diffusionskoefficienterna, ger en annan bild av koneentrationsutveck­

lirigen. Det drojer 80 resp 1 J 0 daga r inn an stationarl tiilstilnd intr~ider 

Slutkoncentrationerna inne i fjorden blir vasentligt lag~e 9, :34 %o resp 

12,55 %o. Koncentrationsgradienten blir liten inne i fjorden men okar 

kr-aftigt (lver Sunninge sund. Spridningsundersokningac n;ed sparamnen, 

som gjorts i Byfjorden av Institutionen fo'b vattenbyggnad, CTH, visar att 
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inne i fjorden blir koncentrationsgradienten relativt liten. Detta antyder 

att diffusionskoefficienterna har ar relati.vt. stora. Vidare har faltf6rs5ken 

visat att det uppstar en kraftig gradient over Sunninge sund och att koncen­

trationerna utanfor sundet blir relativt sma. 

Vid en jamforelse visar speciellt beralming nr 3 en god overensstammelse 

med faltforsoken. 
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APPENDIX 



7 3. 

Beteckningar 

A(I) = Tvarsnittsarea i sektion I 

AK = Avklingningskonstant 

c (I) = Koncentration i sektion I 

C (I, J) = II II vid tidpunkt J 

CS (I) = Kallkoncentration i sektion I 

DT = Tidsintervallens Hingd 

DX = StegHingd 

E(I) = Diffusionskoefficienter 

ID = Tidsintervall mellan utskrifter, i. dagar 

NOD = Totala antalet dagar 

NDP = Antal dagar i period N 

NOP = Antal perioder 

-NOS = Antal sektioner 

QS(I) = Kiillflode 

R = Kallterm 

U(I) = Stromhastighet 

z = M lht pa stationart till stand 
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PROGRAMBESKRIVNING 

Programmen ar skrivna i spd.ket Fortran IV. 

1. Diffusions- advektionsekvationen i en dimension 

Allmant 

Programmet beraknar koncentrationsutveckling i maximalt 49 segment for 

upp till 10 olika tidsperioder med ett godtyckligt antal dagar i varje period. 

Med tidsperiod definieras en period under vilken indatf i form av kalltermer, 

kallkoncentrationer och stromhastigbeter ar konstanta. Dli tidsperioden 

ar slut eller ett stationart tillstand intr§,tt vaxlar programmet till nasta 

period. 

Stationart tillstand definieras av att koncentrationsandringen under en ma­

nad ar mindre an en promille varvid berakningsrutinen bryts eller gar over 

til~ en ny period. 

Programmet utnyttjar konstant langdsteg DX. Tidsintervallet DT kan i 

princip valjas oberoende av DX. Om berakningsintervallet DT valts for 

langt, sa att numerisk instabilitet skulle uppkomma, halveras berakningsin­

tervallets langd DT automatiskt. 

In data 

Vattensystemet indelas i ett antal lika langa segment skilda at i tvarsek­

tion x = 1, 2, 3, ... Antal tvarsektioner (NOS) = antal segment +1. 

Vattensystemet irinesluts saledes mellan sektionerna x = l och x = NOS 

All.indata refererar till tvarsnitten x€ {1, NOS} , och stansas pa halkort. 

Utdata 

Utmatning sker pa radskrivare. All inlast, samt av progra.mmet konver­

tera.d indata, skrivs ut. 



Koncentrationsutvecklingen for vattensystemet erha1ls for varje tvar­

sektion. 

Tidsintervall mellan utskrifter anges i hela dagar. 

Kort, Positioner, 

1 - 10 ; 

11 - 20 ; 

21 - 25; 

26 - 30 ; 

31 - 40 ; 

41 - 45 ; 

~ 1 - 10; 

--' 

11 20 ; 

osv 

1 - 10 ; 

11 - 20 ; 

osv 

1 - 5 ; 

5 - 10 ; 

11 - 15; 

osv 

1 - 10 ; 

11 - 20 ; 

0 s.v 

Parametrar och deras format. 

DT 

DX 

NOD 

NOS 

AK 

ID 

A(l) 

A(2) 

E(1) 

E(2) 

NOP 

NDP(1) 

NDP(2) 

C( 1) 

C(2) 

F-Format 

F-

I -

I -

,E-

I -

F-

F-

F-

F-

I -

I -

I -

F­

F-

11 

11 

11 

11 

11 

II 

II 

II 

II 

II 

II 

II 

II 

II 

7 5. 
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Kort, Positioner, Parametrar och deras format. 

1 10 ; U(1, 1) E- Format 

11 12 ; U(2, 1) E- " 
E- " 
E- " 
E- " 

U(1, 2) E- " 
U(2, 2) E- " 

0 s v 

' 1 - 10 , QS(l, 1) F- Format --
11 - 20 , CS(l, 1) ;Fe " 
21 - 2;0 

' 
QS(2, 1) F- " 

31 - '0 ; cs (2, 1) F- " 

osv 



'<ElEASE 2.0 MAIN DATE = 73158 
77. 

13/05/52 

C NUMERISK LOSNING AV OIFFLSlCN-AD\iEKHONSEKVAT IONEN I EN OIMENSlDfll 
c 
c 
C EK\iA 11 CN: DID X t A* EH DC/OX l l=D/OX U*UHI~R+A*lOC/ DT I 
c 
C t I I )=TVIIRSNlHSJlREAN I SEKT ION .I 
C AK=AVKUNGNINGSKONSTANT 
C C( 11=KONCENTRATIDNEN ( STARTIIIU..KORI 
C DX=STEGLANGO I X-LEC 
C DT=STEGLANGD I H 0 
C EOI=ClffUSlONSKOEfflClENTER 
C HII=SHlOMHASTIGtlfT 
C NOS=ANTAL TVARSEKHONER 
C NOP= ANT JIL PER IO DER 
C NOP=ANT AL. (;AGAR i PERlOC N 
C 1\CD=IOTALA ANTAlET CAGAR 
C QS( 1 I=KIILLFLOOE 
C CS I II .,KAllKONCENT RAT 10N 
C CSSO I=C!I 11 KCNTRGLL FOR STATIGNIIRT T lllSTANO 
C R=K IlLLA 
c 

DI l>!E NSI CN A( 50) tC { 501 • CS 150,1 0 I,CSS (50 It El50 h/'lDPHO I 
IJ.QS (50.101.UI50tl01 . 

[ATA CSS/50*0.0/ 
REA0&5.15IOJ,OI,NGO,NOS,AK 1 ID 
l<EAD 15, 20 H.U II, 1"' l,NOS * 
REA0(5,26!(E(U,l"'l•N0Sl 
REA 01 !, 2 51 NOP ,( NOP( Nl •N=l• NCP.j 

C LAS IN EJEGYNNELSE\IJIROERNA 
fiE AD ( 5 ,26 HC (U ,1.,1 ,NOS I 

C UiS IN OE IJJIROEN SOM AR KCNSTANTA I PERIOD N 
READ 15 ,28 I HU (!oN It!"' lt NOS It N= lt NOP t . 
REI\D( 5,261 H OSU ,NI .(.$ 0 ,N) tl=lt NOS lt N=lt NOP) 

15 FORMAH2Fl0.,0,215tEl0.. 3ol51. 
20 FORMAT (8fl0o0 ~ 
25 FORMA H lf:I 51 . 
26 FOI<MAHSF10o31 
27 FORMAT U El0.3.! 
28 FORMAHSEUla 4) 

WRITEC6t30) OTtOXoNOD,NQS,NOPtAK 
30 fORMATUHltbHINtATA/lH0.,4tWT =,flOeO,lOX,4HDX =,fl.O.o, 

&lOX,5HNOO ""ol5/1Xt5HNOS "tlStllX,5HNOI' "'tl8ol1Xt4HAK =,El0o3! 
WRlTEI6,31} 

31 F()RMAT <llH0,211 Nt6X 16hNOPtN II I 
K=l2 
£IJ 33 l=l,NtlP 
li>RlJE 16 t321 I.NOP4 I} 

!2 FORMA111X,I2,1Xtl5J 
K=K+l 

33 CCNT HUE 
WRl TE! 6, 34) 

34 HlRMATOH-,2H lo8X,4HA« J lo8X,-4HE(H ,al!,4HC(l) /l 
l< =l<f3 . 
DO" :n I=l,NO S 
WRITE 16.35llt AtIlt E! ll.C( I h 

35 FORM ~Hl X,l2 o2X ,flO oO ,zx, Fl0e3, 2X • fl0e.31 
K=K+l 
Jf(K-63l37t37,36 

36 hRI TE H> ,1221 
11\RITE 4 6, 341 



G 1 RELEASE 2o 0 

K=6 
37 CCNT INU E 

DO 42 ~=1• NOP 
WRITEHt381 N 
K=K+7 

M.AIN DATE"' 73158 

38 FCRMH UH-, 7 hi'ERHJO , 12./10 U H>t U U, 2H lo n:, 5HQS H It Vl.r 
&5HC S! ll, 8X,4HUI HI) 

tO 42 l=l.NOS 
WRI TEt6,3<Ji !,QSUeNl,CS UtNI,Utl~f'l! 

:!9 FORMA H 1 Xo I 2o 2X ,F 10., 3v2X of 10.. 3 ,zx oFl0e41 
~-"1<+1 

Ifl K-63142 ,42 040 
40 I.R HE H'l, 122~ 

WRHE(6,38) 
-~=9 

<\2 CONTi:NlJE 
C HJJ.ilf'KONSTAi\ITER 

-'T:tl<riHlf.Jt--­
JA=O 
VM= U U I +1HZ I)>!< I Et ll+E€ 2 » UAo 0*0 X 
EM= (A 11 HA (2 l l* DX/4 .,Oli<OT 
SM= I A ( 1 HAt 2 J 1/8,. 0 
UI=VM+EM 
G M= SM* I L 11 .,!J + U {2 ,11) 
CM=QSil, ll>I<CSi 1, :U*OX/2.. 0, 
IC=NCS/10 
IF{ !C>!<lOo NEo NOS HC=IC+l 
18;2*IC*4 

C TESTA STABILITETEN 
MS=NCS-1 

43 00 44 I= 2, MS 
Zl= tAU Hl*E { I+l H2>1<AC H *ElI l+A( 1-Uli<E( I-lll/2 
Z2=Z l*DT /I AU I* OX* OX) 
IFI~2-lo0144.45v45 

44 CCNTI NUE 
Z=<Oe 5 5E-C7*0 T 
GO TO 52 

45 OT=DT /2o0 
~"1<+4 

IfiK~lTo63)GO TO 47 
loR ITt: {6 ,1221 
1<=4 

13/05/5~ 

47 WRITE{6,501I,l2,0T 
50 fCRI"IlTUlH0,3Hl =.13,5X,4Hl2 =•Fl0o3/lX•l2HOT HALVERAO=.flO.O). 

GO TO <43 
C EERAKNA ANTAl 11\!TERVAll PER OAG 

52 ,J0=86400/0 T 
C BERAKNA TOTAL<\ ANTAtET 11\:TER\/All 

JTOT=JC*NOO 
C J=TIOSII\TERVAU ... JK"'T lOS INTERVAll INOM OAG, 
C &N=TlOSPERIOO. JM-=OAG I PERiOD 

J=l 
JK=l' 
JM=·l 
jlj;o 1 
I\RITEt6 ,581 

58 FORMAH1iH,41H8ERAKNAO 'I<CNCENIRATIONSUTVECKUNG cO,JI/lXt 
MU lH,.I//lX, 30HC=KONCENTRA HUN EN I :SE K H ON/lX, 
&44HJ=TIDSINTERVAU. JII.-"TICSINTERVALL .lNOM DAG/ 
&lXt 32HRM=TOTAl SUBSlANS~lANGD I \JAHNETl 

7 8. 
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fiRHEi6,60l N 
60 FDflMAH/1/lX, l2lfUDSf'ER lOD .B/HilH$i I 

JO=l2 

c 

IFt Jo EQo 11 GO TO 10 
65 CDNT INUE 

J~=l 
JK= 1 

70 COlli U>.JU E 
Cl=C!U 

15 1=2 
K=3 

80 !=I-1 

C BER.liKNA D/OX{AUCJl=D1 
Cl=!Atl<I*U lK.Nl '~<ClK.l-A!L )>i1<U !L•N I*Clllt2o01li0Xl 

C BERAKM AEWC/DXI- =BA 
flA=U11l*E 1l H-A tU*E{ U I '~<tC! I l-CU /{ 2 .. 011<0 XI 

C EERI\KNA AEWC/DXh =BC 
BC=IAIKl*EIKI+ACJI*E«IIl>!<ICCK)-CIIIt/l2oB*OXI 

C 8ERAKNil 0/CX IAE( DC/OlO l=D2 . 
02=! BC-BA!IDX 

C BER AKNA R 
!<= QS th N 1/ DX *CS « I. N )- AK *At l I*Gt I l 

C BERAKI\A C2=CU.Ji 

c 
C 2=C (I I+ 102+R-Oll *D i1 II( 1) 

!FlC2otT.OeOl cz~o~o 
Cl'='CHl 
Ull=C2 
IF<X.EQ,.2l GO TO 105 
l"'I-q 
K=IH 

C ~PiiCIAlFM.l fUR SlSTA SEtH H:NEN 
100 !fl I.,.EQeNOSl GO W 120 

GO TO 80 
C SPECIAI.FAU fOR t"'l 

105 1= liM *C 2+E14>l<C. 4 U-G M*C Z+C M 
\1:01'!-GI' 
Cl,T/\1 
!FlCloLT,O.,Ol Cl"'O<>O 
(\1);(.! 

l -"3 
K=4 
GO TO 80 

120 CONTINUE 
C GA HIT Ni\R ALlA SEKT!ONER 1\R RAKNJIDE fOR DEHA .J 

Uil=OoO 
JA=JA+l 
IHJA>OOT~tTe ID*86400. l~O TO 130 
Jll=O 
JO:JC+I ll 
IF!,J0-631125•125,121 

121 kR1TE(6,122l 
122 FORMA HlHU 

JO=IB->3 
125 CGNT INU.E 

i<Ri TEl6,l26l Jit,. \CU .l sJ~l.tO ),Jl<vJ• {(! U,l"'ll~NClS I 

13/05/52 79 · 

126 fORMAH//lX,6HOAG ,I3,5X..;1Hl "'6X,lH1.9X.liU•9X,lH3,9X,U¥>,9li, 
111H5 <'IX,lHt> ,9X,lH7,9X, lH3,9X,lH'Jl, 8)1, 2Hl0/llio9i llfl!<} .5X,F lOo 2o 
&9f 1 Q,, 212X, 2HJK ,5X ,lH.I/1 X .13 ,z Jl,I4 .t5X ,!~10 .,2,9 Fl0,2 H) 
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c 

c 

c 

127 

128 
130 

135 

136 

140 

150 

Rl-l=Oo 
DO 127 I=l,MS 
Vl=DX*IAIII+SQRJlA.IJ*Ail+l~~+AII+lll/3o 
RMl'=li 1* {C H lt-C( l+U U2 .. 0 
RM"'RM+RIH 
CONTil'iUE 
~RITE ( 6,12 El Rl' 
fORMAT! /15X• 4HRM "'• ElOo 3l 
..J~J+l 

..Ji<"' JK+ 1 
KCNTRCLLERII OM STAT.IONAAT FtRHIJ.LlANOE? 
D 0 13 5 I "'2 , MS 
G=ABSICSSIII-Cllll 
IftG,Holl. GO TO 140 
CCI\'TI 1\LE 
GA Hil OM STAHONART FtiRHIJ.LlANOE 
CONTINUE 
II=N+l 
GM=SM*( U( ltNl+U! z,NI) 
CM=QS U ,N I*CS(l,Nh*DX/2o0 
IHNoGloNOPI GC TO 300 
J0=4. 
i>RITEI6 r60 J N 
GO TO 65 
CONTINUE 
AR Vl I EN Nll PERIOD ELLER JIR BERAK,IIllNGEN KI..AR? 
IH JoGToJTOTI GO TO 300 
IHJK.,GToJOI GO TO 150 
00 145 I=2,MS. 
CSSlU=CIH 
GO TO 70 
JK~l 

JI<=JM+l 
IFlJMeGloNDP(N)) GO TO 136 
GO TC 70 

. 3()0 STOP 
END 

13105152 SO, 



81. 

PHOGRATVlBESKHJVNING 

II, Berakning av dii'fusionskoefficienter 

Allmiint 

Programmet beraknar di.ffusionskoefficienter for upptill 50 sektioner och 

vid 10 olika tidpunkter. Tidssteget kan hiir valjas oberoende av langdsteget. 

Beteckningar som ingar har samma betydelse som i programmet for 

diffusions adv ektions eh.-v a tionen. 

Utdata 

Utmatmng av data sker pa radskrivare. •Utskrift av diffusionskoeffi.ci.enter 

sker for varje inre snitt och mellan varje par' av s]lccessiva tidpunkter. 

Dessutom beraknar och skriver programmet ut det aritrnetiska rnedel­

vardet av diffusionskoefficienterna for varje inre sektion. 

Kort, Positioner, 

1 
"--' 

1 - 10 ; 

11 20 

21 30 

31 35 

36 40 

l - 10 ; 

11 20 

0 s v 

10 

Jl - 20 

Parametrar och deras format. 

AK, 

DT, 

DX, 

NOS, 

NOP, 

A(l), 

A(2), 

U(1, 1), 

TT1 0 J) 
t.- ~ "" j • ' 

U(l, 2), 

U(2, 2). 

E-Format 

F- !I 

F- !I 

I - " 
I - !I 

F- !I 

F - II 

F- !I 

F- II 

!I 

14'- II 



Kort, 

' --

Positioner, 

1 - 10 , 
11 - 20 , 

21 - 30 , 

31 - 40 , 

osv 

1 - 10 ; 

11 - 20 ; 

21 - 30; 

. , 

0 s v. 

Parametrar och deras format. 

QS(1, 1), 

CS(l, 1), 

QS(2, 1), 

CS(2, 1), 

C(J,1), 

C(2, 1), 

C(3,1), 

C(1,2), 

C(2, 2), 

C(3,2), 

F- Format 

F- II 

F- " 
F- II 

F-Forfuat 

F- " 

F- II 

F- II 

F- II 

82. 
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C PRCGR&!M FOR BERAKNING All OiffUSIONSKOEfHCIENTER 
c 
C EK\1 A 1' WN: SUMMA IA'~<OX* i DC/DT ~I ='A*E*WCIOX)""'A*U*C+SUMMIHH*OX} 
c 
C ~OI=HdiRSNHTSAAEA 
C IIK=A\IKUNGNINGSKONS1ANT 
C CH,J I=KONCENTRAT IONEN 
C OX=SlEGlANGD l X-lEO 
C OT=STEGUiNGD I TID 
C EO, J l=Ol FFUS IONSKO EFHC IENTER 
C NOS"'Af\TAL SE KTI ONER 
C NOP=<ANTAL MJ.iTNl NGAR l TI DEN 
C QSil,&I=KAlLfLDOE 
C CSII,JI•KALLKDNCENTRATION 
C Ui I l=STRCMHASUGKET 
C R"Ki'lli.A 
c 

DIMENSION A(501,C(50.lOI.CS{50•lOI•Et50•10),EMl50), 
&QS€50 ,lOI,Ul50,l0) 

DATA A/50*0.1. ,C/500*0" I ,CS/500$0.,1. E/500>1<0,,/• EM-!50*0$/o 
llQS/500*0o/•U/500*0o I . 

REA0{5,10lAK,DT.DX.NOS.NOP 
READ I 5.111 I A tll ,I =1 ,NOS I 
R EAO{ 5, 121 It UH tJ h Jo: l.NOS) ,J=l,NOP. 
REA045.12) HQS I !,Jt,CS I. I.J h I,l,NOS I.J><l,,NOPi 
READ« 5, i.ZI HCU tJ! .I=l,NOSI•J"'l•NCPr .·. 

10 fOfH~HtE10o .. l>.2flO.,D,ZI51 . 
11 fORM/IT !8F10o0e 
12 FORMAH tlfl.O. 31 

WRITEl6,151 AK, OT,QX,NUS,NOP 
15 FOR14il.T ilHl ,6HINCATAI1HO •"d1AK "'tE10o3•'•X,4HDT :,f7$0,6Xo 

<l411DX "'•f7o 0,6X,5HNOS "'oi5,6X~5HNIJI' "'•!5/} 
K"l2 
J=l 
~RI TE {6,161 ,I 

16 FQRMAT~/2X,3HJ ,,12/1X,2H I,6X,6HCIX,J!v5X,7HQSii•J),5X• 
&H!CS I I,J l.6X w6HU' I, J l, ax. 4HAI U/ l 
00 18 I=l.MlS 
WR HE H:,. 17 H • C I I, J l .~1 S l X • .H .c Si I , Jl .uH •J l .AU I 

17 fORMAT ( lX ,12 • 3 ( 2lt, f10o3 » • HOo£;, 2)(, flO GO l 
K=K+ 1 

18 CONT HlUE 
CO 24 J:2.1110P 
K""K+4 
WRITEI6,20) J 

20 fGRF<!ATII2X,3HJ "'•!2/1X,2H 1,6X.6d-IC(l,.J1,5X,7HQSU.J I.-5X, 
1\7HC S!I,Jl • 6X, 6HU!! • Ji /) 

rG 24 .I,.l,NOS 
K"'K+1 
WR HE U, 2U I ,c H .JJ.QS{ I ,Jl ,CSU ,J) .uu, Jl 

21 FORMAT UX, !2 ,312X, f10.,3.1, f li}.,tH 
Ifi K-··63)24 ,24 ,22 

22 WR1TE'(6,2:U 
23 FORI.\HHI-Ill 

I<R 1 TE { 6 ,2 0 l . .1 
K""7 

2<> (CJ>;T 11\UE 
~'"'NOS-1 
N"'NOP-1 
z,ox I >2* 01 ! 



Gl REt I!ASE 2,0 

>C=ll ( 4* OX I 
~1=0., 0 
00 35 J=l,N 

MAIN 

ST=Hll*l Cll,JH l-CU,J) l*l. 

DATE = 73158 

· R=QS! l,JI*CS!l,JJ-AlQ!tAU I*CH ,JI>~'DX/2 
00 30 1"'2• M 
ST=S r HIll *H: H H. Ji-ll{<(; I I-1. J +l j-CO H,J .1-'Cl I-1, JH *l 
C x-=A I H*«C U +1, .1+1 H-C I Hl •• H-CU-1. JH 1-C U-1, J ll li<X 
AC= Jl (I I *U {1, J I *CI I. J I 
lh•R+ QSU •• H*CS ( &,J )-AK*Id U>l<CU.J 3*DX 
El=! SHAC-Rl /CX 
E II, J l"' El 
IFIElolToOolGC TO 35 

30 CONTINUE 
35 CCNTINUE 

I=1 
55 CONTINUE 

ES=Oo 
I =I+l 
00 65 J,l,N 
€2= E i h J I 
!fiE2~H.O.,Ol E2"0o0 
ES=ES+£2 

65 CCNTINUE 
EMiil*ES/N 
IF !I.,l T$Mi (;0 TO 55 
GO TO 80 

75 CCNTll\llE 
WRl TEl 6,761 

76 fORMH HH1,2 H X, 12X,6HEI Xo(H, 4X, 6HEI X, U o 4Xo 61-lE I x,z; • 
&4X, 6HE 01,31 ,4X ,61itdX,4 b ,4X ,6HE 01, 5l,4X, 6HEO<, 6), 4X, 
& 6HE! X, 11 • 4X, 6HE I X • 8 h 4 X • 6HE !.)( , s• l 

GO T-O 92 
SO CONHNIJE 

K=<I'<O s- 2 
li<RITE~b ,851 

12/09/37 

85 FCR MA H 11-11 ,64 H H* l/lX ,lH* ,62X • HH•/1 X,l H*• 4X, 
&54HD!fFUS10NSKllEFflC1EiHER i SEKTION X VIO HDEN O,l,2ou • 
&4X ,lH>l</lX ,1H>llo6 2X ,lli*llX, 64( 1 H* ll 

\IRI TE (6 • 90) 
90 FORMATI1H-,2H X,l2X,6HE( X,Ol.4X,6HHX,U ,4X,6HEU.,2), 

&4X ,6HEtX, 3 I, 4X,MJE &X, 4lo4X, 6HEIX, 5 l,4x, 6HE( x. 6), 4X. 
&6HE I ~.11, 4Xo 6HE (X, 81 o4X,6HE( lh9ll 

CD 9 2 I"' 1, K 
~RITE (6.911! ,lEI !~l.J i,J=l,N I . 

9l FGRMATU1X,I2t8X,lOH0@21 
I F ( I" GT ,.z 5 ~ GO TO 75 

92 CCN 11 Nl!E 
li>IRITEH':,S3) 

93 fOfiMAT UHl.51HlH*i/lX.lH'i<•56X, W*llXt lH*• "iX, 
&4SHI4EOEliJARDET AV OiffUSHli\ISKGE,ffKCIENTER 1 SNHT X,4X• 
&1H*/1X.lH>t<,56>X,lH*/1Xt5B« lH>i<l ii/1X,2H X,22.X,4HEIJ0l 

CO 95 l"'l ,K 
ioRI TEH>.'il411vEMH+1! 

94 FORMAH/],X,I2.16X,fl0o21. 
95 CGIIiT I NUE 

STOP 
END 

8·1 


