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Forord

I detta kandidatarbete inom matematisk statistik utforskar vi olika modeller for exceptionella klus-
ter av tradvéxt i skog. Arbetet har skrivits under handledning av Aila Sarkki vid institutionen for
matematiska vetenskaper vid Chalmers och Goteborgs universitet.

Vi vill férst och framst uttrycka var tacksamhet till var handledare Aila Sarkkd som har gjort
det lilla extra i hennes stéttande och végledning av oss under arbetets gang. Vi vill dven tacka
Naturresursinstitutet i Finland for tillgang till punkterna i deras ERIKA-projekt.

Det har under projektet férts en veckovis dagbok innehallande individuella och gemensamma bi-
drag samt timmarna vi spenderat pa arbetet. Ansvaret for denna har skétts genom ett rullande
schema. Nedan finns dven en tabell dar huvudforfattare for respektive del star listad, samt en tabell
pa vem som har kodat vilka modeller. Samtliga medlemmar har &ven reviderat hela rapporten.

Under arbetet har skrivandet och kodandet delats upp pa foljade sétt:

Popularvetenskaplig Amelia
Sammandrag & abstract Amelia, Lisa
Inledning Alexander, Amelia, Lisa

Teori for spatiala punktprocesser | Lisa, Alexander

2.1 Lisa, Alexander, Mats

2.2 Lisa, Amelia, Alexander

2.3 Alexander

2.4 Lisa

2.5 Lisa, Alexander

Klusterprocesser Alexander

3.1 Alexander

3.2 Lisa, Amelia

3.3 Lisa, Alexander

3.4 Mats

3.5 Mats

Sammanfattande Statistiker Lisa, Alexander

4.1 Lisa, Alexander

4.2 Lisa, Alexander

4.3 Lisa, Alexander

4.4 Lisa, Alexander
Sammanfattning Lisa

Framtida forskning Samtliga

Thomasprocessen: Standard, Omodifierad | Amelia, Lisa
Thomasprocessen: Halvvags Lisa
Iterativ Thomasprocessen Alexander, Lisa
Log Guassian Cox Process Mats
Intensitetsstyrd Thomasprocess Mats
Plots for sammanfattande statistikor Alexander

Anvandandet av Al

Under detta arbete har Al i vissa fall anvéints for forslag av omformuleringar pa fardigskrivna
texter, samt for att oka forstaelse for vissa paket inom de olika programmeringsspraken. Den Al
som har anvints &r GPT-4o.



Popularvetenskaplig presentation

For att forsta virlden runtomkring oss delar vi ofta in objekt i monster. Har du nagonsin tittat upp
pa stjarnhimlen, lagt mérke till hur vissa omraden har fler stjarnor &n andra och hur négra néstan
verkar klumpa ihop sig? Detta ar vad vi kan kalla for kluster av stjarnor. P4 samma sétt som vi
kan observera sadana monster péa stjarnhimlen, kan vi upptécka liknande kluster bland tridens
placering i skogen.

Forestall dig att vi har en karta som representerar ett skogsomrade, dar varje trad markeras med
en motsvarande punkt. P& detta sétt kan vi tolka den fysiska skogen som ett punktmonster, dar
varje punkt representerar ett trad. Ett sadant punktmonster anses vara klustrat om det visar tyd-
liga grupperingar av punkter. Ibland kan dessa kluster vara mer patagliga, dir vi ser bade mindre
och storre samlingar av punkter, sadana monster kallas for exceptionellt klustrade punktmonster.
I figuren nedan ser vi en visualisering av skillnaderna mellan dessa.

Klustrade punkter Med ett exceptionellt kluster

® o&D

For att analysera hur punkterna i monstret forhaller sig till varandra anvinder vi oss av matema-
tiska modeller som kallas for spatiala punktprocesser. Det betyder att fokuset inte ligger pa att
aterskapa de enskilda triadens exakta positioner, utan att fanga upp det 6vergripande monstret som
punkterna skapar och analysera det. Detta blir sarskilt utmanande ndr monstret ar exceptionellt
klustrat, eftersom de vanligaste punktprocessmodellerna for klustrade punkter inte &r tillrackliga
for att beskriva sadana monster pa ett bra sitt. Syftet dr darfor att bygga modeller som kan ef-
terlikna exceptionella klustermonster, som till exempel det vi ser i bilden till héger ovan.

Den data som anvéinds i detta arbete &dr en del av ERIKA-projektet som genomférdes pa Na-
turresursinstitutet i Finland. Projektet var en omfattande insamling av manga olika typer av
skogsdata. Inkluderat i detta var dven triddens spatiella placering i olika omraden av urskog, som
presenterades i form av ett punktmonster. I en tidigare studie kom man fram till att ett av dessa
skogsomraden, VES13, ar exceptionellt klustrat. Det ar detta omrade som vi fokuserar pa, och
malet ar att bygga nya modeller som kan aterskapa det exceptionellt klustrade monstret pa ett
sitt som stdmmer Gverens med det som observerats.



Sammandrag

I detta arbete modelleras ett exceptionellt klustrat punktmonster med hjalp av spatiala punkt-
processer. Punktmonstret representerar den spatiella placeringen av trad i skogsomradet VES13,
givet av ERIKA-projektet som genomforts i Finland. Syftet ar att aterskapa det observerade
monstret genom att utveckla och analysera modeller anpassade till denna typ av data. Simu-
leringar genomfGrs i programmeringsspraket R med hjilp av paketet spatstat.

For att efterlikna det tradmonstret givet av dataméngden testades forst nagra standardmodel-
ler for klustrade punktmoénster sdsom Thomasprocessen, den omodifierade Thomasprocessen
samt en kombination av dessa kallad halvvigs Thomasprocess. Modellerna lyckades skapa klus-
ter men inte exceptionella kluster, sa for att béttre fanga dessa utvecklades tre nya modeller
som &ven tar hansyn till biologiska faktorer. den iterativa Thomasprocessen skapar kluster
genom en iterativ generering av dotterpunkter, medan den intensitetsstyrda Thomasproces-
sen tillater parameteranpassningar for storre kontroll 6ver storleken och tatheten pa kluster.
Slutligen anpassas en hierarkisk Poissonprocess dar intensiteten styrs av ett latent falt, vilket
modellerar klustring genom variation av intensiteten.

Avslutningsvis jamfordes modellerna med ett test och olika sammanfattande statistiskor. Re-
sultaten visar att de modeller med hinsyn till biologiska faktorer lyckas efterlikna det excep-
tionella klustermonstret fran dataméngden bést.

Abstract

In this study, an exceptionally clustered point pattern is modelled using spatial point proces-
ses. The point pattern in question represents the spatial distribution of trees in the forest area
VES13, provided by the ERIKA project conducted in Finland. The aim is to replicate the ob-
served pattern by developing and analyzing models suitable for this type of data. Simulations
are performed in the R programming language using the spatstat package.

To replicate a point pattern like the one observed in the given dataset, some standard models
for clustered point patterns were tested, namely the Thomas process, the unmodified Tho-
mas process, and a hybrid version referred to as the halfway Thomas process. While these
models were able to produce clustering, they failed to capture the exceptional clustering seen
in the data. To better capture this, three new models incorporating biological factors were
developed. The iterative Thomas process creates clusters through generations of offspring,
while the intensity-controlled Thomas process allows parameter adjustments to control the
size and density of clusters. Finally, a hierarchical Poisson process was fitted, where the in-
tensity is dependent on a latent field, modeling clustering through spatial variation in intensity.

Lastly, the models were compared using one test and various summary statistics. The re-
sults indicate that the models incorporating biological factors were better at replicating the
exceptional clustering observed in the data.
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1 Inledning

Data i form av positioner av punkter, sdsom positioner av triad i en skog, celler i kroppen eller
stjdrnor i himlen, kallas punktménster. I andra ord ar ett punktmonster en dataméngd som ger de
observerade spatiala lagen av observationer, till exempel trad, celler eller stjarnor. Ett punktmons-
ter kan ses som resultatet fran en punktprocess, vilket &r en matematisk modell som slumpméssigt
genererar punkter inom ett givet omrade. Ett “vanligt” klustrat punktmonster har ungefar lika
stora kluster over hela punktmonstret som kan ses i vénstra bilden i figur [I] Ett exceptionellt
punktkluster har ddremot ett, eller flera, kluster som &r mycket storre eller téitare d&n de andra,
vilket syns i den hogra bilden i figur [I Den hoégra bilden &r just det punktmonstret som vi &r
intresserade av, och det visar hur trad har vixt i en skog.
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Figur 1: Vénstra bilden visar ett "vanligt"klustrat punktmonster med ungefér lika stora kluster.
Hogra bilden visar ett punktmonster med flera exceptionella kluster.

Malet med detta projekt &r att konstruera en punktprocessmodell som genererar exceptionellt
klustrade punktmonster som efterliknar punktmonstret till héger i figur [1} som kallas VES13. Vi-
suellt syns det att punktmonstret i den hdgra bilden &r klustrat med exceptionella kluster, men det
finns &ven spatiala analys metoder, som till exempel Ripley’s K-funktion, som kommer anvindas
for att avgbra hur val modellerna passar till vart givna punktmonster.

Till en bérjan kommer den sa kallade Thomasprocessen anvindas for att modellera klustrade
punktmonster dér alla kluster, i genomsnitt, har lika manga punkter. Det ar en véletablerad me-
tod for att skapa kluster, och ddrmed en naturlig startpunkt. Thomasprocessen utgar fran ett antal
Poissonfordelade fordldrarpunkter och placerar sedan ut ett Poissonférdelat antal dotterpunkter i
kluster med en viss intensitet runt fordldrarpunkterna.

Till borjar att med sa definieras grundliggande egenskaper for modellerna, sasom antalet for-
dldrarpunkter och deras spatiala férdelning, samt antalet dotterpunkter och deras férdelning runt
fordldrarna. Genom att justera olika parametrar forséker vi aterskapa ett punktmonster med ex-
ceptionella kluster som liknar dataméngden, VES13, for att forsta strukturen pa vara kluster. I
detta sammanhanget &dr det troligt att Thomasprocessen inte &r tillrackligt bra for att aterskapa
det punktmonster som observerats. Detta eftersom en Thomasprocess kommer att skapa kluster,
men inte exceptionella kluster. For att korrigera detta testas en omodifierad Thomasprocess, dar
tomma méngder av dotterpunkter inte &r tillitna. Efter detta gar vi vidare till mer avancerade
metoder, dar det till exempel tillats inhomogenitet i processen som genererar punkterna.

Med en visuell koll kan det delvis avgéras om punkter &r klustrade eller inte, och méjligtvis om de
ar exceptionellt klustrade, men det krivs sammanfattande statistikor for att avgora vart gransen
mellan klustrad och icke-klustrad data gar. Med hjalp av dessa kan klustringen i det genererade
punktmonstret analyseras och jamforas mot dataméngden. For att gora detta anviands fyra vanliga
statistikor for spatiala punktprocesser: Ripley’s K-funktion, F-funktion, G-funktion och J-funktion.
Figur 2] visar K-, G-, F- och J-funktionerna tillimpade p& var dataméngd. L-funktionen, en om-



formulering av K-funktionen, ges av L(r) = /K (r) och anvinds f6r att jamfora modeller da det
blir enklare att jamfora modellerna &dn i K-funktionen.
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Figur 2: F-, G-, J-, K-funktionerna fér dataméngden.

For statistisk analys av punktmonster anvinds programmeringsspraket R, som framst anvinds
inom statistisk analys, speciellt paketet Spatstat som lampar sig for analys av punktmdnster, samt
Python. Kod skrivs fran grunden, fraimst med hjélp av boken Spatial Point Patterns, Methodology
and Applications with R [2]. Om ingen referens angetts, sa kan ldsaren anta att teorin &r tagen
fran denna bok.

2 Teori for spatiala punktprocesser

Spatiala punktprocesser, som beskriver hur punkter ligger i forhallande till varandra, anvénds
som matematiska modeller for punktmonster. Ofta delas punktmoénster in i tre huvudgrupper,
helt spatialt slumpmaéssiga (ingen uppenbar struktur), klustrade och reguljiara. Vi &r specifikt
intresserade av klustrade monster, som kan féorekomma i méanga olika sammanhang och skalor,
sasom positioner av smé trad i en skog eller positioner av sjukdomsfalls. Deras breda tillimpbarhet
ar vad som gor dem sa intressanta att studera vidare och modellera. Malet &ar inte att modellera
generella punktmonster, utan att hitta en matematisk modell som &r klustrad pa liknande satt
som en datamdngd. I detta kapitel definieras inledningsvis punktprocesser, med sérskilt fokus pa
Poissonprocessen. Dérefter introduceras ett test samt nagra sammanfattande statistikor som kan
anviandas for att utvérdera anpassningen i de olika modellerna. Avslutningsvis behandlas &ven
kanteffekter, som &r viktiga att ta hdnsyn till nér olika statistikor skattas for en punktméngd.

2.1 Definition av Punktprocesser

En spatial punktprocess, X, ar en stokastisk samling av punkter som i detta arbete ar planet R2.
Begreppet process syftar till férdelningen som anvéints for att f& punkterna pa ett specifikt sétt. I
ett omrade S C R? kan en punktprocess ses som ett slumpmiissigt riknematt, saidan att for varje
begrinsad méngd W C S, antalet punkter i X i W betecknas som N(W) = #(X N W). Den



observerade dataméngden ar da X, ..., X,,, X; = (z;,y;) och studiefonstret av var dataméngd ar
W = [0,40] x [0,40] C R?, som &ven #r det fénster som anviinds for modellerna. Avstandet 7 mellan
en vald punkt X € W och en annan punkt i omradet X; € W skrivs

r=d(X,X;) = V(@ —2:)2 + (y — i)

Att en punktprocess X &r stationdr innebér att den har samma statistiska egenskaper om det for-
flyttas med en translationsvektor ¥. Detta innebédr att X har samma intensitet, det vill sdga, det
férvintade antalet punkter per enhetsyta. En punktprocess ar isotrop om X har samma egenskaper
som X roterat runt origo. Det innebédr att statistikor kan anvéndas utan inskréankning.

Nar man analyserar punktmonster ér det vanligt att testa om monstret kan antas vara helt spatialt
slumpméssigt (completely spatially random, CSR). Det vill sdga att punkterna skulle vara obero-
ende av varandra och likformigt foérdelade pa omradet W, och om inte, &r punktmonstret reguljart
eller klustrat. Det blir nagot punktprocesserna forhaller sig till i bland annat Clark-Evans testet
och olika sammanfattande statistikor.

2.2 Poissonprocessen

T en homogen (stationér) Poissonprocess har vi ett Poissonfordelat antal punkter som &r oberoende
av varandra och likformigt fordelade i omradet. Sannolikheten att ha exakt k punkter ar da

AW )k
P(N(W)=k) = %(MW‘, k=0,1,2,...,
fér nagot omrade W C S. Det genomsnittliga antalet punkter per enhetsyta, A, dr konstant. En
Poissonprocess kan ses som CSR (completely spacially random) f6r punktprocesser [§].

Inhomogen Poissonpunktprocess definineras av en intensitetsfunktion, A(s) > 0, dar s € W och
ds integreras 6ver hela omradet. Funktionen ger antalet punkter i ett mindre omrade, vi antar
att punktmonstren mellan icke-6verlappande omraden &r oberoende, och att antalet punkterna i
givet omrade dr Poissonférdelade. Da for nagon region W C S och antal punkter N(W) € W ar
intensitetsfunktionen

E[N(W)] = / A(s) ds.

W
Da blir

(fW )\(s) ds)k e fW A(S) ds

P(NW)=k|\) = -

Ett specialfall som kommer anvindas f6r LGCP (log-Gaussian Cox-process) ar
log A(s) =m(s) + Z(s), Z(s) ~ GP(0,C), (1)

och Z &r ett Gaussiskt filt. S&, Z = {Z(s) : s € S} &r ett Gaussiskt slumpfélt om {Z(s1),...,Z(sp)} ~
N, (m,C), dir N, ar en n-dimensionell normalférdelnig, for varje dndlig mangd {s1,...,8,} C S.

2.3 Clark-Evans test

Clark-Evans testet dr ett enkelt sétt att avgora om ett punktmdnster &r CSR. Testet gar ut pa att
jamfora de observerade ndrmaste avstandet mellan punkterna med det férvintade avstandet i en
Poissonprocess med samma intensitet. Om vi har en Poissonprocess med n punkter och intensitet
A definieras R-virdet for Clark-FEvans testet

dar E[D] = ﬁ ar det véntade avstandet fran en godtycklig punkt i monstret till ndrmsta grann-

punkt. Avstandet till ndrmsta punkten fran en punkt, d = % >, di, med m antalet slumpade



punkter ur ménstret, och skattade intensiteten \. Med ett Clark-Evans test dr det viktigt att korri-
gera for kanteffekter, vilket kommer bli &nnu viktigare for statistikorna. R-vérdet &r inte begréansat
men R > 0, och talar om

< 1, punkterna &r klustrade
R ¢ ~ 1, punkterna dr CSR

> 1, punkterna ar reguljart férdelade.

Detta test ar ett bra sitt att gora en forsta koll pa bade var dataméngd och vara modeller, men
det ar ett test som ger véldigt lite information. For att f& mer information, tittar vi vidare till
spatiala sammanfattningsstatistikor.

2.4 Spatiala sammanfattningsstatistikor

Ett annat sdtt att testa om det observerade stationédra punktmonstret kan antas komma fran en
Poissonprocess édr att anvinda sammafattandestatistikor. K-funktionen &r ett matt pa klustring
dédr man jamfor ett punktmonster mot en Poissonférdelning som dr CSR. G-funktionen tittar pa
avstandet till ndrmaste grannen for varje punkt, och &ven hér jamfors dataméngden mot en Pois-

sonprocess av punkter. F-funktionen &r en “empty space” funktion, det vill sdga F(r) uppskattar
1-G(r)

tomrummet. Sist &r J-funktionen som &r ett kompositmatt av G- och F-funktionen, J(r) = = ) -

Dessa jamfors mot det teoretiska referensvirdet for Poissonprocessen.

Ripley’s K-funktion ar ett vanligt sédtt att analysera punktmoénster, och ar ett kumulativt snitt
av mangden av datapunkter som ligger inom ett avstand r av en godtycklig datapunkt u, och har
form,
1
K(r)= 3 E [antal av r-grannar till u | X har en punkt i u], (2)
for alla 7 > 0. Funktionen jimfors mot referensviirdet K(r) = mr?
Skattningen av K-funktionen fér vara punktmonster fas sedan av

, som visar Poissonprocessen.

|W| n n—1
K(T) = WZZ]_(dU §7")eij, (3)

i jF
dar W ar arean av det studerade omradet, n &r det totala antalet observerade punkter, d;; ar
avstandet mellan punkt ¢ och punkt j, 1(d;; <) &r en indikatorfunktion som &r 1 om d;; < r och
0 annars, och e;; dr en kantkorrigeringsfaktor. Fallet K (r) = 7r? ger da en CSR Poissonprocess,
K(r) > mr? indikerar klustring, och K(r) < mr? indikerar reguljiritet. Med andra ord, om data-
méangden ligger 6ver referenskurvan ar den klustrad, om den ligger under ar den reguljért fordelad,

och om den ungefér ligger pa referenskurvan ar den CSR.

Ofta anvénds en version av K-funktionen som kallas L-funktionen, definierad L(r) = @ Den

hjialpsamma omformuleringen L(r) — r normaliserar virdena genom att stabiliserar variansen for
att enklare kunna tyda resultaten, och da géller att

< 0, punkterna &r reguljira
L(r) —r q~0, punkterna ir CSR

> 0, punkterna &dr klustrade

Som ses i figur [3| verkar dataméngden vara klustrad, da den tydligt ligger 6ver L(r) — r for Pois-
sonprocessen och konfidensholjet.
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Figur 3: Omformuleringen av L-funktionen fér dataméngden och ett holje runt teoretiska virdet
av Poissonprocessen.

Nérmsta granne fordelningar dr andra sammanfattande statistikor som ofta anvinds. En av dem
ar G, som istéllet for snittet av alla ndrmsta grannar anvinder en kumulativ férdelningsfunktion
av avstandet fran en godtycklig punkt av processen till den nédrmsta grannen. For att bygga denna
definieras foérst nirmaste grannen till en punkt z; som

d; = m;n llz; —z;]| (alternativt skrivet som d(x;, X \ z;)). (4)
j#i

Detta leder till kumulativa férdelningsfunktionen G(r) av de ndrmaste grannavstandet d(zg, X \xo)
som definieras enligt

G(r) = P{d(zo, X \ o) < r | X har punkt i zo} (5)

for alla » > 0 dér zy dr en godtycklig punkt av X. For en helt slumpméssigt Poissonprocess ar
Gir)y=1- e~ dir A &r intensiteten. Nir G-funktionen ar storre &in de G-véirden som fas fran
en CSR Poissonprocess tyder det péa att dataméngden ar klustrad, och om G-funktionen &r mindre
tyder det pa att dataméngden &r ordnad. Skattningen av G-funktionen far vi genom

CO) = i 1 <) (6)

i
over varje punkt X; i snittet X N W.
Istéllet for att uppskatta avstdndet mellan punkter som G(r) gor, uppskattar F(r) tomrummet

i ett punktméonster X. Avstandet fran en godtycklig punkt y i R? till den nirmsta punkten i
processen ges av

d(y, X) = min{|ly — 2| : 2; € X}, (7)
och den kumulativa fordelningsfunktionen F(r) av detta avstand ges av
F(r) = P{d(y, X) <r} (8)

for alla r < 0. Déarigenom fas en bild av hur mycket tomrum som finns i punktmonstret. Den
skattade F-funktionen ges av

)=

> 1(d(y;, X) <), 9)
j=1
som ar en funktion av avstandet r > 0.

Eftersom G- och F-funktionen &r lika nér vi har ett CSR fall, den ena minskar nér den andra
vaxer, kan det vara intressant att méata hur mycket ett punktmonster avviker fran att vara CSR
genom att jamfora dem. Detta kan géras med hjélp av J-funktionen som definieras av

_1-G(r)

J(r) = m (10)



och dr definierad for alla 7 > 0 och F(r) < 1. Fér en CSR process har vi att J(r) = 1, och
dataméngden dr klustrad nér J(r) < 1. Det som &r bra med J-funktionen &r att man inte behver
oroa sig for kanteffekter d& de tar ut varandra mellan F- och G-funktionerna.

2.5 Kanteffekter

Punktmonster observeras inom ett begriansat omrade, men monstret stracker sig utanfor detta om-
rade. Detta maste korrigeras for att undvika férvrangningar da punkter utanfor det observerade
omradet kan paverka var analys utan att de syns i punktmonstret. For att avgora hur punktmonst-
ret ska bestdmmas i gransen anvinds kantkorrigeringar. Denna korrigering kan ske pa ménga olika
sitt beroende pa vilken funktion som ska tillampas. F-, G- och J-funktionerna korrigeras med en
reducerad delméngd, som genererar punkter fran férildrarpunkterna och sedan endast behaller de
punkter som faller i fonstret. Nir en analys pa det begrinsade fonstret genomfors, (de bla fonstret
i, kan man ta med punkterna utanfor fonstret i analysen (de réda punkterna i {4 Pa K- och
L-funktionerna anvénds daremot ett starkare kantkorrigeringsverktyg; isotropisk kantkorrigering.
Denna korrigering kan inte tillimpas pa F-, G-, och J-funktionerna, och darfér anvénds reducerad
delméngd i de fallen.
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Figur 4: Till vinster syns alla punkter X € W, och de punkter i rott som kan orsaka kanteffekter.
Till hoger illustreras kantkorrigeringen reducerad delméngd, RS C W.

3 Klusterprocesser

Med teorin for klusterprocesser som utgangspunkt, utvecklas egna punktprocesser som &ar kon-
struerade med bade diskreta och kontinuerliga metoder. Vissa processer anvander all tillganglig
information, medan andra utgar fran sa lite information som méjligt. I vissa fall skattas paramet-
rar med hjéilp av olika typer av filt. Det som gor projektet sarskilt intressant dr mojligheten att
justera skattningar utifran olika perspektiv for att efterlikna det punktmonster som observeras i
dataméngden.

3.1 Preliminir analys av data

Arbetet inleds med att skapa en béttre forstaelse for hur VES13 &r strukturerad. Sauli Valkonen
pa Naturresursinstitutet (Luke) i Finland har gett oss tillgdng till dataméngden, som &r en del
av ERIKA-projektet, vilket var en stor insamling av data ur skogen. Dataméngden innehéaller



tridens spatiella positioner i form av punktménster, med bade storre trad (foraldrarpunkter) och
mindre trdd (dotterpunkter). Denna dataméingd anvindes tidigare av Kuronen et al. [7] {or att
anpassa en LGCP for alla skogsomraden. De fann dock att dataméngden VES13 var exceptionellt
klustrad, och kom fram till att en vidare metod behévs. Darmed ligger fokuset i detta arbetet
pa att modellera dotterpunkterna genom att anvinda foréldrarpunkterna fran dataméngden, vars
punktmdonster syns till hoger respektive vénster i figur [f
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Figur 5: Det spatiala monstret av de stora (vinster) respektive sma (hoger) traden.

3.2 Thomasprocessen: Standard-, Halvvags, Omodifierad

Thomasprocessen &r en klusterprocess dar punktmonster skapas genom att forst generera foréld-
rarpunkter som foljer en Poissonprocess med intensitet x. Dérefter genereras dotterpunkter runt
varje fordlder, vars antal foljer en poissionférdelning med vénteviarde . Dotterpunkternas place-
ring, i férhallande till féréaldrarpunkterna, bestdms av en normalférdelning, med véntevéarde 0 och
varians o2, centrerad vid respektive foralder.

For att simulera Thomasprocessen, dven kallad modifierad Thomasprocess i litteraturen, i R an-
vands parametrar skattade fran dataméngden: intensiteten for fordldrarpunkter, x = 0.046, den
genomsnittliga méngden dotterpunkter per forélder, p = 11.92, samt standardavvikelsen for av-
standet mellan forélder- och dotterpunkter, o = 8.12. Sedan slumpas nya foérdldrarpunkter fram
enligt en Poissonprocess med intensiteten x. For varje fordldrarpunkt genereras ett Poissonfoérdelat
antal dotterpunkter med intensitet p som har ett normalférdelat avstand till férdldrarna.

For att genomfora detta anvindes spatstat-funktionen KPPM for simuleringen en Thomaspro-
cess baserad pa var datamingd. I andra grafen fran vénster i figur [f] visualiseras ett utfall av
Thomasprocessen. Detta liknar dataméngden da det finns bade téata kluster och tomma ytor, dock
har alla kluster liknande storlek och dr ddrmed inte exceptionella samt sa saknas punkter mellan
dessa kluster. Eftersom Thomasprocessen tillater tomma kluster, vilket kan vara orsaken bakom
méngden tomrum i punktmonstret, testas en version version av Thomasprocessen som inte tillater
detta i hopp om att minska mangden tomrum. Denna modellen kallar vi omodifierad Thomaspro-
cess, och ett utfall av denna kan ses lingst till vénster i figur [6]

Vid jamforelse mellan den omodifierade Thomasprocessen och dataméngden observeras tydliga
skillnader. Vi ser att den omodifierade modellen helt saknar tomrum och liknande klustersam-
lingar som &r synliga i dataméngden. Detta betyder att den omodifierade Thomasprocessen inte
ar tillrdcklig for att modellera klustringen i var data. For att undersoka en béttre anpassning pa
dataméngden sa utvecklas Thomasprocessen ytterligare till en hybridmodell som vi kallar halvvégs
Thomasprocess. Detta gjordes genom att dndra pa u, k, och o sé att:

e 1 &r ett harmoniskt medelvirde av Thomasprocessen och den omodifierade Thomasprocessen,

e o ar ett harmoniskt medelviarde av Thomasprocessen och den omodifierade Thomasprocessen,



e  ar ett geometriskt medelviarde av Thomasprocessen och den omodifierade Thomasprocessen.

Med andra ord sa bygger modellen pa utfall fran bade Thomasprocessen och den omodifierade
Thomasprocessen. Parametrarna u, «, och o skattades enligt de ovanndmnda medelvirdesmeto-
derna. Flera olika typer av medelviarden testades och den kombinationen som gav det bésta utfallet
valdes for halvviigs Thomasprocessen. Som syns i figur [f] visar punktménstret fran processen ba-
de kluster och punkter mellan dem, vilket liknar strukturen i datamingden. Daremot saknas de
exceptionella klustren som finns i dataméngden, samtidigt som processen skapar fér mycket tom-
rum. Darmed avslutas undersdkningen av Thomasprocesser med slutsatsen att halvviagsmodellen,
baserat pa visuell jamforelse, ger det basta resultatet hittills. Dock lyckas den fortfarande inte
helt fanga de monster som ar synliga i dataméngden. Thomasprocesserna ar standardmodeller for
klustrade punktmonster och eftersom dessa inte lyckas fanga exceptionella kluster, utvecklas nu
mer flexibla modeller som &ven tar hénsyn till biologiska faktorer.
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Figur 6: Utfall fran vara tre versioner av Thomasprocessen, till héger ser vi datamingden for
jamforelse.

3.3 Iterativ Thomasprocess

For att béattre modellera naturliga fenomen tillaimpades en iterativ punktprocess. Denna typ av mo-
dell kan anvindas inom biologi, exempelvis for att beskriva celltillvixt, men den kan dven tillimpas
pa tradpopulationer dér frospridning sker néra fordldrartriadet. Det initiala antalet foraldrarpunk-
ter, x, slumpas fran en Poissonférdelning dér A &r antalet fordldrarpunkter fran dataméngden,
som sedan placeras ut uniformt inom fénstret W. Dérefter viljs slumpméssigt fem procent av des-
sa punkter till att forbli fordldrarpunkter medan resterande blir dotterpunkter som inte genererar
nya punkter. For varje fordlder genereras ett antal dotterpunkter enligt en Poissonfordelning med
intensitet A = 5, dessa placeras sedan normalt férdelade runt respektive fordldrarpunkt. Déref-
ter viljs aterigen slumpmaéssigt fem procent av punkterna som nya férdldrarpunkter. Genom att
upprepa denna processen flera ganger skapas tétare och tdtare kluster. Som visas i figur [7] s&
resulterar denna metoden i bade tétare och glesare kluster, vilket gor att de storre klustren syns
som exceptionella som 6nskas.
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Figur 7: Ett utfall av den iterativa processen efter ett, sex och elva steg.

For att avgora hur manga punkter som skulle genereras sattes ett maximalt antal, som motsvarade
det totala antalet punkter i dataméngden. Iterationerna avslutades nér detta antal uppnaddes.



Sedan analyserades L(r) — r funktionen for olika antal iterationer och resultaten jamfordes mot
dataméngden i figur [8]for att se det optimala antalet iterationer. Det visade sig att en iteration inte
var tillrackligt, medan sex och elva iterationer gav lika resultat fram till » = 2. For storre radier
observeras dock avvikelser fran dataméngden, vilket motiverade vidare utveckling av modellerna.

Iterativ Thomasprocess

Data
Iterativ 1
Iterativ 6
Iterativ 11
Poisson

L(r)-r
2

<
10

Figur 8: L(r)-r funktionen for Iterativ Thomasprocessen efter ett, sex och elva iterationer till-
sammans med motsvarande funktion fér dataméngden och ett intervall runt teoretiska vérdet av
Poissonprocessen.

3.4 Intensitetsstyrd Thomasprocess

Eftersom de tidigare Thomasprocesserna inte gav mojlighet att variara klusterstoleken mellan
kluster eller intensiteten av punkmonstret, introduceras nu en modell som mdojliggér detta. Den
intensitetstyda Thomasprocessen skapar ett stokastiskt intensitetsfilt som paverkar antalet dot-
terpunkter kring varje fordldrarpunkt. Detta mojliggér en manipulation av intensitetsvariationer i
faltet som sedan direkt 6versétts till storlek pa kluster.

Startpunkten i modellen &r att definiera ett kontinuerligt intensitetsfalt A\(x) pa vart fonster W som
anger varje punkts bendgenhet att alstra kluster. Héga vérden innebdr manga potentiella punkter,
medan laga virden innebér fa. Detta gors med ett Gaussiska slumpfilt, Z = {Z(x) : x € W}
dar alla dndliga vektorer (Z(x1),...,Z(Xn)) ar multivariat normalférdelade, som &r en samling av
reella slumpvektorer [I]. Tathetsfunktionen for (Z(x1), ..., Z(xy,)) &r:

1 1 Ty—1
p(zlv"'azn> = WGXP(_§(Z_N) by (Z_N))a (11)
dér z = (21,...,2,) 4r en vektor av observationer av det stokastiska féltet i punkterna xi,...,Xy,,

pi = p(x;) ar féltets medelvirdefunktion och ¥;; = C(x;,x;) ar kovariansfunktionen for féltet.
Medelvardesfunktionen for modellen blev
I 2 X2 2
u(x) =E[Z(x)] =4 — 1.5 (E - 0.5) +2 (E - 0.5) x = (z1,22) € W, (12)
dér valet av polynom syftar att f& maximum i mitten av fonstret vid (20, 20) och koefficienterna
faststalldes genom provning. Kovarians funktionen blev

C(u,v) = Cov(Z(n), Z(v)) = o%exp (_||u—v|> (13)

202

dér u,v € W och parametrarna igen fasstélldes genom prévning. Det félt som anvéinds i modellen
ar en realisation av denna fordelning, och ett utfall av filtet syns i figur [0}
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Figur 9: Till vanster visas ett utfall av ett filt och pa detta likformigt fordelade férdldrarpunkter,
till hoger visas resultatet av Thomasprocessen dar faltets intensitet styr antalet dotterpunkter.

Efter féltet dr skapat placeras ett bestdmt antal fordldrarpunkter oberoende och likformigt pa
omradet W, vilket till exempel kan se ut som den vinstra bilden i[0] Runt varje forilder simuleras
sedan ett kluster av dotterpunkter, dar antalet dotterpunkter i ett kluster styrs av féltets intensitet

i foraldrarpunkterna enligt
Ni = max{0, [A[Mp:) —1]]}, (14)

dér t > 0 ar ett troskelvirde for klusterbildning och A > 0 &r en skalningsparameter. Densitet av
klustret styrs av det lokala virdet \(p;), diar p; ar den tillhérande fordldrarpunkten. Placeringen
av dotterpunkter sker enligt en Gaussisk fordelning, x;; ~ N (pi,o®I), med j = 1,...,N;, dir o
reglerar klusterspridningen. Klustrens egenskaper blir ddrmed en avbildning av variationen i inten-
sitetsfaltet. Parametrarna A, ¢, och o kan justeras for att fa olika klusterstorlekar och intensiteter.

For att anpassa modellen battre till dataméngden &r det mdjligt att optimera parametrarna med
avseende péa en forlustfunktion. Denna baseras p& en kombination av de sammanfattande statisti-
korna (L-, G-, F-, och J-funktionerna) jamférda mellan simulerade punktmdonster och dataméngden
VES13. Forlustfunktionen blir

L(A’tvo—) = Z /Tmax [fsim(r) - fobs(r)]zdr

Fel{L,G, gy 0

som sedan approximeras med trapetsmetoden [5]. Funktionen &r byggd s& att L-funktionen bidrar
mest. Genom en rutnitsokning 6ver intervallen A € [10,100], t € [0,1], och o € [0.2, 3] optimeras
parametrarna. Mdjliga utfall fran modellen ses i figur [I0] som tydligt visar exceptionell klustring.

Sammanfattningsvis mojliggér denna metod kontroll Gver klustrens intensitet och storlek sam-
tidigt som den anpassar sig till dataméngden som vill efterliknas.
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Figur 10: Tva utfall av en intensitetsstyrd Thomasprocess.

3.5 Hierarkisk Poisson

Tradfordelning i det exceptionellt klustrade urskogsomradet som ses i dataméngden hérrér bade
fran métbara processer (t.ex. hur stor triadstammar himmar plantetablering) och fran ométbara
eller stokastiska faktorer (mikrotopografi, djurspridning, smaskalig mortalitet ect). En Poissonre-
gression kan beskriva de férstndmnda, men har problem med att fanga residual klustring som inte
kan forklaras med kovariater.

For att fanga residual klustring tilldggs en slidt additiv term &(X) som estimeras med Poisson-
GAM enligt Dovers et al. [4]; se appendix och f'dr kvadratur och implementeringsdetaljer.
Intensiteten modelleras da som

log A(X) = Bo + B1C1(X) + £(X).

Vi vill konstruera A(X) sd att funktionen fangar de egenskaper som vuxna trid har pa traplantor
samtidigt som funktionen kan anvéindas for att generera nya ménster liknande Figur[I] Foljaktligen
specificeras en enda biologiskt motiverad kovariat som méter hur stora tridd hdmmar nyetablering
av plantor i sin nérhet. Inkluderingen av kovariaten motiveras av en minskning pa AIC (Akaike
informationskriteriet) med 4.4 da den inkluderas. Den definieras som

d(X, X)
Ci1(X) = dbh - a
100 = S exp (- 52,
k
dér Xy ar koordinaten for trad k, dbhy dess stamdiameter och ¢t ~ 10m reglerar riackvidden for
konkurrenseffekten, vardet for ¢ bestdms genom en rutnétssokning som testas i regressions modellen
varpa det virdet som som minimerar AIC véljs,

AIC = 2k — 2log L,
dér k dr antalet fria parametrar och L #r maximala likelihood som ges av regressions modellen.

Trots att S\(X ) fangar de dominerande trenderna i dataméngden, dr modellen fortfarande de-
terministisk. For att kunna simulera punktmonster som inte bara foljer medelstrukturen utan
ocksa aterger den variation och slumpmaéssighet som observeras i filt, krdvs en stokastisk utvidg-
ning. Detta uppnas genom att modellera intensiteten som en stokastisk process via en hierarkisk
Poissonprocess diir variationen kring medelintensiteten omformas genom att anvéinda A(X) som
medelvirde i ett Gaussiskt falt, ddr kovariansen hos filtet dr vad som ger varierande filt. Faltet
som alstras av metoden ges av figur [I]]
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Figur 11: Skattade intensitets faltet som ges av regressionen pa dataméngden.

Den hierarkiska Poissonprocessen, som i detta dr en LGCP (se appendix bestar av tva sto-
kastiska steg. I det forsta steget perturberas A(X) genom att addera ett Gaussiskt latentfilt Z(X)
med Matérn-kovarians, vilken Kuronen et al. [7] visat vara lampad for att fanga biologiskt kluster
i skogsmiljoer. Vilket ger intensitetsfilt dar intensitetens toppar och dalar forskjuts slumpmassigt
runt det ursprungliga monstret. P& sa vis kan punktmonster med samma medelstruktur genereras,
men med slumpmaéssigt forskjutna kluster. Matérn-kovariansen ges av:

s& att den stokastiska intensiteten blir

A(X) = exp (log AX) + Z(X)) = A(X) eZX)
dock sa dndras medel intensiteten efter tilligget av Z(X) enligt:
E[A(X)] = A(X) E[eZM] = A(X) e” /2 > A(X),

alltsa ézkar faltets medelvirde. For att bevara den ursprungliga medelintensiteten delar vi darfor
med e? /2, sa vi far
i A(X)
A(X) = o227
e

vilket ger E[A(X)] = A(X). I det andra steget genereras punkterna, villkorat pa A(X), som en
Poissonprocess:

N(A)|A(X) ~ Poisson < /A A(X) dX) .

Parametrarna o2, p, v valdes genom grid-sékning som minimerar den kvadrerade avvikelsen mel-
lan simulerad och observerad L-funktion; se appendix [A.4] f6r full skattningsprocedur. Den bésta
passformen ficks for

02 =2356, p=9.1, v=0.6,

For illustration valjs simuleringar vars L-kurvor ligger néra genomsnittet av alla simuleringar, se
figur I figur [12] ses resultatet av metoden.
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Figur 12: Tva utfall av en Hierarkisk Poissonprocess.

Den biologiska tolkbarheten hos kovariaten, kombinerat med flexibiliteten fran det latenta Guas-
siska fatet, gbr metoden lamplig att modellera spatiala punktprocesser dér bade observerbar och
latenta faktorer bidrar till klustring.

4 Anpassning av modeller

I ett forsck att efterlikna klusteringen av tréadvéxt i dataméngden, har flera olika modeller pre-
senterats. For att undersoka hur vél dessa modeller passar var dataméngd anvédnds olika spatiala
sammanfattade statistikor. Den huvudsakliga metoden &r L-funktionen som, tillsammans med ett
konfidensholje, ger ett sitt att jamfora klustrandet i dataméngden med utfallen fran modellerna.
Utover L-funktionen anvénds dven Clark-Evans testet och négra andra spatiala sammanfattningsta-
tistikor for att jamfora de olika modellerna.

4.1 Clark-Evans

Clark-Evans testet avgér om modellerna ar lika klustrade som VES13. For att genomféra testet
anvinds den inbyggda funktionen i spatstat paketet, vilket gav att R = 0.45624 f6r dataméangden.
Ett R < 1, indikerar att dataméngden &r klustrad och det laga p-virdet (p < 2.2e — 16) visar att
detta resultatet ar signifikant. Enligt Clark-Evans testet dr dataméngden dérmed klustrad.

Detta test sédger inget om hur klustringen ser ut, bara hur mycket punktmoénstret &r klustrat.
I figur [I3] syns det att alla modeller &r mindre klustrade &n dataméngden som visas som en re-
ferenslinje. Utav Thomasprocesserna ar den omodifierade néstintill helt CSR, och dérmed néstan
inte klustrad alls. Eftersom resultaten fran detta testet visar att den omodifierade Thomaspro-
cessen inte fangar exceptionella kluster alls, kommer denna inte vara en del av den resterande
analysen. Vidare visar Clark-Evans testet att halvvigs Thomasprocessen ar nagot mer klustrad
an den omodifierade medan den vanliga Thomasprocessen &r mest klustrad. Detta &r ingen Gver-
raskning, d& exakt detta dr synligt i figur [6] Den intensitetstyrda modellen har ett R-viirde som ar
mellan Thomasprocessen och halvvigs Thomasprocessen, sa den ar relativt klustrade men inte lika
mycket som VES13, Thomasprocessen, den iterativa modellen eller den hierarkiska Poissonproces-
sen. Den iterativa modellen har samma R virde som Thomasprocessen, medan hierarkisk Poisson
har ett nagot ligre viarde. Detta betyder att det dr dessa tre modeller som ligger narmst vardet for
VES13. Dock betyder inte liknande R-vérden att punktmonstret fran modellerna liknar dataméng-
den i sin helhet. Eftersom R-vérdet enbart baseras pa avstandet till ndrmaste granne, siger det
darfor framst nagot om graden av klustring eller regelbundenhet, och inte klustrens storlek eller
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antal. Anledningen till att modellerna far andra R-véirden &n dataméngdens beror sannolikt inte
pa avsaknaden av kluster eftersom Thomasprocessen é&r vildigt klustrad och har ett hégre R-virde
dn VES13 utan istéllet pa att vara modeller inte har tillrdckligt manga exceptionella kluster som
minskar medelavstandet mellan punkterna. Daremot kanske andra statistikor kan visa att det &r
just detta som é&r skillnaden mellan vara modeller och dataméngden.
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Figur 13: Figuren visar R-virden fran Clark-Evans testet for dataméngden, en simulering av de
olika processerna samt en CSR-process.

4.2 K- och L- funktionerna

Bade K- och L-funktionen beskriver médngden datapunkter inom ett visst avstand fran en godtyck-
lig punkt, och ar ett matt pa hur klustrat ett punktmonster &r. I figur [14] visas resultaten for bade
K- och L-funktionen, dér grafen for L-funktionen dr lattare att tolka, eftersom funktionen &r lika
med noll fér Poissonprocessen. For att skatta K-funktionen anvindes kest funktionen i spatstat,
vilket genererade figur [I4]

Figur [6] visar att Thomasprocessen genererar flera kluster av liknande storlek, vilket medfor att
inga exceptionella kluster bildas. Modellen visar &ven en avsaknad av punkter mellan klustren,
vilket indikerar att modellen &r for klustrad for att efterlikna dataméngden. Detta bekriftas av
resultaten som visualiseras i figur [[4] d& L-funktionen visar att Thomasprocessen dr mer klustrad
dn VES13 for néstan alla r. Det hér kan vara pa grund av definitionen av L-funktionen samt att
alla punkter i monstret befinner sig i kluster. Klustringen &r som tydligast nér r» = 5, vilket san-
nolikt beror péa att klusterradien for processen ar 5. I kontrast sa adr halvviigs Thomasprocessen
den modellen som &r minst klustrad. Modellen véxer i takt med r-vardet, vilket betyder att den
ar mer reguljir och saknar exceptionella kluster. Dessa tva modeller dr de som avviker mest fran
dataméngden enligt denna statistika, dock betyder det inte att modellerna inte kan representera
dataméngden vl enligt andra matt.

K-funktion for processer L-funktion for processer
— Data ©1 — Dpata
] Thomas Thomas
o Halvvags 0 Halvvégs
8 1 — lterativ — lterativ
—— Hierarkisk < - —— Hierarkisk
1 — |Intensitets - — Intensitets
= | ~ Poisson ) P“': o | - Poisson
X = - -
. N
o i
8 —
o - O o m e e e -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
r r

Figur 14: K- och L-funktionen for de olika punktprocesserna jamfort med en Poissonprocess.

14



Den hierarkiska modellen visar ett tillvixtmonster som liknar halvvigs Thomasprocessen, men
den dr mer klustrad vid » > 4. Som syns i figur [[4] uppnér modellen maximal klustring vid
r = 3, darefter avtar den svagt. Utover halvviags Thomasprocessen, dr den iterativa processen den
modellen som &r minst klustrad. For laga r-virden liknar klustermonstret det som observerats i
dataméangden, men modellen avviker tydligt vid hogre virden pa r. Enligt L-funktionen sa uppnar
dataméngden maximal klustring nér r = 8, medan den iterativa modellen har mest klustring vid
r = 3, vilket tyder pa att den iterativa modellen har mindre radie pa klustren &n datamingden
VES13. Detta leder till den mest vialanpassade modellen; den intensitetesstyrda Thomasprocessen.
I figur [14] syns det att modellen foljer kurvan fér dataméngden néstan exakt for alla r. Detta ar
ingen Overraskning eftersom modellen &r optimerad just pa K- och L-funktionerna.

4.3 F-, G-, och J-funktionerna

Ett annat sdtt att méta avstandet till ndrmaste granne &r med G-funktionen. Till skillnad fran K-
och L-funktionerna tar den inte hansyn till fler punkter &n de allra ndrmaste, ddrmed ger metoden
mindre information om punkterna under analysen, vilket kan leda till andra resultat. Figur [I5] visar
att den intensitetsstyda Thomasprocessen och Thomasprocessen ar de modeller som mest liknar
dataméngden enligt just denna statistika, medan halvvidgs Thomasprocessen néstan exakt foljer
kurvan fran Poissonprocessen och dérmed &r sédmst anpassad till dataméngden. Detta tyder pa
att alla modeller &r klustrade, da de tydligt ligger 6ver kurvan for Poissonprocessen, med undan-
tag for halvvigs Thomasprocessen, som enligt denna analys &r CSR. Resultatet dr Gverraskande,
eftersom punktménstret for halvvigs Thomasprocessen i figur [f] inte ger nidgon indikation av att
denna modellen skulle vara CSR. I figur [15] framgar det &ven att den iterativa Thomasprocessen
har en liknande klustring till dataméngden, dock dr denna nagot mindre klustrad &n bade den
intensitetsstyrda Thomasprocessen och Thomasprocessen, medan hierarkisk Poissonprocess é&r lite
mer utspridd men fortfarande klustrad.

G-funktion for processer

=
-
@0 |
o
© |
—_0
=
(O] S — Data
g . / W, Thomas
, -
p Hal\r\fags
o~ !/ — lterativ
o ’ —— Hierarkisk
4 — Intensitets
o - —- Poisson
o T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
r

Figur 15: G-funktionen for de olika punktprocesserna jamfort med en Poissonprocess.

Tomrums-statistika F' méater hur mycket av punktmonstret som inte tas upp av punkter, med andra
ord hur mycket tomrum det finns i monstret. Figur [16] visar att F(r)-virdena for alla modeller
ligger under motsvarande vérde fran Poissonprocessen for alla r. Detta tyder pa att det finns mer
tomrum, givet en godtyckligt punkt, i bade punktprocesserna och i dataméngden. Thomasproces-
sen avviker fran de andra modellerna, sannolikt pa grund av dess téata kluster och avsaknaden av
punkter mellan klustren, vilket resulterar i mer tomrum.
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Figur 16: F-funktionen for de olika punktprocesserna jamfort med en Poissonprocess.

Enligt denna statistika &r den iterativa Thomasprocessen och intensitetsstyrda Thomasprocessen
bést, da de fangar tomrummet i dataméngdens punktmonster mycket val for alla virden pa r.
Darefter dr hierarkisk Poissonprocess och halvvigs Thomasprocessen, pa god vig att efterlikna
dataméngden. Detta dr speciellt intressant eftersom resultaten fran G-funktionen visade att halv-
vags Thomasprocessen liknande en CSR Poissonprocess. Thomasprocessen dr aterigen for klustrad,
vilket &ven framgick av resultatet fran L-funktionen.

For att kombinera information fran G- och F-funktionen, skattades &ven J-funktionen. Enligt
resultaten fran denna statistika, se figur [I7} s& &r Thomasprocessen och den intensitetsstyrda Tho-
masprocessen bist anpassade till datamingden for alla r. Aven de andra punktprocesserna visar
likheter med dataméngden, med undantag fér halvvigs Thomasprocessen som avviker fran data-
méngden. Den iterativa Thomasprocessen verkar speciellt vélanpassad for » = 0.75 och framat.
Det dr vart att poéngtera att ingen av modellerna foljer linjen f6r den teoretiska Poissonprocessen,
och eftersom bade modellerna och dataméngden ligger under linjen anses de vara klustrade.

J(r)
04 06 08 10

0.2

0.0

J-funktion for processer

Halvvégs
lterativ
Hierarkisk

Intensitetsstyrd
- Poisson

Figur 17: J-funktionen fér de olika punktprocesserna jamfort med en Poissonprocess.
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4.4 Konfidensholje for biasta punktprocess

En ytligare metod for att visualisera hur modellerna fangar klustringen i dataméngden ar att
lagga ett konfidenshélje runt punktprocesserna for de olika statistikorna. Ett 95% konfidensholje
skapas genom att simulera 100 utfall av respektive punktprocess, pa detta tillampas L-, G-, F-,
J-funktionerna, och sist trimmas holjet till de viirden som faller i intervallet [2.5%, 95%)].

Hierarkisk Poissonprocess Intensitetsstyrd Thomasprocess Iterativ Thomasprocess

‘ —— Data
©
Hierarkisk =

----- Poisson

« —— Data g
-4 e Intensitets Yy - Iterativ
""" Poisson )/ ----- Poisson
o L L I e
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
r r r

Figur 18: Jamforelse av L-funktionen for dataméngden, en Poissonprocess och de tre bésta anpas-
sade punktprocesserna med tillhérande konfidensholjen.

L-funktionen foér de tre punktprocesserna som visade sig vara mest intressanta i tidigare analys
illustreras i figur [I§ Figuren visar att processernas konfidenshéljen mestadels téicker dataméng-
den. Enligt denna statistika féljer den hierarkiska Poissonprocessen dataméngdens klustring vél,
men eftersom konfidensholjet &r vildigt brett sa leder det till en lidgre grad av tillit i modellen.
Den iterativa Thomasprocessen foljer dataméngden vél och har ett snévt konfidenshélje for r» < 3,
sedan avviker modellen och héljet blir mycket bredare. Klusterradien for den iterativa modellen
har tidigare angetts som r = 3 och radien for dataméngden &r r = 8, vilket férmodligen &ar det
som minskar modellens anpassning for storre r. Processen med det minsta konfidenshéljet &r den
intensitetsstyrda Thomasprocessen. Detta beror pa samma anledningen som gor att modellen fang-
ar klustringen i dataméngden vil; den dr optimerad pa L-funktionen. Holjet ger en indikation pa
modellens varians, och variansen kan minskas om en mer anpassad process énskas. Om variansen
dras ned for mycket tappar modellen méjligheten att skapa unika punktmonster och aterskapar
istéllet den inmatade dataméangden.

G-funktionen for de tre olika modellerna och deras konfidenshélje presenteras i figur Hol-
jet for den hierarkiska Poissonprocessen och den intensitetsstyrda Thomasprocessen har en Gvre
grans i linje med dataméngden, medans den légre gransen striacker sig forbi Poissonprocessens
G-funktion. Att Poissonprocessen ligger inom intervallet séger oss att vi inte kan vara helt sikra
pé att punktmonstren som modellerna genererar inte &r CSR. Konfidenshéljet for den iterativa
Thomasprocessen &ér sndvare och skiljer sig ifrdn den teoretiska Poissonlinjen samtidigt som den
skiljer sig fran dataméngdens. Detta betyder att modellen sannolikt inte fangar beteendet av ett
CSR monster eller dataméangden enligt G-funktionen.

Hierarkisk Poissonprocess Intensitetsstyrd Thomasprocess Iterativ Thomasprocess

— Data y - / ,
Hierarkisk 02 A Intensitets - Iterativ
Poisson 00 i Poisson Poisson
0.0 05 1.0 15 0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 15
r r r

Figur 19: Jamforelse av G-funktionen for dataméngden, en Poissonprocess och de tre bésta anpas-
sade punktprocesserna med tillhérande konfidensholjen.

Tomrums statistika F'(r) for alla tre modeller i figur [20| foljer dataméngdens F-funktion véldigt bra
for alla r. Detta tyder pa att processerna och dataméngden har en liknande méngd av tomrum som
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dataméngden. Alla tre modeller har i detta fall ett konfidenshélje som inte stracker sig dver den
teoretiska Poissonlinjen, sa alla tre modeller ar klustrade. Det extra snéva holjet for den iterativa
Thomasprocessen som dven innehéller datamangden ger denna modellen styrka enligt detta test.

— Data
Hierarkisk
***** Poisson

— Data — Data
----- Intensitets 0.2 7 ----- lterativ
***** Poisson ----- Poisson

00 05 10 15 20 255 0.0 05 10 15 20 255 00 05 10 15 20 255

Figur 20: Jamforelse av F-funktionen for dataméngden, en Poissonprocess och de tre basta anpas-
sade punktprocesserna med tillhérande konfidensholjen.

Inom samtliga tre konfidensholjen for den hierarkiska Poissonprocessen, den intensitetsstyrda Tho-
masprocessen och den iterativa Thomasprocessen i figur galler J(r) < 1, vilket innebér att
punktprocesserna fér dessa holjen visar klustring. Holjet for hierarkisk Poissonprocess och inten-
sitetsstyrd Thomasprocess ar bada relativt lika, men de skiljer sig at i respektive medelkurva. Det
dr dven intressant att notera hur dataméngden omger holjena, da en liknande trend observeras i
G(r)-funktionen som ingar i J-funktionen (ekv.[L0). Utifran denna figur har den iterativa Thomas-
processen det snévaste konfidensholjet, men den técker inte J-funktionen fér dataméngden for alla

Hierarkisk Poissonprocess Intensitetsstyrd Thomasprocess Iterativ Thomasprocess
1.0 Rec- S
\ —— Data
Hierarkisk 0.8 R 20209090 Intensitets

Poisson N, T Poisson

Figur 21: Jamforelse av J-funktionen for dataméngden, en Poissonprocess och de tre basta anpas-
sade punktprocesserna med tillhérande konfidensholjen.

Den storsta fordelen och nackdelen med den intensitetsstyrda Thomasprocessen ar att den ar val-
digt anpassad pa den givna dataméingden. Eftersom intensiteten skattas fran dataméngden kan
modellen valdigt val replikera observerade punktmonster. Detta gér dock att generaliserbarheten
begrénsas da modellen endast aterskapar kluster liknande de man trédnar den pé. Den iterativa
Thomasprocessen och den hierarkiska Poissonprocessen har ddremot omvénda styrkor, da de kan
generera punktmonster med kluster som varierar i bade placering och struktur, vilket gor dem
mindre beroende av tréaningsdata. Med den iterativa modellen ar det osannolikt att lyckas repli-
kera dataméngdens punktmonster, eftersom mojligheten till variation mellan utfall &r hog. Detta
betyder att modellerna &r passande for olika anvindningsomraden, bade den itererade och hierar-
kiska modellen &r flexibla och anvidndbara med begrénsad information om omradet, medan den
intensitetsstyrda Thomasprocessen kan generera ett vildigt exakt punktmdnster for att mojliggdra
analys och forstaelse ndr man har denna informationen.

5 Sammanfattning
Sammanfattningsvis har detta arbete med hjélp av spatiala punktprocesser undersokt olika model-

leringsstrategier for att aterskapa ett exceptionellt klustrat punktmonster, som &r en dataméngd
fran ERIKA-projektet kallat VES13. En rad modeller prévades, inklusive standard-, omodifierad-,
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och en egenbyggd halvviags Thomasprocess, en iterativ Thomasprocess, en intensitetsstyrd Tho-
masprocess samt en hierarkisk Poissonprocess. Syftet var att bygga dessa modeller och identifiera
vilken modell som bést aterger de observerade klusteregenskaperna i dataméngden. De forsta tre
Thomasmodellerna visade sig inte kunna fanga monstrets exceptionella karaktér, medan de and-
ra modellerna fangade smadetaljerna béttre, sérskilt i den iterativa Thomasprocessen och i den
intensitetsstyrda Thomasprocessen, som tillat storre flexibilitet i klusterbildning. Med hjalp av
Clark-Evans testet och K-, L-, F-, G-, och J-funktionerna kunde modellerna analyseras, och resul-
taten visar att beroende pa vilken statistikor som anvindes presterar olika punktprocesser béast.
Det vill sdga de fangar olika aspekter av dataméngdens punktménster. Detta arbete ger darmed
en god grund for fortsatt modellutveckling inom omradet exceptionella punktkluster.

Aven om detta arbetet inte behandlar personuppgifter eller kiinslig information, sa finns det samhél-
leliga aspekter att ta hédnsyn till. Modeller skapade for klusteranalys kan tillampas inom omraden
sasom ekologi och tillverkningsindustrin. Aven om vi inte kan forutse exakt hur dessa modeller
kommer att anvéndas i framtiden, har de utvecklats med goda avsikter och medvetenhet om deras
potentiella paverkan.

6 Framtida forskning

Under projektets gang har en del idéer om hur man skulle kunna utvidga modellerna och ta fram
nya som kanske skulle fanga den exceptionella klustringen &nnu bétte. Den itererade modellen
skulle kunna utvecklas till att anvinda Overlevnadsanalys sa att ett visst antal punkter inte 6ver-
lever i varje iteration. Reader foreslog att det &r mdjligt att tillimpa Gverlevnadsanalys pa alla
kontinuerliga variabler som endast har positiva virden och tillimpade detta pa ett matt av avstand
mellan héndelser [9]. Med detta i atanke borde det vara mojligt att tillimpa denna metod &ven pa
var iterativa modell. Som forbéttring till var hierarkiska Poissonprocess foreslar vi att dndra sa att
antalet dotterpunkter blir deterministiskt medan antalet férdldrarpunkter férblir stokastiska. Da
blir optimeringen betydligt enklare att endast anvinda sig av derivatan for att optimera.
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A Teori
A.1 Log Guassian Cox process, LGCP

Log Guassian Cox processen (LGCP) &r en Poisson styrd punktprocess dir intensiteten &r stokas-
tisk och ges av en Guassisk process. Mer formellt later vi {Y (&) : € € RY} vara ett latent Gaussiskt
falt med medelfunktion m(§) och kovariansfunktion ¢(§, n). Intensitetsfunktionen definieras da som:

p(§) = exp(Y'(§))

Vilket innebér att intensiteten varierar 6ver rummet enligt den latenta processen [6] LGCP tillater
modellering av klusterbildning genom att lata intensiteten vara rumsligt korrelerad. Intensiteten
och parkorrelations funktionen ges av:

p(§) = exp(m(§) + (€, €)/2),  g(&,n) = exp(c(,n))

Dar g(&,n) beskriver den rumsliga korrelation mellan intensitet [6] (75). LGCP anpassar sig till
lokala variationer i fréspridningen. Det latenta féltet i LGCP kan anta flexibla former, vilket gor
att modellen finner finare variationer i klustermdnstret.

A.2 Berman och Turner

Berman och Turner [3] metoden ér foljande: Fonstret W C R? delas in i ett regelbundet rutnét
av pixlar A; ; med gemensam area AA. Varje ruta representeras av sin pixelpunkt (X;), och

kvadraturvikten sétts till
Wi = // dedy = AA.
A

(2%

Da géller approximationen
// Ma,y)dedy = Y wig Nz, i),
w —
i,

vilket &r just Berman—Turner-kvadraturen. Genom att registrera

{1, om en punkt observeras i pixel (i, j),
i.j =

0, annars,

erhalls den viktade Poisson-likelihooden

N;
D wi (wj log M., ¥i,j) — Maij, yw)) ;
i

i,j

som kan skattas med verktyg for generaliserade linjara modeller.

Vi modellerar intensiteten log-linjart,

Mg, vig) = exp(nij), Ni,j = Bo + Zﬁk Cr(wij,Yi5),
k

dér Cy, ar valfria kovariater och 8 = (S, f1,-..) dr okinda parametrar. Satt i uttrycket ovan fas
den upp till en konstant Poisson-log-likelihood

(p) = Z(Ni,j Nij — Wij eXp(ni,j))
1)

Maximering av £(3) gors via en Poisson-GLM med respons N; ;/w; ;j och vikter w; ; — ger . Det
skattade intensitetsfialtet erhalls darefter som

Az,y) = expf o + 3 i Cr(. )
k

vilket kan utvérderas i varje pixel for visualisering, simulering eller vidare inferens.



A.3 Generalized Additive Model i Generaliserad Poisson Regression

En GAM introducerar en anpassningsbar komponent i den linjdra prediktorn som kan anvéndas
i till exempel Berman och Turner kvadratur och later intensitetsfiltet A(s) svara mot monstret i
data som kvarstar efter att observerade kovariater beaktats. Detta ger en mer menings full skatt-
ning av A dven nér kovariater misslyckas att forklara variationen|4].

Antag en punkt process pa W C R? med

A(s) = exp{n(s)}, n(s) = o+ C(s)B +&(s)

dar C(x) ar en rad kovariater och £(s) ett latent filt som modellerar strukturer som kovariaterna
inte fAngar. For att approximera det latenta filtet £ enligt [4] skrivs det som

k
iid
£(s) = Y _Bj(s)bj, b ~ N(0,0%).
j=1
hér introduceras en fast uppsattning punkter sj,...,s; € W kallade knots vilka fungerar som st6d

for bas funktionen B;(s). Knotpunkterna bestammer en kovariansmatris
s —t|? s —t|?
o =10ttty Ot = (14 oy (12210,
’ p p
Enligt [4] definieras d& basisfunktionen enligt
k
Bj(s)= > Cls,s}) [0**1/2} . j=1,...k

r=1 ™

For varje datapunkt s; rédknas alla B;(s;); virdena bildar rad 7 i designmatrisen Z.

Konstruktionen ger
COV{E(S)a g(t)} - 020(57 t)
samtidigt som koefficienterna b; blir oberoende b; ~ N(0, 02). Den fullstindiga prediktorn blir

k
77(81) = Xlﬂ + Z Bj(Si)bj
j=1
utvirderas vid varje datapunkt s;, ddr X; ar rad ¢ av kovariatmatrisen.

A.4 Parameter skattning av Matérn-kovarians via forlust funktion

For att skatta parametrarna i Matérn-kovarians (02, p, ) genomfordes en grid sékning inom ett
grovt intervall. For varje kombination simuleras 100 realiseringar av den hierarkiska Poissonprocess
och for varje simulering berdiknas dven L funktion. Sedan, for varje kombination av (o2, p,v),

beréknas den genomsnittliga L kurvan (L(r)) av dom 100 simuleringarna:

Nsim
1

N ) Z [Lsim,i('r) - T]
sim T

Lsim(r) =

varpa L(r) jaimfordes med L funktionen fran det observerade klustret i datamiingden genom foljande

férlust funktion: - 5
loss(a?, p,v) = Z (L(rk) — Lobs(rx)) ™,
k
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B Kod for punktprocesser

B.1 Thomasprocess (R)

fitT <- kppm(X ~ 1, "Thomas") # datamdngd X
X_thomas <- simulate(fitT,nsim=1)
X_thomas <- X_thomas[[1]] # z,y points

B.2 Halvvigs Thomasprocess (R)

lambda_avg <- 2 / (1/lambda_p_hat + 1/0.003943241)

mu_avg <- sqrt(mu_hat * 139.7962)

sigma_avg <- sqrt(sigma_hat * 2.097576813)

num_parents_avg <- rpois(l, lambda_avg * area.owin(window)) # skattad
parents_avg <- runifpoint(num_parents_avg, win = window) # Simulate intensity

offspring_x <- c()
offspring_y <- c()

for (i in 1:num_parents_avg) {
num_offspring <- rpois(l, mu_avg)
if (num_offspring > 0) {
x_offset <- rnorm(num_offspring,mean= 0, sd = sigma_avg)
y_offset <- rnorm(num_offspring,mean= 0, sd = sigma_avg)

new_x <- parents_avg$x[i] + x_offset
new_y <- parents_avg$y[i] + y_offset

valid <- inside.owin(new_x, new_y, window) # Points inside window
offspring_x <- c(offspring_x, new_x[valid])
offspring y <- c(offspring_y, new_y[valid])
}
}

halfway_thomas <- ppp(offspring_x, offspring_y, window=window)

B.3 Iterativ Thomasprocess (Python)

Iterativ Thomas véxer fram i iterationer. Nedan kod har skalats ner for plats. Framst plot av
punkter och form av data tagits bort. Full kod vid férfragan.

def iter_thomas_unif (outx, outy, lam=5, iter=0):
all_points = np.vstack([outx, outy]).T
x_history=[outx]
y_history=[outy]

count_all = count_all - 1

size_unif = int(np.array(outx) .shape[0]*0.05)

index = np.random.randint(0,all_points.shape[0], size=size_unif)
x_new_10_parent = [all_points[index][:,0]]

y_new_10_parent = [all_points[index][:,1]]
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outx = np.concatenate(x_new_10_parent) .ravel().tolist()
outy = np.concatenate(y_new_10_parent).ravel().tolist()
new_x = np.array(outx)
new_y = np.array(outy)
n_children = rng.poisson(lam=lam, size=new_y.shape[0])

for i in range(new_y.shape[0]):
x_child = rng.normal (new_x[i], size=n_children[i])
y_child = rng.normal(new_y[i], size=n_children[i])
x_history.append(x_child)
y_history.append(y_child)

outx = np.concatenate(x_history).ravel().tolist()
outy = np.concatenate(y_history).ravel().tolist()

return outx, outy

for i in range(maxiter):
outx, outy = iter_thomas_unif_pic(outx, outy, iter=i)
save_points[i] = [outx,outy]

B.4 Intensitetsstyrd Thomasprocess (R)

library(spatstat); library(pracma)

p <- "C:/.../VES13_small.csv"

data <- read.csv(p)

win <- owin(c(0, 40), c(0, 40))

obs_ppp <- ppp(data$x, data$y, window = win)

# summary Stats --------ccoc e
L_obs <- Lest(obs_ppp, correction = "Ripley")

r_vals <- L_obs$r

Delta_obs <- L_obs$iso - L_obs$r

G_obs <- Gest(obs_ppp, correction = "rs")
g_vals <- G_obs$r
G_vec <- G_obs$rs

F_obs <- Fest(obs_ppp, correction = "rs")
f_vals <- F_obs$r
F_vec <- F_obs$rs

G_onF <- approx(g_vals, G_vec, xout = f_vals, rule = 2)3y
J_vec <- (1 - G_onF) / (1 - F_vec)

# LGCP field —---m-mmmmmmmm e m e

field_fun <- function(x, y) 4 - 1.5 * ((x / 40) - .5)"2 + 2 * ((y / 40) - .5)"2
m <- as.im(field_fun, W = win)

X <- rLGCP("gauss", m, var = 0.6, scale = 10, win = win, saveLambda = TRUE)
Lambda <- attr(X, "Lambda")

lam_nrm <- (Lambda - min(Lambda)) / (max(Lambda) - min(Lambda)) * 2.5

lam_fun <- as.function(lam_nrm)

contour (lam_nrm, nlevels = 10, main = "", xlab = "x", ylab = "y")

# generate children ------------mmmmmm -
make_children <- function(parents, A, t, sigma) {
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n_child <- pmax(0, floor(A * (parents$lambda - t)))
kids <- do.call(rbind, lapply(seq_len(nrow(parents)), function(i) {
if (n_child[i] > 0)
data.frame(x = rnorm(n_child[i], parents$x[i], sigma),
y = rnorm(n_child[i], parents$y[i], sigma))

13))
if (!is.null(kids))

kids <- kids[inside.owin(kids$x, kids$y, win), , drop = FALSE]
kids

# 10ss fURCEEON ------- oo
loss_factory <- function(parents) {
function(A, t, sigma) {
kids <- make_children(parents, A, t, sigma)
pts <- rbind(parents[, c("x", "y")], kids)
if (nrow(pts) < 5) return(Inf)
sim_ppp <- ppp(pts$x, pts$y, window = win)

L_sim <- Lest(sim_ppp, correction = "Ripley")
D_sim <- L_sim$iso - L_sim$r
loss_L <- trapz(r_vals,
(approx(L_sim$r, D_sim, xout = r_vals, rule = 2)$y - Delta_obs)"2)

G_sim <- Gest(sim_ppp, correction = "rs")
loss_G <- trapz(g_vals,
(approx(G_sim$r, G_sim$rs, xout = g_vals, rule = 2)$y - G_vec) 2)

F_sim <- Fest(sim_ppp, correction = "rs"
F_int <- approx(F_sim$r, F_sim$rs, xout = f_vals, rule = 2)3y
loss_F <- trapz(f_vals, (F_int - F_vec)~2)

G_int <- approx(G_sim$r, G_sim$rs, xout = f_vals, rule = 2)3y
J_int <- (1 - G_int) / (1 - F_int)
loss_J <- trapz(f_vals, (J_int - J_vec)~2)

loss_L + loss_G + loss_F + loss_J

# grid search -----------ececcccccceccce e eeeeeeee
A_seq <- seq(10, 100, length.out = 15)

t_seq <- seq(0, 1, length.out = 15)

s_seq <- seq(0.2, 3, length.out = 15)

n_par <- c(86, 86, 86)

#main loOp ---------m o m oo

for (n_f in n_par) {
parents <- data.frame(x = runif(n_f, 0, 40), y = runif(n_f, 0, 40))
parents$lambda <- lam_fun(parents$x, parents$y)
loss_fn <- loss_factory(parents)

best_loss <- Inf
best_par <- c(NA, NA, NA)
for (A in A_seq) for (t in t_seq) for (s in s_seq) {
Lval <- loss_fn(A, t, s)
if (Lval < best_loss) { best_loss <- Lval; best_par <- c(4, t, s) }
}

kids <- make_children(parents, best_par[1], best_par[2], best_par[3])




plot(lam_nrm, main = sprintf(

"n_f=Yd: A=%.1f, t=}.2f, =%.2f, loss=%.3g",

n_f, best_par[1], best_par[2], best_par[3], best_loss))
points(parents$x, parents$y, pch = 16)
if (!'is.null(kids)) points(kids$x, kids$y, pch = 16)

pts_all <- rbind(parents[, c("x", "y")], kids)
all_ppp <- ppp(pts_all$x, pts_all$y, window = win)

# point pattern only

plot(NA, xlim = c(0, 40), ylim = c(0, 40), xlab = "x", ylab = "y")
points(parents$x, parents$y, pch = 1, col = "black")

if (!is.null(kids)) points(kids$x, kids$y, pch = 1, col = "black")

R e
env_L <- envelope(all_ppp, Lest, nsim = 99, correction = "Ripley", verbose = FALSE)
plot(env_L$r, env_L$obs - env_L$r, type = "1", col = "blue", lwd = 2,
xlab = "r", ylab = expression(L(r) - r),
main = sprintf("L, n_f = %d", n_£f))
lines(env_L$r, env_L$hi - env_L$r, 1ty = 2)
lines(env_L$r, env_L$lo - env_L$r, 1ty 2)
lines(r_vals, Delta_obs, col = "black", lwd = 2)
abline(h = 0, 1ty = 3)
legend("topleft", legend = c("sim", "obs"),
col = c("blue", "black"), 1ty = 1, bty = "n")

B e e
G_full <- Gest(all_ppp, correction = "rs")
plot(g_vals, G_vec, type = "1", lwd = 2,
xlab = "r", ylab = "G(r)", main = sprintf("G, n_f = Jd", n_f))
lines(G_full$r, G_full$rs, col = "blue", 1lwd = 2)
legend("bottomright", legend = c("obs", "sim"),
col = c("black", "blue"), lty = 1, bty = "n")

A e e it
F_full <- Fest(all_ppp, correction = "rs")
plot(f_vals, F_vec, type = "1", 1lwd = 2,
xlab = "r", ylab = "F(r)", main = sprintf("F, n_f = Jd", n_f))
lines(F_full$r, F_full$rs, col = "blue", lwd = 2)
legend("bottomright", legend = c("obs", "sim"),
col = c("black", "blue"), 1lty = 1, bty = "n"

N B e e
G_i <- approx(G_full$r, G_full$rs, xout = f_vals, rule = 2)3y
F_i <- approx(F_full$r, F_full$rs, xout = f_vals, rule = 2)$y
J_sim <- (1 - G_i) / (1 - F_i)
plot(f_vals, J_vec, type = "1", lwd = 2,

xlab = "r", ylab = "J(r)", main = sprintf("J, n_f
lines(f_vals, J_sim, col = "blue", lwd = 2)
legend("bottomright", legend = c("obs", "sim"),

col = c("black", "blue"), 1ty = 1, bty = "n")

%d", n_£))

B.5 Hierarkisk Poissonprocess (R)

library(spatstat)
library (mgcv)
library(parallel)

vi



events  <- read.csv("C:/.../VES13_small.csv") # z,vy
bigTrees <- read.csv("C:/.../VES13_large.csv") # z,y,dbh

xrange <- range(events$x)
yrange <- range(events$y)
area <- diff(xrange) * diff(yrange)

W <- owin(xrange, yrange)
t <- 4

r0 <-1

mu <- 1.8

sigma <- 0.8

# kovariat funktionerna ------------------—~—~—~—~—-—-———~—~—-
computeC <- function(sx, sy) {
d <- sqrt((sx - bigTrees$x) 2 + (sy - bigTrees$y) 2)
sum(bigTrees$dbh * exp(-d / t))
}

lognorm_k <- function(r) {
ifelse(r > rO0,
dlnorm(r - rO, meanlog = mu, sdlog = sigma),
0)
}

computeC2 <- function(sx, sy) {
d <- sqrt((sx - bigTrees$x) "2 + (sy - bigTrees$y) 2)
sum(bigTrees$dbh * lognorm_k(d))

}

# for att forstd medan se Berman Turner och Dovers --

q <- 100000

quad <- data.frame(x = runif(q, xrange[1], xrange([2]),
y = runif(q, yrangel[l], yrangel[2]),
pt = 0,

wt = area / q)
events$pt <- 1
events$wt <- 1
dat <- rbind(events, quad)

dat$C <- mapply(computeC, dat$x, dat$y)
dat$C2 <- mapply(computeC2, dat$x, dat$y)

fit <- gam(pt "C + s(x, y, bs = "gp", k = 200) +

offset (log(wt)),
data = dat,
family = poisson,
method = "REML")
print (summary(fit))
print (AIC(fit))
W <- owin(xrange = range(events$x), yrange = range(events$y))

L_emp <- Lest(ppp(events$x, events$y, window = W),
lambda = im_intensity,
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correction = "trans")
r_vals <- L_emp$r
L_obs <- L_emp$trans
matern_corr <- function(r, rho, nu) {
z  <- sqrt(2*nu) * r / rho
out <- (27 (1-nu)/gamma(nu)) * z"nu * besselK(z, nu)
out[r == 0] <- 1
out

3

# --- mdrsokning, dndra 30 till 10 for kortare sokning--
grid <- expand.grid(

sigma2 = seq(2.756, 3.1, length = 30),

rho seq(7,12, length = 30),

nu seq(0.4,1,1length = 30)

n_iter <- nrow(grid)
loss  <- numeric(n_iter)
n_sim <- 100 # antal simuleringar per parameterkombination

for(i in seq_len(n_iter)) {
p <- gridl[i, ]
L_sim_mat <- replicate(n_sim, {
lgcp_ppp <- rLGCP('"matern",

mu = log(im_intensity),
var = p$sigma2,
scale = p$rho,
nu = p$nu,
win = W)
Lest(lgcp_ppp, lambda = im_intensity, correction = "trans")$trans

b

L_pred <- rowMeans(L_sim_mat)
loss[i] <- sum((L_obs - L_pred)~2, na.rm = TRUE)
cat(sprintf("Iter %3d/%3d 2=).3f =.3f =J,.3f loss=}.4f\n",
i, n_iter, p$sigma2, p$rho, p$nu, loss[il))

}

best <- grid[which.min(loss), ]

field.var <- best$sigma2

field.range <- best$rho

nu <- best$nu

print (best)
cat("Minsta loss =", min(loss), "\n")

C BGMM: Den bortglomda modellen

En alternativ metod for att modellera de exceptionella kluster som observeras i figur [I] dr att
anvianda sig av en Gaussian mixture model. Denna modell lar sig av data for att sedan generera
liknande monster. Metoden &r ldmplig ndr man saknar en kiind priori distribution och vill anvinda
klustrad data for att generera motsvarande kluster. Fordelningen mojliggdr en anpassning av an-
talet kluster, och later varje kluster representeras av en normalférdelning. For att fa tatare kluster
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kan ett kluster absorbera punkter fran nérliggande kluster.

Lat {CEi}fV:l beteckna data for dotterpunkterna dér varje punkt representeras av en femdimen-
sion vektor )
T; = (Si71, 8i,25 Ti, dE ), wi) S R5.

Eller andra mer relevanta kvoariater.

Hér utgor (s;,1, si,2) dotterpunkternas spatiala position, medan de &vriga &r kovariater som hérleds
fran trdddatan enligt

o r; =minj<j<n ||s; — tj]|, dér ¢; r positionen for trad j,
. dgl) motsvarar diametern (DBH) hos den nirmsta forildrarpunkten,
e w; definieras som en viktad summa av triddens DBH-viarden med avseende pa avstand.

For att generera modellen antar vi att dotterpunkterna genereras fran en blandning av K guassiska
férdelningar, dar varje kluster antas ha en specifik medelvirdes vektor pj och kovariansmatris 3.
Sannolikheten for att en datapunkt x; observeras ges av

K
plai) = e N (@i | e, Sn),
k=1
dar

1 1 _
N(x | pg, Xx) = WWGXP(Q(z — ) S (@ - Mk)) )

och 7, &r mixningsvektorn. Parametrarna {7y, p, Xx } uppskattas med Bayesiask inferens (varia-
tional Bayes). Efter detta tilldelas varje datapunkt x; det kluster som maximerar sannolikheten

7 = arg max m N (i | g, ).

For att skapa tata kluster anvinds en sammanslagnings strategi av klustren, dar medelvirde av
klustren definieras som

it = (fe,1s pk,2)-

Om avstandet mellan tva kluster, ||u; — p3Y|, & under ett tréskel virde 7 si slas de samman.
Istéllet for flera kluster far vi nu ett.

For att generera nya dotterpunkter definieras andelen punkter fér varje kluster som

Pr = N
dér ny dr antalet dotterpunkter som kluster k£ har. En ny dotterpunkt genereras genom att forst
valja ett kluster med sannolikheten pi och déarefter dra ett prov fran den guassiska fordelningen

N (e, Xe)-
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Figur 22: BGMM resultat, réda punkter visar observerad data, bla punkter genererad data
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