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Forord

Denna kandidatrapport &r skriven i syfte att introducera grundlaggande kunskap och centrala pro-
blem inom knutteori. Under arbetets gang har det forts individuella loggbdcker och en gemensam
dagbok. Dessa loggbocker beskriver pa ett 6évergripande séatt hur arbetet har utvecklats, vad som
sagts pa moten och &ven hur tiden har fordelats.

Har presenteras en lista 6ver vem som haft framsta ansvaret 6ver de olika delarna.

Gustav Birath Blom: Definition av en knut, Ekvivalens av knutar, férsta halvan av Knut-
diagram och alla figurer.

Jacob Burman: Forord, Lankar och Reducerat diagram.

Pontus Elmrin: Populdrvetenskaplig presentation, Introduktion, Malet med uppsatsen, Ek-
vivalens av knutdiagram, Orientering av linkar, Exempel 3.3, Vridning (fram till Definition
4.4), Kauffmans polynom, Jonespolynomet och Taits formodanden.

Hanna Nordin Axelsson: Sammanfattning, Abstract, Invarianter, Vridning fran och med
Definition 4.4, Tillstand av diagram, Exempel 5.5, Adekvata diagram, Sammanhéngande
diagram, Taits férmodanden och Appendix E.

David Selin: Sats 2.4, andra halvan av Knutdiagram, Farglaggning mod p och Appendix
A, B, C och D.

Gruppen har gemensamt l&st in sig pa &mnet, 16st problem och dragit slutsatser.

Vi vill ocksé tacka var underbara handledare Martin Hallnds for ett kontinuerligt stéd och
genuint intresse for &mnet.



Popularvetenskaplig presentation

Bland legenderna fran antikens Grekland kan vi hitta den om den Gordiska knuten. Det var en knut
s& komplicerad att den som lyckades reda ut den forutspaddes bli hirskare 6ver Asien. Alexander
den store anvénde enligt legenden sitt sviard for att skdra upp knuten, och dir igenom var hans
6de beseglat.

Det skulle dr6ja manga ar, och antikens Grekland skulle sedan ldnge ha hunnit falla, innan det
matematiska studiet av knutar som vi idag kallar knutteori inleddes. P4 1860-talet presenterade
fysikern Lord Kelvin en teori om att atomer egentligen var knutar av virvlar i en osynlig vitska
som han trodde genomsyrade universum. Till f6ljd av detta blev det darfor intressant att skapa en
férteckning 6ver de olika knutarna som kunde bildas, och pa sa sétt fa en férteckning 6ver de olika
atomerna de motsvarade. Speciellt var det fysikern P.G. Tait som férsokte skapa en uttémmande
forteckning 6ver knutar baserat pd hur manga ganger de korsar sig sjilva. Efter att ha studerat
knutar och arbetat med sin férteckning en ldngre period presenterade Tait ett antal férmodanden.
Dessa féormodanden hade han inte sjilv verktygen att bevisa, och det visade sig att det skulle
ta 6ver 100 ar innan de bevisades under 1980 och 1990-talet. For att forstd Taits férmodanden
behover vi forst reda ut vad som avses med en knut.

En knut kan tdnkas pa som ett ihoptrasslat snore déar d&ndarna sedan limmats ihop. Till skillnad
fran Alexander den stores forfarande ar det i knutteorin inte tillatet att skéira upp snoret eller pa
annat sitt klippa sonder det for att reda ut knuten. Givet tva knutar som kan dras, vridas eller
péa annat sétt manipuleras, géller att om den ena knuten kan formas till den andra sa ar dessa tva
knutar samma knut.

Vid en punkt kommer tva till synes olika knutar bli for komplicerade for att med blotta 6gat
redogora vad det ar for knutar. De kanske ser helt olika ut, men gar det verkligen att vara helt
sdker pa att det inte finns ett sdtt att géra om den ena till den andra?

For att 16sa problematiken forestéller vi oss att det finns olika typer som kan tillskrivas olika
knutar, till exempel typ A och typ B. Da gar det med sékerhet att veta om tva knutar, vars olika
typer &ar typ A och typ B, inte dr likadana knutar. Inom knutteorin kallas den hér metoden for att
sérskilja knutar for invarianter. Sedan 1860-talet har knutteoretiker producerat invarianter som i
olika situationer varit mer eller mindre effektiva i att sérskilja knutar. En speciellt viktig invariant
presenterades under 1980-talet av matematikern Vaughan Jones och den kallas fér Jonespolynomet.
Varje knut har ett Jonespolynom, och om tva knutar har olika Jonespolynom gar det med sédkerhet
att séga att dessa inte &r samma knut. Observera att detta inte innebér att tva knutar med samma
Jonespolynom ar samma knut.

Det var just Jonespolynomet som ledde till att det var mdojligt att i slutet av 1980-talet bevisa
Taits formodanden: tre resultat som bland annat kan anvindas som invarianter. Trots att Jone-
spolynomet &r ett kraftfullt verktyg finns det ingen invariant som kan sérskilja alla knutar; de ar
olika anviandbara i olika avseenden. Darfor letar matematiker kontinuerligt efter nya invarianter att
komplettera de befintliga med. Taits formodanden beror sa kallade alternerande knutar, en speciell
typ av knutar som forekommer bland de enklare knutarna. Eftersom Tait inte hade tillgang till
datorer var det just dessa som studerades framst. Efter att Taits formodanden bevisades kunde
matematiker framforallt forsta alternerande knutar béttre.

Vi atervinder till 1800-talet och Taits arbete med att skapa en foérteckning Gver knutar. Det
ar oklart om Tait presenterade sina férmodanden for enbart alternerande knutar eller for knutar
i allménhet. Det &ar sannolikt att han trodde att det géllde for alla knutar, vilket ar forstéeligt
eftersom de knutar han stotte pé i sitt arbete med forteckningen alla var alternerande. Det visar
sig namligen att de allra flesta knutar med 10 eller farre korsningar, det vill sdga hur manga
ganger snoret korsar sig sjéalvt, har egenskapen att de dr alternerande. Taits arbete avslutades av
matematikern C.N. Little i borjan av 1900-talet, och da hade de lyckats skapa en férteckning 6ver
alla knutar med 10 eller farre korsningar. Idag kan forteckningar 6ver knutar skapas med hjélp av
datorer, och forskningen inom knutteori fokuserar pa andra omraden och tillimpningar. Modern
knutteori ar ett levande forskningsomrade med kopplingar till topologi, matematisk fysik, DNA
och andra omraden. Jonespolynomet aterfinns dn idag i forskningen, och har utvecklats vidare
tillsammans med andra polynom-baserade invarianter.



Sammanfattning

Detta arbete syftar till att ge ldsaren en pedagogisk introduktion till knutteori och Taits
formodanden. Vi inleder med att ge en rigords grund till knutar och ekvivalens mellan knutar,
och gar sedan vidare till att betrakta knutdiagram och deras egenskaper. Att kunna skapa en
fullstéindig forteckning av knutdiagram utan redundans &r ett stort problem inom knutteorin,
och Taits formodanden ar ett viktigt verktyg for detta. Taits forsta formodan innebér att
det for vissa typer av knutar finns en slags enklaste form, med ett minsta antal korsningar.
Detta betyder att om det gar att konstatera att en given knut har dessa egenskaper, d& ar den
pa sin enklaste form och kan den inte vara ekvivalent med knutar med férre korsningar. Vi
presenterar bevis for dessa formodanden med hjéalp av knutinvarianten Jonespolynomet, som
har 6nskvirda egenskaper for att studera alternerande knutdiagram.

Abstract

This essay presents a pedagogical introduction to knot theory and Tait’s conjectures. We
commence by building a rigorous theory of knots and equivalence between knots, and continue
to examine knot diagrams and their properties. One of the great problems in knot theory is
to create a complete table of knots, without any redundancy. Tait’s conjectures are useful in
this matter, as the first conjecture implies that knot diagrams with some conditions have the
least number of crossings. This means that if we can verify these properties, we know that the
knot at hand is inequivalent to all knot diagrams with less number of crossnings. We present
two of Tait’s three conjectures and their proofs by introducing the Jones polynomial, a knot
invariant with suitable properties for alternating diagrams.
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1 Inledning

I slutet av 1860-talet presenterade den brittiske matematiken och fysikern Lord Kelvin en teori om
atomer som idag kallas for “Vortex Theory of the Atom”. Det var en teori for att forklara atomer
som baserades pa den klassiska teorin om en friktionslés vitska som genomsyrar universum, den sa
kallade etern. Enligt Kelvins teori var atomer sma virvlar i etern. For att forklara varfor det finns
flera typer av element forestillde man sig att virvlar kunde flitas samman och pa sa satt bilda
olika element. Exakt hur virvlarna kunde sammanflatas var en fragestallning som ledde till vad vi
idag kallar knutteori. Enligt denna teori motsvarade varje kemiskt element en unik knut av virvlar.
Foljaktligen viixte ett intresse bland matematiker och fysiker att skapa en fullstdndig forteckning
over olika knutar, och saledes dven 6ver de kemiska elementen [1].

En knut i vart sammanhang kan med fordel tdnkas pé som ett snore vars dndar limmats ihop.
Det faller sig naturligt att den enklaste knuten &r den som illustreras i figur 1, den sa kallade
triviala knuten.

Figur 1: Den triviala knuten.

Intuitivt sdger vi att tva knutar ar ekvivalenta om den ena kan manipuleras for att erhalla den
andra, exempelvis genom att dra i snoret eller vrida pa det. Daremot &r det inte tillatet att klippa
i knutens snore.

En knut &r ett tredimensionellt objekt, och for att lattare illustrera den anvinder vi en projek-
tion p : R? — R2. Speciellt for den hir projektionen &r att vi forst manipulerar knuten en aning
s& att hogst tva delar av snoret korsar over/under varandra i en given punkt i projektionen. Vi
erhéller da en projektion som i figur 2, dir vi dessutom indikerat vilken del av snéret som gar Gver
och vilken som gar under i varje korsning genom att sudda ut en bit av den underpasserande delen.
Den hér typen av projektion dar hogst tva delar av knuten korsar varandra i en given punkt, och
déar vi markerat vilken del av knuten som gar Gver respektive under den andra, kallar vi for ett
knutdiagram. Nar vi diskuterar knutdiagram kommer vi h&nvisa till de linjer som motsvarar snoret
som knutens bdgar.

Figur 2: Vinster: ett knutdiagram av trekléverknuten. Hoger: en bage rodmarkerad.

Om vi tdnker oss att vi borjar ndgonstans pa diagrammet i figur 2 och sedan fardas i en riktning
laings bagarna i diagrammet, kommer vi att passera varje korsning pa ett vixelvis sdtt. Om vi
passerade en korsning langs den bage som gar under korsningen, kommer vi i nasta korsning passera
langs den bage som gar over. Vi kallar ett diagram med denna egenskapen for ett alternerande
diagram.

1.1 Taits formodanden

Den brittiske fysikern P.G. Tait inledde under andra halvan av 1800-talet arbetet med att skapa en
forteckning 6ver knutar, och for att representera varje knut anvinde han just knutdiagram [2]. En
naturlig fraga som uppkommer vid arbete med diagram &r om tva tillsynes olika diagram egentligen



representerar samma knut. Om en knut manipuleras genom vridningar och enkla férflyttningar av
knutens snore kan dess projektioner komma att skilja sig fran varandra. For att forhindra att
samma knut férekom flera ganger i sin férteckning av knutar, behévde Tait verktyg for att visa att
tva knutar inte ar ekvivalenta.

I detta arbete kommer vi se att om en knut har ett alternerande diagram, och om vi infor
ytterligare nagra tekniska villkor for knuten, har diagrammet ett minimalt antal korsningar. Detta
resultat formulerades som ett formodande av P.G. Tait i slutet av 1800-talet. Tillsammans med
ytterligare tva formodanden utgor de Taits formodanden. Dessa ger framforallt verktyg for att
visa att tva diagram inte representerar samma knut, givet att knutarna &r alternerande samt
uppfyller nagra tekniska villkor. Kravet att knutarna ska vara alternerande innebar ingen stor
inskrénkning f6r Taits upprékning av knutar, eftersom de flesta knutar med 10 eller farre korsningar
ar alternerande, och Taits arbete slutade vid 7 korsningar [2].

Om vi nu ténker oss att vi firdas i en riktning l&ngs en given knut, noterar vi enkelt att vi kan
vélja en av tva riktningar att firdas i. En sadan riktning kallar vi fér en orientering, och for att
illustrera den givna orienteringen anvénder vi pilar som i figur 3.

Figur 3: Ett orienterat diagram av “attan”.

Nér en knut har tilldelats en orientering kan vi klassificera korsningarna i dess diagram baserat
pa vilken bage som korsar 6ver respektive under den andra. Om vi betraktar korsningarna i figur
3 ser vi att tva typer uppkommer: en dér vinster bage strécker sig 6ver hoger bage, och en dar
hoger bage stracker sig 6ver vinster. Dessa ges viarden +1 respektive -1 av konvention, se figur 4.

N e
NS

+1 -1

Figur 4: Vanster: En positiv korsning. Héger: en negativ korsning.

Vi tanker oss nu att vi deformerar var knut pa ett sadant sétt att vi erhaller ett annat diagram
och si att dven detta diagram &r alternerande. Om diagrammet dessutom uppfyller de tekniska
villkoren som géllde for Taits forsta formodande, s& kommer differensen mellan antalet positiva och
negativa korsningar att vara samma for de tva diagrammen. Det hér &r Taits andra féormodande,
som séger att om en knut dr orienterad samt uppfyller samma villkor som i det férsta férmodan-
det, kommer differensen mellan antalet positiva och negativa korsningar vara samma for alla dess
diagram.

Taits tredje och sista formodande sdger att tva alternerande diagram av en given knut &r
relaterade via en serie “vikningar” (flypes pa engelska) pa diagrammen. Intuitivt innebér detta att
det alltid &r mojligt att manipulera det ena diagrammet till det andra genom en enkel operation.
Det tredje formodandet bevisades senare &n de forsta tva, och beviset nyttjar andra verktyg &n
de vi kommer fokusera pa i den hir framstéllningen. Vi néjer oss dérfor med att lyfta fram dess
existens hér i inledningen.



1.2 Malet med uppsatsen

Idag stracker sig knutteorin langt bortom forteckningar av knutar, och Lord Kelvins teori har
sedan ldnge 6vergivits. Trots detta &r problematiken kring nér tva knutar inte ar ekvivalenta ett
av knutteorins mest centrala omraden dven i modern tid. Taits formodanden férblev obevisade fram
till 1980-talet, da ett antal matematiker inledningsvis bevisade de forsta tva av formodandena, och
kort dérefter det tredje. Nyckeln till att bevisa de forsta tva var upptéackten av det sé kallade
Jonespolynomet, som har kopplingar till matematisk fysik [3] och som framférallt anvinds for att
visa att tva knutar inte ar ekvivalenta. Malet med uppsatsen &r att redogéra for beviset av Taits
forsta tva formodanden med hjilp av Jonespolynomet. Vi ska borja med att definiera vad en knut
ar rent matematiskt, for att sedan beskriva nagra viktiga egenskaper och relationer hos knutar.
Dérefter kommer vi att behandla ekvivalens mellan knutar och farglaggning av knutar, ett resultat
som kan visa att tva knutar inte &r ekvivalenta. Detta motiverar oss att inféra Jonespolynomet
som har visat sig speciellt effektivt i att visa att tva knutar inte ar ekvivalenta. Jonespolynomet
anvinds slutligen i beviset av Taits tva forsta férmodanden.

1.3 Framstallning och killor

De forsta tre kapitlen i uppsatsen samt appendix C utgir framst fran [4] och [5]. Fran och med
kapitel 4 foljer innehallet framst det i [6], men framstéllning och uppligg skiljer sig i hur teorin
kring Kauffmans polynom presenteras. Viss inspiration har &ven hdmtats fran [7]. Bevisen for
Taits formodanden &r givna i [6] men omarbetade i var framstéllning. Jonespolynomet upptécktes
av Jones [8]. Taits forsta tva formodanden bevisades av Kauffman [9], Thistlethwaite [10] samt
Murasugi [11] [12]. Taits tredje formodande bevisades av Menasco och Thistlethwaite [13].

2 Definition av en knut

Konkret kan vi forestélla oss en knut som ett rep vars &ndar vi limmat ihop. Det mest naturliga blir
da att téinka sig en definition av en knut som en sluten parametriserad kurva y(t) € R3,¢ € [0, 1]
med v(0) = v(1). Kurvan far inte heller skiira sig sjilv eller, mer matematiskt, for ¢; # to har vi
v(t1) = y(t2) enbart d& t; = 1,t5 = 0 eller t; = 0,¢3 = 1. Problemet med en saddan definition ar
att den tillater sa kallade vilda knutar.

Figur 5: Exempel pé en vild knut med fraktalliknande beteende.

Vilda knutar kan, till skillnad fran tama knutar, ha ett fraktalliknande beteende, se figur 5.
Denna typen av besvirliga knutar vill vi undvika da de inte stimmer 6verens med den intuitiva
bilden av ett rep med slutna &ndar. Detta motiverar inférandet av en till synes mindre intuitiv defi-
nition som undviker problemet med vilda knutar, dar knutar representeras av slutna polygonkurvor
i R3.

LAt p, ¢ vara punkter i R och [p, ¢] beteckna linjesegmentet mellan dem. Vi later (py, ..., pn),n €
N vara en ordnad mingd punkter i R3. Unionen av linjesegmenten [p1, pa], ..., [Pn—1,Pn], [Pn, P1]
kallas for en sluten polygonkurva. Vi séger att kurvan &r enkel om varje linjesegment skir exakt
tva andra linjesegment, ett i varje &ndpunkt.

Definition 2.1. En knut r en enkel sluten polygonkurva i R3.

Notera att denna definition av knutar inte 6verensstdmmer med de flesta av figurerna i texten.
I annan litteratur definieras knutar ofta som differentierbara slutna kurvor i rummet, vilket ar



ekvivalent med definitionen ovan, se [14]. Detta motiverar den fortsatta anvindningen av “mjuka”
figurer i uppsatsen. Det blir d& naturligt att den enklaste knuten, som inte har knutits, att kallas
for den triviala knuten, se figur 6.

Figur 6: Den triviala knuten.

Vi behover ett siatt att beskriva att knutar dr lika varandra, det vill sdga att den ena knuten
kan manipuleras till den andra genom att “dra i sndret”. Vi infér darfér begreppet elementér
deformation av en knut.

Definition 2.2. Knuten J &r en elementdr deformation av knuten K om den ena knuten ar given
av (p1,...,pn) och den andra av (pg, p1, ..., Pn), punkterna po, p1, p,, inte ligger pa samma linje och
triangeln som innesluts av [pg, p1], [P1, Pn), [Pn, Po] enbart skir knuten given av (p1, ..., p,) 1 punkter

pa [p1,Dn)-

Vi noterar att det foljer fran definitionen att om en knut J &r en elementdr deformation av en
annan knut K, giller det dven att K &r en elementdr deformation av J.

2.1 Ekvivalens av knutar

Iinledningen sag vi att tva knutar &r ekvivalenta om den ena knuten kunde manipuleras, exempelvis
genom att dra i den, for att erhalla den andra. Vi infér nu en formell definition av ekvivalens mellan
knutar.

Definition 2.3. Knutarna J och K &r ekvivalenta om det existerar en f6ljd knutar
J=K,Ky,...,K, =K
dér K;41 dr en elementér deformation av K;, i =1,...,n — 1.

Hédanefter kommer ekvivalens mellan tva knutar J och K betecknas J ~ K. Fdljande sats
visar att om vi flyttar hornen i en knut K tillréckligt kort strécka, dr den resulterande knuten
ekvivalent med K.

Sats 2.4. Lit K vara en knut med horn (p1,pa,...,pn). Dd finns det ett tal z > 0 sddant att om
punkterna qi,qs, ..., q, uppfyller att

\pi—qi|<z, 1=1,2,...,n
ar (q1,92, - -, qn) en knut som ar ekvivalent med K.

Denna sats stdmmer vél 6verens med var intuition: deformeras en knut en aning, &r det fort-
farande samma knut. For att motivera detta resonemang kan vi ténka oss att vi placerar sma
cylindrar kring linjesegmenten i knuten och sma sfirer kring varje horn, sasom visas i figur 7.
Denna viljs pa ett sidant vis att cylindern kring ett linjesegment [p;, p;41] endast skéir de “angrin-
sande” cylindrarna, det vill siga de kring [p;_1, p;] och [pi+1, pi+2]. Dessutom skall radien r vara
tillrackligt liten for att sfarerna inte skall skira varandra. Genom att inspektera figur 7 inser vi att
knutens horn kan flyttas innanfor sfarerna utan att linjesegment lamnar de omgivande cylindrarna.
Vid en sadan forflyttning kommer ddrmed inte olika linjesegment, som ligger i olika cylindrar, att
skdra varandra.

Ett bevis av sats 2.4 ges i appendix A. Notera att vi kan translatera och rotera en knut i
rummet genom att upprepade génger forflytta dess horn.



Figur 7: Tre linjesegment i en knut som omges av cylindrar med radie r. Runt linjesegmentens
horn ligger dven sfiarer med radie r.

2.2 Knutdiagram

For att kunna definiera knutdiagram behovs ett nytt begrepp, ndmligen projektionen av en knut. Vi
later p : (x,vy,2) — (z,y) vara den funktion som avbildar en punkt i R® pa dess projektion i R?. Har
vi otur kan det i en projektion exempelvis hénda att tva linjesegment i knuten projiceras pa samma
linjesegment i planet. Om detta sker forloras visentlig information om knuten i projektionen. For
att undvika detta kan vi stélla kravet pa knuten att dess projektion skall vara reguljar.

Definition 2.5. En projektion av en knut ar requljdr om det inte finns tre punkter pa knuten som
projiceras pa samma punkt och om det inte finns ett hérn som projiceras pa samma punkt som
nagon annan punkt pé knuten.

Foljande sats visar att alla knutar har en reguljar projektion.

Sats 2.6. Ldt K vara en knut given av (p1,...,pn). For varje t > 0 finns det en knut K’ ~ K med
requljar projektion vars hérn (qi, ..., ¢n) uppfyller att |p; — q;| < t.

Beviset for denna sats bygger pa sats 2.4 och innebér att forflytta knutens horn pa ett sadant vis
att villkoren for reguljér projektion blir uppfyllda. Ett fullstdndigt bevis aterfinns i appendix B. En
viktig egenskap hos knutar med reguljér projektion ar att de kan representeras med knutdiagram.
Ett knutdiagram ar vésentligen en knuts reguljira projektion. I korsningarna tas dock en del av
linjesegmentet som gar under i R3 bort. Detta gor att vi i en korsning kan séiga vilket linjesegment
som gar 6ver och vilket som gar under, nadgot som inte ar mdojligt enbart med projektionen. Figur
8 illustrerar skillnaden mellan projektion av en knut och knutdiagram. Av estetiska skil brukar
knutdiagram ritas med mjuka kurvor, som till héger i figuren.

&

Figur 8: Till vénster i figuren visas projektionen av en trekléverknut. Fran denna projektion kan
knutdiagrammen i mitten och till hoger skapats.

2.3 Ekvivalens av knutdiagram

Pa samma sdtt som vi var intresserade av ekvivalens mellan tva knutar kan vi fundera 6ver ekvi-
valens mellan tva knutdiagram. Hur vet vi att tva knutdiagram inte representerar samma knut?
Vi introducerar darfor en tvadimensionell motsvarighet till elementéra knutdndringar for knutdia-
gram. Detta innebéar att vi kan anvinda knutdiagram for att avgora ekvivalens mellan tva knutar.

Definition 2.7. Vi definierar operationerna Reidemeisterdrag sa som beskrivs i figur 9. Vi be-
namner i fortsdttningen dessa operationer RI, RII och RIII.
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Figur 9: Reidemeisterdrag RI-RIII och deras inverser.

Sats 2.8. Twvad knutar Ky, Ko med diagram D1, Do dr ekvivalenta om och endast om vi kan utféra
en dndlig serie Reidemeisterdrag pa det ena diagrammet for att erhdlla det andra.

For att bevisa satsen i “endast om”-riktningen récker det att studera hur en knuts diagram féréandras
nir en elementéir deformation gors pa den. Att visa att Reidemeisterdrag motsvarar elementéira
deformationer &r den svarare implikationen att visa. Det fullstindiga beviset ges i appendix C.
Hédanefter kommer diagram att vara vart huvudsakliga verktyg for att studera knutar och deras
generalisering lankar.

2.4 Lankar

Hittills har endast enskilda knutar studerats, men det kan generaliseras till den storre teorin déar
vi tillater flera knutar i samma rum.

Definition 2.9. En ldnk &r ett dndligt antal ordnade knutar som ej skir varandra. Vi definierar
lankar genom en lista av knutar, L = (K1, Ko, ..., K,).

Definition 2.10. Tva linkar L = (K3, K»,...,K,) och L' = (K1, K}, ..., K]) sigs vara ekviva-
lenta om de tva foljande villkoren &r uppfyllda:

(i) n =m, det vill sdga att L och L’ har samma antal komponenter.

(ii) Vikan med elementiira deformationer i R? eller Reidemeisterdrag i respektive diagram trans-
formera L till L'. Det vill sdga att vi transformerar K, till K, K till K}, ..., K, till K/ .

Viktigt att notera i denna definition &r att den maéste tillata oss att bestdmma ordningen pa
lankens komponenter. I fortsédttningen kommer vi, precis som med knutar, beteckna ekvivalens
mellan tva lankar L, L' med L ~ L'.

Exempel 2.11. Det finns en trivial ldank L men n stycken komponenter dir alla ar disjunkta
triviala knutar, se figur 10.

1 2 n

Figur 10: Triviala linken med n komponenter.



Exempel 2.12. Det finns en lank med tre triviala knutar som kallas for de Borromeiska ringarna.
Denna lank har egenskapen att om en av komponenterna klipps upp och fors bort kan de andra tva
separeras utan att klippas upp. Ringarna kan ses i figur 11 och det &r den enda méngd komponenter
som besitter denna egenskap.

X

Figur 11: De Borromeiska ringarna ar tre triviala knutar dér inga tva ar sammankopplade.

Definition 2.13. Lat Dy, Do vara tva diagram, och 14t D) vara D, translaterad i planet si att
Dy N D}y = 0. Vi definierar den disjunkta unionen mellan Dy och Dy som Dy U Dj. Vi skriver i
fortséttningen detta som Dy U Dy eller |J_, D; fér union mellan fler én 2 diagram.

Som nédmndes i inledningen ar ett knutdiagram alternerande om vi passerar 6ver och under varje
pa varandra efterfoljande korsning véixelvis da vi vandrar ldngs diagrammet i en given riktning.
Vi sa vidare att en knut ar alternerande om det existerar ett alternerande diagram som hor till
knuten. Vi forlénger nu definitionen till lankar.

Definition 2.14. Ett linkdiagram &r alternerande om vi f6r varje komponent firdas vixelvis
over /under i diagrammets korsningar nédr vi vandrar i en riktning lings diagrammets bagar. En
lank &r alternerande om den har nagot linkdiagram som &r alternerande.

2.5 Orientering av lankar

I inledningen presenterades en orienterad knut som en knut dér vi valt en riktning att cirkulera
den i. Den hér definitionen kan forlingas till lankar:

Definition 2.15. En orienterad link &r en lank for vilken samtliga komponenter &r orienterade.

Figur 12: Ett orienterat lankdiagram.

Det gar att utvidga definitionerna av lank- och diagramekvivalens till att &ven omfatta ori-
enterade lankar genom att visa att elementédra knutdeformationer bevarar orientering. Detta &r
intuitivt rimligt om vi tdnker pa en elementér knutdeformation som att vi ”drar i knuten”, vilket
inte paverkar dess riktning.

Aven sats 2.8 giller for orienterade knutar (och linkar), men beviset omfattas da av fler fall,
ett for varje diagrams orientering.

2.6 Reducerade diagram

Vi véljer nu att betrakta projektionen istéllet f6r diagrammet da vi vill fokusera pa komplementet
till ldnken. Eftersom det alltid ar tva delar av ldnken som korsar varandra kommer det alltid
finnas fyra komplementerande omréaden i varje korsning. Planet som omger lanken hor ocksa till
komplementet.



Definition 2.16. Ett diagram ar reducerat om de fyra omradena ur komplementet kring varje
korsning ar unika.

Vi ser i figur 13 att omrade tva och fyra dr samma omrade. Detta innebér att vi kan eliminera
korsningen genom att plocka upp K och vrida upp knuten sa att ett och tre blir samma omrade.

e N
’ \
! \ 4
! K |, 1 3| K
\ 1
\/ ! 2
\ /
N ’

Figur 13: Vianster: En del av en knut. Hoger: Komplementets omraden numrerade. Eftersom
omrade 2 och 4 dr samma ar knuten inte reducerad.

3 Invarianter

I praktiken &r det svart att avgéra om tva knutar &r ekvivalenta eller inte. Detta motiverar in-
forandet av invarianter. En invariant &r en egenskap som kan tillskrivas varje knut sadan att tva
ekvivalenta knutar har samma egenskap. Formellt 4r en knutivariant en funktion x : K — M dér
X #r sadan att Ky ~ Ky medfér att x(K;) = x(K3), dir K #r mingden knutar i R® och M &r
nigon méangd, exempelvis R, {0, 1}, eller en méngd av polynom. Ett enkelt exempel pa en knu-
tinvariant &r egenskapen att kunna firgligga knutens diagram mod p (engelska: Fox-n-coloring).
Denna invariant upptéckes ar 1956 av Ralph Fox [14]. Vi véljer hir att gi igenom farglaggning
(mod p) d& det ger en liattbegriplig illustration av begreppet knutinvariant.

3.1 Farglaggning mod p

Givet ett diagram D och ett primtal p > 2, kan vi till en bage i D associera ett heltal n €
{0, 1,...,p — 1}. Detta tal kallar vi f6r bagens farg. Ges varje bage i D en farg, sigs diagrammet
vara firglagt. En korsning i ett farglagt diagram illustreras i figur 14. I denna korsning har de tva
undre bagarna fiargerna x och y och den 6vre har fargen z. Vi ar nu redo att definiera begreppet
fargliaggningsbarhet (mod p).

Definition 3.1. Lat D vara ett diagram och p > 2 vara ett primtal. Farglagg D och betrakta
korsningen i figur 14. Diagrammet D ségs vara firglaggningsbart (mod p) om det géller att:

2z=x+y (mod p) (1)

for alla korsningar i D och om minst tva bagar i D har olika farger.

Figur 14: Figuren visar en korsning i diagrammet D. De undre bagarna har fargerna x och y och
den 6vre har fargen z.

Foljande sats visar att om ett diagram av en knut &r farglaggningsbart (mod p), ar alla diagram
av knuten det. Farglaggningsbarhet (mod p) kan déarfér ses som en knutinvariant, frén méngden
knutar till méngden {sant, falskt}.



Sats 3.2. Fdrgliggningsbarhet (mod p) hos ett diagram dr invariant under Reidemeisterdragen.

Vi visar satsen for Reidemeisterdrag RI. Bevisen for invarians under de andra Reidemeister-
dragen aterfinns i appendix D.

Bevis. Antag att diagrammet D i figur 15 ar fargliaggningsbart (mod p). En av dess bagar har
fargen a. Eftersom D &r farglaggningsbart finns det en bage i D med en farg f # a. Utfors
Reidemeisterdrag RI pa D fas diagrammet D’. Bagen med farg a i D har i D’ delats upp i tva
bagar med firger b respektive ¢. Later vi b = ¢ = a, &r villkor (1) uppfyllt i korsningen mellan
bagarna. Fargas sedan resterande del av diagrammet D’ som D, inses latt att (1) géller for alla
korsningar. Eftersom det finns minst tv& bagar med olika farger i D', namligen a och f, foljer det
nu att D’ ar farglaggningsbart (mod p).

: wo o, O
b c

D D’

Figur 15: Figuren visar ett fargliggningsbart diagram D. Nér Reidemeisterdrag RI utfors pa D
fas diagrammet D’.

O

Det gar att visa att trekloverknuten &r firgliggningsbar (mod 3), medans attan i figur 3 inte
ar det. Dessa tva knutar dr ddrmed inte ekvivalenta.

Exempel 3.3 (Nir invarianter inte duger). Ibland kan en invariant inte sérskilja tva knutar. Ett
exempel pa nar farglagegning inte ar tillrackligt kraftfullt illustreras med trekloverknuten. Det ar
den enklaste kirala knuten, det vill siga en knut som inte r ekvivalent med sin spegelbild [15]. Vi
vet alltsd att diagrammen i figur 16 inte representerar samma knut. Trots detta ser vi att bada ar
farglaggningsbara mod 3, vilket visar att invarianter ibland inte ar kraftfulla nog. Vart att notera
ar att det inte finns nagon kind invariant som kan skilja pa alla knutar.

Figur 16: Farglaggning pa hoger- respektive vansterhanta trekloverknuten. Fargen bla motsvarar
vardet 0, r6d motsvarar virdet 1 och grén motsvarar virdet 2.

4 Mot Jonespolynomet

Vi stéller oss fragan om det finns kraftfullare invarianter dn farglaggning. Detta &r vad som for oss
mot Jonespolynomet, en speciellt kraftfull invariant som bland annat kan sérskilja kirala knutars
spegelbilder [4].

4.1 Vridning

I inledningen introducerades negativa och positiva korsningar. Vi ska nu anvénda begreppen ne-
gativa och positiva korsningar for att introducera ett linkdiagrams vridning. For ett orienterat
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+1 -1

Figur 17: Hogerhént respektive viinsterhént korsning och de tecken som de tilldelas.

lankdiagram D med n korsningar, definierar vi sign(4) : {1,...,n} — {—1, 41} {or varje korsning i
i D. Funktionen sign(i) tilldelar ett varde +1 enligt figur 17 till var och en av D:s korsningar. Om
vi tilldelar varje korsning ett véirde erhaller vi lankdiagrammets vridning.

Definition 4.1. Vridningen w(D) av ett orienterat lankdiagram D med n korsningar &r summan
av tecknen i diagrammets korsningar:

w(D) = Z sign (7).

Lemma 4.2. w(D) dr invariant under RII-RIII

Bewvis. Vi betraktar figur 18. I A finns det ingen korsning. Vi utfér RII pa4 A och erhaller B. Vi
noterar att de nya korsningarna har motsatt tecken. Alltsa géller att w(B) = w(A)+1—1 = w(A).

Figur 18: Vridningens forédndring under RII och RIII.

Nu betraktar vi R. Vi ser direkt att RIII endast flyttar tva korsningar i diagrammet, och att deras
varde dr bevarat, alltsa foljer det att vridningen dr densamma i R och T'.
For att slutfora beviset i sin helhet upprepas ovanstaende forfarande for 6vriga fall. O

Lemma 4.3. w(D) dndras med £1 under RI.

Bevis. Resultatet foljer omedelbart fran figur 19.

0 N

Y

Y

_
+1 >

Y

Figur 19: Vridningens forédndring under RI.
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Vi infor nu ett begrepp for att kvantifiera hur sammanldnkande tva komponenter i en lénk &r.

Definition 4.4. Linktalet [k(K, K3) mellan tva orienterade komponenter K, K5 i ett lankdia-
gram ges av

1 .
k(K K2) = 3 Z sign(i)
i€K1NK,

dér korsningarna i dr sadana att en bage fran K7 korsar 6ver en bage fran Ks eller vice versa.
Funktionen sign dr sadan som i definitionen for vridning.

Observera att definitionen av ldnktalet paminner mycket om vridningen av ett knutdiagram.
Vi kan nu skriva om w(D) i termer av lanktalet:

wD)= | Y > sign() | = > k(K K2),

K;eD jeK; k#l
dér j € K; ar korsningar i K.
Proposition 4.5. Ldinktalet mellan tva komponenter dr invariant under Reidemeisterdrag.

Bevis. Lanktalet dr en summa 6ver tecken i de korsningar dar de tva komponenterna méts. Rei-
demeisterdrag RI péaverkar endast en komponent, och darfor har det inte heller ndgon verkan pa
lanktalet. I fallet med Reidemeisterdrag RII och RIIT kan vi ateranvéinda argumentet fran beviset
av att w(D) ar invariant under dessa, se 4.2. O

Detta innebér att lanktalet 4r oberoende av val av diagram.

4.2 Tillstand av diagram

Vi introducerar nu begreppet tillstand, som ger ett sétt att bryta upp ett ldnkar till triviala
lankdiagram.

Definition 4.6. Ett tillstand for ett lankdiagram D med n > 0 korsningar &r en funktion s :
{1,2,..,n} — {—1,1}. For ett diagram med n = 0 korsningar definierar vi ett enda trivialt
tillstand sg : 0 — {—1,1}.

Ett tillstand tilldelar alltsd véardet =1 till varje korsning i ett diagram. Alltsa foljer att det
totala antalet mojliga tillstand ar 2™ for ett diagram med n > 0 korsningar. Vi later s, beteckna
tillstandet som tilldelar vardet 1 till varje korsning och motsvarande later vi s_ beteckna tillstandet
som tilldelar vérdet —1 till varje korsning.

Vi later sD beteckna diagrammet dér alla korsningar ¢ = 1,2,...,n i D blivit utbytta enligt
figur 20. Korsningarna i D kan alltid roteras till att likna korsningen i figuren nedan, och dérefter
bytas beroende pé tillstandets véarde.

11
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Figur 20: Hur tillstandet s &ndrar korsningen ¢ i sD.

Vi noterar att diagrammet sD, oberoende av tillstand s och diagram D, bade saknar korsningar
och enbart bestar av disjunkta triviala knutar, se figur 21.

5T (1D

s(3) =-1

D sD

Figur 21: Korsningarna i diagrammet D byts ut enligt ett tillstand s och diagrammet sD erhalls.
Vi later |sD| beteckna antalet triviala knutar i sD. Som exempel har vi i figur 21 att |sD| = 2.

4.3 Kauffmans polynom

Med hjalp av tillstand kan vi nu introducera Kauffmans polynom, en av de centrala byggstenarna
fér Jonespolynomet. Kauffmans polynom &r definierat i termer av formella variabler A. Dessa ar
symboler som behandlas som variabler, men som inte star for nagot annat &n sig sjélva. Vi kommer
framst anvinda dessa som tillfdlliga variabler som vi senare kan substituera mot variabler.

Definition 4.7. Kauffmans polynom (D) for ett linkdiagram D med n korsningar ges av
<D> _ Z AZLI s(i)(7A72 o A2)\5D|71
seS
dar S dr méngden mdjliga tillstand f6r D, och A &r en formell variabel.

I fortsattningen kommer vi beskriva hur Kauffmans polynom fungerar pa en ett lokalt omrade
av diagrammet, ofta en korsning, genom notationen (X>, <X> och s vidare. Dessa representerar
Kauffmans polynom for ett godtyckligt lankdiagram som endast skiljer sig i en viss korsning pa
sdttet som illustreras. Med andra ord &r X,X tva ldnkdiagram som &r identiska utanfér den
indikerade korsningen.
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Sats 4.8. Kauffmans polynom uppfyller att

(i) (U) =1, dir U dr den triviala knuten,

(ii) X)) =AQK) + A7),
(iii) (DUU) = (=A% — A=2)(D)
ddr D dr ett godtyckligt lankdiagram och A dr en formell variabel.
Bevis. Vi visar férst (i). Da U saknar korsningar foljer det direkt att (U) = A%(—=A72 — A%)0 =1
For att visa (ii), later vi S vara méngden tillstand for diagrammet ). Antag att X ér den
n:te korsningen i D. Antingen kan korsningen tilldelas vardet 1, dvs X, eller —1, dvs >< Vi delar

upp S i S, och S, dar S, &r méngden tillstand dir korsningen tilldelades vérdet 1, och S,, dér
den tilldelades —1. Vi har alltsd S = S, U S,,. Detta ger

Z AZ s(z A72)\5D|71+ Z AZ:L:1 S(i)(,AQ 7A72)|5D\71.
SES, SES,

I 11

Vi vénder oss nu till X Vi noterar att X har n — 1 korsningar. Vidare géller det, eftersom
X och X ar lika utanfor korsningen, att méngden tillstand for X motsvarar Sp. Vi har da att

_ Z Azzgll s(i)(_AQ _ A_2)|5D|_1.
s€S,
Samma resonemang ger att
Q= Z AXIS 50 (42 _ 4=2)lsDI-1,
SES,

Vi noterar nu att I = ()X)A och IT = )AL, Alltsé far vi att

(0 = 1+11 = AK) + 4700

Slutligen visar vi (4ii). Lat (D UU) = D’ och Sp, Sps vara méngden tillstand f6r respektive
diagram. Vi har att Sp = Spr, eftersom D och D’ har samma antal korsningar da den triviala
knuten saknar korsningar. Slutligen har vi att |sD’| = |sD| + 1 for varje tillstdnd s. Sammantaget
ger detta att

DUU Z AZz 1 8(%) A A2 |sD'|—-1 __ Z A21 1S 7A2)\SD|71+1
seESpr SESD
_ (—A_2 _ A2> Z AZ;L:I s(i)(_A—2 _ A2)|SD\—1 _ (—A_2 _ A2)<D>
SESp

Foljande lemman visar att Kauffmans polynom &r invariant under RII-RIII men inte RI.
Lemma 4.9. Kauffmans polynom dr invariant under RII och RIII
Bevis. Vi borjar med att visa RII:
(X)) = AC) + A1 OQ) = A(A()() + A*1<>o<>) + Ail(A<X> + A*1<><>)

= A20Q + 0o + (X)) + 470
=A200 + OO (=47 = A7) + () + A7) = (X)

For RIIT har vi att:



dér andra likheten foljer fran resultatet i RII. Med samma steg kan vi visa att
() = A€ + AT ()
varfor (X)) = () O

Lemma 4.10. Om man utfor RI pa ett diagram D dndras Kauffmans polynom for D enligt

(1) X0) = -AT (), (i) OQ) = —A%(>).

Beuwis.

(i) OO =AE)+A7H0) =Alp) + AT (-A77 - AN (3) = A7 (>).

Den forsta likheten f6ljer fran egenskap 2 i sats 4.8, den andra likheten fran egenskap 3. (ii) f6ljer
pa precis samma satt.
O

Vi ser att (i) och (ii) i lemma 4.10 &r lika upp till ett plus eller minus-tecken. Detta indikerar
att vi behover komplettera Kauffmans polynom med mer information for att erhalla en invariant
under samtliga Reidemeisterdrag. Vi undersoker detta i néasta delkapitel.

5 Jonespolynomet

Utrustade med resultat fran foregaende delkapitel dr vi redo att formulera f6ljande sats.

Sats 5.1. Polynomet
Pp(A) = (-A7*)"P)(D)

dr invariant under RI-RIII, dar D ar nagot linkdiagram horande till den orienterade linken L.

Bewis. Vi borjar med att undersoka fordndringen av RI. Vi utfor RI p&4 D och erhaller D’. Enligt
lemma 4.10 har vi (D) = —A*3(D’). Vidare har vi w(D) = w(D’) F 1. Sammantaget far vi att

Pp(A) = (=A7*)"PUD) = (—A) (A7) PIFUD) = (=A%) PUD') = Ppi(A).

Vi undersoker nu forandringen av RII-RIIL. Vi vet fran lemma 4.9 och lemma 4.2 att bade (D)
och w(D) forblir oférandrade efter RII och RIII. Séledes forblir dven Pp(A) oféréndrat. O

Givet att vi nu vet att Pp(A) ér invariant under RI-RIII kan vi definiera Jonespolynomet. Vi
erhéller Jonespolynomet genom att forst berdkna Pp(A) for nagot lankdiagram till den orienterade
linken L och sedan gora ett variabelbyte.

Definition 5.2. Jonespolynomet Vi,(t) for en orienterad ldnk L definieras som

VL(t) = Pp(A)
A-2—¢1/2

dar D ar nagot diagram hoérande till L.

Jonespolynomet for en knut dr oberoende av vilken orientering knuten givits, eftersom ett byte
av orientering bevarar varje korsnings tecken. Vi noterar att detta i allménhet inte stimmer for en
lank med fler &n en komponent.

Nér vi har definierat Jonespolynomet kan vi formulera sats 5.3 som beskriver nagra viktiga
egenskaper fér Jonespolynomet.

Sats 5.3. Jonespolynomet Vi (t) uppfyller
(i) Vu(t) =1, dar U dar den triviala knuten.

(i) Om Ly, L_, Ly dr tre orienterade linkar som endast skiljer sig i omgivningen till korsning-
arna som visas i figur 22, sa gdller att
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WV (1) =tV (1) + (2 = 1)V, (8) = 0.

X

Figur 22: Orienterade korsningar.

I beviset som foljer vill vi anviinda egenskap (ii) fran sats 4.8:

-1

(X =A0) +4710Q)-
Vi borjar med att notera att L, L_ &r orienterade motsvarigheter av X, X, och Ly ar en orien-
terad motsvarighet av ><, men vi saknar en motsvarighet till ) i figuren. Vi skriver dérfor om
X i termer av X och >< via Kauffmans polynom. Vi har alltsa att

(X)=4710Q + ARX).

P& samma sitt kan vi skriva

(X)) =470 +A0Q)-
Vi multiplicerar den forsta ekvationen med A~! och den andra med A och sedan subtraherar den
férsta fran den andra, och far relationen

ARK) = A7 (X) = (47 = 420
Vi noterar att detta &r ekvivalent med

A(Ly) = ATHL-) = (A* = A7*)(Lo) (2)
eftersom orientering inte paverkar (D). Med ekvation (2) &r vi nu redo att bevisa satsen.

Bevis. Vi borjar med att visa (7). Forst noterar vi att w(U) = 0 d& den triviala knuten inte har
nagra korsningar. Vidare vet vi att (U) = 1. Det foljer direkt att Vi (t) = 1.

Slutligen visar vi (ii). Vi borjar med att notera att
w(Ly) —1=w(Ly) =w(L_)+1.
Vidare skriver vi om (D) med hjilp av definitionen av Pp(A):
(D) = Pp(A)(—A%)"(®),
Vi kan nu skriva om ekvation (2) som
A(— A3y Py (4) — AN (= ABUEO TPy (4) = (A2 — A2)(Py, (A))(—A%) (5,
vilket efter omskrivning ger
—A*Pp (A) + APy (A) = (A% — A7) P (A).
Om vi slutligen later t'/2 = A=2 far vi den 6nskade relationen. O

Vi aterkommer nu till trekléverknuten och dess spegelbild, som vi tog upp i exempel 3.1. Foljan-
de sats visar att Jonespolynomet kan sérskilja pa tva kirala knutar. Lat D vara ett lankdiagram och
14t D’ vara dess spegelbild som erhalls genom att byta alla 6ver-korsningar i D till under-korsningar
och vice versa.
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Sats 5.4. Med D, D’ som ovan gdller det att

Ppi(A) = Pp(A™Y).

Bewvis. Vi borjar med att notera att D, D’ har samma méngd tillstind, eftersom de har samma
antal korsningar. Vi kallar denna méngd S. For varje s € S existerar s’ € S, med s(i) = —s'(4), i =
1,2,...,n. For dessa géller sD ~ s'D’ och |sD| = |s'D’|, eftersom D’ &r spegelbilden av D, och s’
ar det ”spegelvanda tillstandet”.

Via definitionen av (D) far vi nu

(D) = ZAZ?:1 S(i)(_A*2 _ A2)|5D\—1
seS
= z:(A*l)Z?’:1 (A2 42D
sES

Vi har ocksa att w(D) = —w(D’). Detta ger

Pp(A) = (—A-3y(P) (D)
= (_(A—l)—?))w(D') Z(A_I)Z:L=1 S/(i)(_(A—l)—2 _ (A—1)2)|5’D’|_1
ses
= Pp(A7h).

O

Exempel 5.5. Vi skall nu med hjélp av Jonespolynomet visa att trekléverknuten inte &r ekvivalent
med sin spegelbild. Vi sig tidigare i exempel 3.1 att invarianten firgligening (mod 3) inte var
kraftfull nog for att sirskilja dessa knutar. Trekloverknuten har 2° = 8 méjliga tillstand: sy, 3
olika tillstand som endast skiljer sig i en korsning fran s;, s_ och 3 olika tillstind som endast
skiljer sig fran s_ i en korsning. Vi later s_, vara det tillstand som avbildar korsing 1 — —1
men i 6vrigt &r samma som sS4, och sy __ vara det tillstand som avbildar korsning 1 +— +1 men i
Ovrigt &r samma som s_. Lat K vara den vinsterhénta trekléverknuten, och D ett diagram for K.
Vi berdknar Kauffmans polynom

(D) = ZAZ?:I s(i)(_A=2 _ A2)lsD-1l
ses
_ A3(—A_2 B A2)|s+D|—1 + S(A(—A_Q . A2)|s,++\—1>
+ 3(A’1(—A’2 i A2)|s+,,\71) + Afs(iAfz i AQ)\S,D\A
= A3(—A2 - AY2 L 3A(-ATE - A?) 347N (—ATE A% L AT3(—AT2 - A?)
=347 H (AT - A)BAT AT+ (AT - A)) = AT AT AT

Figur 23: Vénsterhént trekloverknut med motsols orientering.

Nu aterstar endast att berdkna vridningen w(D) f6r D, och d& behover vi ocksa en orientering,.
Satt orienteringen i positiv riktning, alltsa motsols, se figur 23. Vi har da att varje korsning ar av
negativt slag, se figur 17, och dirfér har vi w(D) = —3. Féljdaktligen blir Pp(A4) = (-A73)73 -
(A3 — A75 + A7) = A2 + A* — A6, Genom att substituera t = A~ erhaller vi Jonespolynomet
Vig(t)=tt+t73 — ¢4

16



Vi betraktar nu den hogerhénta trekloverknuten, och kallar denna K’ och dess diagram for D’.
Fran sats 5.4 far vi att Pp/(A) = A712 + A% — A716 vilket ger Vi (t) = t + 3 — t1. Eftersom
Vi (t) # Vi (t) kan vi konstatera att K % K', det vill siga att trekloverknuten inte ar ekvivalent
med sin spegelbild.

6 Adekvata diagram

Vi ska nu introducera en speciell typ av diagram som kallas adekvata.

Definition 6.1. Ett diagram D kallas plusadekvat om |syD| > |sD| for alla tillstdnd s med
i s(i) = n — 2 och minusadekvat om |s_D| > |sD| for alla tillsténd s med > | s(i) =2 — n.
Om bada olikheter géller sa kallas D adekvat.

Eftersom sy #r det enda tillstindet med > | s(i) = n och s_ &r det enda tillstindet med
St s(i) = —n, sd motsvarar y ., s(i) = n — 2 ett tillstind som endast skiljer sig fran s med
vardet i en korsning, dar +1 har blivit utbytt mot —1. Motsvarande likhet géaller tillstand for vilka
Yoi s(i) = 2—n, som bara skiljer sig fran s_ med véirdet i en korsning, ddr —1 har bytts mot +1.
Ett adekvat diagram maximerar alltsa antalet komponenter i sina tva extrema tillstdnd sy och s_.

Proposition 6.2. Ett reducerat alternerande linkdiagram dr adekvat.

Bevis. Lat D vara ett lankdiagram. Detta kan fargliaggas schackrutigt, se appendix E. Eftersom
D &ar alternerande &r varje schackrutas omgivande korsningar av samma slag, se figur 24. Detta
innebér att transformationen D — s D kommer att bevara alla vita omraden, och lata de svarta
smaélta ihop till ett, eller tvirtom. Samma géller for s_. Har vi att D inte &r reducerat sa innebér
det att det finns en korsning i sa att det hade kunnat skapas en till komponent i antingen s, D
eller s_ D, om vi hade bytt tecken i denna korsning. D &r alltsa inte bade plus- och minusadekvat,
och déarfor inte adekvat. Har vi istéllet att D &r reducerat sa finns det inget tillstand som skiljer
sig endast i en korsning fran s, eller s_, som hade skapat fler komponenter i sD &n sy respektive
s_. Alltsa dr D adekvat.

O

\ 4 v

vV v v ¥
D s+D

Figur 24: Om diagrammet D malas schackrutigt, kommer de triviala knutarna i s; D innesluta
alla “schackrutor” av en farg.

Lemma 6.3. Lit D vara ett linkdiagram med n korsningar, och lat M (D) och m(D) vara mazi-
mum respektive minimum av exponenterna av A i Kauffmans polynom av D. Da galler

(1)) M(D) <n+2|s;D|—2, med likhet om D dr plusadekvat,
(ii) m{(D) > —n — 2|s_D| + 2, med likhet om D dr minusadekvat.

Beuvis. Lat

(DJs) = AT o0 (=472 — 4Pl (3)
si att (D) = 3" _(D|s). Vi har att (D[s;) = A"(—A~2 — A%)Is+PI=1 vilket medfor att M(D|s) =
n + 2|s; D] — 2. Varje tillstand skiljer sig fran sy genom ett &dndligt antal byten av +1 till —1 i
olika korsningar. Alltsa existerar det en foljd av tillstand , sg, $1, S92, ..., S s& att sg = s4,5, = s
och s,_1(i) = s,.(¢) for alla korsningar ¢ € {1,2,...,n} férutom exakt en, i,, for vilket s,_; = +1
ochs, =—1.Dadr ) " s:(i)=n—2r, och|s,D| =|s,_1D| £ 1. Alltsa far vi
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M<D|ST_1> =M (An—Q(T—l)(_A—Q _ A2)|ST_1D|—1) ,
M<D|ST> =M (An—Qr(_A—Q _ A2)|sr,1D|il_1> .

Detta medfor att M(D|s,_1) — M(D|s,) =2+2 och M(D|s,_1) > M(D|s,). Genom att upprepa
argumentet far vi M (D|s) < M(D|sp—1) < ... < M(D|s1) < M(D|s;) = n+2|s; D| — 2. Eftersom
(D) = > ,(Dls) alltsa far vi da att M (D) < n+2[syD|—2.

Om D’ ar plusadekvat si giller s D’| > |sD’| for alla tillstand s som skiljer sig frén s; i en
korsning. Detta ger oss |s1D'| + 1 = |s4D’|, vilket insatt i (3) ger M(D'|s1) = n + 2|s4D’| — 6.
Alltsa blir M(D’|s1) — M(D’|s1) =4 och (D’|s) < (D'|sg—1) < ... <{D'|s1) < (D'|s4).

P4 grund av den strikta olikheten (D’|s1) < (D’|s;) i det plus-adekvata fallet kan inte nagon
annan term eliminera den hogsta exponenten i (D’|s;), och da foljer M (D) = M(D|s;) = n +
2|s4D| — 2. Del (ii) av lemmat f6ljer pa4 samma sétt som del (i). O

En omedelbar konsekvens av detta lemma ér att M (D) — m(D) < 2n + 2|s; D| + 2|s_D| — 4,
med likhet om D &r adekvat.

I féljande proposition och i nédsta kapitel stélls villkoret att ldnkdiagram skall vara samman-
héngande. Med detta menar vi ett ldnkdiagram som inte kan skrivas som den disjunkta unionen
Dy U Dy for nagra andra lankdiagram D; och Ds. Vi noterar speciellt att ett knutdiagram per
definition alltid &r sammanhéngande, eftersom den endast bestar av en komponent.

Proposition 6.4. Lait D vara ett sammanhdngande linkdiagram med n korsningar. Da gdller
|s+D|+ |s—D| < n+2, med likhet om och endast om D dr alternerande.

Bevis. Lat f beteckna antalet inre omraden i planet som D avgransar. Eftersom 4 kanter mots i
varje korsning far vi att antalet kanter 4r 2n. Vi anvinder nu Eulers formel som anger samband
mellan kanter, noder och sidor i tvidimensionella grafer [16], och far
v—e+ f =2 |U=n,e=2n

vilket ger att antalet omraden som avgransas &r f = n + 2. Dessa kan maélas pa ett schackrutigt
vis (se appendix E). Om D é&r alternerande géller f = |s;D|+ |s_D| eftersom sy bevarar den ena
fargens omraden, och s_ bevarar de andra. I fallet d& D inte &r alternerande géller att |s;D| +
|s_D| < f eftersom vissa av omradena av samma firg kommer "flyta ihop” under s; och s_.
Alltsa galler da |sy D] + |s—D| < n+ 2. O

7 Taits formodanden

Utrustade med teorin om tillstand och med Jonespolynomet &r vi nu redo att komma till bevisen,
och precisa formuleringar, for Taits formodanden.

Sats 7.1 (Taits Forsta Formodande). Antag att D dr ett alternerande, sammanhdngande samt
reducerat lankdiagram med n korsningar for en link L. Dd gdller att D har ett minimalt antal
korsningar.

Bevis. Lat B, (P) av ett polynom P(z) beteckna pé skillnaden mellan hdgsta och ldgsta exponenten
av z. Eftersom Jonespolynomet ges av (—A~3)*(P)(D) med substitutionen t = A~%, foljer det att
Ba(D) = 4B(Vy). Men fran lemma 6.3 har vi att Ba(D) < 2n + 2|syD| + 2|s_D| —4 . Vi
har ocksé fran lemma 6.4 att |syD| + |s_D| < n + 2, alltsa foljer 4B,(Vy) < 4n. Eftersom Vj, &r
oberoende av diagram sa foljer darfor att antalet korsningar n alltid &r storre eller lika med By (V).
I bade lemma 6.3 och lemma 6.4 géller dock likhet om D &r alternerande och reducerat, och da
foljer n = By(Vy). Alltsd har ett alternerande, sammanhingande samt reducerat linkdiagram ett
minimalt antal korsningar. O

Vi vet nu att alternerande, sammanhéngande och reducerade lankdiagram &r speciella pa det
viset att ldnken inte kan representeras med farre korsningar. Diagramrepresentationen av lanken
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ar alltsd s& enkel som mojligt. Nu fortsétter vi att presentera egenskaper for denna typ av diagram,
och riktar fokus mot dess vridning w(D). Innan vi kan presentera Taits andra formodande infor vi
en teknisk definition.

Definition 7.2. r-parallellen D" till ett lankdiagram D &r det diagram dér varje komponent har
bytts ut till r stycken kopior, som l6per parallellt med de ursprungliga och beter sig pa samma vis
vid lénkens korsningar, se figur 25.

Bl

Figur 25: En knut och dess r-parallell, dar diagrammet D ar “attan” och r = 3.

Om antalet korsningar i det ursprungliga diagrammet D &r n, sa foljer det direkt att antalet
korsningar i D" blir nr?, efter som varje korsning i D svarar mot 72 korsningar i D", se figur 26.
Vidare foljer det att D™ &r adekvat om D &r adekvat, genom att studera beteendet av s; och s_ i
en korsning i D och dess motsvarande r? korsningar i D". Da foljer ocksa att s;(D") ~ |Ji_, s4 D.

Figur 26: En korsning i D och dess motsvarande 72 korsningar i D".

Lemma 7.3. Lat D och E vara diagram av samma orienterade link L, med np och ng korsningar.
Om D dr plusadekvat gdller
np —w(D) <ng —w(E).

Bevis. Lat de olika komponenterna i en orienterad lank L bendmnas L;, ¢ € {1,2,...,n}. Antag
att D och E &ar diagram av denna liank, med D plus-adekvat. Lat vidare D; och E; beteckna
den delméngd av respektive diagram som endast visar komponent ¢. Vi kan hitta heltal p; och
v; s& att det for varje i géller att w(D;) + p; = w(F;) + v;. Vi transformerar nu D till D, och
FE till E, genom att utfora Reidemeisterdrag RI i positiv riktning u; respektive v; antal ganger
pa respektive deldiagram D; och E;, vi skriver detta som D; — D,;, E; — FE,;. Vi har att D,
fortfarande ar plus-adekvat, eftersom det endast har lagts till positiva vridningar. Det far att
w(Dy;) = w(Ey;). Vridningen for hela lanken beror pa vridningen i varje enskild komponent men
ocksd hur sammanldnkade komponenterna &ar. Vi paminner oss om definitionen av lanktalet och
att detta dr invariant under Reidemeisterdragen enligt proposition 4.5, vilket ger w(D,) = w(FE).

Betrakta nu D] och E}. Eftersom de representerar samma liank har de samma Jonespolynom
Vpr(t) = Vgr(t). Eftersom vi har w(D}) = w(EY}) = r*w(D,), ger dérfor definitionen av Jonespo-
lynomet att diagrammens Kaufmann polynom ocksa ér lika, (D7) = (EY). Fran lemma 6.3 har vi
nu att

M(EL) < (np+ Y vi)r® + 2(|s4 B[+ Y vi)r — 2,

M(D) = (np + ZM)TQ +2(|s+ D] + ZMi)T -2
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vilket ger oss

(np + Zui)ﬁ +2(|s4 D] + Zui) < (np+ Z vi)r? + 2(]s4 B| + Z vi)-

Eftersom detta skall halla for alla r kan vi jamfora koefficienter av 72, vilket ger oss

ﬂD+ZHi S”JE"’ZW
= np +Zﬂi — (w(D;) + p;) < HE—FZW — (w(E;) +vi)

= np — Zw(Di) <ng-— Zw(Ei)
< np— Y _Ik(Di,D;) —w(D) < ng — Y _Ik(E;, E;) — w(E),
i#] ]

dér den sista ekvivalensen foljer av definitionen av w(L). Eftersom E och D representerar
samma lank, och ldnktalet &r oberoende av diagram, far vi att

np —w(D) <ng —w(E).
O
Med ovanstaende resultat har vi alla verktyg vi behover for att visa Taits andra férmodande.

Sats 7.4 (Taits Andra Férmodande). Antag att D, E dr tvd alternerande, sammanhingande samt
reducerade linkdiagram for en orienterad link L. Dé gdaller det att w(D) = w(E).

Beuvis. Enligt Proposition 6.2 &r D, E adekvata och speciellt plus-adekvata. Vidare géller det fran
Sats 7.1 att ett diagram som &r reducerat och alternerande har ett minimalt antal korsningar. Det
foljer att eftersom D, F bada &r alternerande och reducerade dr np = ng. Fran Lemma 7.3 far vi
da att w(D) > w(F) eftersom D ar plus-adekvat. Men det géller dven att w(E) > w(D) enligt
samma lemma, ty dven E &r plus-adekvat. Alltsd dr w(D) = w(FE) vilket visar satsen. O

Om vi atervinder till Taits arbete med att skapa en fullstindig knutférteckning, har vi nu
visat att Taits intuition kring alternerande knutar var korrekt. Givet en knut med egenskaper
s& som i sats 7.1 och sats 7.4, kan vi alltsa dra slutsatsen att den ar inekvivalent med alla andra
knutar som har diagram med farre korsningar. Detta &r ett kraftfullt resultat som forenklar arbetet
med att skapa forteckningar 6ver knutar. Den observanta ldsaren kan notera att det resultat vi
har presenterat dr av en starkare form &n de féormodanden som Tait ursprungligen presenterade,
eftersom dessa resultat inte bara géller knutar, utan ocksa lankar.
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Appendix

A Forflyttning av horn i knut

Har bevisas sats 2.4, som lyder:

Sats. Ldit K wvara en knut med horn (p1,pa,...,pn). Dd finns det ett tal z > 0 sddant att om
punkterna qi,qs, - - ., qn uppfyller att

lpi —aqil <z, 1=1,2,...,n
ar (q1,q2,---,qn) en knut som dar ekvivalent med K.

Bevis. Antag forst att n > 3. Knuten K bestar av linjesegmenten i1 = [p1,p2], la = [p2, p3), - s ln—1
[Pr—1,Pn] Och I, = [ppn,p1]. Lat d,p beteckna det minsta avstandet mellan tva linjesegment I, och
Iy som inte skér varandra. Detta avstand ges av dgp = min{|jz —y| : € lo,y € l}. Det minsta
av alla sddana d,; betecknar vi d. Valj nu z till z = %. Vi vill hérnast visa att K via elemen-
téra knutdeformationer kan goras om till en godtycklig knut K’ med hérn i (q1,qz,...,q,), dir
|pi —qi| < z fori=1,2,...,n. Viskapar darfor en sekvens av knutar Koy, K1, ..., K, med Ky = K
och K,, = K'. I denna sekvens ges K, av (q1, - -, G@m—1,Gm;Pm+1 - - - Pn), S& att hornet p,, 1 dndras
till @1 nér vi gar fran K, till K,,11. Om vi visar att K, 1 kan fas ur K,,, med elementéra knut-
deformationer ar beviset klart. For enkelhetens skull betraktar vi enbart fallet d& 1 <m < n — 2.
Fallen m = 0 och m = n—1 visas med liknande resonemang. For att dndra K, till K, 1 gors forst
en elementér knutdeformation i vilken segmentet [¢,,, Pm41] byts ut mot [¢m, ¢m+1] U [dm+1, Pmt1]-
Detta illustreras i figur 27. For att den elementéra knutdeformationen skall vara tillaten behéver vi

Qm+1

Pm
Figur 27: Figuren visar en elementir knutdeformation pa knuten K,,. I knutdeformationen byts
linjesegmentet [Qm7pm+1] ut mot [Qm7Qm+1] U [Qm+17pm+1]~

visa att insidan av triangeln T = Ag¢n@m+1Pm+1 inte skir K, forutom i [gp,, pm+1]. Vi visar forst
att T inte skir linjesegment som ej angrénsar till [¢,,, pm+1], det vill sédga linjesegment som varken
ar [¢m—1, qm) eller [pym+t1, Pma2]. Tag darfor en punkt = € T. Denna befinner sig pa hogst avstandet
z fran linjesegmentet [py,, pm—1], vilket inses genom att inspektera figur 28. Detta innebér att det

Figur 28: I figuren har cirklar (egentligen sfiarer) med radie z placerats kring p,, och py,41.

finns ett xo € [pm, Pmr1] sddant att |x — xo| < z. Lat sedan y vara en punkt pé ett linjesegment
[P} Piq1] 1 Ky som inte angrénsar till [¢,,, ppm1]. Har dr antingen p; = p; eller p; = ¢; beroende pa
om i > m eller i < m och motsvarande géller for p; ;. Avstandet mellan y € [p;, pj, ] och linjeseg-
mentet [p}, pj ] dr hogst z, vilket gor att det finns ett yo € [p;, piy1] sddant att |y —yo| < 2z (jamfor
med figur 28). Visar vi att y # x, s& skiir inte T linjesegmenten som inte angransar till (¢, Dm+1]-
Hur punkterna z, x2, y och ys ligger i forhallande till varandra visas i figur 29. Eftersom y» och x5



Pm

Figur 29: Figuren visar linjesegmenten [gy,, pm+1] och [pj, pj 1] 1 Kp.

befinner sig pa linjesegment som inte skir varandra, ar |ze — y2| > d. Fran triangelolikheten f6ljer
det nu att

|z — 2ol +y— 2|+ |y —y| > —22+y — 2+ Y2 —y| = |y2 — 22| > d.

Vidare ér |x — x2| < z och |y2 — y| < z, vilket gor att |y — | + 2z > d och ddrmed att |y — x| >
d — 2z = 0. Alltsa skir ej en punkt x € T nagon punkt y pa ett linjesegment som inte angrénsar
till (@, Prmt1]-

Det aterstar att visa att T inte skiir ndgon av linjesegmenten som angransar till [¢,,, pm+1], vilka
ar [¢m—1, ¢m) och [Pm+1, Pm+2]- Vi ger inget formellt bevis {6r detta. For att forsta varfor [¢m—1, gm)
inte skir T hanvisar vi istéllet till figur 30. I denna &r sfarer med radie z utritade med centrum i
Pm—1, Pm OCh Dpyy1. Sfirerna i p,,—1 och p,,,+1 kan inte skiira varandra, da avstandet mellan p,, 1
och p,, ar storre én eller lika med d. Detta dr pa grund av att pm,—1 € [Pm—1,Pm] och Pyt €
[Pm+1, Pm+2) ligger pa linjesegment som ej skir varandra. Det bor da framgé ur figuren att 7' och
[Prm—1,Pm] inte skiir varandra. Slutligen behover vi ocksd gora om linjesegmenten [¢,41, Pm+1] U

Figur 30: Cirklarna (egentligen sfirer) i figuren har radie z och punkterna ¢,,—1, ¢m och @11
ligger innanfor dessa.

[Prm+1, Pm+2) t1l [@m41, Pmt2] via en elementédr knutdeformation (detta ser vi ur figur 27). Att

denna knutdeformation &r tilliten visas med resonemang motsvarande de som redan har forts. Det
aterstar dven att betrakta fallet n = 3. Nir n = 3 siitter vi z = $ min {|p1 — p2|, [p2 — psl, [ps — p1}

och 6verlamnar resten av beviset at lasaren. O



B Existens av reguljar projektion

Bevis av sats 2.6, som beror existensen av reguljar projektion hos knutar.

Sats. Ldt K vara en knut given av (p1,...,pn). For varje t > 0 finns det en knut K’ ~ K med
requljir projektion vars hérn (qi, ..., ¢n) uppfyller att |p; — ¢;| < t.

Bewvis. Vi observerar forst att eftersom en knut K bestar av ett dndligt antal linjesegment i R3, s&
bestar dess projektion p(K) av ett dndligt antal linjesegment i R?. Detta gor att det for varje punkt
x € p(K) finns en punkt i R? \ p(K) som ligger godtyckligt niira z. Ytterligare en observation &r
att om ingen av hornen (p1,pe,...p,) har samma projektion som en annan punkt i K, sa géller
foljande:

1. Alla punkter pa ett linjesegment [p;, pi+1] projiceras ned péa olika punkter i planet. Detta
foljer av att p([ps, pi+1]) ar ett linjesegment och att p(p;) # p(pi+1), da de tvA hornen p; och
pi+1 enligt antagande inte kan ha samma projektion.

2. Projektionen av tva olika linjesegment skdr varandra i hégst en punkt. Anledningen till detta
ar foljande: Om projektionen p(l,) och p(ly) av tva olika linjesegment I, och I, skir varandra
i minst tvd punkter, maste p(l,) och p(ly) ligga lings med samma linje i planet. Vi kan
parametrisera punkterna langs denna linje (pa ett uppenbart vis). Linjesegmenten p(l,) och
p(ly) motsvarar i denna parametrisering intervallen [aq,as] C R respektive [by,bs] C R. Ur
det faktum att [a1, as] N [b1, bo] innehaller minst tva olika punkter, gar det att resonera sig
fram till att (minst) ett horn i [, eller [, har samma projektion som en punkt i det andra
linjesegmentet. Detta motsédger antagandet att ett horn inte har samma projektion som nagon
annan punkt i K.

Om (1) och (2) ar uppfyllda kan endast skiirningspunkter i projektionen uppstéa i korsningar mellan
olika linjesegment. Antalet skérningspunkter méste ocksd vara dndligt, da projektionen av tva
linjesegment skir varandra i hogst en punkt. Efter dessa observationer ar vi redo att visa att vi
kan flytta hornen pi,ps,...,pn 1 en knut K for att f& en reguljar projektion. Betrakta forst p;.
Om p; inte projiceras ned pa en annan punkt flyttar vi ej detta horn och sétter pf = p;. Om
p1 projiceras ned pa en annan punkt finns det punkter i R? \ p(K) som ligger godtyckligt niira
p(p1). Flytta p; till en punkt pj som uppfyller att p(p}) € R? \ p(K). Vilj ocksi p} pa ett sadant
vis att p([pn,p}]) och p([p},p2]) inte skir projektionen av nagot horn (det finns ett dndligt antal
horn). Notera att p| kan ligga godtyckligt néra p;. En illustration av vad som sker da p; dndras
till p} visas i figur 31. Upprepa sedan denna procedur fér hérnen po, ps, ..., p,. Vi far da knuten

p
A Position for ett horn: x

Figur 31: I figuren visas hur hérnet p; flyttas pj. Punkten p} viljs pa ett sidant vis att p([pn,p}])
och p([pf,p2]) inte skir ett horn i projektionen. Kryssen i figuren motsvarar hérn i knuten.
Notera att figuren visar projektionen av K och inte K sjilv.

K’ med hérn i (p}, pb, - -.,p,). I K' projiceras inte nagon av p},ph, ..., p,, ned pa en annan del av
knuten. Diarmed har p(K’) hogst ett dndligt antal korsningar enligt (1) och (2). Det enda méjliga
problemet med p(K’) &r att det kan finnas korsningar som mer &n tva punkter projiceras ned
pa. For att atgirda detta betraktar vi forst p}. Vi later My beteckna méngden av alla korsningar
i p(K') och My beteckna mingden av korsningar som fler &n tvd punkter i K’ projiceras ned



pa. Lat d#ven H vara méngden av hérn p(p)),...,p(p)) i p(K’). Om ingen punkt i Ms ligger pa
p([pl,, p1]) eller p([p},ps]) flyttar vi ej p| och sétter p = p}j. Om nagon punkt i M, ligger pa
p([pl,,Pi]) U p([p},ph]) flyttar vi pj till en nérbeligen punkt p{ sidan att p(py) € R? \ p(K’).
Eftersom Mj; U H &r dndlig gar det att vélja p{ pa ett sddant vis att ingen punkt i My U H
ligger pé projektionen p([pl,,pY]) U p([pY{,p5]) (undantaget p(p),) och p(ph)). Detta kan jamforas
med forflyttningen av p; till p}. Figur 31 kan ocksd ténkas visa forflyttningen av pj till p} om
kryssen i figuren motsvarar punkter i M7 U H. Efter denna férflyttning finns det inga korsningar
pa p([p,, p7]) Up([pY, ph]) som fler &n tva punkter projiceras ned péa. Gor sedan pa motsvarande vis
om ph, ps, ..., ph tillpi p¥, ... pll. En viktig detalj hir dr att My, M3 och H behover “uppdateras”
i varje steg. Knuten K" med horn (pf, ..., p/) har da en reguljir projektion och &r ekvivalent med
K. Vi har ocksa kunnat vélja punkterna p) sa att de ligger godtyckligt néra p;, och p/ har &ven
kunnat ligga godtyckligt néra p}. For varje ¢ > 0 finns det dérfor en knut K som har en reguljar
projektion, dr ekvivalent med K och vars horn (pf,...,p!") uppfyller att |p; — p;| < t. Notera att
det ar sats 2.4 som gor det mojligt i detta bevis att flytta knutens horn.

O



C Elementara knutdeformationer motsvarar Reidemeisterdrag

Hér ges beviset for sats 2.8, som lyder:

Sats. Twva knutar Ky, Ko med diagram Dy, Dy dr ekvivalenta om och endast om vi kan utféra en
serie Reidemeisterdrag pa det ena for att erhdlla det andra.

I beviset av denna sats frangar vi den tidigare konventionen med att beteckna linjesegment
som [p;, pit1]. Ett linjesegment mellan tva punkter A och B i en knut betecknar vi istéllet AB och
projektionen av AB skriver vi som ab = p(AB). Detta &r linje med notationen i [4], som en stor
del av beviset bygger pa.

Bevis. Vi véljer har enbart att bevisa “endast om”-delen av satsen, det vill sdga att om tva knutar
ar ekvivalenta kan deras diagram fas ur varandra via Reidemeisterdrag. For att visa satsen i andra
riktningen behovs bland annat en rigordsare definition av Reidemeisterdragen &n vad som har
givits har.

Vi visar nu att om tva knutar K4 och Kp med diagram D4 och Dp &r ekvivalenta, kan Dp
fas ur D4 genom en serie Reidemeisterdrag. Att K4 och Kpg ar ekvivalenta innebér att det finns
en foljd av knutar Ky, K1, ..., K, sadan att Ko = K4, K,, = Kp och dar K;; kan fas ur K; via
en elementédr knutdeformation. Det ricker darmed att visa att K’ = K;,1:s diagram D’ kan fas
ur K = K;:s diagram D via ett antal Reidemeisterdrag. Ett viktigt tilligg har ar att K och K’
behover ha reguljara projektioner. Har de inte det, kan vi rotera alla Ko, K1, ..., K, (godtyckligt)
lite s& att knutar K|, K1, ..., K|, uppkommer, alla med reguljira projektioner. Eftersom rotationen
ar godtyckligt liten, har Ky och K, vésentligen samma diagram som K, respektive K. Vi gar
inte nidrmare pé detaljerna kring detta. I den elementara deformation som dndrar K till K’ byts
antingen ett linjesegment AB i K ut mot tva linjesegment AC och BC' i K, eller byts linjesegment
AC och BC'i K ut mot AB i K'. Bevisen i dessa tva fall 4r analoga, si vi betraktar enbart fallet d
AC och BC byts ut mot AB. Projektionen av triangeln AABC &r en triangel Aabc = p(AABC)
i planet. I denna triangel ligger ac U bc i D medans ab ligger i D’. Det ar enbart detta som skiljer
D och D’ at. Vi behover darfor hitta en f6ljd av Reidemeisterdrag som transformerar ac U bc i D
till ab. Bada diagrammen D och D’ innehaller Dy = D \ ab = D’ \ (ac U be) utéver ab, be och ac.
Beroende pé hur Dy ligger i forhallande till Aabe behover tva fall (a) och (b) betraktas. I fall (a)

Figur 32: I figuren visas de tva sétten som kurvan Dg kan ligga i forhallande till triangeln Aabe.

ligger ingen av de tva bagar som angrénsar till acUbc innanfor Aabc, medans i fall (b) ligger minst
en av bagarna innanfér Aabc. Detta visas i figur 32. For att konstruera en serie Reidemeisterdrag
i fall (a) konstaterar vi att den del av Dy som ligger i Aabc bestér av ett antal “sammanhéingande
bagar”, dar varje sddant bagsegment korsar kanten hos Aabc i exakt tva punkter som i figur 33.
Ett sddant bagsegement kommer antingen att korsa éver Aabce i bada punkterna eller si korsar det
under Aabc i bada punkterna. Vi bendmner dessa tva sorters bagsegment « respektive (3, vilket
ocksa illustreras i figur 33. Anledning till att ett bagsegment I' ej kan ga 6ver Aabc i en korsning
och under i den andra, dr att linjesegmenten i K som motsvarar I' antingen ligger helt 6ver eller
helt under AABC'. Detta ar en foljd av att den elementéra knutférandring som sammanbinder K
och K’ enbart far utforas om triangeln AABC' inte skir K forutom i AC och BC. Darmed ligger
linjesegment, som motsvarar I' antingen ovanfor eller under AABC. For att dndra ac U be till ab
gors induktion pa de m korsningar Cy,Cj,...,Cy, 1 Do som ligger innanfér Aabc. Kurvan ac U be



Figur 33: Figuren visar tva bagsegment av typ a och § i triangeln Aabe.

andras successivt till kurvor g, X1,...,3,, i varje induktionssteg (med ac U bc = ¥g). Varje %;
har sina dndpunkter i a och b och ¥; U ab avgransar m — ¢ av korsningarna i Dy. Dessutom &r
alla bagsegment i X; U ab av typ « eller 5. For att nu transformera »; till ;1 omsluter vi den
i+1: e korsningspunkten C;11 i Dy med en polygonkurva M som i figur 34. Vilj sedan tva punkter,

Figur 34: I figuren visas hur en polygonkurva M (streckad linje) omsluter korsningen C; 1.

P €3, 0och Q € M, som inte ligger pa nagra hérn. Forbind dessa med en enkel polygonkurva [ som
endast skidr M och ¥; i P respektive ), och som inte skir négra korsningar eller hoérn i ¥; U ab.
Polygonkurvan skall d&ven skéra alla bagar den korsar i Dy under rét vinkel. Detta villkor gor att [
skar Dy i ett dndligt antal punkter.

Placera sedan punkter P’ och P” langs ¥; p& vardera sida om P. Placera aven punkter @’ och
Q" pad M péa vardera sida om Q. Forbind P’ med P” via en polygonkurva som loper “parallellt”
med [, som i figur 35, och forbind pa samma vis @' med Q”. Vi vill nu via Reidemeisterdrag

P
(&%)

/!
P2

"
Pl

Figur 35: Linjen [ som forbinder ¥; med M.

transformera linjen P'P” till P'Q'Q" P". Lat a; beteckna den forsta bagen som [ skidr om vi ror
oss fran P till Q ldngs [. Placera vid a; en punkt P| pa P'Q’ och en punkt P;’ pa P”Q". Andra
nu P’'P” till P'P|P{'P"” via Reidemeisterdrag RII. Beroende pa om «; &ar av typ « eller 3 later vi
antingen P’ P/ P/’ P" ligga under Iy eller 6ver [y, som i figur 36. Utfor sedan samma procedur vid
nésta bage ay och dndra P’ P{ Py’ P” till P’ PyPj/ P och fortsitt pa detta vis. Till slut har P’ P” via
Reidemeisterdrag RII dndrats till P’ PP/ P", dir j dr antalet korsningar mellan [ och Dy. Dérefter
kan P'P[P/'P" goras om till P'Q'Q"P". Vi kan sedan, via Reidemeisterdrag RII och RIII, fora
P'P/P]'P" “6ver” korsningen C;y1 pa sittet som visas i figur 37.



(a) Om «; &r av typ . (b) Om a; ar av typ 8.

Figur 36: Beroende pa om «; dr av typ « eller 8 lagger hamnar P’ Py P;’ P” antingen over eller
under a;.

Figur 37: Genom att utfora Reidemeisterdrag RII tva ganger pa (a) fas diagrammet (b). Dérefter
anvands Reidemeisterdrag RIII for att fa (c). I figuren ligger C; 1 i korsningen mellan ett
bagsegment av typ a och ett bagsegment av typ 5.

Den kurva som ¥; nu har gjorts om till dr 3, ;. Eftersom att alla bagar i ¥; U ab &r av
typ « eller B, garanterar dndringarna i figur 36 och 37 att bagarna i ¥;;1 U ab ocksa ar av typ
« eller 8. Vi konstaterar dven att det finns en férre korsning i 3,17 U ab dn X; U ab eftersom
Ci41 ligger inuti 3; U ab men €j inuti ¥;11 U ab. Upprepas proceduren ovan fas slutligen %,,. I
Ym U ab finns inga korsningar och vi har ddrmed situationen i figur 38. Vi beh6ver nu géra om

Figur 38: Figuren visar Y,,, och ab och de bagsegment i Dy som ligger innanfér >, U ab.
Punkterna Aj, As, ..., Ajp markerar korsningar mellan 3, U ab och Dy.

Ym till ab via Reidemeisterdrag. Genomlops kurvan X, Uab i en given riktning finner vi ett jamnt
antal korsningar A, As, ..., Ay mellan Dy och X, U ab. Dessa korsningar ligger pa bagsegmenten
Iy, Ty, ..., T inuti 3, Uab. Till varje bagsegment hor alltsa tva korsningar. Genom att inspektera
figur 38 inser vi att det maste finnas en bage I'; med korsningar A;, och A;, som ligger “bredvid
varandra” pa ¥, U ab, det vill sdga att i; = iy & 1 (alternativt att ¢; = 1, io = 2[ eller iy = n,
ip = 1). Ett mer fullstandigt resonemang for att det finns en sddan bage ges i slutet av beviset.
Tag nu en bage I'; vars korsningar A4;, och A;, ligger bredvid varandra. Om A;,, A4;, € ¥,, utfor
vi Reidemeisterdrag RII som i figur 39a och gér om %, till ¥/ . Om A;, € ¥,, och A;, € ab,
gor vi dndringen i figur 39b. Ligger A;, och A;, bada pa ab gor vi istéllet om ab till (ab) via



Reidemeisterdrag RII, se figur 39c. Eftersom béagesegmentet ab inte finns i knutdiagrammet, &r det
egentligen felaktigt att géra om ab till (ab)’. Om vi dock lyckas dndra X, till (ab)’ kan sedan (ab)’
goras om till ab via Reidemeisterdrag RII.

RII

(b) En av A;; och A;, ligger p& X, och den andra pa (c) Bade A;; och A;, ligger pa ab.
ab.

Figur 39: Figurerna visar vilka &ndringar som behover utféras pa 3, och ab beroende pa hur I';
ligger. For att gora figurerna 6verskadliga har ¥, U ab antagits vara en triangel och det enda
bagsegment som ritats ut ar I';.

Sammanfattningsvis har 3, Uab gjorts om till en kurva 3/ Uab eller ¥,,, U (ab)’ som innehaller
[ —1 bagsegment. Upprepas denna procedur ytterligare [ — 1 ganger fas en kurva 2553) U (ab)(b) med
l1 + ls = [, vars insida inte innehaller nagra bagsegment. Kurvan Eﬁff) kan sedan enkelt dndras
till (ab)’2. Via Reidemeisterdrag #ndras alltsa %, forst till 2, sedan (ab)2 och slutligen ab.
Detta slutfor beviset i fall (a). I fall (b) (figur 32b) kan vi pa samma sétt som i fall (a) géra om
Y9 = acUbe till 3,,,. Det vi behdver vara uppméarksamma pé ar att ett (eller tva) bagsegment o
inuti triangeln Aabc &r “ansluten” till punkt a eller b, sdsom i figur 32b. Bagsegmentet «; korsar
alltsd inte Aabc i a (eller b). Det dr &nda meningsfullt att sdga att bagsegmentet «; dr av typ «
eller 3, beroende pa om de linjesegment i K som projiceras ned pa «; ligger 6ver («) eller under
(B) triangeln AABC'. Ger vi o; en typ « eller 5 kan nu ¥y goras om till ¥,,, p4 samma vis som i fall
(a). Nér vi sedan skall &ndra X, till ab kan alla fallen i figur 39 uppkomma. Det ar dven mdjligt att
bagsegmentet I'; dr “anslutet” till 3,, i a eller b. Vi kan d& &ndra 3, till ¥/ via Reidemeisterdrag
RI sasom visas i figur 40.

Figur 40: I fall (b) kan ett bagsegment I'; vara “anslutet” till punkterna a eller b.

Forutom att situationen i figur 40 uppstar, ar tillvigagangsséttet for att &ndra 3, till ab det-
samma 1 fall (b) som i fall (a). Detta slutfor beviset i fall (b).

Vi avslutar detta appendix med att ge ett bevis for att det finns ett bagsegment i 3, U ab vars
hérn ligger bredvid varandra. Tag ett bagsegment I'; bland I'1, 'y, ..., I';. Om I';:s korsningar A;,
och A;, ligger bredvid varandra &r vi klara. Annars, om A;, och A;, ej ligger bredvid varandra,



anvander vi att I'; delar upp insidan av 3,, Uab i tva (disjunkta) omraden. I det ena omrédet lig-
ger enbart korsningarna A;, 1, A; 42... Ai,—1 (vi kan utan inskrankning antaga att i; < i2). Lat
Ay € {4, 41,45, 42... A;,_1} vara en av dessa. Korsningen Aj; ligger pa ett bagsegment I';; som
har ytterligare en korsning A;,. Eftersom I';s ej skiir I'; maste A € {Ai;+1,4i,42... Aiy—1}. Om
nu A; och A ligger bredvid varandra ér vi klara. Annars upprepar vi samma resonemang som
tidigare: bagsegmentet I';; delar upp insidan av ¥, U ab i tvad omraden, varav det ena innehaller
korsningarna Ay 1, Ay 1o... Ay 1 (om 4y < i5). Notera att i; < 4y < i < ip. Fortsitter vi pa
detta vis finner vi till slut en bage vars korsningar ligger bredvid varandra.

O



D Farglaggning

I kapitel 3.1 visades att firgliggning (mod p) hos ett diagram &r invariant under Reidemeisterdrag
RI. Héar visas att fargldggning ar invariant &ven under de andra Reidemeisterdragen. D& bevisen for
de olika Reidemeisterdragen &r snarlika, ar det tillrackligt att studera beviset for Reidemeisterdrag
RIII pa nésta sida. Resonemangen som anvénds i detta fall férekommer &ven i bevisen fér de andra
Reidemeisterdragen.

Bevis. Reidemeisterdrag RI™!: Antag att diagrammet D’ i figur 41 #r firgliggningsbart. Enligt
villkoret (1) géller det d& att 2b = b+ ¢ (mod p), vilket medfér att b = ¢. Diagrammet D’ méste
ocksé innehélla tva olika firger, si det finns ytterligare en farg f # b i D’. Utfors Reidemeisterdrag
RI~! pa D', sa att diagrammet D erhalls, byts bagarna med firgerna b och ¢ ut mot en bage med
farg a. Vi dr fria att sétta a = b och att for ovrigt firglagga D som D’. Vi inser att villkor (1) i
sadana fall dr uppfyllt for D och att tva olika farger, f och b, finns i D. Diagrammet D &r darmed

fargliageningsbart (mod p).
a RI” b Q c

D D’

Figur 41: Figuren visar ett firgliggningsbart diagram D’. Niir Reidemeisterdrag RI™! utfors pa
D’ erhalls diagrammet D.

Reidemeisterdrag RII: Betrakta det farglaggningsbara diagrammet D i figur 42. Vi vill visa
att diagrammet D’, som fas ur D via Reidemeisterdrag RII, ar fiargliggningsbart. Farglagg D’
som D overallt forutom i den “nya” bagen med férg ¢ som uppstar vid Reidemeisterdrag RII.
For att villkor (1) skall vara uppfyllt for D’ méaste 2b = a + ¢ (mod p). Sitt déarfér ¢ = 2b — a
(mod p). Alla korsningar i D’ uppfyller da (1), eftersom alla korsningar D gor det. Eftersom D &r
fargligeningsbart finns det tva olika firger i D. Dessa maéaste dven finnas i D', d& det enda som
sker i Reidemeisterdrag RII &r en bage med farg c laggs till. Sammantaget gor detta att D’ ar
farglaggningsbart (mod p).

—a V /
D D’

Figur 42: Figuren visar ett farglaggningsbart diagram D. Néar Reidemeisterdrag RII utfors pa D
erhalls diagrammet D’.

Reidemeisterdrag RII71: Vi avstar fran att ge beviset i detta fall.
Reidemeisterdrag RIII: Diagrammet D i figur 43 &r farglaggningsbart (mod p). Enligt villkor
(1) géller det dérfor for korsningarna i figuren att

a+e=2b (mod p)
c+d=2b (mod p) (4)
d+ f=2e (mod p).
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Figur 43: Figuren visar ett fargliggninsbart diagram D. Nar Reidemeisterdrag RIIT utfoérs pa D
erhalls diagrammet D’.

Nir Reidemeisterdrag RIIT utfors pa D erhalls diagrammet D’. Ge den nya bagen i diagrammet
fargen x och farglagg ovriga delar av D’ som D. Eftersom D &r fargliggningsbar, kommer villkor
(1) att vara uppfyllt f6r korsningarna i D’ som inte syns i figur 43. For att villkor (1) skall gilla
fér korsningarna i figuren maste foljande ekvationer vara uppfyllda:

x4+ c=2a (mod p)
x4+ f=2b (mod p) (5)
a+e=2b (mod p).

Den sista av ekvationerna ovan &r trivialt sann enligt (4). For att den forsta ekvationen i (5) skall
gilla kan x sittas till x = 2a — ¢ (mod p). Det aterstar att kontrollera att mittersta ekvationen i
ekvationssystem (5) dr uppfylld. Vi har att

r+f=2a—c+f=2(a+e)—2e—(c+d)+(d+ f) (mod p).
Anvénder vi ekvationerna i (4) fas sedan
x4+ f=2(a+e)—2e—(c+d)+(d+ f)=2-20—2e —2b+2e=2b (mod p).

Villkoret (1) &r darfor uppfyllt for D’. Det aterstar att visa att det finns minst tva olika farger i
D’. Vi antar forst att a = b= c =d = e = f. Da finns det ytterligare en farg F # a i D, som ocksa
maste finnas i D’. Darmed finns tv& olika farger i D’. Om det inte géller att a =b=c=d =e = f,
ar minst tva av firgerna a,b,c, d, e, f olika. For att D’ ej skulle vara firglagegningsbart méste alla
fargerna i D’ som syns i 43 vara lika, det vill sdga att a = b = ¢ = e = f = x. Fargen d méste
dock skilja sig fran alla dessa, ty minst tva av fargerna a,b, c,d, e, f var olika. Den sista av ekva-
tionerna i 5 ger nu att d = 2e — f = 2a — a = a (mod p), vilket motséger att a # d. Alltsa ar D’
fargliaggningsbar (mod p).

Reidemeisterdrag RIII~!: Beviset dr analogt med det for Reidemeisterdrag RIII. O



E Ett lankdiagram kan malas schackrutigt

Definition. Lat D vara ett diagram dér varje korsning avgrinsar fyra omraden i planet. Detta
diagram kan mdlas schackrutigt, om det finns en farglaggning sddan att de diagonalt motstaende
sidorna i varje korsning har samma firg, och tva omraden som endast skiljs at med en linje aldrig

pd =

X

har samma farg.

Figur 44: Tillaten och otillaten farglaggning av delar i ett diagram.

Lemma. FEgenskapen att kunna malas schackrutigt dr invariant under Reidemeisterdrag.

Bevis. Bevis genom illustration:

lE

1 |

A A

A 4

VN

Figur 45: Att kunna maélas schackrutigt &r invariant under samtliga Reidemeisterdrag.

F

Sats. FEtt linkdiagram kan mdlas schackrutigt.

Bevis. Givet ett lankdiagram D med n komponenter, kan vi skapa ett beslaktat lankdiagram L'
som avgransar samma ytor, men dar “Over” och “under” ar utbytta i vissa korsningar. P& varje
komponent K € D kan korsningar bytas ut sa att knuten K &ar ekvivalent till den triviala knuten,
samtidigt som den avgrénsar samma omraden som den ursprungliga. Detta kan t.ex. goras genom



(2]

att valja en punkt pa knuten som startpunkt, ta ett snére och “ringla” det 6ver det ursprungliga
knutdiagrammet, 1ldngs knutens vdg. Om vi nu ritar diagrammet till den nya knuten, far vi dia-
grammet till en trivial knut som avgrénsar samma omraden i planet. Genom att “stapla” dessa
komponenter p& varandra si som i det ursprungliga diagrammet D far vi diagrammet D’ som
avgriansar samma omraden i planet som D.
Vi har att
D kan malas schackrutig <= D’ kan malas schackrutig

och, L’ ~ [J, U, som kan malas schackrutigt. Eftersom schackrutighet &r invariant under
Reidemeisterdrag, s& foljer det nu att D’ kan malas schackrutig, och darmed kan ocks& D maélas
schackrutig. O
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