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Abstract

Qubits are very sensitive to noise and, if quantum computers are to ever become practically usable,
methods to counteract the effect of noise on the qubits are a necessity. In this report the error
correcting capability of three different Clifford deformed surface codes, namely XZZX-, XY- and
X77XdY-codes, were examined, both analytically and numerically under phase-biased noise. The
latter is a new code not previously described in the literature, to the best of our knowledge.

The analytical solution for the logical error rate Py subject to bit-flip-, phase-flip- and both bit-
flip- and phase-flip-noise with probability p,, p, and p, following a distribution p, = p, = p./(2n)
at the specific error rate p, = 1 — p, where all syndromes have the same error rate, was found
by mapping the surface codes to a generalized Ising model. The total logical failure rate was

calculated to be given by

3 1
Pf — Z _ 76—2dzartanh(1/(2n))’
where d; = d for the XZZX-code, d; = d? for the XY-code, and d; = 2d—1 for the XZZXdY-code,

where d is the code-distance.

The logical failure rate corresponding to physical failure rates up to the special point and code
distances between 5 and 99 was calculated using a tensor network decoder based on the Python
package gecsim. The obtained results corresponded well to the analytical solution at p, = 1 —p for
all codes. However, at lower physical error rates the numerical results for the XY- and XZZXdY-
codes were found to be unreasonable. The reason for this is not known and requires further
investigation.



Sammandrag

Kvantbitar dr valdigt kansliga for brus och om kvantdatorer nagonsin skall blir praktiskt anvandba-
ra beh6vs metoder for att motverka brusets effekt. I denna rapport undersoktes felkorrigeringsfor-
magan hos tre Clifford-deformerade ytkoder, bendmnda XZZX, XY och XZZXdY, dels analytiskt
och dels numeriskt under fasviktat brus. Den senare ér en ny ytkod som, till var kinnedom, ej
tidigare beskrivits i litteraturen.

Genom en mappning av ytkoderna pa en generaliserad Isingmodell kunde en analytisk l6sning for
den logiska felsannolikheten P vid bit-flip, fas-flip och bade bit- och fas-flipbrus med sannolikhet
Pz, D- Tespektive p, vid den specifika felsannolikheten p, = p, = p,/(2n) med p, = 1 — p, dér alla
syndrom har samma felsannolikhet, berdknas. Den logiska felsannolikheten réknades ut till

3 1
P =2 —2dzartanh(1/(2n))
I ’
dar dy = d for XZZX-koden, d; = d? for XY-koden och d; = 2d — 1 for XZZXdY-koden, dar d
ar koddistansen.

Med hjélp av en tensornatverksavkodare baserad pa Python-paket gecsim berdknades den logiska
felsannolikheten Py for fysiska felsannolikheter upp till den speciella punkten samt koddistanser
fran 5 till 99. Resultaten overensstamde véil med de analytiska resultaten i punkten p, = 1 — p,
men vid lagre fysiska felsannolikheter gav XY- och XZZXdY-koden orimliga resultat. Anledningen
till detta kréver vidare undersokningar.
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1 Inledning

1 Inledning

Klassiska datorer sparar och hanterar information genom nagot som kallas fér en bit [1]. En
bit kan antingen vara en 0:a eller en 1:a och datorn lagrar information som en string av dessa.
Informationen kan sedan processeras genom att datorn manipulerar dessa bitar med hjalp av olika
operationer som andrar vissa 0:or till 1:or och vice versa. En kvantdator fungerar pa liknande satt
i den man att dven den hanterar sin information genom bitar, men till skillnad fran den klassiska
datorn ar dessa kvantbitar inte bundna till att bara vara antingen en 0:a eller en 1:a [2]. Istallet
har kvantbitarna tva tillstand som utgér berakningsbasen som ofta kallas for |0) och |1), men kan
sen, till skillnad fran den klassiska biten, befinna sig i oandligt manga tillstand daremellan som
nagon superposition av dessa.

Gemensamt for bade klassiska bitar och kvantbitar dr att de kan falla offer for slumpmassiga
bit-fel, dér en eller flera bitar oavsiktligt &ndras till ett annat tillstand. Bit-fel forekommer mycket
mer frekvent hos kvantbitar &n for klassiska bitar eftersom de éar valdigt kansliga for brus som
enkelt kan stora deras superpositionerade tillstand [3]. For klassiska bitar kan bit-fel dessutom
enkelt motverkas genom att ha flera bitar som lagrar samma information i en sa kallad logisk bit
[4]. Denna metoden gar dock inte att applicera rakt av pa kvantbitar eftersom man aldrig kan
veta vilket tillstand en given kvantbit befinner sig i utan att méta pa biten, vilket skulle kollapsa
systemet och forstora kvanttillstandet. Salunda maste felen i kvantbitar upptéackas och korrigeras
utan direkta matningar eller kunskap om att ett fel har, eller inte har, intréaffat.

Ett siatt att hantera detta problemet pa dr med hjilp av nagot som kallas for en ytkod [5][6].
En ytkod konstrueras av ett gitter med flera kvantbitar som bildar den motsvarande logiska
kvantbiten. Paritetsmétningar, en typ av matningar som inte forstor superpositionen, kan sedan
genomforas pa kvantbitarna i den logiska kvantbiten. Om eventuella fel har uppstatt kommer pa-
ritetsméatningarna ge upphov till ett sa kallat syndrom. Emellertid kan flera olika fel ge upphov till
samma syndrom, vilket &r problematiskt da de nodvéindigtvis inte tillhor samma ekvivalensklass,
det vill sdga att felen inte rédttas pa samma séitt. Korrigeringen maste saledes baseras pa den mest
sannolika ekvivalensklassen for ett givet syndrom.

Flera fysiska implementationer av felkorrektion har redan borjat undersékas [7][8]. Med anledning
av detta undersoks dven flera olika typer av ytkoder specialiserade pa exempelvis en viss typ av
brus [9][10]. En sadan typ av ytkod ar Clifford-deformerade ytkoder (CDSC) [11]; dessa genereras
genom att tillimpa sa kallade Hadamard-operatorer pa de ingaende kvantbitarna pa en ytkod.

Projektet amnar saledes att studera och jamfora felkorrigeringsférmagan hos tre olika CDSCs,
kallade XZZX, XY och XZZXdY, specialiserade pa fasviktat brus genom att analytiskt och nu-
meriskt berdkna sannolikheten for fel i den logiska kvantbiten som funktion av dess koddistans
och jamfora resultaten med varandra. Losningarna till XZZX- och XY-koden ar en reproduktion
av l6sningarna i en tidigare studie av Y. Xiao, B. Srivastava och M. Granath [2] medan XZZXdY,
till var kdnnedom, ar en ny kod som inte tidigare undersokts. Den analytiska 16sningen tas fram
med hjalp av en mappning av ytkoderna pa en Isingmodell, medan de numeriska berdkningarna
utfors med hjalp av en Python-baserad tensornétverksavkodare.
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2 Bakgrund

I foljande avsnitt kommer den nédvandiga teorin som ligger till grund for projektet att presen-
teras och forklaras. Forst introduceras en kort bakgrund om kvantsystem och kvantbitar samt
notation. Darefter introduceras felkorrigering av kvantdatorer och en mojlig 16sningsmetod for
detta: ytkoder. Vidare presenteras hur en ytkod kan mappas till Isingmodellen for att kunna lésa
felsannolikheterna analytiskt. Sist introduceras en tensornatverksbaserad avkodare som anvénds
for att numeriskt 16sa felsannolikheter pa ytkoderna.

2.1 Kvantbitar och Blochsfaren

Inom kvantfysiken beskrivs fysiska system med hjilp av linjar algebra i ett flerdimensionellt
Hilbertrum [12]. Systemets tillstand kan beskrivas med en vektor, kallad for en ket, |[¢). T ett
N-dimensionellt Hilbertrum (N € N) kan en ket uttryckas som en N-dimensionell vektor. Skaléar-
produkten mellan tva tillstdnd skrivs som (@) dir (1| = [¢)1, alltsd 1) hermitska konjugat. I
en kvantdator anvinds tillstind pa formen [¢)) = «|0) + B|1) dar a, 8 € C och a? + 5% =1 [13].
Tillstandet [¢)) bendmns qubit eller kvantbit. En kvantbit kan i princip vara vilket kvanttillstand
som helst med tva distinkta energiegentillstand och fysiska system som anvands for att realisera
kvantbitar ar exempelvis jonféllor [14] eller supraledande kretsar [15]. Tillstandet kan alternativt
parametriseras med tvd vinklar 6 € [0, 7] och ¢ € [0,27], [¢) = cos ¢|0) + €'® sin £|1) [16]. Denna
parametrisering gar att identifiera med en enhetssfér, Blochsfaren, dar tillstanden |0) och |1) utgor
polerna, se figur 1. De tva grundtillstanden |0) och |1) representeras &ven ofta genom vektorer,
|0) = ((1)) och [1) = ((1)), och ett generellt tillstand [¢) skrivs som en linjirkombination av dessa.

2= |0)

Figur 1: Visualisering av tillstandet [¢)) genom parametrisering med tva vinklar. Ytan som
spanns upp kallas for Blochsfaren. [17], CC BY-SA 3.0

2.2 Operatorer

Alla fysiska storheter som kan métas beskrivs inom kvantfysiken med en Hermitsk operator, O,
vilken verkar som en linjartransformation pa ett tillstand [¢) [12]. Vid métning av storheten O
som motsvarar operatorn O pa ett allméant tillstand |¢)) kommer métningens utslag vara ett av
egenvardena till O och under métning kommer tillstandet kollapsa till motsvarande egenvérdes
egentillstand. Hatten Gver en operator utelamnas ofta nér det anda tydligt framgar av kontex-
ten att det d4r en operator som menas. For att exakt kunna veta tva olika storheter pa samma
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2 Bakgrund

system samtidigt kravs saledes att motsvarande operatorer delar egentillstand. Detta kallas att
operatorerna ar kompatibla och kan matematiskt undersokas genom operatorernas kommuterings-
forhallande. For kompatibla operatorer géller att [fl, é] = 0 medan for inkompatibla operatorer
ar [A, B] # 0 dar [A, B] = AB — BA. Vanligt forekommande &r dven anti-kommuteringsoperatorn
{A,BY= AB+ BA .

Inom kvantberdkning ar vanliga operatorer Paulioperatorerna, kallade X,Y,Z, och Hadamardo-
peratorn H = %(X' + Z). Eftersom tillstanden |0) och |1) skrivs pa vektorform kan operatorerna
skrivas som matriser

XZO]_,?:O_Z7Z:1 0 ,f{:il 1 .
10 i 0 0 —1 NoAVEES

Det inses latt genom att applicera operatorerna pa grundtillstanden att:
« X motsvarar en bit-flip, alltsi X|0) = |1) och X|1) = |0).
« Z motsvarar en fas-flip, Z|0) = |0) och Z|1) = —|1).

« Y motsvarar en kombination av fas-flip och en bit-flip samt lagger till en fas pa bada till-
standen, Y|0) = i|1) och Y|1) = —i|0).

« H skapar en superposition av de tva grundtillstinden, H|0) = %(\O) + (1)) och H|1) =
710y = 1))

Om tillstanden visualiseras pa Blochsfaren medfor X en rotation med 7 radianer runt x-axeln, Z
en rotation med 7 radianer runt z-axeln, ¥ en rotation med 7 radianer runt y-axeln och H en
rotation med 7/2 radianer runt y-axeln och 7 radianer runt x-axeln.

2.3 Felkorrigering, stabilisatorer och generatorer

For att motverka fel i kvantberdkningar till f6ljd av brus fran omgivningen kan en forsta strategi
vara att lata flera individuella kvantbitar lagra samma information i sa kallade repetitionskoder
[13]. Systemet av de individuella kvantbitarna kallas for en logisk kvantbit, och den logiska nollan
och ettan kan exempelvis definieras som foljande

10), = 10) ®]0) ® |0) ® ... = [000...),
)= 1)@ 1) ®1)®.. = |111..).

Ett allmént tillstand kan foljaktligen uttryckas som |¢);, = «|0)1, + §]1) . For att finna huruvida
ett fel har intraffat hade idealt en matning av den logiska kvantbitens ingaende fysiska kvantbitar
genomforts, vilket man exempelvis gor i en klassisk dator [4]; detta gar dock inte att goéra i en
kvantdator eftersom en méatning hade inneburit att superpositionen forstorts. Istillet for direkta
métningar av kvantbitarnas tillstand anvinds dérfor sa kallade paritetsméatningar, vilka inte for-
andrar systemet utan fel. Betrakta som exempel en logisk kvantbit som bestar av tre individuella
kvantbitar. Om operatorerna Z; 7y = Z2@27Z®1och ZoZs=102%2 appliceras pa den logiska
kvantbiten fas

717 (]000) + B|111)) = «|000) + 8|111),
775 (]000) + B|111)) = «|000) + 8|111),
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och tillstandet ar oférandrat efter matningen. Antag nu att en X -operator har verkat pa antingen
forsta, andra eller tredje kvantbiten i tillstandet, alltsa att ett bit-flip fel har intraffat. Detta ger
tillstanden och utfallet fran méatningar av Z; 25 och Z5Z3 som

|¢>L = Oé|]_00> + 5|011> = /1Z5: —1, ZQZ3I 1,
|¢>L = 05’010> + ﬁ‘l()l) — Z1Z2: —1, ZQZgZ —1,
|¢>L = Oé|001> + 5|110> = L1 4s: 1, Zols: -1.

Alltsa ger en métning av 7 Z, respektive Z,Z3 utfallet +1 om forsta och andra, respektive andra
och tredje kvantbiten ar samma och —1 om de ar olika, ddrav namnet paritetsmétningar. Vid
endast ett bit-fel kan alltsa felet entydigt bestimmas med dessa matningar. Om det daremot
intraffar fler dn ett bit-flip fel s kommer felet inte langre att vara entydigt bestamt. Sa lange
sannolikheten for ett fel &r mindre &n sannolikheten for flera fel, sa &r de mest troliga felen
fortfarande de som diskuterats ovan. Saledes blir malet av kvantfelskorrigering att identifiera och
riatta det mest sannolika felet utifran utfallet av paritetsméatningar, vilka bendmns felets syndrom.
Viktigt att ta hansyn till ar att en kvantdator, till skillnad fran en klassisk dator, inte enbart kan
utsattas for bit-flip fel utan dven for fas-flip fel, vilka &ven de behover korrigeras.

Felkorrigeringen ovan kan formaliseras genom inférandet av stabilisatorer, vilka ovanstaende pari-
tetsméatningar var ett exempel pa. Betrakta ett system bestaende av n stycken fysiska kvantbitar
som kodar k stycken logiska kvantbitar. Kodrummet Hsg ar definierat som ett underrum till
systemets hela Hilbertrum H = (C?)®" sddant att

Hes = {|v) € H: slY) = [v)|Vs € S},

dar S bendmns stabilisatorgruppen [13]. Kodrummet definieras alltsa som méangden av tillstand
som forblir oférandrat vid applikation av element ur stabilisatorgruppen. Stabilisatorgruppen
4r i sin tur en undergrupp till Pauligruppen, P = {¢fi @ fo @ -+ ® folfi € {I,X,Y,Z},c €
{%1, +i}}, sidan att Vs;,s; € S galler [s;, s;] = 0. Stabilisatorgruppen beskrivs bést genom sina
generatorer sy, ...S,,, vilka dr det minsta antalet element som kravs for att kunna aterskapa hela
stabilisatorgruppen genom multiplikation av generatorerna. Detta betecknas som S = (sy, ..., S,).
For att koda k stycken logiska kvantbitar kravs det att stabilisatorgruppen bestar av m =n — k
antal generatorer.

2.4 Ytkoder

Ett sitt att utveckla idéen med repetitionskoder ér att arrangera kvantbitarna i ett tvadimensio-
nellt gitter med stabilisatorgeneratorer utplacerade mellan kvantbitarna. Ytkodens storlek, vilket
méts av koddistansen, har betydelse for kodens prestanda. Koddistansen betecknas i denna stu-
die som d och representerar antalet kvantbitar langs en sida av ytkoden. Observera att d maste
vara ett udda tal for att ytkoden skall bibehéalla alla sina egenskaper vid storre koddistanser. Den
minsta kodstorleken vi betraktar dr d = 3. Denna studie kommer att utga ifran en standardytkod,
kallad XZ-koden [5][6], som visas i figur 2. I varje vertex av koden sitter en kvantbit och i varje
ruta sitter en stabilisatorgenerator (illustrerad som en gron punkt), ofta kallad enbart stabilisator.
Stabilisatorerna bestar av fyra operatorer (tva for stabilisatorerna vid kanterna) som verkar pa
varsin individuell kvantbit. Det felfria tillstandet kan egentligen definieras godtyckligt [2], sa vi
véljer for enkelhetens skull tillstandet da alla stabilisatorer méater +1. Pa gittret definieras dven
tva logiska operatorer X och Z;, samt deras produkt Y, = X Z. Dessa kommuterar med alla
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2 Bakgrund

stabilisatorer, men anti-kommuterar med varandra. Flera ekvivalenta val av logiska operatorer
kan goras da produkten mellan en logisk operator och nagon kombination av stabilisatorer aven

X X|Z Z|X X|Z Z|X
(] (] () (]
X X|Z Z|X X|Z Z|X
z Z|X X|Z Z|X X
] @ @ ]
X|Z Z|X X|Z Z|X X
X X|zZ Z|X X|Z Z|X
@ @ [ ®
X X|Z Z|X X|Z Z|X
X|Z Z X X|Z Z|X X
] (] ) o
X

Figur 2: XZ-koden med X- och Z-stabilisatorer markerade med grona punkter.

det ar en logisk operator.

N
N
x
x
N
N
X
=

Fran XZ-koden kan fler ytkoder genereras genom att applicera operatorer pa kvantbitarna. Detta
kallas att Clifford-deformera ytkoden [11]. Hadamardoperatorn, H , och Hadamard-Y7Z operatorn,

Hy,=H \/E H kan anvéndas for att deformera XZ-koden. Om vi applicerar dessa operatorer pa
en kvantbits och stabilisators gemensamma tillstand sa erhalls

a(2|)) = HZlp) = HZH'H|p) = X (mw)
Hyz (210)) = Ayz210) = Ay 20,y 2l0) = ¥ (Hyzlv)) |

dér vi anvént att ATH = T [18]. P4 samma sétt kan det visas att andra kombinationer av Hadamar-
doperatorer och stabilisatorer inte forandrar stabilisatorn. Vidare vet vi att Hadamardoperatorn
som appliceras direkt pa kvantbiten inte paverkar var losningsmetod, eftersom vi alltid kan om-
definiera ytkodens felfria tillstand till att alla stabilisatorer pa H|¢) ska méita +1 istéillet for pa
|1). Vi har alltsa att

H: 7 X,

f{yz : Z <~ }A/,
medan andra stabilisatorer forblir oférandrade. I denna studie kommer tre Clifford-deformerade
ytkoder att undersokas: XZZX, XY och en som vi kallar XZZXdY. XZZX-koden fas genom att
applicera H pa varannan kvantbit i XZ-koden. XY-koden fas genom att applicera Hy pa alla

kvantbitar i XZ-koden. XZZXdY fas genom att applicera Hy, pa alla kvantbitar pa vansterdia-
gonalen i XZZX-koden.

2.4.1 Felkedjor och ekvivalensklasser

Varje individuell kvantbit kan utséittas for tre olika typer av fel: bit-flip, fas-flip eller bit- och fas-
flip. Detta motsvaras, som tidigare ndmnts i avsnitt 2.2, av att verka med en X-, Z- respektive
Y-operator pa kvantbiten. Sannolikheten for respektive typ av fel skrivs som p,, p, samt p,.

5



2 Bakgrund

Identitetsoperatorn I motsvarar fallet da inget fel har uppstatt och har sannolikheten 1 — p, dar
P = Pz + Py + p.. Denna studie foljer en tidigare studie av Y. Xiao, B. Srivastava och M. Granath
[2] och kommer precis som den endast att studera fasviktat brus med sannolikhetsfordelningen
Dz = Py = g—; dér n > 1/2. Ytkodens totala fel kallas for en felkedja och &r tensorprodukten mellan
alla individuella kvantbitars “feloperatorer”; C' € {f XY, Z }®d2. Felkedjorna ger upphov till att
vissa av stabilisatorerna mater —1 istéllet for +1 och som tidigare diskuterats i avsnitt 2.3 ar
detta syndromet for felkedjan. Felkedjorna har dock inte unika syndrom da flera felkedjor kan ge
upphov till ssamma syndrom. Det gar emellertid att dela in felkedjorna i fyra olika ekvivalensklasser
{Z,x,Z,Y} [2]. Ekvivalensklasserna defineras som foljande:

e Cel: [XL,C] = [ZL,O] =0.
e CeX:[X,Cl={Z,,C} =0. Felkedjan C' motsvarar en logisk bit-flip.

e C e Z:{X,,C} =1[Z,C] =0. Felkedjan C' motsvarar en logisk fas-flip.

CeY A{X.,,C}={Z,,C} = 0. Felkedjan C motsvarar bade en logisk bit- och fas-flip.

Fran en felkedja C' € 7 kan felkedjor i de andra ekvivalensklasserna fas genom att verka med de
motsvarande logiska operatorerna pa felkedjan [2].

Vi gor nu tva observationer som kommer att vara centrala for den analytiska l6sningen.

1. Givet en felkedja Cy med ett givet syndrom kan en ny felkedja C erhallas som har samma
syndrom genom att verka med en stabilisator pa kvantbitarna.

2. Felkedjan C kommer att tillhora samma ekvivalensklass som Cj.

Den forsta punkten stdmmer eftersom kvantbitarnas tillstand inte fordndras nir vi verkar med
stabilisatorerna och da syndromet direkt bestdms av kvantbitarnas tillstand sa kommer inte heller
syndromet att fordndras. Den andra punkten stimmer eftersom stabilisatorerna kommuterar med
de logiska operatorerna. Nar vi verkar med en logisk operator fordndrar vi den logiska kvantbitens
tillstand. Men eftersom stabilisatorerna varken kan forandra den logiska kvantbitens tillstand eller
den logiska operatorn sa kan den heller inte d&ndra ekvivalensklassen.

Nar fel pa de individuella kvantbitarna uppstar fas alltsa ett syndrom. Eftersom syndromet ar
all information som kan fas av systemet utan att forstora dess superposition [13] vill vi darfor
berdkna vilken ekvivalensklass som ett givet syndrom mest sannolikt tillhor, for att sedan kunna
atgéirda felet utan att kollapsa superpositionen. Rattningen av en felkedja sker genom applikation
av en korrektionskedja, vilken korresponderar mot en sekvens av operatorer som anvinds for att
motverka felen i systemet [2]. Denna studie kommer identifiera korrektionskedjor med hjéilp av
en avkodare. Fran en felkedja C erhalls dess korrektionskedja C’ genom avbildningen D : C' —
C" = D(C), dir D ar sjilva avkodaren. Da felkedjan i praktiken inte &r kdnd, utan endast dess
syndrom, ar det syndromet avkodaren appliceras pa. Om produkten C'C’ inte ar i ekvivalensklass
7 sa har felkorrigeringen misslyckats och ett logiskt fel kvarstar.
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2.5 Koppling mellan ytkoder och statistisk mekanik

Sannolikheten att ett givet syndrom har uppstatt fran en av de fyra ekvivalensklasserna betecknas
som Pz, Py, Py och Pz. Vart mal ar att berdkna dessa sannolikheter. For att gora detta kommer
vi att utnyttja Isingmodellen, som harstammar fran statistisk mekanik och anvinds ofta i det
sammanhanget for att beskriva olika &mnens magnetiska egenskaper [19]. Isingmodellen bestar av
ett gitter dar det i varje gitterpunkt sitter ett spinn som antingen kan vara upp eller ner. Vidare
ar varje gitterpunkt aven kopplad till sina grannar och paverkas foljaktligen av deras tillstand.
Aven ytkoden bestar av ett slags gitter, dock ett som utgors av stabilisatorer som kan méta +1
eller -1. Genom att kalla +1 och -1 fér “spinn upp” respektive “spinn ner” kan ytkoden mappas
till Isingmodellen och saledes kan de existerande matematiska metoderna for Isingmodellen ut-
nyttjas for att 16sa ytkoden. Vi borjar med att beskriva Isingmodellen, for att sedan beskriva hur
mappningen gar till och slutligen beskriva l6sningsmetoden for Isingmodellen.

2.5.1 Isingmodellen

Antag att vi har ett gitter av spinn-variabler s; som kan anta virdena £1 och som ar kopplade
till varandra genom kopplingskonstanter J;. Energin i varje koppling fas genom att multiplicera
kopplingskonstanten for kopplingen och alla ingaende spinnvariabler med varandra. Exempelvis
far vi for en koppling med tva ingaende spinnvariabler s; och sy och med kopplingskonstant J
energin F = J - s1s9. Hamiltonianen H for systemet fas sedan genom att summera alla kopplingar.
For ett en-dimensionellt system med kopplingar med endast tva ingdende spinnvariabler fas alltsa

H({s}) = Z Ji8iSi41.

Med hjalp av Boltzmannfaktorn kan vi sedan Oversétta detta till en sannolikhet P att systemet
har en specifik spinnkonfiguration {s}o [19]

1
Py, = EG—H({S}O).,B’ dar Z = Ze—H({s})ﬂ.

{s}

Har ar § = 1/(kgT), dar T &r temperatur och kg ar Boltzmanns konstant. Z ar tillstandssumman
och bestar av en summa over alla mojliga spinnkonfigurationer.

2.5.2 Mappning av ytkod pa en generaliserad Isingmodell

Som tidigare ndmndes i avsnitt 2.4.1 uppstar ett syndrom fran ett fel som i sin tur motsvaras
av en felkedja C', dér felkedjan kan tillhora en av fyra ekvivalensklasser. Vi vet ocksa att alla
felkedjor som tillhor en given ekvivalensklass kan erhallas genom att verka med elementen ur
stabilisatorgruppen pa C'. Saledes kan vi skriva sannolikheten att en given felkedja C' tillhor en
viss ekvivalensklass F enligt

Prcy ~ Y ms.c,
S

dér mg.c &r sannolikheten for felkedjan som fas nér stabilisatorn S verkar pa felkedjan C' [2].
Summan l6per over alla element i stabilisatorgruppen.

Metoden som anvénds for mappningen av felsannolikheten till Isingmodellen ar tagen fran den
tidigare studien av Y. Xiao, B. Srivastava och M. Granath [2] och introducerades forst i studien
av E. Dennis, A. Kitaev, A. Landahl och J. Preskill [5]. Efter att metoden introducerats kommer
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den att illustreras med ett enklare exempel, men ett komplett bevis utelimnas. Metoden lyder
som foljande:

1. Lat alla stabilisatorer motsvaras av en spinnvariabel s som kan anta virdena +1. Placera
aven ut spinn fixerade till +1 pa kanterna av ytkoden, dér ett spinn hade hamnat vid en
storre kodstorlek (se exempelvis figur 7a).

2. Introducera kopplingskonstanter £k = J - 3. Dessa visas nedan i ekv. 1.

_ 1 pz(l_p)
ky=—7In o
ky = —1In 2B (1)
k, = —1nen
z 4 DPaDy

3. Kopplingskonstanterna kopplar samman stabilisatorerna som agerar pa samma kvantbit
enligt figur 3 nedan. En rak pil innebar en “2-koppling”, ks;ss, medan en cirkulér pil innebér
en “4-koppling”, ks;sss3s,. Hamiltonianen for systemet definieras sedan pa samma satt
som i Isingmodellen, fast nu med stabilisatorerna som spinnvariabler och kopplingar och
kopplingskonstanter som beskrivet.

Y Y z
Kx kx
X Z kz ky Y

Figur 3: Kopplingarna mellan stabilisatorerna ¢ver en kvantbit. Dubbelsidiga pilar
indikerar en 2-koppling och cirkulara pilar indikerar en 4-koppling.

4. Nar ett X-fel uppstar pa en kvantbit s& byts tecknet pa kopplingskonstanterna &, och k,
vid den kvantbiten. For Y- och Z-fel byts tecknet pa k,,k. respektive kg k,.

5. Att verka pa felkedjan med en stabilisator motsvaras av att byta tecken pa stabilisatorns
motsvarande spinnvariabel.

Med en Hamiltonian som ar konstruerad enligt punkterna 1-4 kan vi berakna sannolikheten av en
viss felkedja for ett visst syndrom med hjéalp av Boltzmannfaktorn. Vi vill dock ha sannolikheten for
ekvivalensklasserna givet ett visst syndrom. Som tidigare namnts kan alla felkedjor med samma
syndrom och i samma ekvivalensklass fas genom att verka med stabilisatorerna pa felkedjan.
Sannolikheten for ekvivalensklassen fas saledes genom att summera alla Boltzmannfaktorer for alla
mojliga satt att verka med stabilisatorer pa en ursprunglig felkedja. Enligt punkt 5 innebér detta
att byta tecken pa spinnvariablerna, och det framgar darfor att sannolikheten for en ekvivalensklass
blir tillstandssumman i Isingmodellen.

Som namnt kommer vi inte visa att denna konstruktion stdmmer i allménhet, utan kommer
endast troliggora det med ett exempel. Som exempel tar vi XZ-koden som sags i figur 2, men

8
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med godtycklig koddistans d. Borja med en felkedja utan fel. Sannolikheten for denna felkedja
ar P = (1 — p)dQ. Antag sedan att fyra X-fel har intraffat. Sannolikheten for denna felkedja ar
P’ = pi(1 — p)®~*. Den relativa felsannolikheten ar da P'/P = p*/(1 — p)*. Vi vill nu stélla upp
Hamiltonianerna for dessa felkedjor enligt metoden ovan. Stabilisatorerna runt varje kvantbit ar
kopplade till varandra med tre kopplingar k., k. och k,. I den forsta felkedjan ar alla spinn +1,
och vi far HS = (k, + ky + k.) - d*. T den andra kedjan har vi fyra X-fel, vilket byter tecken pa k,
och k, i dessa kopplingar. Vi far darfor H'8 = (k, — ky, — k.) -4 + (k. + k, + k.) - (d> — 4). Den
relativa sannolikheten fas nu fran Boltzmannfaktorerna

e M
e HP

= eXp[—fo - ky - kz) 4 - (km + ky + kz) ) (d2 - 4) + (km + ky + kz) ) d2] = exp[8 ) (kz + ky)]
(1-p)  , p:(1—p) p,(1=pp-(1-p)\ " pl
= exp l—2 <lnpy +1In )] = ( Y ) —

PPz DPzPy PaxPzPxPy (1 __’]7)4’

vilket ar den relativa felsannolikheten vi forvantade oss. Observera att samma resultat aven kan

erhallas genom att verka med en stabilisator, det vill siga byta tecken pa det motsvarande spinnet
(som ingar i fyra kopplingar). Detta ¢verensstdmmer med punkt 5 i metoden ovan.

2.5.3 Losningsmetod for Isingmodellen

Tillstandssumman i Isingmodellen kommer att 16sas med dverforingsmatrismetoden. Tanken &r
att skriva om summan som elementen ur nagon matrismultiplikation. For att losa summan kan
da matrisoperationer och matrisegenskaper anvandas. Lat oss skriva tillstandssumman enligt

7 = Z e H(s)B Z o Bs}ids}it)
{s} {s}
= eE({5}17{5}2) . eE({5}27{3}3) C eE({S}Nflv{S}N).
{s}

Hér ar E({s}, {s}i+1) nagon funktion av en méangd spinn med index i och ¢+ 1 och en kopplings-
konstant k;. Definiera nu ett matriselement T}, ¢ = ePUstidshisn) | TillstAndssumman far nu

foljande utseende

5}i+1

Z =3 Tiauisys Tisatsys -+ Tishwr{shn-
]

Notera att varje index endast forekommer i tva intillliggande faktorer. Det récker darfor att
endast undersoka dessa tva faktorer nér indexet summeras bort. Vi kan nu utnyttja definitionen
for elementen av en matrismultiplikation, G, = 37, A; ;B;x, for att skriva om detta som element
ur en matrisprodukt

> Tispitsrion * Tispontadine = (Ti Tt s ifshiro
{stin
T; ar en sa kallad dverforingsmatris som endast beror av kopplingskonstanten £;. Dessa genereras
genom att berdkna Ty, (s,,, for alla mojliga kombinationer av {s}; och {s};;1 och sedan ar-
rangera dessa i en matris. Indexeringen av elementen sker genom att lata +1 och -1 representera
0 respektive 1 och da oversdtta mangderna {s}; och {s};; till bindra tal som motsvarar rad-
respektive kolonnindex.

Om denna process repeteras for alla faktorer i tillstandssumman fas

Z=3 3 (HTi){s}h{s}N'

{shifsty 1
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For att 16sa tillstandssumman behover alltsa matrisprodukten berdknas. Beroende pa randvillko-
ren {s}; och {s}x kan sedan de relevanta matriselementen plockas ut ur matrisprodukten och
summeras.

2.6 Tensornatverksbaserad numerisk avkodare

For att analysera ytkodens prestanda vid godtyckliga fysiska felsannolikheter kravs numeriska
metoder. Ett exempel pa en numerisk metod ar en matrix product states (MPS) baserad avkodare,
vilken approximerar en maximum-likelihood avkodare.

2.6.1 Maximum-likelihood avkodare

For att beskriva tillstand som stors av omgivningen och dér det exakta tillstandet |¢) inte ar
kant anvands istédllet en tathetsmatris p [12]. Denna ar definierad som p = Y prltoe) (V| dar
summan loper over alla tdnkbara rena tillstand [¢) systemet kan vara i och p, ar sannolikheten
att systemet befinner sig i det tillstandet. Om vi antar att en ursprunglig tdthetsmatris p paverkas
av en felkedja C' € P, se avsnitt 2.3, med sannolikhet P(C') kan den storda tillstindsmatrisen
skrivas som

p=> P(C)CpC. (2)
Cep

Det gar att visa att det storda tillstandet, givet ett specifikt syndrom s, kan skrivas

pe = P(CT)C(s)pC(s)
P(C%)C(5)XppXLC(s)
P(Cy)C(s)Y,pY1.C(s)
P(Cy)C(s)ZLpZLC(s),

2dar C(s) ar nadgot C' € P som ger upphov till det givna syndromet s [20]. Vidare ar Cj =
C(s)S, C% = C(s)X.S, O = C(s)VS och Cf = C(s)Z,S dar CS = {Cg : g € S} och S
ar stabilisatorgruppen. Observera att for C(s) € Z motsvarar P(C%), P(C%), P(C5) och P(C%)
sannolikheterna Pz, Py, Py och Pz. En maximum-likelihood avkodare berdknar P(C7), P(C%),
P(C%) och P(C%) och véljer ett element r(s) € C35,, som appliceras for att ratta felet dar Cy,
ar den grupp med hogst sannolikhet.

2.6.2 Matrix product states avkodare

Att exakt berdkna P(C3), P(C%), P(Cy) och P(C%) ar i praktiken omdjligt for storre koddistanser
och godtyckliga felsannolikheter och approximationer ar darfér nodvéindiga. Detta kan goras pa
flera sétt, exempelvis genom Metropolis baserad Monte Carlo-sampling [21][22], men i detta arbete
anvands istéllet en matrix product states baserad avkodare [20] vars beskrivning nedan foljer den
given av Y. Xiao [16].

Lat C tillhéra nagon av C}, C%, Cy, C5 och P, vara sannolikhetsfordelningen for felmodellen.
Sannolikheten P(C') kan da skrivas som

=> TIP(Cog),

gesS b

dar summan loper over alla stabilisatorer i stabilisatorgruppen och produkten over alla kvantbitar
pa ytkoden dar en feloperator Cj, har verkat och dér g, betecknar de operatorer fran stabilisatorer

10
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som verkat pa kvantbiten. Betrakta exempelvis XZ-koden som visas i figur 2. Varje kvantbit,
utom de pa randen, grinsar till fyra stabilisatorer i tva olika konfigurationer, se figur 4, dar
cirklar betecknar kvantbitar och rutorna stabilisatorer. Stabilisatorerna som verkar pa kvantbiten
b beror da pa fyra variabler X,, X, Z, och Z, som kan anta véirdena 0 eller 1 beroende pa om
stabilisatorn har verkat (1) eller inte verkat (0) pa kvantbiten. Alltsé g,(X; Z) = gp( Xy, Xuw; Zp, Z;)
eller g, = g5(4,7,k,1) = X' XIZkZ" dér i, 5, k,1 € {0,1} for XZ-koden. Kvantbitarna pa kanten
kan beskrivas pa samma satt, men med tva eller tre index istallet for fyra.

3OI0C
\:T b
) (b)

Zy

Figur 4: De tva mojliga konfigurationerna for en kvantbit b i XZ-koden. Cirklar betecknar

(a

kvantbitar och rutor stabilisatorer.

Definiera T(X, Z) = [I, Pi(Cogs( Xy, Xw: Zp, Z,)). Dé hela stabilisatorgruppen genereras genom
att applicera alla mojliga konfigurationer av stabilisatorer erhalls

P(C) = %; ;T(X, 7).

Denna summa kan skrivas som en kontrahering, det vill siga summering, av ett lampligt ten-
sorndtverk bestaende av tre olika typer av noder kallade s, h och v. I detta tensornatverk skrivs
stabilisatorerna som s-noder och h respektive v noder beskriver kvantbitar for de tva olika mojli-
ga konfigurationerna. For att tensornédtverket korrekt ska beskriva ytkoden maste alla lankar, det
vill sdga index, in till varje s-nod vara samma fran alla intilliggande h- eller v-noder, eftersom en
stabilisator verkar pa alla fyra intilliggande kvantbitar. Definiera en binir variabel v = (X, Z)
som ar 1 om alla lankar ar korrekta och 0 annars. Med detta kan 7'(X, Z) skrivas som en funktion

Y I 7().

Y h,v,s

av v, vilket ger

Summan l6per 6ver alla v och produkten 6ver alla s,- h- och v-noder. Sannolikheten kan alltsa
skrivas som en kontrahering av ett tensornatverk med tensorelement

o lomi=j=k=1
k1) = ’
s(4,5, k. 1) { 0 annars,
h(i,j, k,1) = Pi(Chgy(5,1,4, k)),
U(i,j, ]{, l) = Pl(Cbgb(i7 k:j) l))’

dér skillanden i indexeringen mellan h- och v-noderna beror pa de tva olika geometrierna. Ten-
sornatverket som motsvarar en XZ-kod med d = 3 visas till vinster i figur 5. Genom att dela
upp varje s-nod i fyra stycken s-noder med endast tva index var (vilka fortfarande alla blir ett
om alla index in dr samma och noll annars) sammanbundna i 6vre eller undre kanten och infoéra
H- och V-noder enligt samma figur erhalls ndtverket som visas langst till hoger. Lankar ut fran

11
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en nod representerar ett av tensorns index och sammanbundna lénkar mellan noder representerar
en summation av motsvarande delade index. Noder pa kanterna beskrivs med endast tva eller tre
index.

o

:><:\
o %

|

Figur 5: Tensornatverket som motsvarar XZ-koden for d = 3 visas till vanster. Genom att dela
upp varje s-nod i fyra stycken s-noder med tva index var och infora tva nya typer av noder H och

V erhéalls tensornétverket som visas till hoger. Linkar ut fran en nod betecknar ett av tensorns
index, och sammanbunda lankar betecknar en summering av motsvarande delade index.

Detta natverk kan berdknas kolumnvis, vilket emellertid ar en kravande berakning. En approxi-
mation kan goras genom att efter varje kolumn gora en Schmidt dekomponering av den erhéllna
tensorn och endast behalla de y > 2 storsta Schmidtkoefficienterna, se artikeln av S. Bravyi, M.
Suchara och A. Vargo [20] for en ingaende beskrivning av approximeringsalgoritmen. Trunkerings-
parametern x kallas for bindningsdimension.

2.6.3 Simulering

Den numeriska simuleringen harstammar fran modifikationer till Python paketet gecsim [23][24]
och dess tilligg gsdzzzx [25]. Vid simuleringen tas n,., antal felkedjor slumpmassigt frén en gi-
ven sannolikhetsfordelning. Déarefter berdknar MPS-avkodaren den mest sannolika korrigeringen
C' for varje felkedja enligt algoritmen ovan. Slutligen berdknas antalet ganger C'C’" kommuterar
med bade X och Z, antalet ganger C'C" antikommuterar med Z; och antalet ganger C'C" an-
tikommuterar med X ; alltsa antalet lyckade rattningar, antalet bit-flip fel och antalet fas-flip
fel. Aven antalet gdnger C'C’ inte kommuterade med varken X eller Z; beriknas. Den logiska
felsannolikheten berédknas déarefter som antalet misslyckade rattningar genom antalet slumpméssi-
ga felkedjor. Simuleringarnas storlekar kraver att de utfors pa datakluster tilldelade av Chalmers
Centre for Computational Science and Engineering (C3SE), genom Chalmers e-Commons.
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3 Analytisk losning

Med hjalp av mappningen till Isingmodellen kommer tre specifika ytkoder att 16sas: XZZX, XY
och XZ7ZXdY, som vardera visas med koddistansen d = 3 i figur 6a, figur 6b respektive figur
6c. Figurerna visar dven de logiska Zp-operatorerna for varje kod, bestdende av individuella Z-
operatorer (inritade i blatt). Alla tre koder har samma logiska X -operator som bestar av X-
operatorer pa hogerdiagonalen (se exempelvis figur 7a).

= Z[X Z[X z .
o ° > ) ° ‘> ° ° >
X/ x|z j X4 Y/ z LS pA
2 Z|X
C e ° e ° < L °
x|z X|z X4 XY Y XJ X|Z LS Xy

(a) XZZX (b) XY (c) XZZXdY

X
:
N

X[
=2

X[<
N|x

<IN
<
N
2
xX[=<

Figur 6: X77X-, XY- och XZZXdY-ytkoderna med respektive logiska Zj-operatorer bestaende
av individuella Z-operatorer inritade i blatt.

I foljande avsnitt kommer forst en viktig forenkling att introduceras som ar nodvandig for att
[singmodellen ska bli analytiskt losbar. Darefter kommer tillstandssumman och saledes dven ekvi-
valensklassernas felsannolikheter att 16sas for de tre ytkoderna under denna férenkling. Resultaten
for XZ7ZX- och XY-koden &r reproducerade fran Y. Xiao, B. Srivastava och M. Granath, medan
metoden for XZZXdY ar ny.

3.1 Forenklingar vid en specifik felsannolikhet

Vi kommer att studera en specifik felsannolikhet, p = p, = ;ﬁ%;

losningar ar moéjliga. I denna punkt blir k£, = k, = 0 enligt definitionerna av kopplingskonstanterna

dar p, = 1 — p och analytiska

som visas i ekv. 1. Vid detta p har alla syndrom samma felsannolikhet, vilket innebéar att vi endast
kommer behéva berdkna sannolikheten for ekvivalensklasserna for ett syndrom. Vi ska nu visa
detta.

En given ytkod med koddistans d har d* kvantbitar och d? — 1 stabilisatorer. Vi gor nu féljande
observationer

1. Det finns 2! syndrom.
2. Det finns 2% felkedjor med endast I- och Z-fel.
3. Det finns inga stabilisatorer som endast bestar av Z-operatorer.

4. Zp, ér den enda operatorn bestaende av bara I- och Z-operatorer som inte férdndrar syndro-
met nér den verkar pa en felkedja.

5. Felkedjor med bara I och Z byter tecken pa k, och k,, som bada é&r noll vid denna specifika
felsannolikhet. Dessa felkedjor ger alltsa inget teckenbyte pa nagon kopplingskonstant.
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Punkt 3 inses genom att forst direkt observera att inga individuella stabilisatorer med endast
Z-operatorer aterfinns i ndgon av de tre ytkoderna. Vi maste dock sakerstilla att samma sak
géller for nagon produkt av stabilisatorer. De maojliga operatorerna i stabilisatorerna som verkar
pa kvantbit ¢ dr X;, Y; och Z;. Vidare vet vi att X;X; = I da ¢ = j och # [ annars, och pa
samma satt for alla operatorer. Vi ser direkt i ytkoderna att for alla kombinationer av produkter
av stabilisatorer sa finns det ingen som endast innehaller Z-operatorer.

Punkt 4 foljer fran punkt 3. Eftersom ingen av ytkoderna har nagon ren Z-stabilisator sa innebéar
det att X- eller Y-operatorer kommer att innefattas vid varje verkan av en stabilisator, vilket da
aven kommer fordndra dess Z-fel; vi far alltsa inte langre en ren Z-felkedja. Av samma anledning
gar det inte att hitta nagon annan Zj-operator bestaende endast av individuella Z-operatorer.

Fran dessa observationer erhaller vi foljande: givet en felkedja som exklusivt bestar av I- och
Z-fel kan vi fa en, och endast en, ytterligare felkedja med samma syndrom av endast /- och
Z-fel genom att verka med Z;. Dessa tva kedjor ligger uppenbart i ekvivalensklasserna Z och
Z, eftersom Z(Cy € Z) = Cz, € Z och Z(Cy, € Z) = ZpZ(Cy € ) = Cy € Z. Alla
felkedjor med I- och Z-fel utgor 2d2/ 2 antal syndrom, det vill sdga det totala antalet syndrom.
Alla syndrom kan sédledes representeras av tva olika felkedjor bestaende av endast /- och Z-fel.
Eftersom vi vet att dessa felkedjor inte kréver att kopplingskonstanterna byter tecken kan vi for
varje syndrom i ekvivalensklasserna Z och Z hitta en ursprungskedja utan nagra teckenbyten.
Nar tillstandssumman kommer att berdknas for Z och Z kan vi darfor alltsa utga fran samma
Hamiltonian for alla syndrom. Detta innebér att tillstandssumman blir densamma for alla syndrom
vilket medfor att aven sannolikheten for ekvivalensklasserna Z och Z blir samma for alla syndrom.

Fran detta kan vi dven dra slutsatser om andra ekvivalensklasser och hur deras sannolikheter
relaterar till varandra. Eftersom vi nu vet att alla syndrom kan representeras av en felkedja
tillhorande ekvivalensklass Z, utan att krava nagra teckenbyten, kan vi dven erhalla en annan
felkedja tillhorande en annan ekvivalensklass genom att agera med motsvarande logiska operator.
Antag att vi har en felkedja Cy € Z som inte har nagra teckenbyten, vilket vi nu vet gar att hitta
for alla syndrom. For resterande ekvivalensklasser fas da foljande:

Z: Z;Cy € Z. Z bestar bara av Z-operatorer, darfor sker inga teckenbyten. Felkedjornas
Hamiltonianer ar sdledes identiska och vi far Pz = Pr.

X: X1.Cy € X. X, bestar av d stycken X-operatorer, darfor sker d teckenbyten. Detta géller
for alla syndrom och dérfor ar Py samma for alla syndrom.

V: Y .Cy = Z, X .Cp € Y. X, innebar d stycken teckenbyten medan Z; inte innebér nagra
teckenbyten. Vi far alltsa lika manga teckenbyten som for X vilket ger Py = Py.

Saledes racker det alltsd att bara rdkna pa ekvivalensklasserna Z och X. Vidare inses dven att
eftersom felsannolikheten dr densamma for alla syndrom récker det att rédkna ut felsannolikheten
for ett syndrom. For 1osningarna av de tre ytkoderna kommer syndromet bestaende av att alla
stabilisatorer mater 4+1 att anvandas. For Z véljer vi en ursprungskedja utan fel. For X agerar vi
bara med X pa kedjan.
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3.2 XZZX

X7Z7X-koden visas, med X -operatorn langs hogerdiagonalen, i figur 7a och dess kopplingar ses
bredvid i figur 7b. Alla kopplingskedjor som é&r féista till ett fixerat spinn i en dnde ar invarianta
under teckenbyten i kopplingarna. Detta framgar fran att vi kan definiera om det ena spinnet i
kopplingarna samt alla efterkommande spinn, och da erhalla samma kedja som innan teckenbytet.
Eftersom vi sedan summerar 6ver alla mojliga spinntillstand sa paverkar inte omdefinieringen
resultatet. Tillstandssumman med och utan fel kommer darfor att fa en identisk faktor som tar
ut sig sjalv nir den relativa felsannolikheten berdknas. Nér kedjan ér fiast i bada dndar gar det
inte att omdefiniera det sista spinnet i kedjan d& detta &ar fixerat som +1, och kedjan blir saledes
inte invariant under ett teckenbyte. For vara syften racker det darfor att enbart undersoka kedjan
som ar fast till ett fixerat spinn i bada adndar. I figur 7b ar den relevanta kedjan markerad med
heldragna kopplingar, medan icke-relevanta ar markerade med streckade kopplingar. Notera att
nar vi verkar med X, pa var ursprungskedja sa byts tecknet pa en koppling i den relevanta kedjan.

S4 So S3 S4 Ss Se

N s S > % & % +
z X z X
X Z[X Z[X Z[X
S7 + Se. Ss. S1 o. 311. S12 t ﬂ t *
z x|z x|z X4Z x|z
o IR X < 2]
13 14 15 16 17 18 *e
° + %, AR
x|z x|z z X|z X
s XS Z[X 3 Z[X Z[x
19 20 21 22 23 24
+ .
z Xy Z x|z x|z x|z
Z|X Z|X Z|X z >
S2s5 S26 Sa7 Sog Sag S30
e o () e = %
XWZ X|z x|z X|z X
s s S 7 s S 7 s :
31 32 33 34 35 36
S b T +
(a) XZZX med Xp-operatorn langs (b) Kopplingarna mellan dess
hogerdiagonalen. stabilisatorer.

Figur 7: En d = 5 XZ7ZX-ytkod med X -operatorn langs hogerdiagonalen samt kopplingarna
mellan dess stabilisatorer, dar heldragna respektive streckade pilar indikerar relevanta respektive
icke-relevanta kopplingar.

For en allmén kodstorlek far vi alltsa en kedja med n + 1 antal spinn och n antal kopplingar
(n = d for XZZX-koden) samt randvillkoret s; = s,.1 = +1. Lat kopplingskonstanten i varje
koppling vara k; = +kz och dop om spinnen i kedjan som i figur 8. Hamiltonianen fér systemet
ges av HB = k1518y + kasas3 + ... + knSpspq1 och tillstdndssumman av Z = 3¢ exp [-H]. For
att losa tillstandssumman kommer 6verforingsmatrismetoden att anvédndas, och déarfor definierar
vi en enhetscell som vid repetition aterskapar hela kedjan. Enhetscellerna visas i blatt i figur 8.

S S

S1 S2 S3 Si Si+1 Sn-1 n +1

Figur 8: Kopplingskedja med fixerade andar for en XZZX-kod av allmén kodstorlek dér
enhetcellerna ar representerade i blatt.
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Varje enhetscell kan skrivas som ett matriselement med tva index:

T = exp [—ki(sisi11)]-
Si Si+1
Genom att lata spinn 4+1 motsvaras av 0 och spinn -1 motsvaras av 1 kan spinnen i indexet
oversittas som ett bindrt tal till ett decimaltal. Det forsta spinnet motsvarar da matrisens radindex
och det andra matrisens kolonnindex. Eftersom rad- och kolonnindexen 16per fran 0 till 1 fas 4
element, vilket ger en 2x2-matris. Genom att berdkna alla mojliga matriselement och indexera
dem pa detta vis erhalls 6verféringsmatrisen

T — T++ TJr, o TOO TOl . ZT; x;l
o T,+ T _ N T10 T11 N .’L‘fl ZT; ’

)

dir z; = exp (—k;). Overforingsmatrisens egenvirden och egenvektorer presenteras i tabell 1. Dessa
kommer anvindas langre fram i 16sningsgangen.

Tabell 1: Egenvardena for XZZX-kodens 6verforingsmatris och deras korresponderande

egenvektorer.
Egenvarden Egenvektorer
2 cosh (—k;) 1 1]
2sinh (—k;) 1 -1]

Tillstandssumman kan nu berdknas enligt

ZZZTSlSQ.TSQSS.”.'T :Z(HTZ)

(s} Sn Sn+1 {s} ; S1 Sn+41

— (1;[TZ-)++.

Notera att tillstdndssumman for det periodiska randvillkoret Z,e, (det vill sdga s; = s,11), ar

> (1), = w{(II7) = (17, + (IT7)

{s}

S1 81

Eftersom ett teckenbyte pa samtliga spinn inte férandrar Hamiltonianen har vi att (Hi Ti>++ =

(Hi Ti)__. Alltsa har vi att Z = %Zper, vilket vi vill utnyttja da Z,., ar enklare att berdkna é&n
Z.

For att berdkna Z,., diagonaliserar vi T. Alltsa T = PDP !, dir P ar en matris dér kolonnerna

ar egenvektorerna till T och D ar en diagonal matris med egenvardena till T pa diagonalen.
Eftersom egenvektorerna ar oberoende av k; sa blir &ven P oberoende, vilket ger att

Zper = Te(PD,P7'PD,P!. .. PD,P~") = Tr [P(HDi)P—l} =Tr [PP—l(H D;)|

= Tr[HDz} = (HQcosh (—k:l)) + (HQsinh(—ki)).

Utan fel har vi att k; = k Vi och for X-fel har vi att k, /o = —k, medan resterande k; = k. Detta
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ger tillstandssumman utan fel (Zgan 1) och tillstandssumman med X-fel (Zeq x-fe1) SOmM

1
Zutan fel = 5[271 cosh” (—k) + 2™ sinh™ (_k)L

1 1
Zmed Xofel = 5[2” cosh™ (—k) + 2" sinh™ ' (—k) sinh (k)] = 5[2” cosh” (—k) — 2" sinh" (—k)].

Slutligen erhalls den relativa felsannolikheten

Py Zneaxte 1 —tanh" (—k)

?Z B Zutan fel - 1 + tanhn (_k>

Med k = —% In (2n) och n = d fas, efter nagra algebraiska omskrivningar (se appendix A), ekv. 3.

];; = tanh [d - artanh(1/(2n))].

(3)

3.3 XY
XY-koden visas, med X -operatorn langs hogerdiagonalen, i figur 9a och dess kopplingar visas i
figur 9b.
S1+ Sy Sa+ Sy 35+ SG+
+ . ° + o+
A OOOO0O
X XY Y (X XY
Sz Sg Sg S10 S S12
= ° ° ° ° } s ) o °
XY Y (X XY X
S13 S14 S1s S1e S17 S1g
< ) ) ) == ® ° ® +
X XY XY Y X
S1g S20 S21 S22 S23 S24)
== e e ° ° > + ° ® ®
XY XY Y (X X
S2s5 S26 Sa7 S28 S29 S3o
< e e e e + e ) e ) =
Y Y (X XY Y ([X X
Sa1 Sa2 Ysaa Sas YSas Y Szp
S b &

(a) XY med X -operatorn langs
hogerdiagonalen.

(b) Kopplingarna mellan dess
stabilisatorer.

Figur 9: Fn d = 5 XY-ytkod med X ldngs hogerdiagonalen samt kopplingarna mellan dess

stabilisatorer.

XY-koden har endast kopplingar som inkluderar fyra spinn, det vill sdga J;5;8;11Si+d+1Si+dr2- FOT

att forenkla problemet utfor vi darfér variabelbytet s;s;1q441 — 0; som visas i figur 10. Notera att

spinnen i 6versta vanstra hornet och nedersta hogra hornet (fargade grona) blir +1, och vartannat

spinn pa randen blir indentiska (fargade gula). Resultatet blir siledes en en-dimensionell kedja

aven i detta fall, som visas med svarta pilar i figuren. Kedjan bestir av n = d? kopplingar och

randvillkoret ar oy = 0,41 = +1.
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+ o + o 4+ +
01 €« 92 «>» 93 €«>» 94 €«> %5 «>» %6
%4 e ) ) o ° ,

011 €» 010 €>» Og €>» Og €>» 07 €>» Og
) ° ) ° e eI

I

011 €>» 012 €> 013 €> 014 €> 015 €> 015
= ) ) ) ) o

0o € 0p) €» 019 €>» 013 €>» 017 €» O
) ) ) ) ) 4=
0o € 020 € 023 € Ooy € Oo5 € Ogp

+ + o + o +

Figur 10: XY-ytkoden efter s;s;1411 — 0; substitutionen med inritad kopplingskedja.

Daérefter 16ses kedjan pa samma satt som for den for XZZX-koden; enda skillnaden ar att kedjan
nu blir lingre én vad den var i fallet for XZZX-koden. For XY-koden fis istéllet n = d?, vilket
resulterar i ekv. 4.

};I( = tanh [d* - artanh(1/(27))]. (4)

3.4 XZZ7ZXdY

X77XdY-koden ar en XZZX-kod med Hadamard-YZ operatorer som verkar pa vansterdiagonalen.
I figur 11a visas koden med X -operatorn langs hogerdiagonalen och i 11b visas dess kopplingar.
Pa samma sétt som for XZZX-koden sa kommer kedjorna vars ena énde endast faster till ett fixerat
spinn inte att paverka resultatet. I figur 11b visas de relevanta kopplingarna som heldragna och
de icke-relevanta streckade. Notera att X endast ger ett relevant teckenbyte pa den mittersta
4-kopplingen.
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S Sy S3 Sy Ss Se
AL e N
Y X V4 X
s XS z XS z XS z XS s
7 8 9 10 11 12!
Ik e e
V4 XY X|Z XWyZ X|Z
s z XS Y XS z XS s z s
13 14 15 16 17 18
° +
X|zZ X|Z XY X|zZ X
X Z|X Z|X Z|X
S1g S20 Sa21 S22 S23 S24
e e ) ) ()
z XWZ X|Z XY X|Z
Z (X Z|X Y | X z
Sas S26 Sa7 Sog S2g S30
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XWZ X|z X|zZ X|zZ X
S31 S32 Ss3 Sz, S35 S3s
E 8 28
(a) XZZXdY med Xp-operatorn pa (b) Kopplingarna mellan dess
hogerdlagonalen. stabilisatorer.

Figur 11: En d = 5 XZZXdY-ytkod med X -operatorn langs hogerdiagonalen samt
kopplingarna mellan dess spinn, dar heldragna respektive streckade pilar indikerar relevanta
respektive icke-relevanta kopplingar.

For en allmén kodstorlek har vi en kedja enligt figur 12, déir vi for enkelhets skull har dopt
om spinnen. Randvillkoret ar so; = s21 = S1, = Sont+1 = +1. Kopplingskonstanterna for 2-
kopplingarna genomgar aldrig ett teckenbyte och kallas darfor for £ = kz, medan kopplings-
konstanterna for 4-kopplingarna kallas for x; = +kz. Hamiltonianen for kedjan ges som Hf =
(ks11812+ks2 1822+ K1501511521502) + (ks1251.3+KkS22523+ K250251,2522503) + .. + (kS1n—1510+
kSon-152.n + Kn-150m-151n-152n-150n) + (KnSonS1.nS2.nSon+1)- FOr att 16sa ytkoden definieras en
enhetscell som genom repetition aterskapar kedjan. Enhetscellerna visas i blatt i figur 12. Notera
att det finns n = d — 1 enhetsceller och att den sista 4-kopplingen och sista spinnet inte inkluderas
i nagon enhetscell.

Si4 Si2 Si3 Sy St Sin2 Sin-1 Sin
e —>
S2.1I Sy So3 S S Son-2 San-1 Son

Figur 12: Kopplingskedja for en XZZXdY-kod av allmén kodstorlek dar enhetcellerna ér
representerade i blatt.

Varje enhetscell kan skrivas som ett matriselement med 6 index.

.. = eXp [_k(sl,isl,i+1 + 52,i52,i+1) - 51(80,i81,182,1‘30,z'+1)]-
50,5 S0,i+1

51,4 S1,i+1
52, 52,i+1

Genom att lata spinn 4+1 motsvaras av 0 och spinn -1 motsvaras av 1 kan de tva kolonnerna
1 indexet Oversattas som ett bindrt tal till ett decimaltal. Den forsta kolonnen motsvarar da
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matrisens radindex och den andra kolonnen motsvarar matrisens kolonnindex. Eftersom rad- och
kolonnindex 16per fran 0 till 7 fas 64 element, vilket ger en 8x8 matris. Genom att berdkna alla
mojliga matriselement och indexera dem pa detta sétt fas overforingsmatrisen

1 -1

-2

17

Ly 2y Yi Yi Yi Y; s T T
syt 2ty oyt vi yi ! R TR e T
yi ! Yi 2yt 2ty a7l ay yi Yi
T _ | Y vt Py 2Py aTy 2y oy g

' yi ! R TV R T o VR T yi |’
Yi T VR e T VIS VA 1/ yi !
ey a7yt yi ! Ui gyt 2ty 2ty

_$72951 %y yi! Yi yi Yi T |

dir x = e7* och y; = e~ %i. Overféringsmatrisens egenvirden och egenvektorer presenteras i tabell

2. Dessa kommer anvidndas langre fram i 16sningsgangen.

Tabell 2: Egenviardena for XZZXdY-kodens overforingsmatris och deras korresponderande

egenvektorer.
Egenvarden Egenvektorer
—4sinh (—2k) sinh (—&;) [-1 1 2¢7% 0 -2 0 -1 1]
—4sinh (—2k) sinh (—x;) [0 0 1 101 1 0 0
4sinh (—2k) sinh (—k;) |1 -1 0 0 0 0 -1 1]
4sinh (—2k)sinh (—x;)  [2e7F  —2e7%F -1 101 1 0 0
8sinh” (—k) cosh (—k;) [1 1 -1 1041 -1 1]
8 cosh? (k) cosh (—k;) |1 1 1 11 11 1]
4sinh (—2k) cosh (—k;) |1 -1 0 0 0 0 1 1]
4sinh (—2k) cosh (—k;) [0 0 -1 1 -1 1 0 0
Tillstandssumman blir
7 = ZT S0 502 80 ) S0 e S0 1 Som exp [—Kn(50151.n52.050.n+1)]
51,1 51,2 51,2 51,3 S1,n—1 Sin
52,1 S22 52,2 823 S2.n—1 S2.n

-> (1)
{s}

50,1 S0,n

eXp [_I{n(so,nsl,nSQ,nSO,n—‘rl)] = Z (H Tz)+ So - €Xp [_"{n(s(),n + 52,n+)]

i {s}
51,1 Sin S1,1 +
521 S2.n + Son
(H T, >++ exp [— kK] (H T, ) _exp [Ky) (H Ti)—l——i— exp [—Kn] + (H Ti)—l——i— exp [Ky)
++ ++ J— R
++ ++ ++ +—
—i—(HTi) exp (K] (HT) _exp[— (HT)_H_eXp Kn) (HT) exXp [—Hn].
J— ++ —+ —+
o+ +— +— +—
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For att forenkla berikningarna diagonaliseras T;. Alltsa T; = PD,P~!, dér P &r en matris med
egenvektorerna till T; som kolonner och D; ar en diagonal matris med egenvirdena pa diagonalen.
T,;-matrisen har egenvektorer som ar oberoende av k;, och ér déarfér blir P-matrisen samma for
alla T;. Detta ger

[[T: =PD,P'PD,P'P...PD,P ' = P([[D;)P "

Lat D vara den diagonala matrisen da x; = k, och lat D’ vara den diagonala matrisen da x; =
—k. Utan X-fel har vi att alla k; = k, och darfér dven att [[,; T, = P(D")P™'; med X-fel
har vi att s,/211 = —Fk, medan resterande x; = k. Detta ger [[;T; = P(D”/2D’D"/2_1)P_1 =
P(D"'D’)P~'. Genom att utféra dessa berdikningar med egenvirdena och egenvektorerna ovan
erhaller vi tillstandssumman utan, respektive med, fel som

Ztan tl = 8™ cosh” (—k)[cosh®" ™ (—k) + sinh®" ™ (k)]
Zmed x-tel = 8" cosh™ (—k)[cosh® ™ (—k) — sinh®" ™ (—k)].

Dessa berdkningar genomfordes med hjilp av Wolfram Mathematica [26]. Slutligen fas den relativa
sannolikheten for X-fel som

Py Zmeaxta _ 1— tanh®**! (—k)
PI B Zutan fel B 1+ tanh2n+1 (_k?) .

Med samma omskrivningar som for XZZX-koden och n = d — 1 fas ekv. 5.

];;“ — tanh [(2d — 1) - artanh(1/(2n))]. (5)

3.5 Logiska felsannolikheter

Utifran den relativa sannolikheten Py /Py berdknas den totala logiska felsannolikheten Py = Py +
Py + Pz, sannolikheten for en icke-exklusiv logisk bit-flip Pz = Py + Py samt fas-flip Prx = Pz +
Py (definierade genom huruvida korrigeringen C'C" antikommuterar med Zj, respektive Xp). Vi
definierar aven en tredje sannolikhet for enbart bit- eller fas-flip, Py = Px+ Pz. Den totala logiska
felsannolikheten kan dé uttryckas i termer av dessa sannolikheter enligt Py = %(Pf x+Pry+Prz).
Genom att definiera en Z-koddistans dz med d; = d for XZZX-koden, d; = d? for XY-koden och
dz = 2d — 1 for XZ7ZXdY-koden kan den relativa sannolikheten Py /Py for de tre koderna skrivas

enligt ekv. 6
P
?’“ — tanh[dy - artanh(1/(2n))]. (6)
T

Notera att 1 = Pr + Py + Py + Pz, vilket tillater omskrivningen

Py + Py
Pr+ Py + Py + Pz’

Eftersom Py = Py och Pr = Pz for alla tre ytkoderna vid p = ps far vi efter omskrivning, se

Pry =Py + Py =

appendix B,

T 2Py +2P; 14 (Py/Pp)t 2 2
Notera dven att 1 = Py + Py + Py + Pz = 2(Pz + Py), vilket da ger att P;x = Py = 3. Utifran
detta kan vi slutligen erhalla den totala logiska felsannolikheten som ekv. 8

Py 2Py 1 1 16_2dzartanh(1/(2n)) (7)

Pf _ 3 16_2dzartanh(1/(2n)) (8)

4 4
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4 Numerisk 10sning

I detta avsnitt beskrivs implementeringsmetoderna som anvéndes for numerisk simulering av yt-
koderna. Forst presenteras den numeriska implementationen av XZZXdY-koden for att darefter
presentera XY-koden.

4.1 Implementering av XZZXdY avkodare

Implementeringen av avkodaren for XZZX-koden med Hy  applicerad langs vansterdiagonalen (se
figur 11a), gjordes genom att implementera tre klasser RotatedPlanarxzzXdYCode, Rota-
tedPlanarXZzZXdYPauli och RotatedPlanarXzZXdYRMPSDecoder baserade pa paketet
gecsim (23] med tilligget gsdrzzz [25]. Qecsim ar ett paket for att simulera kvantfelskorrigeran-
de ytkoder med flera vanliga typer av ytkoder och felmodeller implementerat. QJsdzrzzx ar ett
tillagg som dven implementerar XZZX-koden. Pa grund av likheten mellan XZZX- och XZZXdY-
koderna kunde stora delar av de fardigimplementerade klasserna RotatedPlanarXZCode och
RotatedPlanarXZPauli anvindas utan storre modifikationer. Vid implementering av Rota—
tedPlanarXzzXdYPauli kriavdes daremot modifikationer av stabilisatorerna, dar stabilisatorer
med Y i nedre vanstra hornet applicerades langs superdiagonalen och stabilisatorplaketter med
Y i 6vre hogra hornet langs subdiagonalen. Den logiska X operatorn X, i RotatedPlanarXZ-
Pauli definierad som alternerande X och Z operatorer applicerade lings nedre kanten, kravde
ingen modifikation da X operatorn applicerad pa kvantbiten i nedre hogra hornet inte paverkas
av Hyy. Denna logiska operator ar ekvivalent med valet av X (given i figur 11a) da de tva
operatorerna kan erhallas fran varandra genom multiplikation med stabilisatorer. Vi har valt att
berdkna den logiska Z operatorn Z;, med hjélp av den logiska Y operatorn Y, da Y}, ar definierad
mer kodeffektivt an Z; och lar oka berdkningshastigheten. Y bestar av alternerande Z och X
operatorer applicerade langs hogra kanten, uppifran och ner, dar operatorn i lagre hogra hornet
byts till en Y operator istéllet for en Z operator. Fran de tva definierade logiska operatorerna X,
och Y7, erhalls nu Z;, genom multiplikation av X och Y.

Storst modifikationer kravdes vid implementering av klassen RotatedPlanarXZZXdYRMPS—
Decoder da det i XZZXdY-koden finns en tredje typ av stabilisatoroperatorer runt en kvantbit.
Denna konfiguration, med Y snett uppat hoger och snett nedat vinster och X snett uppat vanster
och snett nedat hoger, se figur 11a, implementeras i form av en fjérde typ av nod i tensornétver-
ket. Noden, d(i, j, k,1) = Py(Cyga(4, 1,4, k)) dir g4(i, 7, k,1) = X' XIY*Y! ersitter h-noderna lings
diagonalen fran ¢vre vanstra hornet till nedre hogra hornet i tensornatverket, se figur 13. Samma
transformation som i figur 5 genomfors med uppdelning av s-noder samt inférande av H- och
V-noder. D-noden ér definierad analogt med H- och V-noderna. For samtliga éndringar, jamfor
de ursprungliga koderna [25][23] och den nyskapade koden [27].
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Figur 13: Tensornatverket som implementeras i RotatedPlanarXZzZXdYRMPSDecoder.
Transformationen sker pa samma satt som i figur 5 med uppdelning av s-noderna samt
inférande av H-, V- och D-noder diar D-noderna ér definierade analogt med H- och V-noderna.

4.2 Implementering av XY avkodare

Implementeringen av XY-koden gjordes genom modifikationer till en redan existerande XZ-kod
i gecsim-paketet [23]. Likt implementeringen av XZZXdY konfigurerades tre klasser: Rotated-
PlanarXYCode, RotatedPlanarXYPauli ochRotatedPlanarXYRMPSDecoder, dir var
och en arver klassmetoder fran gecsim. Vid tillimpningen av RotatedPlanarXYPauli fran den
existerande XZ-modellen behovde endast mindre anpassningar goras till programmets tolkningar
av stabilisatorer och Paulimatriser. I RotatedPlanarXYRMPSDecoder var det nodvandigt att
andra hur modellen identifierar Y-stabilisatorer, samt hur den genererar sa kallad sample recovery.
Tensornatverket ér det som visas i figur 5.
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5 Simuleringsresultat

I detta avsnitt presenteras resultaten fran de numeriska simuleringarna av XY-, XZZX- och
X77XdY-koden, forst i den speciella punkten dar en analytisk l6sning ar mojlig och déarefter
for fysiska felsannolikheter mindre &n den speciella punkten.

5.1 Jamforelse mellan numeriska och analytiska resultat i p = p,

I figur 14 visas den totala logiska felsannolikheten Py samt sannolikheten for bit-flip fel Pz i
p = ps for olika koddistanser fran d = 5 till d = 99 for XZZX-koden ((a) och (b)), XY-koden

((c) och (d)) samt XZZXdY-koden ((e) och (f)) vid tva olika fasviktning, n = 30 och n = 300.
De numeriska och analytiska losningarna observeras stdmma vél 6verens med endast en liten
diskrepans vilken beror pa det dndliga antalet iterationer som genomfordes i varje punkt samt
valet av . I figuren anviandes vid de numeriska simuleringarna x = 10 och 3000 korningar vid
varje koddistans. Overensstdmmelsen mellan simulerat och analytiskt resultat troliggér att bada
losningsmetoderna fungerar val for att analysera ytkoderna i den speciella punkten. Vidare kan

det noteras att bade den totala logiska felsannolikheten samt sannolikheten for bit-flip fel okar
snabbare med koddistansen for XY-koden och XZZXdY-koden an for XZZX-koden.
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5 Simuleringsresultat
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Figur 14: Den totala logiska felsannolikheten Py samt sannolikheten for bit-flip P;z som
funktion av koddistansen d vid n = 30 respektive n = 300 for XZZX-koden ((a) och (b)),

XY-koden ((c) och (d)) samt XZZXdY-koden ((e) och (f)) vid p = p,.




5 Simuleringsresultat

5.2 Felsannolikheter for p < p;

I figur 15, 16 och 17 visas bade den logiska felsannolikheten samt sannolikheten for bit-flip fel for
olika koddistanser mellan d = 9 till d = 51 samt for olika fysiska felsannolikheter p mellan 0 och
ps 2 0,5 vidn =301 (a) och n =300 1 (b) for XZZX-, XY- respektive XZZXdY-koden. Runda
markorer vid p = p, markerar de analytiskt framtagna uttrycken.

Figur 15 for XZZX-koden uppvisar ett forvantat beteende dar bade den totala logiska felsanno-
likheten och bit-flipfelsannolikheten undertrycks for sma fysiska felsannolikheter och dar storre
kodstorlekar undertrycker felen mer &n mindre kodstorlekar. Detta sker fram till en viss fysisk
felsannolikhet, bendmnd troskelvéirde, da storre kodstorlekar genererar mer fel &n mindre kodstor-
lekar. Att exakt bestdmma troskelvirdet krdver en noggrannare undersokning, men verkar vara
for 0,3 < p < 0,4 for n = 30 och for 0,3 < p < ps for n = 300.

Aven XY- och XZZXdY-koden férvintas uppvisa samma generella beteende som XZZX-koden,
men i figur 16 och 17 ar det tydligt att sa inte ar fallet. Bada figurerna uppvisar ett likartat bete-
ende med stora logiska felsannolikheter dven for sma fysiska felsannolikheter och dar den totala-
och bit-flipfelsannolikheten foljer varandra mycket nira. Vidare ger storre koddistanser samre lo-
gisk prestanda an sma koddistanser for alla fysiska felsannolikheter. Ifall dessa simuleringsresultat
hade stamt hade alltsd bada koderna varit mycket opassande som kvantfelskorrigerande kretsar;
det hade varit battre inte korrigera alls. XY-koden &r dock undersokt sedan tidigare [2] och upp-
visade da inte detta beteende. Saledes dras slutsatsen att det vid de numeriska simuleringarna av
XY- och XZZXdY-koden har skett nagot misstag, varpa figur 16 och 17 inte kan anses tillforlitliga.
Det ar emellertid vért att notera att simuleringsdatan fortfarande 6verensstdmmer val med den
analytiska 16sningen i den speciella punkten p = p,. Vid simuleringarna av figur 15, 16 och 17
anviandes y = 10 och 1000 slumpade fel i varje punkt.
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Figur 15: Den totala logiska felsannolikheten P samt felsannolikheten for bit-flip Prz som
funktion av den fysiska felsannolikheten p for olika koddistanser med XZZX-koden med n = 30,
(a), och n =300, (b). Runda markorer vid p = ps visar resultatet fran den analytiska l6sningen.
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Figur 16: Den totala logiska felsannolikheten P samt felsannolikheten for bit-flip Prz som
funktion av den fysiska felsannolikheten p for olika koddistanser med XY-koden med n = 30, (a),
och n =300, (b). Runda markérer vid p = p, visar resultatet fran den analytiska losningen.
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5 Simuleringsresultat
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Figur 17: Den totala logiska felsannolikheten P samt felsannolikheten for bit-flip Prz som
funktion av den fysiska felsannolikheten p for olika koddistanser med XZZXdY-koden med
n = 30, (a), och n = 300, (b). Runda markérer vid p = ps visar resultatet fran den analytiska
l6sningen.
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6 Diskussion

6 Diskussion

Som visades i avsnitt 5.2 uppvisade de numeriska simuleringarna for XY- och XZZXdY-koden
ett ovintat beteende dér storre kodstorlekar korrigerade felen sémre dn mindre kodstorlekar. Sa
tros fallet inte vara egentligen, utan bada koder borde ha bra felkorrigeringsformagor for fasviktat
brus. I gransen n — 0o, p = p, kan den totala logiska felsannolikheten losas analytiskt for alla
felsannolikheter p. I denna grans forekommer endast fas-flipfel vilket gor att det endast finns tva
mojliga felkedjor C' eller Z;C'. ML-avkodaren kommer alltid rdatta med den mest sannolika av de
tva kedjorna, alltsa den kortaste av de tva. For att rattningen ska bli fel kravs att det applicerats
Z-operatorer pa fler 4n halften av kvantbitarna som utgor Z;. Varje sadan kedja utgors av en
binomialférdelning varpa den totala logiska felsannolikheten blir summan av sannolikheten for
alla felkedjor med fler an héalften Z-applicerade langs 7, alltsa

dz dz _
Pip)= > (n )p”(l —p)=,
n=(dz+1)/2

dér dy aterigen ar det minsta antalet Z-operatorer som kravs for en Z operator enbart bestaende
av Z-operatorer. Vid kraftigt fasviktat brus, likt fallet n = 300, borde alltsa logiska fel under-
tryckas kraftigare av frimst XY-koden d& denna har d; = d?, men dven XZZXdY-koden med
dz = 2d — 1, an XZZX-koden som har dy = d. Att detta inte alls ar fallet visar, som tidigare
namnt, att simuleringarna som visas inte ar tillforlitliga.

Anledningen till varfér simuleringarna blev felaktiga ar inte helt klargjort och det finns flera moj-
liga orsaker. En mojlig anledning &r att implementationerna av XY- och XZZXdY-koderna é&r
felaktiga da dessa, till skillnad fran XZZX-koden, inte fanns fardigimplementerad utan imple-
menterades av kandidatarbetesgruppen sjilv. Att de numeriska simuleringarna Gverensstdmmer
mycket vil i punkten p = p, talar emellertid emot detta. Att endast mycket sma modifikationer
av redan existerande, och fungerande, kod kréavdes for implementering av XY-koden talar ocksa
emot denna mojlighet, &ven om den inte kan avskrivas.

En annan mojlighet ar att tensornatverksberdkningarna approximerades i for stor utstriackning ge-
nom val av for liten bindningsdimension y. Vid simuleringarna anvindes y = 10. Denna mojlighet
troliggors av att en artikel som undersokt XY-koden funnit att XY-koden var mycket kénslig for
bindningsdimensionen runt troskelvéirdet [2]. Att bade XY- och XZZXdY-koden uppvisar ett ofor-
vantat beteende fram tills fysiska felsannolikheter dar troskelvirdet ungefar forvintas vara for att
dérefter konvergera vél till de analytiska resultaten vid p = p;, vilket ar 6ver troskelvardet, tyder
pa att detta alltsa kan vara fallet for bada koderna. Pa grund av langa simuleringstider, speciellt
med storre y, har inte en utforlig analys av bindningsdimensionens paverkan kunnat genomforas
i tillrackligt stor utstrackning for att sikert dra slutsatsen att det ar bindningsdimensionen som
har foranlett de felaktiga simuleringsresultaten och inte nagot fel i implementeringarna.

Med anledning av detta dr en naturlig vidareutveckling av detta arbete att fortsédtta undersoka
bade XY- och XZZXdY-koden med storre bindningsdimension y i syfte att erhalla uppskattningar
av deras respektive troskelvirden. Det déarigenom erhéllna troskelvardet for XY-koden kan sedan
jamforas med tidigare uppskattningar [11]. Okat y innebér ddremot lingre simuleringstider var-
pa optimeringar av koden kan vara nédvandiga. Exempelvis kan koden parallelliseras eller andra
implementeringsmojligheter undersokas. En ténkbar alternativ implementeringsmetod bygger pa
att istallet for att dndra ytkoden och avkodaren, likt genomfordes i detta arbete, justera felsan-
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7 Slutsats

nolikheterna individuellt pa kvantbitarna. Att underséka andra typer av brus én fasviktat brus
hade &ven det kunnat vara intressant.

[ ekv. 7 och ekv. 8 visades att alla tre Clifford deformerade ytkoder hade logiska felsannolikheter
pa samma form men med olika Z-koddistanser dy, varpa fragan kan stéllas vad den kodspecifika
parametern dy betyder for ytkoderna. I alla tre fall sammanfaller d; med det minsta antalet Z-
operatorer som kravs for att definiera en logisk Z-operator enbart bestaende av rena Z-operatorer.

Det analytiska sambandet mellan d; och antalet Z-operatorer i ytkodernas Zp-operatorer kan
undersokas vidare pa fler Clifford deformerade ytkoder. Sa linge det gar att visa att det endast
finns en ren Z-operator, namligen 7, sa borde losningsmetoderna i denna studie ga att applicera
till fler CDSC. Svarigheterna ligger da i att hitta en 6verforingsmatris for ytkoden som har en
rimlig storlek. Av intresse dr dven att visa hurvida sambandet staimmer for en allmén CDSC. Detta
hade inneburit att egenskaper om ytkoden hade kunnat dras fran direkt observation av ytkoden,
niarmare bestamt av antalet Z-operatorer i Zy.

7 Slutsats

Den analytiska losningen gav resultat som stdmmer bra 6verens med de numeriska berakningarna.
Vi sag aven att for alla tre ytkoder sa erholls samma resultat fast med olika varden pa variabeln
dz, nagot som kan undersokas vidare. Det numeriska resultatet for XZZX-koden ser rimligt ut
och stdmmer vél 6verens med tidigare studier [2]. Daremot ar resultaten for XY- och XZZXdY-
koden da p < ps orimliga. Detta tros bero pa att dessa koder ar mer kénsliga for vardet pa
bindningsdimensionen y. Att 6ka x okar dock berdkningstiden drastiskt och béttre berdkningar
hann ej genomforas i denna studie. Pa grund av de orimliga resultaten kunde de tre ytkodernas
prestanda for felkorrigering inte heller jamforas. Detta ar nagot som bor utforskas vidare. Slutligen
ar det dven av intresse att undersoka troskelvirdet da storre ytkoder slutar vara mer effetkiva dn
sma ytkoder [2].
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B Omskrivning av logisk felsannolikhet

A Omskrivning av Py/Pr i den analytiska 16sningen

Vi har

n _(1=1/@2p)\"
Py _ 1—tanh"(-k) 1 (Fr7m)
- k) 1-1/(2n)\™’
Pr  1+tanh"(—k) 14+ (1+1/(2n))
dér den sista likheten géller for k = —1 In(2n). Genom omskrivningen

() -l 202)

Py 1—exp <2n 1ln ((iﬂ;uzg)*l))
1 n)
2

erhalls sedan

?I—l—irexp(Qn-

vilket kan skrivas om med hjilp av identiteterna artanh(x) = £ In(1*) och tanh(z) = zzijr} till

P
X tanh (n artanh(1/277)) .
Pr

B Omskrivning av logisk felsannolikhet

Som motiverades tidigare har vi
Px/Pr

127 1% Py/Py

Med Py/Pr = tanh[dzartanh(1/2n)] far vi

_ tanh[dzartanh(1/2n)]
1+ tanh[dzartanh(1/2n)]

2z

vilket med tanh(z) = 22:1 ger

[ exp(2dzartanh(1/2n) — 1) exp(2dzartanh(1/2n) — 1)
Fyz = (exp (2d zartanh(1/2n) + 1))/(1 * exp(2dzartanh(1/2n) + 1))

Genom forlangning med e2?z tanh(1/20) 41 far vi

PfZ _ €2dzartanh(1/2r]) -1 B 1 1672dzartanh(1/2n)

9e2dzartanh(1/2n) 9 2

Med Psx = Ppy =1/2 och Py = 5(Psx + Ppy + Pyz) erhalls direkt

1
2

Pf — j _ 16—2dzal‘tanh(l/2'r]).
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