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Kvantmekanisk sammanflatning i nukleon-nukleonspridning

LUCAS ABRAHAMSSON, ALMA CAVALLIN, LISE HANEBRING,
HAMPUS HANSEN, ERIK KARLSSON OHMAN & LEO WESTIN
Institutionen for Fysik

Chalmers Tekniska Hogskola

Sammandrag

I foljande rapport studeras det kvantmekaniska sammanflatningsfenomenet analytiskt och numeriskt.
Specifikt undersoks i vilken utstréackning spridningsoperatorerna S och M sammanfldtar en neutron och en
proton med avseende pa spinn i en spridningsprocess. M-matrisen berdknas numeriskt och dven analytiskt
utgdende fran en hérledning av S. Den analytiska hirledningen anvéinder sig av lagenergiapproximationen
att endast betrakta s-vagor.

Studien skiljer sig fran tidigare forskning genom att behandla sammanflatning med utgangspunkt i M-
operatorn istéllet fér S-operatorn. Tidigare har ocksa s-vagsapproximationen varit utgangspunkten i
studier dar sammanflitning i nukleon-nukleonspridning undersoks. En generalisering till en mer realistisk
modell gors i detta arbete, vilket mojliggor analys vid hogre energier samt av det spridningsvinkelbero-
endet som uppstar.

De numeriska berdkningarna genomfors med en tillhandahallen kod och konvergensen for berikningarna
med avseende pa partialvagor och samplingspunkter analyseras. Givet M-matrisen berdknas olika matt
pa sammanflatning med numeriska metoder, bland annat Monte Carlo-integration, som implementeras i
Python. Tva sammanflatningsmatt presenteras och efter jamforelse anvinds sammanflatningsstyrka for
att studera fenomenet vid nukleon-nukleonspridning. Studien slar fast att det inte finns nagon rérelseener-
gi och spridningsvinkel i en nukleon-nukleonspridningsprocess som ger ett fullt sammanflatat uttillstand i
spinnrummet for alla mojliga initialtillstand. Pa samma sétt finns det ingen kombination av rorelseenergi
och spridningsvinkel som ger ett icke sammanflitat uttillstand fér alla mojliga initialtillstand.

Sammanflitningsstyrkan for de analytiska S- och M-operatorerna undersoks. Skillnaden mellan deras
sammanflatningsstyrka ar att den for M konvergerar mot ett nollskilt viarde i lagenergigransen. Detta
beteende observeras dven i de numeriska resultaten. Sammanflatningsstyrkan for den analytiskt héirledda
M-matrisen jamfors med den numeriskt berdknade och Gverensstammer relativt vél for energier upp till
nagra fa MeV. Fran det analytiska uttrycket pa M konstateras att om nukleonerna initialt har parallella
spinn sa uppstar ingen sammanflitning i interaktionen vid mycket 1laga energier. Detta verifieras dven i
jamforelsen med den numeriska undersékningen for specifika initialtillstand.

Nyckelord: sammanflatning, spridning, nukleon, stark véxelverkan, Nijmegenpotential, partialvagor,
tvanukleonsystem, sammanflatningsstyrka
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Quantum entanglement in nucleon-nucleon scattering

LUCAS ABRAHAMSSON, ALMA CAVALLIN, LISE HANEBRING,
HAMPUS HANSEN, ERIK KARLSSON OHMAN & LEO WESTIN
Department of Physics

Chalmers University of Technology

Abstract

The following report studies the quantum entanglement phenomenon analytically and numerically. Spe-
cifically, the degree to which the scattering operators S and M entangle a neutron and a proton with
respect to spin during a scattering process is investigated. The M matrix is computed analytically, using
a low-energy approximation considering only s-waves, as well as numerically.

This study differentiates itself from prior research by investigating entanglement based on the M ope-
rator instead of the S operator. The numerical calculation of M is possible without making the s-wave
approximation, thus resulting in a more realistic model where it is possible to analyze higher energies
and the scattering angle dependence.

Numerical calculations are performed using provided code, and the convergence of the calculations with
respect to partial waves and sampling points is analyzed. Entanglement measures are calculated nume-
rically using various methods, including Monte Carlo integration, which is implemented in Python. Two
entanglement measures are presented and compared, and the entanglement power is then used to inve-
stigate entanglement in nucleon-nucleon scattering. The study establishes that there is no combination
of kinetic energy and scattering angle that yields a fully entangled final state in spin space for all pos-
sible initial states. Similarly, there is no combination of kinetic energy and scattering angle that yields a
non-entangled final state for all possible initial states.

The entanglement power of the analytic S and M operators is investigated. It is found that the entang-
lement power for M converges to a non-zero value in the low-energy limit, which is also observed in
the numerical results. The entanglement power of the analytically derived M matrix is compared with
the numerically calculated one and shows good agreement for energies up to a few MeV. The analytical
expression of M establishes that no entanglement occurs in the interaction at very low energies if the
nucleons initially have parallel spins. This is also verified in the numerical results for specific initial states.

Keywords: entanglement, scattering, nucleon, strong force, Nijmegen potential, partial waves, two-nucleon
system, entanglement power
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Inledning

Sammanflitning &r ett av kvantmekanikens mest fundamentala koncept. I korthet innebér det att tva
eller fler kvantmekaniska tillstdnd inte kan beskrivas oberoende av varandra. Fenomenet, vilket saknar
klassisk motsvarighet, har fortsatt att fascinera forskare d&nda sedan Albert Einstein, Boris Podolsky och
Nathan Rosen forst introducerade konceptet dr 1935 [1]. De konstaterade att kvantmekaniken implicerar
att partiklar 6gonblickligen kan paverka varandra oberoende av avstandet mellan dem. Einstein kallade
vad som senare skulle bli kdnt som sammanflatning for "spoklik fjarrverkan”, for att belysa orimligheten i
att tva partiklar till synes kunde utbyta information med varandra snabbare dn ljusets hastighet. Einstein,
Podolsky och Rosen argumenterade istéllet for att den kvantmekaniska teorin var ofullstdndig och att det
skenbara informationsutbytet istéllet beror pa icke observerbara egenskaper hos det fysikaliska systemet
som bestdmmer partiklarnas interaktion, sa kallade dolda variabler [2].

Pa 1960-talet stillde John Bell upp en olikhet som gav ett matt pa hur korrelerade tva partiklar kunde
vara, givet att de styrdes av dolda variabler [3]. Fran 1970-talet och framat utfordes flera oberoende
experiment som visade pa att Bells olikhet inte holl. Resultatet av experimenten innebar i praktiken att
teorier som byggde pa dolda variabler blev motbevisade och att kvantmekaniken kom att betraktas som
en fullstdndig teori. Detta gav i sin tur legitimitet till sammanflatningsfenomenet som Einstein, Podolsky
och Rosen sa starkt motsatt sig [4]. For sina experiment som motbevisade Bells olikhet kom Alain Aspect
[5], John F. Clauser [6] och Anton Zeilinger [7] att belonas med Nobelpriset i fysik 2022 [8].

Idag ligger sammanfléatning grund foér forskningsfélt som kvantinformation — teorin bakom dagens och
framtidens kvantdatorer som kan komma att revolutionera méanga berdkningskravande omraden. Medan
klassiska datorer lagrar information med hjélp av bitar, bestaende av ettor och nollor, anvinder sig en
kvantdator av kvantbitar som befinner sig i en superposition mellan ett och noll. En kvantbit &r saledes
ett tvanivasystem, som har tva distinkta tillstand.

Ett fundamentalt exempel pa ett tvanivasystem &r en spinn-1/2-partikel, som har tillstinden spinn upp
och ned. Dessa inbegrips av partikelklassen fermioner, som &r ett samlingsnamn for alla partiklar med
halvtaligt spinn. Fermioner omfattas av Paulis uteslutningsprincip, som innebér att samma kvanttillstand
inte kan ockuperas av fler &n en fermion. Till fermioner hor nukleonerna — protonen och neutronen.
Problemet som betraktas i denna rapport ar kollisionen mellan en neutron och en proton, vilken kan
beskrivas teoretiskt med kvantmekanisk spridningsteori. Tillstanden fér neutronen och protonen kommer
att betraktas som ett tvanukleontillstand i masscentrums referenssystem. Centralt i detta projekt ar hur
spinndelen av detta tvanukleontillstdnd forandras i spridningsprocessen, vilket beskrivs med operatorn
M.

Tidigare har sammanflitning vid nukleon-nukleonspridning framst studerats med utgangspunkt i
spridningsoperatorn S. Genomgaende anvédnder sig dessa studier av en mycket forenklad lagenergi-
approximation i vilken endast s-vagor (orbitalt rorelseméngdsmoment L = 0) utan spridningsvinkelbero-
ende betraktas [9]-[11]. Saledes ar det hogst intressant att betrakta sammanfldtning utifran spridningso-
peratorn M. Vidare generaliseras resultat fran tidigare studier genom att franga s-vagsapproximationen
och betrakta hogre orbitala rorelseméingdsmoment L > 0 som medfor ett spridningsvinkelberoende.

Syftet med denna rapport ar att studera i vilken grad M-matrisen i en nukleon-nukleonspridningsprocess
sammanfldtar de inblandade nukleonerna med avseende pa spinn. Problemet behandlas bade numeriskt
och analytiskt. Den analytiska beskrivningen av spridningen anvinder sig av s-vagsapproximationen och
ger en forenklad modell som enbart &r relevant fér laga energier. Den numeriska metoden utgor i jamforelse
en mer realistisk modell ddr spridningen beréiknas for alla relevanta partialvagor (L > 0) och saledes kan
tillampas for ett storre energiintervall och for att undersoka spridningsvinkelberoendet.



1. Inledning

Analytiska uttryck for spridningsoperatorerna S och M bestdms i fallet med s-vagor och ett matt pa
sammanflatning, sammanfldtningsstyrka, for operatorn S hérleds analytiskt. Detta anvinds for att veri-
fiera resultat som presenteras i artiklarna [9] och [10], samt for att undersoka sammanflatningsstyrkans
energiberoende i neutron-protonspridning. Sammanflidtningsstyrkan for M studeras dven for att sedan
jamforas med de numeriska resultaten.

De numeriska berdkningarna bygger pa ett program som simulerar nukleon-nukleonspridning. Det tillhan-
dahallna programmet 16ser Lippmann-Schwingerekvationen samt berédknar matrisrepresentationen av M.
Detta program &r en stor tillgang, men avgransar méjliga analyser till dem programmets ramverk tillater.
Utifran numeriskt berdknade M-matriser utformas nya funktioner som berdknar olika sammanflatnings-
matt som funktioner av spridningsvinkel och rorelseenergi, medelviardesbildade 6ver olika initialtillstand.
Aven sammanflatningen for specifika initialtillstind analyseras. Dessa funktioner implementeras i pro-
grammeringsspraket Python.

Projektet avgriansas till att endast beakta nukleonernas spinntillstand. Vidare betraktas endast rorelsee-
nergier under 300 MeV. Séledes behandlas problemet icke-relativistiskt. Undersokningen begrénsas dven
till Nijmegen I-potentialen for att modellera den starka vixelverkan mellan neutronen och protonen [12].

Rapporten presenterar en realistisk vidareutveckling av s-vagsmodellen for spinnsammanflitning i
nukleon-nukleonspridning. Detta 6ppnar upp for framtida forskning inom omradet, exempelvis att studera
sammanfldtningens uppkomst ur den starka kraften.
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Tvanivasystem och sammanflatning

Kvantfysikens mest grundliggande dynamiska system ar tvanivasystemet — ett system som vid métning
endast kan anta ett av tva oberoende bastillstand. Beskrivningen av tvanivasystem &r generell och kan
appliceras pa méngder av olika system, déar kvantbitar och partiklar med spinn 1/2 dr vanliga exempel.
Den enklaste formen av kvantmekanisk sammanflitning &r den mellan tva kopplade tvanivasystem. For
att studera spinnsammanflatningen av tva partiklar med spinn 1/2 beh6vs matematiska representationer
av partiklarnas enskilda och gemensamma tillstand, samt metoder for kvantifiering av graden samman-
flitning hos systemet.

2.1 Partiklar med spinn 1/2

Spinnbasen for en partikel med spinn 1/2 kan véljas som egentillstdnden till spinnprojektionen i z-
riktningen enligt egenvirdesekvationen s, |mgs) = ms |ms), dar

5 = % [(1) _OJ . (2.1)

Detta resulterar i egenvirdena mgs = £1/2 och tillhérande bastillstand [13]

1= o] o =13, (22)

”spinn upp” respektive "spinn ner”, som hér &ven har representerats som vektorer. Ett generellt spinn-
tillstand dr ddrmed en superposition |x) = a [1) +b|l), dér villkoret |a|? + [b|> = 1 infors for att normera
tillstandet. En alternativ parametrisering av ett generellt tillstind kan goéras med hjalp av punkter pa
Blochsfiren, som bestdms av vinklarna 6 € [0, 7] och ¢ € [0,27], se figur 2.1. Det normerade tillstandet
skrivs i termer av dessa vinklar som [14]

0 . 0
|x) = cos 3 [T) + e*¥ sin 3 1) . (2.3)
System av tva partiklar A och B med spinn 1/2 har ett gemensamt spinnrum S pinn = Hpinn, A Q@ Hepinn, B
[15]. En gemensam spinnbas, som kallas fér den okopplade basen, dr d !
{Imamgp)} ={111), 14, L), LD} (2.4)

Ett annat val av bas &ar den kopplade spinnbasen |S, Mg), dir S ar det totala spinnet och Mg ér projek-
tionen av denna?. Bastillstdnden blir i detta fall [15]

|S =0,Ms=0), singlett (2.5)
|[S=1,Mg =0, +£1), triplett.

Den okopplade samt den kopplade basen, se ekvation (2.4) respektive (2.5), relateras genom Clebsch-

!Notationen [mamp) = [ma) ® Imp), t.ex. [11) = [1) @ 1)
2S € {|sa — 8Bl,--|54 +sp|} i heltaliga steg och Mg € {—S,...,S} i heltaliga steg.



2. Tvanivasystem och sammanflitning 2.2. Densitetsoperatorn

Figur 2.1: Blochsfirsrepresentation av tillstand for en partikel med spinn 1/2, dir § = 0 motsvarar |1)
och 0 = 7 motsvarar |}). Vinkeln ¢ utgor fasskillnaden mellan |1) och |]) i det generella spinntillstandet
i ekvation (2.3).

Gordankoefficienter vilket ger forhallandet mellan de olika baserna [13]:

00) = = (11 — 1449,

1) = 1), .
[10) = —5(114) + 1),
11) = ).

For ett sammansatt system av tva partiklar med véldefinierade och oberoende spinntillstand kan det
totala spinntillstandet skrivas som tensorprodukten |x) = |x) 4 ® |x)g- Déremot kan inte alla tillstand i
det sammansatta spinnrummet %, skrivas som en sddan tensorprodukt, och tillstdnden for vilka detta
inte ar mojligt kallas sammanflatade [14]. Trots att sammanflitade totala tillstand |x) &r vildefinierade
s& ar motsvarande enpartikeltillstand beroende av varandra, och siledes inte vildefinierade. I det fallet
fas en sannolikhetsférdelning av tillstind som respektive partikel kan ha, ett sa kallat blandat tillstand
[14]. Till skillnad fran véldefinierade, rena, tillstdnd som naturligt beskrivs med tillstdndsvektorer sa
behandlas blandade tillstand enklast med hjélp av densitetsoperatorer.

2.2 Densitetsoperatorn

En densitetsoperator ar ett matematiskt ekvivalent sitt att beskriva samma fysik som med tillstandsvek-
torer. Densitetsoperatorn for blandade tillstand definieras

p=> pilts) (Wil (2.7)

i=1

dar {|i;)}; dr systemets mojliga tillstand och p; dr sannolikheten att systemet befinner sig i tillstand |v;)
[14]. For ett rent tillstand &r densitetsoperatorn den yttre produkten av tillstandsvektorn, p = |[¢) (¢].
Sparet av p dr summan av densitetsoperatorns egenvirden. Dessa summerar till ett,

tr(p) = pi=1, (2.8)
i=1

under antagandet att tillstdnden &r normerade. Ett tillstand kan karakteriseras genom att undersoka
sparet av den kvadrerade densitetsoperatorn, dd det for rena tillstdnd géiller att p?> = p och dirmed
tr(p?) = 1 medan tr(p?) < 1 fér blandade tillstand [16]. Om en operator K verkar pa en densitetsoperator
p blir det normerade uttillstandet

KpK*

/

_ 2.
= KT (2.9)

dir tr(KpKT) =1 om K #r unitér [14].

6



2.3. Sammanflatning 2. Tvanivasystem och sammanflitning

For ett sammansatt system med densitetsoperator p4p och delsystem A och B, ar det mojligt att reducera
denna till hilbertrummen fér A respektive B. Pa si sitt gar det att beskriva tillstanden for de tva
delsystemen. Den reducerade densitetsoperatorn for system A definieras py = trp(pap) déir trp ar det
partiella sparet 6ver delsystem B. Operatorn kan berdknas enligt

pa=trp(pa) =Y (La® (ilp)pan(la ®|i)p), (2.10)

K3

dér 14 &r identitetsmatrisen for delsystem A och |i)p &r en ortonormal bas for delsystem B [16]. Den
reducerade densitetsoperatorn ger en komplett beskrivning av delsystemet, det vill sdga en beskrivning
dar alla utsagor och egenskaper av alla méitningar finns beaktade [17].

2.3 Sammanflatning

Sammanflatning for tva initialt oberoende partiklar med spinn 1/2 fis da deras gemensamma tillstand i
Hpinn fordndras pa ett sadant séitt att det inte lingre kan skrivas som en tensorprodukt av rena enpar-
tikeltillstand. Detta kan ske da en operator verkar pa det gemensamma spinntillstandet. Blir det slutliga
gemensamma tillstandet ej sammanflitat dr det garanterat att ett delsystem hittas i ett specifikt rent
tillstAnd. Om sammanflétning ddremot uppstar blir respektive partikels tillstand blandat. Maximal os&-
kerhet i vilket tillstand som en partikel har fas d& varje mojlighet i = 1,2, ..., n i det blandade tillstadndets
sannolikhetsférdelning har sannolikhet p; = 1/n. Fér tvanivasystem ar detta fallet for Belltillstanden,

gty = TRERD g ey _ D ERD, (2.11)

V2 V2
som ar kdnda exempel pa fullt sammanfldtade gemensamma tillstdnd [14]. Dessa har sannolikhet 1/2 for
respektive partikel att befinna sig i antingen |1) eller ||} [14].

For att studera graden av sammanflatning {or ett system med det gemensamma spinntillstdndet |x),
och motsvarande densitetsoperatorn pap = |x) (x|, for tva partiklar med spinn 1/2 beh6vs metoder for
att kvantifiera sammanflitningen. Detta gérs med sammanflatningsmatt, som avgor hur vildefinierade
delsystemens tillstand &r. Det dr nodvandigt for sammanflatningsmatt att vara invarianta under unitéra
transformationer som endast verkar pa ett av delsystemen, samt att minimum fés for direkta tensorpro-
dukter av enpartikeltillstdind medan maximum fas for Belltillstanden [9].

2.3.1 Sammanflatningsmatt for tillstand

Det mest grundliggande mattet som uppfyller villkoren pd sammanflitningsmatt kallas samstimmighet?
och betecknas A. Samstdmmighet definieras som A(|x)) = | (x|oy ® oy|x*) | [9], dar

oy = {S _0’] (2.12)

ar den tvadimensionella Paulimatrisen med avseende pa y. Skrivs tillstandet i den okopplade basen enligt
IX)=a [t + B|T) +v 1) + 0 [4) fas att samstdmmigheten kan beréknas som

AP)) = [{xloy @ ay[x*) | = 2]ad = Bl (2.13)

se appendix A.2. Detta ger det maximala virdet 1 for Belltillstanden i ekvation (2.11) och det minimala
vardet O for rena tensorprodukter av enpartikeltillstand.

Ett annat mojligt matt ar tvaentropin £, som definieras enligt

Ex(1X) = 1— tr(p%) = 2A2(1y)), (2.14)

2
dar py ar den reducerade densitetsoperatorn for ett av delsystemen [9]. En omskrivning har hir dven
gjorts till tvaentropin som funktion av samstdmmigheten A. Tvaentropins maximala varde blir 0,5 for
Belltillstanden.

3Fran engelskans ”concurrence”.



2. Tvanivasystem och sammanflitning 2.3. Sammanfldtning

Sammanflitningsentropin®, for systemet bestdende av tva enpartikelsystem, definieras som Von
Neumann-entropin for den reducerade densitetsoperatorn pa for ett av delsystemen [9]

EE(|x)) = —tr(palogz(pa))- (2.15)

Eftersom pap beskriver ett rent spinntillstand géller speciellt att EE(pa) = EE(pp) [18]. Ekvivalent
kan ekvation (2.15) skrivas som

EE(Ix)) = = Y _ Ailogy(Ai), (2.16)
i=+

dar \; ar egenvirdena till den reducerade densitetsoperatorn [14]. Dessa kan skrivas i termer av sam-
stdémmighet som Ay = $(1 + /1 — A2([x))) [9], vilket tillsammans med ekvation (2.16) ger ett uttryck
for sammanflatningsentropi som funktion av A. Det maximala véirdet pa sammanflitningsentropin ar 1.

Figur 2.2 visar en jamforelse av de olika sammanflatningsmatt som har introducerats, dir dessa illustreras
som funktioner av virdet pa samstdmmigheten A(]y)). Dessutom illustreras skillnaderna mellan matten
da tvaentropin skalas om sa att dess maximala véarde blir 1.

o | —y
— EE(A)
—&(A)
0.5
O |

Figur 2.2: En jamforelse av sammanflaitningsméatt for tillstind. Matten samstdmmighet A, samman-
flitningsentropi EF och tvaentropi & illustreras som funktioner av viardet pa samstdmmigheten. Den
streckade linjen betecknar en omskalad tvaentropi sadan att maximum sammanfaller med Gvriga matt.

2.3.2 Sammanflatningsmatt for operatorer

Det &ar av speciellt intresse att studera férdndringen av graden av sammanflatning for spinnsystemet,
bestéende av tva partiklar med spinn 1/2, d& detta paverkas av en operator K i det gemensamma spinn-
rummet enligt

_ K |Xin>
|Xut> - T ’
v (Xin [ KK | Xin)

dar uttillstdndet har normaliserats. Motsvarande densitetsoperator for uttillstandet 4r pap = |Xut) (Xut-
Partiklarnas spinn antas initialt vara oberoende av varandra, sa att det gemensamma initialtillstandet
kan skrivas som |xin) = |Xin) 4 @ |Xin) g- Graden av sammanflétning hos |x.¢) &r beroende av |xin), vilket
innebar att det krévs en medelviardesbildning 6ver initialtillstand, det vill sdga alla direkta tensorpro-
dukter, for att definiera ett sammanflitningsmatt for en operator. Da Blochsfirsrepresentation enligt
ekvation (2.3) av de initiala enpartikeltillstdnden anvéinds, kan medelvirdesbildningen goras genom att
integrera ett tillstdndssammanflatningsmatt 6ver alla vinklar 64, @4, 6 och ¢p.

(2.17)

Da denna typ av medelvirdesbildning 6ver initialtillstand gors for tvaentropin kallas mattet for samman-
flatningsstyrka, och definieras enligt [9]

£) =Bl = 1- [ uloaP 22 = [ 3820 G252, (218)

dar Q4 och Qp representerar vinklarna i Blochsfarsrepresentationen av initialtillstandet. Sammanflat-
ningsstyrkan &r alltsd ett matt pa hur mycket operatorn K i genomsnitt sammanflitar initialtillstand

4Betecknas EF fran engelskans “entanglement entropy”.
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bestaende av rena tensorprodukter. Det motsvarande mattet for ssammanflatningsentropi, istéllet for tva-
entropi, definieras
_ dQa dQp
(BE)(K) = FE(a)) = - [ tr(paloy (o) T2 T2 (219)

dér p4 ar en reducerad densitetsoperator for uttillstandet.
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2.3. Sammanfldtning
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Tvanukleonsystem

Sammanflitningen som kan uppsta da en neutron och en proton kolliderar 4r beroende av deras gemen-
samma tillstand. I detta projekt undersoks endast sammanflatning med avseende pa spinn, men for att
beskriva spridningsprocessen behéver dven nukleonernas 6vriga frihetsgrader beaktas.

Vixelverkan mellan en neutron och en proton domineras av den starka kraften for vilken de tva partiklarna
i stort sett kan betraktas som identiska. Massorna ar approximativt lika stora och de elektromagnetiska
egenskaperna som annars sirskiljer dem fran varandra &r inte relevanta i en sddan interaktion. Neutronen
och protonen kan dérfoér ses som tva olika tillstand av en nukleon. For att sirskilja mellan de tva tillstan-
den kan konceptet isospinn anvindas. En nukleon har isospinn ¢ = 1/2 och isospinnprojektion t, = £1/2,
vilket karakteriserar om nukleonen ar en neutron eller proton. For interaktioner som domineras av den
starka kraften bevaras det totala isospinnet T' [19].

Ett tvanukleonsystem kan alltsd betraktas som en tensorprodukt av tvanivasystem i isospinnrummet
Hsospinn- Dent kopplade basen for detta rum fas pd samma sétt som for spinn, se ekvation (2.5). For
systemet av en proton och en neutron kommer dock Fospinn vara tvadimensionellt, till skillnad fran det
fyrdimensionella, % ,inn, eftersom nukleonerna har fixa vdrden pa ¢,. Den totala isospinnprojektionen T,
kommer av den anledningen alltid vara noll, vilket resulterar i de tva kvarvarande bastillstdnden |00) och
[10) for neutron-protonsystemet.

Forutom frihetsgraderna i J#sospinn har ett tvinukleonsystem rumsliga och spinnfrihetsgrader. Det ge-
mensamma hilbertrummet 724 g for tva nukleoner kan alltsa skrivas som

%AB = %A ® <%pB = jﬁum ® %ﬂspinn & %sospinrn (31)
dér 77, och p ar hilbertrummen for de enskilda partiklarna. Motsvarande tvanukleontillstand blir

|w> = W}>rum ® |X>spinn ® |X>isospinn : (32)

Det gar dven att faktorisera %, genom att dela upp den i det gemensamma masscentrums rorelse och
den relativa rorelsen av nukleonerna. 724 g blir i detta fall

<%AB = %CM & <%irel & %pinn ® <%pisospinn~ (33)
D4 anvénds koordinater f6r masscentrums rérelse samt den relativa rérelsen, som definieras enligt [15]

MmAT A+ MBITR

r=—"—"""—, Lrel] = LA — TR,
ma+mp

_ mpPpas —MAPB

= +pg, =—= -2 3.4
P=DPs+Pp Prel P (3.4)

mam
M:mA+va n= #7
ma+mp

dir x4, xp, ma, mp, P4, Pp ar koordinater, massor och rorelseméngder for de enskilda partiklarna A
respektive B [15]. Med relativistiska korrektioner ar storleken pa den relativa rorelseméangden p,q

Tabm? (Thap + 2mp)
ma+mp)?+2maTiay’

Phot = ( (3.5)

vilket reduceras till det icke-relativistiska fallet for laga energier [20]. Tj,p dr den kinetiska energin i
laboratoriets referenssystem, det vill sdga det referenssystem dér en av nukleonerna ar i vila. Férdelen med
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3. Tvanukleonsystem

omskrivningen till relativa koordinater ar att rorelsen da kan betraktas i masscentrums referenssystem,
dér per definition p = 0. Bland annat behover endast den relativa verkan av en operator pa ett tillstand
betraktas om denna kan faktoriseras som K = 1oy ® Kre [15].

Neutron-protoninteraktionen bevarar kvanttalen isospinn 7', spinn S och totalt rérelsemidngdsmoment
J men ej nédvindigtvis det orbitala rorelsemidngdsmomentet L [15]. For givna varden pd J och S ges
mojliga virden pa L av

[J—S|<L<|J+S|, S=0,1 (3.6)

i heltaliga steg. Vidare dr nukleoner fermioner, vars totala vagfunktioner enligt Pauliprincipen &r anti-
symmetriska under utbyte av partiklar [13]. Om permutationsoperatorn P definieras som den operator
vilken byter plats pa partikel A och B fas foljande egenvardesproblem

Pl) =pl), (3.7)

vilket alltsa for ett tvanukleontillstand maste ha egenvirdet p = —1. For tvanukleontillstandet enligt
ekvation (3.2) fas p = (—1)5TE+T vilket leder till att S+L+T = 2m+1, diir m ér ett heltal. Detta villkor
i kombination med ekvation (3.6) resulterar i att kvanttalen for tvanukleontillstindet innan interaktionen
S, L, T, J samt efter interaktionen S’, L', T', J’' méste uppfylla

S =y
T=T
L=L+2m, m=0, %1 (38)
J=J.

En uppsittning kvanttal S, L, J kan representeras av en spektroskopisk term 2°*1L ;, en s kallad kanal.
Koppling mellan olika kanaler kan ske da villkoren i ekvation (3.8) ar uppfyllda. Exempelvis kopplar
kanalerna 357 och 3D;.

12



Spridningsteori

For att beskriva kollisionen mellan en neutron och en proton anvinds det gemensamma tvanukleontill-
standet |¢) enligt ekvation (3.2). Den rumsliga delen av tillstandet, [¢), ., betraktas i masscentrums
referenssystem med koordinater enligt ekvation (3.4). Kollisionen antas vara elastisk. Detta visar sig
fa som f6ljd att tvapartikelproblemet blir analogt med situationen dar en partikel med den reducerade
massan f och inkommande rérelseméngd p,.; sprids mot en interaktionspotential V' och far utgéende
rorelseméangd pl, [21], se figur 4.1. For att beskriva hur det totala tillstdndet |¢) fordndras fran kollisio-
nen anvands spridningsteori. De operatorer och funktioner som anvinds i formuleringen av spridningen
kommer generellt att bero pa 6, spridningsvinkeln i masscentrums referenssystem, och 11,1, den kinetiska
energin for den inkommande partikeln i laboratoriets referenssystem. Problemet &r rotationssymmet-
riskt kring z-axeln vilket medfor att den azimutala vinkeln ¢ kan sdttas till 0. T, och 6 &dr ekvivalent
information som att veta den inkommande respektive utgdende relativa rorelseméngden p,., p’.q fOr
|1). Spridningsteorin formuleras forst for partiklar utan spinn, for att sedan utvidgas till de ytterligare
frihetsgrader som partiklar med spinn tillfor.

p/Bf

Yo

~
o
o

(a) (b)

Figur 4.1: (a) Schematisk bild av elastisk neutron-protonspridning i masscentrums referenssystem. p 4,
pp ar inkommande rorelseméngd och p'y, plz &r utgdende rorelseméngd. 0 &r spridningsvinkeln. (b)
Schematisk bild av det analoga enpartikelproblemet dér en partikel med inkommande rérelseméangd p,.;
och utgdende rorelseméingd pl,, sprids mot en potential V' med samma spridningsvinkel 6.

Da tva nukleoner interagerar ar ett grundlaggande antagande for att beskriva spridningen att partiklarna
blir rumsligt separerade och slutar interagera langt innan och langt efter kollisionen. Detta innebér att
interaktionspotentialen &r av kort rickvidd [15]. Tvanukleontillstindet kan saledes betraktas som ett
fripartikeltillstand d& ¢t — o0, ddr ¢t = 0 &r tiden d& kollisionen &ger rum. Hamiltonianen for systemet i
masscentrums referenssystem, dar det anvinds att p = 0, blir [15]

132 pfel

+V = p?el

= = H, 4.1
oM 2 2,U+V o+ V (4.1)

uttryckt i de relativa koordinaterna, se ekvation (3.4). Hy a&r Hamiltonianen for ett fripartikeltillstand
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4. Spridningsteori 4.1. Partialvagor och fasskift

och V ir interaktionspotentialen®. Hamiltonianen, och siledes tidsutvecklingen av systemet, beror endast
pa den relativa rorelsen. Uttrycket for H ar siledes analogt med det for en ensam partikel som péaverkas
av en fix potential, vilket forenklar den matematiska beskrivningen av situationen [15].

P& stora avstand fran interaktionspotentialen har den spridda vagfunktionen, t,um(r,0) = (@rel|t))
den asymptotiska formen

rum’

ikr
S 0) = 4 (554 (T ) ). (4.2

dér A dr en normeringskonstant. Detta dr en summa av den inkommande plana vagen e** och en spridd
sfarisk vag ¢*"/r med amplitud f(Tiap,0). Denna amplitud kallas for spridningsamplituden och beskriver
sannolikheten att en partikel sprids i en viss vinkel 0 fran z-axeln [13] vid en viss energi Tiap. f(Tiab, 8)
dr relaterad till observabeln differentiellt tvérsnitt do, vilken definieras enligt [15]

_Antal partiklar som sprids in i rymdvinkel d{2 per enhetstid

d do] = L. 4.3
7 Inkommande flédet av partiklar , ldo] (4.3)
Relationen mellan spridningsamplituden och det differentiella tvirsnittet &r [15]
o (T 0) = |f (Tia ) (1)
dQ lab, - lab, . .

I en spridningsprocess dr operatorn S den grundliaggande operator som relaterar ett initialtillstand |¢);,) =
limg—, oo [t0(¢)) med ett uttillstand |¢hy) = limy o0 [10(1)) via

|wut> =S Wjin> . (45)

S bevarar energi d& spridningen é&r elastisk och definieras genom att studera den asymptotiska evolutionen
av tillstandet |¢(¢)) [15]. Spridningsoperatorn S kan skrivas som [15]

S =1lcm ® Seal, (4.6)

vilket innebér att delen av tillstandet som beskriver rérelsen av masscentrum inte paverkas av spridningen,
eftersom

STy = (Lom @ Sre) (10)om @ ) re) = Lom [¥) e @ Sret [¥)rer » (4.7)

dar [1)),,, inkluderar bade den relativa rérelsen och spinn [15]. Det ér alltsa endast S,e1 som kommer vara
av intresse att studera. Hidanefter anvénds beteckningen S = Sye1, k = kel och p = p,; for att forenkla
notationen. Konventionen i = 1 anvénds dven, vilket innebéar att k = p.

4.1 Partialvagor och fasskift

Den rumsliga delen av ett tvanukleontillstand kan betraktas som ett fripartikeltillstand, ekvivalent med
ett planvagstillstand, langt innan och langt efter spridningen. For en fri partikel kommuterar Hamilto-
nianen Hj som bekant med rorelseméngd, s& planvagstillstand |k) i rorelseméngdsbasen ar egentillstand
till Hy. For partiklar utan spinn kommuterar &ven fripartikelhamiltonianen med totalt orbitalt rorelse-
mingdsmoment L? och dess projektion i z-led L. Diarmed &r en alternativ bas for ett fripartikeltillstand
|E, L, M1), som brukar kallas for den sfariska vagbasen eller partialvagsbasen [22].

Relationen mellan rorelseméngdsbasen och partialvagsbasen beskrivs av uttrycket

(k|E,L, M) = \/L*ké(su - E) v M (k) (4.8)

dir k = |k|, Y2 (k) &r klotytefunktionerna som beror av vdgens propagationsriktning k, och 4(...) ar
Diracs deltafunktion. En plan vag |k) kan ddrmed skrivas som en summa av partialvigor [22]. Fran detta
kan spridningsamplituden f(7}ap,0) skrivas i termer av fasskift dr,, vilket blir

F(Tian, 0) = ﬁ (L +1)[e% — 1]Py (cos 0), (4.9)
L=0

1Ett exempel pa en sddan interaktionspotential #r Nijmegenpotentialen [12], vilken modellerar interaktionen mellan par-
tiklarna i nukleon-nukleonspridning.
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4.2. Spridning for partiklar med spinn 4. Spridningsteori

dér Pp(cosf) &r Legendrepolynom [21]. Koefficienterna 54 (e~ — 1) kallas for de partiella spridning-
samplituderna f;, [21]. En anvindbar omskrivning av f7, for att studera spridning vid laga energier

ar

1 . 1 . W0 _ ,—i0L 1 .
fr= g (€ = 1) = Let i 22-6 = e sin(dr) =
1 ] . 1 sin(d,)(cos(d) + isin(dr)) B
= g Sin0)(eos(0r) +isin(0n)) = £ T i (31)) (cos(07) + i sin(0n)) (4.10)
1 sin(dr,) 1

kcos(dy) —isin(dy)  k(cot(dr) —i)°

Expansionen av k211 cot(67) vid laga energier, effektiv rickviddezpansionen, &r
1
k25t cot(dr) = —— + 1ok? /2 + O(k*), (4.11)
a

dar a kallas for spridningsldngden, som kan anta bade positiva och negativa virden, och rg &r den
effektiva rickvidden? [21]. Vid liga energier, sma k, fis att fr ~ k2E vilket implicerar att endast
partialvagen L = 0 bidrar betydligt [21]. Partialvagor med L = 0 kallas for s-vdgor. Dessa kan anvindas
som en lagenergiapproximation for spridningen, vilket kommer goras i detta projekt for att behandla
spridningsproblemet analytiskt. Spridningsamplituden for s-vagor kan alltsa skrivas som

1

14 ek 4 Ok4) — ik

f(Thab, 0) = fr=o0 = (4.12)

vid laga energier.

4.2 Spridning for partiklar med spinn

For partiklar med spinn kan initialtillstandet |¢i,) skrivas som en tensorprodukt av ett fripartikeltillstand
och ett spinntillstand |¢1,) = |k) @ |x) = |k, x) och pd samma sitt for uttillstdndet |1y) = k') @
IX') = |k, x"). Lat {|¢)} beteckna en godtycklig spinnbas, exempelvis den okopplade enligt ekvation
(2.4) eller den kopplade enligt ekvation (2.5). I avsnittet nedan kommer det till en borjan att antas att
spinntillstanden ar i nagot av bastillstanden.

S-operatorn bevarar energi vid elastisk spridning. For godtyckliga spinnbastillstand och for inkommande
respektive utgdende rorelseméngd kan da S delas upp enligt [15]

(k' €[S |k, &) = 03(K' — K)derc — 2mid(Ey — Ey) (K, €Tk, ), (4.13)

dar den forsta termen beskriver de triviala delarna av spridningen, det vill sdga de fall dar initialtillstandet

inte d&ndras. Den andra termen bevarar den totala energin och beskriver de icketriviala delarna av sprid-

ningsprocessen. T-operatorn har dven introducerats, vilken uppfyller Lippmann-Schwingerekvationen [21]

1

T=V4+V——T, 4.14

+ E — H o+ 1€ ( )

dir ie dr en komplex energi som adderas till E for att undvika singulariteter® [22]. Lippmann-

Schwingerekvationen ar det grundldggande samband som beskriver kvantmekanisk spridning. Det gar

alltsa att hitta T for en given energi E och potential V' genom att losa ekvation (4.14). T-operatorn
relaterar dven till spridningsamplituden enligt [15]

fieys1ey (Thav, 0) = —(2m)* u (K, €' Tk, €) . (4.15)

Detta uttryck for f(T}.p,6) ar en generalisering av ekvation 4.9 for partiklar med spinn, och innehéller
pé samma sdtt en summa av Legendrepolynom. Vidare ar spridningsamplituden, precis som tidigare,
relaterad till det differentiella tvérsnittet [15]

do

[ { 2
o ~1¢") (Tiab, : 4.1

2Fran engelskans "effective range”.
SDér e — 0.
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4. Spridningsteori 4.2. Spridning for partiklar med spinn

Generellt ar inte spinntillstanden i ndgot av spinnbastillstanden utan i en superposition av dessa, vilket
kan skrivas som
) =>_ xel§)- (4.17)
3

Séttes detta uttryck in i ekvation (4.16) far man istéllet for en skaldr spridningsamplitud f|¢)—,ery (Tiab, 0)
en amplitudmatris M (1.1, ) som innehaller spridningsamplituden {6r varje méjlig kombination av initial-
och utspinnbastillstand enligt

2 2

do . ‘ (1M (Tha 6) )| - (4.18)

ey Ta 79 =
RIS

Z Xe fley—)ery (Db, 0) xe
£, ¢

Matrisen M i den okopplade spinnbasen, som betecknas My, kan alltsd representeras som

firy=imty =it fun-mn fu

) ) )= 1)

Myt (Tia, 0) = Srv=ih Sro-irn fun-nn fin-nn (4.19)
Tfity=un frn-un fun-un fun-u
fan-nn fro-ne fun-ny fuo-un

Initialtillstdndet relateras via M-operatorn till den spridda delen av uttillstandet i spinnrummet genom

M ‘Xin>

|Xut> = 5
vV (Xin| MTM|Xin)

ddr M innehéller all dynamisk information om spridningsprocessen [15]. Till skillnad fran S si & M
inte unitdr, vilket gor att uttillstindet i ekvation (4.20) maste normeras. Ett uttillstind som bildats
enligt ekvation (4.20) &r saledes inte ekvivalent med ett uttillstand som fas d& spinndelen av S-operatorn
verkar pa ett initialtillstand, enligt motsvarigheten till ekvation (4.5) i spinnrummet. Det uttillstand som
fas med S innehaller d&ven de triviala delarna av spridningen, inklusive initialtillstandet. I specialfallet
med s-vagor, L = 0, ar relationen mellan S och M i den rumsliga partialvigsbasen samt den okopplade
spinnbasen [23]

(4.20)

L:O_l

MO = = (4.21)
Sammanfattningsvis dr det mojligt att studera sammanflitningen av tva nukleoners spinntillstand efter
spridning. Givet ett initialtillstind |xin), en interaktionspotential V', rérelseenergi Ti,p, och spridnings-
vinkel # kan Lippmann-Schwingerekvationen 16sas for att fa ut 7" och dédrmed M. Alternativt kan ett
uttryck for M hittas analytiskt for s-vagor, givet ett uttryck for SL=° med ekvation (4.21). Om sedan ut-
tillstandet berdknas kan graden av sammanflatning métas med exempelvis tvaentropin eller sammanflét-
ningsentropin. Genom att medelvirdesbilda 6ver samtliga initialtillstdnd kan méngden sammanflatning
som operatorn M ger upphov till bestdmmas.
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Implementering

I detta kapitel beskrivs berdkningsproceduren samt implementeringen av de funktioner som anvénds for
att numeriskt berdkna sammanflatningsstyrka och sammanflatningsentropi. Som tidigare ndmnts kontras-
teras det numeriska tillvigagangssattet fran det analytiska genom att s-vagsapproximationen ej behovs.
Detta mojliggor en analys av sammanflitning i realistisk nukleon-nukleonspridning, det vill siga da fler
partialvagor med L > 0 inkluderas. Vidare mojliggér detta analyser av spridningsvinkelberoende och
beroendet av hogre energier.

Ett program har tillhandahallits av Oliver Thim f6r att l6sa Lippmann-Schwingerekvationen (4.14), samt
producera M-matrisen for en given potential [24]. Konvergensen av relevanta parametrar analyseras i
avsnitt 5.3 for att forsdkra att den berdknade M-matrisen dr numeriskt konvergent.

5.1 Berakningsprocedur

Det tillhandahallna programmet &r skrivet i C++ och kompilerades som ett importerbart paket i Python.
Programmet anvéndes for att berdkna Lippmann-Schwingerekvationen i en partialvagsbas med hjilp av
matrisinversion [25]. For att 1osa ekvationen behover anvindaren sitta ett antal parametrar. Antalet olika
partialvagor, 2°T1L;, som uppkommer i basen och inkluderas i 16sningen begrinsas av den numeriska
trunkeringsparametern Jy,,x. Parametern definieras som

J—S|<L<[J+8], J< Jmaes, S=0,1, (5.1)

och begrinsar ddarmed de mdjliga vardena pa det orbitala rorelseméngdsmomentet L. For exempelvis
Jmax = 1 erhdlls partialvagorna 'Sy, 351, ' Pi, 2Py, 3P, och 3D;. Vid 14ga energier dominerar partialvagor
med ett lagt L-kvanttal och saledes ar ett lagt virde pa Jyax en god approximation. I takt med att energin
Okar sa forsdmras approximationen och da behover fler partialvagor beaktas. Detta kraver ett hogre Jyax
som i sin tur medfor att det tar langre tid att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen. Ytterligare en relevant
parameter dr antal gaussiska kvadraturpunkter, IV,,, som diskretiserar Lippmann-Schwingerekvationen pa
integralform till en linjar matrisekvation [21]. Berdkningstiden 6kar d&ven med denna parameter.

De erhallna resultaten har framst askadliggjorts som en funktion av spridningsvinkel och energi, dér
konvergerande virden pa resterande parametrar har blivit ansatta (se avsnitt 5.3). Vad géller modellering
av den starka vixelverkan mellan neutronen och protonen beaktas endast Nijmegen I-potentialen i denna
studie. Denna potential dr endast definierad for J < 9 [12]. Fran programmet erhalls slutligen M-matrisen
i den kopplade spinnbasen, bestaende av spridningsamplituder relaterade till T-operatorn enligt ekvation
(4.15). De sammanflatningsmatt som har anvénts dr definierade for den okopplade spinnbasen, se ekvation
(2.4). Eftersom M-matrisen beridknas i den kopplade spinnbasen, enligt ekvation (2.5), behover den
transformeras till den okopplade basen enligt

Mii = A_lMSMA, (5.2)

dar A ar den transformationsmatris som relaterar baserna genom Clebsch-Gordankoefficienter, se ekvation
(2.6).

Vidare anvinds en Blochsfarsparametrisering for att uttrycka de bada initialtillstdnden, |14) och |¢¥g),
som i ekvation (2.3). Det gemensamma initialtillstandet f6r nukleonerna, |ti,), fas som tensorprodukten
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av deras tillstand enligt

Yin, 1 cos %A - COS 973

i) = Vin2 | _ cos;%‘ - sin %Be“;B (5.3)
Yin, 3 sin %4 e¥4 . cos 28
Yin, 4 sin %‘ei‘“ - gin %BeWB

D& bade sammanflatningsstyrka och sammanflatningsentropi dr funktioner av densitetsoperatorn mas-
te initialtillstandet uttryckas i densitetsoperatorformalism. Eftersom initialtillstanden &r rena férenklas
ekvation (2.7) till py, = |tin) (¥in| och blir d& en 4x4-matris enligt

[Vin, 11 Yin,1¥hno 0 Yin, 1%
Yin, o1 [Wimel® o im0 4

Pin = (5.4)

2

Yin,a¥in 1 Vina¥in o - |[Vina

Darpa fas uttillstandet, pap, genom att utfora matrisalgebran i ekvation (2.9), med M-operatorn i den
okopplade basen. Slutligen erhalls den reducerade densitetsoperatorn p4 enligt ekvation (2.10).

5.2 Monte Carlo-integration 6ver Blochsfaren

For att beriakna medelvardet av sammanflatningsentropin for alla mdjliga initialtillstand utférs en in-
tegrering Gver de tva Blochsfirernas vinklar, 84 och 0p, samt ¢4 och ¢p. Sammanflatningsstyrkan &ar
per definition en medelvirdesbildning genom integrering Gver Blochsfirerna. Alltsa behdver en integral
over samma domén l6sas for att berdkna de tva sammanflitningsmatten. For att berédkna integralerna
numeriskt har Monte Carlo-integration [26] tillimpats:

_ .
I—/Vf(w)dw~ N L) (5.5)

Summan berdknas genom att slumpmaéssigt vilja N stycken punkter @; = (04, 94,05, pp) uniformt fran
integrationsvolymen V. Da nukleonernas Blochsfarer uttrycks i sfariska koordinater fas de = dQ ddp =
(sin(fa) d0a dpa)(sin(fp) dfp dpp). Har slumpas ¢ uniformt inom intervallet 0 < ¢ < 27. D4 6 slumpas

utnyttjas att d%z(o) = sin(f) < sin 6 df = d cos(0), sa att differentialen kan skrivas som

dQadQp = (dcos(04)dpa)(dcos(fp) dep). (5.6)
Definitionsméngden for 6 ar 0 < 6 < 7, och séledes fas definitionsméngden
cos(m) < cos(f) < cos(0) & —1 < cos(f) <1, (5.7)

for cos(f). For att fa en uniform férdelning pa Blochsfaren véljs z = cos(f) uniformt mellan —1 och 1 och
vardet pa 6 fas genom 6 = arccos z.

5.3 Konvergensanalys

Samtliga berdkningsmetoder maste vara numeriskt stabila for att ge tillforlitliga resultat. Darfor gors
tre konvergensanalyser, tvd for parametrarna Jmax och N, till programmet som léser Lippmann-
Schwingerekvationen, samt en for integrationen 6ver Blochsféren.

Programmet som 16ser Lippmann-Schwingerekvationen ger den numeriskt berdknade M-matrisen, vilken
alla numeriska resultat bygger pa. For att halla nere berdkningstiden och samtidigt forsdkra att resultaten
ar konvergenta for de av anvindaren ansatta virden pa Jmax och N, gors analysen i 5.1. Utifran figur 5.1a
framgar det att hogre Jmax ger ett resultat som borjar avvika frén & j, . —o forst vid hogre energier. Det
ar forst vid Jpax = 8 som tvaentropin konvergerar genom hela energiintervallet. Om inget annat ndmns
s& ar kommande resultat genererat med Jy.x = 9. I figur 5.1b presenteras hur tvaentropin konvergerar
for Ny, och det framstar att konvergens ar uppnatt vid N, = 40. I studien har genomgdende N, = 120,
vilket ar ett konservativt val och tillats av programmets effektivitet. For att spara berdkningstid hade

denna parameter kunnat minskas utan att tappa numerisk stabilitet.
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Jmax Np
1 2 3—4—5 5 10—20
—6 —7—8—9 —40 —80
0.4 0.4
= =
o 0.2 4 oy 0.2
07 T T T T 07 T T T T
0 100 200 300 0 100 200 300
Thap [MeV] Thap [MeV]

(a) Konvergensanalys av tvdentropin & for okande (b) Konvergensanalys av tvaentropin & for 6kande
Jl’l’]aX' Np.

Figur 5.1: Konvergensanalys av tvdentropin £ for parametrarna Jmax och Np. Spridningsvinkeln &r
fixerad vid 0 = 112°.

D& berakningen av den genomsnittliga sammanflatningen anvinder sig av medelvéardesbildning 6ver ett
begrinsat antal slumpgenererade tillstand ar det centralt att underséka hur resultatet konvergerar som
en funktion av antalet tillstand. Standardavvikelsen vid Monte Carlo-integreringen ger ett matt pa pre-
cisionen for approximationen i ekvation (5.5), och ges av [26]

(f2) =)
N )
dar (f) ar det aritmetiska medelvirdet 6ver antal samplade punkter, N, och V &r integrationsregionen.

Notera sérskilt att standardavvikelsen ar proportionell mot !/vN och att den numeriska integrationen
dédrmed konvergerar med O0kande antal stickprov.

o=|V| (5.8)

0.3 AT, 0.04 —%W
/
0.25 / 0.03
= 02 / S

0.15 / \

01 / 0.01 7 N (500, 0.006)
1y 2112211101 gl 0008
\ \ \ T 0 T T ] ——
0 100 200 300 94 96 98 910 9l2  9l4
Tiab [MeV] N

(a) Sammanflatningsstyrka medelvirdesbildad 6ver (b) Standardavvikelsen som en funktion av N. Funk-
500 tillstand vid € = 112° och Tiap upp till 300 MeV. tionen &r uppritad mot C/v/'N, dar C &r en kon-
Standardavvikelsen 6kar med Ti.;, for § = 112°. stant som har anpassats mot data. Vid N = 500 ar

ON=500 = 07006. Vid N = 1000 ar ON=1000 = 0,004.
Figur 5.2: Standardavvikelsen, oy, av sammanfliatningsstyrkan for olika energier, Ti,p, och varierande

antal medelvéirdesbildade initialtillstand, N.

For att fa en feluppskattning pa medelviardesbildningen av sammanflatningsstyrkan har standardavvikel-
sen, ekvation (5.8), berdknats for fixerade virden pa energi och spridningsvinkel, Ti,, = 300 MeV samt
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5. Implementering 5.3. Konvergensanalys

6 = 112°. D4 standardavvikelsen dkar med Ti,p f6r 6 = 112° (se figur 5.2a) ger ett hogt virde pa energin
ett konservativt estimat pa standardavvikelsen.

Figur 5.2b visar hur standardavvikelsen av sammanflitningsstyrkan minskar med N. Det noteras att
standardavvikelsen minskar proportionellt med /v, vilket Gverensstammer med ekvation (5.8). Bada
viardena som motsvaras av N = 500 och N = 1000 har markerats. Standardavvikelserna pa ¢ = 0,006
respektive ¢ = 0,004 ar de felmarginaler som anvénts for samtliga numeriska resultat i rapporten. 1000
medelvardesbildningar ger en aning légre standardavvikelse, men ar betydligt mer kostsamt att berdkna.
Dérfér har medelvardesbildningar av 1000 tillstind endast berdknats da spridningsvinkeln varit fixerad,
se figur 6.5. Vid berdkningar 6ver hela vinkel- och energiintervallet har istéllet N valts till 500 tillstand.

For att erhalla ett resultat som uppvisar kvalitativa likheter med ett konvergerat véirde har en stan-
dardavvikelse betraktats som en godtagbar felmarginal. Detta ger ingen absolut undre eller 6vre gréns
for sammanflitningsstyrkan, snarare ett troligt intervall som sammanflatningsstyrkan bor ligga inom.
Utifran det faktum att standardavvikelsen gar mot noll fér 6kande N gar det att dra slutsatsen att
den numeriska Monte Carlo-integreringen &r en konvergerande metod. Vad géller konvergensen av den
numeriska trunkeringsparametern Jpy,,x ar det ej mojligt att avgora hur vél konvergerat resultatet ar for
Nijmegen I-potentialen, da denna potential endast ar definierad for Jy.x < 9. Figur 5.1a antyder dock
att felet har storleksordning pd nagon procent och ses darmed som ett litet numeriskt fel. D& IV, > 40 ger
ett konvergerat resultat kan slutsatsen dras att de numeriska metoderna konvergerar vil fér &ndamaélet i
fraga.
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Resultat och diskussion

Inledningsvis presenteras i detta kapitel den analytiska undersdkningen av lagenergispridningen i avsnitt
6.1. S-matrisen samt det analytiska uttrycket for £(S) for s-vagor hérleds med utgangspunkt i artiklarna
[9] och [10]. Dérefter studeras dven sammanflitningsstyrkan for ME=0 speciellt anviinds effektiv riick-
viddexpansionen i gransen 11,1, — 0. I avsnitt 6.2 foljer resultatet av den numeriska undersékningen av
sammanflatning i spridningsprocessen. En jamforelse mellan det analytiska och numeriska resultatet gors
dven hir, dir sammanflitningsstyrkan for den numeriskt beriknade M och den analytiska ML= jamfors
for energier 11,1, < 6 MeV.

6.1 Analytisk studie av ldgenergispridning

Spinndelen av spridningsmatrisen S och sammanflatningsstyrkan £(S) for tvanukleonsystemet ar mojliga
att hérleda analytiskt for s-vagor i termer av fasskift. De resulterande uttrycken presenteras i referens
[9] samt [10]. T detta avsnitt foljer en harledning av dessa uttryck, dels for att verifiera resultaten men
dven for att fylla i de utelamnade mellanstegen. For s-vagor ar det till spridningsamplituden associera-
de Legendrepolynomet Pp_q(cosf) en konstant och dirmed fas inget vinkelberoende. Ekvation (4.21)
relaterar S¥=0 och ML=, Det analytiska uttrycket for £(ML=) presenteras i form av en analytiskt
svarlost integral vilken berdknas numeriskt med Monte Carlo-integration. M =0 parametriseras i termer
av spridningsldngd och effektiv rdackvidd for att korrigera numeriska osdkerheter i fasskift fran NN-online
[27] i grinsen k& — 0. SL=C-matrisen betecknar i detta avsnitt spridningsmatrisen for s-vigor reducerad
till spinnrummet.

6.1.1 Harledning av S

Fullstindiga berdkningar for hirledningen av S“=° finns i appendix A.1.

S bevarar det totala spinnet [15], vilket medfor att den kan delas upp i en singlettdel Sy och en triplettdel
Sy enligt S = Sy + S1. Den bevarar dven det totala rorelseméngdsmomentet J [15], vilket innebér att
[J,S]=[J,8;]=0Vj = [J?,5;] =0V, med j € {0,1}. Implikationen foljer frin motsvarigheten till
produktregeln fér kommutation.

Det totala rorelseméngdsmomentet givet L = 0 blir J = s4 + sp, dér sy = %a’ ®1lgpochsgp=14® %a
betecknar spinnoperatorn for respektive nukleon i det gemensamma spinnrummet och o = 0,2 +0,§+0.2
ar vektorn av Paulimatriserna. D& blir J2:

3
J2:(sA—I—sB)onz-l—i—B-Zak@Uk, (6.1)
k=1

dar «, 8 ar konstanter och 1 &r den fyrdimensionella identitetsmatrisen.

S; kan skrivas som en linjirkombination av J? och 1 [9], vilket &r ekvivalent med att skriva det som en
linjairkombination av 1 och 22:1 o ® oy enligt ekvation (6.1). Det fas alltsd att

3
szei%j <aj~1+bj~20k®ok>, (6.2)
k=1

for konstanter a;, b; och en fas 0;, dir §; kan bero pa Tiap [9]. Konstanterna ag, by, a1 och by uppfyller
att a; = 3b; och ag = —bg pa grund av att Sy och S; maste projicera pa singlettillstind respektive
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triplettillstand. Slutligen normaliseras S¥=C genom att anvinda att S ar unitdr, STS = 1 vilket ger
ag = /4 och ay = 3/4. Uttrycket {6r S-matrisen for s-vagor blir alltsd

3 3
_ ) 1 1 ; 3 1
L=0 __ __ 126 20
Sii =Sy+S5 =e °<41420k®0k>+6 1<4l+420k®0k>, (63)
k=1 k=1
vilket kan skrivas pa matrisform som
ei20 0 0 0
_ 0 l(eiQ(SO + ei261) l(eiQ(Sl _ ei260) 0
Sii - 0 %(61261 _ 61250) %(61260 + 61251 ) 0 (64)
0 0 0 20

Den blockdiagonala formen pa SE=° uppkommer som en konsekvens av att det endast &r s-vagor som
studeras. Detta innebdr ndmligen att det totala rorelseméngdsmomentet ar lika med det totala spinnet.
Ovan visades att detta fick som konsekvens att .S kan skrivas som en linjarkombination av 1 och Zi=1 0K®
ok, som bada dr blockdiagonala. Spinnbevaringsregler, det vill siga att singletten projicerar pa singlett
och tripletten pé triplett, medfor dven att Soo = S33 samt Sa3 = S32, dér S;; ér matriselement pa rad ¢
kolonn j.

6.1.2 Sammanflatningsstyrka for S
Fullstindiga berikningar for hirledningen av sammanflitningsstyrkan for S“=° finns i appendix A.2.

Ett godtyckligt ickesammanflatat initialt spinntillstdnd skrivs hér, i den okopplade basen, som en direkt
tensorprodukt

Ixin) = (a[1) +6[1)) © (c[1) + d 1)) = ac[t1) +ad[N) + b [I1) + bd [1]) , (6.5)
medan ett godtyckligt spinnuttillstind som kan vara sammanflitat skrivs i samma bas som
IXut) = S [xin) = «[11) + BT +7 1) + 01 - (6.6)

Eftersom S ar unitir bevaras tillstandets norm, sa att uttillstandet blir normaliserat da initialtillstandet

ar det. Sammanflatningsstyrkan £(S) &r en medelvirdesbildning av tviaentropin for en operator, i detta

fall S, 6ver alla direkta tensorprodukter, |xin), [9] och kan dérfor skrivas som

dQ4 dQp
47 Amw

£(8) = 5 A7 )] = s~ 7P =2 [ [af — 16 (67)

dar det har anvénts att A(|xus)) = 2|ad — 87|

Lokala unitéra transformationer, det vill sdga en unitér operator som endast verkar pa ett av delsystemen,
paverkar inte sammanfldtningen vilket ndmndes i avsnitt 2.3. Detta far till f6ljd att de unitdra operatorer
U, som orsakar sammanflédtning kan parametriseras med endast tre parametrar oy, oy, o, enligt [9]

Uy = ei"’“"k@"k, k=x9,z2. (6.8)

Egentillstanden for en operator Uy ér Belltillstdnden |¢7), [¢7), [#T) och |1p~) definierade i ekvation
(2.11) [9]. S ar en unitar operator som ger upphov till ssmmanflatning och blir uttryckt i Bellbasen

ei20 0 0
0 €201 9 0
0 0 e 9
0 0 0 e2%

Sgar’ = (6.9)

Om det rena initialtillstdndet, enligt ekvation (6.5), samt uttillstdndet i ekvation (6.6) transformeras till
Bellbasen kan koefficienterna «, 3, y, & skrivas i termer av SE50-matrisens egenvirden och koefficienterna
for initialtillstindet a, b, ¢, d genom att berdkna S5 [Xin) gy = |Xut)pey- Resultatet blir

a=e?igce
B = 1(e™% (ad + bc) + €% (ad — bc))
v = (€™ (ad + be) + €% (be — ad))
§ = e"01bd.

(6.10)
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Fran ekvation (6.10) kan |ad — B7|? beriiknas, vilket ger

lad — B|* = é|ad — be| (1 — cos(4(6, — dp))). (6.11)

For att medelvéirdesbilda 6ver samtliga initialtillstand parametriseras dessa av 04, 0p, @4, @B pa Blochs-

faren enligt
0 0 ' 0 0 ,
a = cos (;) , b=sin (;) ¥4, ¢ = cos <2B> , d=sin <2B> e'PE, (6.12)

och séitts direfter in i ekvation (6.11). Eftersom (1 — cos(4(d1 — &o))) ér konstant réicker det att integrera

lad — be|* i ekvation (6.7), vilket i Blochsfirskoordinater blir en summa

1
lad — be|* = 3 sin?(04) sin?(0p) cos(2(¢p — pa))+

—cos(¢pp — pa)sin(64)sin(6p) {cos2 (?) sin? (9;> + cos? (9;> sin? (92‘4)] +  (6.13)
04\ . 0B 0B\ . 04 1. .
4 4 4 4 L2 2
+ cos (2)sm (2>+cos (2>Sln (2)+4sm (04)sin*(0p).

Integration av |ad—bc|* forenklas av att termerna i summan ér separabla, vilket medfor att varje parameter
kan integreras separat. De termer i |ad — bc|* med @-beroende forsvinner eftersom var och en av dessa
termers ¢-beroende kan skrivas pa formen e for heltal m, vilket ger noll d& ¢ integreras fran 0 till 27.
Resten av termerna fran uttryck (6.13) integreras alla till 1/9. Detta ger:

dQA dQB 4 1
22T ad — = _. 14
e lad = bel = (6.14)
Slutligen fas
- 11 sin?(2(67 —
£(51=0) = 2[ad — B7 =2 =2 S (1 — cos(4(6; — 8p))) = M7 (6.15)

vilket 6verensstdmmer med uttrycket fér sammanflatningsstyrkan for S-matrisen och s-vagor i referens
[9] samt [10].
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Figur 6.1: Fasskift for singletten 1Sy och tripletten 3S;, samt skillnaden mellan dessa, som funktioner av
Tiap for energier upp till 6 MeV.

For att berikna sammanflitningsstyrkan behovs virden pé fasskift for singletten 1.5y och tripletten 35;.
Dessa hidmtas fran databasen NN-online [27], och illustreras som funktioner av Ti,p, i figur 6.1. Samman-
flatningsstyrkan beror enligt ekvation (6.15) pa skillnaden mellan dessa, d; — dp, som ocksa visas i figuren.
Villkoret for att sammanflatningsstyrkan ska bli noll enligt ekvation 6.15 ar 61 — dg = 7»7/2 for heltal n.
I figur 6.1 observeras detta villkor vara uppfyllt vid 0 MeV och omkring 1 MeV. Fran ekvation (6.15) ar
det tydligt att sammanflitningsstyrkan for SY=9 inte kan anta hogre viirden &n 1/6, och detta sker da
01 — 6p = 7/a + n7/2 for heltal n.
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0.15 0.15
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O | I I I I I I 0 |
0 10 20 30 40 50
Tlab [MGV]
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Figur 6.2: Sammanflitningsstyrkan for S¥=C-operatorn enligt ekvation (6.15) med fasskift frin NN-online
[27]: (a) upp till Tiap = 50 MeV och (b) upp till Tj,p = 6 MeV. Den streckade rutan markerar det omrade
som har forstorats i (b).

I figur 6.2 visas £(SL=0) enligt ekvation (6.15) for Nijmegen I-potentialen, med fasskift frin NN-online
[27]. Det noteras att grinsvirdet fér £(SE=0) gar mot noll nir Ti.p, eller ekvivalent k, gir mot noll. Detta
beror pa att matrisuttrycket for Sffo enligt ekvation (6.4) reduceras till identitetsmatrisen, som ej ger
upphov till sammanflatning, f6r mycket laga energier. Detta kan ses i ekvation (6.3) dér fasskift dp — 0
och §; — w da k — 0 enligt figur 6.1. Vid Tja, ~ 1 MeV observeras i figur 6.2 dven det andra nollstéllet
som forutsades fran figur 6.1. £(SL=0) ses anta det maximala virdet 1/6 i tva punkter, for T, ~ 10 MeV
samt i en skarp topp vid en mycket lag energi. Dessa virden pa Ti,, motsvaras av §; —dg = 7/4 respektive
371'/4.

6.1.3 Sammanflatningsstyrka for M

Relationen mellan S- och M-operatorn &r enligt ekvation (4.21) for specialfallet s-vagor. Detta ger ma-
trisuttrycket for M i den kopplade spinnbasen och rumsliga partialvagsbasen

0i201 _ 1 0 0 0
- 1 0 1(ei20 4 i200 _9)  L(pi20 _ ¢i200) 0
L=0 _ + 5 ' _ 1 _
M =5 | o L2 g2y | LG o gi2n gy g (6.16)
0 0 0 ¢iZo _ 1

En f5ljd av att ME=° har denna form, dir ett stort antal spridningsamplituder ér 0, dr att ett parallellt
initialtillstand inte kan byta spinn. Detta foljer av att firy510 = fanoun = fim=py = 0, och
helt analogt for fi; )1y, 11,11 Om spinntillstdnden inte dndras skapas ingen sammanflitning, s& de
parallella initialtillstanden bor vid laga energier inte bli sammanflatade. Ett antiparallellt initialtillstand
kan dock ge ett sammanflitat uttillstind eftersom spridningsamplituderna fi1) 1) = fliny—ppy) # 01
s-vagsapproximationen.

Eftersom M inte adr unitdr maste uttillstandet normeras innan sammanflitningsstyrkan kan beréknas.
Integration 6ver Blochsfiren ir inte lika trivialt som i det foregdende avsnittet diir £(SE=C) beriiknades.
Formen pé integralen for £(ML=0) blir

— C lad + be|*
ME=0) = : / dQ 4dS
£( ) (47)2 ATB(CL F Jad — bc]2C5)2’
1461 _ 201 _ ,14dp 290 )2
o_ (e 2e €100 4 2e'2%) (6.17)

8 b)
C1 =2(1 — cos(241)),
Cy = (cos(201) — cos(2d)),

dér a, b, ¢, d dr definierade i ekvation (6.12). P4 grund av det rationella uttryck som ska integreras ar
denna utrdkning svar att genomfora analytiskt. Utifran det analytiska uttrycket for Mffo i ekvation
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(6.16) berdknades sammanflatningsstyrkan istéllet numeriskt med Monte Carlo-integration enligt avsnitt
5.2. Varden pé fasskift himtades fran NN-online [27].

For laga energier, dir expansionen enligt ekvation (4.11) &r giltig och spridningsamplituder kan approx-
imeras enligt ekvation (4.12), blir ett approximativt uttryck pa Mffo i termer av spridningslangd och
effektiv rackvidd

B 0 0 0
ME=0 | O s+ F) 5(Fi—Fy) 0
"7l d(m-F) Ym+FR) o
0 0 0 £ (6.18)
1
Fj_ i 9 j:O713
—i—FMkQ—ik‘
(lj 2

dér j = 0 tillhor singletten och 7 = 1 tripletten. Spridningsldngderna ag, a; samt de effektiva riackvidderna
70,0, 70,1 fOr singletten respektive tripletten berdknades genom att anpassa ett polynom med en kvadratisk
och en konstant term till kurvan k cot(d), med data frain NN-online [27]. Det noterades att gransvirdet
limg_,0 k cot(9) divergerar for k < 0,02 fm~! for bade singletten och tripletten, antagligen beroende pa
begriansad numerisk precision hos NN-online. Av den anledningen gjordes kurvanpassningen endast med
varden pa fasskift for & > 0,02fm ™. Resultatet av detta samt virdena pa spridningslingderna och de
effektiva rackvidderna presenteras i figur 6.3. I artikeln [28] presenteras spridningsldngder och effektiva
riickvidder fér 1Sy och 3S;. Dér anges virdena ag = —23,735fm, roo = 2,673fm, a; = 5,435 fm och
ro,1 = 1,852 fm [28] pa dessa parametrar, vilka stimmer relativt vil 6verens med de virden som hittades
hér. De erhéllna védrdena pa ag, ro,0, @1, 70,1 frdn kurvanpassningen i figur 6.3 anvénds vid berdkning av
M*E=0 enligt ekvation (6.18).

—— NN-online /
T 0.1 —— Kurvanpassning T —0.18 7 A
E &
— 0.08 - ~ 027
) <
5 5 0.22
2 0.06 - s :
- - —— NN-online

—0.24 4 —— Kurvanpassning
0.04 E T T T T T T T T T T T
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
 [fn =] k [fm~]
(a) Singlett 'So (b) Triplett Sy

Figur 6.3: Kurvanpassning av kcot(d) som funktion av k, med data fran NN-online. Kurvanpassningen
ar gjord med virden pa k mellan 0,02-0,11fm~!. Spridningslingd och effektiv rickvidd for singletten
respektive tripletten fas till (a) ag = —23,86 fm, 79,0 = 2,70fm och (b) a; = 5,44 fm, r¢; = 1,60 fm.

I figur 6.4a presenteras sammanflitningsstyrkan for M1=0 déir ligenergiapproximationen enligt ekvation
(6.18) anviinds fér energier upp till Ti., = 0,08 MeV och uttrycket for ME=0 enligt ekvation (6.16) an-
vands for Tiup > 0,08 MeV. Skillnaden mellan sammanflatningsstyrkan berdknad med de tva uttrycken
visas dven i figur 6.4b for energier Ti,;, < 0,08 MeV. Denna figur demonstrerar den begrdnsade nume-
riska precisionen i fasskift frain NN-online vid mycket ldga energier. Detta &r dven tydligt fran figur
6.3 dér limy_,o k cot(5(k)) inte existerar. I figur 6.4a observeras att sammanflitningsstyrkan for ME=0
konvergerar mot ett nollskilt viirde d& Tjap, — 0, till skillnad fran £(SL=0).
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Figur 6.4: Sammanflitningsstyrka for MZ=C-operatorn vid sma energier. (a) M*=° konstruerades enligt
ekvation (6.18) for energier upp till Ti.p = 0,08 MeV, och for 6vriga energier enligt ekvation (6.16) med
fasskift fran NN-online. (b) Illustrerar hur fasskift frain NN-online gor att sammanflétningsstyrkan avviker
fran de forvintade virdena, som fas med M “=C-operatorn enligt effektiv rickviddexpansionen, for energier
under 11,1, = 0,08 MeV.

6.2 Numerisk studie

Genom att numeriskt berdkna M-matrisen kan nu sammanflitningen analyseras i den realistiska sprid-
ningsprocessen, dér fler partialvagor inkluderas. Detta tillater analys av hogre energier och introducerar
samtidigt ett spridningsvinkelberoende. Analysen gors for energier upp till T1,, = 300 MeV, samt for
spridningsvinkelintervallet 0° < § < 180°. Sammanflatningsstyrkan berdknades genom att medelvardes-
bilda 6ver ett givet antal tillstand och det konstaterades att sammanflitningsstyrkan konvergerar mot
ett fixt monster 6ver dessa intervall d& antalet partialvagor ckar.

6.2.1 Lagenergianalys och verifiering

I avsnitt 6.1.3 hirleddes MZ="-matrisen analytiskt och dess sammanflitningsstyrka presenterades i figur
6.4a. Diarmed kan validiteten hos den numeriskt erhallna M-matrisen verifieras i féljande figur 6.5.

0.3

—— Analytisk M1=0
—— Numerisk M

0.25

0.15

0.1

Thap, [MeV]

Figur 6.5: Analytisk och numerisk sammanflatningsstyrka for laga energier. Sammanflatningsstyrkan ar
medelvirdesbildad 6ver 1000 slumpgenererade tillstand. Den numeriska berdkningen har Jy.x = 9 och
standardavvikelsen o = 0,004, se figur 5.2b.

For laga energier dr matriserna néstan identiska. Da energin 6kar borjar de partialvigor med L > 0 verka,
vilka ej ingar i den analytiska modellen. Detta extra bidrag till ssammanflatningsstyrkan syns i figuren da
den numeriska kurvan boérjar avvika fran den analytiska med vixande energier. Den analytiska modellen
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dr ddrmed endast realistisk for energier runt nédgra MeV. For storre energier kravs fler partialvagsbidrag,
vilka gor en analytisk 16sning néstintill omdjlig. Ddrmed anvinds den numeriska metoden i den kommande
analysen av sammanflatningsstyrkan for hogre energier samt dess spridningsvinkelberoende.

6.2.2 Jamforelse av sammanflatningsmatt

Nedan jamfoérs matten sammanflitningsentropi och sammanflatningsstyrka, da Jpax = 9. Sammanflat-
ningsentropi dr definierad s& att FE = 1 for ett fullt sammanflatat tillstand. Daremot &r tvaentropi
definierad sa att & = 0,5 for ett fullt sammanflitat tillstand. Da sammanflatningsstyrka dr en medelvar-
desbildning av tvaentropi kommer sammanflatningsstyrkan genomgéende vara mindre &n sammanflat-
ningsentropin.

1.0
1751 175
150 150
125 1251 ﬁ
5 1001 5 1001 '
© 751 ® 754
50 501
251 25
01 01
: 0.0 0.0
0 100 200 300 &(Tjap, 6) 0 100 200 300 (EE)(Tjap, 6)
Tiab [MeV] Tiap [MeV]
(a) (b)

Figur 6.6: Jamforelse av tva sammanflitningsmatt. Notera att firgskalan i figur (a) reflekterar att Eomax =
0,5. Figur (b) d4r sammanflitningsentropi dir EE,,., = 1. Bada figurerna &r genererade med Monte Carlo-
integrering, N = 500.

For att ytterligare studera skillnaden mellan matten askadliggors (EE ) —2&, skillnaden mellan samman-
flaitningsentropi och en omskalad sammanflatningsstyrka i figur 6.7. Sammanflatningsstyrkan skalas om
med en faktor 2 sa att dess maximum sammanfaller med det hos sammanflatningsentropin.
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1251
0.06

1001
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o 757 0.04

50
25 0.02

0_
0.00
0 100 200 300 (EE)—2¢

Tiab [MeV]

Figur 6.7: Skillnaden mellan (E'E) och 2& for Jyax = 9. Notera att 0,10 ger ett maximum pa firgskalan.

Av figuren framgér det &n mer att den medelvardesbildade sammanflatningsentropin alltid ar strikt storre
dn sammanflatningsstyrkan, i enlighet med de analytiska berdkningarna i figur 2.2. Ur figuren gar dven
att se hur skillnaden utgdér mellan 6 — 14 % av (EE). Givet detta kan métten betraktas som relativt
utbytbara och beskrivande av samma fysik. Darmed kommer endast sammanflatningsstyrkan beaktas
framover.
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6.2.3 Partialvagsberoende for sammanflatningsstyrka

Det ar vardefullt att diskutera framvixten av monstret i figur 6.6a med avseende pa Jpax, eftersom det ar
en av parametrarna som paverkar den numeriskt erhéllna M-matrisen, samt for att det ger insikter i sam-
manflatningsstyrkans beroende av energi och spridningsvinkel. Detta beroende framkommer i samband
med att antalet partialvagor okar, alltsd for ett hogre virde pd Jmax 1 enlighet med ekvation (5.1).
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Figur 6.8: Sammanfldtningsentropin, £, som funktion av rorelseenergi, 11,1, och spridningsvinkel, 6, for
okande Jyax. Figurerna genererades med Monte Carlo-integrering 6ver 500 slumpgenererade initialtill-
stand. Observera att £ = 0,35 ger ett maximum péa fargskalan.

Figur 6.8 demonstrerar hur sammanflatningsstyrkan konvergerar till det monster som ses i figur 6.6a da
Jmax Okar. Orsaken till att sammanflatningsstyrkan ar sa pass tydligt Jnax-beroende ér direkt kopplat till
spridningsamplitudens beroende av Legendrepolynomen, se ekvation (4.9). Tre observationer kan goras
frén figur 6.8:

(I) D4 sammanflatningsstyrkan i ndgon man redan konvergerat dd Jy.x = 4 kan slutsatsen dras att
det gar att erhalla en god approximation av sammanflatningsstyrkan for laga Jy.x. Det betyder
att det gar att summera Gver relativt fa L-kvanttal vid representation av planvagstillstandet med
partialvagsbasen (4.8).

(IT) Jmax = 1 uppvisar ett mindre patagligt vinkelberoende i férhallande till figurerna dar Jypax > 1.
Alltsé trunkerar J.x = 1 de tillatna kvanttalen for tidigt, vilket resulterar i att for fa partialvagor
ar inkluderade i M-matrisen. Med andra ord sa ger de Legendrepolynom som medfoljer Jyx = 1
ett svagt vinkelberoende, vilket endast resulterar i en central mod.

(III) Vid laga energier 4r sammanflatningsstyrkan i princip helt vinkeloberoende. D4 endast s-vagorna
ar vinkeloberoende kan det konkluderas att dessa vagor faktiskt dominerar vid laga energier, vilket
stammer 6verens med teorin [21]. D& Ji,ax Okar vixer bidraget fran bland annat partialvigor med
laga L # 0. Dessa partialvagors tillhérande Legendrepolynom inducerar ett stérre vinkelberoende
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som dven ar patagligt vid nagot lagre energier. Detta askadliggors i figuren genom att vinkelbero-
endet borjar tidigare da berdkningarna har utférts med hogre Jpax.

6.2.4 Maximal och minimal sammanflatningsstyrka

Fran den berdknade sammanflatningsstyrkan 6ver hela energi- och vinkelintervallet kan ett maximalt och
minimalt virde faststéllas. Figur 6.9 visar att sammanflatningsstyrkan antar liknande vérden i storre
omraden kring respektive extrempunkter. Saledes fas

Emax = 0,330 £ 0,006, Emin = 0,024 £ 0,006, (6.19)

déar felmarginalen betecknar en standardavvikelse. Att Epax < 0,5, det vill sdga att den erhéllna maximala
sammanflatningsstyrkan &r mindre &n det teoretiska maxvérdet, innebér att det inte finns nagon kombi-
nation av spridningsvinkel och rorelseenergi sa att alla mojliga initialtillstand ger ett fullt sammanflatat
uttillstand. Helt analogt innebar £y, > 0 att det inte finns ndgon spridningsvinkel och rorelseenergi déar
alla initialtillstand skapar ett icke sammanflatat uttillstand. Fér samma rorelsenergi och spridningsvinkel
som ger ett minimum i figur 6.9, fas exempelvis i figur 6.10b ett nollskilt bidrag till sammanflatnings-
styrkan. Felmarginalen dr sa pass liten i forhallande till £y, att slutsatsen i nagon man &r statistiskt
sdkerstalld. Att notera ar dock att &y, dnda ar forhallandevis nédra noll vilket tyder pa att de flesta
tillstand &ar icke sammanflatade eller valdigt lite sammanflatade i detta omrade.
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0.15

0.10
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. - 0.00
0 100 200 300 £(T,p, 6)
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Figur 6.9: Sammanflatningsstyrka for Jpn.x = 9, genererad med Monte Carlo-integrering 6ver 500 slump-
genererade initialtillstdnd. Sammanflitningens maximum och minimum erhélls da Ti,, = 179,6 MeV,
0 = 106,6°, respektive T1,p, = 19,1 MeV, 8 = 1,0°.

Nedan visas tvientropin, ekvation (2.14), for ett parallellt initialtillstind samt ett antiparallellt initial-
tillstand.
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(a) Parallellt initialtillstand, |x) = |[11). (b) Antiparallellt initialtillstand, |x) = |[14).

Figur 6.10: Tvaentropins energi- och vinkelberoende, ddr markeringarna refererar till det maximala vérdet.
Parallella initialtillstand [11) och |]]) ger samma figur och helt analogt for antiparallella initialtillstand

1), 1)
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Fran definitionen av tvdentropin enligt ekvation (2.14) ar det mojligt att héirleda vilket forhallande som
maste gélla mellan spridningsamplituderna i M-matrisen, se ekvation (4.19), for att fa ett icke samman-
flitat uttillstand, det vill siiga tr(p%) = 1. For ett parallellt initialtillstind [11) (helt analogt for ||))) &r
villkoret

[firny- o firn-un = fen-ian firn-nnl =0 (6.20)
Pa samma sétt fas for ett antiparallellt initialtillstand [1]) (analogt for |1)) villkoret

|frn—mn frn -y — frn-mn frp-unl = 0. (6.21)

Det ses i figur 6.10 att tvaentropin for initialtillstdndet |11) &r noll medan den &r nollskild for initi-
altillstandet |1]), for liga energier. Detta bekriftar analysen av parallella jamfort med antiparallella
initialtillstdnd som gjordes i avsnitt 6.1.3, utgdende fran formen pa M for s-vagor. Uttrycket for M E=0
i ekvation (4.21) ger att fly4y 4y, 40,00) = 0, vilket innebér att villkoret i ekvation (6.20) &r uppfyllt
for s-vagor. Detta forklarar varfor parallella initialtillstand inte ger upphov till ssammanflatning vid laga
energier dir s-vigsapproximationen giller. For antiparallella tillstdnd géller enligt uttrycket for M ==0
att firyy—ir, 1) = 0 men firyyp, 1y # 0. Villkoret i ekvation (6.21) dr saledes inte uppfyllt, vilket
mojliggor sammanflatning for antiparallella initialtillstdnd dven vid 1aga energier.
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Sammanfattning

I denna rapport har det studerats i vilken grad M-matrisen fér en nukleon-nukleonspridningsprocess
sammanfldtar de ingdende nukleonernas spinntillstdnd. M-matrisen har berdknats analytiskt for s-vagor
och numeriskt fér L > 0. Sammanflatningsstyrkan studerades ocksa for de analytiska uttrycken pa S0
och MT=0. Speciellt undersoktes griansen Ti., — 0 for ME=0 i termer av effektiv rickvidd och spridnings-
lingd. En jamforelse gjordes mellan den numeriskt beriknade M-matrisen och ML= i ligenergigrinsen.
Sammanflatningsentropi har endast studerats numeriskt for att askadliggora korrelationen mellan matten.
Vidare har ssmmanflatningsstyrkans energi- och vinkelberoende studerats for den realistiska spridningen.
Detta beroende konvergerar mot ett monster for ett 6kat virde pa Jyax. Slutligen har det maximala och
minimala vardet pa sammanfldtning identifierats bade for specifika initialtillstand, i termer av tvaentropi,
samt for medelvirdesbildning av initialtillstand, i termer av sammanflatningsstyrka.

7.1 Slutsatser

De slutsatser som kan dras fran arbetet presenteras nedan och kan delas upp i tre kategorier: (I)-(V)
tillhor de analytiska resultaten i avsnitt 6.1. (VI) och (VII) berdr de jamforelser som gors mellan de
analytiska och numeriska resultaten, samt de slutsatser som &r gemensamma, presenterade i kapitel 6.
Slutligen tillhér (VIII)-(X) de numeriska resultaten i avsnitt 6.2. Ordningen speglar inte slutsatsernas
betydelse.

(I) Det var méjligt att hirleda SL=%-matrisen samt £(SE=0) for s-vigor analytiskt och dirmed repro-
ducera resultatet i [9] och [10].

(IT) Sammanflitningsstyrkans maximala viirde visades vara 1/6 for S¥=0, vilket fis d4 skillnaden i fasskift
mellan tripletten och singletten &r ©/4+n7/2, for heltal n. Maxvardet antas vid Tjap, ~ 10 MeV samt
i en skarp topp vid en mycket lag energi i figur 6.2. Villkoret for att sammanflatningsstyrkan ska
bli noll &r istéllet att skillnaden i fasskift dr »7/2. Nollstéllen for £(S*=C) observerades vid Tj,p, = 0
MeV och ~ 1 MeV i figur 6.2.

(III) T uttrycken for SL=9 och ML= i den okopplade spinnbasen, se ekvation (6.4) och (6.16), ir manga
matriselement noll. Den blockdiagonala formen uppkommer som en konsekvens av att endast s-
vagor studeras. Detta implicerar i sin tur att vissa spridningsamplituder &r noll. En f6ljd av detta
ar att parallella initialtillstand, [t1) eller |]]), inte kan byta spinn och séledes inte kan skapa
sammanflatning vid ldga energier. Ett antiparallellt tillstdnd kan dock byta spinn enligt [1]) — [{1)
och séledes bidra till ssammanflatningen vid laga energier, vilket observerades i figur 6.10.

(IV) Utvecklingen av ML=9 enligt ekvation (6.18), i termer av spridningslingd och effektiv rickvidd for
laga energier, gjordes genom en kurvanpassning av k cot(d) enligt ekvation (4.11). Anpassningen
visas i figur 6.3 och de resulterande virdena pa spridningsliangd och effektiv rdckvidd blev ay =
—23,86fm, roo = 2,70fm, a; = 5,44fm och ro; = 1,60fm. Dessa virden stdmmer relativt vil
6verens med de resultat som presenteras i artikeln [28].

(V) Skillnaden mellan £(M%=0) beriknat med ligenergiapproximationen enligt ekvation (6.18) och
ME=Y_matrisen enligt ekvation (6.16) med fasskift frin NN-online visas i figur 6.4b. Det konsta-
teras att fasskift frin NN-online troligen dr missvisande for riktigt laga energier. Argumentet f6r
detta grundar sig i att gransvirdet limg_,o k cot(d(k)) divergerar, se figur 6.3, vilket inte stdmmer
6verens med teorin, se till exempel ekvation (4.11). Orsaken till felaktiga fasskift &r inte kind men
pa hemsidan utfirdas en varning att de inte kan garantera att all information &r korrekt [27].
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(V)

(VII)

(VIII)

(IX)

(X)

Saledes dras slutsatsen att den mer korrekta sammanflitningsstyrkan for M vid mycket laga ener-
gier, Tiap < 0,08 MeV, beriiknas med uttrycket pa ML= enligt ekvation (6.18) baserat pa effektiv
rackviddexpansion.

Till skillnad fran £(S) sa konvergerar £(M) mot ett nollskilt virde d& Tia, — 0. Detta innebér
ocksa att M-operatorn inte reduceras till identitetsoperatorn for laga energier.

I jimforelsen mellan den numeriska och analytiska berdkningen, se speciellt figur 6.5, ar det tydligt
att approximationen med s-vagor endast ar giltig for energier mindre &n nagra fa MeV.

Matten sammanflatningsstyrka och medelvirdesbildad sammanflatningsentropi korrelerar i stor
grad till varandra sa att (EE) ~ 2£. Matten har dock subtila skillnader, vars magnitud samt
energi- och vinkelberoende kan ses i figur 6.7. Dar framgar det att skillnaden mellan matten mot-
svarar 6 — 14% av (EE'). Trots dessa skillnader d4r matten i princip utbytbara och beskriver samma
fysik. Darmed géller de kommande slutsatserna dven for sammanflatningsentropi.

For Juax > 4 inkluderas ett tillridckligt stort antal partialvagor for att beskriva sammanflatnings-
styrkans rorelseenergi- och spridningsvinkelberoende utan ett betydande trunkeringsfel. Detta kan
fastslas da figur 6.8 nar sitt konvergerade utseende i figur 6.8d dér Jy.x = 4. Om man 6nskar ana-
lysera sammanflatning vid héga energier med sa stor noggrannhet som mojligt dr det fordelaktigt
att trunkera de tillatna partialvigorna senare genom att 6ka Jyax, se figur 5.1a.

Det erhallna maximala vardet pa sammanflatningsstyrkan skiljer sig fran det teoretiska maxvérdet,
vilket leder till slutsatsen att det ej existerar nagra specifika roérelseenergier och spridningsvinklar
som ger ett fullt sammanflatat uttillstand for alla mojliga initialtillstand. Den ldgsta sammanflét-
ningsstyrkan &r liten och nollskild, se figur 6.9. I de regioner ddr sammanflatningsstyrkan &r lag kan
man dra slutsatsen att alla initialtillstand antingen ger mycket svagt sammanflatade uttillstand,
alternativt att valdigt fa starkare sammanflatade uttillstand bildas.

7.2 Vidare studier

I framtida undersokningar bor fler potentialer &n Nijmegen I beaktas. Det skulle da vara mdjligt att
understka sammanflidtningens ursprung i den starka kraften. Forslagsvis kan det d&ven undersokas om det
finns specifika tillstind som inte ger upphov till ndgon sammanflatning alls, och omvént. Det hade dven
varit av intresse att studera fler sammanflitningsmatt for att i storre utstrackning se hur valet av matt
paverkar graden av sammanflitning. En mer matematiskt inriktad fortsdttning pa detta arbete skulle
kunna vara en djupare analys av vinkelberoende och Legendrepolynomens paverkan pa det erhallna
monstret i figur 6.6. Detta skulle i sin tur kunna ge utokad forstéelse i varfor vissa spridningsvinklar
och rérelseenergier leder till mer sammanflitning #n andra. Det var inte mojligt att berdkna &(ML=0)
analytiskt under den givna tidsramen. En 16sning av integralen (6.17) skulle vara onskvért for att hitta
det analytiska uttrycket pa £(M) for s-vagor.
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Extramaterial till harledning av S
och sammanflatningsstyrka for S

I detta kapitel presenteras utelimnade detaljer som krivs for hirledningen av S¥=%-matrisen och sam-
manflatningsstyrkan for denna, for s-vagor vid laga energier, som gors i avsnitt 6.1.

A.1 S-operatorn

Hirledningen av S“=C-matrisen i avsnitt 6.1.1 grundar sig pa att S*=% kan skrivas som en linjarkombi-
nation av J? och 1. Detta foljer fran att bada termerna i SL=° = Sy + S; oberoende bevarar det totala
rorelseméangdsmomentet J sa att [J,S;] = 0 for j = 0,1. For att visa att S; for j = 0,1 och séledes &ven
SE=0 kan skrivas som en linjirkombination av 1 och J2 kriivs att [J2,S;] = 0 for j = 0,1. Det inses att
[J,5;]=0 = [J Z,Sj] = 0 genom att anvinda motsvarigheten till produktregeln fér kommutation:

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B. (A1)
Denna bevisas enkelt genom utveckling av hogerledet enligt

A[B,C] +[A,C]B = A(BC — CB) + (AC — CA)B = ABC — CAB = [AB,C].

I och med bevaring av J géller fér j = 0,1 ekvivalent uttryckt
[J,Sj] =0 «— [JZ,SJ] =0 Vie {1,2,3}. (A2)

Utvecklas J? i uttrycket [J2,S;] f&s dirmed

3
Z ‘]i27 S;
=1

dar produktregeln for kommutation, ekvation (A.1), har anvénts i nést sista steget och bevaring av J,
ekvation (A.2), anviints i sista steget. Detta bevisar att [J,S;] =0 = [J2,5;] =0 for j = 0,1.

3 3
=Y 28] = > (JilJiSi] + [Ji,85] i) = 0, (A.3)

i=1 =1

[JZ,S]'] =

For s-vagor ar alltid L = 0, vilket effektivt innebér att operatorn L = 0, sa att J = sa + sp déar s4, sp
ar spinnoperatorerna for respektive partikel i det gemensamma spinnrummet. Dessa operatorer kan i den
okopplade spinnbasen skrivas som s4 = %o’@ lpochsp =14® %a dar 1; for i = A,B ar tvadimensionella
identitetsmatriser, o = 0,% + 0,9 + 0.2 och 04,0y, 0. &r de tvidimensionella Paulimatriserna. Nu kan
J? uttryckas i termer av Paulimatriserna (dir x,y, z ersatts av 1,2, 3) enligt

1
J2:(3A+SB)2:Z(U®1B+1A®U)(U®1B+1A®U):
1
:Z((U®13)2+(U®1B)(1A®o’)+(1A®o')(a'®13)+(1A®0')2): (A1)
1 3 3 3 1 3
4<3~1+ ak®0k+20k®ak+3~1>2~1+2-Zak®ak,
k=1 k=1 k=1

dér 1 &r den fyrdimensionella identitetsmatrisen. Darmed kan .S;, som kunde skrivas som en linjarkom-
bination av J2 och 1, dven uttryckas som en linjirkombination av 22:1 o ® o och 1.
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For att bestdmma koefficienterna i linjarkombinationerna fér Sy och S; anvinds att dessa operatorer
oberoende bevarar det totala spinnet, sa att de tva kanalerna med S = 0 (singlett) respektive 1 (triplett)
inte dr kopplade, samt att S-operatorn ér unitiar STS = 1.

Projektion av singlett och triplett

De tva kanalerna som finns for s-vagor dr 'Sy och 3S;, som har olika virden pa spinnet och siledes inte
kopplar mellan varandra. Alltsd maste ett initialtillstand pa singlettform, vilket motsvarar S = 0, ge ett
uttillstand pa singlettform och motsvarande for triplett under verkan av S¥=9 = Sy+5;. D4 den kopplade
basen dr en komplett bas for %y, krévs ddrmed av Sy att denna projicerar ett triplettillstdnd péa
nollvektorn, och motsvarande for S; verkande pa ett singlettillstind. Darfor studeras nedan projektion av
singlett- och triplettillstand pa nollvektorn, under verkan av Sy respektive Sy i den okopplade spinnbasen.

Paulimatriserna definieras enligt

01 =04 = {(1) (1)} , Og =0y = {(3 _01 , 03 =0, = {(1) _01] , (A.5)
vilket ger
0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0 O
Or Q0y = 8 (1) (1) 8 , Oy Qoy = 8 (1) (1) 8 , 0, R0, = 8 _01 _01 8 (A.6)
1 0 0 0 -1 0 0 O 0 O 0 1

Fér uttrycket som hittats fér S; i ekvation (6.2), S; = €% (a; - 1+ b; - Zizl o) ® oy) i den okopplade
spinnbasen, fas da foéljande matrisuttryck:

1 0 00 1 0 0 0
_i2s, 10010 0 0 -1 2 0 _
Si=e™alg 0 1 0/ Thilo 2 1 of |7
0 0 0 1 0 0 0 1
(A7)
aj+bj 0 0 0
_ 6i25j 0 aj — bj 2bj 0
0 2bj (Ij—bj 0
| 0 0 0 a; +b;
Ett generellt singlettillstand i den okopplade basen kan skrivas som
0
1 . 1
_ ip
= —e , A8
o = 5 | ) (A8)
0

dar tillstandets fas ¢ kan véljas godtyckligt. Om S nu verkar pa singletten och far féljande vektorekvation
pa grund av att kanalerna inte dr kopplade sa att Sy |xo) = 0:

(a1 + by 0 0 0 0
1 ... 0 a;—b 2b 0 1
T i 120, 1 1 1 _
Sl ‘X0> N \/Qe ¢ 0 2b1 a; — bl 0 -1
0 0 0 ay + b1 0
0 0 (A.9)
_ L Lisgiza | @1 =300 | 10
\/§ —al + 3b1 O
0 0
= a1 = 3b;.

Detta resulterar alltsa i sambandet a; = 3b; for koefficienterna i S;. P4 samma sétt fas om Sy verkar pa
ett godtyckligt triplettillstand (en generell normerad linjirkombination av de olika triplettillstdnden) att
ag = —bo.

A-2
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Det fas alltsa, i den okopplade spinnbasen, att

3
Sy = e'2%0 (aol —ag Zok ® 0k>

k=1

(A.10)
. 1 3
S = 61251 (all + gal Zcrk X O'k) s
k=1
s& att S=0 pa matrisform blir
0 0 0 0 a1 0 0 0
_ 25, |0 2a0  —2ap 0 ; 0 2a1 2a1 O
L=0 _ _ 280 0 0 128, 1 1 _
Sip =SS =" g o0y 200 0] 7€ 0 24 Yo 0 |7 (A1)
0 0 0 0 0 0 0 34
— ei25oA+ei261B’
dar matrisernas beteckningar A och B har inforts for att forenkla notationen.
Normalisering av S
S #r unitér vilket innebér att STS = 1:
(SiLi:O)TSfi:O — (67i260AT + efi26lB]‘)(ei25gA + ei26lB) — N
12
= ATA 4+ BIB 4 ¢2(61=00) AT B 4 (2(00=01) gt 4 — 1 ( )
For matriserna A och B fas foljande relationer:
0 0 0
0 S8lag/* —8lag)> 0
A 0 0
AA=10 _8laol2 8laol? 0
0 0 0 0
%:\a1|2 0 0 0
0 §|a1|2 §|a1|2 0
B'B = A13
0 §|a1|2 §|a1|2 0 ( )
0 0 0 19—6|al|2
0 00O
t 0 0 0O
'B—RTA =
AB=BA= 0 0 0 0|’
0 00 O
vilket innebéar att
0 0 0 Llai]? 0 0 0
- - 0 8lagl> —8lag/? 0 0 8lai]?  Blay|? 0
L=0\t gL=0 _ 0 0 1 1 _
(Sii ) S$$ 0 _8‘a0|2 8|CLO|2 O + O §|a1|2 %‘a/llz O 1 (A].4)
0 0 0 0 0 0 0 Blaf
Fran detta fas ett ekvationssystem som kan 16sas for att hitta koefficienterna enligt
Tlaif =1 lao| = 1
8\a0\2+%|a1|2:1 — { Ol § (A15)
all = =.
—8ag|? + §as|* = 0 o
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D4 ag och a; viljs reella och positiva fas slutligen uttrycket pa S“=%-matrisen som

1 000 1 0 0 0
_ . 1{0 1. 0 0 10 =1 2 0
L=0 __ 1269 - _
Sip = 1lo o1 0ol 1lo 2 -1 ofl]"
00 0 1 0 0 0 1
1 000 1 0 0 0]
4 310 1 0 0 10 =1 2 0
1261 _ —_ =
e 21001 ol Talo 2 -1 0 (A.16)
00 0 1 0 0 0 1j
201 0 0 0 ]
0 l(ei250 +6i261) 1 67;251 6i260) O
= 0 g(em&l _ei260) 2(61260—'—61-251) .0
0 0 0 e |

A.2 Sammanflatningsstyrka for S

Samstdmmigheten A(|x)) definieras som

A = {xloy ® 3yl . (A17)
For ett uttillstdnd i den okopplade basen |xut) = «|11) + S [1) + v [41) + 6 |4), blir
[0 0 0 -1 *

o
e A R (N I B 4
-1 0 0 O 0*
gt (A.18)
_ [04* B 5*] g: = " + B+ B — et
[ —a”
— 28" — a*6).
Beloppet av detta blir, eftersom |z*| = |z|:
2(8%y" — a®6%)| = 2[(By — ad)"| = 2|By — ad| = 2|ad — By]. (A.19)

Tvaentropin, vilken definieras enligt €5(|xut)) = 3A2(|xut)) blir d& i termer av o, 3, v, 0
Ex(Ixur)) = 2|ad — By[*. (A.20)

For att medelviardesbilda 6ver tvaentropin och darmed berdkna sammanflatningsstyrkan behover ekva-
tion (A.20) uttryckas i termer av a, b, ¢, d for att sedan integreras 6ver Blochsfaren. Relationen mellan «,
B, v, 6 och a, b, ¢, d hirleds enklast i Bellbasen, pa grund av att detta dr egenbasen for S. Transforma-
tionsmatrisen fran den okopplade basen {|11), [11), [{1), |[{4)} till Bellbasen {|¢F), |¢7), [¥), | ™)}

ar

10 0 1

1 {10 0 -1
T_ﬁ 01 1 o (A.21)

1 -1 0

SL=0_matrisen blir da i Bellbasen, dér S“=C-matrisens element i den okopplade basen &r definierade i
ekvation (A.16),

10 0 17[S: 0 o0 o0 1 1 0 0
_ o1 L1 0 0 =10 Sy S ollo o 1 1
L=0 _ L=0p—1 _ * 22 23 _
Spar =TS T “210 1 1 0 0 Sy3 Sy O 0 0 1 —-1|"
01 -1 0 0 0 0 S|t -1 0 o0
, (A.22)
Sy 0 0 0 €20 0 0
0 Snin 0 0 0 e 9 0
o0 0 =S g | T g 0 2
0 0 0 S22 0 0 0 e
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Initialtillstdndet |xin) = (a|1) +04) @ (¢|1) + d L)) = ac|T1) + ad [T1) + be [{1) + bd |{]) blir i Bellbasen

10 0 1 ac (ac + bd)
B 1 1.0 0 -1 ]ad| 1 [(ac—bd)
[Xin)gen = T |X1H>T¢ - ﬁ 01 1 0 be| — 2 |(ad+be) |’ (A.23)
01 -1 0 bd (ad — be)
och uttillstandet |xue) = [11) + B14) + v |41 + 6 |14) blir
10 0 1]/e (a+0)
1 {1 0 0 -1| |8 1 | (a—9)
u =T |xu = = . A24
|X t>Be11 ‘X t>T,|, \/i 0 1 1 0 v 5 (5+7) ( )
01 -1 0 4] B-")
Da fas - )
e;él @Eac + bd; \@Ea + 5§
e'“°r = (ac — bd —=(a =9
= 5L=01,. = | . V2 V2
|Xut>Bc11 SBell ‘X1H>Bcll 61261 %(ad + bc) %(ﬁ + ’}/) ’ (A~25)
20 (ad —be)| | (5 7)
vilket ger en relation mellan «, 8,7, och a, b, ¢, d enligt
a=eac
1, . .
B = 5(61261 (ad + be) + 2% (ad — be))
1 ‘ (A.26)
v = 5(61261 (ad + be) + 2% (be — ad))
§ = ebd.
Fran detta dr det nu méjligt att berikna |ad — Bv|? vilket blir:
, 1 . , 2
lad — By|? = |9 abed — 1(61461 (ad + be)? — €% (ad — be)?)| =
L ias 2 ids 2 ’
= |= ("' (ad — bc)* — e (ad — bc)?)| =
4 (A.27)

2

1 . .
‘4(0,(1 o bc)2(ez451 o 61460)

— é|(ad — be)**(1 — cos(4(61 — )))-
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