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Forord

Vi vill borja med att tacka vara handledare Maria Roginskaya och Hana Dobsicek Trefna for deras
goda vigledning och stod under hela arbetet. Ett speciellt tack gar ocksa till Saiil Llacer Navarro,
for assistans i berdkningsprogrammet Solidworks samt assistans vid laborationen. Ett tack gar
dven till Massimiliano Zanoli, for hans hjilp med simuleringsdata samt utbildning i CST.

Bidragsrapport

Arbetsfordelningen har i stort satt fordelats jamnt i gruppen.
Erik von Bromssen har haft huvudansvar fér utvecklandet av optimeringsalgoritmen i Matlab.

Rebecca Henrysson och Olivia Stensota har haft huvudansvar for de simuleringar som skett i
Solidworks.

Emelie Johansson har haft huvudansvar fér rapporten och 3D-utskriften av gjutningsformen.
Samtliga deltagare har varit med vid de experimentella testerna.
Samtliga deltagare har &ven hjélpts at da det behdvs.

Alla deltagare har skrivit olika delar av rapporten men den har bearbetats och korrekturldsts av
alla.

I gruppens dagbok finns tydligare anteckningar om vad som gjorts under arbetetsgang och &ven i
tidsloggen gar det att finna vad enskilda gruppmedlemmar gjort.



Popularvetenskaplig presentation

Kan matematik optimera cancervarden?

Med hjialp av matematiska optimeringsmetoder beriknas den mest optimala place-
ringen av en kylkanal inuti en applikator som anvinds vid cancerbehandling. Appli-
katorn sinder ut mikrovagsstralning som virmer upp tumoérer och uppviarmningen i
sin tur hjilper den huvudsakliga cancerbehandlingen, sdsom stralning eller kemote-
rapi. For att uppvarmningen inte ska skada frisk vidvnad, behovs en vil fungerande
kylanordning, vars utveckling nu har tagit ett steg framat.

Det dr idag inte helt ovanligt att drabbas av cancer, en sjukdom som forskare virlden 6ver kimpar
med att utrota. Vid behandling av carcinom, alltsd cancer som uppstar som stérre tumérer, har
man sett positiva resultat vid uppvarmning av tumoéren, sa kallad hypertermi. Behandlingen har
anvénts tillsammans med andra likemedel, eftersom d& tumérvivnader varms upp till cirka 40-
43 °C bidrar varmen till ett béttre resultat vid stralbehandling, men &ven effektivare behandling
med kemoterapi. Den hoga virmen kan ocksa medféra att vivnader genomgar celldéd. De hoga
temperaturer som behovs for hypertermibehandling kan ge biverkningar i form av virmebléasor pa
friska vdvnader. For att forhindra blasornas uppkomst behovs en kylanordning som kan kyla huden
samtidigt som tumoéren varms upp.

Cancer i halsomradet &r intressant att behandla med hypertermi d& det ofta &r svart att operera
tumorer i omradet och det dérfér krévs andra behandlingssétt. Ett sétt att behandla denna typ
av tumorer dr med hjélp av en anordning bestdende av nio antenner, som placeras runt halsen.
Antennerna skickar ut mikrovagsstralning, som fokuseras i tumorerna, vilket bidrar till en upp-
varmning koncentrerad just i tumorerna. Antennerna &r si pass stora att de behover placeras med
ett avstand pa 10 cm fran huden om alla nio skall fa plats. Eftersom mycket av effekten fran an-
tennerna gar forlorad, pa grund av reflektion, d& mikrovagorna passerar fran luft till hud, &r det
fordelaktigt att ha ett annat medium mellan antenner och hud. Ett slime-liknande material, en
s& kallad hydrogel, som bestar till 99 % av vatten och till 1 % av naturliga polymerer, placeras
mellan antenner och hud. Denna hydrogel anvinds, forutom som medium fér mikrovagorna, for
att kyla de friska vdvnaderna. Hydrogelen ger dock inte tillracklig kylning sjalv, darfor placeras
kylkanaler av plast inuti hydrogelen. Tanken &r att kallt vatten ska fldda genom kylkanalerna under
behandlingen.

For att fa en sé effektiv kylning som mdjligt anvéndes ett berdkningsprogram for att optimera hur
kylkanalerna skall placeras och formas. Optimeringsalgoritmen utgick fran att cirka tio punkter
placerades ut pa olika héjder, darefter drogs en linje mellan dessa punkter for att fa kylkanalens
form. Algoritmen placerade ut punkterna med malet att minimera medeltemperaturen pa hela
huden.

Det &r alltid viktigt att kontrollera berédkningar pa olika sétt for att styrka resultaten. Detta gjordes
genom att den berdknade kylkanalen mélades upp i ett rit- och simuleringsprogram for att testa ifall
temperaturangivelsen i optimeringsalgoritmen stdmde. Berdkningarna kontrollerades dven genom
ett test i verklig miljo dar skillnaden pa en helt rak och en bojd kylkanal testades.

Formen som erholls fran algoritmen var for svar for att kunna séttas upp under laborationen,
darfor fick den forenklas. Efter forenklingen spandes en kylkanal upp i en gjutningsform utefter
den forenklade formen. Déarefter halldes hydrogelen i och allting fick st i kylskap 6ver natten for att
stelna, for att morgonen efter borja med laborationen. Aven hydrogelen med den raka kylkanalen
gjordes och fick sta i kylskap.

Denna laboration gjordes inte med kylning, istdllet virmdes hydrogelen upp for att lattare kon-
trollera att bade hydrogelen med den raka kylkanalen och hydrogelen med den bojda kylkanalen
hade samma starttemperatur. D& hydrogelerna placerats i ett kylskap 6ver natten, vilket innebar
att de bada hade samma temperatur som kylskipet.

Samtliga tester, savil berdkningar som simuleringar och laborationen, gav goda resultat; det som
berédknades i berdkningsprogrammet stdmde Gverens med verifieringen i simuleringsprogrammet.



De sméa skillnaderna som uppstod kan bero pa att simuleringsprogrammet anvénder fler materi-
alkoefficienter &n berdkningsprogrammet. Resultatet av experimentet (som tidigare ndmnt var en
uppvirmning) var att en bojd kylkanal gav upphov till en inhomogen uppvarmning medan en rak
kylkanal gav upphov till en homogen uppvéirmning.

Algoritmen fungerar bra — men det finns rum for férbéattringar. Till exempel kan man studera
hur kylningen fordndras under en behandlingstid, d& den omgivande temperaturen stiger under en
behandling. Med dessa vidareutvecklingar skulle hypertermibehandling innefattandes en hydrogel
med kylanordning vara &nnu ett steg ndrmare sjukhusens behandlingsrum och fler liv skulle kunna
raddas.



Sammandrag

En optimeringsalgoritm fér utformningen av en kylanordning, gjord fér behandling av can-
cer med hypertermi, utvecklades. Ett optimeringsproblem begrénsat av en partiell differen-
tialekvation — den tidsoberoende viarmeledningsekvationen —Au = f — stélldes upp 6ver
variabler som beskriver geometrin av tva kylkanaler. Varmeledningsekvationen l6stes i en do-
mén ) som representerar en del av en hypertermiapplikator. Malfunktionalen att minimera
ar medeltemperaturen pa en patients hud, fFl u dS, dar I'; &r den del av € som representerar
patientens hud. Denna algoritm implementerades med en gradient projection-metod och en
finit differenslésare. Algoritmen verifierades &ven, bade numeriskt och experimentellt med go-
da resultat. Resultatet pavisar en fungerande optimeringsalgoritm, dock under begriansningar.
Med de forenklingar som gjorts har vi hittat en metod att optimera kylkanaler for en for-
battrad kylning. Algoritmen beh6ver dock vidareutvecklas for att battre spegla verkligheten
och mojliga behandlingsfall bor undersdkas. Med en fullt fungerande optimeringsalgoritm utan
begransningar kan behandling av hypertermi anvindas med minskad risk for brannskador.

Abstract

An optimization algorithm for a cooling system, created for cancer treatment with hyperther-
mia was developed. An optimization problem restricted by a partial differential equation —
the time independent heat equation —Awu = f — was formulated over the variables describing
the geometry of two cooling channels. The heat equation was solved in a domain 2 that
represents part of the hyperthermia applicator. The objective functional to minimize is the
average temperature of the patients skin, fl“l u dS where I'; is the part of © that represents
the patients skin. This algorithm was implemented with a gradient projection method and a
finite difference solver. The algorithm was also verified, both numerically and experimentally
with good results. The results demonstrate a functioning optimization algorithm, but with
limitations. With the simplifications made we found a method to optimize cooling channels
for an improved cooling. However, the algorithm needs to be further developed to better
reflect reality and possible treatment cases should be investigated. With a fully functioning
optimization algorithm without limitations, hyperthermia treatment can be used with reduced
risk for burns.
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1 Inledning

Begreppet hypertermi innebér extern uppvarmning av viavnad . Metoden har ett flertal anvénd-
ningsomraden, ett av dessa dr inom cancerbehandling . Behandlingen anvénds som komplement
till andra behandlingsmetoder, for da vavnader virms upp till 40—43 °C 6kar blodgenomstréomning-
en och kénsligheten for behandling med stralning och kemoterapi . Vid sa hoga temperaturer
kan tumodrvavnader dven genomgé celldod, medan friska vévnader kan fa blasor da det uppstar
obnskade hotspots, alltsd omraden dar temperaturen 6verskrider 40 — 43 °C. Det &r darfor viktigt
att rikta uppvirmningen s att endast cancercellerna paverkas och dessa hotspots undviks.

Microwave hyperthermia for cancer treatment &ar ett projekt som utférs pa Chalmers . En del av
projektet innefattar utveckling av en applikator som placeras runt halsen pé patienten och genom
hypertermi behandlar tumérer inom halsomradet. Anordningen har nio antenner som sénder ut
mikrovagor, se figur [I] Pa grund av den hoga effekten behover antennerna kylas, vilket gors med
en kylanordning bestaende av cirkulerande avjoniserat vatten . Antennerna &r fokuserade s att
det uppstar maximal intensitet i tumoérerna, men den narliggande védvnaden kommer oundvikligt
att varmas upp.

Figur 1: En prototyp fér applikatorn, utvecklad pa Chalmers (publicerad med tillstand av
Hana Dobsicek Trefna).

Da det &r stor skillnad i permittiviteten pa luft och ménsklig vévnad |5| absorberas en stor effekt i
huden vid materialévergangen. For att hindra att huden skadas av uppvérmningen fran den absor-
berade effekten placeras i nuldget vattenfyllda pasar mellan antennerna och huden @, da vatten
har en permittivitet ndirmare ménsklig vivnad. Pasarna kan inte anpassas helt efter applikatorn
vilket medfor att det uppstar luftfickor. En 16sning pa problemet utvecklas pa Chalmers ; en sa
kallad hydrogel placeras mellan antennerna och patientens hud. Hydrogelen bestér av 99 % vatten
och 1 % hydrofila polymerer, se figur [2l Denna hydrogel kan béttre formas efter applikatorn till
skillnad fran pasarna, vilket innebéar att luftfickor kan undvikas.



Figur 2: Hydrogelen (publicerad med tillstdnd av Hana Dobsicek Trefna).

Ett av hydrogelens syften dr att kyla huden under behandlingen. Hydrogelen kan didremot inte pa
grund av dess laga virmeledningsforméaga [5| leda bort virme fran patientens hud tillrackligt snabbt
for att undvika brénnskador pa huden. Ett kylsystem till hydrogelen behover darfér introduceras.
Tidigare har forsok utforts med hal i hydrogelen dar vatten flédat, vilket gav hog kyleffekt med
minimal inverkan péd det elektromagnetiska filtet (EM-filtet), ddremot fanns problem med att
fasta in- och utflode av vattnet i hydrogelen @ En annan metod &r att istéllet anvinda kylkanaler
av plast som vatten flodar genom. Det &r enklare att dra kylkanalen genom hela hydrogelen; da
uppstar inte problemet med ldckage vid hydrogelens 6ppning. Dock har kylkanalerna en viss effekt
pa EM-faltet da plasten kan paverka utspridningen av EM-féltet pa oonskat sétt.

1.1 Syfte

Syftet med arbetet &r att skapa en optimeringsalgoritm for kylning av huden under hypertermibe-
handling i halsomradet. De resulterande geometrierna ska vara tillrdckligt effektiva for att undvika
att den friska vavnaden skadas.

1.2 Avgransningar

For att kunna na syftet under den tid som avsatts for projektet har vissa avgrénsningar gjorts.
Dessa avgrénsningar presenteras nedan.

Vi utgar fran en forenklad geometri gentemot den verkliga applikatorn: hydrogelen férenklas till en
ihalig cylinder av homogent material; antennernas egna kylsystem antas vara fullt fungerande med
en konstant temperatur pa 5°C — hydrogelen modelleras darfér med en konstant temperatur,
5°C, pa mantelytan. Vi tar inte heller hdnsyn till hur utspridningen av EM-filtet péaverkas av
kylkanalerna.

Att kunna variera formen pé kylankanalen godtyckligt under optimeringen vore optimalt, men da
detta leder till en fér komplex modell och méjligen en orealistisk form pa kylkanalen valde vi att
modellera kylkanalen som en styckvis linjar kurva mellan ett fatal nodpunkter. Arbetet begréinsas
dven till att enbart studera hur maximalt tva kylkanaler paverkar temperaturen.

1.3 Sambhalleliga och etiska aspekter

Kylkanalerna skapas av nylon 6, d&ven kallat perlon, vilket &r en slags konstfiber, ndrmare bestamt
en polyamid . Néar kldder av detta material tvéttas lossnar mikroplaster vilket ar skadligt for
naturen pa olika sétt; dels genom att bidra till nedskrépning, men mikroplasterna kan d&ven hamna
i dricksvatten och i havet dér fiskar misstar detta for mat . P& sa sédtt riskerar alla djur att fa
i sig dessa farliga plaster. Det finns anledning att tro att mikroplaster kan lossna &ven nér vatten



flédar genom kylkanalerna i var hydrogel. Hydrogelen, diaremot, ar gjord av naturliga polymerer
(LBG, xanthan samt agar [2]) och ddrmed nedbrytningsbar.

1.4 Rapportens utformning

Resterande sidor av rapporten ordnas som f6éljande; férst presenteras framtagandet av den matema-
tiska modellen, hur denna utvecklats till en mer avancerad modell samt de parametrar som anvénts
under optimeringen. Déarefter foljer ett avsnitt om hur den matematiska modellen verifierats i ett
simuleringsprogram samt genom experiment i verklig miljo. Rapportens sista delar redovisar de re-
sultat som astadkommits samt diskussion och slutsats. Rapporten avslutas med rekommendationer
féor kommande studier inom dmnet.

2 Matematisk modell

Projektets kommande kapitel beskriver tillvigagangssattet for utvecklandet av en optimeringsalgo-
ritm for ett kylsystem. Utvecklingen utférdes i olika steg; initialt utvecklades en férenklad modell
som inneholl flertalet avgransningar och dérefter utvecklades en mer avancerad modell som tog
hénsyn till bland annat antennernas inverkan.

I bada modellerna som beskrivs nedan anvinds cylindriska koordinater (r,0,z), dir r &r punktens
avstand fran origo projicerat pa xy-planet och 6 &r vinkeln mellan den positiva z-axeln och pro-
jektionen av punktens ortsvektor ner pé xy-planet. Avbildningen x = rcosf, y = rsinf ger da
omvandlingen fran cylindriska till kartesiska koordinater. Om vérden anges pa dessa koordinater
anges alltid 7 och z i centimeter och @ i radianer.

2.1 Forenklad modell

Projektets forsta steg var att konstruera en enkel modell med ett antal férenklingar, detta for
att bekréfta att var tdnkta 16sning var rimlig och implementerbar. Forenklingarna innebar en
optimering baserad pa ett homogent viarmeflode fran huden, att det tidsoberoende jamviktslaget
betraktades och att endast en kylkanal anvéindes.

2.1.1 Geometri

Hydrogelen modelleras som en ihalig cylinder med innerradien 10 cm, ytterradien 20 cm och héjden
10 cm, valda godtyckligt. Kylkanalen modelleras som en styckvis linjar kurva, interpolerad mellan
n stycken noder. Lat Z vara méngden av alla noder och lat nod i € Z ha koordinater (r;,0;, 2;).
Vi later alla vinklar 6; vara likformigt placerade pa intervallet [1/2, 2 — 1/2] och stéller upp ett
optimeringsproblem &ver variablerna r; och z;.

2.1.2 Malfunktional

Malfunktionalen sattes till medeltemperaturen pa hydrogelens insida, alltsd ytan pa patientens
tdnkta hud. Denna méalfunktional berdknas genom att 16sa den tidsoberoende virmeledningsekva-
tionen Au = 0, dir v = u(r,0,z) betecknar temperatur i grader Celsius, med hydrogelen som
domén.

Viarmeledningsekvationens randvérden var som foljande: konstant 20 °C (cirka rumstemperatur) pa
hydrogelens ovan- och undersida, 5°C (se avsnitt [1.2) pa utsidan och ett virmeflode pa 100 W /m?
(valdes godtyckligt) i riktning med sidans normal in mot hydrogelen pa insidan. Det sistndmnda
randvillkoret syftade till att simulera hur patientens hals virms upp och ger upphov till ett virme-
fléde in till hydrogelen. Kylkanalens inre volym inkluderades inte i doménen till ekvationen; istéllet



sattes ett konstant randvérde pa 5°C vid kanalernas yta, for att undvika en berdkningsintensiv
simulering av vattenfloden eftersom detta endast &r en enkel modell.

Malfunktionalen att minimera ar alltsi

1
— udS
T1l Jr,
dar Ty = {(r,0,2) : 7 =0,1, 0 < 0 < 2w, 0 < 2 < 0,1} betecknar den inre sidan av hydrogelen, |T'; |
dess area och u &r 16sningen till den tidsoberoende varmeledningsekvationen ndmnd ovan.

2.1.3 Bivillkor

Bivillkor i problemet var endast att varje nods radie r; och h6jd h; var begransad; rmin < 7 < Tmax
och hmin < hi < hpmaes- Dessa konstanters viarden valdes till A, = Tmin = 2cm och hyar =
Tmaz = Scm, for att ha utrymme mellan kylkanalen och hydrogelens kant. Sammanfattningsvis
blev optimeringsproblemet att

.. 1
minimera —— udS

IST
under Tpin <7 < Tmae  © €L,
hmin S h1 S hmax 1 S I,

dir 7 ar méngden av index fér noderna pa kylkanalen, u &r l6sningen till den tidsoberoende
varmeledningsekvationen och I'y &r randen definierad ovan.

2.1.4 Optimeringsalgoritm

Vi implementerade en optimeringsalgoritm fran grunden istéllet for att anvéinda en fardig funktion i
berdkningsprogrammet som anvandes, i det fallet Matlab; detta pa grund av att varje approximativ
gradient av malfunktionalen var berdkningsintensiv och att dessa fardiga, mer komplexa algoritmer
skulle ta lang tid att exekvera. Vi implementerade da en gradient projection-metod. Denna metod
utgar fran en gradient descent-metod (eller steepest descent) som, givet en startpunkt =, itererar
via zFtl = 2F — oFV f(x*) med steglingd oF for att forsoka hitta en minimipunkt till f. En
gradient projection-metod har dven tillagget att den aktuella punkten projiceras in i den tillatna
méangden X, bestdmd av problemets bivillkor, via

et = Projx[z" — oV f(z")],

déar Projx &r en operator som projicerar en punkt i R™ in till méngden X C R”. Valet av steglangd
kan studeras noggrant, men i detta fall anviinds steglingden of = 0,005/(k + 1). Steglingden
konvergerar mot noll for att minska risken att algoritmen alltid tar for langa steg for att konvergera.
Just 1/(k + 1) valdes med tanke pa att den harmoniska serien &r divergent: foljder som 1/(k + 1)P
med p > 1 hade dock gatt snabbt mot noll och riskerat att aldrig na en optimal punkt. Faktorn
0,005 ansags lamplig efter nagra tester.

Optimeringsalgoritmen som implementerades var som foljande: givet en vektor ¢* innehallandes
kylkanalens noders radier foljt av héjder, berikna malfunktionalsvirdet f(c*) och approximera
dess gradient Vf(c). Om |V f(c*)| dr mindre &n en tolerans TOL,, avsluta. Om inte, projicera
c® — Vf(cF) in i den tillatna mingden definierad av bivillkoren ovan, kalla denna punkt cF+1.
Om |c* — ¢**1| &r mindre &n en tolerans TOL,, avsluta. Om inte, iterera med c¢**! som den nya
aktuella punkten.

2.1.5 Finit differenslosare

Malfunktionalen krivde som tidigare ndmnt en 16sning av varmeledningsekvationen; detta gjordes
med en finit differenslésare. Denna 13sare implementerades ocksa fran grunden (specifikt byggd for



var ekvation och domén) dé en del av doménens geometri — kylkanalen — snabbt skulle kunna
uppdateras vilket inte verkade mdjligt med tillracklig enkelhet i redan existerande verktyg.

Cylindriska koordinater lampade sig vél till geometrin av doménen; en partition av denna skapades
med ett likformigt rutnét i cylindriska koordinater bestdende av noderna i T, = {(4,4,k) : i =
0,....N,—1,5=0,...,Ng—1, k=0,..., N, — 1} dér de positiva heltalen N,, Ny, N, ar antalet
punkter ldngs varje dimension. Med doménens dimensioner (i cm) i atanke later vi h,. = 10/N,.,
he = 2w/Ny och h, = 10/N,. Vi soker en approximativ 16sning @ till viirmeledningsekvationen
definierad pa Tp och ser att den cylindriska Laplacianen diskretiserad med centrala differenskvoter
blir

. Uig1 gk — 20550 +Uic1 gk Uig1,4,6 — Wie1,j.k
At j = +

h? 2rh, 1)
Uit — 200 + Qig—1k | Uikt — 2045, + Uijk—1
+ 2h2 + h2 ’
r 0 z

déar r ar radien i meter som motsvarar den diskreta punkten (7,5,k).

Vi later 7, vara sadan att (4,5,k) = (0,5,k) motsvarar I'y; i dessa punkter giller Neumannvillkor, sa
o, 5,k maste berdknas, men ekvation (1) kan inte anvindas da @_; ;  aldrig &r definierad. Givet att
randvillkoret dr ett virmeflode ¢ i positiv radiell riktning (1,0,0) far vi via Fouriers lag (¢ = —kVu)
och en central approximation av forstaderivatan att

Uitk — Uim14k 1

2, il

dér k£ ar virmeledningsférmagan i hydrogelen. Med detta uttrycks ;1 ;5 i termer av g och ;41 ; &
vilket m&jliggdr att berdkna g ;, genom ekvation . Notera att resterande randvéirden &ar kon-
stanta och ej behover berdknas (de punkter som ligger pa kylkanalen ar inkluderade).

En enkel finit differenslésare baserad pa en successive over-relaxzation-metod med relazation-faktor
[8] w = 1,6 implementerades i berdkningsprogrammet; virdet pa w valdes efter empiriska tester.
Nedan foljer pseudokod som beskriver den finita differenslosaren:
I+ {0,...,N, -1}
j<—{0,...,N9—1}
K+ {0,...,N, -1}
Skapa @ = (1;;,) med alla element lika med noll
Ge randvarden till randpunkter och punkter pa kylkanalen
Definiera hjilpfunktionen a(r) := —2/h% — 2/(r?h?) — 2/h?
nér max |4 > TOL gor
for allai€7Z,j € J,k € K gor
om (i,7,k) ligger pa en rand eller pa kylkanalen da
Skippa denna iteration
avsluta om
L&t r vara radien i meter som motsvarar punkten (7,5,k)

g (1= wiggr +w/a(r) - (
— (—1/(27’]17«) + 1/h%) . '&ifl,j,k
— (1/(2rhy) + 1/h2) - @hig1 gk
—1/(r*h?) - Gy -1k
—1/(r*hZ) - Wi jy1k
—1/R2 - j kg

avsluta for
avsluta nar

Notera att randen med Neumannvillkor behandlas pé liknande sétt, som beskrivet ovan.



2.2 Avancerad modell

Projektets andra steg var att konstruera en mer avancerad modell. Till skillnad fran den enkla
modellen tog denna modell &ven hénsyn till halsens insida; viirmeledningsekvationens domén uto-
kades till bade hydrogel och hals, dessutom inférdes en viarmekélla (det vill siga en inhomogen term
f(r,0,2) i virmeledningsekvationen) i halsen. Syftet med detta var att kunna importera simulerad
effektupptagning och anvinda denna som véarmekalla. Pa sa sdtt mojliggjordes en optimering av
kylkanalernas placering med hénsyn till en mer verklig virmefordelning (istdllet for det tidigare
homogena virmeflodet). I denna modell fanns &ven tva kylkanaler istéllet for en, och randvillkoret
pé dessa kanaler byttes ut fran Dirichletvillkor till Neumannvillkor med ett positivt flode langs nor-
malen som pekar ut fran hydrogelen; detta gjordes for att approximera hur flddande kallt vatten
tar upp varme fran hydrogelen.

I denna modell later vi Z beteckna mangden av alla index till alla noder. Notera att bada kylakanaler
bestar av lika manga noder, varfér det finns tva noder fér varje index ¢ € Z. Till optimeringspro-
blemet lades de nya bivillkoren h} < h? —d Vi € Z, dér h; dr hdjden av nod nummer i € Z p& den
nedre kylkanalen, h? #ir héjden av nod nummer i pa den évre kylkanalen och d &r den minsta tillat-
na hojdskillnaden mellan tva noder pa samma vertikala linje. Notera att bada kylkanaler bestar av
lika ménga noder (nidmligen |Z|) placerade vid samma 6-koordinater. Dessa bivillkor sékerstéller
att kylkanalerna inte korsar varandra, under antagandet att de ligger pa samma radie. Det nya
optimeringsproblemet blev da att

minimera —— udS (2a)
IT4] Jr,

under  7pn < rl-l, rf < Praz i€, (2b)

hmin S hzla h12 S hmaw 1€ I, (QC)

hl < hi—d i€l (2d)

dér Z och u &r som i den enkla modellen och I'; ar planet som motsvarar patientens hud. Optime-
ringsalgoritmen uppdaterades for att projicera in i den nya tillatna méngden.

2.3 Parametrar for optimering

Foljande parametrar anvinds genomgaende i resten av rapporten; optimeringen gors med tio punk-
ter for den enkla modellen, atta punkter for den avancerade modellen och tolv punkter i labora-
tionen. Vi later (N, Ny, N,) vara (10, 40,20), (10,20,10) och (12,30, 10) i den enkla modellen,
laborationen och den avancerade modellen respektive. For optimering med den avancerade mo-
dellen anvindes &ven ett effektfilt simulerat i simuleringsmjukvaran CST som den inhomogena
termen f i virmeledningsekvationen.

3 Verifiering av algoritm

For att sdkerstélla att optimeringsalgoritmen i ovanstaende kapitel fungerar verifierades de optime-
rade geometrierna, vilket beskrivs i detta kapitel. Verifieringen skedde initialt i en simuleringsmiljo
genom rit- och simuleringsprogrammet Solidworks. Dérefter utférdes &ven en experimentell verifi-
kation i verklig miljo med en fysisk modell av kylsystemet efter optimering.

3.1 Numerisk verifikation

Verifieringen av optimeringsalgoritmen utférdes bade fér den forenklade modellen och fér den
avancerade.



3.1.1 Forenklad modell

For att verifiera implementeringen av den enkla modellen behévde 3D-modellen i simuleringspro-
grammet efterlikna den i foregaende kapitel. En kylkanal skapades darfor utifran den optimala
16sningen framtagen med hjilp av optimeringsmetoden i kapitel

Kylkanalen har diametern 0,5 cm och véggtjockleken 0,1 cm. Avstandet fran halsens mittpunkt till
kylkanalen &r 12 cm, se figur [3] Hydrogelen modellerades, likt tidigare, som en ih&lig cylinder med
innerradie 10 cm, ytterradie 20 cm och h6jd 10 cm. Kylkanalerna placerades sedan i hydrogelen sa
att de bada cirklarnas centrum sammanfaller, se figur [3]

(a) 3D-modell av kylkanalen utifran de (b) 3D-modell av kylkanalens position inuti hyd-
optimerade noderna. rogelen.

Figur 3: 3D-modell av resultaten fran den enkla modellen; kylkanalen samt hydrogelen och kylka-
nalen.
Efter att 3D-modellen skapats analyserades denna. De parametrar som valdes vid simuleringen kan

ses i tabell [1l

Tabell 1: Parametrar vid simulering.

Parameter Viarde
Hydrogel: temperatur ovan- och undersida 20°C
Hydrogel: temperatur yttre mantelytan 5°C
Konstant temperatur pa kylkanal 5°C
Virmekilla 100 W /m?
Virmeoverforingskoefficient 10W/ (m? - K)
Omgivande lufttryck 101 325 Pa

Randvillkoren for hydrogelen behélls fran modellen i berdkningsprogrammet. Som tidigare mo-
dellerades kylkanalen med en konstant temperatur (5°C) och virmekillan som motsvarar huden
valdes till 100 W /m?.

I tidigare studie har materialet nylon 6 anvinds till kylkanalerna [3]|. Déarfor valdes nylon 6 dven
i denna studie. I samma studie modellerades hydrogelen som vatten, vilket dven gjordes i denna
studie.

3.1.2 Avancerad modell

Aven den avancerade modellen verifierades i simuleringsprogrammet. P4 samma sitt som i avsnitt
skapades modellen for att efterlikna den i avsnitt 2.2} Tillskillnad fran féregidende avsnitt
modellerades nu kylkanalerna med ytterdiametern 0,5cm och innerdiametern 0,3 cm. Avstandet
fran halsens mittpunkt till kylkanalerna sattes till 8 cm och hydrogelen modellerades som en ihalig
cylinder med innerradie 6 cm, ytterradie 11 cm och hdjd 10 cm, se figur [4a]



For den avancerade modellen skapas dven en “hals” i form av en homogen cylinder med radie 6 cm
och h6jd 10 cm, se figur[@b] Likt den avancerade modellen i kapitel 2.2 anvéndes filen for absorberad
effekt som vérmekilla i halsen.

(a) 3D-modell av kylkanaler utifrdn de optime- (b) 3D-modell av kylkanaler och hydrogel, nu
rade noderna tillsammans med hydrogelen. tillsammans med hals.

Figur 4: 3D-modell av kylkanaler, hydrogel och hals, modellerade for att efterlikna optimeringen
fran den avancerade modellen.
Dérefter utfordes en simulering for att verifiera resultaten for den avancerade modellen. I tabell 2]

redovisas de parametrar som anvindes. Massflodet i bada kylkanalerna hade samma riktning.

Tabell 2: Parametrar vid simulering.

Parameter Varde
Hydrogel: temperatur ovan- och undersida 20°C
Hydrogel: temperatur yttre mantelytan 5°C
Konstant kyleffekt -200 W /m?
Varmekilla absorberad effekt fran simulering
Vattentemperatur
Virmeéverforingskoefficient 10W/ (m” - K)
Omgivande lufttryck 101325 Pa
Halsens under- och 6versida 37°C

3.2 Experimentell verifikation

Beroende pa vart tumoren dr placerad i halsen kan det vara viktigt att kunna kyla vissa omraden
mer dn andra under en cancerbehandling. For att verifiera att optimeringsalgoritmen kan uppna
en saddan inhomogen kylning, utférdes ett experiment i verklig milj6. Experimentet baserades pé
en optimering av den avancerade modellen. I experimentet anviands kylanordning med en hydrogel,
kylkanal, vattenpump och méatutrustning.

3.2.1 Forberedelser

Initialt modifierades den avancerade modellen for att appliceras pa ett enkelt test. Optimeringsmo-
dellen anvinde nu endast en kylkanal, ingen virmekélla och malfunktionen var nu medeltemperatur
pa en liten kvadratisk del av hydrogelens yta istédllet for pa hela ytan. Som kontroll anvindes dven
en rak kylkanal som motsvarar en jamn kylning 6ver hydrogelens ovansidan.

Utifran de optimerade noderna tillverkades fysiska 3D-modeller bestaende av hydrogel och kylka-
naler i plast. Hydrogelen gots kring kylkanalen; kylkanalen som anvidndes valdes godtyckligt och



hade ytterdiametern 1,5 cm och innerdiametern 1,3 cm. Under gjutningen anvéndes en rektangular
behallare med bredd 15,7 cm, héjd 4,85 cm och langd 33,7 cm. Behallaren saknade 6nskvérd design
pa kortsidorna; déarfor gjordes dessa i ritprogrammet och 3D-printades i materialet resin i en Form
2-skrivare, se figur 5]

Figur 5: De tva kortsidor som ritades och skrevs ut for att anvindas i experimentet.

For att uppna onskad form péa kylkanalerna spandes plastkanalen upp med tunna tradar. Hér
uppstod dock ett praktiskt problem med geometrin for den inhomogena kylningen. Formen var for
komplex for att det praktiskt skulle vara mojligt att kunna inrdtta kanalen i formen for testet.
Dirfor gjordes en forenkling av geometrin, se figur [6 som medférde mindre och mjukare kurvor.
Dérefter fylldes kylkanalerna med socker, fér att undvika att kylkanalerna kollapsade pa grund av
hydrogelens tyngd. Sockret spolades sedan ut med vatten efter att hydrogelen stelnat.

(a) Geometrin fran optimeringen med (b) Den forenklade varianten av geometrin med
inhomogen kylning. inhomogen kylning.

Figur 6: Den komplexa geometrin for experimentet samt den férenklade geometrin.

Hydrogelen blandades utefter féljande recept:
e 2970 g vatten,
e 10,5g LBG,
e 10,5 g xanthan, samt
e 9,0g agar.

Vattnet virmdes upp till ungefiar 80 °C varefter LBG och xanthan tillsattes under omrérning. Nar
blandningen natt 90 °C rordes &ven agar i. Efter att allt 16st upp sig tillsattes den méngd vatten
som avdunstat, for att fa ratt proportioner. Blandningen hélldes dérefter i formen dér kylkanalen
redan var fastspand och stélldes sedan in i kylskap for att stelna.



D& hydrogelerna forvarats i kylskap pa grund av stelningen bedomdes det fordelaktigt att inte
varma upp hydrogelerna till rumstemperatur for att darefter kyla ner dem; istéllet utfordes testerna
genom uppvarmning av redan kylda hydrogeler med en vattentemperatur pa 40 °C.

3.2.2 Forvantade resultat

For att verifiera resultaten fran experimenten utfoérdes tester i simuleringsprogrammet. Simule-
ringarna kordes, till skillnad fran tidigare, 6ver en tid pa 40 minuter istéllet f6r i tidsoberoende
forhallanden. Parametrar for modellen visas i tabell 3] och resultaten aterfinns i figur [7] och figur [

Tabell 3: Parametrar vid simulering.

Parameter Virde
Hydrogel: initial temperatur 5°C
Vattentemperatur vid infléde 40°C
Varmeoverforingskoefficient | 10 W/ (m2 -K)

Omgivande lufttryck 101 325 Pa

28.78

2656

2433

2211

19.89

1767

15.44

13.22

11.00
Temperature (Salit) ['C]

Surface Plot1: contours

Figur 7: Det férvantade resultatet for kylkanalen med inhomogen kylning.

Medeltemperaturen pa ytan for hydrogelen da kylkanalerna &r komplext formade for en inhhomogen
kylning &r, enligt simuleringar, 16,3 °C.

3128

2028

2723

2521

2319

2147

1944

1742

1810
Temperature (Salid) [°C]

Surface Flot 1: contours

X

Figur 8: Det forvantade resultatet for den raka kylkanalen.

Hydrogelens yta har i fallet med rak kylkanal medeltemperaturen 16,14 °C, enligt simuleringar.
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3.2.3 Utférande

Bada testerna utfordes pa samma sétt; den gjutna hydrogelen, som forvarats i kylskap, placerades
péa en metallskiva. Ett slutet fléde skapades genom att koppla ihop en termostat och pump med
kylkanalen. For att méta temperaturutbredningen under experimentet fordes fiberoptiska prober
med virmesensorer in i hydrogelen; ungefér 0,5 cm fran hydrogelens dversida, se figur [9] Testernas
uppstéallning kan ses i figur Innan och efter testerna anvindes dven en vérmekamera for att
kontrollera temperaturen.

(a) Geometrin for inhomogen kylning. (b) Geometrin for jamn kylning.

Figur 9: De bada kylkanalerna som skulle testas.

Fiberoptiska probéf ——

Figur 10: Uppstéllningen for testet med en pump och termostat till vinster, prober i hydrogelen
samt ett slutet kretslopp for vattnet.

Testerna genomfordes under 40 minuter med maximalt vattenflode.

4 Resultat

I det hér kapitlet redovisas resultaten fran optimeringsalgoritmen. Vidare presenteras resultatet
for verifieringen av optimeringsalgoritmen; bade numeriskt och experimentellt.

4.1 Numerisk verifikation - Forenklad modell

Optimeringsalgoritmen resulterade i positioner for tio noder, vilka redovisas i tabell [4] alla med
konstant radie pd 12 cm (avstdndet fran halsens mittpunkt). Kylkanalens placering utifran dessa

11



noder askadliggors i figur [T1}

Tabell 4: H6jd [m| fran botten och vinkel [rad| for de tio noderna.

Nod 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T6jd fran botten [m] | 0,0563 | 0,0514 | 0,0200 | 0,0668 | 0,0714 | 0,0714 | 0,0668 | 0,0200 | 0,0514 | 0,0563
Vinkel [rad] 0,5000 | 1,0870 | 1,6740 | 2,2611 | 2,8481 | 3,4351 | 4,0221 | 4,6091 | 5,1962 | 5,7832
10
8_
E 6
S,
ieX
:0
I 4r
2_
0 1 1 1 1
0 /2 T 37/2 27
Vinkel [rad]

Figur 11: Kylkanalens placering optimerad enligt den enkla modellen. Varje nod pa kurvan ligger
pé avstandet 2 cm fran patientens hud i radiell led.

Kylningen som erholls med kylkanalen inuti hydrogelen visas i figur[I2] Huden &r 10 cm fran halsens
centrum, dér Gverstiger temperaturen inte 23,73 °C och medeltemperaturen ar 14,64 °C.

Hojd [cm]

0 /2 T 3n/2 2
Vinkel [rad]
Figur 12: Temperaturen som kylkanalen gav upphov till pa4 ytan mot huden. De varma ytorna till

vénster och hoger uppstar da kylkanalen inte strécker sig hela viigen ut till kanterna.

De resulterande noderna fran optimeringsalgoritmen anvindes sedan for att modellera och simulera
kylkanaler i simuleringsprogrammet, resultaten kan ses i figur




22.00
20.67
158.33
18.00
16.67
15.33
14.00
12.67
11.33
10.00
Temperature (Salid) [*C]

Surface Plat 1: contours
Surface Plat 3: contours

Figur 13: Varmeutveckling vid stationért tillstand i hydrogelen.

I figur [13] ses att insidan av hydrogelen kyls ner, sdrskilt langs med kylkanalen. Insidan, som &r
mot patientens hud Gverstiger inte 21,45 °C och har medeltemperaturen 18,70 °C.

4.2 Numerisk verifikation - Avancerad modell

Optimeringsalgoritmen resulterade i positioner for atta noder pa vardera kylkanal, vilka redovi-
sas i tabell [§] och tabell [6] alla med konstant radie pa 8cm (avstédndet fran halsens mittpunkt).
Kylkanalernas placering utifran dessa noder askadliggérs i figur

Tabell 5: H6jd [m] fran botten for kanal 1.

Nod 1 2 3 1 5 6 7 3
Hojd fran botten [m] | 0,0323 | 0,0200 | 0,0298 | 0,0200 | 0,0200 | 0,0298 | 0,0200 | 0,0323

Tabell 6: Hojd [m] fran botten for kanal 2.

Nod 1 2 3 4 ) 6 7 8
Ho6jd fran botten [m] | 0,0700 | 0,0800 | 0,0605 | 0,0609 | 0,0609 | 0,0605 | 0,0800 | 0,0700

Kylningen som erhélls med kylkanalerna visas i figur [I5} Huden &r 6 cm fran halsens centrum och
pa huden 6verstiger inte temperaturen 37 °C, vilket kan ses i figuren. Denna maximala temperatur
uppstar fran Dirichletvillkoret pa ovan- och undersidan. Medeltemperaturen pa huden ar 28,50 °C
och minimumtemperaturen ar 21,08 °C.
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Hoéjd [cm]

o 1 1 1 1
0 /2 T 3n/2 2T

Vinkel [rad]

Figur 14: Kylkanalernas placering for den avancerade modellen. Varje nod pa kurvan ligger pa
avstandet 2 cm fran patientens hud i radiell led.

37

Hojd [cm]

21.08

0 /2 T 37/2 27
Vinkel [rad]

Figur 15: Temperaturen som kylkanalerna gav upphov till pa hudens yta.

De resulterande noderna fran optimeringsalgoritmen anvéndes fér att modellera och simulera kyl-
kanalerna i simuleringsprogrammet. Initialt gjordes en simulering da kanalerna hade ett konstant
Neumannvillkor, liksom tidigare optimeringsberikningar, se figur [I6] Patientens hud dverstiger inte
39,18 °C och har medeltemperaturen 31,84 °C.
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45.00
40.39
3578
3117
26.55
21.94
17.33
1272
8.11

3.50

Temperature (Solid) [*C]

Surface Plot 1: contours
Surface Plot 2: contours

Figur 16: Varmeutveckling for hela modell vid stationért tillstand.

Simuleringen utférdes dven med ett vattenflode, till skillnad fran konstant kyleffekt (Neumannvill-
kor), for att se om modellen ger en mérkbar kylning, se figur Utan vattenflodet fick huden en
medeltemperatur, 32,92 °C och maxtemperatur, 40,28 °C, se figur Simuleringen med ett flode
pa 0,8 kg/s resulterade i en medeltemperatur, 30,70 °C och maxtemperatur, 38,10 °C i huden, se

figur [[74]

50.00

4433 e
3887 44.83
3450 39.67
2833 34.50
216 20.33
1900 2416
1283 19.00
866 13.83
350 8.66

350

Termperature (Solid) [*C]

Temperature (Solid) [°C]
Surface Plat 1: contours

Surface Flot 1: contours:

(a) Véarmeutveckling i hals utan vattenflode i (b) Varmeutveckling i hals med vattenflode i
kylkanalerna. kylkanalerna.

Figur 17: Varmeutveckling for hals vid stationért tillstand.

4.3 Experimentell verifikation
I figur[I§ och[I9| presenteras fore- och efterbilder, tagna med virmekamera, pa de bada hydrogelerna

vid experimentet. I dessa figurer syns att temperaturen 6kat i kylkanalerna samt i kylkanalernas
omgivning. I figur syns att det blev en inhomogen uppvirmning med den bojda kylkanalen.
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(a) Just ndr vattnet borjat floda (b) Efter att vattnet (c) Det forviantade resultatet fran
igenom. flédat igenom i 40 minuter. simuleringsprogrammet.

Figur 18: Den komplext formade kylkanalen.

(a) Just nir vattnet borjat floda (b) Efter att vattnet (c) Det forvintade resultatet fran
igenom. flédat igenom i 40 minuter. simuleringsprogrammet.

Figur 19: Den rakt formade kylkanalen.

Att temperaturen okat efter att vattnet strommat igenom kylkanalerna stods av datan som erholls
av proberna. Dessvérre sparades endast datan for de sista tio minuterna, nagot som gjorde att det
inte gick att studera varmeutvecklingen.

5 Diskussion och slutsats

Projektet har resulterat i en optimeringsalgoritm for kylning av hydrogelen. Optimeringsalgorit-
men har verifierats i flera steg dar resultaten pekar pa att algoritmen fungerar med avseende pa
projektets omfattning.

5.1 Optimeringsalgoritm

En sjdlvklar fraga kring ett minimeringsproblem &r huruvida malfunktionalen &r konvex eller inte.
Den diskreta versionen av malfunktionalen i den enkla modellen &r inte konvex i sin tillatna méngd;
om ¢, = (c!) betecknar vektorn av alla noders radier (i cm) pa kylkanalen sa ger ¢, = (2,8) ett
méalfunktionsvirde pa 20,34 °C, ¢, = (8, 2) ger 20,28 °C medan ¢, = (5, 5) ger ett malfunktionsvirde
pa 20,45 °C. Men (5, 5) ér en linjarkombination av (2, 8) och (8, 2), s& alltsi &r detta ett motexempel
mot att méalfunktionen &r konvex. Detta argument kan trivialt utdkas till ett godtyckligt antal
noder.

Den diskreta versionen av malfunktionalen i den avancerade modellen #r inte konvex i Rl dir
|Z| &r antalet noder péd varje kylkanal; ett liknande argument som for den enkla modellen visar
detta. Detta argument géller dven under alla bivillkor férutom [2d] — nér vi tar hénsyn till detta
lyckas vi inte hitta ett motexempel mot konvexitet.

Huruvida malfunktionen i den avancerade modellen ar konvex eller inte ar alltsd fortfarande en
O6ppen fraga, som kan och borde undersdkas narmre. Ifall den inte &r konvex, bor metoder for att
forsoka hitta ett globalt optimum undersckas och léggas till i var metod.

Inget bivillkor fanns for att ta hdnsyn till den totala langden av kylkanalerna eller deras krokning.
Att lata kylkanalerna vara styckvis linjdra medfor problemet att ett stort antal noder skulle kunna
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skapa valdigt sma vinklar i hérnen i noderna, vilket ar orimligt att anvinda som en fysisk kylkanal
péa grund av de verkliga kylkanalernas begrinsade bdjningsformaga. Istéllet vore det lampligt att
dels begriansa kylkanalernas totala lingd, dels lata kurvorna vara tillrackligt glatta.

Den utvecklade optimeringsalgoritmen &r valdigt berdkningsintensiv och vi har i alla tester anvént
en vildigt 1&g upplosning i rutnétet {6r de finita differenserna och stora toleranser (runt 0,01) for att
bedoma konvergens hos bade den finita differenslésaren och gradient projection-algoritmen. Légre
toleranser och hégre upplosning ar 6nskvart for en sapass viktig tillampning, om man vill garantera
med stor sdkerhet att den punkt som nés &r tillrdckligt optimal, men detta skulle krdva mer
effektiva numeriska metoder. For den finita differenslésaren skulle feluppskattningar och majligtvis
en adaptiv algoritm vara till hjélp for att sékerstélla konvergens av 16sningen.

5.2 Verifiering av optimeringsalgoritm

Verifieringen av den enkla modellen tyder pé att optimeringsalgoritmen fungerar. Det skiljer nag-
ra fa grader mellan resultaten i berdkningsprogrammet och resultatet fran simuleringen. Dessa
skillnader kan bero pa att simuleringsprogrammet anvinder fler materialkoefficienter &n berdk-
ningsprogrammet.

Verifieringen av den avancerade modellen indikerar ocksa att optimeringsalgoritmen fungerar val.
Temperaturskillnaden mellan berdkningen och verifieringen kan &ven hér delvis bero pa material-
koefficienter som angivits under simuleringar. I det berdknade resultatet av optimeringsalgoritmen
ar det svart att utlisa en omkrets pa kylkanalerna. Storleken av kylkanalerna i simuleringspro-
grammet dr darfor enbart uppskattat till ett lampligt virde. Detta medfor att kyleffekten mellan
berdkningar och simuleringar varierar eftersom kyleffekten ar direkt kopplad till kanalernas yta.

Syftet med experimentet var att kunna verifiera om optimeringsalgoritmen kunde fylla funktionen
att kyla specifika omraden. I och med att det inte var praktiskt mojligt att implementera kyl-
kanalen f6r den inhomogena kylningen &r det svart att dra slutsatsen om experimentet fungerat.
Resultatet fran virmekameran tyder dock pa att virmeutvecklingen sker pa en storre area med
optimeringsalgoriten, till skillnad fran en rak kanal.

Datan fran de fiberoptiska proberna som anviandes under experimentet sparades inte i sin helhet
och kunde dérfor inte analyseras. Det medférde att det var svart att se virmeutvecklingen under
hela behandlingstiden da bilder med virmekamera enbart togs i borjan och slutet av testerna.

Gjutningen av kanalen till experimentet blev inte helt optimal. Kanalen lossnade lite fran hydro-
gelen och bildade luftfickor inuti hydrogelen, vilket paverkar kylningen negativt.

5.3 Sambhailleliga och etiska aspekter

For att undvika utslappet av mikroplaster i avloppet, studerades kylkanalerna noga innan de férdes
in i formen d& trasiga kylkanaler ldttare slapper ifran sig mikroplaster. Efter experimentet togs
hydrogel och kylkanaler om hand. Delarna forsokte ateranvindas i storsta méjliga méan, och det som
blev 6ver sopsorterades i den grad det gick. Slutligen slédngdes det som aterstod i bréannbart, for att
undvika spridning av mikroplaster i avloppet. Det vill dock ndmnas att denna typ av mikroplaster
anvands i betydligt hégre utstriackning inom industrin.

5.4 Vidareutveckling och rekommendationer

Resultaten fran berdkningar och simuleringar visar pa att de maximala temperaturena i halsen inte
overstiger 42 °C, vilket tyder pa att den matematiska optimeringensalgoritmen skiljer sig en del
fran verkliga behandlingsforhéallanden, da temperaturen med det givna effektfdltet borde uppna
43-45°C. Detta kan delvis bero péa att optimeringsalgoritmen berdknar maximala temperaturen
utifran ett jamviktslige dir temperaturen inte &ndras med tid. Detta innebér att optimeringsalgo-
ritmen inte nédvéndigtvis berdknar den maximala temperaturen som skulle kunna uppsta under
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hela behandlingstiden. Detta medfor att en utveckling av algoritmen borde goras baserad pa en
tidsberoende varmeledning.

Att temperaturen skiljer mellan algoritmen och en verklig behandling beror &ven pa de forenkla-
de randvillkoren pa hydrogelen. Dessa randvillkor borde analyseras noggrannare for mer precisa
villkor.

I optimeringsalgoritmen fér den avancerade modellen anvéndes absorberad effekt i halsen som
varmekalla. I verkligheten tar &ven hydrogelen upp varme, vilket borde inkluderas i virmekallan
som anvénds for optimeringen.

I en utveckling av optimeringsalgoritmen &r det intressant att analysera huruvida EM-filtet skulle
paverkas av den implementering av kylsystemet som gjorts, till exempel genom att EM-faltet inte
far interferens déar det &r onskat. Att utfora en EM-faltssimulering i varje steg av optimerings-
algoritmen skulle formellt géra metoden vildigt berédkningsintensiv, s& numeriska metoder och
lagintensiva approximationer &r av stort intresse for framtida utveckling.

5.5 Slutsats och framtidsutsikt

Med en vidareutvecklad optimeringsalgoritm finns goda foérutsattningar for att algoritmen kan
implementeras i cancerbehandling med halsapplikatorn. Halsapplikatorn kan i sin tur oka effektivi-
teten pa cancerbehandling, vilket medfor att man kan rddda fler liv. Om halsapplikatorn utvecklas
vél efter givna rekommendationer dr malet att minska dagens behandlingsdoser av stralning och
kemoterapi, da hypertermibehandling ckar dessa behandlingsmetoders effektivitet. Om méangden
stralning och kemoterapi minskar, minskar d&ven de negativa biverkningarna av dessa.
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A Matlab-kod avancerad modell

A.1 Huvudskript

o°

INPUT PARAMETERS
te: all physical quantities are expressed in SI units.
main dimensions:

ro = 0.06; % radius of neck

rLen = r@ + 0.05; % radius of neck + hydrogel

% ro = 0.

% No
Do

o
5

1;
0.2;
zlen = 0.1; % height of neck and hydrogel

% Resolution of the grid for the discrete heat equation:
Nr = 12; Number of points in radius direction

Nt = 30; % Number of points in angular direction

Nz = 10; Number of points in height direction

% Amount of heat flux (W/m"2) on tube boundaries:
fluxTube = —200;

% Optimization constraints:

minTubeDistance = 0.01;

o°

o°

o

Minimum distance between the two tubes in
height direction. Needed if both tubes lie on
the same radius to prevent them from crossing.
Minimum radius (from center) of tube nodes

maxR = rLen — 0.02; Maximum radius (from center) of tube nodes

minH = 0.02; Minimum height of tube nodes

maxH = zLen — 0.02; % Maximum height of tube nodes

% Other settings:
optimizeRadii = false;

o°

o°

minR = r@ + 0.02;

o® of

o0

o°

Set optimizeRadii = true if you want to include
node radii as variables in the optimization
problem, false otherwise.

Set plotIterations = true if you want a simple
plot of all variable values after each gradient
projection iteration, false otherwise.

END OF INPUT PARAMETERS

o o°

o°

plotIterations = true;

o°

o°

tlen = 2#pi; % domain length in theta direction
% Step lengths
hr = rLen / (Nr — 1);
tLlen / (Nt — 1);
hz = zLen / (Nz — 1);
k = @(r) 0.53 + (r > r0)*0.07; % thermal conductivity of neck = 0.53,
% thermal conductivity of water = 0.6
solverCalls = 0; % counter to track how many times the solver is called

=
=4
n

heatSource = setupHeatSource(Nr, Nt, Nz);
disp(Finished setting up heat source)

o°

The water tubes are modelled as piecewise linear curves inbetween a
number of nodes; these nodes have variable heights and radii, and these
are the variables in the optimization problemx (*see option optimizeRadii
above). The initial tube curves, c1.0, and c2_0, are defined below.
curveRes = 3; % the number of nodes on each curve (including endpoints)
clh = 0.4xzLenxones(1l, curveRes); % the heights of all nodes on cl 0

c2h = 0.6xzLenxones(1l, curveRes); % the heights of all nodes on c2_0

clr = minRxones(1, curveRes); % the radii of all nodes on c1.0

c2r = minRxones(1l, curveRes); % the radii of all nodes on c2.0

% ALl optimization variables (always including radii regardless of

% optimizeRadii) are collected into a single vector as defined below.

o° o°

o°

cl 0 = [clr, clh];
2.0 = [c2r, c2h];
c0 = [cl.0, c2_0];

[uMaxOpt, cOpt] = gradProj(@objective, c0);
uOpt = solvePDECyl(cOpt);

cl0pt = cOpt(1l:length(cOpt)/2);

c20pt = cOpt(length(cOpt)/2+1:end);

%% Plot

figure(1)

clf

hold on

[R, T, Z] = ndgrid(1l:size(uOpt, 1), 1l:size(uOpt, 2), 1l:size(uOpt, 3));
S = ulpt(:);

S = 1%(S — min(S) + 100);

plot3DField(R(:), T(:), Z(:), S)

view(—30, 25)

colorbar

%% Plot tubes

clCoords = interpolateCurve(clOpt);

c2Coords = interpolateCurve(c20pt);

scatter3(clCoords(1l, :), clCoords(2, :), clCoords(3, :),



200, [1, 1, 1], 'filled')

scatter3(c2Coords(1, :), c2Coords(2, :), c2Coords(3, :),
200, [0, 0, 0], 'filled")

axis equal

colormap winter

colorbar

A.2 Gradient projection-algoritm

function [objOpt, cOpt] = gradProj(objective, c0)

% This function performs a gradient projection optimization with the given
% input objective function and initial point cO. The constraints of the
% problem are hard—coded below.

o

s PARAMETERS
TOL_g = 0.0001;

o°

The tolerance which determines whether the gradient of
the objective function is small enough to stop.

The tolerance which determines whether the difference
between the previous point and the active point after
projection is small enough to stop.

END OF PARAMETERS

o

TOL_p = 0.0001;

o® of

K3

optimizeRadii = evalin('base', 'optimizeRadii');
minTubeDistance = evalin('base', 'minTubeDistance');
minR = evalin('base', 'minR');

maxR = evalin('base', 'maxR');

minH = evalin('base', 'minH');

maxH = evalin('base', 'maxH');

doPlot = evalin('base', 'plotIterations');

global hasUserInterrupted
hasUserInterrupted = false;

% If doPlot, the values of each variable are plotted in figure 2 after each
% iteration.
if(doPlot)
if (optimizeRadii)
oldPlotVals = c0;
else
oldPlotVals = [cO(length(cO)/4+1 : length(c0)/2),
c0(3*length(c0)/4 + 1 : end)];
end
figure(2)
clf
hold on
grid on
set(gcf, 'KeyPressFcn', @forceQuitFcn)
drawnow
end

iteration = 0; % Counter counting the number of iterations
cCurrent = c@; % Variable containing the current active point
flag = false; % Flag dermining whether an optimal point is reached
while(~flag)
iteration = iteration + 1;
stepLen = 0.005 / iteration; % The step length used to find the next point
disp(Starting iteration + iteration)

[objVal, grad] = objective(cCurrent, iteration);
% Stop if gradient is small
if(max(abs(grad)) < TOL_g)
flag = true;
disp('Gradient below tolerance, stopping')
continue
end

cLen = length(cO);

cNew = cCurrent — stepLen .* grad; % Step along negative gradient
clh = cNew(cLen/4 + 1 : cLen/2);

c2h = cNew(3*cLen/4 + 1 : end);

clr = cNew(1l : clen/4);

c2r = cNew(cLen/2 + 1 : 3xcLen/4);

o°

Clamp radii and heights to their allowed intervals; project into the
feasible set defined by the constraints

minR <= r_i <= maxR for all i,

minH <= h_i <= maxH for all i:

clh = max(minH, min(maxH, clh));

c2h = max(minH, min(maxH, c2h));

if (optimizeRadii)

clr = max(minR, min(maxR, clr));

o° of

o°



c2r = max(minR, min(maxR, c2r));
end

o°

Ensure that tubes do not cross; project into the feasible set defined
by the constraints
hl_ i <= h2_i — minTubeDistance for all i
(hj being the heights of tube number j):
for i=1:length(clh)

x1 = clh(i);

x2 = c2h(i);

x1Projected = x1;

Xx2Projected = x2;

if (x1 > x2 — minTubeDistance)

% Projects(xl, x2) onto the line x1 = x2 — minTubeDistance,

i.e. project back into the feasible set defined by
% x1 <= x2 — minTubeDistance:
Xx2Projected = (minTubeDistance + x1 + x2) / 2;
x1Projected = x2Projected — minTubeDistance;

o° of

o°

o°

end
clh(i) = x1Projected;
c2h(i) = x2Projected;
end
cProjected = [clr, clh, c2r, c2h];

% Stop if the new point, after projection, is the original point
if(max(abs(cProjected — cCurrent)) < TOL_p)

flag = true;

disp('Projected onto previous point, stopping')

continue
end

if(doPlot)
if (optimizeRadii)
newPlotVals = cProjected;
else
newPlotVals = [clh, c2h];
end
for i=1:1length(newPlotVals)
x = [iteration—1, iteration];

y = [oldPlotVals(i), newPlotVals(i)];

c = mod(0.4%i, 1)

figure(2)

plot(x, y, 'color', [c, ¢, c], 'marker', 'x')
end
oldPlotVals = newPlotVals;
drawnow

end
cCurrent = cProjected;

if(hasUserInterrupted)
disp('User ended optimization')
flag = true;
end
end

objOpt = objVal;
cOpt = cCurrent;

end

function forceQuitFcn(~, ~)
global hasUserInterrupted
hasUserInterrupted = true;

end

function [val, grad] = objective(c, iteration)

optimizeRadii = evalin('base', 'optimizeRadii');
rLen = evalin('base', 'rLen');
zLen = evalin('base', 'zlLen');

stepLenR = —0.005 / iteration;
stepLenH = 0.03 / iteration;

u = solvePDECyl(c);
val = avgNeckTemp(u);

% Curves cl and c2 are found by c=[cl, c2]

grad = zeros(1l, length(c));

% cl height:

buildGradient(stepLenH, 0, zLen, length(c)/4+1, length(c)/2);
% c2 height:

buildGradient(—stepLenH, 0, zLen, 3xlength(c)/4+1, length(c));



if (optimizeRadii)

% cl radius:

buildGradient(stepLenR, 0, rLen, 1, length(c)/4);

% €2 radius:

buildGradient(stepLenR, 0, rLen, length(c)/2+1, 3xlength(c)/4);
end

function buildGradient(stepLen, minVal, maxVal, varIndMin, varIndMax)
for k=varIndMin:varIndMax
cWithStep = c;
newPoint = c(k) + steplLen;
if(minvVal < newPoint && newPoint < maxVal)
cWithStep(k) = newPoint;
uStep = avgNeckTemp(solvePDECyl(cWithStep));
grad(k) = (uStep — val) / stepLen;
else
cWithStep(k) = c(k) — steplLen;
uStep = avgNeckTemp(solvePDECyl(cWithStep));
grad(k) = — (uStep — val) / stepLen;
end
end

end

end

function val = avgNeckTemp(u)

o°

This function calculates the average temperature on the plane r=r0, i.e.
the imagined skin on the patient's neck. This is its own dedicated
function file in order to simplify the implementation of an arbitrary
objective function.

o° o°

o°

Nr = evalin('base', 'Nr');
r@ = evalin('base', 'r0");
rLen = evalin('base', 'rlLen');

midRadius = floor(r@ / rLen * Nr);
utemp = u(midRadius+1, :, :);
val = mean(utemp(:));

end

A.3 Finit differenslosare

function u = solvePDECyl(c)

% This function solves a finite difference heat equation using the
% successive over—relaxation iteration method.

o
6

PARAMETERS
TOL = 0.01; % The tolerance which determines solver convergence. The
solver finishes, for all points in the grid, the difference
between the new value and previous iteration's value is

less than this tolerance.

omega = 1.7; The weight parameter used in the successive over—relaxation.
END OF PARAMETERS

o® o° o° o°

o°

o
5

Nr = evalin('base', 'Nr');

Nt = evalin('base', 'Nt');

Nz = evalin('base', 'Nz');
rLen = evalin('base', 'rlLen');
hr = evalin('base', 'hr');

ht = evalin('base', 'ht');

hz = evalin('base', 'hz');

hr2 = hr~2;

ht2 = ht*2;

hz2 = hz"2;

u = zeros(Nr, Nt, Nz);

% Generate the coordinates of all points that lie in water tubes:
cl = c(1 : length(c)/2);

c2 = c(length(c)/2 + 1 : end);

tubeIndices = [interpolateCurve(cl), interpolateCurve(c2)];
tubeIndices = unique(tubeIndices', 'rows')';

% Construct all r,t,z such that no point lies on a tube:
interiorIndexTriples = [];
for r=1:(Nr—2)
for t=1:(Nt—2)
for z=1:(Nz—2)
if(ismember([r, t, z], tubeIndices', 'rows'))



continue
end
interiorIndexTriples = [interiorIndexTriples, [r; t; zl];
end
end
end

% Set the boundary condition on the plane r=rLen:
for t=0:(Nt—1)
for z=0:(Nz—1)
u(Nr, t+1, z+1) = 5;
end
end
% Set the boundary condition on the planes z=0 and z=zlLen:
for t=0:(Nt—1)
for r=0:(Nr/2)
u(r+l, t+1, 1) = 37;
u(r+l, t+1, Nz) = 37;
end
for r=(Nr/2+1):(Nr—1)
u(r+l, t+1, 1) = 20;
u(r+l, t+1, Nz) = 20;
end
end

% Solve the heat equation iteratively using successive over—relaxation:
flag = true; % flag which determines convergence
k = 0; % counter which counts the number of iterations
aii =@(r) —2/hr2 — 2/r*2/ht2 — 2/hz2; % helper function
aiiCenter = —4/hr2 — 2/hz2; helper constant
constCenter = omega / aiiCenter; % helper constant
while(flag)
flag = false;
k =k + 1;

o

o°

% Iterate over the interior of the domain
for i=1:length(interiorIndexTriples)

r = interiorIndexTriples(1l, 1i);

t = interiorIndexTriples(2, i);

z = interiorIndexTriples(3, i);

metricR = r / (Nr— 1) x rlLen;
const = omega / aii(metricR);
uold = u(r+l, t+1, z+1);
unew = iterateInterior(u, [r+1, t+1, z+1], uold, omega, const, metricR);
u(r+l, t+1, z+l) = unew;
if(abs(uold — unew) > TOL)
flag = true;
end
end

% Iterate over the two planes theta=0, theta=2pi, ensuring periodicity,
% i.e (r,0,z) = (r,2pi,z)
for r=1:(Nr—2)
for z=1:(Nz—-2)
metricR = r / (Nr— 1) * rLen;
const = omega / aii(metricR);
uoldL = u(r+l, 1, z+1)
uoldR = u(r+l, Nt, z+1);
unewL = iterateBoundary(u, [r+1, 1, z+1], uoldL, omega, const, metricR);
unewR = iterateBoundary(u, [r+1, Nt, z+1], uoldR, omega, const, metricR);
u(r+l, 1, z+1) = unewL;
u(r+l, Nt, z+1) = unewR;
if(abs(uoldL — unewL) > TOL || abs(uoldR — unewR) > TOL)
flag = true;
end
end
end

% Iterate over the center, r=0
for z=1:(Nz-2)
uold = u(l, 1, z+1);
unew = iterateCenter(u, [1, 1, z+1], uold, omega, constCenter)
u(l, 1, z+1) = unew;
if(abs(uold — unew) > TOL)
flag = true;
end
end

% Copy (0,0,z) to all (0,t,z) since all of these are the center
for t=1:(Nt—1)
for z=1:(Nz—-2)
u(l, t+1, z+1) = u(l, 1, z+1);
end



end

% Iterate over all points on tubes
for i=1:length(tubeIndices)

r = tubelIndices(1l, i);

t tubeIndices(2, 1i);

z tubeIndices(3, i);

metricR = r / (Nr— 1) * rlLen;
const = omega / aii(metricR);
uold = u(r+l, t+1, z+1);

unew = iterateTube(u, [r+1, t+1, z+1], uold, omega, const, metricR, tubeIndices);

u(r+l, t+l, z+1) = unew;
if(abs(uold — unew) > TOL)
flag = true;
end
end
end

nCalls = evalin('base', 'solverCalls') + 1;

assignin('base', 'solverCalls', nCalls);

disp(PDE solver finished after + k + iterations,
+ nCalls + th call)

end

function unew = iterateInterior(u, x, uold, omega, const, r)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;

ht2 = ht"2;

hz2 = hz"2;

Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
k = evalin('base', 'k');
heatSource = evalin('base', 'heatSource');

unew = (l—omega) * uold + const * (
—heatSource(x(1), x(2), x(3)) / k(r)
—(=1/r/2/hr + 1/hr2) = u(x(1)—1, x(2), x(3))

—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)-1) ...
—1/r"2/ht2 * u(x(1), x(2)—1, x(3))
—1/r"2/ht2 * u(x(1), x(2)+1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)+1)
—(1/r/2/hr + 1/hr2) * u(x(1)+1, x(2), x(3))

);

end

function unew = iterateBoundary(u, x, uold, omega, const, r)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;

ht2 = ht"2;

hz2 = hz"2;

Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
heatSource = evalin('base', 'heatSource');
k = evalin('base', 'k');

if (x(2) == 1)
unew = (l—omega) * uold + const * (
—heatSource(x(1), x(2), x(3)) / k(r)
—(=1/r/2/hr + 1/hr2) * u(x(1)—1, x(2), x(3)) ...
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)=1) ...

—1/r"2/ht2 * u(x(1), Nt, x(3))

—1/r"2/ht2 * u(x(1l), x(2)+1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1l), x(2), x(3)+1)
—(1/r/2/hr + 1/hr2) * u(x(1)+1, x(2), x(3))

);
else
unew = (l—omega) * uold + const * (
—heatSource(x(1), x(2), x(3)) / k(r)
—(=1/r/2/hr + 1/hr2) * u(x(1)—1, x(2), x(3)) ...
u(x(1), x(2), x(3)-1) ...

—1/hz2 *
—1/r"2/ht2 * u(x(1), x(2)—1, x(3))
—1/r~2/ht2 * u(x(1), 1, x(3))



—1/hz2
—(1/r/2/h
)i

end

end

* u(x(1), x(2), x(3)+1)
* u(x(1)+1, x(2), x(3))

r + 1/hr2)

function unew = iterateCenter(u, x, uold, omega, const)

hr = evalin('base
ht = evalin('base
hz = evalin('base

hr2 = hr~2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;

Nr = evalin('base
Nt = evalin('base
Nz = evalin('base
k = evalin('base'
heatSource = eval

unew = (1—omega)

'y 'hr');
Y, tht');
Y, thz');

", 'Nrt);
', 'Nt');
', 'Nz');
L

in('base’,

* uold + const x (

‘heatSource');

—heatSource(x(1), x(2), x(3)) } k(0)

—1/hr2 =
—1/hr2 x
—1/hr2 *
—1/hr2 *
—1/hz2 *
—1/hz2 *

u(x(1)+1, x(2), x(3))

u(x(1)+1, x(2)+floor(Nt/4), x(3))
u(x(1)+1, x(2)+floor(Nt/2), x(3))
u(x(1)+1, x(2)+floor(3xNt/4), x(3))

u(x(1), x(2), x(3)-1) ...

u(x(1), x(2), x(3)+1)

end

function unew = iterateTube(u, x, uold, omega,

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');

fluxTube = evalin('base’,
k = evalin('base', 'k');

if(ismember([x(1)—2, x(2)—1, x(3)—1], tubeIndices',

% If r+1 is hydrogel
rightCoeff = 2/hr2;
leftCoeff = 0;

'fluxTube');

fluxR = —fluxTube/k(r) * (2/hr — 1/r);

else
% If r—1 is hydrogel
rightCoeff = 0;
leftCoeff = 2/hr2;

fluxR = —fluxTube/k(r) * (2/hr + 1/r)

end

if(ismember([x(1)—1, x(2)—1, x(3)—2], tubeIndices',

% If z+1 is hydrogel
upCoeff = 2/hz2;
downCoeff = 0;

fluxZ = —2xfluxTube/k(r)/hz;

else
% If z—1 is hydrogel
upCoeff = 0;
downCoeff = 2/hz2;

fluxZz = —2xfluxTube/k(r)/hz;

end

unew =
fluxR + fluxZ ...
u(x(

(1—omega) * uold + const * (

—leftCoeff =« 1)-1, x(2),
—downCoeff * u(x(1), x(2),
—1/r*2/ht2  * u(x(1), x(2)-1,
—1/r*2/ht2  * u(x(1), x(2)+1,
—upCoeff * u(x(1), x(2),
—rightCoeff * u(x(1)+1, x(2),

end

x(3) )
x(3)-1) ...
x(3) )
x(3) )
x(3)+1)
x(3) )

const, r,

% +(1, 0, 0)
% +(1, pi/2, 0)
% +(1, pi, 0)
% +(1, 3pi/2, 0)
tubeIndices)
‘rows'))
‘rows'))



A.4  Ovriga funktioner

function cCoords = interpolateCurve(c)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
startT = 0.5;

endT = 2xpi — startT;

o°

Approximate curve within grid:

The first half of c¢ contains all node radii, the second half contains all
node heights; these are cr and cz below, respectively. The node angles
are distributed equally from startT to endT radians; this is ct below.

ct = linspace(startT, endT, length(c)/2);

cr = c(1:(length(c)/2));

cz = c((length(c)/2+1):end);

% Convert (with rounding) node coordinates from meters to PDE domain grid
% indices:

cCoords® = round([cr./hr; ct./ht; cz./hzl]);

o® o°

o°

cCoords = [];
segmentLength = (Nt / length(ct)).”2;
for i=1:(length(ct)—1)
p0 = cCoordsO(:, i); % segment start point
pl = cCoords@(:, i+l); % segment end point
% Assume segment can cover max segmentlLength grid points
segment = [round(linspace(p0(1), pl(1l), segmentLength));
round(linspace(p0(2), pl(2), segmentLength));
round(linspace(p0(3), pl(3), segmentLength))];
% Make the water tube 2x2 in thickness; allowing for easier
% implmenentation of Neumann boundary onditions:
segmentRight = segment + [1; 0; 0];
segmentUp = segment + [0; 0; 1];
segmentUpRight = segment + [1; 0; 1];

cCoords = [cCoords, segment, segmentRight, segmentUp, segmentUpRight];
end

end

function q = setupHeatSource(Nr, Nt, Nz)

% use extractNeckFromData to generate heat source with same size as u

data = extractNeckFromData;

X = data(:, 1);

Y = data(:, 2);

Z = data(:, 3);

W = data(:, 4);

r@ = evalin('base’, 'r0");
rLen = evalin('base', 'rLen');
tLen = evalin('base', 'tLen');
zLen = evalin('base', 'zlen');

q = zeros(Nr, Nt, Nz);

% In data from extractNeckFromData, x coord is along slice,

% y from 0 to negative, z is height.

rMaxIndex = floor(r@® / rLen * Nr);

for r=0:rMaxIndex

for t=0:(Nt—1)
for z=0:(Nz—1)

% Convert from PDE domain grid units to metric units
metricR = r / (Nr — 1) * rLen;
metricT = t / (Nt — 1) * tlen;
metricZ = z / (Nz — 1) * zlen;
% Convert to Cartesian coordinates, since simulation data is
% Cartesian
[xM, yM, zM] = pol2cart(metricT, metricR, metricZ);
yM = — abs(yM); % only negative half is included in simulation
% data. Remove 4% to avoid sampling at (x,y) not included in
% extracted neck data
xData = 0.96 * xM / r@ x max(X);
yData = 0.96 *x yM / r0@ x abs(min(Y));
zData = zM / zLen x (max(Z) — min(Z)) + min(Z);
xData = getNearestIn(xData, X);
yData = getNearestIn(yData, Y);
zData = getNearestIn(zData, Z);
ind = (X == xData) & (Y == yData) & (Z == zData);



q(r+l, t+l1, z+1) = W(ind);
end
end
end

o°

for i=1:1length(q)
end

figure(4)
plot(xtemp, ytemp)

o° o°

o°

end

function v = getNearestIn(x, xs)
xs = sort(xs);
for i=1:length(xs)
if (x < xs(i))
v = xs(i);
return
end
end
v = xs(end);

end

function cylData = extractNeckFromData

o°

This function extracts a cylindrical volume from the volume given in the
imported data. Assuming that the most energy is absorbed within the
patient and not in the hydrogel, we extract a cylinder with a radius
such that the average absorbed effect within the cylinder is as large as
possible.

o® o o°

o°

A = csvread('C:\Users\Erik\Documents\CST_EM_data\PLDBastiaanMediumNeck.csv');
XA = A(:,1);
YA = A(:,2);
ZA = A(:,3);
val = A(:,4);

% Here we decided, after plotting the data, to extract a cylinder between
% zmin and zmax (in the units of the imported data) in height.

zmin = —0.05;

zmax = 0.05;

I = ZA >= zmin & ZA <= zmax;
XA = XA(I);

YA = YA(I);

ZA = ZA(I);

val = val(I);

o°

Find a radius such that the corresponding cylinder encloses a volume of
greatest absorbed effect:
n = 20;
rs = linspace(0.04, 0.1, n);
meanVals = [];
for r=rs
I =XA."2 + YA."2 <= r"2;
meanVal = mean(val(I));
meanVals = [meanVals, meanVal];

d® o® o° o° o° o° o° o°

o

end

[~, i] = max(meanVals);

r = rs(i+l);

= evalin('base', 'r0');

= XA."2 + YA."2 <= r"2;

cylData = [XA(I), YA(I), ZA(I), val(I)];

o

H S oo°

end

B Matlab-kod enkel modell

B.1 Huvudskript

o

INPUT PARAMETERS
ote: all physical quantities are expressed in SI units.
% Domain dimensions:

ro = 0.1; % inner radius

rLen = 0.1; % radial thickness

zlen = 0.1; % height

% Resolution of the grid for the discrete heat equation:
Nr = 10;

Nt = 10;

o
5

N
D



Nz = 10;
% Amount of heat flux (W/m"2) from the patient's neck, i.e. along the
% normal from the skin pointing in to the hydrogel:

flux = 100;

% Optimization constraints:

minR = 0.02; % Minimum radius (from center) of tube nodes

maxR = rLen — 0.02; % Maximum radius (from center) of tube nodes

minH = 0.02; % Minimum radius (from center) of tube nodes
( )

o°

maxH = zlLen — 0.02; Maximum radius (from center) of tube nodes
END OF INPUT PARAMETERS
tLen = 2xpi; % domain length in theta direction
% Step lengths

hr = rLen / (Nr — 1);

ht = tlen / (Nt — 1);

hz = zlen / (Nz — 1);

%Material parameters:

k = 0.6; % thermal conductivity of water = 0.6

o
6

solverCalls = 0; % counter to track how many times the solver is called

o°

curve
The water tube is modelled as a piecewise linear curve inbetween a
number of nodes; these nodes have variable heights and radii, and these
are the variables in the optimization problem. The initial tube curve,
cO, is defined below.

curveRes = 7; % the number of nodes on each curve (including endpoints)
ch = 0.5xzLenxones(1, curveRes); % the heights of all nodes on c@

cr = 0.5*%rLenxones(1, curveRes); % the radii of all nodes on cO

% ALl optimization variables are collected into a single vector as defined
% below.

cO = [cr, ch]; % input to algorithm

[uMaxOpt, cOpt] = gradProj(@objective, c0);

uOpt = solvePDECyl(cOpt);

o° o° o

o°

%% Plot

figure(1)

clf

hold on

[R, T, Z] = ndgrid(1l:size(uOpt, 1), 1l:size(uOpt, 2), 1l:size(uOpt, 3));
S = ulpt(:);

S = 1%(S — min(S) + 100);

plot3DField(R(:), T(:), Z(:), S)

view(—30, 25)

colorbar

%% Plot tube

cCoords = interpolateCurve(cOpt) + [1; 1; 1];

scatter3(cCoords(1, :), cCoords(2, :), cCoords(3, :),
200, [1, 1, 1], 'filled')

axis equal

colormap winter

colorbar

B.2 Gradient projection-algoritm

% u is a function returning [uValue, gradient], c@ is the initial point to
% start minimizing from.
function [objOpt, cOpt] = gradProj(objective, c0)

minR = evalin('base', 'minR');
maxR = evalin('base', 'maxR');
minH = evalin('base’, 'minH');
maxH = evalin('base', 'maxH');

global hasUserInterrupted
hasUserInterrupted = false;

doPlot = true;
oldPlotVals = c0;
if(doPlot)
figure(2)
clf
hold on
grid on
set(gcf, 'KeyPressFcn', @forceQuitFcn)
drawnow
end

iteration = 0;

gradTol = 0.0001;
projTol = 0.0001;



cCurrent = c0;
flag = false;
while(~flag)
iteration = iteration + 1;
stepLen = 0.005 / iteration;
disp(Starting iteration + iteration)
[objVal, grad] = objective(cCurrent, iteration);

% Stop if gradient is small
if(max(abs(grad)) < gradTol)
flag = true;
disp('Gradient below tolerance, stopping')
continue
end
% disp(grad)
cNew = cCurrent — stepLen.xgrad; % Step along negative gradient
cr = cNew(1l : length(cNew)/2); % radii
ch = cNew(length(cNew)/2 + 1 : end); % heights
cr = max(minR, min(maxR, cr)); % Clamp radii
ch = max(minH, min(maxH, ch)); % Clamp heights
cProjected = [cr, ch];
disp(cCurrent)
disp(cNew)
disp(cProjected)
% Stop if the new point, after projection, is the original point
if(max(abs(cProjected — cCurrent)) < projTol)
flag = true;
disp('Projected onto previous point, stopping')
continue
end

o® o

o°

if(doPlot)
newPlotVals = cProjected;
for i=1:1length(newPlotVals)
x = [iteration—1, iteration];
y = [oldPlotVals(i), newPlotVals(i)];
c = mod(0.4xi, 1);

plot(x, y, 'color', [c, c, c], 'marker', 'x')
end
oldPlotVals = newPlotVals;
drawnow

end
cCurrent = cProjected;

if(hasUserInterrupted)
disp('User ended minimization')
flag = true;
end
end

objOpt = objVval;
cOpt = cCurrent;

end

function forceQuitFcn(~, ~)
global hasUserInterrupted
hasUserInterrupted = true;

end

function [umax, grad] = objective(c, iteration)

rLen = evalin('base', 'rLen');
zLen = evalin('base', 'zLen');

gradStepR = —0.005 / iteration;
gradStepH = 0.03 / iteration;

u = solvePDECyl(c);
umax = maxBoundaryTemp(u);

curveRes = length(c) / 2;
gradR = zeros(1l, curveRes);
gradH = gradR;
for i=1l:curveRes
cWithStep = c;
if(cWithStep(i) + gradStepR < rLen)
cWithStep(i) = cWithStep(i) + gradStepR;
uStep = maxBoundaryTemp(solvePDECyl(cWithStep));
gradR(i) = (uStep — umax) / gradStepR;



else
cWithStep(i) = cWithStep(i) — gradStepR;
uStep = maxBoundaryTemp(solvePDECyl(cWithStep));
gradR(i) = (umax — uStep) / gradStepR;
end
end
for i=(curveRes+1):(2xcurveRes)
cWithStep = c;
if(cWithStep(i) + gradStepH < zLen)
cWithStep(i) = cWithStep(i) + gradStepH;
uStep = maxBoundaryTemp(solvePDECyl(cWithStep));
gradH(i—curveRes) = (uStep — umax) / gradStepH;
else
cWithStep(i) = cWithStep(i) — gradStepH;
uStep = maxBoundaryTemp(solvePDECyl(cWithStep));
gradH(i—urveRes) = (umax — uStep) / gradStepH;
end
end

grad = [gradR, gradH];
end

function umax = maxBoundaryTemp(u)

Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
% umax = —Inf;

% uavg = 0;

o°

for t=0:(Nt—1)
for z=0:(Nz—1)
i = coordToIndex([0, t, z]);
uavg = uavg + u(i)

o° of

o°

% end

% end

% umax = uavg / (Nt*Nz);
utemp = u(1, :, :);

umax = mean(utemp(:));

end

B.3 Finit differenslosare

function u = solvePDECyl(c)

% Domain dimensions

r0 = evalin('base’, 'r0');
rLen = evalin('base', 'rLen');
% Number of discrete points, including endpoints
Nr = evalin('base', 'Nr');

Nt = evalin('base', 'Nt');

Nz = evalin('base', 'Nz');

% Step lengths

hr = evalin('base', 'hr');

ht = evalin('base', 'ht');

hz = evalin('base', 'hz');

hr2 = hr~2;

ht2 = ht"2;

hz2 = hz"2;

omega = 1.6;

TOL = 0.01;

% Interpolated path of indices on curve:

tubeIndices = interpolateCurve(c);

tubeBoundaryInds = zeros(length(cIndices(1,:)), 1);

tubeIndices = [];

for i=1:1length(cIndices(1,:))
j = coordToIndex(cIndices(:,i));

% tubeBoundaryInds = [tubeBoundaryInds, j];
tubeBoundaryInds(i) = j;

end

o o° o o o° of

o°

o°

u = zeros(NtNrxNz, 1);
= zeros(Nr, Nt, Nz);
outerBoundaryInds = zeros(NtxNz, 1);
BC on the plane r=rLen:
i=0;
for t=0:(Nt—1)

for z=0:(Nz—1)

i=14+1;

d® o° o° o o° =

o



64
65
66
67

68

D

Tk W N =

R N IS IS N

00 00~ 1~
—H O WO

0
CH )

o0 0o
)

K3

o°

outerBoundaryInds(i) = j;

% % outerBoundaryInds = [outerBoundaryInds, il;
% u(j) =5;
% end
% end
for t=1:Nt

for z=1:Nz

u(Nr, t, z) =5;

end

end

% topBoundaryInds = zeros(Nt*Nr, 1);
% botBoundaryInds = zeros(Nt*Nr, 1);
% BC on top and bottom:
for t=1:Nt
for r=1:Nr
u(r, t, 1) = 20;
u(r, t, Nz) = 20;
end
end

interiorIndexTriples = [];
for r=1:(Nr-2)
for t=1:(Nt—2)
for z=1:(Nz—-2)
if(ismember([r,t,z], tubeIndices', 'rows'))
continue
end

interiorIndexTriples = [interiorIndexTriples, [r; t; zl];

end
end
end

sideIndsL = zeros((Nr—2)x(Nz—2), 1);
sideIndsR = zeros((Nr—2)x(Nz—2), 1);
i=0;

for r=1:(Nr—2)

o o° o°

o°

% for z=1:(Nz—-2)

% i=1+1;

% j = coordToIndex([r, 0, z]);
% % sideIndsL = [sideIndsL, j];
% sideIndsL(i) = j;

%

% j = coordToIndex([r, Nt—1, z]);
% % sideIndsR = [sideIndsR, j];
% sideIndsR(1i) = j;

% end

% end

o

innerBoundaryInds = [];
% innerBoundaryInds = zeros((Nt—2)*(Nz—2), 1);
% 1i=0;
for t=1:(Nt—2)
for z=1:(Nz—2)
% i=1i+1;
j = coordToIndex([0, t, z]);

o o° o o of

o°

% innerBoundaryInds = [innerBoundaryInds, jl;
% % innerBoundaryInds(i) = j;

% end

% end

% cornerIndsL = zeros(Nz—2, 1);

o°

cornerIndsR = zeros(Nz—2, 1);

for z=1:(Nz—2)
i = coordToIndex([0, 0, z]);

% cornerIndsL = [cornerIndsL, i];
cornerIndsL(z) = i;

° o o o o

o

i = coordToIndex([®, Nt—1, z]);

% % cornerIndsR = [cornerIndsR, i];
% cornerIndsR(z) = i;
% end

o

BC on curve:
for k=1:1length(cIndices)

o°

% i = coordToIndex(cIndices(:,k));

% boundaryIndices = [boundaryIndices, i];

% u(i) = 5;

% end

% For steady—state heat eqn. Laplace(u)=0, discrete version is

o°

(u_{i+1} — 2%u_i + u_{i—1} ) / hx*2
+ (u_{i+Nx} — 2%u_i + u_{i—Nx} ) / hy”*2

K3

j = coordToIndex([Nr—1, t, z]); % outer side, constant 20



% + (U_{i+Nx*Ny} — 2+u_i + u_{i+Nx*Ny}) / hz"2

% =0

% NOW USING SUCCESSIVE OVER—RELAXATION, NOT GS
% Gauss—Seidel:

% u_i”@ = 0. Iterate:

% u_i~{k+1} = 1/a_{ii} * (
% b_i — sum j=1 to i—1 of a_{ij}*u_j~{k+1}
— sum j=i+1 to N of a_{ij}*u_j~k

% )

% where a_ij are elements in the matrix corresponding to the discrete
% equations above, b_i is the RHS of each equation (=0).
% In this case:

% a_ii = a = —2/hx — 2/hy — 2/hz

% b_i=0

% u_i~{k+1} = 1/a * (

% — 1/hzxu_{i—NxxNy}"{k+1} — 1/hy*u_{i—Nx}"{k+1} — 1/hx*u_{i—1}"{k+1}
% — 1/hxxu_{i+1}"k — 1/hy*u_{i+Nx}"k — 1/hzxu_{i+Nx*Ny}~k

flag = true;

k = 0;

aii =@(r) —2/hr2 — 2/r"2/ht2 —=2/hz2;

while(flag)
flag = false;
k =k + 1;

for i=1:

end

fo

3

end

r = interiorIndexTriples(1l, 1i);
t = interiorIndexTriples(2, i);
z = interiorIndexTriples(3, i);

length(interiorIndexTriples)

metricR = (r— 1) / (Nr— 1) * rLen + r0;

const = omega / aii(metricR);

uold = u(r+l, t+1, z+1);
unew = iteratelnterior(u, [r+l,
u(r+l, t+l, z+1) = unew;
if(abs(uold — unew) > TOL)

flag = true;
end

t=2: (Nt—1)
for z=2:(Nz—1)
metricR = ro;

t+1, z+1], uold, omega, const, metricR);

const = omega / aii(metricR);

uold = u(1, t, 2);

unew = iterateInnerBoundary(u, [1, t, z], uold, omega, const, metricR);

u(l, t, z) = unew;
if(abs(uold — unew) > TOL)
flag = true;
end
end

% Periodicity
for r=2:(Nr—1)

en

fo

d

3

for z=2:(Nz—1)

metricR = (r— 1) / (Nr— 1) * rLen + r0;
const = omega / aii(metricR);

uoldL = u(r, 1, 2z);
uoldR = u(r, Nt, z);
unewL = iterateBoundary(u,
unewR = iterateBoundary(u,
u(r, 1, z) = unewlL;
u(r, Nt, z) = unewR;

[r, 1, z], uoldL, omega, const, metricR);
[r, Nt, z], uoldR, omega, const, metricR);

if(abs(uoldL — unewL) > TOL ||abs(uoldR — unewR) > TOL)

flag = true;
end
end

z=2:(Nz—1)
metricR = ro0;
const = omega / aii(metricR);

uoldL = u(1, 1, z);
uoldR = u(1, Nt, z);

unewL = iterateInnerCorner(u, [1, 1, z], uoldL, omega, const, r);
unewR = iterateInnerCorner(u, [1, Nt, z], uoldR, omega, const, r);

u(l, 1, 2z) = unewlL;



u(l, Nt, z) = unewR;
if(abs(uoldL — unewL) > TOL ||abs(uoldR — unewR) > TOL)
flag = true;
end
end

end

nCalls = evalin('base', 'solverCalls') + 1;
assignin('base', 'solverCalls', nCalls);

disp(PDE solver finished after + k + iterations,

+ nCalls + th call)

end

function unew = iteratelInterior(u, x, uold, omega, const, r)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');

unew = (l—omega) * uold + const * (
—(=1/r/2/hr + 1/hr2) = u(x(1)—1, x(2), x(3))

—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)-1) ...
—1/r"2/ht2 * u(x(1), x(2)—-1, x(3))
—1/r"2/ht2 * u(x(1),  x(2)+1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), Xx(3)+1)
—(1/r/2/hr + 1/hr2) * u(x(1)+1, x(2), x(3)) ...

);

end

function unew = iterateBoundary(u, x, uold, omega, const, r)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');

if (x(2) == 1)
unew = (l—omega) * uold + const * (

—(=1/r/2/hr + 1/hr2) * u(x(1)—1, x(2), x(3)) ...
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)-1) ...
—1/r~2/ht2 * u(x(1), Nt, x(3))
—1/r"2/ht2 * u(x(l), x(2)+1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)+1)
—(1/r/2/hr + 1/hr2) = u(x(1)+1, x(2), x(3))

)i
else
unew = (l—omega) * uold + const * (
—(=1/r/2/hr + 1/hr2) u(x(1)—=1, x(2), x(3)) ...
u(x(1), x(2), x(3)-1) ...

*
—1/hz2 *
—1/r"2/ht2 * u(x(1l), x(2)—1, x(3))
—1/r*2/ht2 * u(x(1), 1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)+1)
—(1/r/2/hr + 1/hr2) = u(x(1)+1, x(2), x(3))

)i
end
end

function unew = iterateInnerBoundary(u, x, uold, omega, const, r)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');

k = evalin('base', 'k');



flux = evalin('base', 'flux');

unew = (l—omega) * uold + const * (
—flux/k * (2/hr—=1/r)

—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)-1) ...
—1/r"2/ht2 * u(x(1), x(2)=1, x(3))
—1/r*2/ht2 * u(x(1), x(2)+1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)+1)
—2/hr2 * u(x(1)+1, x(2), x(3))

end

function unew = iterateInnerCorner(u, x, uold, omega, const, r)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;

Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');

Nz = evalin('base', 'Nz');
k = evalin('base', 'k');
flux = evalin('base', 'flux');

if (x(2) == 1)
unew = (1l—omega) * uold + const * (
—flux/k * (2/hr—1/r)

—1/hz2 * u(x(1l), x(2), x(3)-1) ..
—1/r~2/ht2 * u(x(1), Nt, x(3))
—1/r~2/ht2 * u(x(1), x(2)+1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)+1)
—2/hr2 * u(x(1)+1, x(2), x(3))

)i
else

unew = (l—omega) * uold + const * (

—flux/k * (2/hr—1/r

—1/hz2 S ux(1), x(2), x(3)-1) ...
—1/r"2/ht2 * u(x(1), x(2)—=1, x(3))
—1/r~2/ht2 * u(x(1), 1, x(3)) .
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)+1)
—2/hr2 * u(x(1)+1, x(2), x(3))
)i
end
end

B.4 Ovriga funktioner

function cCoords = interpolateCurve(c)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
startT = 0.5;

endT = 2xpi — startT;

o°

Approximate curve within grid:

Create vector of points on curve with the same dimensions as the domain
grid.

We map from xyz—coordinates to ijk—indices by
(x,y,z) |— (x/hx, y/hy, x/hx) and round.
xyz—coords are [cx; cr; ch]

ct = linspace(startT, endT, length(c)/2);

cr = c(1:(length(c)/2));

cz = c((length(c)/2+1):end);

% Indices of curve points (as [i; j; KI):
cCoords® = round([cr./hr; ct./ht; cz./hz]);

o® o° o o°

o°

cCoords = [];
segmentlLength = 1.5 x (Nt / length(ct)).”2;
for i=1:(length(ct)—1)
p0 = cCoordsO(:,1i); % segment start point
pl = cCoords@(:,i+1l); % segment end point
Assume segment can cover max segmentLength grid points
segment = [round(linspace(p0(1), pl(1l), segmentLength));

o



round(linspace(p0(2), pl(2), segmentLength));
round(linspace(p0(3), pl(3), segmentLength))];
cCoords = [cCoords, segment];
end

end

C Matlab-kod laboration

C.1 Huvudskript

% This one is Cartesian. r,t,z denote z,x,y respectively. Comments may be
% old and using cylindrical coordinates.

INPUT PARAMETERS
% Note: all physical quantities are expressed in SI units.
% Domain dimensions:

rLen = 0.05;
tLen = 0.36;
zLen = 0.2;

% Resolution of the grid for the discrete heat equation:

Nr = 10; % Number of points in radius direction

Nt = 20; % Number of points in angular direction

Nz = 10; % Number of points in height direction

% Amount of heat flux (W/m~2) on tube boundaries:

fluxTube = —200;

% Optimization constraints:

minR = 0.02; % Minimum radius (from center) of tube nodes
maxR = rLen — 0.02; % Maximum radius (from center) of tube nodes
minH = 0.04; Minimum height of tube nodes

maxH = zLen — 0.04; % Maximum height of tube nodes

% Other settings:
optimizeRadii = false;

o°

o°

Set optimizeRadii = true if you want to include
node radii as variables in the optimization
problem, false otherwise.

Set plotIterations = true if you want a simple
plot of all variable values after each gradient
projection iteration, false otherwise.

END OF INPUT PARAMETERS
% Step lengths

r=rLen / (Nr—1);

ht = tLen / (Nt — 1);

hz = zlLen / (Nz — 1);

k = 0.6; % thermal conductivity of water

solverCalls = 0; % counter to track how many times the solver is called

o° of

o°

plotIterations = true;

o o°

K3

=

o°

The water tubes are modelled as piecewise linear curves inbetween a
number of nodes; these nodes have variable heights and radii, and these
are the variables in the optimization problemx (*see option optimizeRadii
above). The initial tube curves, c1.0, and c2_0, are defined below.
curveRes = 12; % the number of nodes on each curve (including endpoints)
clh = 0.5xzLenxones(1l, curveRes); % the heights of all nodes on cl 0

clr = 0.5*rLenxones(1l, curveRes); % the radii of all nodes on c1.0

% ALl optimization variables (always including radii regardless of

% optimizeRadii) are collected into a single vector as defined below.

c0 = [clr, clh];

o° o°

o

cOpt = c0;
% [uMaxOpt, cOpt] = gradProj(@objective, c0);
uOpt = solvePDECyl(cOpt);

%% Plot

figure(3)

clf

hold on

[R, T, Z] = ndgrid(1l:size(uOpt, 1), 1l:size(uOpt, 2), 1l:size(uOpt, 3));

S = ulpt(:);

S = 1%(S — min(S) + 100);

plot3DField(R(:), T(:), Z(:), S)

view(—30, 25)

colorbar

%% Plot tubes

cCoords = interpolateCurve(cOpt);

scatter3(cCoords(1, :), cCoords(2, :), cCoords(3, :),
200, 'black', 'filled')

axis equal

colormap winter

colorbar



C.2 Gradient projection-algoritm

function [objOpt, cOpt] = gradProj(objective, c0)

% This function performs a gradient projection optimization with the given
% input objective function and initial point cO. The constraints of the
% problem are hard—coded below.

o

s PARAMETERS
TOL_g = 0.0001;

o°

The tolerance which determines whether the gradient of
the objective function is small enough to stop.

o

TOL_p = 0.0001; % The tolerance which determines whether the difference
% between the previous point and the active point after
% projection is small enough to stop.

% END OF PARAMETERS

optimizeRadii = evalin('base', 'optimizeRadii');

minR = evalin('base', 'minR');

maxR = evalin('base', 'maxR');

minH = evalin('base', 'minH');

maxH = evalin('base', 'maxH');

doPlot = evalin('base', 'plotIterations');

global hasUserInterrupted
hasUserInterrupted = false;

% If doPlot, the values of each variable are plotted in figure 2 after each
% iteration.
if(doPlot)
if (optimizeRadii)
oldPlotVals = c0;
else
oldPlotVals = cO(length(c0)/2+1 : end);
end
figure(2)
clf
hold on
grid on
set(gcf, 'KeyPressFcn', @forceQuitFcn)
drawnow
end

iteration = @; % Counter counting the number of iterations
cCurrent = cO; % Variable containing the current active point
flag = false; % Flag dermining whether an optimal point is reached
while(~flag)
iteration = iteration + 1;

stepLen = 0.005 / iteration; % The step length used to find the next point

disp(Starting iteration + iteration)

[objVal, grad] = objective(cCurrent, iteration);
% Stop if gradient is small
if(max(abs(grad)) < TOL_g)
flag = true;
disp('Gradient below tolerance, stopping')
continue
end

cLen = length(c0);

cNew = cCurrent — stepLen .* grad; % Step along negative gradient
clh = cNew(cLen/2 + 1 : end);

clr = cNew(1l : cLen/2);

o

Clamp radii and heights to their allowed intervals; project into the
feasible set defined by the constraints
minR <= r_i <= maxR for all i,
minH <= h_i <= maxH for all i:
clh = max(minH, min(maxH, clh));
if (optimizeRadii)
clr = max(minR, min(maxR, clr));
end

o® of

o°

cProjected = [clr, clh];

% Stop if the new point, after projection, is the original point
if(max(abs(cProjected — cCurrent)) < TOL_p)

flag = true;

disp('Projected onto previous point, stopping')

continue
end

if(doPlot)
if (optimizeRadii)



newPlotVals = cProjected;
else
newPlotVals = clh;
end
for 1:length(newPlotVals)
= [iteration—1, iteration];
= [oldPlotVals(i), newPlotVals(i)];
c = mod(0.4%i, 1)
figure(2)
plot(x, y, 'color', [c, ¢, c], 'marker', 'x')

i=
X
y

end
oldPlotVals = newPlotVals;
drawnow

end

cCurrent = cProjected;

if(hasUserInterrupted)
disp('User ended optimization')
flag = true;
end
end

objOpt = objVal;
cOpt = cCurrent;

end

function forceQuitFcn(~, ~)
global hasUserInterrupted
hasUserInterrupted = true;

end

function [val, grad] = objective(c, iteration)

optimizeRadii = evalin('base', 'optimizeRadii');
rLen = evalin('base', 'rLen');
zLen = evalin('base', 'zlLen');

stepLenR = —0.005 / iteration;
stepLenH = 0.03 / iteration;

u = solvePDECyl(c);
val = avgNeckTemp(u);

% Curves cl and c2 are found by c=[cl, c2]
grad = zeros(1l, length(c));
% cl height:
buildGradient(stepLenH, 0, zLen, length(c)/2 + 1, length(c));
if (optimizeRadii)
% cl radius:
buildGradient(stepLenR, 0, rLen, 1, length(c)/2);
end

function buildGradient(stepLen, minVal, maxVal, varIndMin, varIndMax)
for k=varIndMin:varIndMax
cWithStep = c;
newPoint = c(k) + steplLen;
if(minVal < newPoint && newPoint < maxVal)
cWithStep(k) = newPoint;
uStep = avgNeckTemp(solvePDECyl(cWithStep));
grad(k) = (uStep — val) / steplLen;
else
cWithStep(k) = c(k) — steplLen;
uStep = avgNeckTemp(solvePDECyl(cWithStep));
grad(k) = — (uStep — val) / stepLen;
end
end

end

end

function umax = avgNeckTemp(u)

% This function calculates the average temperature on the plane r=ro,
% the imagined skin on the patient's neck.

Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
tLen = evalin('base', 'tlen');

zLen = evalin('base', 'zlen');

i.



fieldTl = tLen / 2;
fieldT2 = 3 * tLen / 4;
fieldzl = zlen / 4;
fieldZ2 = 3 * zlLen / 4;
tl = round(fieldTl / tLen * (Nt — 1));
t2 = round(fieldT2 / tLen * (Nt — 1));
z1 = round(fieldZl / zLen * (Nz — 1));
z2 = round(fieldZ2 / zLen * (Nz — 1));
uavg = 0;
for t=tl:t2

for z=z1:z2

uavg = uavg + u(Nr, t+1, z+1);

end

end

umax = uavg / (t2 — t1 + 1) / (z2 — z1 + 1);
% umax = mean(u(Nr, tl+1:t2+1, z1+1:z2+1), 'all'); % Only in R2018b and
% later

end

C.3 Finit differenslosare

function u = solvePDECyl(c)

% This function solves a finite difference heat equation using the
% successive over—relaxation iteration method.

% PARAMETERS
TOL = 0.01; % The tolerance which determines solver convergence. The

solver finishes if, for all points in the grid, the difference
between the new value and the previous iteration's value is
less than this tolerance.

omega = 1.7; The weight parameter used in the successive over—relaxation.
END OF PARAMETERS

o® o° o°

o

o
5

Nr = evalin('base’, 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
rLen = evalin('base', 'rLen');

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');

hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr*2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;

u = zeros(Nr, Nt, Nz);

% Generate the coordinates of all points that lie in water tubes:
tubeIndices = interpolateCurve(c);
tubeIndices = unique(tubeIndices', ‘'rows')' — [1; 1; 11;
% Construct all r,t,z such that no point lies on a tube:
interiorIndexTriples = [];
for r=1:(Nr—2)
for t=1:(Nt—2)
for z=1:(Nz-2)
if(ismember([r, t, z], tubeIndices', 'rows'))
continue
end
interiorIndexTriples = [interiorIndexTriples, [r; t; z]];
end
end
end

% Set the boundary condition on the planes r=0:
for t=0:(Nt—1)
for z=0:(Nz—1)
u(l, t+1, z+1) = 20;
end
end
% Set the boundary condition on the planes t=0, t=tLen:
for r=0:(Nr—1)
for z=0:(Nz—1)
u(r+l, 1, z+1) = 20;
u(r+l, Nt, z+1) = 20;
end
end
% Set the boundary condition on the plane z=0, z=zlLen:
for t=0:(Nt—1)
for r=0:(Nr—1)
u(r+l, t+1, 1) = 20;



u(r+l, t+l1, Nz) = 20;
end
end

% Solve the heat equation iteratively using successive over—relaxation:
flag = true; % flag which determines convergence
k = 0; % counter which counts the number of iterations
aii = —2/hr2 — 2/ht2 — 2/hz2; % helper function
while(flag)
flag = false;
k=k+1;

% Iterate over the interior of the domain
for i=1:1length(interiorIndexTriples)

r = interiorIndexTriples(1l, i);

t = interiorIndexTriples(2, 1i);

z = interiorIndexTriples(3, i);

const = omega / aii;

uold = u(r+l, t+1, z+1);

unew = iterateInterior(u, [r+1, t+1, z+1], uold, omega, const);
u(r+l, t+1, z+l) = unew;

if(abs(uold — unew) > TOL)

flag = true;

end
end
% Iterate over all points on tubes
for i=1:1length(tubeIndices)

r = tubeIndices(1l, i)

t = tubelIndices(2, i);

z = tubelIndices(3, 1i);

const = omega / aii;
uold = u(r+l, t+1, z+1);
unew = iterateTube(u, [r+1, t+1, z+1], uold, omega, const, tubeIndices);
u(r+l, t+l, z+1) = unew;
if(abs(uold — unew) > TOL)
flag = true;
end
end

fo

3

z=1:(Nr—=2)

for t=1:(Nt—2)
const = omega / aii;
uold = u(Nr, t+1, z+1)
unew = iterateBoundary(u, [Nr, t+1, z+1], uold, omega, const);
u(Nr, t+1, z+1) = unew;
if(abs(uold — unew) > TOL)

flag = true;

end

end
end

end

nCalls = evalin('base', 'solverCalls') + 1;

assignin('base', 'solverCalls', nCalls);

disp(PDE solver finished after + k + iterations,
+ nCalls + th call)

end

function unew = iterateInterior(u, x, uold, omega, const)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;

ht2 = ht"2;

hz2 = hz"2;

Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
k = evalin('base', 'k');

unew = (l—omega) * uold + const * (

—1/hr2 x u(x(1)—1, x(2), x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)-1) ..
—1/ht2 * u(x(1), x(2)—1, x(3))
—1/ht2 * u(x(1), x(2)+1, x(3))
—1/hz2 * u(x(1), x(2), Xx(3)+1)
—1/hr2 = u(x(1)+1, x(2), x(3))

);



end

function unew

iterateBoundary(u, x, uold, omega, const)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;

ht2 = ht"2;

hz2 = hz"2;

Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
k = evalin('base', 'k');

unew = (l1—omega) * uold + const * (

...—2xfluxTube / k / hz ... flux is 0
—2/hr2 = u(x(1)—1, x(2), x(3))

—1/hz2 * u(x(1l), x(2), x(3)-1) ..
—1/ht2 * u(x(1l), Nt, x(3) )

—1/ht2 * u(x(1), x(2)+1, x(3))

—1/hz2 * u(x(1), x(2), x(3)+1)
Lo.=1/hr2 x u(x(1)+1, x(2), x(3))

)i

end

function unew = iterateTube(u, x, uold, omega, const, tubeIndices)

hr = evalin('base', 'hr');
ht = evalin('base', 'ht');
hz = evalin('base', 'hz');
hr2 = hr~2;
ht2 = ht"2;
hz2 = hz"2;
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base', 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');

fluxTube = evalin('base', 'fluxTube');

k = evalin('base', 'k');
if(ismember([x(1)—2, x(2)—1, x(3)—1], tubeIndices', 'rows'))
% If r+1 is hydrogel
rightCoeff = 2/hr2;
leftCoeff = 0;
fluxR = —2«fluxTube/k/hr;
else
% If r—1 is hydrogel
rightCoeff = 0;
leftCoeff = 2/hr2;
fluxR = —2«fluxTube/k/hr;
end
if(ismember([x(1)—1, x(2)—1, x(3)—2], tubeIndices', 'rows'))

% If z+1 is hydrogel

upCoeff = 2/hz2;

downCoeff = 0;

fluxZ = —2«fluxTube/k/hz;
else

% If z—1 is hydrogel

upCoeff = 0;

downCoeff = 2/hz2;

fluxZ = —2xfluxTube/k/hz;

end

unew = (l—omega) * uold + const x (
fluxR + fluxZ ...
—leftCoeff = u(x(1l)—1, x(2), x(3) )
—downCoeff * u(x(1), x(2), x(3)-1) ..
—1/ht2 * u(x(1), x(2)=1, x(3) )
—1/ht2 * u(x(1),  x(2)+1, x(3) )
—upCoeff * u(x(1), x(2), x(3)+1)
—rightCoeff * u(x(1)+1, x(2), x(3) )

)i

end

C.4 Ovriga funktioner

function cCoords = interpolateCurve(c)

hr = evalin('base', 'hr');



ht = evalin('base', 'ht');

hz = evalin('base', 'hz');
Nr = evalin('base', 'Nr');
Nt = evalin('base’, 'Nt');
Nz = evalin('base', 'Nz');
tLen = evalin('base', 'tlen');

o

Approximate curve within grid:

The first half of ¢ contains all node radii, the second half contains all
node heights; these are cr and cz below, respectively. The node angles
are distributed equally from startT to endT radians; this is ct below.

ct = linspace(0, tLen, length(c)/2);

cr = c(1l:(length(c)/2));

cz = c((length(c)/2+1):end);

o° of

o°

% Convert (with rounding) node coordinates from meters to PDE domain grid
% indices:
cCoords® = round([cr./hr; ct./ht; cz./hz]);

cCoords = [];

segmentLength = 2.5 = (Nt / length(ct)).”2;

for i=1:(length(ct)—1)
p0 = cCoordsO(:, i); % segment start point
pl = cCoordsO(:, i+l); % segment end point

% Assume segment can cover max segmentlLength grid points
segment = [round(linspace(p0(1), pl(1l), segmentLength));
round(linspace(p0(2), pl(2), segmentLength));
round(linspace(p0(3), pl(3), segmentLength))];

% Don't include boundaries in tube:

indicesToRemove = segment(2,:) == 0 | segment(2,:) == Nt—1;
segment = segment(:, ~indicesToRemove);
% t—indices are in 0,...,N—1, r and z and in 1,...,N. Fix:

segment = segment + [0; 1; 0];

% Make the water tube 2x2 in thickness; allowing for easier
% implmenentation of Neumann boundary onditions:
segmentRight = segment + [1; 0; 0];

segmentUp = segment + [0; 0; 1];

segmentUpRight = segment + [1; 0; 1];

cCoords = [cCoords, segment, segmentRight, segmentUp, segmentUpRight];
end

end

D Gemensamma funktioner

function plot3DField(X0, Y, Z, D, ~)

if(nargin < 4)

X =X0(:, 1);
Y = X0(:, 2);
Z=X0(:, 3);
D = X0(:, 4);
else
X = X0;
end

% scale = D / min(D);

scale = D;
if(nargin == 2 || nargin == 5)
col = log((D — min(D)) + 1);
else
col = D;
end

scatter3(X, Y, Z, scale, col, 'filled')
axis equal

end
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