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Sammandrag

Syftet med denna studie var att undersdka absorption av moérk materia i form av mor-
ka fotoner for de atta materialen AlsOg, GaN, Al, ZnS, GaAs, SiOs, Si och Ge. For att
gora detta underscktes absorptionshastigheten I' samt absorptionshastighetens héndelse-
frekvens N hos de morka fotonerna. Detta gjordes med numeriska och analytiska metoder.
Det centrala for bada analyserna var att I' och N delades upp i en longitudinell del samt en
transversell del som undersoktes separat. Den numeriska analysen utférdes med hjélp av
Python-paketet DarkELF som innehéll fardig data for den dielektriska funktionen &, (q,w).
Resultaten for I' presenterades med grafer i massintervallet 1-10eV och for N redovisades
respektive materials héndelsefrekvens for massan 1€V i en tabell. Fran tabellen kunde slut-
satsen dras att Al var mest bendgen att absorbera morka fotoner medan SiOg var minst
benédgen. For den analytiska delen anvindes Kramers-Kronig relationerna for att harleda
ett uttryck for en ovre grins av N. For den longitudinella delen presenteras en graf som
visar hur materialen forhaller sig till den 6vre gréansen. Resultatet visar att aluminium
ar ndra att métta den 6vre grinsen. Den transversella hdndelsefrekvensen kunde ddremot
inte evalueras da uttrycket blev materialberoende.

Abstract

The purpose of this thesis was to study the absorption of dark matter in the form of dark
photons for the eight materials AlsO3, GaN, Al, ZnS, GaAs, SiOs, Si, and Ge. To do
this, the absorption rate I' and the event rate of the absorption N for the dark photons
were examined. This was done using both numerical and analytical methods. In order to
ease the analysis, both I and N were split up into a longitudinal part and a transverse
part, which in turn was studied separately. The numerical analysis was done through the
Python package DarkELF which contained data for the dielectric function e,(q,w). The
results for I' was presented with graphs for the mass-interval 1-10eV and for N, the event
rate of each material were presented in a table for the mass 1eV. From this table, the
conclusion could be drawn that Al was most probable to absorb dark photons, and SiO»
was the least probable. In the analytical part of the study, the Kramers-Kronig relations
were used to derive an upper limit of V. For the longitudinal part, a graph was presented
showing how the materials compare to the upper limit. The result showed that aluminum
was close to saturating the upper limit. However, the transverse event rate could not be
evaluated as the expression became material-dependent.

Nyckelord: Morka fotoner, Kramers-Kronig relation, dielektriska material, dielektriska
funktionen, absorptionshastighet av morka fotoner.

Keywords: Dark photons, Kramers-Kronig relation, dielectric material, dielectric function,
absorptionrate of dark photons.
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1

Inledning

Allt som utgdér bade massa och volym kallas fér materia inom modern fysik, och i var-
dagligt tal refererar materia ofta till allt som ar uppbyggt av atomer [2]. Till exempel &r
alla galaxer, stjarnor och nebulosor som kan observeras i universum gjorda av materia.
Maéangden materia i hela universum skulle ddrmed kunna betraktas som nastan oandlig.
Trots denna stora méngd materia, antas materian utgora endast fyra procent av det uni-
versum som kan observeras [2]. Utover detta antas universum utgoras av cirka 73 procent
mork energi och 23 procent mérk materia [2]. Den morka materian antas generellt vara en
oidentifierad massa som varken avger, reflekterar eller absorberar vanlig elektromagnetisk
stralning, vilket gor den omdjlig att observera pa vanligt sitt [3]. Det finns ddremot flera
tydliga bevis for den morka materians existens [4]. Bland annat har det observerats att
hastighetsspridningen mellan galaxer inom galaxhopar ar betydligt hogre én vad den borde
vara om bara den vanliga materian fanns [5]. Dessutom har det observerats att stjarnor i
ytterkanter av galaxer roterar med snabbare hastighet dn forvintat samtidigt som véldigt
lite ljus kan ses fran dessa platser, vilket indikerar att det finns stora méngder osynlig
massa narvarande [4].

Potentiella kandidater for mork materia har foreslagits av forskare, och den mest studerade
hypotetiska kandidatpartikeln kallas WIMPs (weakly interacting massive particles) [4].
En annan hypotetisk kandidatpartikel som ofta studeras kallas fér axion [5] och denna
kandidatpartikel foreslogs existera for att kunna forklara en av symmetrierna inom stark
vixelverkan mellan nukleoner [4]. Ytterligare en hypotetisk kandidatpartikel som ofta
forekommer i utvidgningar av standardmodellen inom partikelfysik kallas for moérk foton
(dark photon) [6]. Om de morka fotonerna existerar, dr det dédremot &nnu inte bestdmt
ifall de utgoér den morka materian eller ifall de fungerar som medlare da den synliga och
morka materian interagerar med varandra [7].

Metoderna att forsoka upptécka dessa partiklar ser lite olika ut for varje typ av kandidat-
partikel. For att forsoka detektera WIMPs later man dem kollidera med vanliga atomkér-
nor i syfte att forsdka observera energioverféringar under kollisionen [8]. For de hypotetiska
axionerna forstker man omvandla dessa partiklar i ett starkt och statiskt magnetfalt till en
signal bestaende av fotoner med identiska vaglingder inom mikrovagsomradet [5]. En av
metoderna som anvands till att forsoka upptécka morka fotoner genomfors via absorption
dér de morka fotonerna exciterar elektroner hos detektormaterialets atomer [9], vilket kan
liknas med den fotoelektriska effekten.

For att studera absorption av mork materia har flera experiment utforts hos olika material.
I detta arbete undersoks atta material: aluminiumdioxid (Al;O3), galliumnitrid (GaN),
aluminium (Al), zinksulfid (ZnS), galliumarsenid (GaAs), kiseldioxid (SiO2), kisel (Si)
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och germanium (Ge). Dessa material har en dielektrisk respons vilket dr betydelsefullt for
berdkningen av absorptionen av morka fotoner [10].

1.1 Syfte

Huvudsyftet med detta arbete ar att studera absorption av mérk materia i form av morka
fotoner. Studien kommer att undersoka atta material med dielektrisk respons. Detta gors
bade numeriskt och analytiskt. Den numeriska analysen syftar till att understka vilket
material som adr mest bendget till att absorbera morka fotoner. For att systematiskt un-
dersoka absorptionshastigheten numeriskt anvinds det nedladdningsbara Python-paketet
DarkELF. Den analytiska delen syftar till att studera ifall absorptionhastigheten har en
6vre gréns samt hur materialen forhaller sig till denna grans. For att ta fram uttrycket for
den 6vre grinsen anvands Kramers-Kronig-relationerna.

1.2 Avgransningar

I denna studie hanteras den dielektriska responsen som ocksa kallas for dielektriska funk-
tionen. I detta arbete kommer en approximation av denna funktion att géras dir beroendet
av riktningen for rérelseméingden forsummas. Detta dr motiverat for isotropiska material®
och &r ett standard antagande inom detta omréade [11, ek. 24]. En ytterligare avgransning
ar att ursprunget av den morka materian som behandlas inte kommer att undersokas da
det skulle krévas en mer komplicerad analys [12]. Slutligen har den numeriska undersok-
ningen begrinsats till endast atta material. Detta &r for att DarkELF inte har data till
den dielektriska funktionen for fler material och ddrmed &r studien begrénsad till dessa
atta.

'Fér isotropiska material dr egenskaperna detsamma i alla riktningar.
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Bakomliggande Teori

For att forsta de notationer och antaganden som presenteras i denna rapport ger féljande
tre avsnitt en sammanfattning pa den relevanta teorin. Forst introduceras 4-vektorer,
vilken notation som anvands for dessa och hur de multipliceras med varandra (Avsnitt
2.1). Darefter foljer en forklaring pa hur de naturliga enheterna anvinds samt hur det
gar att anvinda dimensionsanalys for att skriva om storheter i andra enheter (Avsnitt
2.2). Till slut presenteras en kort text om speciell relativitet diar det redogors kring vad
mass-skal-relationen ér (Sektion 2.3).

2.1 Vektornotation

Inom relativistisk fysik anvénds 4-vektorer vilket &r en vektor med fyra komponenter. En
sadan vektor skrivs med grekiska index som z* (u = 0,1,2,3) och for en rumtidsvektor ar
29 = ct tidskomponenten [13, ss. 525-527]. Rumskomponenterna ges av 2!, 22 och 23 och
kan istéllet skrivas som en 3-vektor. Till skillnad fran en 4-vektor skrivs en 3-vektor med
latinska index som 2/ dér j = 1,2,3, alternativt kan en 3-vektor skrivas i fetstil som x. En
4-vektor kan da skrivas som a# = (ct,x) [14, ss. 26-27].

En vektor z* kallas kontravariant medan vektorn z,, kallas kovariant [13, s. 526]. For att
héja och sdnka index inférs Minkowski metriken

Moo = —M1 = —M22 = —N33 =1
Nuw = 0, om p # v
och utifran denna kan den kovarianta vektorn beskrivas utifran den kontravarianta som

3
— v — 4
T, = Z N’ = N’

v=0

dér vi introducerat Einsteins summationskonvention, vilket innebér att tva upprepade
index, ett nere och ett uppe summeras éver som

3

u _E: B

.’Eﬂ?u— .’EI‘M
=0

[14, ss. 26-27]. Fortséittningsvis, genom Minkowskimetriken kan skalirprodukten' mellan
tvd godtyckliga 4-vektorer A* = (a°,a', a? a®) och B* = (b°,b', %, b3) skrivas som

A-B = A"B, =0, A"B" = a"° — (a'b' + a?b* + a®b?),

!'Denna skaldrprodukt brukar dven kallas Lorentzprodukt.
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vilket &r invariant under Lorentztransformation [14, ss. 26-27]. Genom detta kan Lo-
rentzkvadraten definieras som

2 . 1
xr =X l’u.

2.2 Naturliga enheter
De naturliga enheterna inom partikel- och atomfysik definieras via
¢, by me, €o,

dér c ar ljusets hastighet i vakuum, A &r Plancks reducerade konstant, m, ar elektronens
vilomassa och €y dr permittiviteten i vakuum [15]. Vid berdkningar anvinds darfér ¢ =
h = me = ¢p = 1. Anvdndningen av naturliga enheter kan férenkla manga berdkningar och
notationer. Ett exempel ar vid dimensionsanalys. En dimensionsanalys pa ljusets hastighet,
¢, ger dimensionerna [L][T~!] [15]. Detta &r lika med 1 vilket betyder att hastighet i
naturliga enheter &r dimensionslos samt att dimensionerna [L] = [T]. P4 samma sétt gar
det att visa att rorelsemingd och massa ska ha enheten energi fran mass-skals-relationen
(Ekvation (2.1) som presenteras i nésta avsnitt, 2.3).

Detta resonemang kan appliceras pa flera storheter och det gar att géra omskrivningar
for att uttrycka olika storheter i termer av andra enheter. I denna rapport kommer fokus
ligga pa enheten energi. Nar ¢ = A = 1 kan alla andra storheter skrivas i termer av
energi [16] och i detta fallet i eV. Exempelvis kan en striicka skrivas [L] = [E~!] och d&
dven [T] = [E~Y] dér E star for enheten energi [16]. En striicka kan dérfér skrivas som
m = tg55=r €V ' och en tid som s = zzri5=ts eV ! [10].

2.3 Speciell relativitet

I den hér sektionen kommer naturliga enheter anvindas, och en partikels 4-rorelsemangd
kan da skrivas som p# = (E,p), dir p = (ps,Dy,p-) ar den vanliga rorelseméngden i
tre dimensioner [13, ss. 535-537]. Hér ges energin for en partikel av E = ym, dér v ar
Lorentzfaktorn v = 1/4/1 —v2? och for en partikel i vila reduceras detta till E = m.
Eftersom Lorentzkvadraten (se Avsnitt 2.1) inte beror pa valet av inertialsystem &r den
densamma oavsett vilket inertialsystem som véljs. Detta leder till mass-skal-relationen [13,
ss. 535-537]

E? = p* +m?, (2.1)

vilket ar anvdndbart da den relaterar energin, massan och rorelseméangden for en partikel.
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Bakgrund

I kommande kapitel redogors hur absorption av mérk materia observeras, vilka ekvationer
som dr av betydelse och hur DarkELF verktyget fungerar. Forst forklaras det hur den
morka fotonen ursprungligen introducerades samt hur absorptionshastigheten kan berak-
nas (Avsnitt 3.1). Déarefter beskrivs det hur absorptionshastigheten kan relateras till en
héndelsefrekvens samt hur denna héndelsefrekvens kan berdknas (Avsnitt 3.2). For att
kunna berdkna absorptionshastigheten kréver det teori om den dielektriska responsen,
ocksa kallat den dielektriska funktionen. Detta beskrivs i Avsnitt 3.3. Foljaktligen pre-
senteras teorin som ar relevant for den analytiska studien i Avsnitt 3.4 och Avsnitt 3.5.
Slutligen introduceras DarkELF-verktyget och dess metoder (Avsnitt 3.6).

3.1 Absorption av mork materia

Det &r svart att berdkna absorptionen av nagot som ar oidentifierat och det kommer dérfor
antas att absorption av moérk materia dr i formen av morka fotoner. Den morka fotonen
introducerades genom att utveckla Standardmodellen (SM) [9]. Standardmodellen &r redan
mycket valutvecklad i ett brett spektrum och déarfér vill man ldgga till nya komponenter
for att kunna beskriva nya tillstdnd. I forsoken att framstélla nya tillstind visade det
sig att den enklaste och mest naturliga metoden ar med hjalp av ett sa kallad U(1)y-
hyperladdningsfalt [9]. I denna hyperladdade portalen kan den méorka fotonen observeras
nar den fors ihop med en SM-foton. Fran denna upptéck har olika experiment gjorts och
formeln for att berdkna absoptionshastigheten av morka fotoner i en detektors material
kan skrivas som f6ljande, [9]

H%,L Im HT,L

I'rp = ”

dér w ar frekvensen da w > 0, k7,1, dr den effektiva blandningen i den transversala (T)
och longitudinella (L) riktningen och definieras som, [9]

K- m3
(m? — Rellr )2 + (ImIIp 1 )2

KT, =

dér x ar den kinetiska blandningstermen och my ar massan av den morka fotonen. Dessa
parametrar viljs i enighet med de ritta omstandigheterna. Fortsattningsvis dr ImIl7 f,
definierad via polarisationstensorn i mediumet av detektorn. I isotropiska icke-magnetiska
material definieras Il7 ;, som, [9]

{HT = —w?(e, — 1)
Iy, = —¢*(e, — 1)
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dér e, ar den relativa permittiviteten hos materialet och ¢* &r den morka fotonens 4-
rorelseméngd (Se Avsnitt 2.3) med w = ¢Y. Fran detta kan absorptionshastigheten beskri-
vas som foljande, [9]

o Iﬁ}2m%/ Ime, 1 2m%/w2 Re Ae, + m%/
w3| A, |? wh|Ae,|?
2

K m%/ Ime,

(3.1)

'y = 5
wler|

dar Ae, = ¢, — 1.

3.2 Absorptionshastighetens hindelsefrekvens

En héndelsefrekvens ér ett matt pa hur ofta en specifik hdndelse intraffar under ett expe-
riment [9]. I detta fallet &r det hur ofta en mork foton absorberas av ett specifikt material.
I arbetet Dark Matter Detectors as Dark Photon Helioscopes [9] tas det fram ett uttryck
for héndelsefrekvensen som, [9]

_ wans yd (D 4o
N:VT/ d “( oy + LFL) Br (3.2)
I dw dw

dar V ar den fortroendegivande (fiducial) volymen, det vill sdga den volymen av detektorn
som med sikerhet ger noggranna resultat. 7" 4r den aktiva tiden for experimentet och Br ar
grenférhallandet mellan fotojoniseringshastigheten och den totala absorptionshastigheten,
en kvot pa andelen av de morka fotonerna som faktiskt absorberas av detektormaterialet
i kontrast till de som ger upphov till fotojonisering. Om Br &ar 1 ger alla morka fotoner
som absorberas av detektormaterialet upphov till fotojonisering. |q| &r absolutbeloppet av
fotonens 3-rorelseméngd som kan hérledas fran Ekvation (2.1) dir £ = hw och i naturliga

enheter blir E = w. |q| kan dérfor skrivas som |q| = y/w? — m?,. Vidare, ar d®7,/dw det

transversala respektive longitudinella flédet pa jorden som en funktion av energin (w) [9],
[17]. Flodet kan ses i Figur 3.1 som visar flédet vid jorden for mérka fotoner d& x = 10712,

~ “__;1‘\“‘\\
N () Lt B il il T SRR
> pmn—— 1 \ PSS
o - N~ 3
CT 11 ,—'—-—- — Ty — _: \\\
g 10 -~ - o
T e N
' 8 ——T 1 N\ Ny
o 10°d _..—-" S~ 1 3
R I" B N
g P RN
—— = DR, my = 1eV ~
§ 10°4 " i ~ N
m | ======- DR, my, = 100eV ! < N
b= T 1 o~
5 100) -=-=--- - HSe- i ]
=) [ — HS,e'= 0.01 H
& 1
0'1 I | 1 | 1 | L
1 5 10 50 100 5001000
w (eV)

Figur 3.1: Floden vid jorden som funktioner av energi for mérka fotoner da x = 10712, De
roda och svarta tjockstreckade kurvorna visar bidraget fran longitudinell moérk stralning
(DR) for my = 1€V respektive my = 100eV. De motsvarande tunna kurvorna visar det
transversella bidraget. De blda och lila prickade streckade kurvorna visar bidraget fran
Higgs-stralning (HS) [9].



3. Bakgrund

3.3 Dielektriska funktionen

Den dielektriska funktionen ¢,(q,w) ar en komplexvird funktion och ett kraftfullt redskap
i att beskriva ett materials elektriska egenskaper. Dielektrikum &r en term som anvands
omvéixlande med insulator, med en distinkt skillnad [18, ss. 108-110]. Dielektriska material
saknar, liksom insulatorer, fria eller 16st bundna elektroner vilket betyder att det inte enkelt
uppstar nagon elektrisk strom. Detta uttrycks i att insulatorer har lag konduktivitet,
medan ett dielektrikum har hoég polariserbarhet vilket medfér att de polariseras snarare
an att borja leda strom [18, ss. 108-110]. Ett materials polariserbarhet kvantifieras av
permittiviteten e [19].

I foljande stycke anvéinds vektornotation, se Avsnitt 2.1, med 4,5 € {1,2,3} dér repeterade
index summeras 6ver enligt Einsteins summationskonvention. D& ett dielektriskt material
utsétts for ett externt elektriskt filt E;(r,t), skiftande i rum och tid, dndras alltsa dess
polarisering snarare dn att en strém uppstar [20]. Effekten av denna polarisering beskrivs
av den elektriska flodestatheten D;(r,t), som aterfinns i Maxwells ekvationer [21, ss. 16-20].
Denna relation ar icke-lokal i rummet, vilket betyder att D; inte &r beroende av ett specifikt
varde for Ej, och kausal i tid, vilket betyder att dndringen i D; 6ver tid orsakas efter en
fordndring i E; [21, ss. 16-20]. Flodestétheten kommer da behova summeras kontinuerligt
over rummet och tiden, med €;; och E; beroende av tiden [22, s. 61]. Flodestatheten kan
diarmed uttryckas, [22, s. 61]

t
Di(r, ) = / dr’ / ei(r =1t — ) E;(¢, )dt! (3.3)

dér r’ och t’ 4r sma fordndringar i rummet respektive tiden. Ekvationen géller for homo-
gena material i allménhet, och isotropa material specifikt, med skillnaden att homogena
material ar lika i alla positioner medan isotropa ar lika i alla riktningar. Alltsa ar alla iso-
tropa material homogena, men inte tvirtom. For ickechomogena material! giller beroendet
€ij(r,r',t —t') [22, s. 62]. Fouriertransformen av Ekvation (3.3) ger sambandet, [22, s. 62]

Di(q,w) = €;(q,w)Ej(q,w) (3.4)

dér q ar rorelseméngdsvektorn. Déarmed har den elektriska flodestatheten blivit relaterad
till det elektriska faltet med hjilp av den dielektriska funktionen i ett linjart tidsinvariant
beroende. Den dielektriska funktionen &r da definierad som, [22, s. 63]

_qlaw)

(3.5)
€0

Er (qa W)
déir €(q,w) = gi€ijG;, den longitudinella delen av den dielektriska funktionen, och ¢ &r
enhetsvektorn, €y dr permittiviteten i vakuum [22, s. 62]. Den dielektriska funktionen &r
saledes en kvot pa hur véil ett material polariseras. Dielektriska material har alltsa ett
varde ,(q = 0,w = 0) > 1, dér ¢, blir den dielektriska konstanten da q och w ar 0, vilket
ocksa understryker faktumet att dielektriska material polariseras snarare &n leder strém
[20].

Som ovan ndmnt dr den dielektriska funktionen komplexvérd, och kan séledes delas upp i
féljande samband,

er(q,w) = £1(q, w) + i/(q, w) (3.6)

'Vilka inte behandlas i rapporten, men &r for ldsarens intresse da inga helt isotropa material existerar
i naturen. Daremot finns det material som uppvisar tillrackligt hég grad fér praktisk anvindning.
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Detta beror aterigen pa att sambandet mellan E; och D; ér kausalt i tiden, vilket gor att
en fasskillnad uppstar, som kan beskrivas med hjilp av komplexa tal.

Med hjilp av den dielektriska funktionen gar det att berdkna energiférlustfunktionen
(ELF). Detta ér en funktion som beskriver hur en laddad partikel férlorar energi nar den
fardas igenom ett material. Den &r relaterad till den dielektriska funktionen via [10]

-1

ELF = Im [} (3.7)
Er (qa w)

vilket ska kunna hérledas till spridninghastigheten fér mérk materia och elektroninterak-

tioner.

3.4 Kramers-Kronig-relationerna

For att kunna arbeta vidare med den dielektriska funktionen krévs kraftfullare mate-
matiska verktyg, ett behov fyllt av de sd kallade Kramers-Kronig-relationerna. Dessa &r
matematiska samband som relaterar den imaginira delen av en funktion till den reella,
och tvirtom, om nagon av dem ar kidnda. Viktigt att anmérka &r att delarna inte ar bero-
ende av varandra, utan endast relaterade. Relationerna géller fér en komplexvérd, linjar
svarsfunktion x(w) = x/(w) + ix”(w) som uppfyller kausalitet, diskuterat ovan, och ar
analytisk i det 6vre halvplanet. Vanligtvis skrivs relationerna som [22, ss. 588-589)

) 1 / ) Ny /
T ) oW —w T J_wo

W' w/2 _ w?

(3.8)

[e] / / o0 / /
T ) oW —w _

/ 2 _ 2
w ™ 0o W w

dér P &r Cauchys huvudvérde, en metod for att bestdmma virden av vissa integraler med
poler i inom integreringsgransen [23]. Hogerleden i Ekvation (3.8) hérleds fran faktumet
att den reella funktionen dr jimn, medan den imaginidra &r udda. x(w) dr déremot en
generell funktion som uppfyller kraven for Kramers-Kronig-relationerna, och den hérledda
dielektriska funktionen i Ekvation (3.5) behover ddrmed skrivas om innan relationerna
kan anvidndas. Langre fram, kommer denna omskrivning och Kramers-Kronig-relationerna
tillata en hérledning av en 6vre grans for I'.

Maxwells ekvationer far inleda hérledningen, och under antagandet att filtens variation i
Ekvation (3.4) beskrivs av e!(@T=<t) [21 5. 17] blir relationen mellan det elektriska filtet
E och flodestéathetstiltet D [21, ss. 16-20]

icoq - E(q,w) = iq - D(q,w) + pinda(q, w).

Béda filten dr tredimensionella, eftersom den inducerade laddningsdistributionen? py,q ir
relaterad till D via V- D = pjnq, vilket medfor att D maéaste vara en vektor [22, s. 63]. Om
inte q och E r ortogonala® och fran Ekvation (3.4) fias sambandet [21, s. 18]

Pind

4 Elqw) Elq.o) (3.9)

e(q,w) =€y +1i

Distributionen av laddning inom materialet som ett resultat av ett yttre elektriskt filt.
31 vilket fall @ L E = q-E = 0, fran Maxwells ekvation V - D = pj,q = 0.
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I frekvensdoménen (det vill sdga, genom fouriertransform) relateras den inducerade strém-
men? Iing(q,w) till det elektriska filtet E;(q,w) och konduktivitetstensorn® o;;(q,w) i
sambandet [22, s. 107]

"(q,w) = 0ij(q,w) Bj(q, w). (3.10)

D& den elektriska laddningen maste vara bevarad i enlighet med konserveringslagarna,
relateras Ijq vidare via en kontinuitetsekvation® i q - Ijng — wpind = 0 [21, s. 18]. Den
inducerade laddningsdistributionen &ar alltsa proportionell mot den inducerade strémmen.
Insatt i Ekvation (3.10) fas, [21, s. 18]

Pind = U((i’mq -E(q,w). (3.11)

Med p hérlett kan nu Ekvation (3.9) forenklas genom inséttning av Ekvation (3.11) [21,
s. 18]

oy (q,w
Er(quw) =€+ lM

I termer av i rapporten redan etablerade samband kan Ekvation (3.6) nu skrivas om till

. o (q,w)
57«<q,W) = E;“(q7w) + ZE;‘/(q7w) = €0 + ZH*-

Detta beror pa att den reella delen av konduktiviteten o ar relaterad till den imaginéara
delen av den dielektriska funktionen e, och vice versa [21, s. 19]. Sambandet &r dessutom
kausalt och analytiskt i det 6vre halvplanet (med en pol i w = 0) och uppfyller darfor
Kramers-Kronig-relationerna via, [21, ss. 16-20]

/(q7 ) 2P/ /”(q’ )d /+1

/2,w2

1
el(q, P / o —dw'

och pa sa sitt kan den dielektriska funktionen berdknas. Relationerna dr vildigt anvéind-
bara i linjér svarsteori, och da den dielektriska funktionen &r en svarsfunktion (pa grund
av kausalitet i tiden) appliceras de har. De ar av ytterligare intresse for &mnet da de pa
senare tid har anvénts i litteraturen for att sétta en teoretisk 6évre grans pa spridningsgra-
den av mork materia i dielektriska material [24], vilket kommer diskuteras vidare senare
i rapporten.

3.5 Summaregler

For att studera om det finns en 6vre grans for absorptionshastigheten av morka fotoner
i Ekvation (3.1) maste det maximala antalet mojliga absorptionshéndelser undersokas.
Antalet absorptionshéandelser ges av Ekvation (3.2), vilket kan delas upp i en longitudi-
nell och transversell del. Givet att mork materia sprids genom medlare som kopplar till
elementarladdningen e, sétter elektromagnetiska summaregler (sum rules) en 6vre grans

4Elektrisk stréom som alstras av ett skiftande magnetfalt.
SKonduktivitet kvantifierar ett materials mojlighet att leda strom.
5En ekvation som i transporten av nagon kvantitet beskriver hur denna #r bevarad.
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pa absorptionshastigheten I'r; [24]. Dessa regler relaterar integralen av en dynamisk
kvantitet till en statisk kvantitet [25, s. 212]. I det har fallet kommer den redan kénda
summaregeln som relaterar ELF (se Ekvation (3.7)) integrerat med avseende pa w till en
statisk kvantitet anvindas. Den hérleds fran Kramers-Kronig-relationerna, diskuterade i
Avsnitt 3.4, fran vilka sambandet [22, ss. 594-598]

_ 2 [ dw _
1= @0) =2 [ i (= (@)

s w

fas, och integreras funktionen 6ver ett godtyckligt positivt intervall ges istéllet olikheten
[24]

dw _ T _
/Im (~ert@w)) < 3 (1-&(a,0). (3.12)

W

Eftersom imaginirdelen av &, dr en udda funktion av w giller det att &, ! ér reell dd w = 0
[24]. Det géller dven att lim g€, 1(q,0) méste vara positiv for att systemet ska vara
stabilt, diremot for |q| # 0 behéver £.1(q,0) inte vara positivt [26].

3.6 DarkELF

DarkELF ar ett Python-paket utvecklat av Knapen m. fl. [10] for att berdkna interak-
tionshastigheter av mork materia hos olika material med dielektrisk respons. Ursprung-
ligen berdknades interaktionshastigheterna med hjilp av tathetsfunktionalteori (DFT),
men det har senare visats att interaktionshastigheterna kan ocksd berdknas direkt fran
energiforlustfunktionen, ELF (se Ekvation (3.7)) [10]. ELF har tva huvudsakliga férdelar:
den tar automatiskt hansyn till skdrmingseffekter och den &r en vélstuderad funktion, bade
experimentellt och analytiskt [10]. Detta innebér att véletablerade verktyg som har visat
sig ge palitliga resultat kan anvéndas for att berdkna ELF. DarkELF-verktyget baserar
déarfor berdkningarna av interaktionshastigheter pd4 ELF som i sin tur berdknas genom
information fran experimentella data. Programmet anvinder en tabell med uppmétta vér-
den for den reella- samt imagindra-komponenten av den dielektriska funktionen foér de
olika materialen [10]. Fran dessa vdrden géar det att berdkna ELF med olika metoder.

ELF berdkningarna i DarkELF bygger pé tre olika metoder, Lindhard, Mermin och GPAW
[10]. Lindhard &r den enklaste metoden pa grund av de antaganden som gors, bland annat
tar metoden inte hansyn till energiforluster, samt att den inte kan anvindas for absorption
av mork materia dd metoden misslyckas med att beskriva halvledare for laga ¢ och hoga
w varden. Mermin metoden dr en utvidgning av Lindhard metoden da den bland annat
tar hénsyn till energiférluster, detta gor att Mermin metoden dven kan anvindas for
berdkningar av absorption. GPAW &r den mest rigordsa metoden och leder till de mest
tillforlitliga resultaten, ddremot dr den mer berdkningskriavande jamfort med de andra tva
metoderna.

For absorption av moérka fotoner dr absoptionshastigheten proportionell mot ELF nér ro-
relsemédngden ¢ gar mot noll, detta motsvarar det optiska gréanslédget [10]. I programmet
genereras ELF antingen genom anspassning till optisk data (med mermin metoden) eller
sa finns redan data tillgangligt som tar héansyn till det optiska gransliaget och kan anvéin-
das direkt. I det optiska gréanslédget kan absorptionen dven berédknas utifran fonon- eller
elektronregimerna.
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Metoder

Foljande kapitel presenterar den numeriska och analytiska metoden (Avsnitt 4.1 och Av-
snitt 4.2). Forst introduceras den numeriska metoden déir de antaganden som gjordes
redogors samt hur tillvigagangssittet sig ut. Aven en kort genomgang kring dimensions-
analysen av handelsefrekvensen redovisas for att kunna motivera hur resultatet ska pre-
senteras. Darefter beskrivs metoden for den analytiska delen dér uttrycket for den 6vre
gransen tas fram. Slutligen redogors felanalysen (Avsnitt 4.3) for bade den numeriska och
analytiska resultatet.

4.1 Numeriska metoder

For att kunna studera absorptionshastigheten av de olika materialen samt undersotka vil-
ka material som dr mer bendgna att absorbera mork materia dr det darfor intressant att
evaluera absorptionshastigheten, I'r 1, och héndelsefrekvensen, N. Féljande kapitel foku-
seras dérfor pa evalueringen av I'r;, och N. For att géra den numeriska analysen skrevs
en Python-kod som anvénder de olika funktionerna som finns i Python-paketet DarkELF,
se Appendix C for hela koden som anvindes. Eftersom DarkELF anvinder experimentell
data kan vardet pa I'r ;, evalueras for de atta materialen som finns dokumenterade i pro-
gramkoden, AloO3, GaN, Al, ZnS, GaAs, SiOs, Si och Ge. Evalueringen gors i det optiska
gransldget och darfér anvindes data som antingen har tagit hdnsyn till detta granslégret
eller sa gors det en anpassning med Mermin metoden for att kunna arbeta i det optiska
griansldget. I griansliget 4r ¢ = 0 och darav kommer ¢, (q,w) betecknas som &,(w) i resten
av detta kapitel.

Denna del av arbetet utfordes pa tva olika sétt genom att tva olika Python-script skrevs
for alla evalueringar och plottar hos alla &mnen (Se Appendix C for ena koden och Ap-
pendix D for den andra). Anledningen till att arbetet delades upp pa detta sétt istéllet
for att skriva ett enda Python-skript var for att gora det mer trovirdigt att 'z, &, (w)
och N hade evaluerats pa ritt sitt. Om bara ett Python-skript hade anvints hade det
troligtvis inneburit storre risk for inkorrekta berdkningar och plottar. Vid hindelse av
olika resultat pa de bada delarna kunde koderna fran de olika skripten kritiskt granskas
for att hitta mojliga fel. Nar resultaten blev likadana kunde det dras en sékrare slutsats
att berdkningarna och analyserna hade genomforts korrekt. Dock gjordes felanalysen for
N endast med koden som presenteras i Appendix C.
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4.1.1 Antaganden som gjordes for berdkningarna

For att kunna berikna I'r;, och N, behovde ndgra antaganden goras. Forst och framst
behovdes Figur 3.1 tas till hdnsyn eftersom dess véarden pa d®p/dw och d®y/dw skulle
anvindas. I artikeln som Figur 3.1 &r tagen fran antas x = 1072 och Br = 1. Eftersom
det ar mork stralning som studeras behévdes endast de roda och svarta kurvorna beaktas,
dar den roda ar flodet for my = 1eV och den svarta for my = 100eV. Daremot ar den
tillgdngliga datan fran DarkELF programmet for ,(w) endast registrerad i tva omréaden.
Antingen da w &ar mellan 0 och 100 eV eller mellan 0 och 80eV. Alltsa slutar datan
vid 100eV eller 80eV, men flodet for my = 100eV boérjar vud 100eV. Detta gor att
héndelsefrekvensen inte gar att berdkna for my = 100eV eftersom det inte finns nagon
data i intervallet storre &n 100 eV. Fortsédttningsvis, beror héndelsefrekvensen ocksa av V/
och T. Eftersom detta adr beroende pa experimentet valdes det att presentera resultatet
som héndelsefrekvens per volym- och tidsenhet.

Vidare, for att evaluera e, (w) kunde DarkELF gora berakningar i bade elektron- och fonon-
omradet. Skillnaden mellan dessa omraden &r energin av partiklarna [27]. For energier
mindre &n 1 eV sker absorptionen i fononomradet och for energier storre &n 1 eV sker
absoptionen i elektronomradet [27]. Inom dessa tva omraden dr energin i princip lika med
massan av partikeln [27]. Som det ndmndes innan studeras endast massorna my = 1€V,
5eV. och 10eV. Vid massor (eller i detta fallet energier) storre dn eller lika med 1€V é&r
partiklarna i elektronomradet. Déarfér utférdes alla berdkningar inom elektronomradet.

4.1.2 Tillvigagdngssitt for att evaluera 'z, och N

For att kunna evaluera I'rj, behévdes forst real- och imaginédrdelen av e,(w) berdknas.
Detta gjordes genom att anvinda den inbyggda funktionen som finns i DarkELF program-
met samt med den datan som fanns tillginglig i DarkELF. Berdkningar med Lindhard och
Mermin metoden fanns tillgingliga for samtliga atta material medan GPAW metoden en-
dast fanns tillgdnglig for de tva materialen Si och Ge [10]. D& GPAW metoden ar den mest
rigorésa metoden anviandes den till Si och Ge. For de resterande &mnena anvindes Mermin
metoden eftersom Lindhard metoden inte lampar sig for berdkningar av absorption. For
att berdkna e,(w) behovdes ett intervall for w véljas samt ett antal punkter. Intervallet
valdes till 0-80 eV med 10 000 datapunkter. Déarefter plottades tva grafer upp, en som visar
realdelen och den andra som visar imaginardelen. Fran detta kunde I'7 1, berdknas via Ek-
vation (3.1) och ddrmed ocksa plottas. Observera att det inte gar att berdkna I'r 1, da w &r
noll. For att 16sa detta problemet valdes samma intervall som for &, (w) med &ndringen att
ta bort forsta viardet. Vilket motsvarar nollvardet. P& detta sdttet kunde virden néra noll
ocksa evalueras. I'r ;, berdknades sedan fér massorna, 1eV, 5eV och 10eV dar respektive
massa plottades upp i samma graf.

For att sedan berdkna héndelsefrekvensen anvindes de numeriskt berdknade viardena pa
I'r 1, och definitionen av |q|. For att uppskatta flodet pa jorden anvéndes Figur 3.1. Data-
punkter extraherades genom att anvinda en digital hemsida, PlotDigitizer [28], och fran
dessa datapunkter kunde en interpolation goras. Dérefter kunde N evalueras genom att
anvinda Ekvation (3.2). Fér N, evaluerades endast den longitudinella delen och fér N
evaluerades endast den transversiella delen. Integrationen gjordes fran w = 1eV till w =
80¢eV. Berdkningen av hindelsefrekvensen gjordes endast pa massan 1eV. Detta eftersom
flédet endast finns tillgdnglig for my = 1eV.
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4.1.3 Dimensionsanalys for handelsefrekvensen, N

Fran Ekvation (3.2) kan en dimensionsanalys goras for hdndelsefrekvensen. V' och 7" som
ar utanfor integralen ér en volym samt en tid. Dessa tva antogs ha enheterna cm?
Anledningen till att volymen &r i kubikcentimeter och inte kubikmeter &r for att flodet
beskrivs i kubikcentimeter vilket gor analysen enklare om volymen ar i samma enhet.
Innanfér integralen blir w/|q| dimensionslés dé bada dr i enheten eV. dw har enheten eV
och enheten for d®,/dw hittas fran Figur 3.1, vilket har enheten sec tem™2eV~!. I';, och
I'r har enheten eV och Br ar dimensionslost. Eftersom resultatet kommer att presenteras
som per volym- och tidsenhet kan uttrycket stéllas upp som,

o see eV sec™! cm 2 eV eV 1 9
= eV sec  cm “.
erfg/sec’

D& vi arbetar i naturliga enheter kan eV skrivas om till en striacka som, eV =

samt sec.

__1
1.973-10—7

m~! och i centimeter som, eV = m cm~!. Detta ger oss slutligen,
10° -1 .3
sec” ~ cm .
1.973

For att redovisa resultatet som antal per volym- och tidsenehet, multiplicerades resultatet
av integralen med 10°/1.973 = 50684.

4.2 Analytiska metoder

Forutom att undersoka vilka d&mnen som &dr mest bendgna att absorbera moérk materia
finns det dven ett intresse att studera om det finns nagon Gvre grians pa absorptions-
hastigheten. Intresset hirstammar fran bland annat de praktiska aspekterna av mork
materiaabsorption, sasom att vidare kunna bestdmma det optimala materialet fér detek-
tion. Detta kommer astadkommas analytiskt genom sambandet mellan hiandelsefrekvensen
fér absorptionshastigheten NT, 1, och den dielektriska funktionen e, samt, med hjilp av
Kramers-Kronig-relationerna diskuterade i Avsnitt 3.4 och summareglerna diskuterade i
Avsnitt 3.5. Efter framtagandet av maxfunktionerna M (w) kommer dessa ocksé testas i
Python med data fran DarkELF, vars kod presenteras i Appendix C.

Innan analysen inleds behévs daremot Ekvation (3.1) skrivas om, da det syns att den inte
ar skriven pa samma form som ELF i summaregeln dir man jamfér hur den dielektris-
ka funktionen relaterar till absorptionshastigheten. For att kunna anvinda summaregeln
behover darfor imagindrdelen av den dielektriska funktionen fér absorptionshastigheten i
Ekvation (3.1) skrivas om, vilket kan géras genom

1 1 1 I
Im( ) —Im <) —Im (5) —TIm (52) S (4.1)
—&r & Er Er x| x|

4.2.1 Ovre grins for den longitudinella hindelsefrekvensen, N,

For att gora berdkningar enklare delas héndelsefrekvensen upp i dess longitudinella och
transversella delar. Forst kommer den longitudinella delen att diskuteras och fysikaliskt
ar detta absorption som sker i samma plan som detektormaterialet. Detta beskrivs genom

sambandet,
“Wmax ydw ddy,

la] dw "

N, = VT(Br) /

Wmin
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och genom att anvénda likheten i Ekvation (4.1) i uttrycket f6r I'y, i Ekvation (3.1) blir
handelsefrekvensen

— Wmax ey w do
_ 2, 2 1 L
Np=VTk mV(Br)/ — Im( e )Tq\ - (4.2)

Wmin
Bortsett fran faktorn dar det finns ett w beroende ar detta uttryck identiskt med sum-
maregeln i Ekvation (4.2). Vid hérledningen av en 6vre gréns for elektronspridning av
mork materia hade Lasenby och Pradler [24, s. 10, ek. 8] w beroende termer dér de l6ste
problemet genom att anvidnda en max funktion for w. Genom att anvidnda en liknande
metod kan uttrycket skrivas som

w d<I>L>’ (4.3)

~ 2 2 T -1 w
N, <VTk mV(Br)§(1 e (a,0)) m3x<|q’ o

dér max,, funktionen tar det storsta virdet i argumentet. Da flodet d®,/dw &r beroende
av Kk, my och Br kan virdet pa dessa konstanter inte bestdmmas fritt fran flodet. Det
racker darfor att undersoka vilket det storsta varde funktionen

w d<I>L>

PR (4.4)

M(w) = x*m? (Br) (

antar.

4.2.2 Ovre grins for den transversella hiindelsefrekvensen, N

I likhet med hur den 6vre griansen for N togs fram kommer nu den transversella delen,
det vill sdga absorption som sker ortogonalt mot detektormaterialet, att bearbetas. Denna
delen ges av

Wmax (dw APy

och kan beriiknas med samma metod. Fér att skriva om Im e, som Im(—¢, !) behéver I'r
i Ekvation (3.1) foérlingas med |e,|?/|e,|* och den transversella absorptionshastigheten ges
da av

-1

Lo — k2m{ Im(—¢, 1) ) 1+ 2m¥w? Re Ae, +mi,
T w3|Ae,|? " wt|Ae,|?

Med relationen i Ekvation (3.12) ges den 6vre griansen for den transversella delen av

Ny < VTHQm‘*V(Br)gu—e;l(q,O))

. |ler|? 1+ 2miw? Re Ae, +mi |
w wlql|Ae[? wiAe, 2

och precis som for den longitudinella delen kan det understkas om det finns en Gvre
grins genom att studera max, funktionen. For att gora detta krdvs det ddremot att
maxfunktionen inte 4r materialberoende, vilket den ar eftersom den dielektriska funktionen
narvarar i max,,.
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4.3 Felanalys for N och N**

For att kunna estimera en felmarginal for N samt N hos alla material behdvdes felet
fran den digitala datainsamlingen av d® 17 /dw uppskattas. Eftersom Figur 3.1 ar i logarit-
misk skala observerades det att felet blir storre ju storre flodet dr. Detta eftersom vérdena
blir stérre exponentiellt och marginalen for att pricka in ett rimligt varde blir mindre ju
storre flodet blir. En annan observation &r att grafen for d®y, /dw ar tjockstreckat, detta
medfor en dnnu storre tvetydighet i vad det faktiska vardet pa flodet &ar, speciellt vid de
storre vardena. Déremot, eftersom grafen som visar d®r/dw ar tunnare, borde felet for
d®r/dw vara mindre an for d®; /dw. Fran detta gjordes felanalysen genom att anvinda
Monte-Carlo simuleringar. Varje datapunkt hade ett fel associerad till virdet. Som det
diskuterades innan kommer detta felet beror pa vardet och storlekordningen av datapunk-
ten. For d®, /dw approximerades det att alla virden som hade en storleksordning mindre
an 10° hade ett fel som var 0,05 av datapunktens virde. For virden med storleksordningen
storre an 10% men mindre dn 10'! hade ett fel som var 0,1 av datapunktensvirde och for
viirden storre én 101! var felet 0,2 av datapunktens virde. Samma sak gjordes for d®, /dw
med skillnaden att for virden mindre #n 10° var felet 0,01 av virdet, virden mellan 10°
och 10" hade ett fel som var 0,08 av virdet, och virden storre dn 10! hade ett fel som
var 0,12 av vardet.

Monte-Carlo metoden som anviandes gick ut pa att simulera flera matningar med anta-
gandet att felen var normalférdelade. For varje datapunkt skapades det nya virden med
slumpmaéssiga fel dar felet berodde pa datapunktens vérde och storlek. Detta itererades
1 000 ganger, vilket innebér att 1 000 nya datapunkter genererades for varje ursprunglig
datapunkt och samlades sedan i en lista,

Di+fi1 Di+ fiz .. Di+ fi1000
| D2t far D2t fop oo D2 fiiooo
Dn + fn,l Dn + fn,2 Dn + fn,lOOO

dar D ér listan med alla datapunkter, D,, &r n:te datapunkten och f;, ,,, &r det m:te associ-
erade felet som ar dragen ut en normalférdelning. Eftersom varje kolumn &r nu innehéaller
en uppsittning av datapunkter kan samma berdknar genomforas pa varje kolumn. Detta
ger tillslut 1 000 virden pa N respektive N, Direfter kunde standardavvikelsen beriik-
nas av dessa 1 000 virden vilket anviindes som felet for respektive &mnes N och szt. Se
Appendix C for programmeringskoden.
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Resultat

I foljande kapitel presenteras och beskrivs resultatet for den numeriska (Avsnitt 5.2 och
5.3) samt den analytiska (Avsnitt 5.4) delen. Fér den numeriska delen redovisas absop-
tionshastigheterna, I';, och I'p, grafiskt. Vidare har resultatet fér berikningen av N for
alla &mnen sammanstéllts i en tabell. Fér den analytiska delen presenteras tva grafer: en
for maxfunktionen M (w) och en dér forhallandet N7° ' /N, for respektive material visas.

5.1 Dielektriska funktionen for Al,O3; och SiOs

Figur 5.1 visar real- och imaginérdelen av den dielektriska funktionen, e(w), fér materialen
Als03 och SiOy. Det valdes att inte redovisa alla graferna for e(w) eftersom det som
undersoktes var absoptionshastigheten. Dock kan det d&nda vara intressant att se hur e(w)
plottades och darfor redovisas e(w) for tva material. Alla grafer for real- och imaginérdelen
av ¢(w) finns att hitta i Appendix A.1.

& som funktion av w fér materialet Al, O3

25 10
—— Mermin —— Mermin
20 1 01
15 .
10
M w
T 10 =
2 £
10
5
-2
0 10
-5 107
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
w[eV] w[eV]

(a) e(w) for AlpO3 som berdknades med Mermin metoden. Den vénstra figuren visar real-
delen av e(w) dér det syns en topp vid ungefér 10 eV. Den hogra figuren visar imaginérdelen
av £(w) som ocksa har en topp vid ungefir 10eV.
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€ som funktion av w for materialet SiO,
6 10’

—— Mermin —— Mermin

Im(€)

0 10 20 30 40

w[eV]

50 60 70 80 0 10 20 30 40

w[eV]

50 60 70 80

(b) e(w) for SiO3 som berdknades med Mermin metoden. Den véinstra figuren visar realde-
len av £(w) dér det syns en topp vid ungefir 10eV. Den hogra figuren visar imaginirdelen
av €(w) som ocksa har en topp vid ungefér 10eV.

Figur 5.1: Figurerna visar den dielektriska funktionen € som funktion av w fér materialen
A1203 och SIOQ

5.2 Graferna I';, och I'y for respektive material

Figur 5.2 visar resultatet for berdkningen av den transversella absorptionshastigheten
', och den longitudinella absoptionshastigheten, I';, for respektive material. Resultatet
presenteras som tva grafer for varje material. Den till vanster &r for I';, och den till héger
ar for I'p. For bada figurerna géller det att y-axeln ar i eV for absoptionshastigeheten
(T'7) och x-axeln &r energin (w) som ocksa presenteras i eV. I graferna redovisas det dven
absoptionshatigheten for tre olika massor, 1eV, 5eV och 10eV.

'L och 't som funktion av w for materialet Al

10*22 — my=1eV
— my=5eV
-23 10*22 — my=10eV

10

10*24

25

r [e

10"

10*26

10*27

10*25

0 10 20 30 40

wleVv]

50 60 70 80

\,\f—_ﬁﬁ
S

0 10

20 30 40

w[eV]

50 60 70 80

(a) I'r, for Al har en topp vid 15eV och for I'r har grafen en topp i borjan av intervallet
(dd w ~ 0eV) samt en dipp i vid ungefér 70eV.
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I [eV]

(b) For AlyO3 har bade I';, och I'p tva dippar vid ungefar 7eV och 9eV.
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't och '+ som funktion av w for materialet Al,O3
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60
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— my=5eV
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I';, har dven en

topp i borjan av grafen da w ~ 0eV och I'r har en topp vid 9eV.

o

40
wleV]

'L och '+ som funktion av w for materialet GaAs
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(c) For GaAs har I';, en topp vid ungefir 15eV och for I'r dr toppen vid ungefér 3eV.

o

40
wleVv]

50

'L och '+ som funktion av w for materialet GaN

60

(=]

— my=1eV
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(d) For GaN har 'z, tva toppar, en vid ungefar 20eV och den andra vid 33eV. For 'y ar

toppen vid 8eV.
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I [eV]
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'L och 't som funktion av w for materialet Ge
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(e) For Ge har I';, en svag topp vid ungefar 15eV och for I'r &r toppen vid ungefiar 2eV.
Bada graferna har dven en drastisk minskning vid 75eV.

'L och '+ som funktion av w fér materialet Si

o — my=1eV
4 10 — my=5eV
10 — my=10eV
107
10*26
-28
S =10
O, g 2,
R g
107% 10 /
10*32 J 10*34
0 10 20 30 40 5 60 70 8 0O 10 20 30 40 50 60 70 80
w [eV] wleV]
(f) For Si har I'z, svag topp vid cirka 15eV och I'r har en topp vid cirka 3eV.
[, och 't som funktion av w for materialet SiO»
102 o — my=1eV
10 — my=5eV
-23 —_— =10eV
10 e iy ©
-24
_ 10 . 10—26
= >
Qs 2,
- 10 |f 10,27
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(g) For SiO,

20

syns det att bade I'r och I'r har en dipp vid 9eV.



5. Resultat

'L och '+ som funktion av w for materialet ZnS
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(h) For ZnS syns det att 'y, har en ganska utbredd topp vid cirka 17 eV och att I'r har
en vanlig topp vid cirka 5 eV.

Figur 5.2: Dessa atta figurer visar resultatet av I'r och I'f, som funktion av w for respek-
tive material.

Utseendet pa graferna visar hur absorptionen beter sig mellan 0eV och 80¢eV. Eftersom
datan som anviandes bara var tillgdnglig mellan 0eV och 80eV eller 0eV och 100eV valdes
att presentera resultatet mellan 0eV och 80 ¢V for att alla grafer skulle vara enhetliga. Det
ar darfor inte mojligt att avgora hur absorptionshastigheten beter sig efter 80 eV. Déaremot,
mellan 0eV och 80eV, visar graferna generellt ett beteende déar den far en topp vid de
lagre energierna (w mellan 0eV och 30eV) och darefter avtar vid de hogre energierna (w
mellan 40eV och 80eV). Detta gar att observera hos alla &mnen for bade I';, och I'r. Ett
undantag dr aluminium, som visar en 6kning vid 70eV {6r I';, och en 6kning vid 60 eV for
I'r, se Figur 5.2a.

5.3 Beriakningarna av Ny, Ny och N

For beridkningen av hindelsefrekvensen, N, Nz och N7 per volym- och tidsenhet, visas
respektive virde i Tabell 5.1.

Tabell 5.1: Tabellen visar resultatet N, den longitudinella hindelsefrekvensen, N7, den
transversella hindelsefrekvensen, och IV, den totala hindelsefrekvensen for de tta &mnena
da massan ar my = leV.

Material Ny (sec”tem™3) N7 (sec tem™3) N (sec”lem™3)

Al 3,5672:1078 + 4,4089-1072  7,9813-10 % £ 3,3267-101*  3,5673-10~% + 4,5269-107*
Al, O3 2,2812:107% 4+ 1,2056-1072  3,4067-10~ % £ 1,4212-10~'4  2,2813-10~% + 1,2630-10~*
GaAs 3,0078-1078 4+ 1,7761-1072  3,2883-10~'2 £ 1,1260-10~'3  3,0082-10~% + 1,9236-107*
GaN 1,8291-10~% £+ 9,5060-10~1° 5,3038-10~'2 + 2,1645-10~'3 1,8297-10~% + 1,0791-10~°
Ge 3,2142-107% 4+ 2,0965-107°  3,2605-107'2 + 1,3472-10~13  3,2145-107% + 2,3323.10~?
Si 3,1498-1078 + 2,1797-107?  8,4687-10~ % + 3,3238.10~14  3,1499-10~% + 2,3853-10*
SiOs 1,7807-107% £ 9,2751-1071%  7.1261-107'2 + 5,1864-10~ 13 1,7814-10~% + 1,0542-10~*
ZnS 2,3003-107% + 1,1165-1072  1,4196-10~'2 + 4,0928-10~'4  2,3005-10~% + 1.3007-10~*
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5. Resultat

Fran kolumnen med den totala hindelsefrekvensen, N, kan det konstateras att det &mnet
som har storst absorptionshastighet dr Al och den med ldgst absorptionshastighet ar SiOs.
Eftersom resultatet presenteras som antalet morka fotoner som absorberas per volym- och
tidsenhet kommer absorptionshastigheten att &ndras beroende pa volymen och tiden. Det
gar darfor att applicera detta resultat pa andra experiment ifall volymen av detektorn (i
cm?) och tiden av experimentet (i sekunder) dr ként.

5.4 Forhallandet mellan materialets handelsefrekvens och
den teoretiska Ovre griansen

Med hérledningarna i Avsnitt 4.2.1 producerades en pythonkod som anvints for att ta
fram foljande resultat, se Appendix C. Figur 5.3 visar maxfunktionen M (w) i Ekvation
(4.4) for varierande w dd k = 1072, my = 1eV och Br = 1. Maxvirdet denna funktion
antog var ~ 5,292 - 10713 + 5,674 - 10~ 4.

5:29--10=13
-13 M)

10 10° 10
wlev]

Figur 5.3: Vérdet f6r M (w) i Ekvation (4.4) (orange linje) for w mellan 1 och 2500€V.
Funktionen antog sitt storsta virde (bld linje) vid w ~ 11.5eV dir M(w) ~ 5,292 - 1013
ev.

Med maxvérdet fran M (w) insatt i Ekvation (4.3) ges det optimala vérdet for héndelse-
frevkensen av -
NP VTS (1-&"(@0)) (5,202 107%) .

Generellt for tillriickligt stora g kan 1—¢, (q,0) > 1, men d& q &r mindre #n en inverterad
gitterskala bor detta inte bli storre én ett [24]. Eftersom den héar studien fokuserar pa det
optiska omradet dir g — 0 borde 1 — £, 1(q,0) = 1 vara en bra approximation och N%pt
kan d& skrivas som ot . X

Ny A VTS (5.292-1071%).

Detta kunde déarefter jamforas med materialens hindelsefrekvens genom

Nopt Wmax d d(b -1
NLL ~ g (5,292.10—13) [K2mv(Br)/ %d—:h , (5.1)

min
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5. Resultat

dir Ny &r respektive materials hiandelsefrekvens, se Tabell 5.1, kolumn 2. Samt att x =
1072, my = 1eV och Br = 1 precis som for Ny** di dessa parametrar bestims av
flodet. Resultatet av detta visas i Figur 5.4 dér Al, Si och Ge var de &mnena som var
narmast den Ovre gransen. Aluminium var ndrmast den Ovre gransen med forhallandet
NN 21,183 +0,209. For Ge och Si var virdet pa forhallandet nigorlunda lika med
en skillnad pa = 0,027. Det syns éven att SiOy var lingst ifrdn den optimala grinsen med
forhallandet N3 /N%OQ ~ 2,369+ 0,262. For resterande materials férhallanden, se Tabell
B.1, Appendix B.

3.0
Si
® Ge
® GaN
® /nS
25 ® GaAs
® SiO;
® AlOs3
e A
20
-
=
:“-.
=3
Q-
=
15 + }
1.0 -Teoretisk-optimala gransen T
0.5

Material

Figur 5.4: Figuren visar forhallandet mellan héndelsefrekvensen for olika material och
den optimala héndelsefrekvensen, se Ekvation (5.1). Den heldragna blaa linjen dr den
optimala gransen NOLpt /szt = 1 dar Al (morkbla prick), Si (gul prick) och Ge (orange
prick) dr ndrmast att métta grénsen.
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Diskussion

I kommande kapitel diskuteras resultatet for den numeriska och analytiska delen av ar-
betet. Forst resoneras utseendet och rimligheten hos graferna fér absorptionshastigheten,
I'z, och I'r (Avsnitt 6.1). Dérefter diskuteras resultatet av handelsefrekvensen och hur den
longitudinella och den transversella delen av hédndelsefrekvensen skiljer sig fran varand-
ra (Avsnitt 6.2). Slutligen behandlas den analytiska delen angaende vilka &mnen som ar
niarmast att métta den 6vre gransen (Avsnitt 6.3).

6.1 Graferna for I';, och I'y

Genom att studera graferna som presenteras i resultatet gar det att observera vissa egen-
skaper. Fran varje amnes graf syns det att utseendet pa absorptionshastigheten ar detsam-
ma for varje massa, med skillnaden att absorptionshastigheten blir stérre med en storre
massa hos de infallande morka fotonerna. Detta géller for bade I';, och I'r hos alla mate-
rial, vilket ar mycket rimligt med tanke pa hur ekvationerna for I'y, och I'r ser ut. Med en
storre massa, my, blir virdet pa absorptionshastigheten storre, se Ekvation (3.1). Ytterli-
gare en egenskap som gar att notera ar att I'y, och I'r hos respektive &mne far en topp vid
de lagre energierna (mellan 0eV och 30eV) och ett avtagande beteende efter dess topp.
Detta kan betyda att absorptionshastigheten generellt ar storst vid sma energier.

En annan observation som kan goras ar att for vissa &mnen ar graferna for I';, och I'r pa
ungefar samma storleksordning och har nagorlunda lika utseenden. Exempelvis graferna
for AlyO3, ddr samma tva dippar férekommer i bade I';, och 't vid ungefar samma w
(mellan 5-10€eV). Eller exempelvis SiOg, dar det ocksa finns en liknande dipp hos bade I'y,
och I'r vid 10eV. Detta kan ocksa bero pa utseendet av ekvationerna, men det kan dven
bero pa att utseendet av kurvorna for real- och imagindrdelen av e(w) (q = 0). I Figur 5.1
gar det att se att real- och imagindrdelen av e(w) for AlyOs och SiOy har liknande drag,
vilket leder till att evalueringen av I';, och I'p antagligen ocksa blev nagorlunda lika.

Det dr dock svart att bedéma ifall utseendet pa graferna for respektive &mne &r helt
korrekt. For att minimera risken for felberdkningar har alla grafer for de olika materialen
berdknats och plottats i Python pa tva olika sdtt. Risken fér att det har blivit nagon
felkalkulering finns fortfarande, men eftersom alla resultat blev ungefér lika hos de tva
olika Python-skripten antas det att berdkningarna har gatt réatt till. Det &r &ven mojligt
att datan fran DarkELF som anvdndes inte ar exakt. Dock hade det blivit for svart och
tidskrdvande att korrigera eller kontrollera datan som fanns i DarkELF. Déarfor har det inte
kunnat goéras en mer noggrann felanalys d& det ar svart att uppskatta felet hos respektive
data. Saledes utgick arbetet fran att datan var korrekt. Med detta i atanke, samt att
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6. Diskussion

resultaten blev ungefir samma hos de tva Python-skripten, bedéms det att resultatet for
I'z, och I'p ar trovardigt.

6.2 Handelsefrekvensen, N

I Tabell 5.1 presenteras resultatet for berdkningen av héndelsefrekvensen for alla mate-
rial samt den longitudinella och transversella delen av hindelsefrekvensen. Som ndmnts
tidigare visar resultatet att Al d&r det &mne med storst absorptionshastighet och att det
med ldgst absorptionshastighet dr SiOs. Utéver Al uppvisar dven Ge och Si en stor hin-
delsefrekvens. Det som gér att notera hos dessa tva &mnen &r att Ge och Si har ungefér
samma héndelsefrekvens och felmarginal, med skillnaden att vardet for Ge ar nagot storre.
Dérmed gar det att diskutera ifall dessa tva virden ligger sdpass nira varandra att méjlig-
heten for Si att fa ett storre virde inte &r helt orimlig. Detta eftersom deras vérden ligger
inom varandras felmarginal och darfor kan paverkas av en liten &ndring av flodet. Daremot
gar det dven att argumentera for att det inte dr sannolikt med tanke pa att graferna for
absorptionshastigheten (se Figur 5.2e och 5.2f) for Si och Ge i stora drag ar mycket lika
varandra. Darav behover flodet ha en ganska stor dndring for att faktiskt kunna paverka
Si till att fa ett storre virde dn Ge. Det anses ddrmed att mojligheten att Si skulle fa ett
béttre virde &n Ge inte ar sannolikt.

I Ref. [9] skriver de att for sma massor ar I'y, proportionell mot materialets atomdensi-
tet! och att ett material med hogre atomdensitet ska fa ett storre virde pa Np. Detta
stdmmer bra for Al, da det har storst atomdensitet. GaN &r det material med tredje
storst atomdensitet, men i denna studie visade resultatet att GaN hade den nést minsta
longitudinella héndelsefrekvensen. P4 samma sétt har GaAs ldgst atomdensitet jamfort
med de andra materialen men det uppvisar dnda en stor longitudinell handelsefrekvens.
Detta kan eventuellt bero pa att absorptionshastigheten endast berdknades i intervallet
0-80eV och att detta intervall inte ar tillrdckligt. Dock syns det i graferna for I'y att
absorptionshastigheten minskar med hogre energier samt att efter 295 eV minskar flédet
snabbt [17]. Darfor ar det inte sdkert att ett storre intervall skulle fordandra resultatet.
Alltsa visar detta resultat att material med hogre atomdensitet inte nédvindigtvis ger en
storre longitudinell hédndelsefrekvens.

En annan intressant observation fran resultatet i Tabell 5.1 dr att N dominerar for alla
damnen. N, dr cirka sex storleksordningar storre &n N, vilket inte &r helt uppenbart fran
graferna av I'r 7. Som nédmnts tidigare i rapporten verkar I';, och I'r vara forhallandevis
lika varandra hos varje &mne med relativt lika storleksordningar. Det som kan ha lett
fram till resultatet i Tabell 5.1 bor darfor bero pa flodet. I Figur 3.1 gar det att observera
att den roda tjockstreckade linjen (d®y /dw) har storre virden &n den réda tunnstreckade
(d®7/dw). Detta ér troligen den storsta orsaken till att N framtrider starkast av de tva
héndelsefrekvenserna.

Angdende rimligheten av resultatet anses det vara nagorlunda trovirdigt. Det som kan
ha paverkat resultatet ar datapunkterna for d®pp/dw som extraherades fran Figur 3.1.
Eftersom datapunkterna fran grafen togs fram fran en hemsida och inte fran égonmaétt
Okar trovardigheten pa att punkterna ar tdmligen néra det riktiga viardet. Daremot &r det
anda svart att veta om vérdet ar exakt. Saledes kan det komma att paverka interpolationen
av d® 7 /dw vilket i sin tur paverkar virdet pa N.

'Hir syftar atomdensitet till antalet atomer per volymenhet.

26



6. Diskussion

6.3 Den teoretiska ovre gransen

Lasenby och Pradler [24] héirledde en 6vre grans for elektronspridning av mork materia
och genom att applicera en liknande metod kunde en 6vre gréans for handelsefrekvensen tas
fram, se Ekvation (4.3) och (4.5). Fran hérledningen av den optimala héndelsefrekvensen
for den transversella delen syns det i Ekvation (4.5) att den ar materialberoende och kan
dérfor inte undersdkas oberoende av material. Med metoden som anvindes kunde dérfor
N7 inte evalueras och for att vidare hitta en 6vre grians fér denna del bor ett annat
tillvigagangssitt anvindas.

For den longitudinella delen av héndelsefrekvensen (Ekvation (4.3)) skrevs maxfunktionens
argument om till M(w) i Ekvation (4.4), dir konstanterna x = 10712, my = 1eV och
Br = 1 togs med. Maxvirdet hittades dd w ~ 11,5 och virdet blev 5,292 - 10~ !3. Detta
varde anses rimligt eftersom M (w) ar detsamma som flodet bortsett fran s, my, Br och

faktorn w/y/w? —m?, som gar mot ett nir w dkar. Det hir maxvirdet bér dirfér vara
ungefir detsamma som maxvirdet for det longitudinella flodet multiplicerat med x och
my . I Figur 3.1 kan maxvirdet for det longitudinella flodet approximeras till 5,282 - 101
och genom att dividera maxvirdet av M (w) med 2 blir viirdet 5,292 - 10!, vilket tyder
pa att maxvardet ar rimligt. Fortsattningsvis, gar det dven att diskutera forhallandet
mellan den optimala héndelsefrekvensen och héndelsefrekvensen for de olika materialen
(se Ekvation (5.1)), diir approximationen 1 — ¢, ! = 1 gjordes. I Figur 5.4 syns det hur
de olika materialen forhaller sig till det optimala viardet. Det som gar att notera direkt &r
att aluminiums felmarginal ar precis under den teoretiskt optimala grinsen. Detta anses
inte vara ett problem med tanke pa att den optimala grinsen ocksa har en felmarginal
och felet for bada hirstammar fran flédet.

Slutligen, kan forhallandet mellan den optimala héndelsefrekvensen och hindelsefrekven-
sen for de olika materialen fran denna studie jdmfoéras med det férhallande som tagits fram
for elektronspridning [24]. Till skillnad fran spridningen [24] ligger samtliga material som
undersoktes i denna studie nédra den 6vre gransen. Notera dock att i denna studie har en-
dast en 6vre grans for den longitudinella delen tagits fram. Att materialen var ndrmare att
maéatta den 6vre griansen for absorption kan dérfér bero pa att den transversella delen inte
har tagits hansyn till. Ddremot, eftersom det storsta bidraget till hdndelsefrekvensen for
smé massor kommer fran den longitudinella delen [9] kan denna évre grans dnda fungera
som en bra approximation till en évre grins for N.
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Slutsats och framtidsutsikter

Arbetets centrala syfte var att undersoka absorption av moérk materia i form av morka
fotoner hos olika material genom en numerisk och analytisk analys. Den numeriska analy-
sen utfordes med hjalp av Python-paket DarkELF och resultaten tyder pa att aluminium
(Al) har hogst handelsefrekvens. Darmed dras slutsatsen att aluminium &r bést kapabel
till att absorbera morka fotoner medan kiseldioxid (SiO2) som har lagst hdndelsefrekvens
ar minst kapabel till absorption av moérka fotoner. Det gar d&ven att dra slutsatsen kring
utseendet av absorptionshastigheten, ddr absorptionen ofta dr hogre vid en ldgre energi.
Fortséittningsvis, i den analytiska delen hirleddes ett uttryck for den 6vre grinsen av N,
och Np. Detta gjordes med hjilp av Kramers-Kronig-relationerna. Fér den transversella
delen kunde uttrycket inte vidare understkas eftersom den var materialberoende, ddremot
for den longitudinella delen togs det fram en &vre gréns. I jamforelsen mellan de olika
materialen och forhallandet till den optimala grédnsen visade resultaten att aluminium,
kisel och germanium var ndrmast att métta den teoretiskt optimala grénsen. Vidare &r
materialen som studeras i denna rapport mycket ndrmare den teoretiska griansen jamfort
med fallet for elektronspridning.

For att vidare studera detta hade det dérfor varit intressant att fortsitta underséka den
teoretiska ovre grinsen for N7 d& metoden som anvindes i denna studie inte var till-
racklig. For den numeriska delen kan en forbéttring vara att studera fler material eller
férsoka studera héndelsefrekvensen for andra massor &n 1eV. Det hade dven varit intres-
sant att studera vidare pa absoptionshastigheten och héndelsefrekvensen i energier 6ver
80eV. Utéver det, finns det andra omraden som hade varit givande att undersoka, sasom
vilka egenskaper som gor ett material mer benéget att absorbera morka fotoner eller att
undersoka ursprunget av de morka fotonerna. Avslutningsvis, finns det fortfarande mycket
mer att utforska och studera kring moérk materia, och férhoppningsvis har detta arbete
bidragit med intressanta insikter i flera aspekter av den pagdende sokningen efter mork
materia.
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Appendix A

Foljande avsnitt visar alla grafer som plottades upp for respektive &mne. Forst visas plott-
ningen av den dielektriska funktionen och dérefter figurerna for ELF.

A.1 Dielektriska funktionen for olika material
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£ som funktion av w fér materialet SiO,
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Figur A.1: Dessa atta figurer visar graferna for epsilons real (vinster figur) och imaginéir

(hoger figur) del for respektive material.

A.2 ELF for alla olika material
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ELF for materialen GaAs och SiO-
1 GaAs SiO3
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Figur A.2: Dessa atta figurer visar plottningen av ELF for respektive material. For Si

och Ge finns det inte mer tillgénglig data &n till cirka 80eV och dérfér uppvisar den ett
sjunkande utseende vid slutet grafen.
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Appendix B

Tabell B.1 presenterar virdena pa forhallandet Ny*'/Ny, for de olika materialen, samt
deras felmarginaler.

Tabell B.1: Foéljande tabell visar viardet samt felmarginalen pa férhallandet mellan den
teoretiska grénsen samt respektive materials longitudinella hindelsefrekvens.

Material NN

Si | 1.3393 + 0.1657

Ge | 1.3124 + 0.1561

GaN | 2.3063 + 0.2656
ZnS | 1.8339 4+ 0.1929
GaAs | 1.4025 £ 0.1488
SiO9 | 2.3691 4 0.2625
Al,O3 | 1.8493 + 0.2220
Al | 1.1826 £0.20864
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Appendix C

Nedan presenteras en av dem tva python-koden som skrevs for den numeriska analysen. 1
detta kapitel redovisas dven koden som anvéndes for att generera resultaten for analytiska
delen samt felanalysen for bade den numeriska och analytiska delen. Detta skiljer sig fran
Appendix D da den inte gjorde ndgon programmering for den analytiska delen eller nagon
felanalys.

C.1 Kod for alla funktioner

import matplotlib.pyplot as plt

from darkelf import *

import seaborn as sns

import scipy.integrate as integrate

from labellines import labelline, labellLines
import pandas as pd

import numpy as np

e LOAD DATA —===—====—m == mmmm e
Si = darkelf (target='Si',filename='Si_gpaw_withLFE.dat')

@«
0]
[}

darkelf (target='Ge',filename="'Ge_gpaw_withLFE.dat')

Al = darkelf (target='Al',filename="Al_mermin.dat")
A1203 = darkelf (target='A1203',filename='A1203_mermin.dat')

GaN

darkelf (target='GaN',filename='GaN_mermin.dat')

ZnS

darkelf (target='ZnS',filename='ZnS_mermin.dat')
GaAs = darkelf (target='GaAs',filename='GaAs_mermin.dat')

S5i02

darkelf (target='5i02',filename='Si02_mermin.dat"')

kappa = le-12

def gamma_T(omega, mv, eps, eps_reel, eps_im):
eps = np.array(eps)
eps_reel = np.array(eps_reel)
eps_im = np.array(eps_im)
terml_taljare = kappa**2*mv**4*eps_im
terml_namnare = omega**3*np.abs (eps-1)**2
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term2_taljare = 2*mv**2*(eps_reel-1)+mv**4
term2_namnare = omega**4*np.abs (eps-1)**2

terml = terml_taljare/terml_namnare
term2 = 1 + term2_taljare/term2_namnare

return terml*term2%*(-1)

def gamma_L(omega, mv, eps, eps_im):
eps = np.array(eps)
eps_im = np.array(eps_im)
taljare = kappa**2*mv**2*eps_im
namnare = omega*np.abs (eps)**2

return taljare/namnare

def gamma_L_max(omega, mv): ### Lagt till sjalv
taljare = kappa**2* mv**2
namnare = omega

return taljare/namnare

def plotter_epsilon(material, omega, xlim, ylim, method, namn):
sns.set_style("darkgrid")
fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(15, 6), sharex=True)
fig.suptitle('$\epsilon$ som funktion av $\omega$ foér materialet ' + str(namn),
— fontsize = 24)
fig.subplots_adjust (wspace=0.30)

### Epsilonl

re = [material.epsi(omi, omi) for omi in omegal

axs[0] .plot(omega, re, color='#fb5607', label= str(method))
axs[0] .set_yscale('linear')

axs[0] .set_x1lim(x1lim)

axs[0].legend )

axs[0] .set_ylabel(r'Re($\epsilon$)', fontsize=18)

axs[0] .set_xlabel(r'$\omega$ [eV]',fontsize=16)

### Epsilon2

im = [material.eps2(omi, omi) for omi in omega]

axs[1] .plot(omega, im, color='#ff006e', label= str(method))
axs[1] .set_yscale('log')

axs[1] .set_ylim(ylim)

axs[1].set_x1lim(xlim)

axs[1] .legend(loc="'upper right')

axs[1] .set_ylabel(r'Im($\epsilon$)', fontsize=18)

axs[1] .set_xlabel(r'$\omega$ [eV]', fontsize=16)

plt.show()

def plotter_gamma(material, omega, mv, xlim, namn, ylim=None):
sns.set_style("darkgrid")
fig, axs = plt.subplots(1l,2, figsize=(15, 6), sharex=True)
fig.suptitle('$\Gamma_{L}$ och $\Gamma_{T}$ som funktion av $\omega$ for materialet '
— + str(namn), fontsize = 24)

re [material.epsi(omi, omi) for omi in omega] ### Epsilonl
im = [material.eps2(omi, omi) for omi in omegal] ### Epsilon2
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eps = [re[i] + im[il*1j for i in range(len(omega))] ### Epsilon
color = ['#fb5607','#ff006e', '#8338ec', '#3a86ff','#003566', '#ffbelb']
for i in range(len(mv)):

gammaT = gamma_T(omega, mv[i], eps, re, im)
gammal. = gamma_L(omega, mv[i], eps, im)

axs[0] .plot(omega, gammal.,, color=color[i]) ### Plot Gammal
axs[1] .plot(omega, gammaT, color=color[i] , label='$m_V =$' + str(mv[i])+' eV')
— ### Plot GammaT

### GammalL

axs[0] .set_x1lim(xlim)

axs[0] .set_yscale('log')

axs[0] .set_ylabel(r'$\Gamma_L$ [eV]', fontsize=18)
axs[0] .set_xlabel(r'$\omega$ [eV]', fontsize=18)

### GammaT

axs[1] .set_x1lim(xlim)

axs[1] .set_xlabel(r'$\omega$ [eV]',fontsize=16)

axs[1] .set_yscale('log')

axs[1] .set_ylabel(r'$\Gamma _T$ [eV]', fontsize=18)

axs[1] .legend (bbox_to_anchor=(1.03, 1), loc='upper left')

plt.tight_layout()
plt.show()

def plotter_ELF(materiall, material2, namnl, namn2,ylim):

sns.set_style("darkgrid")

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(15, 6), sharey=True)
fig.subplots_adjust(wspace=0.25)

fig.suptitle('ELF foér materialen ' + str(mamnl) +' och ' + str(namn2), fontsize=24)

omvec = np.linspace(0, 100, 10000)

### ELF
y1 = [materiall.elf(omi, omi) for omi in omvec]
axs[0] .plot(omvec, y1, color='#8338ec')

axs[0].title.set_text(str(namnil))

axs[0] .set_yscale('log')

axs[0] .set_ylim(ylim)

axs[0] .set_x1im([0, 100])

axs[0] .set_xlabel(r'$\omega$ [eV]', fontsize=16)
axs[0] .set_ylabel(r'ELF', fontsize=18)

### ELF
y2 = [material2.elf(omi, omi) for omi in omvec]
axs[1] .plot(omvec, y2, color='#8338ec')

axs[1].title.set_text(str(namn2))

axs[1] .set_yscale('log')

axs[1] .set_ylim(ylim)

axs[1].set_x1im([0, 100])

axs[1] .set_xlabel(r'$\omega$ [eV]', fontsize=16)

plt.show()
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def

###
def

def

integral (material,omega,f_T,f_L,start,slut):

re = [material.epsl(omi, omi) for omi in omegal] ### Epsilonl

im = [material.eps2(omi, omi) for omi in omegal] ### Epsilon2

eps = [rel[i] + im[i]*1j for i in range(len(omega))] ### Epsilonl + Epsilon2

gammaT = gamma_T(omega, 1, eps, re, im)
gammal. = gamma_L(omega, 1, eps, im)
g_T = interpld(omega, gammaT)

g_L = interpld(omega, gammal)

integral L = lambda x: x/np.sqrt(x*x2 - 1*%2) * (f_L(x) * g_L(x))
integral T = lambda x: x/np.sqrt(x**2 - 1**2) * (f_T(x) * g_T(x))
integral = lambda x: x/np.sqrt(x**2 - 1*x2) * (£_T(x) * g_T(x) + £_L(x) * g_L(x))

N_L = integrate.quad(integral_L,start,slut, epsabs=1e-13, epsrel=1e-13) [0]*1e5/1.97327
N_T = integrate.quad(integral_T,start,slut,epsabs=1e-13, epsrel=1e-13)[0]*1e5/1.97327
N = integrate.quad(integral,start,slut,epsabs=1e-13, epsrel=1e-13) [0]*1e5/1.97327

return N, N_.L, N_T

N_L Maximum integral
integral_N_L_max(omega,f_L,start,slut):
gammal. = gamma_L_max (omega, 1)

g_L = interpld(omega, gammaL)

integral N_L = lambda x: (x/np.sqrt(x**2 - 1*x2) * g L(x) * f_L(x))

N_max_L = integrate.quad(integral N_L,start,slut,epsabs=1e-13,
— epsrel=1e-13) [0]*1e5/1.97327

return N_max_L
plotter_N_L_max(materials,N_materials,N_opt,name,error):
ratio = np.linspace(0,0,len(N_materials))

optimal_line = np.ones(2*len(materials))

material_location = np.arange(l,len(ratio)+1,1)

for i in range(len(N_materials)):
ratio[i] = N_opt/N_materials[i]

datal = {'index':material_location,
'ratio': ratio,
'material':materials}

df1 = pd.DataFrame(datal)
### Plot
sns.set_style("darkgrid")

fig, axs = plt.subplots(figsize=(10, 8))

colors = ['#ffbeOb','#fb5607"', '#£20089', '#bele2d', '#8338ec’, '#3a86ff', '#1b7cab',
< '#003566']
sns.set_palette(sns.color_palette(colors))

for i in range(len(material_location)):
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plt.errorbar(x=material_location[i],y=ratio[i],fmt='."', yerr=error[i], capsize =
< 5, color = colors[i])

linel, = plt.plot(optimal_line, label=name, color ='#3a86ff"')
sns.scatterplot(data=dfl, x='index', y='ratio', hue='material', s=100) # graph code

# ————————- X-AXIS ---------
plt.x1im(0,10)
plt.xticks([]1)
plt.xlabel(r'Material', fontsize=18)

R Y-AXIS —--—------
plt.ylabel(r'$\overline{N}_{L} {opt} \left/ \: \overline{N}_{L} \right.$',
— fontsize=18)

plt.ylim(0.5, 3)

R LABELLINES ---------
labellLines([linel], xzvals=(3,), align=True, fontsize=15)
linel.set_label('_nolegend_')

R MISC ---------
plt.grid(linestyle='--', which='both', axis='y', linewidth=1)

plt.legend(bbox_to_anchor=(1.03, 1), loc='upper left')

plt.tight_layout()
plt.show()

return ratio

def get_max_M(omega, f_L):
kappa = le-12
M = np.zeros(len(omega))

for i in range(len(omega)):
M[i] = kappa ** 2 * 1 ** 2 * (omegal[i]l / np.sqrt(omegali] ** 2 - 1 **x 2)) *
— f_L(omegalil)

return max(M),list(omega) [1ist (M) .index (max(M))]

def plot_max_M(omega, f_L):
M = np.zeros(len(omega))

for i in range(len(omega)):
M[i] = kappa ** 2 * 1 ** 2 * (omegal[i]l / np.sqgrt(omegali] ** 2 - 1 **x 2)) *
— f_L(omegal[il)

tangent_max = np.linspace(max(M), max(M), len(omega))
# Format the value to display in scientific notation with 2 decimal places

formatted_value = "{:.2e}".format (max(M))

# Extract mantissa and exponent from the formatted value
mantissa, exponent = formatted_value.split('e')

# Construct the LaTeX formatted label
label = str(mantissa)+r"\cdot"+f"10"{{{int (exponent)}}}"

sns.set_style("darkgrid")
fig, axs = plt.subplots(l, figsize=(10, 8), sharex=True)
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plt.plot(omega, M, label=r'M($\omega$)', color ='#fb5607"')
plt.plot(omega, tangent_max, label=r"$" + label + "$", color ='#3a86ff' )

### X-AXIS

axs.set_xscale('log')
axs.set_xlim(min(omega), max(omega))
axs.set_xlabel(r'$\omega$ [eV]', fontsize=18)

### Y_AXIS

axs.set_yscale('log')
axs.set_ylabel(r'$M(\omega)$', fontsize=18)
### labellLines

xvals = [120, 600]

lines = plt.gca().get_lines()

labelLines(lines, align=True, xvals=xvals, fontsize=15)

plt.show()

C.2 Kod for all plottning

from matplotlib import rc, rcParams
from functions import *

# Make use of TeX\ufeff

rc('text',usetex=False)

# Change all fonts to 'Computer Modern'

rc('font',**{'size':14, 'family':'serif','serif':['Times New Roman']})
rc('xtick.major', size=5, pad=7)

rc('xtick', labelsize=15)

rc('ytick.major', size=5, pad=7)

rc('ytick', labelsize=15)

omvec = np.linspace(0,80,1000)
omvec = np.delete(omvec,0)

plotter_epsilon(Si,omvec, [0,80],[1e-3,1e2], 'GPAW','Si')
plotter_epsilon(Ge,omvec, [0,80],[1e-3,1e2], 'GPAW','Ge"')
plotter_epsilon(Al,omvec, [0,80], [1e-3,1e3], 'Mermin', 'A1l"')
plotter_epsilon(A1203,omvec, [0,80],[1e-3,1e2], 'Mermin', 'A1$_2$0$_3$"')
plotter_epsilon(GaN,omvec, [0,80], [1e-4,1el1], 'Mermin', 'GaN')
plotter_epsilon(ZnS,omvec, [0,80], [1e-3,1el1], 'Mermin', 'ZnS')
plotter_epsilon(GaAs,omvec, [0,80],[1e-3,1e2], 'Mermin', 'GaAs')

plotter_epsilon(Si02,omvec, [0,80], [le-3,1el], 'Mermin', 'Si0$_2%"')
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B PLOT GAMMA ———————==mmmm o mm oo oo
plotter_gamma(Si,omvec, [1,5,10],[0,80],'Si', [1e-34,1e-24])

plotter_gamma(Ge,omvec, [1,5,10],[0,80],'Ge")
plotter_gamma(Al,omvec, [1,5,10],[0,80],'Al")
plotter_gamma(A1203,omvec, [1,5,10],[0,80],'A1$_2$0$_3$")
plotter_gamma(GaN,omvec, [1,5,10],[0,80], 'GaN")
plotter_gamma(ZnS,omvec, [1,5,10],[0,80], 'ZnS')
plotter_gamma(GaAs,omvec, [1,5,10],[0,80], 'GaAs')

plotter_gamma(Si02,omvec, [1,5,10],[0,80],'Si0$_2%"')

plotter_ELF(Si,Ge, 'Si', 'Ge', [3e-5,7e0])
plotter_ELF(A1,A1203, 'Al', 'Al1$_23%0$_3%',[1e-3,1e2])
plotter_ELF(GaN,ZnS, 'GaN', 'ZnS',[le-3,1lel])

plotter_ELF(GaAs,Si02, 'GaAs', 'Si0$_2$',[1e-3,1ell)

C.3 Kod for att interpolera d®/dw

—  STARTUP-—————— ===
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import rc, rcParams

from scipy.interpolate import interpild

# Make use of TeX\ufeff

rc('text',usetex=False)

# Change all fonts to 'Computer Modern'

rc('font',**{'size':14, 'family':'serif','serif':['Times New Roman']})
rc('xtick.major', size=5, pad=7)

rc('xtick', labelsize=15)

rc('ytick.major', size=5, pad=7)

rc('ytick', labelsize=15)

##Phi L
filename_L = '/Users/emmachan/Desktop/DarkELF-main/kod/data/flux_L_interpolation_2.txt'

x L =[]
y_L [1

for lines in open(filename_L, 'r'):
line = lines.split(', ')
x_L.append(float(1ine[0]))
y_L.append(float(line[1].strip()))
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interp_func_L = interpld(x_L,y_L) ### function for flux L

## Phi T
filename_T = '/Users/emmachan/Desktop/DarkELF-main/kod/data/flux_T_interpolation_2.txt'

x. T =[]
y_T (1

for lines in open(filename_T, 'r'):
line = lines.split(', ')
x_T.append(float(1line[0]))
y_T.append(float(line[1].strip()))

interp_func_T = interpld(x_T,y_T) ### function for flux_ T

C.4 Kod for att beriakna N for alla amnen samt plottning
av resultatet for den analytiska delen
from flux import *

from functions import *
from felanalys import errors

omvec = np.linspace(0,80,10000)
omvec = np.delete(omvec,0)

N_Si = integral(Si,omvec,interp_func_T,interp_func_L,1,80)

# Ge
N_Ge = integral(Ge,omvec,interp_func_T,interp_func_L,1,80)

# GaN
N_GaN

integral(GaN,omvec,interp_func_T,interp_func_L,1,80)

# ZnS
N_ZnS

integral(ZnS,omvec,interp_func_T,interp_func_L,1,80)

# Gals
N_GaAs

integral (GaAs,omvec, interp_func_T,interp_func_L,1,80)

# Si02
N_Si02

integral(Si02,omvec, interp_func_T,interp_func_L,1,80)

# Al
N_Al = integral(Al,omvec,interp_func_T,interp_func_L,1,80)

# A1203
N_A1203 = integral(A1203,omvec,interp_func_T,interp_func_L,1,80)
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# N_L
N_max_L = integral_N_L_max(omvec,interp_func_L,1,80)
optimal_line_name = 'Teoretisk optimala grénsen'

N_materials = np.array([N_Si[1], N_Ge[1], N_GaN[1], N_ZnS[1], N_GaAs[1], N_Si02[1],

< N_A1203[1], N_A1[1]11)

materials =

— mnp.array([r'Si',r'Ge',r'GaN',r'ZnS',r'GaAs"',r'Si0$_{2}$',r'A1$_{23$0$_{3}$',r'A1'])

omvecl = np.linspace(1,2500,10000)
omvecl = np.delete(omvecl,0)

M_function = get_max_M(omvecl,interp_func_L)
N_max_plot = plot_max_M(omvecl,interp_func_L)

N_opt_L = ((np.pi/2) * M_function[0])*1e5/1.97327

ratio = plotter_N_L_max(materials,N_materials,N_opt_L,optimal_line_name,errors[0])

C.5 Kod for alla felanalys funktioner

from flux importx*
from functions importx*

#hh

omvec = np.linspace(0,80,1000)
omvec = np.delete(omvec,0)

def add_error(mitning, métfel, n = 1000):
return np.array(mitning) + matfel*np.random.normal (size=n)

def error(values):
mean = sum(values)/len(values)
sigma = np.sqrt(sum((values-mean)**2)/len(values))
return mean, sigma

error_L_list = []
for i in y_L:
if 1 < 1le6:
error_L_list.append(add_error(i,0.05 * i))
elif i > 1lell:
error_L_list.append(add_error(i, 0.2 * i))
else:
error_L_list.append(add_error(i,0.1 * 1i))

error_T_list = []
for i in y_T:
if 1 < 1le6:
error_T_list.append(add_error(i,0.01 * i))
elif i > 1lell:
error_T_list.append(add_error(i, 0.12 * i))
else:
error_T_list.append(add_error(i,0.08 * i))

def error_analys(material,n):
N =1
for i in range(1000):
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interp_func_L = interpld(x_L, np.array(error_L_list)[:, il)
interp_func_T = interpld(x_T, np.array(error_T_list)[:, il)
N.append(integral (material, omvec, interp_func_T, interp_func_L, 1, 80))

err = error(np.array(N)[:, nl)
return err

def error_analys_optimal(materials):

omega = np.linspace(l, 2500, 10000)

omega = np.delete(omega, 0)

ratiol = []

max_M = []

for i in range(10):
interp_func_L = interpld(x_L, np.array(error_L_list)[:, i])
interp_func_T = interpld(x_T, np.array(error_T_list)[:, il)

M_function = get_max_M(omega, interp_func_L)
max_M.append (M_function[0])
N_opt = ((np.pi / 2) * M_function[0]) * 1le5 / 1.97327
listl = []
for i in materials:
N_i = integral(i, omvec, interp_func_T, interp_func_L, 1, 80)[1]
listl.append(N_opt/N_i)
ratiol.append(listl)
err = []
for i in range(len(materials)):
err.append(error (np.array(ratiol) [:, i]) [1])

max_M_error = error(np.array(max_M)) [1]

return err, max_M_error

C.6 Kod for att beridkna felanalys

from felanalys_funktioner import *

err_Si_N = error_analys(Si,0)
err_Ge_N = error_analys(Ge,0)

err_GaN_N

error_analys(GaN,0)
err_ZnS_N = error_analys(ZnS,0)
err_GaAs_N = error_analys(GaAs,0)
err_Si02_N = error_analys(Si02,0)
err_Al_N = error_analys(Al,0)

err_A1203_N = error_analys(A1203,0)
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err_Si_NL

error_analys(Si,1)

err_Ge_NL = error_analys(Ge,1)
err_GaN_NL = error_analys(GaN,1)
err_ZnS_NL = error_analys(ZnS,1)
err_GaAs_NL = error_analys(GaAs,1)
err_Si02_NL = error_analys(Si02,1)
err_Al_NL = error_analys(Al,1)

err_A1203_NL = error_analys(A1203,1)

err_Si_NT = error_analys(Si,2)
err_Ge_NT = error_analys(Ge,2)
err_GaN_NT = error_analys(GaN,2)
err_ZnS_NT = error_analys(ZnS,2)
err_GaAs_NT = error_analys(GaAs,2)
err_Si02_NT = error_analys(Si02,2)
err_Al_NT = error_analys(Al,2)

err_A1203_NT = error_analys(A1203,2)

mat = [Si, Ge, GaN, ZnS, GaAs, Si02, A1203, Al]
N_max_L = integral_N_L_max(omvec,interp_func_L,1,80)

errors = error_analys_optimal (mat)
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Nedan visas koden som anvindes med den andra metoden pa den numeriska analysen
for att berdkna och plotta absorptionshastigheten samt berédkna héndelsefrekvensen for
aluminum. Anledningen till att koderna fér de andra d&mnena inte lades in beror pa att
det var vildigt mycket kod per amne. Koderna for varje &mne ér ddremot ganska identiska
med bara nagra mindre skillnader. Har visas koden fér aluminium:

import sys, os

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.ticker

from matplotlib import rc, rcParams

import matplotlib.cm as cm

from mpl_toolkits.axes_gridl import make_axes_locatable
import scipy.integrate as integrate

from scipy.interpolate import interpild

# Make use of TeX\ufeff

rc('text',usetex=False)

# Change all fonts to 'Computer Modern'

rc('font',**{'size':14, 'family':'serif','serif':['Times New Roman']})
rc('xtick.major', size=5, pad=7)

rc('xtick', labelsize=15)

rc('ytick.major', size=5, pad=7)

rc('ytick', labelsize=15)

# uses matplotlib-label-lines, see for example

— https://github.com/cphyc/matplotlib-label-lines

from labellines import labelLine, labellLines

# this needs to point to the folder where darkelf.py is stored
work_dir = os.getcwd()

sys.path.append (work_dir+"/..")

plotdir=work_dir+"/plots/"

from darkelf import darkelf, targets

Al = darkelf (target='Al',filename="Al_mermin.dat")

fig, axs = plt.subplots(2,2,figsize=(12, 8),sharex=True)
fig.subplots_adjust (wspace=0.25)

omvec = np.linspace(1.01,80,200) #omega

#Epsilon Re
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y2_Re = [Al.epsi(omi,omi) for omi in omvec]
#y2 = [Si_mermin.epsl(omi,omi) for omi in omvec]
axs[0] [0] .plot (omvec,y2_Re,color='MediumBlue',linestyle='--',6label='A1l, theory')

axs[0] [0] .set_yscale('linear"')

axs[0] [0] .set_x1im([0,0.2])

axs[0] [0] .1legend(loc="upper right')

axs[0] [0] .set_xlabel(r'$\omega$ [eV]')

axs[0] [0] .set_ylabel(r'$\epsilon_1$',fontsize=16)

#Epsilon Im
y2_Im = [Al.eps2(omi,omi) for omi in omvec]
axs[0] [1] .plot (omvec,y2_Im,color='MediumBlue',linestyle='--',label='Al, theory')

axs[0] [1] .set_yscale('log')

axs[0] [1] .set_ylim([1e-3,1e2])

axs[0][1] .set_x1im([0,40])

axs[0] [1] .1legend(loc="upper right')

axs[0] [1] .set_ylabel(r'$\epsilon_2$',fontsize=16)

Gammal,, GammaT, kappa, m_vl, m_v2, m_v3 = [], [], 10**-12, 1, 5, 10
Gammal5eV, GammaT5eV, Gammal10eV, GammaT10eV = [1, [1, [1, []

for i in range(len(y2_Re)): #Berdknar Gamma L for 1 ev, 5 eV och 10 eV
a = ((kappa**2)*(m_v1**2)*y2_Im[i])/(omvec[i]*abs(y2_Re[i]l+y2_Im[i]*1j)**2)
b = ((kappa**2)*(m_v2**2)*y2_Im[i])/(omvec[i]*abs(y2_Re[i]l+y2_Im[i]*1j)**2)
c = ((kappa**2)*(m_v3**2)*y2_Im[i])/(omvec[i]*abs(y2_Re[il+y2_Im[i]*1j)**2)
Gammal . append (a)
GammaLb5eV. append (b)
Gammal.10eV.append (c)

g_L = interpld(omvec, GammaL)

g_L_5eV = interpld(omvec, GammaLb5eV)

g_L_10eV = interpld(omvec, GammaL1OeV)

for j in range(len(y2_Re)): #Berdknar Gamma T for 1 eV, 5 ev och 10 eV

d = (((kappax*2)*(m_vi**4)*y2_Im[j])/((omvec[j]l**3)*abs(y2_Re[j] + y2_Im[jI*1j -
1)*x2)) *
(1+( (2% (m_v1i**2) * (omvec [j]1**2) *(y2_Re [j]1-1)+(m_v1*x*4)))/((omvec [j]**4) *abs (y2_Re[j]
+ y2_Im[j1#1j - 1)#%2))**-1
(((kappa**2)*(m_v2**4)*y2_Im[j])/((omvec[jI**3)*abs(y2_Re[j] + y2_Im[jl*1j -
1)*%2)) *
(1+( (2% (m_v2**2) * (omvec [j1*#*2) * (y2_Re [j1-1)+(m_v2%*4))) / ((omvec [j] **4) xabs (y2_Re [j]
+ y2_Im[jI*1j - 1)*%2))*x-1
(((kappa**2)*(m_v3**4)*y2_Im[j])/((omvec[jl**3)*abs(y2_Re[j] + y2_Im[jl*1j -
1)*x2)) *
(1+( (2% (m_v3**2) * (omvec [j]1**2) * (y2_Re [j]1-1)+(m_v3*x4))) / ((omvec [j]**4) *abs (y2_Re[j]
+ y2_Im[jI*1j - 1)*%2))*x-1

GammaT . append (d)

GammaT5eV. append (e)

GammaT10eV.append (£f)
g_T = interpld(omvec, GammaT)
g_T_5eV = interpld(omvec, GammaT5eV)
g_T_10eV = interpld(omvec, GammaT10eV)

rrrrrerr®rog

axs[1] [0] .plot (omvec,GammaT,color="'Green',linestyle='--"',label="'A1l, 1 eV')
axs[1] [0] .plot (omvec,GammaT5eV,color="'Blue',linestyle='--"',label="'A1l, 5 eV')
axs[1] [0] .plot (omvec,GammaT10eV,color="'Red',linestyle='--"',6label='A1l, 10 eV')

axs[1][0] .set_yscale('log')
axs[1][0] .set_ylim([1e-29,1e-21])
axs[1]1[0] .set_x1im([0,100])
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axs[1] [0] .1legend(loc='upper right')
axs[1] [0] .set_ylabel(r'$Gamma T$',fontsize=16)

axs[1][1] .plot (omvec,Gammal,color='Green',linestyle='--"',label='Al, 1 eV')
axs[1] [1] .plot (omvec,Gammal5eV,color="'Blue',linestyle='--',6label="'A1l, 5 ev')
axs[1][1] .plot (omvec,GammaL10eV,color='Red',linestyle='--"',label="'A1l, 10 eV')

axs[1] [1] .set_yscale('log')

axs[1][1] .set_ylim([1e-29,1e-20])

axs[1][1] .set_x1im([0,100])

axs[1] [1] .1legend(loc='upper right')

axs[1][1] .set_ylabel(r'$Gamma L$',fontsize=16)

print (f'GammaL: {GammaLl}')
print (f'GammaT: {GammaT}')

filename_L = '/Users/Isak/OneDrive/Desktop/DarkELF-main/lux_L_interpolation.txt'
x L, yL=10,0

for lines in open(filename_L, 'r'):
line = lines.split(', ')
x_L.append(float(1ine[0]))
y_L.append(float(line[1].strip()))

f_L = interpld(x_L,y_L)
filename_T = '/Users/Isak/OneDrive/Desktop/DarkELF-main/lux_T_interpolation'

x T, y_.T =101, [1

for lines in open(filename_T, 'r'):
line = lines.split(', ')
x_T.append(float(1ine[0]))
y_T.append(float(line[1].strip()))

f_T = interpld(x_T,y_T)

v, T, Br =1, 1, 1
N, NL, N.T =[], I, I
for omega in omvec:
y1l = (omega/abs(np.sqrt(omegaxomega - m_vi*m_v1))) * (f_L(omega)*g_L(omega) +
— f_T(omega)*g_T(omega))
y2 = (omega/abs(np.sqrt(omega*xomega - m_vi*m_v1))) * (f_L(omega)*g_L(omega))
y3 = (omega/abs(np.sqrt(omegaxomega - m_vi*m_v1))) * (£_T(omega)*g_T(omega))
N.append(y1)
N_L.append(y2)
N_T.append(y3)

Handelsefrekvens = V*T*Br*integrate.trapz(N, omvec)
Héndelsefrekvens_L = VxT*Brxintegrate.trapz(N_L, omvec)
Héndelsefrekvens_T = VxT*Brxintegrate.trapz(N_T, omvec)
print (Handelsefrekvens*(1/(1.973e-5)))

print (Handelsefrekvens_L*(1/(1.973e-5)))

print (Héndelsefrekvens_T+*(1/(1.973e-5)))

plt.show()
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