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Popularvetenskaplig presentation

Gelfand-translate: En oversattning mellan topologi och algebra

P& en valdigt grundldggande niva utforskar matematiker vérlden genom att understka de matematiska egen-
skaperna hos objekt, samt hur olika objekt forhaller sig till varandra. Ett mycket viktigt verktyg i detta
utforskande &r att leta efter samband mellan nagot objekt man redan kénner till och nagot, antingen helt
eller delvis, okdnt. Nedan presenteras tva, till synes helt olika grenar av matematiken. Det finns 6verraskande
nog en koppling mellan dessa. En slags "Gelfand translate”. Dessa omraden dr topologi och algebra.

Topologin ar en gren av den moderna matematiken som kan ses som en slags utvidgning av den klassiska
geometrin. Istdllet for att studera avstdnd och areor bryr man sig i topologin endast om egenskaper av
kroppen som ska bevaras under kontinuerliga deformationer. Dessa deformationer kan férstas som att man
far dra i kroppen men inte klippa eller riva sonder den.

Ett typiskt exempel &r att det inom topologin inte &r skillnad pa en munk och en kaffekopp med ett 6ra.
Antalet hal a&r exempel pa nagot som man studerar inom topologin, inte just hur kroppen ser ut, men vilka
egenskaper som bevaras d& kroppen omformas, sa kallade topologiska invarianter. Topologi kan framsté
som nagot matematikerna i sitt elfenbenstorn drémt fram, men det visar sig att topologi har en méngd
anvindningar inom allt fran neurologi till att matematiskt beskriva hur ett sparvagnsnit hianger ihop.

En annan, till synes annorlunda gren av matematiken &r den moderna algebran. Denna algebra skiljer
sig fran grundskolealgebran i det avseendet att vi inte ldngre ar intresserade av att rakna eller utveckla
parenteser. Istéllet bryr vi oss nu om hur talen interagerar med varandra med hjéalp av mer generella regler,
sa kallade axiom. Vi kan ocksd ldmna talen och studera hur mer abstrakta objekt med mer abstrakta
operationer beter sig; till exempel kan vi matematiskt beskriva de olika sdtten att rotera geometriska objekt.

Vi &r alltsa intresserade av hur element interagerar under operationer, och dessa element behover alltsa
inte léngre vara tal. Ett viktigt koncept inom modern algebra &r ocksa att vissa av dessa strukturer kommer
vara olika sidor av samma mynt. Ett exempel pa detta &ar att alla satt rotera en kvadrat kommer att vara
samma sak som att betrakta talen 0, 1, 2 och 3 pa ett visst sdtt. Man tdnker d& att 1 svarar mot 90°
rotation kring kvadratens egen axel. P4 samma sétt motsvarar 2 och 3 rotation med 180° respektive 270°.
Ifall vi utfor flera rotationer efter varandra svarar detta mot en slags addition, exempelvis svarar 2 + 2 mot
rotation med 180° + 180° = 360°. Eftersom kvadraten da roteras ett helt varv 360° ar detta samma sak
som att inte rotera kvadraten alls! Hér infér vi en speciell addition for 0, 1, 2 och 3, ndmligen vi séger att
om summan &ar jimt delbar med fyra sa dr den lika med noll. Detta kan verka ointuitivt men kan forstas
som att rotera ett helt varv egentligen dr samma sak som att inte rotera alls. Denna typ av likhet mellan
strukturer, som i det ovanndmnda exemplet, kallas fér isomorfi och ar ett ytterst viktigt begrepp inom all
modern matematik. Faktum dr att modern algebra &r ett helt nodvandig fundament inom fysik, kemi och
manga grenar av tillimpad matematik.

Dessa tva grenar av matematiken kan framst& som helt visenskilda, men som vi kommer att se finns
det gott om begrepp som paminner om varandra inom topologin och algebran. Det kan handla om att vissa
saker som hor till den topologiska vérlden har en motsvarighet inom den algebraiska! Vi kan illustrera med
en liknelse fran sprakens vérld. Franska och engelska &r tva olika sprak, men vi kan anvinda en ordbok
eller Gverséttningstjanst for att fa engelska ord pa franska och pa ett liknande sdtt kan man finna en slags
matematisk ordbok mellan de tva olika matematiska spraken, vilket ar vad detta arbete handlar om.

Ett exempel ar kompaktifiering, vilket kan tédnkas som att man fyller i vissa halrum i det topologiska
rummet, vilket som namnet antyder handlar om att gora rummet kompakt. Ett enkelt fall dr att ligga
till odndligheten till tallinjen! Kompaktifieringsbegreppet har sin algebraiska "6versiattning” i att ldgga till
element s& att den roll ettan fyller under multiplikation med vanliga tal (1 -2 = 2), aterfinns, detta kallas
for unitalisering och kan ses som att lagga till det som kan liknas till en etta, ett sa kallad enhetselement.
Att lagga till ett sddant element &r av stor vikt for att kunna arbeta med strukturerna.



Sammanfattning

Detta kandidatarbete ar en litteraturstudie inom matematik och specifikt i Gelfand-teori, som huvudsakligen
berér kommutativa Banach-algebror. Inledningsvis introduceras notation for algebra och topologi. Dérefter
foljer teoridelen, dar spektrum, moduldra ideal och multiplikativa linjara funktionaler studeras enskilt for att
sedan relateras till varandra. Gelfand-transformen, som kan betraktas som en generalisering av Fouriertrans-
formen, introduceras och kraven for att denna ska vara en, sa kallad, isometrisk *-isomorfi presenteras med
tillhérande bevis. Resultatet kallas for Gelfand-dualiteten och leder till en koppling mellan C*-algebror och
lokalt kompakta Hausdorff-rum. Vid sidan av den rent teoretiska presentationen illustreras manga resultat
med hjélp av exempel.



Abstract

This bachelor’s thesis is a literature study in mathematics, specifically in Gelfand theory which mainly
concerns itself with commutative Banach algebras. Initially, important concepts in algebra and topology
will be introduced, whereafter the theoretical presentation follows in which important concepts such as
spectrum, modular ideals and multiplicative linear functionals are introduced and studied independently
and then related to each other. This will lead to the main result of the text, the Gelfand duality, which
can be thought of as a generalization of the Fourier transform. Conditions for the Gelfand transform to be
a so called isometric #-isomorphism are presented with a full proof. This result is known as the Gelfand
duality and yields a connection between C*-algebras and locally compact Hausdorff spaces. Alongside the
theoretical presentation many results are illustrated by enlightening examples.
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den anvénda mallen har 6nskat utseende.
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appendix A.2-4 samt definitionerna av ideal och kvotalgebra i 2.2. Vidare har Jack &ven ansvarat for att
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Magnus Fries har ansvarat for skrivandet av avsnitt 3.4 och 3.5, samt appendix B.2, B.3, C, halva D och
F. Vidare har Magnus ansvarat for att veckorapporterna har skrivits och skrivit dem tillsammans med Erik
Jansson, ritat bilden till omslaget samt anpassat rapporten efter mallen.

Erik Jansson har ansvarat for skrivandet av den populédrvetenskapliga presentationen, abstract, avsnitt 3.1,
delar av appendix D, appendix B.1 och E.1 samt att tillsammans med Magnus Fries skriva veckorapporterna.
Erik har &dven varit mycket involverad i rapportens sprakliga struktur.

Etiska aspekter

Projektets resultat forvintas inte innebéra nagra negativa etiska konsekvenser da vi inte har bidragit med ny
kunskap till &mnet, utan enbart sammanfattat och gjort det enklare att tillga. Projektrapporten kan bidra
med en mojlighet for intresserade studenter att fa insikt i ett avancerat d&mne, vilket kan ses som positivt
for studenters bildning. Materialet kommer troligen inte kunna anvéndas for att paverka samhéllet negativt
da kunskapsomradet i sig ar langt fran tekniska applikationer.






Kapitel 1 | Introduktion

Matematik bestar av en samling, till synes distinkta, forgreningar. Tva av dessa ar topologi och algebra.
Oversiktligt studeras mangder med ytterligare struktur, eller matematiska egenskaper, inom bada grenarna.
Déremot skiljer sig topologisk struktur fran algebraisk struktur.

1.1 Topologi

Inom topologi intresserar man sig for de egenskaper av topologiska rum som bevaras under kontinuerliga
deformationer. I vissa fall kan delméngder av topologiska rum, med fordel, tolkas som geometriska objekt.
Deformationerna av delméngderna kan da visualiseras for att forstas mer intuitivt.

En viktig klass av topologiska rum &r metriska rum som studeras utforligt inom reell analys. Med en
metrik kan alltid en topologi definieras som 6ppna bollar, centrerade i varje punkt av rummet, och unioner
av dessa. Det sigs da att metriken inducerar en topologi.

Vid forsta anblick kan topologi framsta som abstrakt tankekonstruktion, men trots det utvecklas alltjamt
tillampningar inom exempelvis datalogi och fysik. Ett nutida exempel &r teorin om topologiska fasévergangar
som tilldelades nobelpris i fysik ar 2016.

1.2 Algebra

Algebra kan oversiktligt beskrivas som studiet av algebraiska strukturer. En algebraisk struktur &r en méngd
utrustad med ett dndligt antal operationer. Ett valkédnt exempel dr de reella talen med vanlig addition och
multiplikation som utgor ett exempel pa en sa kallad kropp, en vanlig algebraisk struktur.

Ett viktigt omrade av algebra &r linjir algebra, dir vektorrum och linjéra transformationer av des-
sa studeras. Den linjara strukturen har visat sig anvdndbar inom bade matematik och fysik. Exempelvis
kan funktionalanalys och representationsteori betraktas som vidareutvecklingar av den linjara algebran. De
ovannamnda nyttjas flitigt for att beskriva kvantmekaniska fenomen.

1.3 Banach-algebror

En algebra &r d&nnu ett exempel pa en algebraisk struktur. Det matematiska objektet som ben&dmns algebra
ska inte forvixlas med dmnet som har samma namn. Specifikt &r en algebra ett vektorrum som éar slutet under
en ytterligare operation, vanligen kallad multiplikation. Vart att notera &r att produkten av tva element &r
ett element i algebran sjélvt, till skillnad fran hur exempelvis skaldrprodukt beter sig. Huvudsakligen ligger
intresset i normerade kompletta algebror, sa kallade Banach-algebror. Den tillh6rande normen inducerar da
en topologi. Banach-algebror har ddrmed egenskaper som &r intressanta ur ett algebraiskt, savil som ett
topologiskt perspektiv.

Metoder fran topologi visar sig vara anvandbara for att undersoka diverse algebraiska egenskaper och &ven
omvandningen géller. Likas& uppbadar sig anvindningsomraden for tekniker och resultat som klassiskt tillhor
den matematiska analysen. Detta illusterar bredden av den matematiska teori som kommer till anvidndning
i studiet av Banach-algebror.

Viktiga exempel pa Banach-algebror ges av mingder bestaende av kontinuerliga komplexvérda avbildning-
ar fran topologiska rum. Att forsté dessa konstruktioner ar en central del i att forsta teorin om kommutativa
Banach-algebror.



1.4 Gelfand-teori

Ar 1943 presenterade Israel Gelfand en samling viktiga resultat rérande Banach-algebror. Ett av dessa
resultat var Gelfand-dualiteten som fastslar kraven for att det ska existera en stark korrespondens, en sa kallad
dualitet, mellan vissa topologiska rum och Banach-algebror. Kravet kom att kallas fér C*-egenskapen, som
utldses C-stjarne-egenskapen. Foljaktligen bendmns Banach-algebror med C*-egenskapen som C*-algebror.

Denna dualitet kan, likt en Gversattningstabell, omvandla ett pastaende om topologi till ett motsvarande
algebraiskt pastaende. Exempelvis kommer vi se att en viss typ av C*-algebror kan konstrueras fran vissa
topologiska rum. Man kan da kontemplera huruvida algebran har ett identitetselement, det visar sig att detta
infaller exakt da det topologiska rummet &r kompakt. P4 s& vis kan man tolka existens av identitetselement
som den algebraiska motsvarigheten till kompakthet.

1.5 Arbetets struktur

Arbetet har huvudsakligen utforts som en litteraturstudie av A Course in Commutative Banach Algberas,
av Eberhard Kaniuth, och Topology, av James R. Munkres. Vidare har arbetetets forfattare dven tagit del
av foreldsningar som letts av Joao Pedro Paulos, doktorand pa Matematiska vetenskaper. For att fortydliga
teoriframstéallningen har arbetets forfattare forsokt konstruera illustrativa exempel.

Rapportens syfte dr att presentera den nédvéndiga teorin som leder upp till Gelfand-dualiteten i avsnitt
3.5, for att sedan exemplifiera resultatets foljder i avsnitt 3.6. Bevis for flera mindre centrala resultat har
uteldmnats fran huvuddelen av texten. Forfattarnas forhoppning ar att lasaren kan, med hjalp av huvuddelen,
tilldgna sig en forstaelse for &mnet och sedan eventuellt fordjupa sig genom att studera bevisen i appendix.

1.6 Matematiska forkunskaper

I denna rapport utgar vi ifran att lasaren ar bekant med féljande &mnen: inledande reell analys; linjdr algebra,
inklusive linjdra operatorer och fullstindiga normerade rum; Fourieranalys; samt komplexanalys.

Kunskap inom abstrakt algebra och topologi forutsitts inte. Rapporten introducerar de nédviandiga be-
greppen for att folja arbetet, men gor det kortfattat. For mer fullstindiga definitioner, samt definitioner
av relevant matematik som antas vara forkunskaper, hénvisas ldsaren till Appendix A. I appendix ater-
finns &ven en symbollista 6ver den anvinda notationen samt vidare ldsning om exempelvis kategoriteori och
icke-kommutativa C*-algebror.



Kapitel 2 | Matematiska grunder

I detta kapitel introduceras de grundliggande matematiska begrepp inom topologi och algebra som resten
av rapporten bygger pa.

2.1 Topologi

En mycket central del av den matematiska analysen &ar begreppet kontinuerliga funktioner vars definitions-
méngd ofta dr en delméngd av R™ eller C™. Topologi later oss utéka kontinuitetsbegreppet till funktioner
mellan godtyckliga méngder, och som vi kommer se har de kontinuerliga funktionerna egenskapen att de
bevarar topologisk struktur. Men fér att komma dit behéver vi forst definiera topologi, som i bérjan kan te
sig vildigt abstrakt men som ger mycket kraftfulla verktyg, samt nagra viktiga tillhérande koncept.

Definition 2.1.1 (Topologi pa en mingd) Givet en mingd X definieras en topologi Tx pa X enligt Tx C
P(X) dér P(X) betecknar potensméngden av X. Topologin méaste uppfylla foljande:
1. 0 € Tx samt X € Ty;

2. Tx ar sluten under godtyckliga unioner;

3. Tx &r sluten under &ndliga snitt.
Vidare kallas delméngder U C X &ppna om U € Tx. Nér vi har utrustat en miangd X med en topologi kallar
vi X kortfattat for ett topologiskt rum. Ibland skrivs ett topologiskt rum som (X, 7x).

Vi kan definiera en topologi pa diverse olika sétt: en metod for &ndliga méngder X &r att helt enkelt
lista delméngder av X och kontrollera att de uppfyller kriterierna, medan f6r obegréinsade méngder ar det
vanligt att ge en regel som definierar vilka méngder som ar 6ppna. Dessa illustreras med féljande exempel.
En annan metod &r genom att konstruera en topologisk bas, denna definieras i appendix A.1.

Ezempel 2.1.2: Givet maéngden X = {1,2,3,4} &r en mojlig topologi Tx = {0, {1},{2},{1,2},{1,2,3,4}}
medan Ty = {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,2,3,4}} inte &r en topologi eftersom {1} U {3} = {1,3} & T%.

Exempel 2.1.3: Ett exempel pa en regelgenererad topologi ér standardtopologin pa R™. Den definieras genom
att de 6ppna méngderna fas fran unioner av "6ppna“ bollar i R™: B,.(zg) = {z : ||x — zo|| < 7}, dér 2o €
R™ och r > 0. Har anviands begreppet "6ppen” i den mening som &ar kdnd fran analysen, d.v.s. méngder vars
granspunkter inte dr element i méngden.

Nar vi arbetar i R™ ar det enkelt att avgéra om tva punkter ar separerade da vi kan berdkna avstandet
mellan punkterna; i det generella topologiska fallet har vi dock inget koncept av avstand men vill fortfarande
kunna se om punkter &r separerade. For att gora detta introducerar vi en s.k. Hausdorff-topologi enligt
foljande.

Definition 2.1.4 (Hausdorff-topologi) En topologi Tx kallas {6r en en Hausdor{f-topologi, eller kortare sagt
att det topologiska rummet X ar ett Hausdorff-rum, om vi kan separera tva olika punkter i X med 6ppna
méangder som inte delar nagon punkt.

Ofta vill vi ha mojlighet att prata om avstind mellan punkter och for detta introduceras en metrik,
d: X x X — RT, och X kallas d& ett metriskt rum. (Se appendix A.3 for mer detaljer.) Fran en metrik
kan vi inducera en topologi dir de dppna méingderna fas fran unioner av méngder pa formen B, (zg) = {z :
d(x,x0) < r} dar r > 0, se exempel 2.1.3 dér vi anvinder d(z,y) = ||z — y|.

D& man har ett metriskt rum brukar man inom analysen definiera kontinuitet genom en sa kallad ¢ — §
konstruktion, men inom topologi finns en mer allmén definition, vilken &r den som anvéinds i rapporten.



Definition 2.1.5 (Kontinuerlig funktion) En funktion ¢ : X — Y mellan tv& topologiska rum X och Y &r
kontinuerlig om det for alla U € Ty géller att Urbildy(U) := {z € X : ¢(z) € U} € Tx.

Observera att méngder &r 6ppna om de dr element i topologin i det topologiska rummet och fran detta
kan vi nu se att kontinuerliga funktioner &r de som bevarar den topologiska strukturen av Y till X. Om bada
topologierna pa X och Y &r inducerade av en metrik kommer den topologiska definitionen vara ekvivalent
med den vanliga € — § definitionen.

Ezempel 2.1.6: Lat X = Roch Y = R samt definiera topologier Tx = P(R), kallad den diskreta topologin, och
Ty = {0, R}, kallad den indiskreta topologin. Da géller att ¢ : X — Y enligt « — x, d.v.s. identitesfunktionen,
ar kontinuerlig eftersom Urbild, ({0} € Ty) = {0} € Tx och Urbildg({R} € Ty) = {R} € Tx. Dock ar
1 :Y — X enligt x — x inte kontinuerlig; detta eftersom till exempel Urbild, ({15} € Tx) = {15} & Ty.

For att nu kunna uttala oss om tva topologiska rum har samma egenskaper eller inte, behover vi ett
koncept av likhet. Om vi har en kontinuerlig funktion ¢ : X — Y kan vi, eftersom den &r kontinuerlig, sdga
att den topologiska struktur som Y har finns i X, men inte tviirt om; men om ¢ har en kontinuerlig invers
kommer &ven X:s topolgiska struktur finnas i Y, och med detta ser vi att de &r samma ur ett topologiskt
perspektiv da de har samma topologiska struktur. Om en sddan funktion ¢ finns kallas den for en homeomorfi
och X och Y kallas homeomorfa. Detta skrivs ibland X ~ Y.

Ezempel 2.1.7: Som kommer berdras senare i rapporten dr R med tilligget av en s.k. odndlighetspunkt {co}
homeomorf med cirkeln, #iven kallad S*, via den stereografiska projektionen.

Vidare &r en intressant egenskap hos méngder om de ar kompakta; en anledning for detta ar att kontinu-
erliga funktioner 6ver kompakta méngder méaste vara begransade, men detta stdimmer inte for icke-kompakta
méngder. For R™ med standardtopologin &r kompakta méngder de som ar slutna och begrdnsade. En full
definition av kompakta méngder, som involverar topologin pa méangden, kan hittas i appendix A.1 och kan
ses som en generalisering av kompakthet for delmingder av R”. Aven om en méngd inte #r kompakt kan
den vara lokalt kompakt, om varje punkt har en kompakt omgivning. Dar en omgivning till en punkt ar en
méngd som tillater att vi kan ldgga en 6ppen méangd runt punkten och fortfarande vara i omgivningen.

Om maéngden vi arbetar med inte &r kompakt kan vi utféra en kompaktifiering. Om mangden X &r ett
lokalt kompakt Hausdorff-rum kan vi gora en sa kallad enpunktskompaktifiering, betecknad X °°. Denna utfors
genom att lidgga till en odndlighetspunkt och anpassa topologin for att inkludera den. Resultatet kommer
alltid vara ett kompakt Hausdorff-rum och vidare detaljer kan hittas i appendix A.1.

Ezempel 2.1.8: R &r inte kompakt i sig sjdlv, men om vi lagger till odndlighetspunkten {oo} far vi en kompakt
méngd R* = R U {oo} som noterades i exempel 2.1.7 ir homeomorf med S*. Eftersom S! &r kompakt och
homeomorf med R*> &r S' en kompaktifiering av R. Fér mer detaljer se definition A.1.17 i appendix A.1.

2.2 Banach-algebror

Ett annat omrade av matematiken som anvénds i stor utstriackning i rapporten ar algebraiska strukturer dar
fokus ligger pa vilken struktur och vilka egenskaper en sa kallad algebra har. Det &r ocksa av intresse att se
vilka algebror som har en ekvivalent struktur. For att fa ett sadant koncept maste vi studera avbildningar
mellan algebror. I detta avsnitt introduceras de grundlédggande begreppen inom algebra som behévs for att
lasa rapporten, och for den som Onskar fler detaljer kan detta hittas i appendix A.2.

Definition 2.2.1 (Algebra och normerad algebra) Ett vektorrum A 6ver en kropp K med en bilinjir pro-
dukt, ® : A X A — A, kallas for en algebra 6ver K. Om K = R eller C kallas A for en reell respektive
komplex algebra.Vidare kallas A normerad om det finns en norm, || - |4 : A — R, som uppfyller att
Va,y € A ||lzylla < ||z]|a - ||ylla. En sddan norm kallas submultiplikativ.

For att gora detta lite mer konkret foljer har nagra exempel pé ofta anvinda algebror.

Ezempel 2.2.2: Lat C(X) beteckna méngden av kontinuerliga funktioner fran méngden X till C. Med punkt-
vis addition: (f @ g)(z) := f(z) + g(2), och vanlig skalar multiplikation: (A ®s f)(z) := Af(z) utgér detta
ett vektorrum, men om strukturen av punktvis multiplikation introduceras: (f © g)(z) := f(z) - g(2) far vi
en algebra. Vidare kan vi lagga pa en norm, till exempel supremumnormen: | f|ls := sup,cx |f(2)|. Denna
uppfyller det submultiplikativa villkoret i definition 2.2.1 och gor algebran till en normerad algebra.



En algebra som kommer anvindas mycket i rapporten dr Cy(X) som definieras nedan.

Definition 2.2.3 (Algebran Cy(X)) Méngden som betecknas Co(X) definieras som méngden av alla funk-
tioner som forsvinner, d.v.s. &r mindre &n nagot godtyckligt ¢ > 0, p4 X \ U {or nagon stdngd och kompakt
mangd U C X. Med punktvis addition och multiplikation samt multiplikation med komplexa skaldrer ar
detta en algebra.

Ezxempel 2.2.4: Lat X = (—1,1), d& &r elementen i Cy(X) funktioner f som uppfyller |f(x)| — 0 da |x| — 1.
Om istéllet X = R har vi att f € Co(X) om |f(z)| — 0 da |z| — .

En mycket vélstuderad typ av vektorrum &r Banach-rum, se appendix A.4 for definition. Om vi lagger
till en bilinjar produkt pa ett Banach-rum far vi en Banach-algebra och for att generalisera gors foljande
definition.

Definition 2.2.5 (Banach-algebra) En Banach-algebra dr en normerad algebra dir multiplikationen &r
associativ, d.v.s. a(bc) = (ab)c, och dér algebran dessutom &r fullstdndig under den angivna normen.

Ezempel 2.2.6: Bade C(X) och Cy(X) ovan dr Banach-algebror med supremumnormen.

For att gora det lattare att prata om egenskaperna hos en algebra introducerar vi lite terminologi.

Definition 2.2.7 (Terminologi {6r algebror) En algebra A sigs vara: kommutativ om Va,y € A : zy = yx;
unitdr om det finns en multipikativ identitet, d.v.s. e € A : Va € A : ae = ea = a; divisionsalgebra om A
ar unitdr ochVr € A:x #0:dy € A: xy = yx = e, d.v.s. att varje nollskilt element har en multiplikativ
invers.

Ezempel 2.2.8: Ett exempel pa en algebra som saknar identitet d&r Cp(R) utrustad med punktvis addition
och multiplikation. Detta eftersom identiteten skulle vara e : R — C enligt  +— 1 och denna gar inte mot
noll d& |z| — oo eftersom den ar konstant.

Tidigare ndmndes det att det var intressant att studera hur algebrors struktur relaterar till varandra och for
att underldtta detta introduceras féljande terminologi.

Definition 2.2.9 (Terminologi for avbildningar) Givet tva algebror A och B samt en avbildning ¢ : A — B
giller att ¢ kallas for homomorfi om ¢ bevarar den algebraiska strukturen, d.v.s. ¢(ab) = ¢(a)p(b) samt
ola +b) = ¢(a) + ¢(b); och isomorfi om ¢ &r en inverterbar homomorfi, A och B kallas d& algebraiskt
isomorfa, detta skrivs ofta A ~ B.

Nedan foljer lite exempel pé olika algebror och hur deras struktur relaterar.

Ezempel 2.2.10: Lat A vara algebran av reella n X n matriser, ofta betecknat M, (R), och B = {0} vara ett
reellt vektorrum med vanlig addition och multiplikation. Vi definierar nu ¢ : A — B enligt a — 0. Detta &r
en homomorfi eftersom ¢(a+b) =0 =040 = ¢(a) + ¢(b) samt ¢(ab) =0 =0-0 = ¢(a)p(b). Den &r dock
inte inverterbar och saledes inte en isomorfi.

Det giller att isomorfier och homeomorfier dr snarlika, och de har samma funktion men berér olika
omraden: isomorfier finns mellan algebror och bevarar den algebraiska strukturen medan homeomorfier finns
mellan topologiska rum och bevarar den topologiska strukturen. Homeomorfier kan dven kallas topologiska
isomorfier. Detta illustreras i foljande exempel.

Ezempel 2.2.11: Lat R? och C vara tva topologiska rum med standardtopologin. Om vi nu definierar ¢ :
R? — C enligt (a,b) — a + ib kommer dessa vara homeomorfa eftersom de 6ppna mingderna i R? avbildas
péa oppna méngder i C och vice versa. Lat oss nu introducera algebraiska strukturer pa dessa. For att gora
C till ett vektorrum anvénder vi oss av vanlig addition och skaldr multiplikation med reella tal. Dessutom
anviinder vi den vanliga (komplexa) multiplikationen fér att gora den till en algebra. Vi later R? vara ett
vektorrum med vanlig vektoraddition och skaldr multiplikation med reella tal och definierar multiplikationen
av tva element som (a,b) ® (¢,d) := (ac, bd). Med detta har vi att ¢((a,b) + (¢, d)) = ¢((a,b)) + ¢((c,d))
medan ¢((a,b) © (¢,d)) = ¢((ac,bd)) = ac+ibd # (a + ib)(c + id) = ¢((a,b))¢((c,d)) och saledes &r R och
C inte isomorfa med den definierade additionen och multiplikationen.

Om vi istéllet definierar multiplikationen for R? som (a,b) ® (¢,d) := (ac — bd, bc + ad) och behaller
additionen som vanlig addition uppfylls bade ¢((a,b) ® ((¢,d)) = ¢((a,b))d((c,d)) och ¢((a,b) + (¢,d)) =
?((a,b)) + ¢((c,d)) och saledes dr de da isomorfa.



Det ar inte ovanligt att en algebra saknar multiplikativ identitet, d.v.s den &r inte unitér. Detta kan
gora bevisforing svarare da en unitér algebra ofta &ar lattre att arbeta med. I sddana fall kan man gora en
unitalisering och ge algebran en identitet enligt processen nedan (det finns fler mojligheter, men denna &r
den vanligaste).

Definition 2.2.12 (Unitalisering) Givet en algebra A definierar vi unitalisationen av A som algebran
A, := A x C, dir elementen ar (z,)\), med x € A och A\ € C. Multiplikation och addition definieras en-
ligt

(@, A) := (ua, pA)

(#,2) @a, (1) i= (x+y, A+ p)

(@, 0) ©a, (Y, 1) = (@, M) (y, 1) := (zy + Ay + pa, A).
Fran detta ser vi att enhetselementet i A, blir e = (0,1). Eftersom vi kan skriva ett godtyckligt element som
(z,\) = (z,0) + A(0, 1), tillampas ibland skrivsittet (z, A) = x + Ae. Vidare finns en inbiddning i : A — A,
d.v.s. en funktion som avbildar A pa en delmingd av A., som avbildar enligt z — (x,0) vilket utgor en
isomorfi.

Detta innebér att vi kan bevisa saker for unitaliseringen A, och om resultatet endast beror bilden, i(A),
géller resultatet dven for A eftersom ¢ dr en isomorfi. Det séigs da att A antas ha identitet. For exempel pa
unitalisering, se appendix A.6.

Ezempel 2.2.13: Om X &r kompakt géller att Co(X) = C(X), och detta kan intuitivt tédnkas som att
oandlighetspunkten redan finns i X. Dessutom har vi att Cy(X) saknar identitet om X inte dr kompakt.
Ett exempel péa detta finns i exempel 2.2.8. Vidare gar det att visa (Cp(X)). = C(X>°) da X &r ett lokalt
kompakt Hausdorff-rum.

Slutligen introduceras tva algebraiska begrepp som kommer behdvas for att formulera teorin om modulira
ideal. En lasare som har erfarenhet av abstrakt algebra kan notera likheten av motsvarande definitioner inom
ringteori.

Definition 2.2.14 (Ideal) Ett linjart underrum I av en algebra A kallas for ett (tvasidigt) ideal om
ix€lochziel Ve A, Viel

I ségs vara mazimalt om I &r propert, det vill séga en dkta delméngd av A, samt inte &r en dkta delméngd
av nagot propert ideal.

Ezempel 2.2.15: Betrakta den komplexa algebran, C[z], som bestar av polynom 6ver C med vanlig, ocksa
kallad punktvis, addition och multiplikation. Tag polynomet x — 7 och definiera méngden

[z = m] = {p(x) € Clz] : 3¢(z) € Cla] : p(z) = (z — m)q(z)},

det vill siga méngden av alla polynom p(z) som har atminstone en rot i z = 7.
Om vi tar pi(z),pa(x) € [x — 7], kan vi alltsd skriva dessa som p;(z) = (z — m)gi(x) och po(x) =
(x — m)ga(x), for ndgra qi(x), g2(x) € C[z]. Vidare tar vi r(z) € C[z] och det foljer da att

pi(x) +p2(2) = (z — m)(q1(z) + g2(2)) och pr(2)r(z) = (x — m)(q1(2)r(2))-
[ — 7] &r ddrmed ett ideal av C[z].

Definition 2.2.16 (Kvotalgebra) For en Banach-algebra A och ett slutet ideal I av A definieras sidoklassen
av ett element © € A med avseende pad I som x +1 = {y € A:y =a+1i, i € I}. Vidare later vi A/I
beteckna méngden sidoklasser {z + I : V& € A} med operationerna

+D+y+D)=(@+y)+loch (z+DNy+I)=ay+1I

samt multiplikation med skaldr. Det gar att visa att A/I, som utléses kvotalgebran av A dver I, ar en algebra
samt att A/I, med normen
o+ TlLajs = inf o + il

ar en Banach-algebra. Samtliga pastaenden visas i appendix A.5.



Kapitel 3 | Gelfand-teori

I foljande kapitel introduceras ytterligare begrepp som studeras utforligare for att studera samspelet mellan
strukturen av ett lokalt kompakt Hausdorff-rum X och Cy(X), samt vilka f6ljder detta far.

3.1 Spektrum i Banach-algebror

I detta avsnitt kommer vi introducera termen spektrumet av ett element, samt bygga upp nodvindig teori
for att bevisa en sats som ger att spektrum av element i vissa algebror &r icke-tomma. Spektrum finns for
element i komplexa algebror och kan ses som en analog till, eller en generalisering av, egenvirdesbegreppet
for matriser.

Definition 3.1.1 Lat A vara en algebra 6ver de komplexa talen med identitet e. Vi siger att ett element
x € A ar inverterbart om det existerar ett y € A sadant att

Ty = yxr = €.

Vi kan visa entydighet genom att helt enkelt anta att det finns tva olika y, och darefter visa att de sam-
manfaller. y kallas inversen till 2 och betecknas 1. Vi siiger att © € G(A) om z € A #r inverterbart. G(A)
betecknar alltsd méngden av alla inverterbara element i A. Vidare definierar vi méngden

oalz) ={AeC:he—z ¢ GA)}.

Denna mingd kallas for spektrumet av € A och komplement av spektrumet, pa(z) = C\ o4(x) kallas for
resolventmdangden av x. Nar A saknar identitet definierar vi istéllet spektrumet och resolventméngden som
spektrumet och resolventméngden av elementen i den unitaliserade algebran A.. Detta innebar kort sagt
att om vi inte har ett enhetselement, sa lagger vi till ett passande sddant for att dérmed kunna anvinda
spektrum-begreppet.

Ezxempel 3.1.2: Ett enkelt exempel pa spektrum av en algebra ar spektrumet av ett element X i den vanliga
Cm*™-algebran M, (C). I detta fall &r det enkelt att lagga méirke till att

o(X)={AeC:AN[-X &G(A)}

ar méngden av alla A sddant att Al — X inte dr inverterbart, det vill sédga s& att determinanten av matrisen
ar noll. Detta kinns igen som egenviardena av matrisen och utgor alltsa spektrumet av ett element i denna
algebra.

Exempel 3.1.3: Ett ytterligare askadliggérande exempel &r att betrakta funktionen f : R? — C som ges av

(2,y,2) — el™V #*+y%+2% Vi kan se denna funktion som ett element i algebran av kontinuerliga funktioner
pa R? som avtar i oéindligheten, dven kallad for Cp(R?). Vad dr da spektrumet av detta element? Vi ligger
forst mérke till att denna algebra saknar enhet, ty enhetsfunktionen forsvinner inte i odndligheten, men om
vi lagger till en enhetsfunktion till C, 1(x,y, z) kan vi fortsitta utan problem. D& &r det mojligt att anvinda
definitionen av spektrum och se att vi séker alla A € C sadana att

A(z,y,2) — eVt +a?

inte dr inverterbar. For att understka hur spektrumet av denna funktion ser ut sa kan vi férséka konstruera
f(zy,z)
A—f(z,y,2)
den ocksa forsvinner i odindligheten ty f gor det. Man ser litt att A=1 (1 + g(z,v, 2)) (A — f(z,y,2)) = 1,
vilket innebér att vi har funnit inversen ifall g dr villdefinierad. g dr dock inte vildefinierad dir A € f(R?)

och diirmed #r spektrumet alltsa f(R?) U {0}, dér nollan kommer av unitaliseringen.

inversen genom att forst sitta g(z,y,z) = Funktionen g(z,y, z) ir ett element i Co(R?) eftersom



Definition 3.1.4 Lat A vara en normerad algebra. Vi siger att for z € A sa ar
ra(z) = inf {||x"||1/" ‘n e N} ,

spektralradien av x. Vi kan notera att r4(z) < ||z|| (vilket inses latt ty vi har infimum av en méngd dér ||z ||
ingér), samt att r4(Az) = |A|r4(z). Det gir att visa att spektralradien ocksa ges av r(z) = limy,_ o0 ||"]| 7 .

Vi har nu tillrdckliga kunskaper for att kunna formulera satsen om spektrums icke-tomhet. For beviset
av denna sats krévs det dock forst en presentation av ytterligare nagra lemman.

Sats 3.1.5 (Satsen om spektrums icke-tomhet) Ldt A vara en Banach-algebra och lit © € A. Dd galler att
oa(x) dr en icke-tom kompakt delmingd av C och att

max{|A| : A € oa(z)} = ra(z).

Denna sats ger oss mojligheten att forma en tydlig och enkel bild av vad spektralradien &r i fallet med
den vanliga algebran av komplexa kvadratiska matriser. Det dr ndmligen det storsta egenvérdet till matrisen,
vilket gér bendmningen "radie” tydlig.

Sammanfattningsvis har vi nu introducerat begreppen spektrum samt spektralradie och darutéver pre-
senterat ett antal resultat samt formulerat satsen om spektrums icke-tomhet. For att bevisa satsen &r det
bland annat noédvéndigt att kunna avgéra nér ett element i en Banach-Algebra &r inverterbart. Foljande
lemma ger oss villkor for att garantera nir det ar fallet.

Lemma 3.1.6 Lat A vara en Banach-algebra med identitet e och lat x € A vara sidant att r(x) < 1. Dd
gdller att (e — x) € G(A) och att

oo

(6730)71:€+Z£En.

n=1

Lemma 3.1.7 Lit A vara en normerad algebra med identitet e. Dd gdller att
1. Om z,y € G(A) dr sidana att ||y — z|| < 3l|lz7 [, da ||y~ — x| < 2[|= ||y — «||. Det féljer dd
att avbildningen x — x=1 ir en homeomorfi av G(A).

2. Antag att A ar fullstandig. Dd gdller att G(A) dr dppen i A. Om x € A dr sddan att ||z —el| < 1, sd
gdller dven att v € G(A).

Bevisen av dessa lemman aterfinns i appendix E.1, men bygger i stort sett pa att anvinda uttrycken och

helt enkelt rdkna fram resultaten. Vi har nu tillrdckligt med teori for att kunna bevisa huvudsatsen.

Bevis: [Satsen om spektrums icke-tomhet]

Satsen séger som bekant tre saker, att spektrumet ar icke-tomt, kompakt och att det finns ett enkelt uttryck
for spektralradien.

For att visa icke-tomhet ar idén att definiera en komplex funktion f sddan att vi kan anvinda Liouvilles
sats, vilket leder till en motsédgelse om man da antar att spektrumet ar tomt. For att visa att spektralradien
ges av max{|A| : A € 04(z)} = ra(x) kan man Laurentserieutveckla f, men denna del av beviset utlimnas
till appendix E.1.

Lat oss borja med att konstruera f. Antag utan inskréinkning att A har en identitet e. Vi kan anvinda
lemma 3.1.7 och ser da att G(A) dr en 6ppen méngd, samt att C\ o(z) dr urbilden av méngden G(A) med
avseenden pa avbildningen A — A —ex. Alltsa dr spektrumet en sluten méngd eftersom urbilden av en Gppen
méngd dr Oppen, och komplementet till en 6ppen méangd ar sluten. Vidare géller att om |A| > r(z) s& &r
r((1/M)x) < 1 och pa sa sétt dr enligt, lemma 3.1.6, Ae — x = A(e — (1/A\)x) € G(A). Diarmed ser vi att
o(z) &r innesluten i disken {\ € C : |A] < r(x)} och dédrmed begrénsad. Vi har alltsa visat att spektrumet
ar begransat och slutet och darmed kompakt.

Fixera nu en godtycklig linjar funktional [ € A* (se A.4.6) och betrakta funktionen

FO) =U(Ae—2)71).



Det géller for A\, u € pa(z) att

(
M= Ne+ Ae —x)(pe — )7

och ddrmed da p # A, far vi att

f) = fw) -1 —1
—— = =—]((Ae— — .

- (e =) (pe —2)™)
Eftersom [ da ér kontinuerlig och avbildningen y + y~! av G(A) pa sig sjélvt (ty inversen av ett inverterbart
element ar sjélvt inverterbart) ocksa ar kontinuerlig enligt lemma 3.1.7, s& kan vi dra slutsatsen att f ar en
holomorf funktion pa p(z). For |A| > ||z|| har vi

e = ((e=3)) " - Jem ot g T

av vilket vi, enligt summationsformeln for en geometrisk summa, ser

e -2 < =3 (x”) L1
N2\ ) T TR

Uttrycket ovan gar mot noll da |A| — oo och eftersom
LFOOL< U e = 2) 71|

s& ser vi att f(\) € Co(C), ty resolventméingden ar C eftersom vi antog att spektrumet var tomt. Detta
innebéar mer specifikt att f 4r begrdnsad. Antag nu att spektrumet ar den tomma méngden. D& ar f en
begransad hel funktion (ty holomorf pa resolventméngden enligt ovan) och dirmed konstant enligt Liouvilles
sats (D.0.1), men eftersom f € Cp sa éir f = 0. Pa grund av att [ dr godtyckligt far vi nu att [(Ae—z)~1) =0
for varje A € p(x). Detta motsiger Hahn-Banachs sats (D.0.2), fran vilken det f6ljer att det for varje y finns
en linjar funktional F' sidant att F(y) = ||y||. Déarfor ser vi att om I(y) = 0 for varje [ s& géller speciellt att
lyll = 0, vilket medfér att y = 0. I det fallet &ir y = (Ae — )™, X € p, vilket &r en motsiigelse eftersom
(Ae — )71 skall vara inverterbart och noll inte ér inverterbart.

Déarmed ser vi att o4(z) dr icke-tom. Vi kan nu betrakta Laurentserien och anvinda en sats kénd fran
komplexanalysen om dennas entydighet for att tillsammans med Banach-Steinhaus sats (D.0.3) visa formeln.
Detta aterfinns i appendix E.1 for den intresserade. |

Exempel 3.1.8: Ett exempel pa en algebra som inte uppfyller kraven for satsen ovan och vars element dérfor
inte nodvandigtvis har ett icke-tomt spektrum &r algebran av kvotkroppen av C[z], det vill sdga kvotkroppen
C(x) av ringen av komplexa polynom. Detta kan forstis som rationella funktioner av komplexa polynom,
dér vi har de vanliga operationerna med punktvis multiplikation. Vissa element av denna algebra har alltid
ett tomt spektrum. Vi kan exempelvis betrakta ett komplext polynom P(z) med grad storre dn noll och
notera att P(z)/1 € C(x) och att YA € C, A1(x) — P(z)/1 inte kommer vara konstant noll, och varje nollskilt
element i C(x) &r inverterbart. Alltsd ar detta elements spektrum den tomma méngden.

Ezempel 3.1.9: Med hjilp av satsen om spektrums icke-tomhet kan vi nu exemplifiera spektrialradien av
ett element 1 M,(C). Vi ser att det till belopp storsta elementet i spektrumet, som dr méngden av alla
egenvirden, sammanfaller med spektralradien.

Vi kan till sist formulera satsen som ofta kallas Gelfand-Mazurs sats.

Sats 3.1.10 (Gelfand-Mazur) Ldt A vara en komplex Banach-Algebra med enhetselement e och antag att
for varje nollskilt x € A att x € G(A). Dé gdller att A dr algebraiskt isomorf med den komplexa talkroppen.



Bevis: Vi kan anvénda sats 3.1.5 och séga att det for varje x € A existerar ett A\, € C sadant att
Aze —x ¢ G(A). Eftersom, enligt antagandet, G(A) = A\ {0}, sa giller det att A\ye = x. Déarmed gil-
ler att A, ar unikt. Detta kan enkelt ses om vi antar att det finns tva sddana komplexa tal, A, n,, for vilka
ekvationen géller, sa A\ e = n,e = \; = 1,. Darmed ser vi ldtt att avbildningen = — A, &r en isomorfism
fran A till C. |

Denna sats séger alltsa att en unitir Banach-algebra dér varje element &r inverterbart ar isomorft med den
komplexa talkroppen. Ett exempel p4 en Banach-algebra som inte uppfyller antagandena &r M, (C), n > 1
med en tillrackligt sndll matrisnorm, eftersom alla matriser inte &r inverterbara. Darfér fungerar inte satsen péa
M, (C), n > 1, alltsa ar inte de komplexa kvadratiska matriserna isomorfa med den komplexa talkroppen. Vi
kommer dock senare att betrakta algebror som verkligen uppfyller kraven for Gelfand-Mazur. Ett exempel,
som aterkommer i senare avsnitt dr kvotalgebran mellan en Banach-algebra och ett av dess sa kallade
moduldra maximala ideal. Det innebér att Gelfand-Mazurs sats &r en av de mest centrala i detta avsnitt och
viktig for att forsta den kommande teorin. Vi kan nu dven studera ett mer ingaende exempel.

Ezempel 3.1.11: Lat H vara kvaternionerna, en slags utvidgning av de komplexa talen som anvinds mycket
inom bland annat fysikaliska berdkningar. En kvaternion skrivs a+ bi+cj+dk dér det géller att a,b, ¢, d, € R
samt att i2 = j2 = k? = ijk = —1, liksom de antikommutativa egenskaperna att ij = k,jk = i,ki = j.
En fraga vi nu kan stédlla oss &r om H &r isomorf med de komplexa talen, vilket givetvis inte ar fallet. Att
enbart betrakta dimensionen hos H borde 6vertyga, ty H har fyra reella dimensioner medan C har tva reella
dimensioner. Vi kan da undra var Gelfand-Mazurs sats inte fungerar, ty det kan vid en forsta anblick verka
som att den skulle gora det.

Varje nollskilt element &r inverterbart, med en invers som fungerar analogt som den hos de komplexa
talen. Vi behover alltsd undersdka om H &r en unitdr Banach-algebra. Det gar att visa att kvaternionerna
ir ett Banach-rum med en norm definierad som ¢q € H, ||¢| = Va2 + b2 + ¢ + d2.

Vi har en produkt, Hamiltonprodukten, dér elementen helt enkelt multipliceras ihop med varandra ana-
logt med hur komplexa tal multipliceras. Vi har &ven ett enhetselement, 1. Det verkar alltsa som att allt ar
uppfyllt, men det visar sig att Hamiltonprodukten inte &r komplext bilinjér, och séledes kan inte heller H
vara en algebra 6ver de komplexa talen. Darfor fungerar inte Gelfand-Mazurs sats!

Ezempel 3.1.12: Ett exempel pa en algebra som faktiskt uppfyller kraven ar R? med de vanliga operationerna
bekanta fran linjir algebra. Vi kan ldgga pa en produkt enligt (a,b) ® (¢, d) := (ac — bd, ad + bc), och denna
har en enhet, (1,0), och en invers for varje nollskiljt element enligt (a,b)~! = 51’12;;2) .
kommer R? vara en unitir Banach-algebra med enhet, och enligt Gelfand-Mazur kommer denna algebra att
vara isomorf med de komplexa talen. Se d&ven andra halvan av exempel 2.2.11, fér samma argument pa ett

annat satt.

Under dessa operationer

3.2 Modulara ideal

I foljande avsnitt nyttjas teorin om ideal av algebror, vilken &r analog med teorin om ideal av ringar.
Vi kommer uteslutande att diskutera tvésidiga ideal. Specifikt intresserar vi oss for modulédra ideal, som
definieras nedan. Dessa ideal visar sig vara av intresse pa grund av den koppling som underscks i sats 3.2.7.

Definition 3.2.1 (Modulért ideal) Lat A vara en komplex algebra och I vara ett ideal av A. Vi séger att [
ar moduldrt ifall kvotalgebran A/I har ett identitetselement. Ett ekvivalent villkor &r att det existerar u € A
s& att mangderna

Al—u) ={x—a2u:z € A} och (1 —u)A:={z —ux:2 € A}

ar delméngder av I. Ett sddant u kallas identitet modulo 1. I ségs vara ett maximalt moduldrt ideal ifall det
ar modulért och dven ar ett maximalt propert ideal.

Anmdérkning 3.2.2: For att tydliggora att villkoren #r ekvivalenta kan vi forst anta att (1 — u)A &r en
delméngd av I. Det foljer da for alla € A att  + I = (z —ux) + ux + I = ux + I. Fér omvindningen antar
vi att u dr en identitet modulo I. Det géller da for alla v € Aatt a + 1 =ur +1 — x—ux+1 = 1.
Beviset for A(1 — u) ar analogt.

Vi kan dven notera att u ¢ I omm I &r propert. Sannerligen, om u € I, giller for alla x € A att
x=(zr—ux)+uzx €l ochalltsd [ = A.
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Evempel 3.2.3: Betrakta algebran Cy(R?), alltsd funktioner f : R® — C som férsvinner i oéndligheten
med punktvis multiplikation och addition. Vi kan inledningsvis paminna oss om att identitetsavbildningen
x> 1, x € R? inte ir ett element i Cy(R?), och att algebran siledes inte #r unitér. Fortsittningsvis betecknar
vi enhetssfiren med S? = {z € R3 : ||z|| = 1}, déir || - || & den euklidiska normen pa R3, och definierar

I(S?) = {f € Co(R?) : f(x) =0, Va € S?}.
Detta ir ett ideal av Co(R?). Ty, for f,g € I(S?), h € Co(R3) och = € S? giller
(f +9)(x) = f(x) + g(x) = 0 och (fh)(x) = f(x)h(x) =0 - h(z) = 0.

Vi definierar dven u(z) = exp(1 — ||z||). Fér z € S? foljer att

(f = uf)(@) = f(z) — u(z)f(z) = 0, Vf € Co(R?),

eftersom u(x) = 1. u € Co(R3) &r diirmed en identitet modulo I(S?). Vi kan notera att en identitet modulo
I(S?) inte &r unik, d& det existerar fler funktioner g € Co(R?) med g(z) = 1 for x € S?. Slutligen kan vi
observera att u ¢ I(S?), i enhet med anmiirkningen ovan.

Relationen mellan den slutna mingden S? och idealet I(S?) kommer visa sig vara ett specialfall av
ett allmint samband mellan den topologiska strukturen av ett lokalt kompakt Hausdorff-rum X och den
algebraiska strukturen av Cp(X). Detta samband tydliggors i sats 3.2.7.

Det kan visas att varje ideal som innehaller ett modulart ideal ocksa dr modulért. Foljaktligen ar ett
ideal I av A ett maximalt modulért ideal omm det &r maximalt inom méngden moduldra propra ideal. Med
den foregaende observationen i atanke kan man formulera f6ljande lemma.

Lemma 3.2.4 Varje propert moduldrt ideal innehdlls i ett maximalt moduldrt ideal.

I lemmats bevis konstrueras ett maximalt modulért ideal genom tillimpning av Zorns lemma (D.0.8). Ett
fullstdndigt bevis av lemmat aterfinns i appendix (lemma E.2.1). Vi kommer fortséttningsvis beteckna méng-
den av maximala modulira ideal med Max(A).

Anmdrkning 3.2.5: Betrakta en kommutativ algebra A med identitet e. Ett element z € A har invers precis
da x ¢ M for alla M € Max(A). Detta foljer av att € G(A) omm Az &r ett propert ideal (lemma E.2.2).
Eftersom e € A dr ett identitetselement &r alla ideal moduléra och Az C M for ndgot M € Max(A), enligt
foregdende lemma. Sammanfattningsvis géller alltsd © = ex € Ax C M omm z & G(A).

Lemma 3.2.6 Ldt A vara en Banach-algebra och I ett propert moduldrt ideal av A. Om u € A dr en identitet
modulo I, gdller

IN{zeA:|z—ul| <1} =0.
Av detta féljer att T Gr ett propert ideal, och att varje M € Max(A) dr slutet.

Beviset av det foregdende lemma baseras pa att uw —x € I &r inverbart om |lu — z|| < 1, enligt lemma 3.1.6.
Detta leder antingen till att e € I eller u € I, beroende pa om A har identitetselement e eller inte. Det
fullstdndiga beviset aterfinns i appendix (lemma E.2.3).

Avsnittet avslutas med att formalisera kopplingen mellan delméngder av ett topologiskt rum X och ideal
av algebran Cy(X), som antyds i exempel 3.2.3.

Sats 3.2.7 Ldat X wvara ett lokalt kompakt Hausdorff-rum och ldt, for varje delmingd E av X,
IE):={feCy(X): f(x) =0, Vz € E}.

Daé dr avbildningen ® : E — I(E) en bijektion mellan de icke-tomma slutna delmdngderna av X och de
propra slutna idealen av Cy(X). Dessutom dr I(E) moduldrt omm E ar kompakt, och I(E) € Max(Cy(X))
omm E endast innehaller ett element.

Bevis: For att visa att @ &r bijektiv behover vi visa att den &r (1) vildefinierad, (2) injektiv och (3) surjektiv.
(1): Vivill visa att I(E) &r ett propert slutet ideal nér F &r sluten och icke-tom. Vi noterar inledningsvis
att I(E) ar ett ideal, vilket kan verifieras genom att utnyttja ett argument som &r analogt med det som
anvands i exempel 3.2.3.
For att visa att I(E) &r slutet noterar vi att

I(E) = () 2 diir 2, := {f € Co(X) : f(z) =0}

zeE
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Det kvarstar d& att visa att alla z, ar slutna eftersom godtyckliga snitt av slutna méngder ar slutna. Eftersom
Co(X) &r ett metriskt rum &r z, sluten omm z, ar fullstiandigt, enligt A.3.6. Om vi tar en Cauchy-foljd (f,,) C
2z, med grans f € Cy(X), och godtyckligt € > 0 existerar N € Ns.a. |f(2)] < |f(z)—fnv(2)|+]fn(z)] < 40,
sd f(x) =0 och dirmed f € z,. Det foljer att z, ar fullstindigt s& att I(F) ar slutet.

For att visa att I(E) &r propert anvinds Urysohns lemma (Lemma D.0.6). Om vi viiljer en punkt = € E
foljer det direkt att det existerar en funktion f € Co(X) med f(x) # 0, vilket implicerar I(E) # Co(X).

(2): For att visa att By # Ey = I(Ey) # I(E2) viljes © € Ey \ E3. Det foljer av Urysohns lemma att
det existerar f € Co(X) s.a. f(z) # 0 och f|g, =0. Alltsd f € I(E3) men f &€ I(E1), sd I(E1) # I(E»).

(3): For att visa att ® ar surjektiv méste vi visa att alla propra slutna ideal I av Co(X) &r pa formen
I(E), for nadgon icke-tom sluten delméingd E av X. Ett fullstindigt argument &r langt och tekniskt; i méan
om utrymme och lidsbarhet placeras detta i appendix (sats E.2.4). Vi ngjer oss hir med en sammanfattning.

Vi betraktar F = {z € X : f(x) =0, Vf € I} och noterar att I C I(E), per definition av I(E). Vi vill
nu visa att I(E) C I. Saledes betraktar vi delméngden av funktioner g € Cyp(X) som endast &r nollskillda pa
en kompakt delméngd av X med g(z) =0, Vz € E. Vidare konstrueras funktionerna h € I och f € Cy(X)
s.a. g = fh € I och vi visar sedan att g approximerar funktioner i I(F) godtyckligt vél och det foljer da att
I(E) C I, och foljaktligen dr ® en bijektion.

Fortséttningsvis noterar vi att om E &r kompakt existerar u € Co(X) s.a. u(z) = 1, Vo € E. Da géller
Co(X)(1—wu) C I(E). For att visa omvéndningen antar vi att u € Co(X) &r en identitet modulo I(E), alltsa
Co(X)(1 —u) C I(E). D4 maste E vara kompakt, for annars géller u & Cy(X).

Slutligen visar vi att om Fy = {z}, s& géller for alla Ey dédr Ey C Eq, att I(Ey) € I(Es). Detta pastaende
foljer om vi tar y € Ey \ Fy samt en 6ppen méngd U C X : y € U, x ¢ U, som existerar dd X ar Hausdorff.
Urysohns lemma ger nu att det existerar en funktion f € Cy(X), sddan att f endast &r nollskilld pa en
delméngd av U och f(y) =1. Vi har da att f ¢ I(E;) men f € I(E>). Samtidigt uppfyller alla funktioner i
g € I(Fy) att g|g, =0, d& E; C Ey. Vi har alltsd att I(E;) € Max(Co(X)) [ ]

3.3 Multiplikativa linjara funktionaler

I avsnittet utvecklar vi teorin som kopplar multiplikativa linjara funktionaler pa en algebra till idealen
av algebran. En central anledning till att vi intresserar oss for funktionaler som &r multiplikativa ar att de
bevarar algebrastrukturen, de &r alltsd homomorfier. For ett allmént vektorrum &r multiplikation av vektorer
inte definierad och linjéritet &r ett tillrédckligt villkor for att vektorrumsstrukturen ska bevaras.

Definition 3.3.1 (Multiplikativ linjir funktional) En linjir funktional ¢ : A — C pa en komplex algebra A
sigs vara multiplikativ om det Va,y € A géller att o(xy) = o(z)p(y).

Ezempel 3.3.2: Detta exempel syftar till att illustrera hur funktionaler kan bevara multiplikation trots att
den bilinjara produkten pa algebran inte &r definierad som punktvis multiplikation. Samtidigt anknyter
exemplet till Fouriertransformen, som vi i senare avsnitt kommer kunna forsta som ett specialfall av Gelfand-
transformen.

Betrakta algebran L' (R) som bestér av funktioner, f : R — C, for vilka integralen [, | f(¢)|dt konvergerar.
Tva funktioner f,g € L'(R) &r ekvivalenta om [ |f(t) — g(t)|dt = 0. Operationerna &r punktvis addition
och konvolution * som multiplikation. Vi betraktar #ven Fouriertransformen F samt L*(R)-normen.

fgle) = / fa—Hgydt, FIAE) = / e f(a)dr, | fllo = / @)t

Ifall vi fixerar ¢ € R dr Fouriertransformen en linjér funktional F[-](¢) : L'(R) — C. Vidare ér foljande
samband ként fran Fourieranalysen

Fif+al©) = [ e [ fo—ta0ards = [ 08 fa)gtpdsat = AN - Flal(©).

Detta betyder att den linjiira funktional som avbildar en L!(R)-funktion f pa viirdet av Fouriertransformen
i en punkt £ ar multiplikativ.

For att fortydliga detta en aning kan vi exempelvis villja att betrakta L!'(R)-funktionerna f(x) =
zexp(—2%/2) och g(z) = xz<1(z), dir X|z <1 #r indikatorfunktionen (A.2.5), med Fouriertransformer
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f(€) = —iv/2n¢ exp(f§2/2) respektive g(&) = 2sin(£)/€. Konvolutionen ges av

rx+1
g+ f(z) = / gz — 1) f(t)dt = / te™ 24t = —e (VY2 4 o~ DY2,
R

r—1

och med hjélp av sambandet Flexp(—z?/2)] = v2mexp(—¢?/2) samt skiftegenskapen erhalls
Flg # f1(§) = Vare € /(= + ¢ %) = Vame /2 (<2ising) = §(O)f ()

Vi sammanfattar nedan nagra anvindbara egenskaper som ar ekvivalenta med multiplikativitet. Ekviva-
lensen av egenskaperna bevisas i appendix (sats E.3.2).

Sats 3.3.3 Ldit A vara en Banach-algebra med identitet e. For en linjir funktional ¢ pa A dr foljande
pastaenden ekvivalenta.
1. ¢ ar nollskilld, alltsa inte tdentiskt lika med noll, och multiplikativ

2. p(e) =1 och p(x) #0, Vo € G(A)
3. p(x) €oplx), Ve e A

Fortséttningsvis later vi A(A) beteckna méngden multiplikativa linjara funktionaler pd4 A som inte &r
identiskt lika med noll. Normen pa A(A) &r operatornormen, alltsa [[||aa) = sup,ea [o(z)], dir [[z][a = 1.

Anmdérkning 3.3.4: Vi betraktar nu A(A.) och undersoker hur den relaterar till A(A), fér en Banach-algebra
A. Linjaritet och sats 3.3.3, specifikt att 1(e) = 1 for ¢ € A(A.), leder till att

P(x+Xe) =, (x) + A, z €A, AeC,

dér ¢|, : A — C é&r restriktionen av v till A. Det foljer att det existerar 9|, € A(A), V¢ € A(A.)
forutom da 1|, = 0. Men eftersom ¢ (e) = 1 intréffar detta for exakt ett element av A(A.), ndmligen
Yoo : (x+Ae) = (0+A-1).

Vi kan &ven utvidga ¢ € A(A) till A(A.) enligt ¢(z+ Ae) = ¢(z). A(A) kan dérfor ses som en delméngd
av A(A.) och vi har att A(A.) = A(A) U {¢oo}. Detta samband tillater oss att betrakta multiplikativa
funktionaler pa A, istéllet for A, utan inskrankning.

Lemma 3.3.5 Lit A vara en Banach-algebra. Varje p € A(A) dr en begrinsad linjar funktional pé A och
for alla x € A gdller |p(z)| < ra(x). Specifikt gdller ||| <1 och ||¢]] =1 om A har identitetselement.

Det foregiende lemmat bevisas i appendix (lemma E.3.3) genom att tillimpa lemma 3.1.6.

Anmdrkning 3.3.6: Om vi ignorerar multiplikation av vektorer och A betraktas som ett vektorrum &éver C
implicerar féregaende lemma att A(A) dr en delméngd av dualen A* (A.4.8), som &r ett vektorrum. Diremot
ar A(A) inte ett underrum, vilket foljer av att for ¢ € A(A) och A € C, X # 1 géller Ap(zy) = Ao(x)p(y) #
Ao(x)Ap(y), alltsd Adp & A(A). Detta kan tolkas som att A(A) inte besitter ndgon intressant linjér struktur.
Vi kommer déremot, i foljande avsnitt, visa att en topologi kan introduceras si att A(A) blir ett topologiskt
rum.

Vi kan nu formulera den sats som, tillsammans med sats 3.2.7, ger upphov till en bijektion mellan ett
lokalt kompakt Hausdorff-rum X och méngden A(Cy(X)). Denna bijektion utgor en viktig komponent av
Gelfand-dualiteten, sats 3.5.8.

Sats 3.3.7 For en kommutativ Banach-algebra A, dr avbildningen
U:p—Kerp:={recd:px)=0}
en bijektion mellan A(A) och Max(A).

Bevis: Vi ska alltsa visa att ¥ ar (1) vildefinierad, (2) injektiv och (3) surjektiv.

(1): Inledningsvis visar vi att ¥ #r véldefinierad, alltsd att Ker ¢ &r ett maximalt moduldrt ideal for
p € A(A), dir alltsa ¢ # 0. For ett bevis av att Ker ¢ &r ett ideal hiinvisas ldsaren till appendix (lemma
E.3.4). Vidare &r bilden under ¢ endimensionell 6ver de komplexa talen, vilket implicerar att Ker ¢ har
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kodimension 1 i A enligt Forsta isomorfisatsen for vektorrum (sats A.4.9). Foljaktligen dr Ker ¢ maximalt.
Modulériteten av Ker ¢ foljer av att u = z/p(x), z € A\ Ker ¢ uppfyller

oy = ) = 9(0) ~ () = 9(0) ~ £ 3) =0, Wy € 4,
sa att w dr en identitet modulo Ker .

(2): For att visa att U &r injektiv véljes @1, 2 € A(A) med Ker ¢; = Ker o =: I. Lat u vara identitet
modulo I. Eftersom [ har kodimension 1 kan alla x € A skrivas pa formen = y + Au, y € I, A € C. Det
foljer att

e1(z) = p1(y) + p1(Au) = A = p2(y) + p2(Au) = p2(r) = @1 = 2.

(3): Det kvarstar att visa att ¥ &r surjektiv. Saledes betraktas nagot M € Max(A), med avsikt att visa
att M = Ker ¢, for nagot ¢ € A(A). Eftersom M &r ett maximalt ideal &r A/M en Banach-divisionsalgebra
(lemma E.3.5). Enligt Gelfand-Mazur (sats 3.1.10) &r d& A/M isomorf med C. Vi definierar dérmed en
isomorfi ¢ : A/M — C och &ven avbildningen 6 : A — A/M, x — x + M. D& &r kompositionen ¢ = ¢ o 6 :
A — C en homomorfi med Ker ¢ = M, vilket foljer av att

Pe+M)=0 <<= 2+ M=M < zc M

Exempel 3.3.8: Vi kan nu aterigen betrakta algebran Co(R?) med avsikt att ta reda pa vilka multiplikativa
linjéra funktionaler som verkar dérpa.
Till en borjan kan vi nyttja sats 3.2.7, specifikt att alla maximala moduléra ideal &r pa formen

I(B) = {f € Co(R?) : f(w) = 0, ¥z € E},

dir E C R3 bestar av en punkt. Vi later E, = {z}, = € R®. Fortsittningsvis kan vi notera att alla
1 € A(Co(R?)) har distinkta kiirnor som ér maximala moduléra ideal, enligt sats 3.3.7. Saledes existerar ett
unikt x € R? sa att Ker ¢ = I(E,), Yi € A(Cy(R?)).

Att ta reda pa vilka multiplikativa linjira funtionaler som verkar pa Co(R)? har nu reducerats till att
finna en multiplikativ linjér avbildning v : Co(R?) — C, vars kiirna ér I(E,). Vi betraktar dirfor ¢,, som
verkar pa en funktion f genom utvéirdering i punkten x, det vill sdga ¢, (f) = f(x). Fran definitionen av
I(E) kan vi forsékra oss om att ¢, avbildar f pa 0 precis da f € I(FE,). Vidare kan det &ven verifieras att
¢, dr linjér och multiplikativ, och vi har déirmed karakteriserat alla 1 € A(Cp(R?)).

Ett helt analogt argument haller dven ifall R? ersiitts med ett godtyckligt lokalt kompakt Hausdorff-rum.

3.4 Strukturrummet och Gelfand-representationen

Vart mal ar att skapa en koppling mellan algebra och topologi, dérfér behdver vi till att bérja med ett
topologiskt rum. Vi har redan sett i Sats 3.3.7 att A(A) samspelar med de algebraiska egenskaperna hos A,
och vi kan dven specificera A(A) som alla nollskilda algebraiska homomofier fran A till C. Detta kan vi lata
motivera inférandet av en topologi pa A(A).

Definition 3.4.1 (Gelfand-topologin) For en kommutativ Banach-algebra A, definieras Gelfand-topolgin pa
A(A) som den svagaste topologin som gor att alla funktionaler A(A) — C, p — ¢(x),z € A &r kontinuerliga
avbildningar. En omgivning av ett element ¢g € A ges av

U((po,Il, cee ,In7€) = {<P € A(A) : |<P(‘I’L) - SOO(IZ” <k¢, 1<4i< n}

dér € > 0 och z1,...,x, ett dndligt antal godtyckliga element i A. Tillsammans med Gelfand-topologin
kommer A(A) att kallas for strukturrummet. Det finns dock andra namn.

Med Gelfand-topologin undersoker vi strukturrummets topologiska egenskaper. Bland annat visades i
Anmérkning 3.3.4 att A(A.) = A(A) U {¢x}. Vi ska nu underséka hur dessa relaterar ur en topologisk
synvinkel.
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Sats 3.4.2 For en kommutativ Banach-algebra A gdller
1. A(A) dr ett lokalt kompakt Hausdor(f-rum.

2. A(Ae) = A(A) U{poo} dr enpunktskompaktifikationen av A(A). For definition, se Appendiz A.1.18.
3. A(A) dar kompakt om A har identitet.

For bevis, se Appendix E.4.1.

Unitaliseringen av en algebra kan alltsa ses som en kompaktifiering av strukturrummet, vilket fér samman
tva begrepp fran algebra och topologi. Vi kommer utforska mer av den kopplingen senare i avsnitt 3.6.

D4 strukturrummet av en Banach-algebra dr ett topologiskt rum, och Cy(X) dr en Banach-algebra for ett
lokalt kompakt Hausdorff-rum X, kan vi knyt ihop Sats 3.2.7 och Sats 3.3.7 for att skapa en stark topologisk
koppling. Notera att detta dr samma avbildning som anvindes i Exempel 3.3.8.

Sats 3.4.3 Avbildningen x — @, dir o.(f) = f(x), dr en homeomorfi mellan ett lokalt kompakt Hausdorff-
rum X och A(Cy(X)).

Bevis: Lat X vara ett lokalt kompakt Hausdorff-rum. I Sats 3.2.7 identifierade vi alla maximala moduléra
ideal av Cy(X) med ett element av X, samtidigt som vi i Sats 3.3.7 identifierade alla maximala modulira
ideal av A med ett element av A(A). Eftersom Cy(X) &r en Banach-algebra far vi specifikt tva bijektioner
X — Max(Co(X)), = — {f € Co(X) : f(z) = 0} och A(Cp(X)) = Max(Co(X)), ¢ — Ker p = {f €
Co(X) : o(f) = 0} som vi kan koppla ihop till en bijektion som konstueras enligt

o X = A(Co(X)), =+ @, dir p(f) = f(z) for f € Co(X).

Givet € X och en 6ppen omgivning V av x, sd ger Urysohns lemma (se D.0.6) en funktion f € Cy(X) s&
att f(x) # 0 och f|x\v = 0. Méngden {y € X : |f(y) — f(x)| <|[f(z)|} & en omgivning av z eftersom f &r
kontinuerlig, och den avbildas pa omgivningen {p, € A(Cy(X)) : oy (f) — v=(f)| < |f(z)|} av ¢,. Det gor
¢~ ! kontinuerlig eftersom omgivningen av ¢, utgor ett element i en delbas, se definition A.1.6. Samma giller
for omgivningen {p, € A(Co(X)) : |oy(f) — wz(f)| < €} av ¢, som avbildas pa {y € X : |f(y) — f(z)| < €}.
Da &r bade ¢ och ¢~ ! kontinuerliga, vilket gor avbildningen ¢ : & — ¢, en homeomorfi.

|

Vi har nu definierat strukturrummet och konstruerat en avbildning som kopplar det till det algebraiska
rummet Cy(X). Den avbildningen &r viktig f6r det stora resultatet i néista avsnitt, men for att utdka den
redan skapade kopplingen definierar vi tva relaterade avbildningar som &r viktiga inom Gelfand-teori.

Definition 3.4.4 Gelfand-transformen av x € A, dir A &r en Banach-algebra, definieras som Z : A(4) — C
som Z(¢) = ¢(x), som &dr kontinuerlig enligt definitionen av topologin.

Definition 3.4.5 Gelfand-representationen av A &r definierad enligt Ty : A — Co(A(A)), dar = — .
Eftersom element av A(A) bade bevarar multiplikation och &r linjira, si blir Gelfand-representationen en
homomorfi och den kallas darfor &ven Gelfand-homomorfin.

Anmdrkning 3.4.6: Det &ar inte sjalvklart att malméngden av Gelfand-reprecentationen ar Cp(A(A)), men
sa ar fallet eftersom Sats 3.4.2 gav att A(A.) ar enpunktskompaktifikationen av A(A) och Vz € A giller att
utvidgningen av Gelfand-transformen har egenskapen Z(¢s) = 0.

Med hjélp av homeomorfin i Sats 3.4.3 mellan X och A(Cy(X)) kan vi notera att Gelfand-homomorfin
av Cp(X) dr en identitetsavbildning. Detta &r en intressant koppling eftersom vi i néista avsnitt ska se att
Gelfand-homomorfin bevarar all algebraisk struktur hos vissa algebror, likt hur avbildningen i Sats 3.4.3
bevarade all topologisk struktur hos lokalt kompakta Hausdorff-rum.

Gelfand-transformation av ett element &r som namnet foreslar en slags transform. I dsta exempel under-
sOker vi dess relation till en abstrakt form av Fouriertransform.

Exempel 3.4.7: Som nidmns i Exempel 3.3.2 sa dr Gelfand-transformen en generaliserad form av Fourier-
transformen. I detta exempel tar vi fram en abstrakt form av Fouriertransform for att i ett senare exempel
introducera den vanligen anvédnda Fouriertransformen 6ver R. Specifikt kallas Gelfand-transform fér Fouri-
ertransform om A = L!(G) dir G ir en lokalt kompakt abelsk grupp (se Appendix A.2 for definition av
grupp). Vidare definieraras karaktdrer som kontinuerliga homomorfier o : G — T, dér T:= {2z € C: |z| = 1}
ar cirkelgruppen med multiplikation. Mangden av alla karaktérer kallas dualgruppen och betecknas G. Vidare
gar gar att visa att avbildningen x(f) — [ f(z)x(x)dz &r en homeomorfi mellan G och A(LY(@)).
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Foljande sats behdvs i senare bevis och den kan &ven ses som en motivering till varfér Gelfand-transformen
ar en avbildning som hjélper oss konstruera kopplingen mellan algebra och topologi, eftersom den kopplar
ihop det algebraiska konceptet spektrum med det topologiska strukturrummet.

Sats 3.4.8 Lit A vara en kommutativ Banach-algebra. For alla x € A gdller o4(x)\{0} C #(A(A)) C oa(x),
specifikt dr &(A(A)) = oa(x) om A dr unital.

For bevis, se Appendix E.4.2.
Anmdrkning 3.4.9: Sats 3.4.8 ger att ||Z]|oc = ra(x) och det géller r4(z) < ||z|| vilket ger ||Z||oc < |||

Sats 3.4.3 gav oss en koppling mellan tva topologiska rum och vi ska nu se att de &ven svarar mot algebraiska
rum, samt hur dessa kopplingar ar ekvivalenta.

Sats 3.4.10 Lat A och B vara kommutativa Banach-algebror. Om A och B dr algebraiskt isomorfa, sa dar
A(A) och A(B) homeomorfa.

Bevis: Lat ¢ : A — B vara en algebraisk isomorfi. Lat ¢* : A(B) — A(A) vara dualavbildningen,
alltsd ¢*[p](a) = p(d(a)), a € A, ¢ € A(B). Man kan visa att ¢* &r bijektiv. Och om alla funktioner
A(B) = C, ¢ — ¢*[p](a), a € A ar kontinuerliga, s& ar dven ¢* kontinuerlig. Men att siddana funktioner &ar
kontinuerliga foljer fran definitionen av ¢* samt Gelfand-topologin pa A(B). P4 samma sétt kan det visas
att (¢*)~! #r kontinuerlig. [ |

Korollarium 3.4.11. For tvd lokalt kompakta Hausdorff-rum X och Y sd ar féljande pastienden ekvivalenta
1. Co(X) och Co(Y) dr isomeriskt isomofa.

2. Co(X) och Cy(Y) dr algebraiskt isomofa.

3. X och'Y dr homeomorfa.

Bevis: (1) = (2) enligt definition, och (2) = (3) f6ljer fran Sats 3.4.10 tillsammans med Sats 3.4.3. For
att visa (3) = (1), lat ¢ : X — Y vara en homeomorfi, da dr Co(Y) — Co(X), f — f o ¢ en isometrisk
algebra-isomorfi. |

Dessa ekvivalenser &r starkt kopplade till Gelfand-dualiteten som &r det stora resultatet i nésta avsnitt.
Nedan foljer ett exempel av satsens anvindning och sedan en fortsdttning pa exemplet om Fouriertransform.

Ezxempel 3.4.12: Om de tva &ndarna av en linje fors samman bildas en cirkel. Enpunktskompaktifieringen av
R #&r homeomorf med S, som ér cirkeln med den vanliga topologin uppbyggd av 6ppna intervall, och &r da
ett kompakt Hausdorff-rum. Ett exempel pa en homeomorfi &r den stereografiska projektionen, vilket kan
visas vara en homeomorfi genom att betrakta de 6ppna méangderna runt odndligheten pa R*°.

DA ger satsen att alla C(R*°) &r isometriskt isomorfa med C(S1). Och eftersom (Cp(X)), ~ C(X*°) fran
Exempel 2.2.13, s kan alltsa unitaliseringen av Co(R) ses som C(S). Resultatet fungerar éven generellt for
lokalt kompakta Hausdorff-rum, om X &r homeomorf med Y, d& &r C(Y) unitaliseringen av Co(X), vilket
kan vara anvindbart om Y &r bekvimt att arbeta med.

Exempel 3.4.13: Vi fortsitter med Exempel 3.4.7 och beskriver den vélbekanta Fouriertransform. D& anviinds
G = R med operationen addition. Karaktérerna for R blir funktioner y¢(x) := e€?  Avbildningen ¢ — Xe kan
visas vara en homeomorfi och tillsammans med homeomorfin fran Exempel 3.4.7 ges en avbildning ¢ : R —
A(LY(R)), & — e dir oe(f) = [0 f(z)e~""dz. Da ger Korollarium 3.4.11 att Co(A(L'(R))) =~ Co(R)
och Gelfand-transformen &r en kontinuerlig funktion 6ver R om man anvinder homeomorfin ¢. Alltsa géller
att f > fog dir fo o(&) = f(gog) =pe(f) = fix;o f(z)e~**dx &r den avbildningen som vanligen anviinds i
Fourieranalys. Detta &r d&a en homomorfi.
Notera att T'(A) C Cy(A(A)) ar for Fouiertransform ekvivalent med det kiinda resultatet Riemann—Lebesgue

lemma som séger att |f(€)] = 0, |£] = co.

3.5 Kommutativa C*-algebror och Gelfand-dualiteten

I detta avsnitt introducerar vi C*-algebror. Malet &r att komma fram till den omtalade kopplingen mellan
topologi och algebra som ges av Gelfand-dualiteten. For att gora detta maste nédvandig teori introduceras.
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Definition 3.5.1 (Involution) En involution ar en avbildning X — X, x — z* som uppfyller (z*)*

(pz +vy)* = pa* + vy* och (zy)* =y ="

:x7

Exempel 3.5.2: En involution kénd fran linjér algebra &r det Hermiteskt konjugatet pa algebran av komplex-
virda kvadratiska matriser M, (C). Motsvarande involution f6r M, (R) ar det vanliga transponatet.

Exempel 3.5.3: Invers kan forefalla vara en involution, men sa &r inte fallet, ty invers ar generellt inte linjar.

Definition 3.5.4 En algebra med involution kallas for en *-algebra. En x-homomorfi &r en homomorfi som
aven bevarar involution, alltsd ¢(z*) = (¢(x))*. En x-isomorfi definieras ekvivalent.

Definition 3.5.5 (C*-algebra) En Banach-algebra A med involution kallas C*-algebra om den uppfyller
C*-egenskapen, Vx € A : ||z*z| = ||z|]>.

Fran C*-egenskapen och submultiplikativitet kan vi se att ||z| < ||z*|| vilket ger Vo € A : ||z|| = ||z*|.

For en kommutativ Banach-algebra A, anta att Gelfand-homomorfin &r en isometrisk isomorfi mellan A
och Co(A(A)). Da existerar for varje # € A ett element z* € A si att z* = &. Avbildningen 2 — z* &r
da en involution. Likheten [|z*|| = [|2%]|cc = ||#]loe = ||| ger att [|lz*z| = [|2°%]l0s = [|Z2]0e = |122]0e =
|z||? vilket gor A till en C*-algebra. Det Gelfand-dualiteten séiger dr omvindningen, det forvanandsvirda
resultatet att en godtycklig kommutativ C*-algebra A &r isometriskt *-isomorf med Cy(A(A)), via just
Gelfand-homomorfin.

Innan vi gar vidare ska vi bekanta oss lite mer med C*-algebror. En av de mest bekanta C*-algebrorna
ar komplexa kvadratiska matriser M, (C), men detta #r inte en kommutativ C*-algebra. Istéillet foljer nu
exempel pa vanligt férekommande kommutativa C*-algebror.

Ezempel 3.5.6: For godtyckligt topologiskt rum &r kontinuerliga begriansade funktioner Cy(X) med supre-
mumnormen || - || och involution som punktvis komplexkonjugat f*(xz) = f(x) en kommutativ C*-algebra.
Om X ér ett lokalt kompakt Hausdorff-rum, s &r specifikt Cy(X) en C*-delalgebra av Cy(X), det vill sidga
en delméngd av en C*-algebra som &r stdngd under addition, multiplikation och involution, vilket d&érmed
ocksa gor den till en C*-algebra.

Man kan visa att om A ar en C*-algebra si ar A. med normen ||a + Ae|| = ||a]| + |A| en *-algebra, men
generellt inte en C*-algebra. Nésta sats identifierar en norm som gor det méjligt att, utan inskrdnkning anta
identitet hos C*-algebror.

Sats 3.5.7 Lit A vara C*-algebra utan identitet. Dd existerar det en norm || - ||o pd Ae sddan att ||a|lo =
llall, Ya € A och (Ae, || - llo) dr en C*-algebra.

For bevis, se Appendix E.5.1.

Sats 3.5.8 (Gelfand-dualiteten) Lit A vara en kommutativ C*-algebra. Dé dr Gelfand-homomorfin en iso-
metrisk x-isomorfi frin A till Co(A(A)).

Bevis: Beviset bestar av tre delar déar vi visar en egenskap i taget hos Gelfand-homomorfin. (1) T" &r en
s-homomorfi, (2) I' &r isometrisk och (3) Bilden av A &r Cy(A(A)). L

(1): Vi vill visa att Vo € A : 2% = &, vilket ér ekvivalent med Vo € A(A), Vo € A : p(z*) = ¢(z). Lt
o(r) = a+1if och p(x*) =y +1id, dir o, 3,7, € R.

For att harleda en motsédgelse, anta 5+ 6 # 0. Utan inskrénkning kan vi med hjalp av Sats 3.5.7 anta
att A har en identitet. Konstruera y = (8 + &) '(z + 2* — (a + 7)e) vilken uppfyller y* = y och p(y) = i.
D& Vvt € R, giller ¢(y + tie) = (1 + t)i, och eftersom ||¢]loo < 1 84 &r |1+ t| < ||y + tie||. Eftersom y* = y s&
ger C*-egenskapen att

(t+1)? < |ly +tie|* = [|(y + tie)*(y + tie)|| = [|y* + 2| < |y*|| + ¢

vilket inte kan halla for godtyckligt stora t. Detta dr en motségelse och vi far alltsa att § = —f3. Pa samma
satt, fast for iz istillet for x, far vi att v = a och déirmed p(z*) = p(z).
(2): Vivill visa Vo € A : ||]lcc = |lz]|, och vi anmérker forst att for alla y € A som uppfyller y =

y* sa ar |y)|> = llv*yll = ||y?|| och da av induktion ocksa Vn € N : [|y[|2" = |y*"|. Det ger ra(y) =
limy, o0 [y /2" = [ly[|. S& for godtyckligt « € A giiller ra(z*z) = [a*z|| = [«[|*. Eftersom vi vet fran
(1) att * = @ och fran Sats 3.4.8 kan vi fa ut att ||2]|. = ra(x) vilket tillsamman ger ||2]|2, = [|22]/c0 =
l2*2]lo0 = ra(z*z) = ||z,
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(3): Vi ska visa att I'(A) = Cy(A(A4)). Fran Anmérkning 3.4.6 s& vet vi att & € Co(A(A)), och alltsa
I'(A) C Co(A(A)). T'(A) ar stidngd, eftersom I' &r en isometri vilket ger att I'(A) &r fullstédndig, och ett
fullstdndigt Banach-rum &r stangt. Det gar att visa att I'(A) starkt separerar elementen i A(A), det vill sdga
Vo € A(A), T'(A)(p) # {0} och om @1 # 2 s& &(p1) # &(p2) for nadgot x € A. Da ar T'(A) tét i Cp(A(A))
enligt Stone-Weierstrass (se D.0.7). Att T'(A) &r tét och fullstdndig ger att T'(A) = Co(A(A4)).

[ |

Ezempel 3.5.9: Lat oss relatera Sats 3.5.8 till Exempel 3.4.13 dér Fouriertransform beskrevs. Fouriertrans-
form avbildar funktioner fran L*(R) med konvolution och L*-normen till Co(A(L(R))) ~ Co(R) med punkt-
vis multiplikation och supremumnormen. Vi vill underséka om L!(R) &r en C*-algebra, si l1at oss undersoka
en konkret funktion. )

Definiera funktionen f(xz) = mexp(—%). For att understka om funktionen uppfyller C*-egenskapen

maste vi berdkna ||(f*)*f| .. Med konvolution som operation innebér det att vi méste berdkna tva integraler.
Detta kan vi undvika genom att istédllet anviinda Sats 3.5.8.

Det satsen siger #r att, om L'(R) #r en kommutitiv C*-algebra, s& skulle Fouriertransformen vara en
isometrisk *-isomorfi. Vi undersoker detta med var funktion f, och ser om dess Fouriertransform f (w) =

iV 2m€ exp(—%) har samma norm. Men
2
dmzZ#q/—W:sup
e £ER

e’} 2
1 = [ Jees(-5)

vilket direkt visar att L!(R) inte dr en kommutativa C*-algebra. L!(R) &r specifikt inte en C*-algebra
eftersom konvolution dr kommutativ.

Genom att anvidnda Sats 3.5.8 istéllet for att anvinda oss av C*-egenskapen behévde vi berdkna en
integral mindre och istéllet berdkna ett maxvérde, for att komma fram till samma resultat.

Notera att || f]|1 < [|f]loo vilket vi sag stimmer generellt for Gelfand-transform i Anmérkning 3.4.9.

eV s
wimesn(-5 )| = 17l

For att ater visa pa kopplingen till de topologiska strukturrummen ges féljande ekvivalenta pastaenden,
som starkt liknar Korollarium 3.4.11.

Korollarium 3.5.10. Fér tvd kommuatativa C*-algebror A och B sé dr foljande pastienden ekvivalenta
1. A och B dr isometrisk x-isomorfa.

2. A och B dr algebraiskt isomorfa.
3. A(A) och A(B) dr homeomofra.

Bevis: (1) = (2) enligt definition, och (2) = (3) sag vi stdmde #ven fér Banach-algebror i Sats 3.4.10.
For att visa (1) = (2), 1at ¢ : A(A) — A(B) vara en homeomorfi, da &r Co(A(B)) — Co(A(A)), f+— foo
en isometrisk algebra isomorfi, som &ven uppfyller f — f o & och #r alltsd dven en -isomorfi. Men enligt
Sats 3.5.8 s& dr A och B isometriskt *-isomorfa med Cy(A(A)) respektive Co(A(B)). Da foljer det fran att
isomorfier ar transitiva att A och B &r isometriskt *-isomorfa. |

Vi har anvant bendmningen Gelfand-dualiteten for Sats 3.5.8, men inte forklarat varfor det sigs vara
en dualitet. Sats 3.5.8 gav den sista nédvindiga avbildningen, och den andra viktiga avbildningen gavs i
Sats 3.4.3. Genom att understka Korollarium 3.4.11 och Korollarium 3.5.10 kan vi skapa foljande diagram

1( —_— 1’ Co(A(A)) —— Co(A(B))
A(Co(X)) —— A(Co(Y)) A— B

dér pilarna i det vanstra diagramet gar mellan topologiska rum och betecknar homeomorfier, medan pilarna
i det hogra diagramet gar mellan algebror och betecknar isometriska *-isomorfier. Dessa diagram géller for X
och Y som ér lokalt kompakta Hausdorff-rum respektive for A och B som dr kommutativa C*-algebror. Att
man kan finna tva sddana diagram, déar pilarna ger samma element oavsett vilken vig man tar, beskriver en
dualitet. Studierna av diagram och vad dessa diagram medfor kallas kategoriteori och det ges en introduktion
till detta i Appendix B.
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Dualiteten ger alltsd en Gversdttning mellan algebra och topologi. Vi kan d& se att vissa begrepp har
en motsvarighet, som till exempel homeomorfi och isometrisk *-isomorfi. I avsnitt 3.6 ser vi hur tva andra
begrepp kan Oversdttas mellan dmnena.

Gelfand-dualiteten i Sats 3.5.8 &r ett starkt resultat géllande kommutativa C*-algebror, och det blir
naturligt att fraga om det finns liknande resultat for icke-kommutativa C*-algebror. Sa ar fallet och det ges
en kort introduktion till detta i Appendix C.

3.6 Kompaktifiering och unitalisering

Om en méngd inte &r kompakt gar det att gora den kompakt genom en sé kallad kompaktifiering. Senare
kommer vi se att det finns en koppling mellan kompaktifieringar for méangder (topologiskt koncept) och
unitaliseringer for algebror (algebraiskt koncept) som aterigen ér ett exempel {or dualiteten mellan algebra
och topologi som nédmnts i féregéende avsnitt.

Innan vi kommer till definitionen av kompaktifiering behéver vi definiera vad det innebéar fér en méngd
att vara tat i en annan.

Definition 3.6.1 (Tét) Ett topologiskt rum X &r tétt i ett topologiskt rum Y om VV C Y &ppna, giller
att VNX #£0.

Definition 3.6.2 (Kompaktifiering) En kompaktifiering av ett topologiskt rum X &r ett par (Y, 4) sddan att
foljande krav dr uppfyllda:
1. Y ar ett kompakt Hausdorff-rum;

2. i: X — Y ér en homeomorfi mellan X och i(X) C Y;

3. bilden i(X) &r tét i Y eller formulerat pa annat sétt i(X) =Y.

Viart att notera ar att om X &r kompakt kan vi gora den triviala kompaktifieringen genom att vélja
i: X — X enligt  — x och da géller att X =~ i(X). Eftersom X &r tit i sig sjilv dr detta en kompaktifiering.
Alla kompaktifieringar av kompakta méngder X &r dock inte homeomorfa med X.

Det finns manga sétt att kompaktifiera en méngd. Tva exempel ar den tidigare introducerade enpunkts-
kompaktifieringen samt Stone-Cech kompaktifieringen som definieras nedan. Rent intuitivt kan enpunkts-
kompaktifieringen téinkas som den minsta mojliga kompaktifieringen medan Stone-Cech #r den stérsta.

Definition 3.6.3 (Stone-éech) Stone-Cech kompaktifieringen #r ett par (86X, ) dar X ar en kompakt
Hausdorff-méngd. Paret ska uppfylla att, givet en kompakt Hausdorff-méngd K kan varje kontinuerlig funk-
tion f: X — K péa ett entydigt satt utvidgas till en kontinuerlig funktion 5f : X — K.

For att bygga upp likheterna mellan topologi och algebra inroducerar vi det algebraiska begreppet es-
sentiellt ideal som behovs for att formulera en mer rigorés definition av unitalisering.

Definition 3.6.4 (Essentiellt ideal) Ett ideal B C A kallas essentiellt om nagot av foljande ekvivalenta
villkor &r uppfyllda:
1. om a € A &r sddant att aB = {0} sa géller att a = 0;

2. om varje icke-trivialt ideal (I C A) &r sadant att I N B # {0}.
D.v.s. att det essentiella idealet delar nollskillda element med samtliga andra icke-triviala ideal. I nagon man
kan vi alltsa tédnka pa essentiella ideal som att de innehéaller det essentiella f6r idealen, ddrav namnet. For

notation skriver vi B <=3 A om B #r ett essentiellt ideal av A.

En bra observation héar ar att for alla algebror A géller att A <% A. Vidare &r det intressant att notera
att for att X skall vara tdt 1 Y har vi att for alla 6ppna V C Y giller VN X # (0, medan for att B C A skall
kallas essentiellt ideal har vi att for alla icke-triviala ideal I C A géller I N B # {0}.

Nedan presenteras definitionen av unitalisering och notera speciellt likheterna med definitionen av kom-
paktifiering.

Definition 3.6.5 (Unitalisering) Givet en algebra A utan identitet kallas paret (B,¢) for en unitalisering
om foljande ar uppfyllt
1. B ar en algebra med identitet;

2. i ar en algebra-isomorfi mellan A och i(A);
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3. i(A) &ar ett essentiellt ideal av B.

Virt att notera ar att om A &r unitir kan vi géra den triviala unitaliseringen genom att véljai: A — A
enligt @ — a och da giller att A ~ i(A). Vidare, eftersom A <~ A #r detta en unitalisering. Alla unitali-
seringar av unitédra algebror A &r dock inte isomorfa med A. Till exempel géller att A % A, = A x C, se
definition 2.2.12.

Vi ser att det verkar finnas ett samband mellan kompaktifieringar och unitaliseringar, det sambandet
vill vi formalisera. Specifikt kommer vi se att [Y ér en kompaktifiering av X] <= [Co(X) <= C(Y)].
Intuitivt kan detta ses som att funktionerna i Cp(X) férsvinner i de punkter som laggs till for att skapa X:s
kompaktifiering. For att bygga upp till detta gor vi féljande observation, att det finns ett samband mellan
ideal av Cy(X) och stdngda delméngder E C X genom I(E) := {f € Co(X) : f|E = 0}. Bevis av foljande
tva lemma kan hittas i appendix E.6.

Lemma 3.6.6 Om X dr lokalt kompakt Hausdorff och Xo C X dar en dppen mdngd sé galler att Co(Xo) ~
I(X\Xy) dr ett ideal till C(X).
Lemma 3.6.7 For ett lokalt kompakt Hausdorff-rum X giller att [Co(Xo) — C(X)] < [Xo tit i X].

Slutligen har vi huvudpastaendet om kopplingen mellan kompaktifieringar och unitalisationer.

Sats 3.6.8 For ett lokalt kompakt Hausdorff-rum X och kompakt Hausdorff-rum 'Y gdller

[Y kompaktifiering av X] <= [Co(X) — C(Y)].

Bevis: ( = ): Pastaendet att Y dr en kompaktifiering av X &r ekvivalent med 3i : X —» Y : i(X) =Y,

d.v.s. i(X) &r tit i Y. Enligt lemma 3.6.7 har vi nu att Co(i(X)) <— C(Y). Vidare giller att X ~i(X) och
alltsa har vi Co(i(X)) ~ Co(X) vilket slutligen ger oss Co(X) < C(Y).

(<= ): Co(X) <5 C(Y) ger att Co(X) ér ett ideal i C(Y). Vi kan dé inféra en inbaddning s.a.
i(Co(X)) = Cp(X). Fran sats 3.2.7 har vi en bijektion mellan ideal och 6ppna delméngder. Detta ger att for
nagot U C Y géller Cy(X) = i(Co(X)) = I(X \U) = Cy(U). Detta ger oss alltsd X =~ U C Y. Lat U vara
vér inbéddning av X i Y. Eftersom Cy(X) <— C(Y) géller, enligt lemma 3.6.7, att X #r téit i Y och dérfor
géller att bilden av X under inbédddningen, d.v.s. U, ar tdt i Y. Detta innebéar att Y uppfyller alla krav for
att vara en kompaktifiering av X. Detta avslutar beviset.

|
For att avrunda avsnittet presenteras tre exempel pa denna sats. Det forsta ror nagot som vi har berdrt
tidigare, men nu i ett nytt ljus. De sista tva visar att det &r rimligt att det finns en “stérsta” och en
“minsta”’ unitalisering utifran att enpunktskompaktifieringen &r den minsta kompaktifieringen och Stone-

éech—kompaktiﬁeringen ar den storsta kompaktifieringen.

Ezempel 3.6.9: Sedan tidigare har vi etablerat att S' #ir homeomorf med enpunktskompaktifieringen av R
och saledes kan ses som en kompaktifiering av R i sig. Med detta och ovanstdende bevis har vi att Cy(R) &r
ett essentiellt ideal av C'(S'). Cp(R) skulle kunna tolkas som de funktioner som férsvinner i toppen av cirkeln
som da utgdr ett essentiellt ideal till alla kontinuerliga funktioner fran S* till C, se #ven exempel 3.4.12.

Ezempel 3.6.10: Lat Y = X*° vara enpunktskompaktifieringen av X . Enligt sats 3.6.8 giiller d& att Cp(X) —

P e N

C(X*°). Vidare galler att C(X*°) =~ Cy(X), déar Cy(X) betecknar unitaliseringen av Cy(X) som definieras
i A.6.6. Detta kan ses genom att konstruera avbildningen ¢ : Co(X) — C(X>°) enligt (f,A) — f + Xe, dér

f(@) = f(x) om x # 0o och f(:c) = 0 da & = {oo}. Ur detta kan ses att unitaliseringen som introduceras
i A.6.6 kan tédnkas p& som ”"den minsta unitaliseringen®.

Ezempel 3.6.11: Lat Y = BX vara Stone-Cech kompaktifieringen av X. D& giller enligt sats 3.6.8 att
Co(X) <<% C(BX). Med detta och sats D.0.11 i appendix har vi att C(8X) ~ C(A(Cy(X))). Eftersom Co(X)
ar kommutativ géller att Cp,(X) ~ M (Cy(X)), ddr M (Cy(X)) betecknar multiplikatoralgebran introducerad
i appendix A.6. Detta ger oss alltsd C'(8X) = C(A(M(Cy(X)))) = M(Cy(X)) dir den sista isomorfin ges
av Gelfand-dualiteten, se sats 3.5.8. Sammanfattningsvis har vi att C(8X) ~ M(Cy(X)). Detta motiverar
att vi kan kalla multiplikatoralgebran fér “den storsta unitaliseringen‘.

Med dessa explicita exempel av korrespondens mellan strukturer i algebra och topologi avslutas rapporten.
Forfattarna hoppas att ldsaren genom rapporten har fatt en insikt i denna korrespondens och har blivit
inspirerad att fortsédtta utforska denna intressanta del av matematiken.
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Kapitel A | Grundlaggande teori

A.1 Topologi

En del av definitionerna i topologiavsnittet var nagot kortfattade eller saknades helt och vissa detaljer
papekades inte saledes presenteras har mer utforliga och korrekta definitioner for dem som &r intresserade.

Definition A.1.1 (Topologi pa en méngd) P4 en mingd X kan vi definiera en topologi som en delméngd
av X:s potensméngd enligt Tx C P(X) om Tx uppfyller f6ljande krav
i) 0 € Tx samt X € Ty;

ii) Tx ar sluten under godtyckliga unioner;
iii) 7Tx &r sluten under dndliga snitt.

Definition A.1.2 (Topologiskt rum) Paret (X;7x) av X med sin topologi Tx kallas for ett topologiskt
rum.

Definition A.1.3 (Oppen och stingd mingd) Givet ett topologiskt rum (X, Tx) definieras en méingd U C X
som &ppen om U € Tx och som stdngd om (X\U) € Tx.

Ezempel A.1.4: Givet ett topologiskt rum (X, Tx) géller att eftersom () och X bada finns i topologin &r de
oppna. Vidare har vi att X = (X\0) € Tx vilket gor att X &r stdngd och liknande for den tomma méngden:
§ = (M\X) € Tx. Saledes ir bade @ och X bada 6ppna och stingda samtidigt.

Ibland kan man inte introducera en topologi genom att explicit lista alla element i topologin, istéllet kan
man i sa fall anvdnda en sa kallad topologisk bas.

Definition A.1.5 (Bas for en topologi) En bas Bx C P(X) for en topologi Tx pa en méngd X &r en samling
méngder som uppfyller f6ljande

i) Ve e X :dB € Bx : z € B;

11) givet By, By € Bx géller x € (Bl N BQ) — dB3 € Bx : (1‘ S Bg) AN (B3 C (Bl N Bg))

Topologin som genereras av basen dr den vars element kan fas av unionen av element ur basen.
Vi kan dven definiera en sé kallad delbas.

Definition A.1.6 (Delbas for en topologi) En delbas S for en topologi pa X definieras enligt S C P(X)
dir |JS = X. Topologin som genereras av S dr den vars element kan fas fran unioner av dndliga snitt av
element i S. D.v.s. att S under dndliga snitt utgor en bas for topologin pa X.

Nedan kommer den formella definitionen av en Hausdorff-topologi.

Definition A.1.7 (Hausdorff-topologi) En topologi Tx pd en méingd X kallas for en Hausdorff-topologi om
foljande giller Vo,y € X :x £ y: AW,V eTx : (x €c UANy € Y)A(UNV = (). Om detta giller kallas det
topologiska rummet (X, Tx) for ett Hausdorff-rum eller Hausdorfl-méngd.

En egenskap som liknar Hausdorfl-egenskapen for topologiska rum &r om ett topologiskt rum &r regulért.
Men innan vi kan introducera detta behover vi forst definiera vad en omgivning &r.

Definition A.1.8 (Omgivning) En omgivning till en punkt z i ett topologiskt rum (X, Tx) ar en méngd U
som uppfyller z € U samt 3V € Tx : V C U.

Definition A.1.9 (Regulirt topologiskt rum) Ett topologiskt rum (X, Tx ) kallas reguldrt om for alla stdngda
méngder , d.v.s. (X \ Q) € Tx, och for alla punkter x € (X \ U) sa finns det en omgivning U till  och en



omgivning V till Q s.a. UNV = (.
Nésta definition &r nodvandig for anvidndande av sats D.0.11.

Definition A.1.10 (Totalt regulirt rum) Ett topologiskt rum (X, 7x) kallas totalt regulirt om det for
alla stdngda méngder U och for alla punkter € (X \ U) finns en koninuerlig funktion f : X — [0, 1] s.a.

f(U) ={0} och f(z) =1.
Foljande definition kravs for att fullstdndigt klargéra definitionen av kontinuitet.

Definition A.1.11 (Avbildningen urbild) Givet en funktion ¢ : A — B definieras urbilden for ¢ av en
delméngd U C B enligt urbildy(U) = {a € A : ¢(a) € U C B}, d.v.s. urbilden av en méngd U ger ut
méngden av alla element som hamnar i U under funktionen ¢.

Definition A.1.12 (Kontinuerlig funktion) Givet tva topologiska rum (X, 7x) och (Y, 7y ) samt en funktion
¢ : X = Y &r ¢ kontinuerlig om féljande géller YU € Ty : urbild,(U) € Tx. Eller kortare sagt: 6ppna
mangder avbildas pa av 6ppna méangder.

Harnast kommer vi till de definitioner som leder upp till kompakthet.

Definition A.1.13 (Oppen tickning) En 6ppen tickning C &r en samling 6ppna méingder, d.v.s. element i
topologin, om |JC = X.

Definition A.1.14 (Deltdckning) En samling méngder C C C kallas en deltéckning av en miangd X om C
ar en téckning av X och | JC = X.

Definition A.1.15 (Kompakt méngd) En topologiskt rum (X, Tx) kallas kompakt om varje tackning av X
har en dndlig deltdckning.

Om en méngd inte &r kompakt kan den fortfarande vara lokalt kompakt med féljande definition.

Definition A.1.16 (Lokalt kompakt) Ett topologiskt rum (X, 7x) kallas lokalt kompakt om alla punkter i
X har en kompakt omgivning.

Nér vi nu har definierat vad en kompakt méngd &r kan vi definiera kompaktifieringen av ett topologiskt
rum.

Definition A.1.17 (Kompaktifiering) En kompaktifiering av ett topologiskt rum X &r ett par (Y, ) sddan
att foljande krav ar uppfyllda:
i) Y ar kompakt och Hausdorft;
ii) i: X = Y &r en homeomorfi mellan X och i(X) C Y
iii) bilden i(X) &r tit iV, d.v.s. i(X) =Y.
En vanlig metod for att erhalla ett kompakt topologiskt rum &r den s.k. enpunktskompaktifierinen.

Definition A.1.18 (Enpunktskompaktifiering) Lat (X, Tx) vara ett lokalt kompakt och Hausdorff topolo-
giskt rum och definiera
X = X U{oo}.

Topologin T3 pa X°° definieras enligt
i) Tx € T3%
ii) For alla kompakta delméngder C' C X géller att Ug := (X\C) U {00} € T%.

Vi avslutar de topologiska definitionerna med den topologiska definitionen for att en sekvens konvergerar.
Definition A.1.19 (Sekvens) Givet en méngd X definierar vi en sekvens som en funktion s : N — X.

Definition A.1.20 (Konvergens) Lat (X, Tx) vara ett topologiskt rum. D& séigs en sekvens s konvergera
mot en granspunkt x om VU € Tx :x € U =3IN eN:Vn > N :s(n) € U.
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A.2 Avbildningar och abstrakt algebra

Definition A.2.1 (Avbildning) Fér méngder X och Y &r f: X — Y en avbildning om f(z) € Y, Vz € X.
X kallas for definitionsmdngd, Y kallas mdlmdngd, for en delméngd U av X kallas

fU)={yeY y=f(x), U}

kallas for bilden av U under f och
Ker f:={x € X : f(x) =0}

kallas for kdrna eller nollrum (beteckningen Ker hirstammar fran engelskans “kernel™).

Definition A.2.2 (Invers) Fér en funktion f : X — Y definieras inversen av f (om den existerar) f=! :
Y = X av f71(f(z)) = 2z, Vo € X och f(f~(y)) =y, Vy € Y. Ifall f~! existerar siiger vi att f &r
inverterbar.

Definition A.2.3 (Injektiv, surjektiv och bijektiv) En avbildning f : X — Y &r injektiv om Vaq,x9 € X

f(x1) = f(z2) = 71 =22

f ar surjektiv om
JreX:y=f(z), VyevY.

Om f &r bade injektiv och surjektiv sdger vi att f ar bijektiv.
Sats A.2.4 For en avbildning f : X — Y mellan tvé mdngder X och Y gdller

f ar bijektiv <= f har invers.

Definition A.2.5 (Indikatorfunktionen) For a € R, later vi x|zj<o : R — {0,1} beteckna indikator-
Sfunktionen

1, om|z|<a
X|:p|ga($) - 0, annars

Definition A.2.6 (Kartesisk produkt) For méangder X och Y definieras den Kartesiska produkten, X x Y,
som méngden av ordnade par (z,y), z € X, y €Y.

Definition A.2.7 (Binir operation) En bindr operation pa en mingd X &r en avbildning * : X x X — X.

Definition A.2.8 (Grupp) En grupp dr en méngd G tillsammans med en bindr operation * pad G som
uppfyller féljande villkor.
1. Associativitet: (a % b) xc=ax (b*c), Ya,b,c € G

2. Existens av identitet: de € G:exa=axe=a, Ya € G
3. Existens av invers: 3be G :bxa=axb=e€, Vae G

Anmdrkning A.2.9: Vi séger ofta "gruppen G” om det framgér av kontext vilken den tillhérande operationen
ar. Vidare forkortas vanligen a % b som ab.

Definition A.2.10 (Abelsk) Vi siger att en grupp G dr abelsk eller kommutativ om den tillhérande opera-
tionen * uppfyller att ab = ba, Va,b € G

Definition A.2.11 (Kropp) En kropp &r en méngd K, med operationer + och #, som &r en abelsk grupp
med avseende pa operationen + som har identitetselement 0. Vidare dr K\ {0}, med operationen x, en abelsk
grupp. Operationerna uppfyller &ven den distributiva lagen

ax(b+c)=axb+axc, abce K.
Ezempel A.2.12: De rationella talen Q, de reella talen R och de komplexa talen C &r kroppar (med vanlig

addition och multiplikation).
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A.3 Metriska rum

Definition A.3.1 (Metriskt rum) Ett metriskt rum &r ett miangd X med en avbildning d : X x X — R
kallad metrik. Metriken uppfyller, for x,y, z € X, foljande.

1. d(x,y) = d(y,x)
2. d(z,y) =0 <= z=y
3. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Definition A.3.2 (Metriskt underrum) Ett delméngd Y av ett metriskt rum (X, d) kallas for ett metriskt
underrum av (X, d) om Y &r ett metriskt rum med avseende pa metriken d.

Definition A.3.3 (Isometri) En avbildning ¢ : X — Y mellan tva metriska rum (X, dx) och (Y, dy) kallas
for en isometri om

d(x1,22)x = d(p(x1), ¢(x2))y, Vi, 22 € X

Definition A.3.4 (Cauchy-foljd) Lat (X, d) vara ett metriskt rum. En foljd (z,)52; C X sigs vara en
Cauchy-féljd om
Ve >0, AN € N:d(xpm,x,) <€, Vm,n > N.

Definition A.3.5 (Fullstindigt rum) Ett metriskt rum (X, d) séigs vara fullstindigt om alla Cauchy-foljder
(x5)22, C V konvergerar till ndgot element i V, det vill séga

JreX:¥e>0, AN e N: ||z —z,]| <€, ¥n > N.
Sats A.3.6 For ett metriskt underrum (Y,d) av ett metriskt rum (X, d) galler

Y &r fullstdndigt <= Y ér sluten delméngd (av X).

A.4 Linjar algebra

Definition A.4.1 (Vektorrum) Ett vektorrum V 6ver en kropp K &r en grupp, med avseende pé operationen
+. V ar dven slutet under multiplikation - med skalér, det villsiga A€ K,u € V = AuweV.Foru,veV
och A, pu € K giller fljande.

LA (e u) = (A) -

2. A+ p)ru=Autp-u
A (u+v)=Au+A-v
4. 1eK:1-u=u

Definition A.4.2 (Linjirt underrum) Ett delméngd U av ett vektorrum V kallas for ett linjart underrum
avV om U ar ett vektorrum med avseende pa operationerna pa V.

Definition A.4.3 (Normerat rum) Ett normerat rum &r ett vektorrum V 6ver en kropp K med en avbildning
|||l : V= R, kallad norm. Normen uppfyller, for u,v € V och A € K, {5ljande.

L flul| =0

2. |ul =0 < u=0
3. ([ Aull = [A[Jul]

4 Ju+ ol < Jlull + o]

Definition A.4.4 (Banach-rum) Ett fullstindigt normerat rum kallas Banach-rum.

Anmdarkning A.4.5: For ett normerat rum (V|| - ||) &r avbildningen d(x,y) := ||z — y| en metrik pad V.
Foljaktligen &r alla normerade rum dven metriska rum.

Definition A.4.6 (Linjir operator) Lat V och W vara vektorrum 6ver en kropp K. En avbildning 7' : V —
W kallas for en linjér operator om
1. T(u+v) =T(u)+T(v), Vu,v €V
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2. T(W)=XT'(v), YveV, YAe K

Definition A.4.7 (Operatornorm) For en begridnsad linjar operator T : V' — W mellan tva normerade
vektorrum (V, ||-||v) och (W, ||-||w), definieras operatornormen som nagot av foljande ekvivalenta uttrycken.

Il =sup {15 o vl 20
lvllv
= sup{|[Tv[lw : v €V, [[v[lv =1}
=sup{||Tv|lw : v €V, ||v|lv <1}
=inf{c > 0: ||Tv||lw < c||v||v, Vv € V}

Denna norm anvénds vanligen for begréansade linjdra operatorer som verkar pa normerade rum och gors i
denna text om inget annat anges.

Definition A.4.8 (Dual) For ett normerat vektorrum V 6ver en kropp K definieras dualen V* som méngden
begréinsade linjara funktionaler ¢ : V' — C. Med operatornormen &r V* ett Banachrum.

Sats A.4.9 (Forsta isomorfisatsen for vektorrum) Lt ¢ : V- — W wara en homomorfi mellan tvé vektorrum
V och W éver en kropp K. Da gdller
1. Ker ¢ dr ett underrum av 'V

2. Y(V) dar ett underrum av W
3. (V) = V/Ker ¢y som vektorrum

Anmdrkning A.4.10: Om vi later W = C i sats A.4.9, {6ljer det att den komplexa dimensionen av (V) C C
ar 1 och dérmed dimc(V/Ker ¢) = dimc(¢(V)) = 1. Med andra ord &r kodimension av Ker 1, relativt V,
lika med 1.

A.5 Kvotalgeror

Sats A.5.1 Fér en Banach-algebra A och ett slutet ideal T av A dr A/I en normerad algebra

Bevis: Vi visar att (1) operationerna pa A/I ar véldefinierade, (2) || - [|4;; & en norm, (3) || - ||a/; &r
submultiplikativ och (4) (A/I,| - |la ) &r fullstdndigt
(1): Lat z,y € A, i,j € T och A € C, d& giller z + I,y + I € A/I. Eftersom

(x+1)+ (y+7) = (x+y)+ (i +7) och (z +i)(y + j) = zy + (xj + iy +ij),

géller det for alla 4,7 € I foljer det att (x + 1)+ (y+1)=(r+y)+Loch (x+I)(y+1I)=ay+1.
(2): Lat nu z + I € A/I. Vi har att

lo+Illayr =inf o +illa =0 = (-2) €I = z €.

Alltsa [|[z+1||a)r =0 <= x+I = 04/;. Det géller dven att ||z+1| 47 = infier [|2+i]| 4 > 0. Fortsittningsvis
géller [|[Ax + I||a/r = infier [|[Ax +il|a = |A|inficr |2 +i/A]|a = [A]||z + I]| /7. Slutligen har vi att

I+ 1)+ G+ Dllagr = inf o +y -+l

= inf |lz+y+i+jlla
i,J€I

IA

inf ([l +illa+ [ly+illa)
i,5€1

[+ Llayr + lly + Lllays-

Vi anvéinder i andra steget ovan att 04 € I. Detta visar att || - [| 4,7 dr en norm pa A/I.



(3):Latnux+1I,y+ 1€ A/I. Da giller

1@+ D)y + Dllasr = @y + Dllayr

= inf |2y + ]l 4

=, inf llzy +i+ak + jy+ jk = (@k+ jy + k)] 4
A

<, Inf (llzy + ok + gy + jklla + ok + gy + jk — illa)

@+ DI Ity + Dllajr +0

(4): Vi anviinder oss hiir av sats D.0.10 och visar att om (z,+1)nen € A/I &r sadan att > 07 | [|@n+1a/1
konvergerar, s konvergerar dven Y~ | (x, +1I). Vi har att ||z, + I 4/ = infier ||z + i 4, vilket implicerar
att Ijn € I ||zn +jnlla < 2|wn +1||ayr, Y € N. Om vi nu antar att Y7, [|@, 4 I||4/; konvergerar, foljer
det fran olikheten att &ven Y 2 | ||#, + jn|| 4 konvergerar. Enligt sats D.0.10 konvergerar da >~ (x5, + jn)
till nagot x € A. Da giller, Ve > 0, att

(o) o0 oo
Z(xn—i—l)—(m—i—l) :?g Z(Jcn+zn)—az+z < Z(xn+jn)—a: <e.
n=1 A/l n=1 A n=1 A
Alltsa konvergerar Y2 (z, + I) till z + I, av sats D.0.10 f6ljer nu att A/I &r fullstindigt. ]

Anmdrkning A.5.2: Tbeviset av sats A.5.1 bor man dven visa att operationerna pa A/I behaller de egenskaper
som motsvarande operationer pa A besitter, men beviset for denna proposition uteldmnas.

A.6 Mer om unitalisation

Den fullstdndiga definitionen av unitalisationer finns i avsnitt 3.6 men upprepas har sa att allt relevanta
definitioner finns p& samma stélle.

Definition A.6.1 (Essentiellt ideal) Ett ideal B C A kallas essentiellt om négot av foljande ekvivalenta
villkor ar uppfyllda:
i) om a € A dr sidant att aB = {0} sa géller att a = 0;

ii) om varje icke-trivialt ideal (I C A) &r sddant att I N B # {0}.
D.v.s. att det essentiella idealet delar nollskillda element med samtliga andra icke-triviala ideal. I nagon man
kan vi alltsa tdnka pé essentiella ideal som att de innehéaller det essentiella for idealen, ddrav namnet. For

notation skriver vi B <=3 A om B ir ett essentiellt ideal av A.

Definition A.6.2 (Unitalisering) Givet en algebra A utan identitet kallas paret (B,4) for en unitalisering
om f6ljande &r uppfyllt
i) B &r en algebra med identitet;

ii) 4 dr en algebra-isomorfi mellan A och i(A);
iii) i(A) ar ett essentiellt ideal av B.

Nu foljer tva specifika unitaliseringar, en som nadmns i avsnitt 2.2 och en som endast introduceras hér.
I avsnitt 2.2 definierades féljande unitalisation.

Definition A.6.3 (Unitalisering) Givet en algebra A definierar vi unitalisationen av A som algebran
A. = A x C, dar elementen dr (z,\), z € A och A € C. Multiplikation och addition definieras enligt

2y
)= (z+y, A+ p)

(@, A) =
)
) (@, N)(y, ) := (zy + Ay + px, Ap).

(e,
+a. (Y, p
‘A () =

Fran detta ser vi att enhetselementet i A, blir e = (0, 1). Eftersom vi kan skriva ett godtyckligt element som
(z,\) = (x,0) + A(0, 1), tillampas ibland skrivsittet (z, \) = z 4+ Ae. Vidare finns en inbiddning i : A — A,

VI



d.v.s. en funktion som avbildar A pa en delmingd av A., som avbildar enligt z — (x,0) vilket utgor en
isomorfi.

Ezempel A.6.4: Som exempel tar vi Cyp(R) som saknar identitet. Med definitionen ovan far vi att Co(R), =
Co(R) x C som har identiteten (0,1). Detta eftersom givet en funktion f € Cy(R) och A € C har vi, enligt
definition, (f,A)(0,1) = (f-0+X-0+1-f,A-1) = (f, A). Att ¢ enligt definitionen &r en algebraisomorfi kan ses
genom foljande: i(f - g) = (fg,0) = (fg+0+0,0) = (f,0)(g,0) =i(f)i(g) enligt definitionen av produkten
i unitalationen. For additionen har vi i(f +g) = (f +¢,0) = (f + 9,0+ 0) = (f,0) + (9,0) = i(f) +i(g) dér
enligt definitionen av addition.

Vidare kan vi dven definiera en specifik unitalation fé6r C*-algebror.

Definition A.6.5 (Algebran £(A)) Algebran £(A) bestar av méngden av alla linjéra begrénsade operatorer
fran A till A. Produkten av operatorer definieras som deras komposition. En delméngd av L£(A) &ar de
operatorer som betecknas L, och som opererar pa ett element b € A enligt L,b := ab. Vért att notera ar att
L(A) ar unitér eftersom ey(4) : A — A enligt ez (4)(a) = a ér begrinsad.

Definition A.6.6 (Unitalisering fér C*-algebror) Lat A vara en C*-algebra och definiera inbdddningen
i: A L(A) enligt a — L,. Vi definierar nu A := i(A) + Cegay = {i(a) + Aegay :a € A, N € C}. Vi
definierar &ven involutionen enligt (i(a) + Aeg(a))* :=i(a*) + Aeg(a)-

Obervera att da ey (4) ér identiteten i L(A) &r detta vildefinierat eftersom L£(A) alltid &r unitér. Vidare

géller att om A &r unitér sa kommer i(es) = ep(a), vilket ger att A = A. Detta kan aterigen stéllas i kontrast
till unitaliseringen som deifieras i A.6.3 dar A, % A oavsett om A &r unitér eller inte.

Om A saknar identitet géller dock att A ~ A, eftersom vi kan definiera en isomorfi ¢ Ae — A enligt
(a,A) = ia) + Aeg(a).

Som péapekas i avsnitt 3.6 finns det en koppling mellan kompaktifieringar och unitaliseringar. Ur denna
aspekten motsvarar enpunktskompaktifieringen unitalisationen som ges i definition A.6.6 och detta kan ses
som den minsta kompaktifieringen och unitaliseringen. Den storsta kompaktifieringen, Stone-Cech kompak-
tifieringen, motsvaras av en unitalisering av en algebra A som kallas multiplikatoralgebra och betecknas
M(A).

Definition A.6.7 (Viktiga egenskaper for multiplikatoralgebran M (A)) Vi beskriver inte dess konstruktion
hér, men vi ger tva viktiga egenskaper.
1. Om A ar kommutativ géller att M(A) ~ M (Cy(X)) =~ Cp(X)

2. Om A ar ett ideal till en C*-algebra B s& finns det en unik avbildning f : B — M(A) sidan att
f | 4 (a) = a, dv.s. att néir f begrinsas till A dr den identitetsavbildningen. Vidare géller att f &r
injektiv omm A &r ett essentiellt ideal i B.
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Kapitel B | Kategoriteori och
Dualitetsbegreppet

Det dr mojligt att beskriva rapportens huvudresultat, Gelfand-dualiteten, med hjilp av kategoriteori. For
att kunna anvinda kategoriteorin pa ett tillfredstédllande vis behover vi forst introducera ett betydande
antal definitioner och resultat. Dérefter introducerar vi begreppet dualitet i form av kategorier och tar upp
Pontryagin-dualiteten samt en del av Gelfand-dualiteten som exempel.

B.1 Introduktion till Kategorier

Syftet med denna del &r att ge en 6verblick 6ver grundldggande kategoriteori och introducera de nédvandiga
definitionerna for att sedan kunna aterkoppla till rapporten.

Definition B.1.1 En kategori C bestar av tva klasser, dels klassen ob(C'), som bestéar av objekt, dels klasssen
hom(C') som bestar av alla morfier mellan objekt i ob(C). Vi méste ocksa definera komposition.
Komposition skall ta tre objekt i ob(C), kalla dessa for a,b,c och kompositionen ges da av en binér
operation X, sddan att hom(a,b) x hom(b,¢) — hom(a,c). Om vi da har att f:a — boch g:b — ¢, s&
skriver vi gf : a — c.
Kompositionen skall vidare vara associativ och for varje objekt = € ob(C') skall det finnas en enhetsmor-
fism 1, : ¢ — x (som ocksa bevarar komposition).

Hér anvénds begreppen klass och morfi, vilket enkelt sett dr generalliseringar av begreppen méngd och
avbildning.

Efter denna definition kan det vara passande att betrakta ett exempel pa en typ av kategorier. En typ av
kategori som ligger néra till hands &r de sa kallade konkreta kategorierna, vilka 16st sagt &r alla kategorier
dér elementen &r matematiska strukturer vilka vi kdnner till, exempelvis kategorin av topologiska rum eller
kategorin av vektorrum, och morfierna &r strukturbevarande avbildningar. Ett annat viktigt exempel &r
kategorin av méngder, som &r nodvandig for att senare ge en rigords definition av konkreta kategorier.
Definitionen &r enkel, elementen &r méngder och morfierna ar funktioner mellan méngderna. Komposition
och enhetsavbildning defineras som forvantat. Kategorin av méngder betecknas Set.

Definition B.1.2 Givet en kategori C séger vi att C°P &r den motsatta kategorin, och innebér att vi har en
kategori med samma element som C, men dér avbildningarna #r de omvinda. Notera att CP” = (.

Definition B.1.3 For en kategori C' och A, B € ob(C) kategoriserar vi avbildingarna enligt
1. En monomorfi ar en avbildning m : A — B saddan att mf =mg = f=g.
2. En epimorfi ar en avbildning e : A — B sadan att fe =ge = f =g.
3. En isomorfi &r en avbildning f: A — B sadan att 3g: B — A, gf =14, fg = 1p.
Definition B.1.4 Lat C och D vara kategorier. En (kovariant) funktor F mellan C och D &r en avbildning

som
1. Associerar varje element A € ob(C) med ett element F(A) € ob(D).

2. Associerar varje f € hom(C) med en F(f) € hom(D), sa att F'(fg) = F'(f)F(g) och F(14) = 1pa,
det vill sdga, en funktor bevarar komposition och enhetsavbildning.

Definition B.1.5 En kontravariant funktor dr en funktor i alla avseenden bortsett fran att komposition
reverseras enligt F'(fg) = F(g)F(f).
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Vi kan nu séga att en funktor inducerar en funktion mellan hom¢e och homp enligt
FX,Y : homC(X, Y) — homD(F(X), F(Y))
Definition B.1.6 En funktor F sigs vara:
1. Trogen, om Fx y &ar injektiv.
2. Hel, om Fyx y ar surjektiv.

3. Helt trogen om Fxy &r injektiv och surjektiv.
Vi kan nu ge en mer korrekt definition av konkreta kategorier.

Definition B.1.7 En konkret kategori C' &r en kategori sddan att det finns en trogen funktor mellan C' och
Set.
Nu kan vi ge nagora konkreta exempel av konkreta kategorier.

Ezxempel B.1.8:
1. Top, dar objekten dr topologiskarum och morfierna &r kontinuerliga avbildningar.

LCH, dar objekten ar lokalt kompakta Hausdorff-rum och morfierna &ar kontinuerliga avbildningar.
KHaus, dér objekten dr kompakta Hausdorff-rum och morfierna &r kontinuerliga avbildningar.

Grp, dir objekten &ar grupper och morfierna ar grupp homomorfier.

G N

LCA, déar objekten dr lokalt kompakta abelska grupper och morfierna &r kontinuerliga grupp homo-
morfier.

Vectg, dir objekten &r linjira vektorrum 6ver K och morfierna ar linjara avbildningar.

Alg, dar objekten ar algebror och morfierna ar algebra homomorfier.

Cig:
Clig1: dér objekten &r unitéra C*-algebror och morfierna *-homomorfier.

dér objekten ar C*-algebror och morfierna *-homomorfier.

© o N

a

10. C%,

com?’

11. C}

coml>

dér objekten dr kommutativa C*-algebror och morfierna *-homomorfier.
dér objekten dr unitdra kommutativa C*-algebror och morfierna x-homomorfier.
Vi kan ocksa definiera en kategori av kategorier, exempelvis, kategorin av alla sma kategorier, genom
att lata objekten vara alla smé kategorier och morfierna vara funktorer mellan de smé kategorierna. Denna

kallas for Cat.
Nér vi beskriver en kategori anvéinds oftsast diagram, som kan se ut som

A%B

Y.

dér pilarna &r morfierna. Ett diagrammet sdgs kommutera om oavsett valet av morfier for att komma fran en
visst start objekt till ett visst slut objekt inte spelar roll. I det héar fallet innebér det att go f = h. Begreppen
motsatt kategori kan hér ténkas som att pilarna byter riktning.

Definition B.1.9 Givet tva kategorier C, D och F,G : C' — D é&r tva funktorer, sa géller att n: FF — G &r
en naturlig transformation om detfor varje X € ob(C) associeras en morfi nx : F(X) — G(X) € hom(D)
samt att for varje sddant nx giller att Vf : X — Y, ny[F(f)] = G(f)[nx], alltsd f € hom(D). Den sista
likheten kan &ven illusteras med att foljande diagram kommuterar:

F(f)

F(X) F(Y)

nx ny

ax) Y% a)

Om VX € ob(C), morfin nx &r en isomorfi i D ségs n vara en naturlig isomorfi.
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Nu har vi tillrackligt med kunskap for att definiera ekvivalens mellan kategorier, och da &ven vad en
dualitet &r.

Definition B.1.10 Lat C' och D vara tva kategorier. En ekvivalens av kategorier bestar av tva funktorer
F:C — Doch G:D — C, samt tva naturliga isomorfier ¢ : FoG — 1p ochn: Go F =1¢. C och D kan
dven sigas vara ekvivalenta.

Om funktorerna istéllet &r kontravarianta sa sdgs det vara en dualitet av kategorier eller att det existerar
en dualitet mellan C' och D.

En dualitet dr pa s séttet en evivalens mellan C' = (D)°P. Si for diagram s& blir pilarna motriktade
och behaller alla sina egenskaper. I kommande avsnitt ska vi underscka tva exempel av dualiteter. Forst
Gelfand-dualiteten som rapporten handlade om, och sedan en som relaterar till exemplen i rapporten som
handlade om Fouriertransform, ndmligen Pontryagin-dualiteten.

B.2 Gelfand-dualiteten formulerat i kategoriteori

Lat oss som exempel kolla pa Gelfand-dualiteten. Om vi kollar pa unitdra och kompakta fallet &r det
ekvivalensen (KHaus)°? ~C7, ;. Hir anviinds de avbildninarna som tagits fram i rapporten och det gar
att uttrycka som att dessa tva diagram

)f S S 1[ o(AaA) U o(a(B))
AC(x) I Ao(y)) £ s, £

dér h och G(F(h)) &r kontinuerliga avbildningar, ex och ey #r homeomorfier fran Sats 3.4.3, f och
F(G(f)) ar isometriska x-isomorfier samt att nx och 7y &r homeomorfier fran Sats 3.5.8.

Tyvérr kan man inte siga (LCH)? ~C¢,,,, men man kan skapa andra snarlika dualiteter.

B.3 Pontryagin-dualiteten formulerat i kategoriteori

I Exempel 3.4.7 skrevs det om kataktdrer som &r kontinuerliga homomorfier « : G — T, dar T := {z €

C : |z| = 1} ar cirkelgruppen med multiplikation. Det gar att visa G = G &r en grupp isomorfi, dar G &r
méngden av alla karaktérer av alla karaktdrer av G. Detta &r Pontryagin-dualiteten och i kattegorier &r
detta ekvivalensen (LCA)°P =~ LCA. Eftersom det &r en dualitet mellan samma kategori sa visas bara ett
diagram

H14f>H2

l”]Hl lnHQ

~

ﬁl G(G(fg)]f[2

dér f och G’(G‘(f)) ar kontinuerliga grupp homomorfier samt att ny : H — ﬁ, x = g, dir . (f) = f(x).



Kapitel C | Icke-kommutativa C*-algebror

I avsnitt 3.5 sag vi den kraftfulla satsen om Gelfand-dualiteten, som géar att formulera som att alla kommu-
tativa C*-algebror &r isomorfa med Cy(X), ddr X &r nagot lokalt kompakt Hausdorff-rum. En naturlig fraga
vid studier av C*-algebror blir d& om vi kan formulera nagot liknande f6r icke-kommutativa C*-algebror.
Och det kan vi.

I detta avsnitt formulerar vi den satsen och en liten borjan pa ett bevis, dar dock valdigt mycket utelimnas
da det ar for mycket bakomliggande teori.

Sats C.0.1 (Gelfan-Naimark teorem) F'or godtycklig C*-algebra A existerar en avbildning A — L(H), dar
H dr ett Hilbert rum, som dr en isometrisk *-isomorfi fran A till bilden av A i L(H).

Det betyder alltsa att alla C*-algebror ar isometriskt *-isomorfa med en C*-algebra av linjdra operatorer
pé nagot Hilbertrum.

Innan vi gar vidare med satsen sa kollar vi pd L(H). Eftersom vi jobbar med ett Hilbertrum s& har vi
en inreprodukt (-,-) : H X H — C, och vi kan med hjilp av den definiera involutionen, och bevisa att den &r
existerar och dr unik.

Definition C.0.2 VT € L(H), 3'T* € L(H) som uppfyller (T'(z),y) = (z,T*(y)), Vr,y € H. T* kallas
adjunkten av T.

Bevis: Fixera y € H och definiera F(z) := (T'(z),y) som uppenbart ar en linjar operator, och ddrmed ligger
i dualen, F' € H*. Riesz representationssats (D.0.9) séger da att det finns ett unikt element z, € H sa att
F(x) = (J;, zy), Vo € H, alltsd (T'(x),y) = (z, z,). Eftersom z, beror pa y kan vi definiera T* € L(H) sa att
T*(y) = 2. [ |

Sa som satsen foreslar sa ar alltsd L(H) en C*-algebra tillsammans med den definierade involutionen och
operator normen.

For att visa satsen &r tanken att vi konstruerar isomorfin med sa kallad Gelfand-Naimark-Segal (GNS)
konstruktion, som kraver en hel del definitioner for att formulera.

Definition C.0.3
e Ett element a € A kallas normalt om det uppfyller aa* = a*a.
e En linjér funktional p : A — C kallas positiv om om p(a*a) > 0, Va € A
e En positiv linjar funktional kallas for ett tillstand om ||p|| = 1
e Mingden av alla tillstand for A betecknar vi E4.

Det ar mojligt att konstruera ett tillstand associerat med ett normalt element i A, vilket visar att E
inte dr en tom mangd for en godtycklig C*-algebra.

Definition C.0.4 Om 7 : A — L(H) ar en *-homomorfi so kallas (H, ) {6r en representation av A.

For en méngd av Hilbertrum {Hq }aea sa later vi

P Ha

aEA

vara ett Hilbertrum med element (x,)seca och den forvintade inre produkten

<(aa)ae/\, (ba)a€A> = Z<aa7ba>a

a€A
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men restriktionen att alla element uppfyller z, # 0 for ett finit antal index o € A och att

I(@a)aeall® = D llzalla < oo

a€cA

Definition C.0.5 (GNS konstruktion)
1. Fixera nagon positiv linjér funktional p € A* och definiera L, := {a € A : p(a*a) = 0}. Det gar att
visa att L, &r en stéingd vénster ideal i A. Definiera en inre produkt pa A/L, som

(v)p:A/L, x A/L, = C, (a+L,, b+ L,) — p(b*a).

Lat #H, beteckna stdngningen av inre produktrummet (A/L,, (-,-),) med inducerade normen fran inre
produkten.

2. For alla a € A, definiera
Tp(a): A/L, = A/L,, (b+ L,)— (ab+ L,)

som det gar att visa &ér ett element i £(A/L,). Kalla utvidgingen av 7,(a) for m,(a) € L(H,). Nu
ar m, : A = L(H,), a — my(a) en *-homomorfi och dédrmed en reprecentation, som kallas GNS
reprecentationen.

3. Ta nu méngden {(H,,m,)}per, och konstruera (Hu, mu) = (B ,cp, Hp: D cr, To)-
Sats C.0.6 (Gelfan-Naimark teorem) For en godtycklig C*-algebra A, sd dr
T A= L(Hy), a— my(a)
en isometrisk x-isomorfism mellan A och ndgon C*-subalgebra till L(H,,).

Denna sats liknar Gelfand-dualiteten i Sats 3.5.8, forutom att bilden av avbildningen &r okdnd. Vi visar
inte mer av denna sats.
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Kapitel D | Anvanda satser

Sats D.0.1 (Liouvilles Sats) Ldat f vara hel och begrinsad. Dé galler att f ocksd dr konstant.

Sats D.0.2 (Hahn-Banachs sats) Lat E vara ett normerat rum och F ett linjart underrum av E. Om nu f
ar en begransd linjdr funktional pé F, sd gdller det att det finns ett g € E* sd att g(x) = f(x) for allax € F

och ||gl[ = I f1]-

Sats D.0.3 (Banach-Steinhaus sats) Lat E vara ett Banach-rum och lit F' vara ett normerat rum, och ldt
{Ty : X € A} vara en familj av kontinuerliga linjdra avbildningar fran E till F. Antag vidare att {Thx : A € A}
ar begrinsad i F for varje x € E. Dé finns det en konstant C > 0 sd att ||Ta|| < C for varje A € A.

Sats D.0.4 (Satsen om den slutna grafen) Denna sats tar sig manga uttryck. Vi anvinder den pd foljande
sdtt: Lat E och F vara Banachrum och lat T : E — F vara en linjdr avbildning dd dr de foljande ekvivalenta
1. T dr kontinuerlig.

2. Omxy, —0in E och Tx, — vy in F sd dry=0.
Lemma D.0.5 (Urysohns lemma) X normal, Fy, Fy stingda, Fy N Fy = 0. Dé 3f : X — [0,1] kontinuerlig
sq att f(F1) = {0} och f(Fz)={1}.
Som exempel s& om X har en metrik d (d(z, A) := inf{d(z, a),a € A}) sé kan vi latt konstruera funktionen
d(l’, Fl)
d(z, F1) + d(x, F»)

flz) =

En version av Urysohns lemma som &r lattare att anvénda ar

Lemma D.0.6 (Urysohns lemma: alternativ 2) X lokalt kompakt och Hausdorff, lit K C X kompakt och
V dppen sd att K CV C X. Dd 3f € Co(X), f: X — [0,1] sd att f(K) = {1} och supp(f) = {z € X :
f(@) #0}C V.

Sats D.0.7 (Stone-Weierstrass teorem) Ldt X vara ett lokalt kompakt Hausdorff rum, och A en sjilvadjun-
gerad subalgebra av Co(X). Om A starkt separerar elementen av X, sd ar A likformigt tat i Co(X).

Lemma D.0.8 (Zorns lemma) Lit M wvara en partiellt ordnand méingd. Om varje totalt ordnand delmdngd
av M har en ovre begrannsning, sd har M minst ett maximalt element.

Sats D.0.9 (Riesz representationssats) VF € H*, ly e H: F(x) = (z,y), Vo € H.

Sats D.0.10 For ett normerat rum X galler att X dr ett Banach-rum omm for en foljd (xn)nen € X, sd
implicerar0 Y " ||z, || < oo att Y7 | @, konvergerar.

Sats D.0.11 Lit X vara ett totalt regulirt topologiskt rum. Lit vidare Y = A(C*(X)) och definiera 8 : X —
Y enligt x — ¢, dir ¢.(f) = f(x). Dad gdller att paret (Y, ) utgor en Stone-Cech kompaktifiering av X.
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Kapitel E | Bevis av satser

E.1 Satser fran Avsnitt 3.1

Lemma E.1.1 Lit A vara en Banach-algebra med identitet e och lit x € A vara sddant att r(z) < 1. Da
gdller att e — x € G(A) och att

(e—x)! :e+2x".

Bevis: Vi fixerar ett ) sddant att r(x) < n < 1. Definitionen av spektralradie siger da att det existerar ett
N € N sadant att det for alla n > N giller att |[z"|| < n". Da n < 1 giiller vidare att serien » -, [|z"||
konvergerar. Eftersom A &r en Banach-algebra och déarmed fullstdndig, sa géller att f6ljden av delsummor,

m
ym=e+2x”, méeN

n=1
konvergerar i A med grénsvirdet y = e+ Y7, 2™ Viser att ||y — ym|| = || 20, 1 2™l < Dot 2]
Varefter vi ser att

m m m+1
(e—x)ymz(e—x)(e—l—z:x"):e—|—Zx"—x— Zx":e—xm'“ =ym(e — ),
n=1 n=1 n=2

vilket géller for alla m € N. Eftersom y,,, — y och ™ — 0 d& m — oo géller att (e — z)y = e. Detta bevisar
lemmat. ]

Lemma E.1.2 Lit A vara en normerad algebra med identitet e. Da gdller att
1. Om z,y € G(A) dr sidant att ||y — z|| < 1|27, dé
ly™ =2 < 20|27 Plly — 2.

Det giller ocksd att avbildningen v — !

2. Antag att A dr fullstindig. Dd gdller att G(A) ar éppen i A. Om x € A ar sadan att ||x —e|| < 1, sd
gdller dven att v € G(A).

dr en homeomorfi av G(A).

Bevis: Vi borjar med att bevisa (1). Om z,y ar som i (1), si géller att

_ _ _ _ _ _ 1, _
ly=H =l < My =27 =1ly™ (@ =y < Slly™ ]
varfor ||y~ < 2||x~!|| och dérfor
™ =27 <yl =yl 7] < 2l P]ly = 2],

Detta visar att bijektionen 2 — x~! &r kontinuerlig och eftersom den &r sin egen invers, ocksa en homeomorfi.
Nu skall vi bevisa det andra pastaendet. Idén ar att utnyttja lemma 3.1.6. V&lj darfor ett x € A sddant att
||z — e|| < 1. D& géller att r(e — x) < 1 och dérfor att x = e — (e — z) € G(A). Om nu z ar ett godtyckligt
element i G(A) och y ir sidant att ||y — z|| < [|z71]| 7! s& giiller att

lle =27yl < llz ™I e = yll < 1,

men fran vad vi redan har sett sa giller att 2=y € G(A) och diirfér y € G(A). G(A) ér alltsa 6ppeni A. B
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Sats E.1.3 (Satsen om spektrumets icke-tomhet) Lit A vara en Banach-algebra och lit x € A. D gdller
att o4(x) ar en icketom kompakt delmdngd av C och att

max(|A| : A € ca(x)) = ra(x).

Bevis: [Satsen om icketomt spektrum]

Satsen siger som bekant tre saker. For att visa icke-tomhet &r idén att definiera en komplex funktion f sadan
att vi kan anvinda Liouvilles sats, vilket leder till en motséigelse om man da faktiskt antar ett tomt spektrum.
For att visa uttrycket for spektralradien kan man Laurentserieutvecklingen av f, men denna del av beviset
utldmnas till appendix. Vi bérjar da med att konstruera f. Antag utan inskrdnkning att A har en identitet
e. Lagg mirke till att o(z) &r sluten. Vi kan anvinda lemma 3.1.7 och ser att G(A) &r en 6ppen méngd,
och C\ o(z) &r den inversa bilden av méngden G(A) med avseenden pa avbildningen A — A — ex, vidare si
giller att om || > r(x) s& r((1/Az)) < 1 och pé s& sitt ar enligt lemma 3.1.6 Ade —x = A(e— (1/\)z € G(A).
Dérmed ser vi att o4(z) innesluten i disken {A € C : |A] < r(x)}. Fixera nu ett godtyckligt I € A* och
betrakta funktionen

FO) =1((he—a)7").

Det giller for A, u € pa(z) att

(e =)™ = (Ae — 2) (e — @) (e — )"
— (e — ) (1= Ne + he — ) (e — )"
= (- Ne— )" +e)(ue )"
— (=M

f=N0e ) (e — )+ (pe — 2)”!

och da, med p # A, far vi att

) = ()

= e = )7 e - ) )

Eftersom [ da dr kontinuerlig och avbildningen y — y~! av G(A) pa sig sjilvt (ty inversen av ett inverterbart
element #r sjalvt inverterbart) ar kontinuerlig enligt lemma 3.1.7 s& kan vi dra slutsatsen att f dr en holomorf
funktion pa p(x). For |A| > ||z|| har vi

et = (= 5) " = e jo - e

av vilket vi ser att

T
(e —2)~)| < ( SN S
|A|Z AR ERIE

enligt summationsformeln f6r en geometrisk summa. Uttrycket ovan gér mot noll da |A\| — oo, och
eftersom

SO 1 = 2) 7]

s& ser vi att f(A) € Cp, vilket mer specifikt innebér att f ar begransad. Antag nu att spektrumet &r den
tomma méangden. D& dr f en begrinsad hel funktion (ty holomorf pa resolventmingden enligt ovan) och
dérmed konstant enligt Liouvilles sats, men f € Cy s& f = 0. Pa grund av att [ &r godtyckligt far vi nu att
I(Ae — z)71) = 0 for varje A € p(z). Detta motsiiger nigot vid namn Hahn-Banachs sats eftersom denna
ungefir siger att det for varje = finns en linjar funktional F sadant att F'(z) = ||z||. Darfor ser vi att om
I(z) = 0 for varje [ sa géller speciellt att ||z|| = 0 vilket medfér att z = 0. I det fallet ir . = (Ae—2z)~ 1, A€ p
men detta gir inte, eftersom (Ae — x)~! skall vara inverterbart och noll typiskt inte dr inverterbart. Vi ska
nu visa formeln. Lat s(z) = sup(|A| : A € oa(x)). Da géller att s(z) < r(x). Antag nu att s(z) < r(z). Da
kan vi vélja ett u sddant att s(z) < p < r(z). Enligt vad vi visat i forsta delen av beviset géller da att for
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varje | € A*, &r funktionen f()\) = I((Ae — z)~1) holomorf pa U = {\ € C : |\| > s(z)} och da giller att for
Al > [l

f) = i A~ DI ().
n=0

Detta &r enbart Laurentserien for f pa || > ||z]|, och d& f var holomorf pa U, s& foljer fran det faktum att
Laurentserien &r unik att serien

(oo}

Z l(xn)‘uf(n+1)

n=0

konvergerar. Detta implicerar att l(x”u*("ﬂ)) gar mot noll d& n gar mot odndligheten. Allts& géller for
varje [ € A* att

{i(u=""a"),n € N}

ar begransad. Vi kan nu anvinda Banach-Steinhaus sats for att se att det existerar ett C' > 0 sadant att
||~ ta™|] < C for varje naturligt tal. Det foljer da att

— 1 n||l/n < n+1\1/n _
r(z) = lim [f2"|[/" < lim (Cu"") Iz

vilket visar att r(z) = s(z). |

E.2 Satser fran Avsnitt 3.2

Lemma E.2.1 Varje propert moduldrt ideal innehdlls i ett mazximalt moduldrt ideal.

Bevis: Lat I vara ett propert moduldrt ideal och 14t u € A vara en identitet modulo I. Lat £ beteck-
na méngden ideal L av A s.a. I C L och u ¢ L. L &r icke-tom eftersom I € L. Lat £ ordnas enligt
Ly < Ly <= L; C Ly. Malet &r att visa att £ uppfyller Zorns lemma (Lemma D.0.8). Saledes later
vi K vara en totalt ordnad delméngd av £ och definierar K = U{L : L € K}. v ¢ K och K &r ett ideal
eftersom IC &r totalt ordnad. Det foljer att K € L och att K &r en O6vre begrénsning till . Zorns lemma
implicerar da existens av minst ett maximalt element av £, kalla detta M. Antag nu att det existerar ett
propert ideal J av A s.a. M C J, dd u ¢ J for annars « = (v —uzx) +ux € M+ J = J, Vo € A. Alltsa
Jel = JCM = J= M. Det foljer att M € Max(A). |

Lemma E.2.2 Lit A vara en kommutativ algebra med identitet e. Da gdller

r€G(A) <= Az=A

Bevis: ( <=:) Viantar alltsd Az = A. Det foljer da att e € Az, det villsiga Iy € A:yz =e — z € G(A).
(= :) Vi antar nu att z € G(A), si att det existerar z=1 € A. Det foljer att e = 7'z € Az. Foljaktligen
giller y = y(z712) = (yz~ Yz € Az, Vy € A, alltsi Az = A. |

Lemma E.2.3 Lit A vara en Banach-algebra och I ett propert modulirt ideal av A. Om u € A dr en
identitet modulo I, gdller
IN{zeA:|z—u|| <1} =0.

Av detta féljer att T dr ett propert ideal, och att varje M € Max(A) dr slutet.

Bevis: Vi later A’ beteckna A om A besitter identitet, annars A’ = A,. Om ||z —u|| < 1, &r e — (u — )
inverterbart i A’ enligt lemma 3.1.6. Lat (e — (u — 2)) ™' =y + e, diir y € A och \ € C. DA foljer

e=(y+re)le—(u—2x)) =y + Ae —yu+ I+ yz + A\zx.
Vi antar att « € I for att visa att detta leder till en motségelse. Om e € A foljer

e=Xe—(NeJuty—yu+(y+re)zel = I=A4,

XVI



vilket 4r en motségelse. Om e ¢ A har vi istéllet att
(I1-XNe=y— A u—yut+z+yx €A,

vilket tvingar A =1sdatt u=y—yu+2x+yxr € I = [ = A. Vi har ddrmed funnit en motségelse och
&l

Att T ér ett ideal foljer av att om z € I existerar (z,) C I s.a. 2, — x. For godtyckligt a € A har vi da
att |a(x—x,)|| < |la||- ||z —xn|| = 0, s& att ax € I. Det foljer av lemmats forsta pastaende att I &r propert. B

Sats E.2.4 Ldt X wvara ett lokalt kompakt Hausdorff-rum och lat, for varje delmdngd E av X,
I(E):={feCy(X): f(x) =0, Vz € E}.

Dé dr avbildningen E — I(E) surjektiv frin de icke-tomma slutna delmingderna av X till de propra slutna
idealen av Co(X).

Bevis: Vi later I vara ett propert slutet ideal och F := {z € X : f(z) =0, Vf € I}. E &r sluten eftersom

E=()Ker f={)f"({0}),

fer fer

dir f=1({0}) dr sluten for alla f € I, da f dr kontinuerlig och {0} dr sluten. Per definition géller I C I(E)
och det kvarstar att visa att I(E) C I. Vi definierar saledes

J={g€C.(X): Ensupp(g) = 0}

med avsikt att visa J C I och J = I(FE), vilket implicerar I(E) = J C I = I, diir den sista likheten foljer av
att I ar slutet.

Vi later nu C vara en kompakt delmingd av X s.a. ENC = (). For varje x € C existerar h, € I s.a.
h.(z) # 0. Da giller éven |h,|? € I och |hy|* > 0. Eftersom C #r kompakt existerar det en #ndlig delméiingd

F CC s.a.
h(y) =D |hal?(y), y€ X
zeF

ar strikt positiv pa hela C, notera att h € I.

Tag nu godtyckligt g € J. Enligt konstruktionen ovan existerar h(y) > 0, Yy € supp(g). Definiera nu
f: X = Cenligt f(z) =0, for z € X \ supp(g) och f(x) = g(x)/h(z), Vx € supp(g). Vi noterar att f ar
kontinuerlig och foljaktligen f € Cy(X). Det foljer att g = fh € I, Vg € J och J C I.

For att inse att J = I(E) fixeras f € I(E) C Co(X), e > 0 och C = {x € X : |f(x)] > €}. Per
definition &r C' kompakt och E N C = 0. An en gang kan Urysohns lemma tillimpas for att sikerstilla
existens av h € C.(X) s.a. h(X) C [0,1], h|c = 1 och supp(h) C X \ E. For g = fh € J giller da
[f—glle <e = feJ. u

E.3 Satser fran Avsnitt 3.3

Lemma E.3.1 Lit A vara en komplex eller reell algebra med identitet e, och lit ¢ vara en linjdr funktional

pd A som satisfierar

p(e) =1 och p(2*) = p(x)

for alla x € A. Da ar ¢ multiplikativ.
Bevis: Enligt antagande géller

o(@* + zy + yx + y°)
o((z+y)?) = (p(z) + ¢(y))?
o(x%) + 20(x)(y) + e (y°),

o(2%) + o(zy + yz) + 0(y?)
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och dérav p(zy) + p(yz) = e(zy+yz) = 20(x)p(y), Yo,y € A. Det kvarstar att verifiera att p(zy) = ¢(yx)
dven om A inte dr kommutativ. Fér godtyckliga a,b € A géller

(ab — ba)* + (ab + ba)? = 2[a(bab) + (bab)al,
vilket implicerar
¢((ab—ba)?) + ¢((a +1b)* —a® — b?)?
o((ab — ba)?) + p(ab + ba)?
o((ab — ba)* + (ab + ba)?)

p(ab — ba)* + 4p(a)*(b)*

2¢(a(bab) + (bab)a)
4p(a)p(bad)

Om vi sedan tar a = & — p(x)e, s& att ¢(a) = 0, och b = y erhalls p(ay) = p(ya) = ¢(zy) = p(yz). N

Sats E.3.2 Lit A vara en Banach-algebra med identitet e. For en linjir funktional ¢ pd A ar foljande
pastaenden ekvivalenta.
1. ¢ dr nollskilld, alltsd inte identiskt lika med noll, och multiplikativ

2. p(e) =1 och p(x) #0, Vo € G(A)

3. p(x) €oalz),Vz e A
Bevis: Om pastéende (1) antas, tag z € A s.a. p(x) # 0 och y € G(A). Da giller p(z) = p(z)ple) =
w(e) =1 och p(e) = p(y)p(y~1). Dirmed giller pastaende (2).

Vi visar nu att (2) = (3). For godtyckligt A\ € pa(z), foljer det att 0 # p(x — Ae) = @(x) — A. Alltsa
o(2) € 0a(x).

Vi antar nu pastaende (3) och noterar att p(e)e —e = (p(e) —1)e € G(A). Om @(e) # 1 édr (p(e) — 1) te
en invers, vilket &r en motségelse. Dirav féljer p(e) = 1. Vi visar nu att p(22) = p(z)?, Va € A och anviinder
sats E.3.1. For detta &ndamal, 1lat n > 2 och definiera polynomet

p(A) = e((Ae —2)")
av grad n. Om rotterna betecknas A1, ..., A,, foljer
0=pA) =p((Ne—2)") € gal((Nie—2)").

Detta implicerar att A; € oa(x), och |A;] < ra(x). Vihar att

n

T~ 20 =90 = 3" gl = () ola)A 44 (1)"pla"),

i=1
Genom att jamfora koefficienter finner vi att

n

Y N =np(x)och Y AZ-AJ-—<Z>¢(:U2).

i=1 1<i<j<n

Detta ger

)2:<zn:)\i> ZA2+2 > )\)\—Z)\Q—s—nn—l o(2?).

1<i<j<n

Om vi kombinerar uttrycken ovan fas

n?le(@)® — p(2?)] = ‘_”‘P +ZA2 < n(lp(@?)] +ra(2)?).

For att detta ska vara sant for godtyckligt stora n maste o(2?) = ¢(z)?, Vo € A. Det foljer nu av lemma
E.3.1 att ¢ ar multiplikativ. ]
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Lemma E.3.3 Lit A vara en Banach-algebra. Varje ¢ € A(A) dr en begrinsad linjir funktional pd A och
for alla x € A gdller |p(z)| < ra(x). Specifikt gdller ||| <1 och ||| =1 om A har identitetselement.

Bevis: Vi kan anta att A har identitet e, annars betraktas ¢ € A(A.). For z € A och A € Cs.a. |A| > ra(z)
galler 74 ((1/A)x) < 1. Det foljer av lemma 3.1.6 att Ae —x = A(e — (1/A)z) &r inverterbar i A. Detta impli-
cerar att (x) # X for alla sddana A\, s& att |p(z)| < ra(z) < ||z||. Detta implicerar att ||| < 1, specifikt
giller |l¢|| =1 om e € A. |

Lemma E.3.4 For en kommutativ Banach-algebra A och en multiplikativ linjdr funktional ¢ € A(A) dr
Ker ¢ ett ideal av A.

Bevis: Lat z,y € Ker ¢, z € A och A € C. Vi har da att
1. p(Az) = Ap(z) =A-0=0,
2. p(z+y)=p(x)+¢(y) =0+0=0och

3. p(xz) = p(x)p(2) = 0- ¢(z) = 0.
Alltsa géller Az, x +y,xz € Ker ¢ och Ker ¢ &r ett ideal av A. [ |

Lemma E.3.5 Lit A vara en kommutativ Banach-algebra och M € Max(A). Dé ar Banach-algebran A/M
en Banach-divisionsalgebra.

Bevis: Vi behover visa att det existerar multiplikativ invers f6r alla element © + M € A/M :z € A\ M
och antar darfor motsatsen, 3y € A\ M : y+ M ¢ G(A/M). Da ar A/M(y + M) ett propert ideal, som &r
icke-trivialt eftersom

M#y+MeA/M(y+ M).

Vi later J beteckna méngden {j € A: j+ M € A/M(y + M)}. Om vi visar att J + M &r ett propert ideal
har vi funnit en motségelse till att M &r ett maximalt ideal, d& M C J + M.
Lat nu j1,j2 € J, my,me € M och x € A. Eftersom

(1 + M) + (o + M) = (j1 +j2) + M € A/M(y + M),
giéller &ven att (j1 +my) + (J2 +ma) = (J1 + j2) + (m1 +me) € J + M. Fran
(@ + M)(jr + M) = zj1 + M € A/M(y + M)

foljer det att z(j1 + m1) = xj1 + amy € J + M. Man kan pa liknande sitt forsdkra sig om att J + M
ar slutet under skaldrmultiplikation och J + M &r alltsd ett ideal. Eftersom A/M(y + M) &r ett propert
ideal av A/M &r ocksd J + M ett propert ideal av A. Dérmed har vi funnit en motségelse och kan sluta
oss till att det existerar multiplikativ invers for alla element x + M € A/M : x € A\ M s& att A/M &r en
Banach-divisionsalgebra. |

E.4 Satser fran Avsnitt 3.4

Sats E.4.1 For en kommutativ Banach-algebra A gdller
1. A(A) dr ett lokalt kompakt Hausdorff-rum.

2. A(Ae) = A(A) U {poo} dr enpunkts-kompaktifitionen av A(A).
3. A(A) ar kompakt om A har identitet.

Bevis: For att se att A(A) ar ett Hausdorfl-rum, ta tva olika element ¢1,ps € A(A). D& f6r nagot = € A
s att & = $|p1(2) — po(x)| > 0 giller att

U(@h €, 5) N U((,OQ,iL’, 6) =0

vilket dr definitionen fér Hausdorff.
For att A(A) dr kompakt om A har en identitet, definiera rummet

C=][{zecC: |zl <}

z€A
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Med produkttopologin dr C' kompakt pagrund av Tychonoffs teorem, som séger att alla produkter av kompak-
ta rum ar kompakt med produkttopologin. Eftersom |p(z)| < ||z||, V¢ € A(A) och Vz € A, sa kan vi definiera
avbildningen ¢ : A(A) — C som ¢(p) = (¢(x))zea, som dr vildefinierad eftersom ||| < 1, |o(x)] < ||| ||z
Eftersom om o1 (z) = @a(x),Vr € A s giller att 1 = 2, vilket ger att ¢ ar injektiv, och med definitionen av
Gelfand-topologin &r ¢ ocksa en homeomorfi fran A(A) till sin bild ¢(A(A)). Planen &r att visa att ¢(A(A))
ir stingd, och da eftersom C #r kompakt #ir ¢(A(A)) ocksd kompakt. Och eftersom ¢! éir kontinuerlig si
ar da A(A) kompakt.

Lat A = (A\z)zca € C ligga i stinginingen av ¢(A(A)) och vdlj 2,y € A,a, 3 € Coch e > 0. Om ¢ € A(A)
uppfyller [p(a) — ;| < € for Va € {z,y, zy, ax + Py} s&

< la| [As — (@) + 18 1Ay — W] + [Aaz+py — p(az + By)|
<e(laf+ 8]+ 1)

och

Aoy = Aedy| < Ay — @(2y) — 0(y) A + @(2)0(y) — Aady + 0(y) Ae
< |Aay —@(zy)| + le@)| Xa — @(@)| + [Xa| Ay — ©()]
< e+ lyll + [l=])

Eftersom e > 0 ar godtycklig sa dr da ¢ : x — Ay, A — C en homomorfi, och eftersom ¥(e) = A\, = 1 sa
1 € A(A). Da dr ¢p(A(A)) stdngd och vi har visat kompakthet, och alltsé pastaende (3).

Nu nér vi vet att A(A.) alltid dr kompakt, som vi kan anvinda for att visa att A(A) dr lokalt kompakt.
Beteckna omgivningarna i A(A) och A(A.), U respektive U.. Da géller for ¢ € A(A),e > 0 och finita
delméngder F' C A att

Ulp, Fre) Ufpoc} om [p(2)] <€V € F,

UE b F7 =
(o, Fre) {U(gp, Fe) annars

Det foljer att Gelfand-topologin pa A(A) sammanfaller med den inducerade Gelfand-topologin pa A(A.).
Men enelementsméngden {p..} ar stingd i A(A,) vilket gor A(A) ppen i A(A,) och darfor lokalt kompakt,
vilket visar pastaende (1).

Sedan, for x € A, e > 0 géller

Ue(%mx,e):&poo}u{weﬁ( ) ()] < e}
A(A) \ {9 € A(Ae) = [P(x)] = €}

men méingderna {¥ € A(A,) : [¥(x)| > €}, z € A, &r stingda i A(Ae) och darfor kompakta. Komplementet
av en baselements omgivning av (p, ar en finit union av sddana kompakta méngder. Darfor foljer av defini-
tionen att A(A.) &r enpunktskompaktifitionen av A(A), vilket var pastaende (2). [ ]

Sats E.4.2 Lat A vara en kommutativ Banach-algebra. For Ve € A
galler o4(z) \ {0} C £(A(A)) C oa(x), specifikt ar £(A(A)) = oa(z) om A dr unital.

Bevis: Anta forst att A dr unital. DA vet vi fran Sats 3.3.3 att ¢(x) € ga(z), Vo € A(A). Vi vet dven att
om A € oa(x) sd dr I = (Ae — x)A ett dkta ideal i A. Enligt Lemma 3.2.4 alla dkta ideal ligger i nagot
maximalt modulért ideal, som i sin tur &r lika med Ker(yp) for nidgot ¢ € A(A) enligt Sats 3.3.7. Alltsa,
x € A, p(Ae —x) =0 och d& A = (), vilket betyder att A € Z(A(A)).

Om A inte &r unital, med definitionerna o4(x) = 04, (z) och pso(z) = 0,V € A, géller

oA(fE)\{O}— (@) \ {0} = 2(A(A)) \ {0} = (2(A(A)) U{E(po)}) \ {0}
2(A(A)\ {0} C 2(A(A)) € #(A(A)) L {0}
:i(A(A))U{x( o)} = E(A(Ae)) = 04, (2) = 0a(x)

vilket skulle visas. |
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E.5 Satser fran Avsnitt 3.5

Sats E.5.1 Lit A vara C*-algebra utan identitet. Dd existerar det en norm || - |lo pd Ae sd att ||allp =
llall, Ya € A och (Ae, || - llo) dr en C*-algebra.

Bevis:  Lat ||a 4+ Xe|| := ||a|| + |A| vara en norm pa A, och definiera for © € A., L, : A = A,a — za.
Submultiplikativitet ger d& att L, begrinsad &r || L,| < ||z]|.
Vi pastar att ||z|lo := || Lz|| & en C*-norm pa A, som utvidgar normen pa A.

Forst kollar vi att den utvidgar normen pa A genom att ta a € A och
ILa(@)]| = [laa”|| = [la*[|* = [la] [|a*]|

vilket get || Lq|| > ||a|| och déarfor || L] = ||al|-

For att || - ||o ska vara en giltig norm maste L, =0 = = = 0. For att visa detta, lat x = a+ e, a € A
och ett godtyckligt y = b+ pe, b € A. Daska 0 = L, (y) = ab+ pa + A\b + Aue. Men A &r sluten och e ¢ A
ger att Aue = 0, och p dr godtyckligt s A = 0. Vidare ab+ pa = a(b+ pe) = 0 men e ¢ A ger att b+ pe # 0
vilket ger a = 0 och alltsa z = 0.

En algebra-norm maste vara submultiplikativ vilket visas av

lzyllo = ILeyll = [|Le © Lyll < [|Lal [[Lyll = llz]lollyllo-
Kvar att visa ar att den uppfyller C*-egenskapen. Fran
ILz(a)|? = llzal® = |[(za)* (za)|| = lla* (z"z)al| < |la*|| [ Lo+z(a)ll < al®[|Lova

tillsammans med submulitipliciteten far vi att ||z||3 < ||z*z||o < ||2*]lo]|z]lo och d& att ||z|o = ||2*||o. D4 har
vi att [|z*z||o < ||z*|lo]|z]lo < ||z||3 vilket visat C*-egenskapen. |

E.6 Satser fran Avsnitt 3.6

Lemma E.6.1 Om X dr lokalt kompakt Hausdorff och Xo C X dr en dppen mangd s gdller att Co(Xo) ~
I(X\Xo) dr ett ideal till C(X).

Bevis: Lat Y = X\Xy och definiera avbildningen 7 : C(X) — C(Y) enligt 7(f)(y) = f(y). Da géller att
Kerm:={f € C(X): f!X\XO = 0} =~ Cy(Xp) som dr méngden av funktioner som foérsvinner utanfér Xj.

Detta eftersom vi kan skapa 9 : Ker 7 — Cy(Xj) enligt f — f|XO, d.v.s. f begrdnsas till Xy och &r noll
utanfor.

Forst noterar vi att ¢ dr véldefinierad. Antag 3¢ > 0 : VK C X, kompakt : |f(z)] > e dad x € (Xo\K)
(om detta &r uppfyllt géller att f & Co(Xp)) vilket ger att f(Xo\K) C [¢,00). Men Xo\K NY # 0 om X
ar oppen och f antar saledes nollskillda virden i Y. Detta ger en motségelse eftersom f € Ker (7) och skall
dirfor vara 0 i hela Y. I och med detta fas att e > 0 sa att |f| |K > g, speciellt géller att f &r noll utanfor
Xy vilket innebar att f € Cy(Xp).

Vidare ser vi att i ar injektiv ty f’XO = g‘XO = f = g da bada ar noll utanfér Xy; och ¢ &r sur-

jektiv ty om vi har g € Cy(Xp) given kan vi definiera § € Ker 7 sidan att g(z) = g(x) om x € Xy och
g(z) = 0 annars. Sammanfattningsvis giller saledes att Ker (7) & Cy(Xp) ¢ I(Y). Detta avslutar beviset. B

€SS

Lemma E.6.2 For ett lokalt kompakt Hausdorff-rum X gdller att [Co(Xo) — C(X)] < [Xo tdt i X].
Bevis: Vi borjar med att notera att lemmat kan skrivas om med definitionen av essentiellt ideal (defini-
tion 3.6.4) och definitionen av att vara tit (definition 3.6.1) till

V 6ppna U C X giller [Co(U) N Cy(Xp) # {0} < [UN X, # 0)

(=)
Antag U N Xy = 0. Det ger att (X\U) U (X\Xo) = X. Enligt tidigare resonemang har vi da att
f€(Co(U)NCo(Xp)) +— f e (I(X\U)UI(X\Xyp)). Detta ger alltsa f = 0.

()
Lat z € (U N Xp) och Urysohns lemma ger d& att 3f € C(X) s.a. f(z) =1 och f(X\(UN Xp)) =0. Da
galler f € (Co(Xo) N Co(U)) samt f # 0. Detta avslutar beviset. |
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C(X) &r kontinuerliga funktioner fran X till C.

Co(X) &r kontinuerliga funktioner fran X till C som forsvinner utanfor X, si som i en odndlighetspunkt.
Cy(X) ar kontinuerliga begrinsade funktioner fran X till C.

For f: X — C definieras supremumnormen som ||| := sup,cx |f(x)|.

LX) =A{f: X = C: [y [f(@)[Pdp(z) < oo}/ ~dir f ~g < [ |f(z) - g(x)[Pdpu(z) =0
Lr-normen, dir || fl1s = (fy |f(2)|Pdp(x))"".

L(A, B) ar begrinsade linjira operatorer fran A till B.

L(A):=L(AA).

For ett linjart rum A kallas A* := L(A4, C) for dualen till A.

X betecknar enpunktskompaktifieringen av X.

M, (F) beteckna kvadratiska matriser men dimension n X n éver kroppen F.

Ae. = {(a,)\) : a € A, A € C} ér, tillsammans med avbildningen i : A — A., a — (a,0), en
unitalisering. (0,1) &r identitetselementet.

A(A) ar multiplikativa funktionaler A — C, &ven specifierat som homomorfier mellan A och C. Till-
sammans med Gelfand-topologin kallas A(A) for strukturrummet.

S™ = {x € R"" : ||z|| = r}, som topologiskt rum s ir det vanliga 6ppna méngder.
T :={z € C: |z| = 1} kallas cirkelgruppen och operationen ar multiplikation.

En karaktdr &r en kontinuerlig homomorfi mellan en lokalt kompakt abelsk grupp G och cirkelgruppen
T.

Méngden av alla karaktéarer betecknas G och kallas dualgruppen av G.

F(f)= f beteknar Fouriertransformen av f. Konventionen som anvénds hér ar
fo=[ e

P(X) ar potensmdangden, viklet &r méngden av alla delméngder av X.
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