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Sammanfattning

I den hir studien implementeras en finita elementmetod for att 16sa optimala styrpro-
blem i programvaran FEniCS. Den finita elementmetod som anvinds &r hdmtad fran
Karin Krafts doktorsavhandling Adaptive Finite Element Methods for Optimal Control
Problems [2].

Optimala styrproblem behandlar styrning av dynamiska system. Systemen beskrivs av
en tillstandsekvation och malet ar att styra systemet mot ett visst tillstand till en sa lag
kostnad som méjligt. For detta syfte introduceras en malfunktional som maiter avvikelsen
fran malet och dven inkluderar kostnaden for styrning. Det optimala styrproblemet l3ses
genom att minimera malfunktionalen med systemets tillstandsekvation som bivillkor.

I Krafts avhandling utnyttjas Lagranges metod och bivillkoret skrivs pa variationsform
och adderas till malfunktionalen. Darmed fas en funktional utan bivillkor att minimera.
Variationskalkyl anvinds sedan for att nd en svag formulering som slutligen 16ses med
finita elementmetoden.

Syftet med studien dr att underséka hur vil lampat FEniCS ar for att hantera en finita
elementmetod lik den Kraft anvinder, vilken bygger pa en kombination av kontinuerliga
och diskontinuerliga funktionsrum. De diskontinuerliga funktionsrummen innefattar i
Krafts avhandling tva yttre randvérden. Dessa finns inte i de funktionsrum som FEniCS
tillhandahaller, vilket leder till komplikationer.

Komplikationerna kringgas genom att justera den matrisekvation som finita element-
metoden resulterar i. Detta kréver extra arbete, men uppvigs av FEniCS fordelar. Till
exempel dr det enkelt att dndra gradtalet hos baspolynomen i de funktionsrum som an-
véands, samt att variera definitionsintervallet och dess partitionering. Ytterligare en fordel
ar att konstruktionen av matrisekvationen automatiseras. Fran variationsformuleringen
och de valda funktionsrummen ger FEniCS en finita elementldsning till problemet.

Abstract

In this study a finite element method for solving optimal control problems is implemented
using a software called FEniCS. The finite element method is presented in Karin Kraft’s
thesis Adaptive Finite Element Methods for Optimal Control Problems [2].

Optimal control problems deal with dynamical systems. These systems are described
by a state equation. The aim is to steer the system towards a certain state at minimal
cost. For this purpose a goal functional including deviations from the goal is introduced.
The optimal control problem is solved by minimizing the cost functional subject to a
constraint in the form of a differential equation describing the path of the system.

In Kraft’s thesis Lagrange’s method is used to reformulate the problem. The constraints
are written in variational form and added to the goal functional, which gives a goal
functional to minimize without constraints. The variational formulation of the goal
functional is reached by applying a theorem relating the optimum of a functional to it’s
partial derivatives. The finite element problem to be studied is then acquired from this
variational formulation.

The purpose of this study is to analyze the suitability of FEniCS in solving an optimal
control problem like the one Kraft uses, which is based on a combination of contin-
uous and discontinuous function spaces. In Kraft’s thesis, the discontinuous function
spaces include two external boundary limits at the endpoints of the interval. These
are not included in the function spaces that are predefined in FEniCS, which results in
complications.

These complications are avoided by manually adjusting the matrix equation resulting
from the finite element method, but this extra effort is compensated for by the advan-
tages of FEniCS. As an example, the degree of the basis polynomials is easily changed,
as well as the domain and partition. Another advantage is the automatic construction
of the finite element matrix equation, acquired from the variational formulation of the
problem and the chosen function spaces.



Forord

Detta projekt uppkom ur ett intresse hos forskare vid Chalmers tekniska hégskola av att se om
FEniCS ar en lamplig programvara for 16sning av optimala styrproblem med en viss finita
elementmetod. Bidragande till projektet och denna rapport har varit Henrik Dahlstrom,
Gustav Kettil, Sara Nilsson och Frida Svelander, civilingenjorsstudenter vid Chalmers. En
projektdagbok och en tidslogg 6ver varje deltagares individuella bidrag har forts kontinuerligt
under arbetsprocessen. De fyra deltagarna kan tillskrivas olika ansvarsomraden och insatser,
vilka beskrivs nedan.

Alla fyra har list pa for att sitta sig in i grunderna i finita elementmetoden och hur FEn-
iCS fungerar. Mer specifikt gick projektet ut pa att i FEniCS implementera den finita
elementmetod for 16sning av optimala styrproblem som Karin Kraft presenterar i sin dok-
torsavhandling Adaptive Finite Element Methods for Optimal Control Problems [2]. Darfor
har det &ven varit nddvindigt att grundligt sédtta sig in i Krafts metod. For det arbetet har
Gustav Kettil och Frida Svelander huvudsakligen statt.

Vad géller rapporten har allt som ror inledningen och de texter som foregar den skrivits
gemensamt. Detsamma, giller diskussion och slutsats. Ovriga delar av rapporten har olika
huvudforfattare. Kapitel 2, som beskriver grunderna i finita elementmetoden, har i huvudsak
skrivits av Sara Nilsson. Hon har lagt mycket tid pa att studera Galerkins metod, frimst
med Computational Differential Equations av K. Eriksson med flera [1] som kélla.

Henrik Dahlstrém &r huvudforfattare till néstfoljande kapitel, vilket dr en FEniCS-manual
som beskriver centrala metoder och klasser for de program som skrivits i detta projektarbete.
Han har ddrmed fokuserat extra pa att forstd hur FEniCS fungerar och kan anvindas i detta
sammanhang.

Kapitel 3 beskriver Krafts finita elementmetod och har delats mellan tva forfattare. Gustav
Kettil ar ansvarig for allt som inte innefattar Sats 3.1 med tillh6rande bevis och den notation
for partiella derivator som infors precis innan satsen. For dessa delar har Frida Svelander
statt.

I kapitel 5 &r Frida Svelander forfattare till introduktionen och de tva forsta exemplen, det
vill sdga avsnitten 5.1 och 5.2. Gustav Kettil dr ansvarig for det sista exemplet som pre-
senteras i avsnitt 5.3, vilket dr ett fullstindigt optimalt styrproblem. Gustav dr den som
kommit med allra flest idéer och i huvudsak arbetat med programkoden for 16sning av det
fullstindiga optimala styrproblemet, medan Frida har liknande ansvar f6r programmet i avs-
nitt 5.2. FEniCS-programmet i avsnitt 5.1 kan tillskrivas alla medverkande i projektet. Varje
delavsnitt i kapitel 5 innehaller férutom programkod en teoretisk del. Denna &r forfattaren
till respektive delavsnitt, Gustav eller Frida, ansvarig fér. De har alltsa behovt sitta sig in i
den matematiska teori som ligger bakom respektive exempel.

Némnas bor att alla deltagare har satt sig in grundligt i FEniCS, d&ven om de inte haft
huvudansvaret for nagot programexempel. Vissa projektmedlemmar &r alltsa i férsta hand
ansvariga for de sammansatta programmen, men alla har varit med och letat metoder och
klasser for att gora programmen mojliga. Henrik Dahlstrom har till exempel jobbat en hel
del med detta.

Appendix A &r i huvudsak skrivet av Gustav Kettil och Frida Svelander.

Den grundliga planeringen av projektet har alla fyra medverkande gjort tillsammans i form
av en skriftlig planeringsrapport, till vilken alla har bidragit med likvirdiga insatser. Det
huvudsakliga planerandet under arbetsprocessen har Frida Svelander statt for. Dock har alla
medverkande varit aktiva under projektets gang.

Till sist vill vi passa pa att tacka Stig Larsson, var handledare i detta projekt, fér all hjalp
och stort engagemang. Vi vill dven tacka Matteo Molteni, som varit delaktig jimte Stig.
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1 Inledning
1.1 Bakgrund

Optimala styrproblem kan matematiskt beskriva situationer inom vitt skilda omraden sa
som logistik, medicin och ekonomi. Det kan handla om ett fordon som ska ta sig fram till en
specifik plats med minimal brinsleférbrukning, eller att nagon vill veta nér och hur mycket
som ska investeras i en resurs for att fa maximal avkastning. Ett annat tinkbart scenario
ar att ett vaccin ska fordelas 6ver en epidemidrabbad befolkning pa ett sa effektivt sdtt som
mojligt [5].

I doktorsavhandlingen Adaptive Finite Element Methods for Optimal Control Problems [2]
forfattad av Karin Kraft redovisas en numerisk 16sningsmetod for optimala styrproblem. Dér
utnyttjas Lagranges metod for att omvandla ett optimeringsproblem till ett system av diffe-
rentialekvationer. Systemet l6ses sedan med finita elementmetoden, vilket &r okonventionellt
vid 16sning av ordindra differentialekvationer. Traditionellt anvinds andra metoder, sasom
finita differensmetoder.

Metoderna for att numeriskt 16sa differentialekvationer dr manga, liksom antalet olika mjuk-
varor som kan anvdndas for att implementera dessa. FEniCS dr en programvara for 16sning
av partiella differentialekvationer med finita elementmetoder. Lanseringen av FEniCS skedde
under 2011, vilket gor programvaran relativt ny. Av denna anledning kan det vara av intresse
att underséka om Krafts metod i kombination med FEniCS passar for 16sning av optimala
styrproblem.

1.2 Syfte

Projektets syfte dr att i FEniCS implementera den finita elementmetod Kraft anvinder for
16sning av optimala styrproblem. Losningarna i sig dr sekundira, da det intressanta ar att se
hur vil lampat FEniCS &r for att hantera en finita elementmetod av denna typ.

1.3 Avgransningar

For att kunna jamfora metoden i teorin med vad som sker i FEniCS begrinsar vi oss till
kvadratisk-linjara optimala styrproblem. Detta for att de matrisekvationer som finita ele-
mentmetoden i Krafts avhandling leder fram till da dr relativt enkla att berdkna. Dessa kan
sedan jamforas med de matriser som FEniCS ger. Dessutom skulle 16sningen av icke-linjira
problem kréva mer avancerade metoder. Att bara titta pa kvadratisk-linjira styrproblem &r
dock ingen storre inskrankning, dad manga naturliga system gar att beskriva pa denna form.

1.4 Tillvigagiangssitt

Malet med denna studie &r alltsd att implementera den finita elementmetod Kraft anvinder
i FEniCS. Dérfor faller det sig naturligt att utga ifran hennes doktorsavhandling for att fa
kunskap om den teori som beh6vs och som kommer presenteras i den hir rapporten. Av
praktiska skil anvinds i teoriavsnitten en notation som liknar den i Krafts avhandling.

Kraft anvinder matematisk teori och en finita elementmetod som inte dr helt grundliggande.
Déarfor ar det nédvindigt att grunderna i variationskalkyl och numerisk 16sning av differen-
tialekvationer med finita elementmetoden studeras och presenteras. Krafts avhandling och
boken Computational Differential Equations av K. Eriksson med flera [1] fungerar som hu-
vudsaklig kalla till detta.

For att implementera metoderna krévs kunskap om programvaran FEniCS och om program-
spraket Python, vilket dr ett av spraken som anvidnds i FEniCS. I huvudsak anvinds tva
killor for information om hur programmen kan skrivas. Dessa dr Automated Solution of Dif-
ferential Equations by the Finite Element Method, The FEniCS Book av A. Logg med flera
[15] och dokumentationen pa FEniCS Projects hemsida [16].



1.5 Rapportens innehall

Malet med rapporten &r att presentera hur finita elementmetoden fran Krafts avhandling
kan implementeras i FEniCS och hur vil ldmpad programvaran &r for detta. Pa vigen dit
kommer en del grundlidggande matematisk teori bakom metoden att gas igenom och nagra
delproblem kommer att 16sas. Problemen finns med for att demonstrera hur FEniCS fungerar
och hur programvaran kan anvindas for projektets syfte.

Forst presenteras ett avsnitt om finita elementmetoden, en numerisk metod for 16sning av
differentialekvationer. Metoden gar ut pa att finna en approximativ 16sning till den ursprung-
liga ekvationen i ett funktionsrum bestaende av styckvisa polynomfunktioner. Kapitlet finns
med for att beskriva den grundlaggande matematiken bakom den finita elementmetod som
Kraft presenterar i sin doktorsavhandling.

Dérefter foljer ett avsnitt om optimala styrproblem. Hér introduceras de optimala styrpro-
blem som ska implementeras i FEniCS, samt den 16sningsmetod som Kraft beskriver. Avsnit-
tet dr teoretiskt och inte kopplat till programvaran.

Efter kapitlet om optimala styrproblem f6ljer en FEniCS-manual. Detta for att 6ka forstaelsen
fér den Pythonkod som presenteras i avsnitt 5. Manualen &r en alfabetiskt ordnad lista Gver
de viktigaste funktioner och objekt som anvinds i programkoden.

I kapitel 5 presenteras tre matematiska problem som &r kopplade till 16sning av optimala
styrproblem med Krafts finita elementmetod. Bade teorin bakom problemen och hur de kan
16sas numeriskt med hjalp av FEniCS redovisas. Det forsta exemplet dr grundlidggande i fi-
nita elementsammanhang, men inte av samma typ som de optimala styrproblemen. Det dr
dock relevant eftersom det kan hirledas fran ett minimeringsproblem precis som de optimala
styrproblemens finita elementformulering. Det andra exemplet &r ett forenklat optimalt styr-
problem péa formen av ett begynnelsevirdesproblem. Slutligen f6ljer ett fullstindigt optimalt
styrproblem pa kvadratisk-linjar form, vilket malet med detta arbete &r att 16sa.

Sist presenteras ett diskussionsavsnitt med efterféljande slutsats, dér vi knyter an till syftet
och analyserar hur vil lampat FEniCS &r for implementation av Krafts finita elementmetod.
Forslag pa fortsatta studier ges ocksa.



2 Finita elementmetoden

I det hér kapitlet introduceras Galerkins metod, en numerisk metod for 16sning av diffe-
rentialekvationer. Detta utgér grunden fér den matematik som anvinds i senare kapitel.
Informationen har huvudsakligen hamtats fran Computational Differential Equations av K.
Eriksson med flera [1] samt Mohammad Asadzadehs An introduction to the Finite Element
Method (FEM) for Differential Equations [4].

I avsnitt 2.1 introduceras nagra funktionsrum som vanligen anvinds nir en l6sning till en
differentialekvation approximeras med Galerkins metod. Metoden i sig presenteras i avsnitt
2.2.

De tva efterféljande avsnitten, 2.3 och 2.4, behandlar tva exempel som 16ses med Galerkins
metod. Det forsta problemet &r en linjéir differentialekvation av grad tva med homogena
randvillkor som approximeras med en linjarkombination av styckvis linjdra polynom. I det
andra demonstreras en diskontinuerlig Galerkinmetod, dér ansatsfunktion och testfunktion
tillh6r olika rum.

2.1 Basfunktioner

En godtycklig funktion kan approximeras med en linjdrkombination av basfunktioner for
ett vektorrum. I finita elementmetoden approximeras den exakta 16sningen till en differen-
tialekvation pa detta sitt. Nedan presenteras en vanlig bas i finita elementsammanhang,
Lagrangebasen.

Lat en kontinuerlig funktion f(z) vara definierad pa intervallet (a, b). En partitionering gors
enligt:
T:ia=zg<z1<...<xTN_1 <N =D, (2.1)

dar delintervallen betecknas I; = (x;—1, ;) och intervallingden definieras som h; = x; —x;_1.

For styckvisa polynom av grad ¢ pa (a, b), P?(a, b), dr den sa kallade Lagrangebasen avind-
bar. P4 varje delintervall definieras den som {\;(z)};_, enligt:

(z—&)x—&) . (&)@ —&iv1) - (x — &) r—§;

MG a6 ) (6 G ) 6 &) g e

J#i

dar ¢ 4+ 1 punkter ; partitionerar I;. Nedan presenteras hur denna bas ser ut pa partitione-
ringen 7 for polynom av grad noll, ett och tva. Fér ¢ = 0:

1, z€ ('Ii—la ‘ri)v i:1727"'7N7
vi(x) =
0, annars,

och for ¢ = 1, se Figur 2.1:

r— T;—1
———, ze (zi_1,x),
hi
Tit1 — X .
ei(@) =T g (my @), i=1,2,.. N —1,
hiy1
0, annars.

For ¢ = 2 viljs den tredje noden pa varje intervall som punkten mitt emellan intervall-
Ti+ X1

5 . Detta ger foljande basfunktioner som ritats ut i Figur

randpunkterna: z,_ 1=



1.0,

0.5 05 0.75 1.0

Figur 2.1: Lagrangebasfunktioner av grad 1 med ekvidistant nodavstand 0.25.

2.2:

pi-1(z) = h ’

2

HARS (Z‘i,l‘i_;,_l), 1=1,2,..,.N—1,

oo — o )
xTr) = r— X, 1)\ —Tj—1
pi(z) i X D e )
i
0, annars.

Figur 2.2: Lagrangebasfunktioner av grad 2 med ekvidistant nodavstand 0.25.

Dessa uppfyller alla villkoret ¢;(&;) = d;; for en nodbas’, som ger f6ljande uttryck for ap-
proximationen av f(x) i detta funktionsrum:

fz) = Zf(fi)%(x)- (2.2)

1F6r definition av Kroneckers delta se Appendix A.1.



For ¢ = 1 och ¢ = 2 fas ytterligare tva basfunktioner, ¢q(x) och ¢y (x). Dessa skiljer sig
fran ovriga baspolynom, pa sa sitt att de saknar den del som hamnar utanfoér intervallet
i definitionen av de inre polynomen. De extra basfunktionerna ser alltsa ut som foljer for
q=1:

1 — T c ( )
x € (xo, T

QD()((E) _ hl ) 0, £1)

0, annars,

r—TN-1

——, zE(zNy_1, T
QDN(CC): hN ) ( N-—1, N)a

0, annars.

Enligt samma princip fas for ¢ = 2.

2(x —zy) (2 — z1)

po(z) = h3 ’
0, annars,

x € (xo, T1),

2(x — xN_%)(x —ZTN-1)

on(z) = h
0, annars.

) xE(INflva)v

Dessa dr inkluderade i Figur 2.1 och 2.2.

2.2 Galerkins metod

En finita elementmetod &r en numerisk metod konstruerad fér att hitta approximativa 16s-
ningar till differentialekvationer. Galerkins metod dr en av dessa finita elementmetoder, som
omvandlar ett kontinuerligt problem till en diskret matrisekvation.

For att demonstrera Galerkins metod betraktas har differentialekvationen:
Z (u(z)) = f(z), a<z<b, (2.3)

dar .Z ar en linjér differentialoperator och f(z) &r en kiind funktion. Ekvationen multipliceras
med en sa kallad testfunktion v tillhtrande ett funktionsrum V' och integreras 6ver (a, b).
Problemet &r nu att hitta en funktion w i ett funktionsrum W sadan att foljande ekvation
géller:

b b
/ Z (u(x))v(x)de = / flx)v(z)de, YveV. (2.4)

Rummen V och W dr i manga fall desamma, men det dr inte nddvéndigt. Formuleringen
i (2.4) kallas variationsformuleringen eller den svaga formuleringen av (2.3). Formuleringen
kallas svag for att den bara kréiver att ekvationen ar uppfylld for alla testfunktioner v i ett
begriansat funktionsrum.

Flyttas sedan alla termer till vinsterledet fas villkoret:

b
| (@) - f@) oy de =0, woev.
som leder fram till den sa kallade Galerkinortogonaliteten, vilken séger att
(Z(u(z)) - f(z)) Lo(z), YveV.
Alltsa dr Z(u(z)) — f(z) residualfelet for approximationen.

Om en av polynombaserna som definierades i kapitel 2.1 viljs, kan den approximativa 16s-
ningen skrivas som

Ulz) = ZQ%‘(x), (2.5)



dér ¢ 16per 6ver alla basfunktioner och (; dr de konstanter som soks.

For att fa fram U(x) behover alltsé alla ¢; berdknas, vilket gors genom att utnyttja villkoret

b
/ (£ (U@) - 1)) gs(x) dz =0, Vi. (2.6)

Hér har utnyttjats att det ricker att testa mot alla @; istéllet for alla v, eftersom de bildar
en bas for V. Ekvationen ger inte den exakta I6sningen, men ger den bésta l6sningen i det
rum dér approximationen soks.

Beroende pa hur . (U) ser ut kommer 16sningsmetoden variera, men oavsett skrivs U(x) som
en linjidrkombination av funktionerna ;(x) som ovan och koefficienterna ¢; berdknas. D& hela
summan som utgdr U (z) maste multipliceras med alla p; () fas ett ekvationssystem av samma
storlek som antalet basfunktioner, vilket kan skrivas om som en kvadratisk matrisekvation.
Losningsmetoden gas igenom i detalj for tva olika typer av problem i avsnitt 2.3 och 2.4
nedan.

2.3 Ett grundliggande exempel

Hér demonstreras Galerkins finita elementmetod for féljande randvirdesproblem:

{uﬂ(x) =z, 0<z<l, (2.7)

w(0) =0, wu(l)=0.

Forst skrivs problemet pa variationsform. For detta syfte introduceras funktionsrummet

V= {v : /Ol(z;? + (v)*) dr < o0, v(0) = v(1) = o} :

Ekvationen i (2.7) multipliceras med en testfunktion v € V' och integreras éver (0, 1), enligt:
1 ) 1
—/ u(z)v(z)de = — [u(x)v(z)], + / o' (x)' (z) dz
0 0
1 1
:/ o (z)v'(z) dx :/ xv(x)dr.
0 0

Hér har partiell integration och det faktum att v(0) = v(1) = 0 anvénts. Variationsformule-
ringen till (2.7) lyder nu: finn «w € V som uppfyller

/01 o ()" (x) do = /01 zv(z)dz, YveV. (2.8)

Sedan gors en partitionering av intervallet (0,1) i fyra lika langa delintervall I;, alltsd med
h; = h = 0.25 for alla . For finita elementformuleringen av problemet infors ett &ndligdi-
mensionellt funktionsrum V;, C V.

Vi, = {veC(0,1): v|;, € P'(L;),v(0) =v(1) =0}.

Finita elementproblemet fas genom att lata Vj, ersétta V' i variationsformuleringen (2.8).
Problemet blir att finna en funktion U(z) = > (;pi(x) € V}, sadan att
i

/01 U'(z)v (z) do = /01 av(x)dz, Yo € V.

Som bas for Vj, viljs Lagrangepolynomen {¢;}3_, av grad 1, dir de yttersta polynomen
uteslutits pa grund av de homogena randvillkoren. Definitionen av basfunktionerna dr som i



avsnitt 2.1:

T — T
T T € (21, 15),
1
) — ) Tit1 — T .
pi(r) = — T ¢ € (zi,xi41), 1=1,2,3,
it+1
0, annars.

Eftersom {¢;}3_; ér en bas riicker det att testa mot dessa i v:s stéille. Genom att géra det
fas ett ekvationssystem av storlek 3 x 3, vilket ger en kvadratisk matrisekvation pa formen
AC = b, dar

G
(= G
(3

ar koefficienterna till den diskreta finita elementlosning som soks.

For att berdkna alla matriselement explicit behdvs ¢f(x):

1
7 S (-Ti—lvxi)7
i
/ -1 .
QDZ(I’) , T € (xiaxi+1)a v = 1>2737
i+1
0, annars.

Elementen pa diagonalen blir som foljer:

1 T; x5
1 A |
/ wéwédﬂc:/ .—d:c+/ do =
0 T i hi z

o ey . hivr hipa
1

Ly =8
=4 — 8.

hi+1

Den 6vre diagonalen (j =i + 1) ser ut som:

! S L | -1
o dx:/‘ LI —
/0 PP z v higa h;
Den lagre diagonalen (j = ¢ — 1) har elementen:

1 T;
LR — —1
» d:/ R Y
/0 (pl(pl—l € . h/z h/z € hz

Matrisen blir alltsa:

8§ 4 0
A= -4 8 -4
0 4 8

Hogerledet berdknas ocksa enligt:

x; Tit1
Xr—Ti—1 Tivr1 — T
bi(z) = / " dx—|—/ it R
Ti1 hi x; hi+1

_ x3 B 22z 1" N 22w B e R
3h; 2h; Ti1 th+1 3hi+1

_ 22w (@i i) N adog +ad
3h 2h 6h ’

T4

vilket numeriskt ger b som:



[0.0625 ]
b= | 0.1250 |.
| 0.1875 |

Loses denna matrisekvation fas koefficienterna (;:

[ 0.0391 ]
=1 00625 |,
| 0.0547 |

vilket ger finita elementldsningen till (2.7) pa samma form som ekvation 2.5.

2.4 Ett exempel med diskontinuerlig ansatsfunktion

Detta exempel ger en finita elementlosning till foljande initialvirdesproblem:

u'(z) =u(z), 0<x<l,
u(0) = 1.

Hér kommer rummet av testfunktioner besta av kontinuerligt styckvisa polynom av grad 1
och ansatsfunktionen vara styckvis konstant med avseende pa partitioneringen

T:0=xg<z1 <...<zxNy_1<2Ny =1,

dar delintervallen betecknas I; = (z;—1, ;). Att anvinda basfunktioner av olika grad &r inget
problem sa ldnge det ger samma antal basfunktioner i test- och ansatsrummet, s att den
senare matrisekvationen blir kvadratisk.

For att kompensera for att en kontinuerlig funktion approximeras med styckvis konstanta
funktioner infors [u;] = uj” — u; , dér u} = lir%(xi +z) och u; = linb(aci —x).
T—> xr—r

Nu definieras rummet av testfunktioner som
Vi, = {veC(0,1): v|;, € P'(L;),v(0) =v(1) = 0}.

En summa som tar hinsyn till att ansatsfunktionen &r diskontinuerlig infors, och Galerkin-
metoden lyder:

N N
Z/I (U'(x) — U(x))v(z)dz + Z[Ul]v(xl) =0, YveW (2.9)
i=1 71 i=0

Da U ska vara styckvis konstant giller att U’ = 0. Av samma anledning kan vi lata U; =
u-=U,.

I nodpunkterna giller att ¢; = 1, vilket ocksa forenklar uttrycket. Samma partitionering
véljs som i exempel 2.3 ovan, alltsd h; = 0.25,Vi. Da fas en matrisekvation AU = b, med
dim(A) =6 x 6, och

]
[

ar finita elementlosningen till problemet.



Genom att testa mot varje basfunktion ¢; istéllet for v och ta hinsyn till begynnelsevillkoret,
fas 6 ekvationer i 6 variabler:

U(] = 1a

—Ul/ (pode—‘r (Ul — Uo) = 0,
I

—Ul/ goldl'—Ug/ <p1d$+(U2-U1):O,
I

Iz

7U2/ gﬁgdmeg/ (,03d£C+(U3*U2):O,

12 IS

7U3/ gang*Uzl/ (pgdl’+(U4*U3):0,
13 I4

—U4/ ©Ya dz + (U5 — U4) =0.
Iy

Varje integral antar vérdet % = 0.125, sd matrisekvationen blir

1 0 0 0 0 0 Uy 1
-1 0875 0 0 0 0 Uy 0
0 -1.125 0.875 0 0 0 U | | O
0 0 —-1.125 0.875 0 0 Us | |0
0 0 0 —-1.125 0875 O U, 0
0 0 0 0 —1.125 1 Us 0

Detta ger koefficienterna U; som:

Us 1.0000
U, 1.1429
G| U | _ | 14694
Us 1.8892
Uy 2.4290
Us 2.7326

Notera att funktionen bara antar vardena Uy och Us i randpunkterna, och inte pa nagra
intervall.



3 Optimala styrproblem

I det hir kapitlet redovisas den matematiska teorin for optimala styrproblem. Teorin &r
hidmtad fran Krafts doktorsavhandling Adaptive Finite Element Methods for Optimal Con-
trol Problems [2]. Forst definieras optimala styrproblem. Sedan beskrivs hur ett system av
differentialekvationer hérleds fran det optimala styrproblemet. Detta gérs med hjélp av Lag-
ranges metod och variationskalkyl. Dérefter introduceras en finita elementmetod for att 16sa
ekvationssystemet. Sist presenteras optimala styrproblem skrivna pa kvadratisk-linjar form,
vilken &r den typ av optimala styrproblem vi studerar i detta projekt.

3.1 Definition av optimala styrproblem

Som utgangspunkt for definitionen av optimala styrproblem star ett dynamiskt system. Syste-
met beskrivs av sitt tillstand z(t) € RY, dér ¢t € (0,T) betecknar tiden. Systemets styrfunktion
u(t) € R™ relateras till z(¢) genom tillstandsekvationen

&(t) = f(x(t), u(t)),
Iol‘(O) =Xy, ITQS(T) =T,

diir Iy, I+ € R¥? 3r biniirt diagonala®. Malet #r att styra systemet mot ett visst tillstand till
en sa lag kostnad som mojligt. For detta syfte inférs en malfunktional® 7 (z, u) som beskriver
avvikelsen fran malet samt kostnaden for styrningen.

Sammanfattningsvis foljer nedanstaende definition av ett optimalt styrproblem [2]:

Definition 3.1. Fdljande problem dr ett optimalt styrproblem: hitta x(t) och u(t) som

minimerar J(z(t),u(t)) = I(x(0),z(T)) +/0 L(z(t), u(t)) dt, (3.1)

() = f(z(t),ut)), 0<t<T,

3.2
Ioz(0) = o, Irz(T) = or, (3.2

under bivillkoret {

dar

I: R*xR?— R,
L: RIxR™ - R,
f: RYxR™ — R?

dr glatta funktioner® och Iy, I € R4*? Gr bindrt diagonala.

3.2 Lo6sning med finita elementmetoden

I detta avsnitt presenteras en 16sningsmetod som baseras pa en finita elementmetod. Metoden
hémtas fran Krafts doktorsavhandling [2].

Givet &r alltsd ett optimalt styrproblem pa samma form som i Definition 3.1. Kortfattat
gar losningsproceduren ut pa att féra in bivillkor (3.2) pé variationsform i funktionalen
J (x,u) med hjilp av en Langrangemultiplikator®. Detta ger upphov till en ny funktional utan
bivillkor och da ar det nodvindiga villkoret for minimum att derivatan dr noll. Derivering av
funktionalen leder till tre ekvationer pa variationsform som l6ses med finita elementmetoden.

2Fér definition av binirt diagonal matris se Appendix A.3.
3F6r definition av funktional se Appendix A.2.

4F6r definition av glatt funktion se Appendix A.4.

5For definition av Lagrangemultiplikator se Appendix A.5.
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3.2.1 Abstrakt formulering

For partioneringen 0 = tg < t; < --- < tny_1 < ty =T dér I, = (t,—1,t,) definieras f6ljande
funktionsrum:

W=R*x {w:wl, € H(I,,RY),n=1,...,N} x R%, (3.3)
W ={weW:Iyw, =0,Irw)j; =0}, (3.4)
W ={weW: Lywy =y, lrwl =z}, (3.5)
U=H'((0,T),R™), (3.6)
vV =H'((0,T),R%, (3.7)
dir H betecknar ett Sobolevrum®, w,, = w(t,), w, = lim w(t), w} = lim w(t). De tva

t—sty tot)
R?faktorerna i definitionen av W innehaller tva yttre randvéirden w; och wj;.

Lat x € W och w € U. Angrip @(t) = f(z(t), u(t)) genom att multiplicera ekvationen med en
testfunktion ¢ € V' och integrera 6ver (0,7). Detta leder till variationsformuleringen

N N
Z/ (= f(o,u),9) dt+ S () =0, Vo eV, (3.8)
n=1 In n=0

dér [z], = 2} —x,, och (-, ) betecknar skalirprodukt”. Infr notationen F(z, u, @) for véins-
terledet i (3.8). Inneb6rden av variationsformuleringen blir att alla x € W som uppfyller
F(x,u, ) =0 ocksa uppfyller (3.2).

I nésta steg sdtts en Lagrangefunktional samman enligt
L(z,u,z) =T (z,u) + F(z,u,2), (r,u,2) €W xUxV.

Sats 3.1 nedan anger de nédvéndiga villkor som en given trippel (x,u, z) maste uppfylla for
att L(x,u, z) ska vara ett optimum. Forst infors ett antal beteckningar som anvénds i satsen.

Lat L (z,u,2)p = Ll (x,u, z,¢) beteckna Fréchetderivatan® av £(x,u, 2) med avseende pa
2 och verkande pa testfunktionen . For en reell- eller vektorvéird funktion g(x1,xs) infors
beteckningen g} (z1,z2) for den partiella derivatan med avseende pa z; dir ¢ = 1,2. Om g &r
reellvird, g : R? x R™ — R, giller att

g (r1,22) : RY = R, gh(wr,22): R™ - R
ar linjara operatorer som verkar pa vektorer. Detta betecknas héar
di(@ w2y = (y.91(w1,22)), y €RY, golar,z2)y = (y,95(1,22)), yeR™.  (3.9)
Om g #r vektorviird, g : R x R™ — R, satisfierar operatorerna
gi(x1,23) : RE = RY,  gh(zy,x2) : R™ — RY

I detta fall &r de partiella derivatorna matriser som verkar pa vektorer.

Sats 3.1. Betrakta

L(z,u,2) =T (z,u) + F(z,u,2), (z,u,2)e WxUxYV,

8F6r definition av Sobolevrum se Appendix A.6.
TFor definition av skaldrprodukt se Appendix A.7.
8For definition av Fréchetderivata se Appendix A.8.

11



dér F beror linjirt av z. Antag att L(x,u,z) har ett optimum i (z,u,z) € W xUxV, da
gdller att

Tz, u)on + Fo(z,u, 2)pe =0, Vo, € W, (3.10)
jaft(xau)cpu + ‘F'l/l,(x’ u)p, =0, Vo, €U, (3.11)
Flz,u)p, =0, Vo, eV (3.12)
Om
T
T (x,u) =l(zg,2%) —|—/O L(z,u)dt, (x,u) e W xU, (3.13)

N N
Flz,u,z) = F(z,u)z = Z/I (& — f(z,u),z)dt + Z([m]n,zn),
(x,u,2) e WxUXV (3.14)

blir (3.10), (3.11) och (3.12) i tur och ordning

N
S [ en L) = 2 filau) o) de
n=1"v"'n

+ (9700 lh (25, %) — 20) (3.15)
+(pi o lo(ag, 2f) +28) =0, Vo, €W,

T
/ (. Lh(z,u) — fo(a,w)T2)dE =0, Vi, € U, (3.16)
e N

> /I (& = fz,u),0:)dt+ Y ([a]n,pzn) =0, V. €V. (3.17)
n=1 n n=0

Bevis. For att L(z,u, z) ska anta optimum i en punkt (z,u,z) € W x U x V maste funktio-
nalens partiella derivator vara noll. Derivatorna tolkas i Fréchetmening. Allts& betraktas den
partiella derivatan med avseende pa en variabel, lat sdga x, som verkande pa en testfunktion
@z och betecknas L] (z,u, z)¢;. Testfunktionen ¢, tillhér samma rum som variabeln x.

Ekvationerna (3.10) och (3.11) foljer da av att

L (z,u,2)pp = Tz, u) 0 + Folz,u,2)p, =0, Yo, € W, (3.18)
L (x,u,2)pu = To(x,u) oy + Fi(x,u,2)pn =0, Ve, €U. (3.19)

For (3.12) géller

L (2, u,2)p. = Tz, u)ps + Fo(z,u,2)p. = 0+ Fla,u)p, (3.20)
= ‘F(xvu)@z =0, Vo, eV,

dér den andra likheten foljer av att J &r oberoende av z och F beror linjirt av z.

For att visa (3.15) noterar vi forst att [ : RY x RY — R beror av i bada sina argument.
Att derivera J(x,u) = l(zg,2%) + fOT L(z,u)dt med avseende pa x innebir darfor att [
maste deriveras med avseende pa bada sina variabler. Matriserna Iy och Iy som férekommer
i definitionen av funktionsrummen i (3.4) och (3.5) gor att inte alla funktionsvéirden nodvén-
digtvis dr kiinda pa randen. Dérfér blir derivatan av [(z, x}) med avseende pa z nollskild
fér motsvarande element i vektorn x.

12



Den testfunktion ¢, som derivatan berdknas med avseende pa tillhor W. Dérfor dr de element
i ¢, som motsvarar de kiinda randviirdena i z; och z}; noll. Eftersom variablerna i [ bara
ar definierade som de ensidiga griansvirdena av z i randpunkterna, kommer derivatan med
avseende pa z bara ha mening da testfunktionen utvirderas i dessa punkter. For den partiella
derivatan av [(x; , x}) verkande pa ¢, fas, med allt detta i atanke:

U (xg, ) pe = (2, 25) @5 o + (2o, 2} @) n

(%g 0: 1 (zg 7$JJ\rr)) + (@INJ'Q(:EE%*V))-

Partiella derivatan av 7 med avseende pa z blir darmed

T
T (@, u)ps =/0 Ly (2, ) dt + (5 0, 11 (2, 28)) + (o3, - 1220, 28), (3.21)

dér derivatan flyttats innanfor integraltecknet under antagandet att L(z,w) och Lf(z,u) &r
kontinuerliga och begrinsade i W x U.

For fortsatta studier av F delas funktionalen upp i tva delar:

N N N
F(z,u,2) :Z/ (i, 2) dt+Z([x]mzn)—Z/ (f(z,u), 2) dt.
n=171In n=0 n=1"v"n
Lat G(x, z) = g: fl (&,2)dt + Zn o([#]n, zn) och variera G kring x. Detta ger

N
Q(x—kc,om, :Z/ $+<Pz, dt"‘z +90m]n7zn)

n=0
N
:g( Jrg(@za z),

nO

for ¢, € W. Alltsa kan deriveringsoperatorn verkande pa ¢, lisas ut som
N N
Gi(. s =Y [ (@raydt+ D (s,
n=1 In, n=0

Den partiella Fréchetderivatan av F med avseende pa = blir ddrmed

N

Fi(z,u,2)p, = Z/ — fi(z,u) e, 2 dt+z Ozlns Zn), (3.22)

n=1 n=0

dédr aterigen deriveringen gjorts innanfor integraltecknet for den del av F som inte innefattar
G. Partiell integration gors pa varje delterm av den forsta summan i (3.22). Detta ger

N

Fi(x,u,2)p Z/ — fi(z,u) oy, 2) dt—l—z ([ez]n, 2n)
n=0
N
- D) - Ty R dt— Ty R

3 (o2 Z/<P Z/ (e w)pr. 2) de
N N N

+ Z([@x}nazn) = Z @z,n? Z Sﬁx,nfpzn—l) - Z/ (Sﬁx,Z) dt
n=0 n=1 n=1 n=171In

N N
S LTS y =R yE
n=1 n n=0 n=0

tn

t=tn—1
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I den sista likheten har anvénts att lim ¢,(t) = ¢, ,, och hm vz (t) = gpj) o1

t—t, tatn 1
Nu noteras att
N N N N
—_ + —
E (S%,m wr n—11%n— 1 + E (S%,mzn) - E (@r,n?zn)
n=1 n n=0 n=0

=1
= (3, - 2N) = (#5,0: 20),

N N+1
vilket inses eftersom »° (¢, 20) = > (@I,n717 Zn—1)-
n=0 n=1

Till sist anvéinds en rdkneregel for skaldrprodukt:

(Az,b) = (x, ATb), AcR™ zc R beRY,

for att skriva om Z Ji (fila,u)pe, 2)dt = Z J1 (@, fi(z,u)"2) dt. Hir giller det att
fi(z,u) € R¥*4, Sluthgen kan Fi(z,u, 2)py skrlvas

Fl(w,u,2)¢ Z/ G — = Fla) 2 dt+ (0f yoon) — (00 70). (3:29)

Nu foljer (3.15) genom att sédtta in Ji(z,u)e, fran (3.21) och Fi(z,u,z)p, fran (3.23) i
(3.18):

N

Lh(@,u, 2)p0 = T, w)s + Fila,u2)pe = 3 / (s Ly, u) = 5 — fi(w,u)" 2) dt

n=1 In

+(50;,0al/1(‘r0_7zﬁ) 7ZO)+(50z Nvl (IO azN)+ZN) *O V@r € W

Aterstar gor att visa (3.16) och (3.17). Den forstnimnda ekvationen foljer av det nédvindiga
villkoret pa partiella derivatan i (3.19) efter att deriveringsoperatorn fatt verka innanfor
integrationstecknet pa samma sitt som tidigare.

L:/Q(xvuvz)<pu = jQ/(xvu)(Pu +]:é(xa u,z)gou

T N
=o+/ L;<x,umdt—z/ (s ) pus 2) dt 4+ 0
0 n=1"71n

N
-y / (0u Ly (1) — fo(@,w)T2)dE =0, Vi, € U

1/ 1n

Slutligen géller, enligt definitionen av F och (3.20), att

N N
L) = Flos . = 3 [ (6= fow) o) dt+ 3 (elnpn) =0, Vo€ V.

O
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Alltsa fas for (z,u,z) € W x U x V foljande tre ekvationer

N
Z/I (¢, Ly (zyu) — 2 — fi(2,u)T2) dt
n=1""n

+ (070,11 (x5, 2%) — 20)

+(pf v (g, o) +2n) =0, Ve, €W, (3.24)
T
/ (u, Ly (z,u) — fo(z,u)T2)dt =0, Ve, €U, (3.25)
0
N N
> [ @ St S (elnpn) =0, Vos € V. (3.26)
n=1"1In n=0

Eftersom en 16sning (z,u, z) € W x U x V till (3.24), (3.25) och (3.26) medfor att F(z, u, z) =
0 och att L(z,u,z) &r optimal innebédr det att losningstrippeln ocksé loser det optimala
styrproblemet.

3.2.2 Diskretiserad formulering

For att 16sa det kopplade ekvationssystemet bestaende av (3.24), (3.25) och (3.26) diskretise-
ras problemet och angrips med en finita elementmetod. Foljande funktionsrum introduceras:
Wy =R x {w:wl;, € P, RY),n=1,...,N} x R%,

W, = {we W, : Iyw, = O,ITw]J(, = 0},
Up ={u€e C([0,T),R™) : ul;, € P (I,,R™)},
Vi = {v e C([0,T),RY) : v|;, € PI(I,,RY)}.

Finita elementproblemet blir nu att hitta (z, up, 2n) € Wy x Uy, x V}, sddana att

N
Z/ (2> Ly (n, un) = 20 — f1(zn,un)" 2n) dt
I

n=1

+ (30;,0’ lll (‘r}:,(]ﬂ xZ,N) - Zh,o)

+ (QQ:-:Na 1/2(‘%};03 x:,N) + Zh,N) = Oa VS% S Wha (327)
T
/ (Qus Ly, un) — fo(xn,up)tzn)dt =0, Vo, € Uy, (3.28)
0

N N
Z/ (&n — f@n,un), @) dt+ Y ([@nln, 2m) =0, V. € Vi, (3.29)

n=1 In n=0
loxy, o =xo, Ipaf = ar. (3.30)

Notera hur de tva sista termerna i (3.27) hinger samman med randvillkoret (3.30). Att I
och Ip ar bindrt diagonala medfor att randpunkterna inte nodvandigtvis ar kinda for alla x;
iz = (x1,...,2q). Att ett diagonalelement Iy &r noll innebér att motsvarande start- eller
slutvarde for zj, ar okint. Definitionen

W ={weW: Iyw, =0,Irw]; =0}

har da till £5ljd att for de z; som har kiinda start- eller slutvéirden blir motsvarande ¢, , = 0
eller o}, =01 (3.27).

3.3 Kvadratisk-linjira optimala styrproblem

I detta avsnitt betraktas en férenkling av det allménna styrproblemet till att omfatta problem
med kvadratisk J(z,w) och linjir F(z,u,z). Den generella formen blir: hitta x(¢) och u(t)
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som

T
minimerar  J (x(t), u(t)) = [|[2(0)[[5, + ll=(T)]3, +/0 (1 + llull?) dt, (3.31)

(t) = A(t)x + B(t)u, 0<t<T,

3.32
Ipz(0) = zg, Irxz(T)=xr, ( )

under bivillkoret {

dir A(t), o, I, Q(t), So, St € R4, B(t) € R™™, R(t) € R™™ och |[v]|3 = (v, Sv).
Ytterligare krav dr att Q(t), So, St #r positivt semidefinita® symmetriska matriser och att
R(t) dr en positivt definit!® symmetrisk matris.

Med de allménna beteckningarna i Definition 3.1 fas

U(2(0),2(T) = 2013, + l=(D)II3, .
L(w,u) = [l2]g + llull%,
f(z,u) = Az + Bu.

Om ovanstaende uttryck deriveras med avseende pa respektive variabel fas

11(2(0),2(T)) = 2502(0),
15(2(0), 2(T)) = 2572(T),
L/l(xvu) = 2Qw,
L(z,u) = 2Ru,
fi@,u) = A,
f5(z,u) = B.

Dessa insatt i (3.27), (3.28) och (3.29) ger féljande finita elementproblem: hitta (zp, up, 25) €
Wy x Uy, x Vi, som uppfyller

N
Z/ (2, 2Qy, — 2, — AT 2,) dt
n=1"1In

+ (02,0, 2502, 0 — 2h,0)

+ (@;Na 2‘S(Tx;,]\] + Zh,N) = 0) v@l’ S Wh7 (333)
T
/ (¢u,2Ruyp, — BTZh) dt =0, VYo, € Uy, (3.34)
0
N N
> / (&n — Az — Bun,9:) dt + Y ([#nln: 02n) =0, Vip. € Vi, (3.35)
n=1 In n=0
Ioal‘]:’o = X, IT.IZ’T = XT. (336)

9F6r definition av positivt semidefinit matris se Appendix A.10.
10Fgr definition av positivt definit matris se Appendix A.9.
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4 FEniCS-manual

Programvaran vi anvinder for att implemera finita elementmetoden fran Krafts avhandling
[2] heter FEniCS. FEniCS &r sammansatt av flera mjukvarukomponenter, daribland DOLFIN
som &r ett bibliotek for hantering av finita elementmetoder och Viper som skdter visualise-
ring. Det gar att implementera FEniCS via bade C++ och Python. Det hér arbetet gors
uteslutande i Python.

I kapitel 5 presenteras nagra olika problem och deras l6sningar i FEniCS. For att underldtta
forstaelsen for hur FEniCS anvinds foljer hér en alfabetiskt ordnad lista 6ver de viktigaste
funktioner och objekt som forekommer i kapitel 5. Information till detta kapitel himtas fran
tva huvudsakliga killor: Automated Solution of Differential Equations by the Finite Element
Method av A. Logg med flera [15] och dokumentationen pa FEniCS Projects hemsida [16].

assemble(a) - a bestar av en eller flera termer ur finita elementproblemet som ska 16sas.
Kommandot ger mdjlighet att plocka ut delar ur ekvationssystemet separat. Lat variations-
formuleringen av problemet vara

/wwwwﬁ=/fwwmm
Q Q

dér ¢ och ¢ dr ansats- respektive testfunktion och f #r kind. Beteckna vinsterledet a och
hogerledet L samt 1at test- och ansatsfunktioner tillhdra ett rum uppspint av linjira Lag-
rangebaser. Anropet assemble(a) ger d& en matris A bestéende av element

Ay = [ wie@d iG=01..n (4.1)
Q

och assemble(L) ger en vektor b dir

bj:/ﬂf(t)gaj(t)dt, j=0,1,...,n, (4.2)

dér n ar antal delintervall i partitioneringen. I matrisen A samt i vektorn b svarar forsta och
sista raderna mot de basfunktioner som antar virdet 1 pa randen. Dessa tva rader far mening
forst ndr randvillkoren lagts pa ekvationen.

apply(A,b) - Liagger till randvillkoren i A och b, vilka &r av typ matris eller vektor erhallna
via assemble. Kommandot apply kan ocksd anropas med bara ett argument, vilket anvénds
da endast en matris eller en vektor ska anpassas till randvirdena. Med A som matrisen fran
(4.1) och b som vektorn fran (4.2) kommer vi med randvillkoren sparade i variabeln be efter
kommandot,

bc.apply (A, b)

fram till ekvationssystemet

1 0 PN ‘e 0 fo U
0 S11 N S1,n—1 51 bl
: = : 3 (4'3)
Sn—l bn—l
- | Sn—11 --- Sp—1,;n-1 -
_0 1_ L fn | | ur |

dar ug och up &r initial- respektive slutvirde. Systemet i (4.3) dr FEniCS representation av
finita elementformuleringen till problemet:

—i(t) = f(t), te(0,T),
{ u(0) =ug,  u(T)=ur, (4.4)
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till vilken alltsa
&o
&1

gn;l
&n

ar den diskreta losningen.

assemble_system(a, L, bc) - Ekvivalent till att anropa assemble med a och L som argu-
ment och sedan bc.apply(a, L).

avg(v) - Nyttjas da en diskontinuerlig test- eller ansatsfunktion v anvéinds och returnerar
genomsnittet av v i en punkt dir funktionen &r diskontinuerlig. Med genomsnittet menas hir
%, dér v~ och v* ir grinsvirdena i punkten fran véinster respektive hoger.

Constant (value) - Skapar en skaldr eller en vektor av skaldrer beroende pa hur value dr
definierad. A = Constant (1) och A = Constant ((1,2)) &ir exempel pa hur klassen
kan anvéndas.

DirichletBC(V, g, subdomain) - Klass for att ange Dirichletrandvéirden till en partiell diffe-
rentialekvation. V' &r rummet dit ansatsfunktionerna hor, g anger vilket virde funktionen ska
anta pa randen och subdomain talar om var i omradet g ska gélla. I de fall olika Dirichletrand-
varden i start- respektive slutpunkt onskas anges randvirdena i form av en vektor. Det kan
exempelvis se ut sa hér:

def left_boundary(x, on_boundary) :
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons.
return on_boundary and abs (x[0]) < tol
#Returns true if on boundary and if t=0,
#i.e. the lower part of the boundary.

def right_boundary(x, on_boundary) :
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons.
return on_boundary and abs (x[0] - T) < tol
#T is the final value, returns true if on boundary and if t=T,
#i.e. the upper part of the boundary.

lowerBC = DirichletBC(V, "u_0", left_boundary) #u_0=u(0) .
upperBC = DirichletBC(V, "u_T", right_boundary) #u_ T=u(T).
bc = [lowerBC,upperBC]

DOLFIN_EPS - Konstant viirde som anviinds for att kompensera for datorns precision vid
avrundning. Istéllet for att exempelvis kontrollera om ett tal dr lika med noll sa kontrolleras
om talet dr mindre &n DOLFIN_EPS for att undvika avrundningsfel.

Dx(u,?) - Returnerar derivatan av funktionen « med avseende pa variabeln x;.

Expression(formula,pl = vl,p2 = v2...) - Skapar en skaldr- eller vektorvird funktion
som kan innehéalla parametrar pl,p2,.... efter onskemal, och i saddana fall tilldelas dessa
virden v1,v2,... Det gar dven att tilldela parametrarna i efterhand som visas i exempelkoden
nedan. Variablerna i formula tilldelas enligt z[0], z[1] och s& vidare beroende pa hur manga
som behovs. Nedan visas ett exempel pa hur Expression kan anvindas.

f = Expression(("Axx[0] + 2 - 3xx[1]", "2"), A = 2)

#Vector valued expression, A sets equal to 2.

f.A = 3 #Changes the value of A to 3.

print £(2,1) #Prints out the value of f evaluated at the point (2, 1).
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Function(V,¢) - Skapar en funktion uy i ett funktionsrum V' enligt
n
un =Y &pi, (4.6)
i=1

dér {y;}", &r en bas fér V och £ dr den diskreta losningsvektorn till problemets finita
elementformulering. Ofta dr ¢ inte kiind vid anropet av Function. Da uteldmnas det andra
argumentet tills dess att ¢ &r framriknad (se solve). Om V &r en funktion istéllet for ett
funktionsrum skapas en ny funktion i samma funktionsrum som V.

FunctionSpace(mesh, family, degree) - Skapar ett funktionsrum 6ver en partitionering
bestaende av funktioner fran stringen family av gradtal degree. De vanligaste funktionsfa-
miljerna dr kontinuerlig Galerkin (family = "CG" eller family = "Lagrange™") och dis-
kontinuerlig Galerkin (family = "DG").

Om n &r antalet delintervall ger kommandot

FunctionSpace (mesh, "Lagrange", 1)

ett funktionsrum av dimension n+ 1 eftersom FEniCS alltid later de basfunktioner som antar
viardet 1 pa randen inga i rummet. Det resulterande ekvationssystemet kommer saledes vara
av dimension (n+1) X (n+1), men forsta och sista raderna ar reserverade at randvillkoren. S&
ldnge randvillkoren dr kiinda kommer alltsa det totala antalet okéinda i ekvationen fortfarande
vara n — 1.

grad(u) - Returnerar gradienten av funktionen w.
inner(u,v) - Returnerar skaldrprodukten av u och v, med andra ord (u, v).
Interval(n,a,b) - Skapar en partitionering av intervallet [a,b] i n delintervall. I Figur 4.1

visas ett intervall skapat med kommandot Interval(4,a,b).

LD Iy Iy .
1 " N T
a =1y t ta i3 b=ty

Figur 4.1: Intervall med n = 4.

jump(u) - Definieras som [u] = utn™ + u~n~. Metoden behdvs da en diskontinuerlig test-
eller ansatsfunktion anvéinds. u™ och u~ &r grinsvirdena d& en variabel nirmar sig en dis-
kontinuitetspunkt fran respektive hall. n*t och n~ #r ytnormaler tillhérande omradet déir u™
respektive v~ har stéd. Da problemet dr endimensionellt blir det punktnormaler snarare dn
ytnormaler. I Figur 4.2 antas att funktionen har en diskontinuitet vid tiden to. Notera att
n™ har negativ riktning medan n~ har positiv.

19



to

Figur 4.2: Normalerna vid en diskontinuitetspunkt.

MeshFunction(val, mesh, dim) - Ett objekt av typen MeshFunction ar en diskret funk-
tion definierad pa en delmingd av en partitionering. Stringen val anger vilken typ av funktion
som tillats av foljande alternativ:

"int" - heltal,

"uint" - ickenegativt heltal,
"double" - flyttal,

"bool" - boolean.

Objektet mesh ar partitioneringen till vilken denna funktion ska héra och dim ar dimensionen
av fasetterna'l.

Ett exempel pa nir klassen MeshFunction kan anvindas dr da olika randvillkor behover
appliceras pa olika delar av randen. Detta gors genom att forst skapa subklasser till klassen
SubDomain, vilket kan se ut sa héar

class InitialBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0]) < DOLFIN_EPS

class FinalBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0] - T) < DOLFIN_EPS

Nista steg ar att definiera funktioner som utgor de olika delarna av randen och markera dem
sa att de kan sarskiljas. Detta gors genom

boundary_parts = MeshFunction ("uint", mesh, mesh.topology().dim() - 1)
#Dimension 1 lower than the mesh.

start = InitialBoundary ()

start.mark (boundary_parts, 0) #Marks the boundary part as 0.
final = FinalBoundary ()

final.mark (boundary_parts,1l) #Marks the boundary part as 1.

Nu ar de olika delarna markerade och de nas genom ds (0) respektive ds (1).

MixedFunctionSpace(spaces) - dir spaces &r en lista med funktionsrum. Lat siga att
funktionsrummen W, Uoch V redan &ar definierade. D& goér kommandot

M = MixedFunctionSpace ([W, U, V])

att M = W x U x V. For att komma at underrum till M anvinds kommandot sub. For
tillgang till W skrivs M. sub (0) och sa vidare.

plot(U) - ger en grafisk representation av U. Objektet U ska vara av klassen Mesh,
MeshFunction eller Function.

U Fgr definition av fasett se Appendix A.12.
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solve(a == L,u,bc) - 16ser ekvationen
a=1L,

som dr den abstrakta formuleringen av ett finita elementproblem. Metoden solve anropar
assemble med a och L som argument samt ligger pa randvillkoren bc. Argumentet u dr ett
objekt av klassen Function och anger pa vilken form l6sningen ska returneras.

TestFunction(V) - Skapar en testfunktion i funktionsrummet V.

TestFunctions(M) - Skapar flera testfunktioner i funktionsrummet M, vilket &r ett ob-
jekt av klassen MixedFunctionsSpace. Antalet testfunktioner dr detsamma som antalet
komponenter i M.

TrialFunction(V) - Skapar en ansatsfunktion i funktionsrummet V. En saddan funktion
sOks som 16sning till finita elementproblemet.

TrialFunctions(M) - Skapar flera ansatsfunktioner i funktionsrummet M, vilket &r ett
objekt av klassen MixedFunctionsSpace. Antalet ansatsfunktioner dr detsamma som an-
talet komponenter i M.

UnitInterval(n) - Skapar en partitionering av intervallet [0, 1] i n delintervall.

VectorFunctionSpace(mesh, family, degree, dim) - Klassen fungerar pa samma sétt som
FunctionSpace fast for vektorvirda funktioner med dim komponenter. Detta kan anvindas
exempelvis vid omskrivning av en andra ordningens differentialekvation till ett system av
forsta ordningens differentialekvationer. Ekvationen «” 4+ u = 0 kan skrivas som systemet

u' =,
v = —u,

w][_ol (I)HH_[H (4.7)

I FEniCS utfors detta genom att forst definiera test- och ansatsfunktioner i det vektorvirda
funktionsrummet av dimension 2, via

vilket p& matrisform blir

V = VectorFunctionSpace (mesh, "Lagrange", 1, 2)
u = TrialFunction (V)
v = TestFunction (V)

Ekvation (4.7) skrivs i FEniCS enligt

A = Constant ((("0.0","1.0"), ("-1.0","0.0M)))
a = inner (nabla_grad(u) - Axu, Vv)*dx

dér det nu bara saknas definition av en nollvektor till hégerled samt problemspecifika rand-
virden innan solve anropas for att erhalla 16sningen.
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5 Tre problem i teorin och i FEniCS

I detta kapitel studeras ett urval matematiska problem kopplade till optimala styrproblem
och hur de kan 16sas i FEniCS. Malet med studien ar att 16sa optimala styrproblem med
den metod Kraft anvinder i sin doktorsavhandling Adaptive Finite Element Methods for
Optimal Control Problems [2]. P4 vigen dit betraktas nagra problem med anknytning till
detta slutgiltiga mal.

T avsnitt 5.1 presenteras ett problem som behandlar minimering av en funktional. Variations-
kalkyl anvénds dér for att hirleda det nddvéindiga villkoret for minimum. Problemet &r inte
av samma typ som det ett optimalt styrproblem resulterar i. Det dr dock relevant eftersom
det dr grundldggande i finita elementsammanhang och knyter an till slutméalet, som ocksa &r
ett minimeringsproblem.

I nastfoljande avsnitt, 5.2, betraktas ett begynnelseviardesproblem i en dimension. Problemet
lyder:

{awammm 0<t<T, (5.1)

z(0) = zo,

och ar en férenkling av det bivillkor som ett optimalt styrproblem minimeras under. Avsnitt
5.3 handlar slutligen om l6sning av ett kvadratisk-linjart optimalt styrproblem, analytiskt
och i FEniCS.

5.1 Ett minimeringsproblem

Att minimera en funktional leder i méanga fall naturligt till en svag formulering av en dif-
ferentialekvation. Denna formulering kan ofta fas fram genom det nodvéandiga villkoret att
forstaderivatan av funktionalen, i den mening den &r definierad, maste vara noll i extrempunk-
ter. Vid numerisk 16sning av problemet kan detta villkor utnyttjas och en finita elementmetod
anvindas for att approximera den optimala 16sningen [1]. Foljande problem &r ett exempel
pa hur variationsformuleringen av differentialekvationen fas fran minimeringsproblemet och
hur problemet kan 16sas med en finita elementmetod.

5.1.1 Problemet i teorin

Lat, for enkelhetens skull, Q = [0, 1] och definiera vektorrummet

HA©) = {v : /Q(v2 + (v)2)dz < o0, v =0 pa 89} ,

med skaldrprodukt
(o) = [ (o) do
Q

ol g ) = (/9(02 + (v'))? dm) 1/2,

Betrakta sedan funktionalen

och norm

F: H}(Q) —R
1 2
v F(u) = 3 ||UIHL2(Q) = (f,0) 20 >
dir v = v(x) och f = f(z) ar en kind, begriansad funktion med € som definitionsméngd.

Problemet ir nu att minimera F 6ver alla funktioner v € HE (). Alltsa soks:

i F(v). 5.2
oty T (52)
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Under antagandet att funktionalen &r deriverbar dr ett nodvindigt villkor fér minimum
att funktionalens forstaderivata dr noll. Da H{(2) och R &r Banachrum!? ska derivatan
tolkas i Fréchetmening. Genom att linearisera F kring en godtycklig punkt v € H}(Q) kan
funktionalens Fréchetderivatal® lisas ut [12]. For testfunktionen w € H}(Q) fas:

F(v+w)

1 2
*||U/+wl||L2(Q) *(faerw)m(Q)
=3 ||U HL2 @ + W W) )+ 5 Hw ||L2(Q) (f,0) 20y — (f;0) 12 (q)

= F () + (', 0') o) = (frw )L2(Q)+ 1w/ [1Z2(q - (5.3)

Enligt definitionen av Fréchetderivata vill vi nu visa att termen 1 Hw’||iz(9) i (5.3) satisfierar

1 2 o
3 1w ll72() = o(llwllg () d& w — 0.1 (5.4)

For att underlitta detta infors

1/2
ku=nuumm>=([jwfmﬁ

som ekvivalent norm till [[v][ 1o 1 H} (). Att normerna ér ekvivalenta innebir att det

finns positiva konstanter ¢y och ¢; sddana att ¢ ||U||§{1 @ < Hv|| < Hv||ié(m. Déarmed
kan ||v||, anvindas istéllet for [|v|| Hi () SOm norm i H(}(Q) utan essentiellt férandrat resultat

[1].

|||
w
L2(Q)

Eftersom — 0 da w’ — 0 kan vi efter inforandet av den nya normen se att villkoret

'l L2 )

i(5.4) ar uppfyllt.
Derivatan, som &r en linjir operator verkande pa w,

F(o)w = F'(v; w) = (v',w')L2(Q) - (faw)L2(Q) ) (5.5)

kan darmed identifieras.

Det nodvindiga villkoret for att funktionalen ska anta minimum i v lyder nu:
F(v30) = (0 0) oy — () gy = 0, Vo € HA(), (5.6)

vilket kinns igen som variationsformuleringen av Poissons ekvation i en dimension (se till
exempel Computational Differential Equations av K. Eriksson med flera [1]). Hér dr f kéllterm
och randvillkoren homogena. Poissons ekvation lyder da:

{u%@—f@» z € [0,1],

u(0) = u(1) = 0. (5.7)

Det ar mojligt att visa att implikationen dven géller at andra hallet, sa att minimeringspro-
blemet (5.2) adr ekvivalent till variationsformuleringen (5.6). Aven for bevis av detta hénvisar
vi till K. Eriksson med fleras bok Computational Differential Equations [1].

Malet adr nu att approximera l6sningen genom en finita elementmetod. I detta fall véljs en
Galerkinmetod, cG(1), dér alltsd rummet av ansats- och testfunktioner bestar av kontinuerligt

12Fgr definition av Banachrum se Appendix A.14.
13Fgr definition av Fréchetderivata se Appendix A.S8.
14Fsr definition av ordobegreppet se Appendix A.15.
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styckvisa polynom av grad ett |1]. Alltsa gors forst en partitionering av intervallet [0,1] i N
delintervall I; = (x; —x;—1) enligt T : 0 =9 < 21 < ... < xy_1 < xy = 1. Langden av
varje delintervall antas hir vara konstant, h, =h=x; —x;—1,i=1, ..., N.

Sedan infors vektorrummet
V) ={veC[0,1]: vl € P(L), v(0) = v(1) =0}, (5.8)

vilket dr rummet dir en finita elementldsning till problemet sdks. Som bas for V! viljs
{pi(@)}i", dair

%, T € (i1, 15),
pil@) = Lit1 —
— ) x € (T, xiq1).
h
N-1
Fran variationsformuleringen fas finita elementproblemet: finn vy, = > &gi(x) € V)P sddan
i=1
att
1 1
/ v (z)w' (x) do = / f(@)w(x)dx, Ywe VY. (5.9)
0 0

Da {;(x)}X7" dr en bas for V2 ricker det att testa mot dessa i w:s stiille. Detta ger ett
linjart ekvationssystem av storlek (N — 1) x (N — 1) att losa for de okiinda konstanterna

N-1
{&tior -
5.1.2 Problemet i FEniCS

Malet &r nu att numeriskt 16sa Poissons ekvation (5.7) och ddrmed &ven det ursprungliga mi-
nimeringsproblemet (5.2) i FEniCS med en metod som motsvarar Galerkinmetoden beskriven
i avsnittet ovan. I programmet som foljer generaliseras problemet till:

{_m) = f(x), w€lab]

w(a) = uq, u(b) = uy. (5.10)

De okiéinda parametrarna far virden som overensstimmer med (5.7) ovan, men kan #ndras
om sa Onskas. Den fullsténdiga koden aterfinns i avsnitt 5.1.3 och hir styckas koden upp rad
for rad for att folja vad som sker i programmet.

Forst sker en import av alla Dolfins klasser och metoder genom kommandot:

from dolfin import =«

Darefter definieras problemet, (5.10), genom att specificera intervallet [a, b], randvirdena u,,
up, och killtermen f(x):

|
I = o

Constant (0)
= Constant (0)
Expression("1")

Hh o o O o
o o

Finita elementformuleringen av problemet bérjar i och med raderna

N = 10
mesh = Interval (N, a, b)
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dér en partitionering av [a,b] i N delintervall gors.

Sedan genereras ett funktionsrum pé intervallet enligt

V = FunctionSpace (mesh, "CG", 1)

vilket i stort sett motsvarar V}, i den matematiska formuleringen i avsnitt 5.1.1 ovan,
V) ={veCo1]: vl € P(L;), v(0) = v(1) =0}.

Skillnaden &r att inga randvillkor infors i rummet som i teorin. Dessa appliceras i FEniCS
separat och tas om hand da en numerisk I6sare senare anropas for problemet.

For att ta hand om randvillkoren definieras forst funktioner for att markera olika delar av
intervallet. Detta sker hér enligt

def ua_boundary (x) :
return abs(x - a) < DOLFIN_EPS

def ub_boundary (x) :
return abs(x - b) < DOLFIN_EPS

Ovanstaende ar funktioner som returnerar det booleska uttrycktet "sant" om en viss punkt
ligger inom ett givet litet avstand fran borjan respektive slutet av intervallet. Tillsammans
med klassen DirichletBC i Dolfin anviinds dessa funktioner sedan for att sitta Dirichletvill-
kor pa intervallets rand genom kodavsnittet

bc_a = DirichletBC(V, u_a, ua_boundary)
bc_b = DirichletBC(V, u_b, ub_boundary)
bcs = [bc_a, bc_Db]

Dérpa siitts den svaga formuleringen av problemet upp och definieras pa abstrakt form enligt
FEniCS standard:

= TrialFunction (V)
TestFunction (V)

Dx (u, 0) *Dx (v, 0) *dx
frvrdx

H o < c
Il

dér vi alltsd soker en 16sning till problemet: finn u € V' som uppfyller

a(u,v) = L(v), YveV.

Den eftersokta finita elementlésningen fas genom

u = Function (V)
solve(a == L, u, bcs)

Slutligen ges en grafisk representation av losningen och felet i approximationen av

u_analytic = Expression("-0.5%(x[0] - 1)*x[0]")
error = u_analytic - u

plot (u, title = "u_h")

plot (error, title = "error=u-u_h")
interactive ()

25




Felet kan har berdknas exakt i och med att problemet, (5.7), har den analytiska 16sningen:

I Figur 5.1 visas finita elementlsningen som erhalls med ovanstaende kod. Intervallet [0, 1] &r
har partitionerat i 50 delintervall. Felet vid motsvarande approximation presenteras i Figur
5.2.

0.150 7
0.120 7
0.0900
u(x)

0.06007

0.03007

0.000 T r T r n
0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.00

Figur 5.1: Finita elementlosning av Poissons ekvation (5.7) med N = 50.

2.00e-017 7
-3.00e-0171
-8.00e-0171

ulx) -1.30e-0167
-1.80e-0167

-2.30e-0167

-2.80e-014 T T T T
0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 .00
X

Figur 5.2: Fel vid finita elementldsning av Poissons ekvation (5.7) med N = 50.
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5.1.3 Fullstindig kod

Listing 1: Poissons ekvation

mmn

This program solves Poisson’s equation in 1D

-u’’ (x)=f(x), a<x<b
x(a)=x_a, x(b)=x_b

using a continuous Galerkin method.
mrmmn

from dolfin import =«

N 10 #Number of sub intervals.

a = 0 #Beginning of interval.

b = 1 #End of interval.

u_a = Constant (0) #Boundary condition at x=a.

u_b = Constant (0) #Boundary condition at x=b.

f = Expression("1l") #Source term in Poisson’s equation.

#Creates a partition of [0,1] in N sub intervals.

mesh = Interval (N, a, b)

#Generates a finite dimensional function space of continuous piecewise
#linears with Lagrange basis of order 1 on each sub interval.

V = FunctionSpace (mesh, "CG", 1)

#Function for marking where the boundary conditions should be applied.
def ua_boundary (x) :
return abs(x - a) < DOLFIN_EPS

def ub_boundary (x) :
return abs(x - b) < DOLFIN_EPS

#Connects the boundary condition with the boundary.
bc_a = DirichletBC(V, u_a, ua_boundary)

bc_b = DirichletBC(V, u_b, ub_boundary)

bcs = [bc_a, bc_Db]

#Defines variational problem in abstract form.
u = TrialFunction (V)

TestFunction (V)

Dx (u, 0) *Dx (v, 0) *dx

frvrdx

v
a
L

#Redefines u as the solution function and computes solution.
u = Function (V)
solve(a == L, u, bcs)

#Analytic solution and error.
u_analytic = Expression("-0.5%(x[0] - 1)*x[0]")

error = u_analytic-u_h

plot (u, title = "u_h")
plot (error, title = "error=u-u_h")

interactive ()
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5.2 Ett begynnelsevirdesproblem

Vid 16sning av optimala styrproblem med problemstéllning och metod definierade som i
avsnitt 3, fas ett system av differentialekvationer att 16sa. Dessa ekvationer maéste 16sas
samtidigt for att ett optimum till styrproblemet ska hittas [2]. Hir kommer systemet att
féorminskas, och endast en av ekvationerna betraktas. Efter vissa ytterligare modifikationer
leder detta fram till ett begynnelsevirdesproblem i en dimension, vilket dr problemet som
studeras i detta avsnitt.

5.2.1 Problemet i teorin
Problemet som betraktas hér lyder

{a'c(t) =a(t)z(t), 0<t<T,

2(0) = 20, (5.11)

Innan vi gar vidare och 16ser problemet tittar vi pa hur det hinger samman med det ur-
sprungliga problemet i avsnitt 3, vilket alltsé &r att finna tillstand x(¢) och styrning u(t) som
uppfyller:

min  J(x(¢t),u(t)) = 1(x(0),z(T)) +/0 L(x(t),u(t)) dt, (5.12)

z(t) = f(z(t),u(t)), 0<t<T,

5.13
I()SC(O = Zo, ITJJ(T) =T, ( )

under bivillkoret {

dér det giller att
l: RYxRY - R,
L: RYxR™ — R,
fi: RT*xR™ — R*
ar glatta funktioner och Iy, Iy € R¥*.

Bivillkoret (5.13) multiplicerades i avsnitt 3 med en testfunktion tillhérande ett lampligt rum
och integrerades 6ver (0,T). Det gav variationsformuleringen av bivillkoret pa partitionering-
en

T:0=ty<t1 < - <tn_1<ty=T, (5.14)

som alltsa lyder: finn z(t) € W och u(t) € U som satisfierar

N N
> [ = st + (g =0, Ve, (5.15)
n=1 In n=0

dar
W=Rx{w:wl;, € H'(I,,RY),n=1,...,N} xR,
W= {weW : Iywy = xo, Irw}, = 27},
V =H'((0,T),R%,
U= HY(0,T),R™).

Ovriga definitioner stdmmer dven de 6verens med avsnitt 3.

Om nu f(z,u) = a(t)z(t) i (5.13) och z(t) € R fas, med randvillkor endast vid ¢ = 0,
begynnelsevirdesproblemet

{g'c(t) =a(t)z(t), 0<t<T,
2(0) = zo,
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vilket dr (5.11). Ekvationen i (5.15) 4r ddrmed en svag formulering av denna differentialekva-
tion.

Den diskretiserade versionen av (5.15) betraktas enligt avsnitt 3.2.2. Alltsa infors funktions-
rummen

Wp=Rx{w: w|;, € P!(I,,R),n=1,...,N} xR, (5.16)
W, = {wGWh: wy :xo}, (5.17)
Vi, ={veC(0,T},R) : v|g, € P (I,, R)}. (5.18)

Lat oss nu studera det enklaste fallet, ¢ = 0, det vill siga en funktion som &r styckvis
konstant pa 7 soks. Da funktionerna i W), ér styckvis konstanta sétts w;, = w,” ; = w, och
wl|y, = wy. Testfunktionerna &r styckvis linjara. Finita elementproblemet blir da att finna
x5, € Wy, med xp|1, = T, sddan att:

N (zhn/ a(t)v(t)dt+(xh,nxh,n_l)v(tn—1)>

I, (5.19)

n=1
+ (l'h,N-&-l — iEh,N) U(tN) =0, Yve,.

Tidsderivatan férsvinner d& ansatsfunktionen &r styckvis konstant. Som bas for Vj, viljs
J A
{en(t)}—o dir

t—tn_
777‘1’ te In7
tn - tnfl
— t -t
Pn = L7 t € Inia, (5.20)
tn+1 - tn
0, annars.
Basfunktionerna (5.20) géller for n =1, ..., N — 1, medan ¢ och ¢y ser ut som
t1 —t
! , tel,
Yo = 1
0, annars, (5.21)
t—tN— ’
NL ey,
N = IN —IN-1
0, annars.

Genom att testa mot varje basfunktion och inkludera randvillkoret fas ett ekvationssystem
av storlek (N 4+ 2) x (N + 2) att losa for x;,. Ekvationerna blir:

Th,0 = To,

—Zp,1 / apo dt + (Ih,l — xh,o) =0,
I

,l’h71/ a(pldtthqg/ acpldtJr(xh,Q—:z:h,l):O,
Il 12

—$h7n/ appn dt — T, ny1 / apn dt + (Th, nt1 — Th,n) =0,
I I

n n+1

—xh,N/ apn dt + (:Jch,NH — :Jch,N) =0.
In
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De extra virdena xp o och xp ny41 motsvarar de yttre randvéirdena av intervallet (0,7).

Om a(t) = a ar konstant fas det ekvivalenta systemet Az = b, dér matrisen A &r

! 0 0 0]

—1 (1—ag2 . 0

0 0 —(1+a%) (1-a3) 0 0 (5.22)
0 0 ~(1+ak) (1-ab) o0

L 0 0 —(1+ag) 1]

Hér har vi antagit konstant intervallingd, h, for alla delintervall I,,. De bada vektorerna x
och b &r

Th,0 Zo
Th,1 0
T = : , b= ; . (5.23)
Th, N 0
Th, N+1 0
5.2.2 Numerisk metod
For n =1, ..., N —1 kan, enligt ekvationssystemet ovan, z_ .41 10sas ut i termer av z,_,
enligt
1+ al
Th ontl = 7}21.%‘h7n. (5.24)
1-— a§

Hér noterar vi att (5.24) motsvarar Crank-Nicolsons finita differensmetod [3]. Motsvarande
ekvationer for de forsta och sista vérdena lyder:

1
— %h,0, (5.25)
1-— a§

Tp, N+1 = (]. + a%):fh’]\]. (526)

Th,1 =

Dessa kiinns igen som varianter av Eulers framéat- respektive bakatmetod [3].

5.2.3 Problemet i FEniCS
En finita elementlosning till begynnelseviardesproblemet (5.11)

{i’(t) —a(t)z(t), 0<t<T,
z(0) = zo

enligt metoden beskriven i avsnitt 5.2.1 s6ks nu. Efter de studier vi gjort i FEniCS har det
visat sig att programvaran inte automatiskt &r ldmpat for detta. Problemet ligger till storsta
del i definitionen av funktionsrummet W} som i (5.16)

Wp=Rx{w: w|;, € P!(I,,R),n=1,...,N} xR.
I den matematiska teorin definieras tva extra termer som ligger utanfér det egentliga interval-
let (0,7). Fér w € W), kallas dessa w; och wy, och definieras som de ensidiga griinsvirdena

wy = lim w(t wh = lim w(t).
0 t—0— ( )7 N t—T+ ( )
Dessa bada termer ar inte inkluderade i funktionsrummen som skapas med fordefinierade
klasser i Dolfin. Vissa metoder fér att komma runt detta har dock studerats, mer om dessa

nedan.
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5.2.4 Ett fors6k att implementera metoden i avsnitt 5.2.1

Ett rattframt sitt att forsoka l6sa problemet dr att definiera funktionsrummen Wj och Vj,
som i teorin och sitta upp variationsformuleringen av begynnelseviirdesproblemet pa FEniCS
sitt. Har foljer, rad for rad, en Pythonkod som astadkommer detta.

Forst infors objekt som specificerar problemet, det vill siga ger virden till a(t), T och xg.
Detta gors enligt

at = Expression("1")
T =1
x_0 = Constant (1)

Dessa virden &r inte unika, men nagot maste viljas. Inom rimliga grinser kan godtyckliga
virden ges.

Dérefter gors partitioneringen av intervallet genom raderna

N = 10
mesh = Interval(N, 0, T)

Harnést definieras funktionsrummen W}, och V}, i FEniCS som

= Q
o

FunctionSpace (mesh, "DG", q)
FunctionSpace (mesh, "CG", g + 1)

jopie S|
Il

<

Igen noteras att Wj, i FEniCS alltsd inte stdmmer exakt 6verens med motsvarande funk-
tionsrum i teorin. Genom att dndra virdet pa ¢ fas en finita elementmetod med styckvisa
polynom av hégre ordning.

FEniCS skiljer pa yttre och inre fasetter'®, vilket motsvarar noder i detta endimensionella
fall. For att handskas med det som hinder i &ndpunkterna av intervallet (0,7") infors darfor
klasser som bestdmmer huruvida en punkt ligger pa randen eller inte. Det gbrs som foljer:

class InitialBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0]) < DOLFIN_EPS

class EndBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary) :
return on_boundary and abs (x[0] - T) < DOLFIN_EPS

Dessa behdver kopplas till tidsintervallet och objektet mesh ovan. I FEniCS kan detta goras
genom att inféra

facet_dimension = mesh.topology () .dim() - 1
boundary_parts = MeshFunction ("uint", mesh, facet_dimension)

som ser till att punkterna som utgdr intervallets rand kan behandlas separat.

Nu skapas instanser av klasserna ovan. De tva randpunkterna markeras med ett nummer
vardera enligt

I5F6r definition av fasett se Appendix A.12.
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start_time = InitialBoundary ()
start_time.mark (boundary_parts, 0)

final_time = EndBoundary ()
final_time.mark (boundary_parts, 1)

Vidare definieras ansats- och testfunktionerna. Den svaga formuleringen sétts upp pa abstrakt
form pa FEniCS sétt. Detta motsvarar den matematiska formuleringen (5.19) och gors genom

x = TrialFunction (W_h)
v = TestFunction (V_h)

a = —atxxxvxdx — jump (x)*avg(v)*dS — xxvxds(l) + xxvxds (0)

f = Constant (0)
L = f*xvxdx

Hér noteras att ett minustecken foregar termen som innehaller jump. Termen tar hand om
diskontinuiteter i de inre noderna. I det teoretiska finita elementproblemet, vilket lyder

EN: <—£Ch,n/ a(t)v(t)dt + (zh,n — Thon-1) v(tn1)>

n=1 In
+ (zh,N+1 —zn, N)V({N) =0, Yv eV,

forekommer hoppen alltsa som

N+1

> (@h i — Thne1) v(tn—1) (5.27)

n=1

med ett plustecken framfér summationstecknet. Hoppet 6ver en diskontinuitet dr dar defini-
erat som (zj,, n — Tp,n—1)- Minustecknet i FEniCS-formuleringen f6ljer efter definitionen av
metoden jump, vilken aterfinns i kapitel 4.

Termen avg (v) ersétter v i finita elementformuleringen vid summering 6ver de inre no-
derna (xdS). Detta beror pa att FEniCS foérvintar sig en diskontinuerlig testfunktion nér
ansatsfunktionen ar diskontinuerlig. Om ¢,, dr en nod i partitioneringen 7, se (5.14), och
w dr en styckvis kontinuerlig funktion pa 7 existerar inte w(t,), utan endast de ensidiga
gransvardena

lim w(t) och lim w(t).

t—sty t—tf
Dérmed &r w(t,) inte entydigt bestamt och vi maste specificera huruvida ett av gransviardena
eller medelvirdet av dem ska definiera w(t,). I detta fall, d& testfunktionen v &r kontinuerlig,
sammanfaller de bada grinsvirdena med deras medelvirde. Alltsa kan medelvirdet av de
bada gransvirdena anvindas som ekvivalent till funktionsvérdet i punkten.

De tva termerna x+v+ds (1) och xxvxds (0) i den abstrakta formuleringen motsvarar integ-
ration 6ver de yttre noderna. I en dimension likstélls det med multiplikation. Testfunktionen
v uppfyller v(0) = 1 endast da v ersitts med ¢ och v(T) = 1 endast da v ersétts med
@n- Ovriga basfunktioner saknar stod i randpunkterna. Det gor att de tva sista termerna
motsvarar +xp,1 och —xp ny 1 (5.27) ovan, och detta endast i de ekvationer som svarar mot

@o och @n.

Ekvationssystemet som foljer genom att testa mot respektive basfunktion i V}, fas fran
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= assemble (a, exterior_facet_domains = boundary_parts)
assemble (L, exterior_facet_domains = boundary_parts)

o
Il

Det extra argumentet till metoden, exterior facet domains=boundaryparts, be-
hovs for att integrationen Gver randpunkterna inte ska ignoreras.

Funktionsrummet W}, har i FEniCS dimension N, déir N &r antalet delintervall och ¢ = 0 har
antagits. Rummet av testfunktioner, V3, har under samma antaganden dimension N 4 1. Det
gor att antalet ekvationer blir ett fler 4n antalet obekanta i det system som sftts samman
i FEniCS. Ekvationssystemet kan saledes inte 16sas med FEniCS metod solve, som kriver
ett kvadratiskt system. Initialvillkoret har inte heller tagits om hand i ovanstaende kod. I
avsnitt 5.2.6 studerar vi hur dessa problem kan l6sas.

5.2.5 Ekvationssystemet i FEniCS

Rummet av testfunktioner,
Vi, ={veC(0,T,R) : v|, € P! (I,, R)},

stdmmer Gverens i FEniCS och i teorin. Ekvationssystemet som sétts samman i FEniCS fas
pa samma sdtt som i avsnitt 5.2.1 genom att testa mot varje basfunktion for V;,. Fér ¢ =0
dr basfunktionerna i FEniCS desamma som i teorin, det vill séga

t1—1

Yo = b
0, annars,
t—th—1
by —tn_1’

R tEIl,

tel,,

=t —t
#Pn = tm";lit, tEIn+1, n:l,...,Nfl,
n+1 = n

0, annars,

LTINS e Ty
on =14 IN—tN-1’ N

0, annars.

Basfunktionerna for W), stdmmer 6verens féorutom att de tva extra vardena i teorin inte finns
med i FEniCS. P& samma séatt som i avsnitt 5.2.1 ger detta ett ekvationssystem Az = b,
denna gangen av storlek (N + 1) x N, dir A nu beskrivs av

(1 —a%) 0 0 T
—(1+ak) (1-ab) 0 0
— h _ah
(? (14+a3) (1-ag3) (5.28)
0 e 0 —(1+ab) u—a@
i 0 0 —(1+al)]
och de bada vektorerna x och b ges av
. 0
! 0
xTr = : ) b: E . (5'29)
:L'i'v_l 0
N 0
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Har har vi noterat att ekvationssystemet som fas i FEniCS, (5.28)-(5.29), ar en del av systemet
som fas i teorin, alltsa

! 0 0 0]
-1 (1-ab) 0 0
0 —(l+ak) (17(132 0 ) 0

Aori = | 0 0 —(1+ak) (1-ab) 0 0f
0 0 —(1+ak) (1—a%2 0
L 0 0 —(14ak) 1]
Zh,0 Zo
Th, 1 0
Lteori = s breori =
Th, N 0
Th, N+1 0

De bada matriserna stimmer 6verens bortsett fran den forsta raden samt de forsta och sista
kolumnerna i matrisen, Aygeqri, som fis med den finita elementmetod Kraft anvinder [2]. For
vektorerna motsvarar detta att eliminera det forsta och sista elementet i Zieor; Samt det
forsta elementet i byeori- Ett problem med att gora detta dr att begynnelsevirdet x(0) = xg
ignoreras, vilket dr vad som h&nder i den FEniCS-kod som presenteras i avsnitt 5.2.4. Darfor
maste det laggas till pa annat sitt.

En 16sning till problemet med det 6verbestdmda ekvationssystemet i FEniCS &r att bortse
fran det sista vérdet i finita elementldsningen som soks, xp, y+1. Det motsvarar att inte testa
mot den sista basfunktionen, ¢, i Vj. For ekvationssystemet som fas i FEniCS innebér det
att den sista raden i matris och hogerled tas bort.

Aterstar gor att ta hinsyn till begynnelsevirdet vid ¢ = 0. For detta syfte betraktas de tva
forsta ekvationerna i det teoretiska ekvationssystemet:

.’Eh’o = Xy, (530)

h
—zp0+ (1 — ag)xh, 1=0. (5.31)

Genom att sitta in (5.30) i (5.31) kan den forsta ekvationen elimineras. Istillet forflyttas
vérdet av xp, o, som &r kéint men inte explicit finns med i FEniCS-formuleringen, till hogerledet
av (5.31). Detta gor att de tva ekvationerna ovan Gvergar i

(1- ai):c;% 1 = .

Denna ekvation kan tas om hand i FEniCS genom att dndra hogerledets forsta elementet i
(5.29) fran 0 till g, vilket ger ett system som i huvudsak stimmer 6verens med det i teorin.
Skillnaden &r att ekvationerna som innefattar de extra virdena utanfor intervallet inte &r
med.

5.2.6 Losning av problemet i FEniCS

For att kunna 16sa problemet 1 FEniCS &r alltsa tanken nu att vi ska gora dndringar i det
ekvationssystem som fas fran koden i avsnitt 5.2.4. Det har visat sig att de matriser och
vektorer FEniCS ger med metoden assemble inte direkt gar att manipulera. For att kunna
gora det maste de underliggande NumPy-objekten [14] kommas &t. Detta gors enligt

A_modified = A.array ()
b_modified b.array ()
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Sedan modifieras systemet som beskrivet i avsnitt 5.2.5 ovan:

A_modified = delete(A_modified, N, 0)
b_modified = delete(b_modified, N, 0)
b_modified[0] = x_0

det vill sdga den sista raden i matris och vektor elimineras, samtidigt som begynnelsevirdet
ldggs in i ekvationssystemets hogerled.

Raden som méste tas bort dr den som motsvarar basfunktionen fér V3, som i ¢ = T antar
virdet 1. Med styckvis linjéra funktioner har detta visat sig vara den sista, (N + 1):sta,
raden i den matris och vektor vi far i FEniCS. Att det star N i kodavsnittet ovan beror
pa att vektorerna indexeras fran 0. Aven for hogre ordningens polynom &r den (N + 1):sta
raden resultatet av testning mot basfunktionen som antar virdet 1 i 7. Koden dr dirmed
korrekt oberoende av polynomens gradtal. Att just den (N + 1):sta raden motsvarar denna
basfunktion beror pa hur basfunktionerna ordnas i FEniCS.

Antag att polynomen i V}, ar av grad ¢+1 och att intervallet bestar av N delintervall. D& kom-
mer N + 1 noder dela in intervallet, medan varje delintervall har ¢ inre noder. FEniCS testar
da forst mot den Lagrangebasfunktion som antar virdet 1 i den forsta noden, motsvarande
t = 0, och fortsétter sedan successivt mot slutet av intervallet och den Lagrangefunktion som
ar 11iden (N + 1):sta och sista nod som utgér en del av randen till ett delintervall. Detta
gors oberoende av hur manga inre noder varje delintervall har, det vill siga oberoende av
polynomens gradtal. Dérefter tas delintervallen om hand.

Lagrangebasen pa varje delintervall bestar av ¢ + 2 polynom, varav ¢ stycken antar virdet 1
i en inre nod. Intervallen gas igenom ett efter ett innan samma sak upprepas pa néstféljande
delintervall till dess att alla basfunktioner har tagits med. I Figur 5.3 illustreras hur detta
fungerar for Lagrangepolynom av grad tva. Varje basfunktion har tilldelats ett nummer och

basfunktionerna testas i nummerordning.

10} TN

/ \
020 | \ / \ \ /

\
\
\
\

./ Y
Sovese

Figur 5.3: Lagrangebas av grad 2 pa en partitionering av [0,1] i 3 lika langa intervall.

Dérefter 16ses ekvationssystemet med hjélp av NumPy:

solution = linalgSolve (A_modified, b_modified)
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Vektorn solution innehaller nu den sokta finita elementlésningen. For fortsatt analys av
16sningen med FEniCS metoder dr det lampligt att den sparas i ett FEniCS-objekt. Detta
astadkoms med raderna

x_h = uBLASVector (n* (g + 1))
x_h.zero()

for i in range(nx(g + 1)):
insertIndex = array([i], dtype = "1I")
toInsert = array(solution([i])
x_h.add (toInsert, insertIndex)

print x_h.array ()

dér forst en tom vektor som ska halla 16sningen skapas. Losningen kopieras sedan till denna
vektor och skrivs ut pa skidrmen.

Sist gors losningen om till ett FEniCS-objekt som kan presenteras i en graf med FEniCS
metoder. Aven felet i approximationen berdknas och presenteras grafiskt enligt

Xx_h = Function(W_h, x_h)
plot (x_h, title = "x_h")

X_analytic = Expression("exp (x[0])")

error = x_analytic - x_h
plot (error, title = "Error")
interactive ()

Felet kan hir berdknas exakt i och med att problemet har den analytiska 16sningen

z(t) = €.

I Figur 5.4 presenteras den finita elementlosning som fas med ovanstaende kod. Hir har en
partitionering bestaende av 50 delintervall anvints. Felet vid finita elementapproximationen
visas i Figur 5.5.

270 7

ulx) 1.80
1.50 1

120 A

0.900 T T T T
0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.00

X

Figur 5.4: Finita elementlosning av begynnelsevéirdesproblemet (5.11) med N = 50.
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Figur 5.5: Fel vid finita elementlésning av begynnelsevirdesproblemet (5.11) med N = 50.

5.2.7 Fullstindig kod

Listing 2: Ett begynnelsevirdesproblem

mmn

This program solves the initial value problem

dx (t)/dt=a(t)x(t)
x(0)=x_0

using a FEM with piecewise constant, discontinuous trial function and

continuous piecewise linears as test function.
mmn

from dolfin import =
from numpy import =
from numpy.linalg import solve as linalgSolve

at = Expression("1") #a(t) in the problem.
T = 1 #End time.
x_0 = Constant (1) #Initial value.

#Defines time mesh.
N = 100 #Number of sub intervals
mesh = Interval (N, 0, T)

#Defines function spaces.

g = 0 #Degree of trial space polynomials.
W_h = FunctionSpace (mesh, "DG", q)
V_h = FunctionSpace (mesh, "CG", g + 1)

#Classes for marking different parts of the boundary.
class InitialBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0]) < DOLFIN_EPS

class EndBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0] - T) < DOLFIN_EPS
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#Creates a mesh function to represent subdomains of the boundary.

facet_dimension = mesh.topology().dim() - 1 #The facets are nodes in this
case

boundary_parts = MeshFunction ("uint", mesh, facet_dimension)

#Creates instance of the boundary classes.
lower_boundary = InitialBoundary ()
lower_boundary.mark (boundary_parts, 0)
upper_boundary = EndBoundary ()
upper_boundary.mark (boundary_parts, 1)

#Defines test and trial functions.
x = TrialFunction (W_h)

v = TestFunction (V_h)

#Defines the abstract formulation.

a = (Dx(x,0) - at#*x)*vxdx — jump (x)*avg(v)*dS — xxvxds (l) + xxvxds (0)

#The last terms make sure we get the same equations as with Kraft’s
method.

f = Constant (0) #rhs in abstract formulation 1is zero.

L frvrdx

#Assembles system and connects the ds (i) symbols to A and L.
A = assemble (a, exterior_facet_domains = boundary_parts)

b = assemble (L, exterior_facet_domains = boundary_parts)

#Defines NumPy matrix and vector to modify according to the method in
Kraft’s thesis.

A_modified = A.array ()

b_modified b.array ()

A_modified delete (A_modified, n, 0)

b_modified = delete(b_modified, n, 0)

b_modified[0] = x_0 #The leftmost value in the method in Kraft’s thesis
is inserted into the rhs.

#Solves the problem using NumPy’s solve.
solution = linalgSolve (A_modified, b_modified)

#Creates a vector to get a FEniCS representation of the solution.
x_h = uBLASVector (n*(g + 1))
x_h.zero ()

#Inserts the solution into the vector.
for i in range(nx(g + 1)):
insertIndex = array([i], dtype = "I")
toInsert = array(solution[i])
x_h.add (toInsert, insertIndex)

print x_h.array()
#Creates a FEniCS Function on W_h of the solution.
Xx_h = Function(W_h, x_h)

plot (x_h, title = "x_h")

#analytic solution and error
x_analytic = Expression("exp(x[0])")

error = x_analytic - x_h
plot (error, title = "Error")
interactive ()
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5.3 Kvadratisk-linjira optimala styrproblem

I detta avsnitt studeras optimala styrproblem pa kvadratisk-linjar form. Teorin som lades
fram i avsnitt 3.3 uttnyttjas for att 16sa problemen, dels analytiskt och dels med en finitia
elementmetod implementerad i FEniCS.

Teorin i detta exempel bygger alltsd pa kapitel 3 och déarfér uteldmnas vissa definitioner
och beteckningar for att halla texten koncis. Om inte annat anges 6verenstdmmer dérmed
definitioner och andra detaljer med dem i kapitel 3.

5.3.1 Problemet i teorin

Studien grundar sig i kvadratisk-linjira optimala styrproblem péa féljande form: hitta x(t)
och u(t) som

minimerar 7 (z(t), u(t)) = [2(0)3, + (7)1,
T
T / (Ull2, + [ull2) dt, (5.32)

#(t) = A()z(t) + B)u(t), 0<t<T,

5.33
Ipz(0) = xo, Irx(T) =21, (5.53)

under bivillkoret {

dir A(t), o, I, Q(t), So, ST € R™4, B(t) € R¥™ och R(t) € R™*™. Iy och Ir dr binirt
diagonala.

Som i kapitel 3 adderas en Lagrangemultiplikator till J(z,u). Den resulterande summan
deriveras och foljande problem fas: hitta (x,u,z) € W x U x V som uppfyller

N
Z/ (2,2Qx — 2 — AT 2) dt
n=1"1n

+ (‘P;oa 250wy — 20)

+(pf N 2Sraf +2n) =0, Ve, €W, (5.34)
T
/ (¢u,2Ru — BT 2)dt =0, Vo, €U, (5.35)
0
N N
Z/ (& — Az — Bu,p.)dt + > ([2]n,pzn) =0, V. €V. (5.36)
n=1 n n=0

Eftersom (5.34), (5.35) och (5.36) ska gélla for alla testfunktioner i respektive funktionsrum
gar det att visa att skaldrprodukterna méste vara identiskt noll [4]. Denna iaktagelse innebér
att foljande ekvationssystem ska vara uppfyllt for kontinuerliga 16sningar till styrproblemet:

2Qr — 2 — ATz =0,
(I = I5)(2Spz(0) — 2(0)) = 0,
(I = Ir)(25rz(T) + 2(T)) = 0,

2Ru — BTz =0, (5.37)
i — Ar — Bu =0,
Ioz(0) = o,
Irx(T) = xp.

5.3.2 Analytisk 16sning av tva optimala styrproblem

Nedan 16ses tva kvadratisk-linjéra optimala styrproblem analytiskt da d = m = 1. Ekvation-
systemet (5.37) anvinds for att berikna de analytiska losningarna.
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Exempel 1
Hitta x(t) och u(t) som

1 T
minimerar J(z(t), u(t)) = 5 (T)? _|_/ 2u2 it
0
under bivillkoret (t)=u, 0<t<T,
z(0) = 2o

De koefficienter som specifierar styrproblemet &r alltsa

A:IT:Q:SOZOa

1
R - ST - 5,
B=1I,=1.
Fran (5.37) fas ddrmed foljande ekvationssystem:
i =0,
2(T) + 2(T) = 0,
u—z=0,
z—u=0,
z(0) = zo.

Ekvation (5.38) ger att z(t) = C, dédr C ar konstant, vilket i kombination med (5.39) medfor
att C' = —z(T). Anvinds vidare ekvation (5.40) fas att u = —z(T). Detta tillsammans med

differentialekvationen (5.41) ger att

xz(t) = —z(T)t + D,
som med initialvillkoret (5.42) blir

z(t) = —z(T)t + xo.

Om nu ¢ sétts till 7' i ekvationen for x(¢), fas

Zo

2(T) = —x(T)T +xo = z(T) = T

Losningen till styrproblemet dr alltsa

Lo

t) = — t

x() 1+7T + Zo,
Zo

) =— .

ut) =177

Se Figur 5.6 for en grafisk representation av 16sningen da x¢o = 1 och T' = 5.
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u(t)

Figur 5.6: Losningen x(t) och u(t) till Exempel 1 d& 29 =1 och T' = 5.

Exempel 2
Hitta 2(t) och u(t) som

1
minimerar J(z(t),u(t)) = %;10(0)2 —|—/ (11“2 + 1u2> dt,
0
T
under bivillkoret {

Koefficienterna som specificerar problemet &r

I():ST:O,
1
Q=R=5 =7,

A=B=1Ir=1.

Fran (5.37) ges darmed foljande ekvationssystem:

Ekvation (5.45) och (5.46) medfér att
z=—r = =2 —1I,
som insatt i (5.43) ger
r—(E—-—2)—(t—2)=0= % =2z.
Detta dr en andra ordningens linjér differentialekvation som har 16sningen

V2t \/it.

z(t) = c1eV=" + coe™

Ekvation (5.45) och (5.46) ger att

2(t) = u(t) = Cl\/ieﬁt - Cz\/ie_\/it — Cle‘/it — CQe_ﬂt.
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Randvillkoren (5.44) och (5.47) leder till f6ljande ekvationssystem:

a1(V2-2) = e2(V2+2),
{ cle‘/5 + (326_\/5 =1,
som har 16sningen:
(o (V24 2e”?
V2 =24 (V2 +2)e2v?’
. (V2-2en?
“- V2-2+ (V2+2)e2V2
Efter inséttning och omskrivning fas féljande 16sning till styrproblemet:

V/2 cosh(v/2t) + 2 sinh(v/2t)

t) = ’
=) V2 cosh(v/2) + 2sinh(v/2)
u(t) = V2 cosh(v/2t)
 V2cosh(v/2) 4 2sinh(v/2)
Se Figur 5.7 for en grafisk representation av x(t) och wu(t).

10f

08

O.6j X(t)

0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 5.7: Losningen x(¢) och wu(t) till Exempel 2.

T avsnitt 5.3.4 presenteras ett FEniCS-program som l6ser ovanstaende exempel med den finita
elementmetod Kraft anvinder.

5.3.3 Berikning av finita elementmatrisen

De kvadratisk-linjira styrproblemen med d = m = 1 ger motsvarande finita elementformule-
ring: hitta (zp, up, z5) € Wy x Uy, X V), sd att

N
Z/] (QQ.%‘h —Zn — ATZ}L)QOZ dt
n=1""'n

+ ¢50(250}, o — 2h,0)

+ o N (@2Sraf v+ 2nn) =0, Vo, € Wi, (5.48)
T
/ (2Ruy, — BT z)pu dt =0, Vo, € Uy, (5.49)
0
N N
Z/ (&n — Az, — Bup)@z dt + Y _[znlnpem =0, Vo, € Vi, (5.50)
n=1 In n=0
Iol‘}:)o = Zo, IT:E;;N = XT. (551)
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For att berdkna matrisekvationen som ovanstaende finita elementproblem resulterar i gors
forst foljande partionering;:

0:t0<t1<-~-<tN,1<tN:T,
I = (tj-1,t5), tj —tj-1=h, Vi

Sedan definieras basfunktionerna fér de tre funktionsrummen. For Wj, anvinds

1, t=0,
$o =
0, annars,

17 tEIj, .
¢j: lea"'aNa
0, annars,

) t= T7
dNy1 =
0, annars.

For Uy, och V;, anvinds basfunktionerna

t1 —1

, te Il,
®Yo = h
0, annars,
t—tj_1
— tel;
) tig—t _
SO] J+h , te Ij+1, 17 . ,N ].,
0, annars,
t—1tn-1
—, tely,
PN = h
0, annars.

Vidare ansétts de tre finita elementlosningarna pa foljande sétt:

N+1 N N

wh= Y &b un=Y GCipi, =Y M
=0 i=0 i=0

Studera nu foljande omskrivning av (5.48):

T Nt1 N N
/0 <2Q > Gdi— Y mpi— AZ%‘%)% dt
i=0 i=0 i=0
+¢; (0)(I = 10)(250€0 — 10)
+ ¢ (T)(I = I7)(257&N 41 + nn) =0, j=0,...,N+1, (5.52)

dér ansatserna for xp, och 2, satts in. Villkoret som séger att ekvationen ska giilla for alla
testfunktioner i W), har ersatts med att testa mot basfunktionerna for W), tillsammans med
faktorerna I — Iy och I — I.

Pa liknande sétt insétts ansatserna av wup, och zj, i ekvation (5.49):

T N N
/O (2329%—32172%)%&:0, j=0,...,N. (5.53)
1=0 1=0

Den tredje ekvationen, (5.50), blir

T N+1 N
_/0 (A > Gidi+ BZQ‘%‘)%‘ dt + (& — o)p;(0)
i—0 i=0
+ (& —&)pi(t) + -+ (Ev+1 —En)pi(tn), j=0,...,N, (5.54)
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eftersom ¢; = 0 pa (0,T). Randvillkoren (5.51) blir

Io&o = z0, ITén+41 =27. (5.55)

Pa flera stillen i ekvationerna ovan forekommer integraler dir integranden bestar av tva
basfunktioner multiplicerade med varandra. Darfér berdknas forst tva sadana integraler:

t—ti1)\2 1 N
/Ij 90? dt = -/Ij < hJ ) dt = W [(t_tjfl)?)}tj71

1 *  h
= gzt — tio1)® = e 3 (5.56)
och
ti—t\ (t—tj—1
= [ () ()
/I]- Pj—1¥j /Ij h h
1 [t;12 8t 21"
— h2 |:2 *tj_ltjt - g + 9 .
j—1
1 3 3 2 2 1 3 h
=z (8 =3 = 3tj_1t; + 3t _1t;) = grzti —ti-)” = & (5.57)

Antag nu att A, B,Q och R i (5.48), (5.49) och (5.50) &r oberoende av t. Ekvation (5.52)
resulterar i foljande ekvationer for j =1,..., N:

N+1 N N

/T (2@ Z §idi — Z nigi — A Z m%) &; dt
’ =0 i=0 i=0

= /1 (2Q€j¢j — Ni—1Pi—1 + Mi¢i) — A(Mi—1pi—1 + m‘%))(bj dt

1 1
= / (2Q€j¢? = (=g mi-1+ 5mi)¢5 — Ami-1pi-1 + m%)%‘) dt
I;

Ah Ah
=2Qn&; + (1 - 7)%’—1 +(-1- 7)771‘ =0. (5.58)

I berdkningen har integralerna (5.56) och (5.57) anvéints, samt det faktum att ¢; = 1 pa I;.
De tva sista termerna i (5.52) &r nollskilda endast da j = 0 eller j = N + 1 och blir da

(I —1o)(2S0€0 —m0) =0, (I —Ir)(2SréN+1 +7n) = 0. (5.59)
Notera hir att om Iy = 1, r &y given och om I =1, &r &7 given.

Ekvation (5.53) resulterar pa liknande sétt i foljande ekvationer for j =1,..., N — 1:

T N N
/o (QRZ Gioi—BY 77i<Pi)<Pj dt
i=0 i=0

= /I (2R(Cj71%>1 + Giwj)e; — B(nj—1pi-1 + nj%‘)%‘) dt
J

+ /1 <2R(Cj90j + Cir1pj+1)05 — B(nje; + 77j+1<Pj+1)<Pj) dt
-

J

Rh 4Rh Rh Bh 2Bh Bh
Sen Tt an s g g e (560

For j = 0 blir (5.53):

/ <2R(C0900 + C11)p0 — B(nowo + 7)1901)900) dt

Iy
_9Rh_ Rh. Bh  Bh

= 20+ G - e — oy 5.61
3 C0+3C1 i (5.61)
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For j = N blir (5.53):

/ <QR(CN—190N_1 +C{nven)en — B(v_1on—1 + mvsozv)wzv) dt

In
2Rh Bh Bh

RA
= e ey = Pl — 2y 62
SCN 1+3CN 5 IN-1~ N (5.62)

Slutligen resulterar (5.54) i féljande ekvationer for j =1,..., N:

N+1 N

—/0 (A > &Goi+BY Cz‘%‘) @jdt + (&1 — &o)p;(0)
i=0 i=0
+ (&2 = &)pjtn) + -+ + (Ev1 — En)pj(tn)

=— / (A§j¢js0j +B((-105-1+ Q@j)%‘) a

I;

_ /1 (A€j+1¢j+1<ﬂj + B((p5 + Cj+1%0j+1)<,0j) dt+ &1 — &

Jj+1

Ah Bh 2Bh Bh

Ah
= (1= 506 + (1= 5 )64 — B el OASE (5.63)

For j = 0 blir (5.54):

—/ <A§1¢1S00 + B(Coo + Cl@l)@o) dt +& — &

I
Ah Bh B

= 6o+ (1- The - e - 26 (564

For j = N blir (5.54):

*/ (A§N¢N50N + B((n-1on-1+ CNQDN)@N) dt +E&ny1 — &N
In

Ah Bh Bh

=(—1——)én +&ns1 — ?CNA —3

5 (N (5.65)

Sammantaget fas f6ljande matrisekvation:

Q 0 AT
0 R BT|z=hb,
A B 0

dar Q dr en (N 4 2) x (N + 2)-matris med foljande utseende:

((I-1)2S+1,) 0 0 ... 0 0 7
0 20h 0 ... 0
o_ 0 0 2Qh
0 0
... 0 20Qh 0
i 0 0 ... 0 0 ((I-1Ip)2Sr—1Ip)]
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R och B &r (N + 1) x (N + 1)-matriser med féljande utseende:

e
Rh  4Rh  Rh
3 3 3
0 RBh 4Rh Rh
R = 3 3 3
U 0
Rh  4ARh  Rh
3 3 3
Rh 2Rh
L 0 5 5]
och ~ _
e 0
—Bh —2Bh —Bh 0
6 3 6
0 —Bh —2Bh —Bh
B— 6 3 6
: . . 0
—Bh —2Bh —Bh
0 0 =gk S =gk
—Bh —Bh
| 0 0 0 =gr =D

A kéinns igen fran avsnitt 5.2.1 och dr en ickekvadratisk matris av storlek (N + 1) x (N +2)
och har féljande uppbyggnad:

[—(I—1o) (1—4k) 0 0 ]
0 —1+4) -4 0 0
e 0 0 —(1+4h)  (1-4h) :
0
0 —(1+4h) (1-4h) 0
I 0 0 —(1+4h) (-1
Variabelvektorn x bestar av:
S
En+1
o
r=|
(n
o
L "IN

Vektorn b dr av samma storlek som x och har endast féljande nollskilda element:

b1 = ban44 = loxo, bny2 = bsnya = —IrT.

5.3.4 Problemet i FEniCS

Den finita elementmetod som redovisats i tidigare avsnitt implementeras har i FEniCS. Pro-
grammet som f6ljer i detta avsnitt 16ser kvadratisk-linjéra styrproblem (se (5.32) och (5.33))
med d = m = 1. Den utrdknade matrisen ovan och den diskussion som foljer géller for ¢ = 0,

men programmet fungerar dven for hogre q.
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Forst i koden viljs antalet intervall N och sluttiden 7' och partitioneringen skapas utifran
det. Heltalet g beskriver gradtalet hos polynomen i funktionsrummen.

N = 50

T =1

mesh = Interval (N, 0, T)
aqa=20

Dérefter anges de koefficienter som specifierar problemet. Hér dr de valda pa samma sétt som
i Exempel 2 i avsnitt 5.3.2. Notera att det inte spelar nagon roll vad x( satts till da Iy = 0.
Detsamma géller for xp da It = 0.

I_0 =20

I_T =1

At = Expression("1.0")
Bt = Expression("1.0")
Rt = Expression("0.5")
Qt = Expression("0.5")
S_0 = Constant (0.5)
S_T = Constant (0.0)
x_0 = Constant (0.0)
x_T = Constant (1.0)

Sedan definieras funktionsrummen. Mérk val att det Wj som skapas i FEniCS inte inne-
haller de yttre randvéirdena w, och w]f, Detta kommer medfora komplikationer senare i
programmet.

W_h = FunctionSpace (mesh, "DG", q)
U_h = FunctionSpace (mesh, "CG", g + 1)
V_h = FunctionSpace (mesh, "CG", g + 1)

I nésta steg séitts de tre funktionsrummen samman till ett trippelrum.

M_h = MixedFunctionSpace ([W_h, U_h, V_h])

I ekvation (5.50) summeras 6ver hoppen [xp],. I FEniCS atskiljs inre och yttre fasetter. For
att kunna berdkna hoppen i randpunkterna 0 och T skapas dérfor klasser som lokaliserar
randen (se avsnitt 5.2.4 for en djupare forklaring). Detta gors enligt:

class InitialBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0]) < DOLFIN_EPS

class EndBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0] - T) < DOLFIN_EPS

Nedanstaende tva rader kopplar samman partitioneringen med ovanstaende klasser.

facet_dimension = mesh.topology () .dim() - 1
boundary_parts = MeshFunction ("uint", mesh, facet_dimension)

Av klasserna ovan skapas sedan f6ljande instanser:

start_time = InitialBoundary ()
start_time.mark (boundary_parts, 0)
final_time = EndBoundary ()
final_time.mark (boundary_parts, 1)
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Notera att hoppen i randpunkterna i teorin ar & — &y och £n41 — En. Eftersom &y och {41
inte finns med i FEniCS:s dG-rum blir de endast & och —¢x i FEniCS.

De olika trial- och testfunktionerna skapas enligt

(x, u, z) = TrialFunctions (M_h)
(p_x, p_u, p_z) = TestFunctions (M_h)

Variationsformuleringen definieras i FEniCS pa foljande sétt

©

Expression("0.0")

a = inner (p_x, 2*Qt*x — grad(z) - Atxz)xdx + inner(p_u, 2+xRtxu — Btx*z)*xdx
+ inner (grad(x) - At*x - Btxu, p_z)*dx - inner (jump(x), avg(p_z))*dS
— inner (x, p_z)+*ds(l) + inner(x, p_z)xds(0)
L = Cxp_x*dx

C-uttrycket krivs da FEniCS inte accepterar en variationsformulering pa formen L = 0 eller
L = Oxp_xdx, utan den maste var enligt ovan fér att L senare ska bli en vektor.

Med hjilp av assemble skapas sedan finita elementekvationens matris och vektor:

M
b

assemble (a, exterior_facet_domains = boundary_parts)
assemble (L, exterior_facet_domains = boundary_parts)

Detta resulterar i ekvationssystemet Mz* = b*, dar b* = 0 har samma dimension som z* och

Q* 0 (/ﬁ)T
M=|0 R BT |,
A* B 0

dar Q* ar av storlek N x N och har féljande struktur:

20h 0 ... 0
0 2Qh
Q" =
0
0 0 20Qh

A* &r av storlek (IV 4+ 1) x N och har f6ljande struktur:

r (1—a%) 0 0 7
—(1+ak) (1-ab) 0 0
: . . 0
0 0 —(1+ak) (1-4db)
L 0 0 —(1+ab)]
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Variabelvektorn z* &r pa foljande form:

o

&N
Co

(N
Mo

"IN ]

Att matrisen som genereras av FEniCS inte helt 6verensstdmmer med teorin beror pa att
de yttre randvérden, =, och 3:;(,, utelimnas i FEniCS:s funktionsrum. Hér kravs alltsa att
matrisen och vektorn justeras for att 16sningen ska bli korrekt. For att kunna &ndra i matrisen
och vektorn objektomvandlas de enligt:

M
b

M.array ()
b.array ()

For att justeringen av matrisen ska bli smidigare undviker vi att dndra dess dimension. Den
information som saknas &r

(I = 10)(250&0 — mo) =0, (5.66)

(I = I7)(257éN+1 +nn) =0, (5.67)
Io&o = o, (5.68)

Iréni1 = 2. (5.69)

Om Iy = 1 elimineras ekvation (5.66) och & = xg blir given. Om déremot Iy = 0 elimineras
ekvation (5.68), och (5.66) blir 250y — 1o = 0 dér & och 7y dr okéinda. Alltsd maste matrisen
och vektorn justeras beroende pa vilket fall som géller. Nedan beskrivs vilka justeringar som
ska goras i respektive fall.

Da Iy = 1 sétts {§§ = x¢ in i ekvationen som motsvarar férsta raden i A fran avsnitt 5.3.3.
xq flyttas sedan 6ver till hogerledet. Da Gverenstammer véinsterledet med forsta raden i A*.
Foljande forandring i b = (b1, ...,bsn42) gors:

bani2 = xo.
Om istéallet Iy = 0 sétts & = 2%0 in i ekvationen vilken motsvarar forsta raden i A. Detta
innebir att koefficienten f6r g i M maste &ndras. Fordndringen blir:
1
M@2N 422N 4+2) = ——.
(2N + )=-3 S0

Med liknande resonemang for I7 blir motsvarande féréndringar

bsny2 = —a7T

och

1

T

Ovanstaende blir med FEniCS-kod:
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if I_0 ==

b[2«(g + 1)*N + 1] = x_0(0)
else:
M[(2x(g + 1)*N + 1), (2x(g + 1)*N + 1)] = -1.0/(2.0%S_0(0))
if I_T ==
b[2x(g + 1)*N + N + 1] = -x_T(0)
else:
M[(2%x(g + 1)*N + N + 1), (2x(g + 1)*N + N + 1)] = -1.0/(2.0%xS_T(0))

I néista steg 16ses ekvationssystemet

solution = linalgSolve (M, b)

Losningsvektorn delas upp i de tre sckta losningarna

X_ = solution[0 : (g + 1)=*N]
u_ = solution[(g + 1)*N : (2x(g + 1)*N + 1)]
z_ = solution[ (2x(g + 1)*N + 1) : (3*x(g + 1)*N + 2)]

dar x_= (&1,...,&n), u_= (¢o,---,Cn) och z_= (ng,...,nN).

For att kunna generera FEniCS-funktioner av 16sningarna skapas nya vektorer av annorlunda
format och vérdena kopieras till dessa enligt:

x = uBLASVector ((gq + 1) *N)

xX.zero ()

for i in range((g + 1)=xN):
insertIndex = array([i], dtype = "I")
toInsert = array(x_[i])

x.add (toInsert, insertIndex)

u = uBLASVector ((g + 1)xN + 1)

u.zero ()

for i in range((g + 1)*N + 1):
insertIndex = array([i], dtype = "I")
toInsert = array(u_[1])

u.add (toInsert, insertIndex)

z = uBLASVector ((g + 1)*«N + 1)

z.zero ()

for i in range((g + 1)*N + 1):
insertIndex = array([i], dtype = "I")
toInsert = array(z_[1i])

z.add (toInsert, insertIndex)

Dérefter interpoleras vektorvirden till funktioner med hjélp av klassen Function

x = Function (W_h, x)
Function (U_h, u)
Function (V_h, z)

u

4

Slutligen plottas funktionerna

plot (x, title ="
plot (u, title ="
plot (z, title ="
interactive ()

Se Figur 5.8 respektive 5.9 for de plottar FEniCS-programmet ovan genererar fér z(t) re-
spektive u(t).
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Figur 5.8: Tillstandsfunktionen x(t) for ett styrproblem med koefficienter som Exempel 2 i
avsnitt 5.3.2.
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Figur 5.9: Styrfunktionen u(t) for ett styrproblem med koefficienter som Exempel 2 i avsnitt
5.3.2.

5.3.5 Fullstdndig kod

Listing 3: Kvadratisk-linjart styrproblem

mmn

This program solves a quadratic-linear optimal control problem with a
finite element method.

mmn

from dolfin import =
from numpy import x

o1




from numpy.linalg import solve as linalgSolve

N = 50 #Number of sub intervals.

T = 1 #Final time.

mesh = Interval (N, 0, T) #Mesh of N subintervals on the interval (0, T).
g = 0 #Degree of basis polynomials.

#Coefficients to specify the problem.

I_0 =20

I_T =1

At = Expression("1.0")
Bt = Expression("1.0")
Rt = Expression("0.5")
Qt = Expression("0.5")
S_0 = Constant (0.5)
S_T = Constant (0.0)
x_0 = Constant (0.0)
x_T = Constant (1.0)

#Definitions of function spaces.

W_h = FunctionSpace (mesh, "DG", q)

U_h FunctionSpace (mesh, "CG", g + 1)
V_h FunctionSpace (mesh, "CG", g + 1)

M_h = MixedFunctionSpace ([W_h, U_h, V_h])

#Classes to identify the boundaries.
class InitialBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0]) < DOLFIN_EPS

class EndBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and abs (x[0] - T) < DOLFIN_EPS

#Creates a mesh function to represent subdomains of the boundary.
facet_dimension = mesh.topology () .dim() - 1
boundary_parts = MeshFunction ("uint", mesh, facet_dimension)

#Creates instance of the boundary classes.
start_time = InitialBoundary ()
start_time.mark (boundary_parts, 0)
final_time = EndBoundary ()

final_time.mark (boundary_parts, 1)

#Defines test and trial functions.
(x, u, z) = TrialFunctions (M_h)
(p_x, p_u, p_z) = TestFunctions (M_h)

#Rhs 1in the abstract formulation 1is zero.
C = Expression("0.0")

#Defines the abstract formulation of the problem.
a = inner(p_x, 2*Qtxx - grad(z) - Atxz)xdx + inner(p_u, 2*Rtxu - Btxz)*xdx
+ inner (grad(x) — At*x - Btxu, p_z)*dx - inner (jump(x), avg(p_z))*dS
— inner(x, p_z)=*ds(l) + inner(x, p_z)*ds (0)
L = Cxp_x*dx

#Assembles system and connects the ds (i) symbols to A and L.

M = assemble(a, exterior_facet_domains = boundary_parts)
b = assemble (L, exterior_facet_domains = boundary_parts)
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#Defines NumPy matrix and vector to modify according to the method in
Kraft’s thesis.

M.array ()

b.array ()

M
b

#Adjusts the proper elements in the matrix.

if I_0 ==
b[2«(g + 1)*N + 1] = x_0(0)
else:
M[(2x (g + 1)*N + 1), (2x(g + 1)*N + 1)] = -1.0/(2.0%xS_0(0))
if I_T ==
b[2x(g + 1)*N + N + 1] = -x_T(0)
else:
M[(2%x(g + 1)*N + N + 1), (2x(g + 1)*N + N + 1)] = -1.0/(2.0%xS_T(0))
solution = linalgSolve (M, b) #Solves the problem using NumPy’s solve.

#Separates the solutions.

Xx_ = solution[0 : (g + 1)=*N]
u_ = solution[(g + 1)*N : (2%x(g + 1)*N + 1)]
z_ = solution[ (2x(g + 1)*N + 1) : (3*x(g + 1)*N + 2)]

#Create object of FEniCS objects representing the solutions.
x = uBLASVector ((g + 1)=xN)

X.zero ()

for i in range((g + 1)=xN):
insertIndex = array([i], dtype = "I")
toInsert = array(x_[1])

x.add (toInsert, insertIndex)

u = uBLASVector ((g + 1)xN + 1)

u.zero ()

for i in range((g + 1)*N + 1):
insertIndex = array([i], dtype = "I")
toInsert = array(u_[i])
u.add (toInsert, insertIndex)

z = uBLASVector ((g + 1)xN + 1)

z.zero ()

for i in range((g + 1)*N + 1):
insertIndex = array([i], dtype = "I")
toInsert = array(z_[1])

z.add (toInsert, insertIndex)

#Creates FEniCS Functions of the solutions.
x = Function (W_h, x)
u Function (U_h, u)
z = Function (V_h, z)

plot (x, title = "x
plot (u, title = "u")
plot (z, title = "z
interactive ()
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6 Diskussion

I det hér projektet har vi implementerat en finita elementmetod fér 16sning av optimala
styrproblem i FEniCS och undersdkt hur vil ldmpad programvaran &r for d&ndamalet. Meto-
den ar hamtad fran Krafts doktorsavhandling Adaptive Finite Element Methods for Optimal
Control Problems [2]. Under arbetets gang har vi stott pa tvad huvudsakliga problem med
implementationen av metoden. Dels att vissa av de funktionsrum som finns i FEniCS inte
Overensstimmer med metodens, dels att randvillkoren ignoreras da en diskontinuerlig Ga-
lerkinmetod anvinds. Problemen beror till stor del pa att FEniCS i forsta hand &r till for
partiella differentialekvationer, medan den metod vi anvinder for att 16sa optimala styrpro-
blem resulterar i ett system av ordinira differentialekvationer.

De diskontinuerliga funktionsrummen i finita elementmetoden Kraft beskriver innehaller tva
randvirden som ligger utanfér det egentliga intervallet. FEniCS tillhandahaller en annan typ
av funktionsrum som inte innefattar dessa tva yttre randvirden. Darfoér kommer den matris
som FEniCS réknar fram inte stdmma &verens med den fran teorin Kraft anvénder. I avsnitt
5.2 ger FEniCS en icke-kvadratisk matris, medan den enligt teorin ska vara kvadratisk. I
avsnitt 5.3 dr problemet ett annat. Systemet blir kvadratiskt, men storleken avviker fran den
teoretiskt forviantade.

Problemet med randvillkoren tycks bero pa att FEniCS inte stodjer automatisk applicering
av randvillkor pa diskontinuerliga funktionsrum. Att randvillkoren inte appliceras gor att
hogerledet i matrisekvationen blir en nollvektor. Detta resulterar alltid i en 16sning som &r
noll overallt, &ven om l6sningen till det ursprungsliga problemet dr en annan.

Ovanstaende tva problem 16ste vi genom att modifiera matriserna fran FEniCS sa att de
overensstdmde med teorin. For att gora detta krdvdes att matris och vektor typomvandlades,
men da kunde inte FEniCS inbyggda losningsmetod lingre anvéndas. Istéllet anvinde vi
Pythonbiblioteket NumPy:s ekvationslosare och konverterade sedan l6sningen till ett objekt
av FEniCS-typ.

Fran 16sningsproceduren ovan har vi skapat oss en uppfattning om FEniCS styrkor och svag-
heter. Bortsett fran den beskrivna problematiken har vi funnit att FEniCS tillhandahaller
funktionaliteter som underlidttar och automatiserar vissa steg i implementationen av meto-
den fran Krafts avhandling. Bland annat finns i FEniCS inbyggda klasser for att definiera
funktionsrum som &r centrala i finita elementmetoder. Dessa klasser gor det enkelt att variera
partitionering av intervall och gradtal hos basfunktioner. Det sistndmnda &r ett av de forslag
pa fortsatta studier som Kraft ger i sin doktorsavhandling.

En annan férdel med FEniCS &r den automatisering av 16sningsprocessen som programvaran
stodjer. Genom att sdtta upp problemet pa variationsform berdknar FEniCS automatiskt
den matrisekvation som finita elementmetoden resulterar i.

Vi har slutligen funnit att en onskvird funktionalitet i FEniCS skulle vara mojligheten att
konstruera egna funktionsrum, eller atminstone modifiera dem som redan finns. I vart fall
skulle vi haft anvindning av att kunna inkludera basfunktioner med stod utanfoér det intervall
som utgjorde definitionsmangd i problemet.

I borjan av projektet var tanken att vi &ven skulle jamféra FEniCS med annan programvara
samt skriva program for att 16sa optimala styrproblem med en adaptiv finita elementmetod.
Det visade sig dock att implementation av metoden icke-adaptivt 1 FEniCS var en tillrdckligt
omfattande studie. Diremot kan detta vara intressanta fragestéllningar for framtida projekt
inom omradet.

Nagra ytterligare &mnen for fortsatta studier kan vara att implementera de metoder Kraft
anvinder for ickelinjira styrproblem och for styrproblem med olikhetsbivillkor. Dessutom
kan det vara av intresse att titta pad mdjligheten att modifiera den diskontinuerliga finita
elementmetod som FEniCS stodjer. Aven om det inte #ir méjligt just nu finns chansen att det
kommer fungera i framtiden, da FEniCS &r en relativt ny programvara under utveckling.
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7 Slutsats

Vi har funnit att FEniCS &ar ett ldmpligt verktyg for 16sning av optimala styrproblem med fi-
nita elementmetoden fran Krafts doktorsavhandling, &ven om en del modifikationer i mjukva-
ran hade forenklat 16sningsproceduren. Da programvaran ar relativt ny och under utveckling
hoppas vi att detta kommer finnas med i senare versioner av FEniCS.

For framtida studier av optimala styrproblem i FEniCS foreslar vi arbete med:
e Modifiering av funktionsrum.

e Applicering av randvillkor fér diskontinuerliga metoder.

Adaptiv forfining av partitionering.

Ickelinjéra styrproblem.

Styrproblem med olikhetsbivillkor.
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A Matematiska definitioner

Definition A.1. Foér i, j positiva heltal definieras Kroneckers delta som

L, 1=y,
5ij =
0, annars.

Definition A.2. En funktional dr en avbildning
F: X —R,

dar X ar ett vektorrum och R ar dess skaldrrum [11].

Definition A.3. En bindrt diagonal matris A € R™*™ dr en kvadratisk matris pa
féljande form:

ail 0 N 0
0
A= a22 ’
0
0 0  amm

dir a; € {0,1},i=1,...,m.

Definition A.4. En funktion [ sdgs vara en glatt funktion om
fecr,

ddr p € N ar tillrackligt stor i sammanhanget.

Definition A.5. En Langrangemultiplikator anvinds for att skriva om ett optimerings-
problem pa formen

minimera  f(z),

under bivillkoret g(z) =0,
till det ekvivalenta problemet
minimera  f(x) + Ag(z),

dar X dr Lagrangemultiplikatorn [17].

Definition A.6. Ett Sobolevrum H*(Q,R") dr ett vektorrum av funktioner f(z) dir f €
R" och x € Q C R? som definieras

H¥(Q,R") = {f € L*(Q): 07 f € L*(Q), Vl|a| <k},

dir o= (o1, ...,0q), |a] = a1+ +ag, 0% =021 .09 och L2(Q) = {u: ([, [u*dz)'/? <
oo} [7].
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Definition A.7. Skaldrprodukten (u,v) mellan tvé vektorer uw = [uj,...,un] och v =
[v1,...,v,] defineras enligt [6]

n
(u,v) = Z U V;.
i=1

Definition A.8. Fréchetderivatan G av en funktional F(z) verkande pd testfunktionen h
ar en lingdr operator som uppfyller

F(z+h) = F(x) + Gh + €(h),

dar

Detta G betecknas F'(z)h [12].

Definition A.9. En reell matris A € R™*™ kallas positivt definit om

T Ax >0, VYze R™.

Definition A.10. En reell matris A € R™*™ kallas positivt semidefinit om

T Ax >0, VY&e R™.

Definition A.11. En polytop dr ett geometriskt objekt som utgér en delmdngd av R™ och
vars rand utgérs av ett dndligt antal hyperplan. Det dr sdaledes en generalisering av objekt
som polygon och polyedrar till godtycklig dimension [9].

Definition A.12. Antag en n-dimensionell polytop®. En fasett ir da en (n—1)-dimensionell
polytop som utgor en del av den n-dimensionella polytopens rand [10].

Definition A.13. En filjd {z;};-, dr en Cauchyfoéljd om det for varje e > 0 finns ett
positivt heltal N som uppfyller [1]

|z — xm| <€, Vm,n> N.
Definition A.14. Ett Banachrum dar ett normerat vektorrum som dr komplett med av-

seende pa denna norm. Det innebir att varje Cauchyféljd'” i rummet konvergerar mot ett
gransvdrde i rummet [8].

Definition A.15. En funktion f(x) sdgs vara o(zP) dd x — 0 om [13]

f(z)

" —0, x—0.
X

16F6r definition av polytop se Definition A.11 i detta avsnitt.
L7F6r definition av Cauchyfdljd se Definition A.13 i detta avsnitt.

57



Referenser

1]

2]

3]

[4]

[5]

6]

[7]

18]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]

Eriksson, K. et al. Computational Differential Equations. Lund: Studentlitteratur.
1996.

Kraft, K. Adaptive Finite Element Methods for Optimal Control Problems. Goteborg:
Chalmers tekniska hogskola. 2011.

Heath, M. Scientific Computing: An Introductory Survey. New York: McGraw-Hill
Companies. 2005.

Asadzadeh, M. An Introduction to the Finite Element Method (FEM) for Differential
Equations. Chalmers: Lecture notes. 2012.

Jonsson, U. Varfor lisa optimal styrteori?. http://www.math.kth.se/optsyst/
grundutbildning/5B1872/5B1872reklam.html (tilltrddd 29 april 2012).

Wolfram  MathWorld. Dot  Product. http://mathworld.wolfram.com/
DotProduct.html (tilltradd 5 april 2012).

Wolfram  MathWorld.  Sobolev Space. http://mathworld.wolfram.com/
SobolevSpace.html (tilltradd 3 april 2012).

Wolfram MathWorld. Banach Space. http://mathworld.wolfram.com/
BanachSpace.html (tilltrddd 6 april 2012).

Wolfram MathWorld. Polytope. http://mathworld.wolfram.com/Polytope.
html (tilltrédd 6 april 2012).

Wolfram MathWorld. Facet. http://mathworld.wolfram.com/Facet.html
(tilltradd 6 april 2012).

Encyclopedia of Mathematics. Functional. http://www.encyclopediaofmath.
org/index.php/Functional (tilltradd 27 mars 2012).

Encyclopedia of Mathematics. Fréchet derivative. http://www.
encyclopediaofmath.org/index.php/Frechet\_derivative (tilltradd
6 april 2012).

Rade, L, Westergren, B. Mathematics Handbook for Science and Engineering. Femte
upplagan. Lund: Studentlitteratur. 2004.

Numpy developers. NumPy. http://numpy.scipy.org/ (tilltraddd 6 april 2012).

Logg, A. Mardal, K-A. Wells, G-N. Automated Solution of Differential Equations by
the Finite Element Method, The FEniCS Book, Chicago: Springer. 2011.

FEniCS Project. Documentation. http://fenicsproject.org/
documentation/dolfin/1.0.0/python/genindex.html (tilltrddd 22 april
2012).

Encyclopedia of Mathematics. Lagrange multipliers. http://www.
encyclopediaofmath.org/index.php/Lagrange_multipliers (tilltradd 1
maj 2012).

98



