Topologi och geometri for allmén
relativitetsteori

En introduktion till matematiska metoder for modern fysik

Institutionen for Fundamental Fysik, Chalmers
Handledare: Per Salomonson
Examinator: Christian Forssén

Jens Nordmark Georg Treuter Peter Lindgren Lauritzson
Linnea Wikman Jacek Sordyl

24 augusti 2011



Abstract

This report is a literature study in geometry, topology and physics, pro-
duced with the intention to prepare for studies in general relativity. It has
the character of a textbook and its intended audience are persons with knowl-
edge equivalent to a bachelor of science degree in applied physics, applied
mathematics, or related subjects. The main focus is on the mathematical
methods of general relativity and the prerequisites for understanding these
methods. The text is concluded with some introductory examples from gen-
eral relativity, which demonstrate some of the concepts developed earlier.
The report is written on an introductory level with the primary purpose of
providing overview and motivation for further studies.



Sammanfattning

Denna rapport ér en litteraturstudie i geometri, topologi och fysik, skri-
ven med avsikten att forbereda for studier i allmén relativitetsteori. Den
har karaktéren av en larobok och dess malgrupp &ar personer med kunskaper
likvardiga med en kandidatexamen i teknisk fysik, teknisk matematik eller
liknande. Rapportens fokus ligger p4 matematiska metoder for allmén relati-
vitetsteori och féorkunskaper nédvandiga for att forsta detta. Texten avslutas
med nagra inledande exempel pa allmén relativitet som demonstrerar nagra
av begreppen som avhandlas i rapporten. Rapporten behandlar sitt &mne
pa en inledande niva och dess framsta syfte dr att ge en Gverblick och en
motivation for fortsatta studier.



Lista over symboler

For de begrepp dér vi inte hittat nagot allmant vedertaget svenskt ord har
vi gjort egna Oversdttningar som samlats i ordlistan, Appendix A.

e enhetselement

F (M) Rummet av glatta funktioner pa M
X (M) Rummet av vektorfalt pa M

L Liederivata

g Metrik

0 Kroneckerdelta eller Riemannmetrik
A Laplaceoperatorn

V Konnektion eller nablaoperator
Fﬁ/\ Konnektionskoefficient

7 Minkowskimetriken

€ Levi-Civita symbolen

(M) Méngden av r-former pa M
V# Kontravariant vektor

V,, Kovariant vektor

R!_, Riemanns kurvaturtensor

TF Torsionstensorn

S™ Den n-dimensionella sfaren

T? Torusen av genus ett

Y, Torusen av genus g



R De reella talen

C De komplexa talen

N De naturliga talen, 0 ¢ N

Q De rationella talen

K Om inget annat anges, godtycklig kropp
® Direkt produkt

@ Direkt summa

x Cartesisk produkt

A Kilprodukt
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Inledning

Denna rapport ar resultatet av ett kandidatarbete anordnat av institutionen
for fundamental fysik vid Chalmers tekniska hogskola, vars syfte ar att del-
tagarna ska tillgodogora sig kunskaper inom matematiska metoder vilka &ar
anvandbara inom teoretisk fysik.

Syfte

Rapporten syfte ar att pa ett intressevickande sétt formedla grundlaggande
kunskaper inom modern matematik och fysik. Nivan ar lagd sa att tred-
jearsstudenter inom teknisk fysik och matematik utan storre anstrdngning
skall kunna folja resonemanget. De &mnen som behandlas i rapporten har en
tendens att framstéllas pa betydligt mer avancerad niva i litteraturen som
néastan uteslutande ar skriven pa engelska. Texten ar skriven mer ledigt dn
vad som kanske ar brukligt inom rapportskrivning, vilken vanligen har en
mer akademisk karaktér. Detta ar ett medvetet val for att ldsaren inte skall
uppfatta texten som alltfor torr eller svarlast. Tanken ar att man skall vara
forberedd for fortsatta studier inom allmén relativitetsteori samt vara bekant
med &mnen inom modern matematik.

Huvudsakligen ligger Mikio Nakaharas bok Geometry, topology and phy-
sics (kapitel 2-7) till grund for rapporten, men &ven annan litteratur har
anvants for att técka de forkunskaper som Nakahara forutsétter och for att
férdjupa intressanta avsnitt. Forhoppningen ar att texten kan anvindas som
ett intressevickande laromedel om man vill fa 6vergripande kunskaper inom
topologi och geometri.

Amne

Geometri och topologi ar centrala i fysik, vilken utspelar sig i rummet. Vad
“rummet” ar for nagot har dock blivit en alltmer komplicerad fraga under
1900-talet och den geometri som fysiken anvénder dr inte ldngre euklidisk.
Krokta ytor finns i klassisk fysik, men i den moderna fysiken ar &ven rummet
krokt, detta pa ett sétt som varierar med massfordelningen i universum.



Rummet omfattar numera inte bara de tre rumsdimensionerna, utan tiden
ar sammanflitad med rummet varfér det talas om rumtid.

Detta leder till en matematiskt mer avancerad beskrivning av massiva
féremals rorelse, och &mnet for denna text dr de matematiska grundverktyg
som behdvs for att borja forsta rumtiden. Den matematik som har behand-
las har framst utvecklats under andra halvan av 1800-talet fram till férsta
halvan av 1900-talet, vilket 6verlappar med utvecklingen av relativitetsteo-
rin. Geometrins betydelse for fysiken begrédnsar sig dock inte till teorier om
gravitationen, utan symmetrier har en central betydelse i standardmodellen
for partikelfysiken som utvecklades under 1970-talet.

Texten borjar med en kortfattad forkunskapsdel ddr nédvandiga begrepp
inom gruppteori, topologi och tensorer presenteras. Dessa hor inte till tex-
tens huvudtema men dr oumbérliga forkunskaper for den fortsatta lasningen.
Gruppteori ar att &mne som handlar om att identifiera strukturer av olika
slag. Det utvecklades parallellt ur flera matematikomraden, vilka ursprung-
ligen inte tycktes ha sa mycket gemensamt, men blev sedan ett sprak som
fatt stor utbredning inom matematik och fysik. Ytterligare bakgrundmaterial
finns i bilagorna.

Topologi ar ett omfattande &mne som beskriver abstrakta egenskaper hos
sa kallade topologiska rum. Topologiska rum &r ett generellt begrepp och de
mest kidnda ar de tvadimensionella figurer som kan beskrivas topologiskt
som till exempel mdbiusband och torus. Typiska egenskaper som topologin
studerar hos sddana objekt ar huruvida de har “hal” samt om de dr samman-
héngande eller inte.

Huvuddelen av rapporten boérjar med att tillampa den topologiska och
algebraiska begreppsapparaten pa geometriska objekt i godtyckligt antal di-
mensioner, och identifiera en gruppstruktur som goér det mojligt att klassifi-
cera dessa objekt utifran specifika egenskaper.

Efter detta kapitel borjar det matematiskt mer komplicerade problemet
att beskriva generella icke-euklidiska rum. Begreppet mangfalder mojliggor
en beskrivning av rum som inte kan beskrivas av ett globalt koordinatsystem.
Man infor da lokala, 6verlappande koordinatsystem vilka kan betraktas som
euklidiska. Globalt kan alltsd méangfalder skilja sig fran klassiska euklidiska
rum medan de lokalt kan approximeras med sddana. Det kanske enklaste
exemplet dr sfaren, dar antipoden till origo alltid &r odefinierad, varfér man
maste lata tva koordinatsystem 6verlappa om alla punkter ska kunna tilldelas
véldefinierade koordinater. Har infors &ven de viktiga differentiella formerna
som behovs for att integrera 6ver allménna rum.

Vi atergar darefter till homologigrupperna och tillampar differentialfor-
mernas formalism p& dem, innan vi fortsdtter till Riemanngeometri, den
allménna relativitetsteorins matematiska formalism. Genom att inféra ett
avstandsbegrepp pa mangfalder gor vi det mojligt att konkret rakna pa dem
och da kommer tensornotationen till anvandning. I det sista kapitlet studerar
vi Einsteins faltekvation och nagra av dess analytiska 16sningar.
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Kapitel 1

Grupper

Den algebraiska strukturen som fatt namnet grupper har visat sig sam-
manfalla med ett flertal strukturer inom naturvetenskapen, framforallt inom
fysiken. Det fanns redan tidigt starka kopplingar mellan gruppteori och geo-
metri eftersom geometri var ett av de omraden ur vilken gruppteorin vixte
fram. Det &r darfor naturligt att grupper forekommer i fysiken. Ett annat
omrade ur vilket gruppteorin vixte fram var algebran, vilket skapade nya
kopplingar mellan algebra och geometri. Redan Lagrange studerade grupper
inom teorin for algebraiska ekvationer, men det var forst under mitten av
1800-talet som gruppteori borjade bli en sjdlvstédndig teori med kopplingar
till ménga olika omraden. Darefter har utveckling skett kontinuerligt under
senare halvan av 1800-talet och hela 1900-talet, en utveckling som fortsatter
an idag. De algebraiska strukturer som inte &r lika oumbérliga for huvudtex-
ten, exempelvis ringar och kroppar, avhandlas i appendix B. Att gruppteori
aterfinns i flera andra matematikomraden beror pa att grupper ar en abstrakt
struktur, alltsa en relation mellan allménna objekt. Teorin for grupper och
andra abstrakta strukturer kallas abstrakt algebra.

1.1 Begreppet grupp

Méngder och relationer &r allmédnna begrepp vilket betyder att man ofta
behdver avgrinsa sig till specifika méangder och relationer inom det aktuella
omradet. De reella talen och de operationer vi anvander pa dem &r ett konkret
exempel pa en avgransning man kan gora vilket &nda ger upphov till en
omfattande teori. Ett generellt begrepp som visat sig vara anvandbart &r

grupper.

Definition 1.1 (Grupp). En grupp {G, *} dr en méngd G och en binér ope-
ration! * : G x G — G som uppfyller féljande villkor:

'En bindr operation pa en mingd M &r en avbildning som till varje ordnat par av
element i M ordnar ett element i M. Méangden av alla ordnade par av en mangd M kallas
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e * Ar associativ
e det existerar ett identitetselement e sd att exa =axe=a Va € G

o det existerar ett inverst element a_; s att axa_1 = a_1xa = e
Ya € G

Det ar latt att verifiera att heltalen, Z, bildar en grupp under addition.
Detta giller inte for de naturliga talen vilka saknar inverser och identitetse-
lement under addition. Under multiplikation saknar bade de naturliga talen
och heltalen inverser. De rationella savail som de reella talen bildar grupper
under addition, och mangderna Q \ 0 samt R \ 0 bildar grupper under mul-
tiplikation. Observera att gruppoperationen i allménhet inte &r kommutativ
och darfor benamns grupper som har en kommutativ operation fér kommu-
tativa grupper. Dessa brukar ofta kallas abelska grupper efter den norske
matematikern Niels Henrik Abel. Delméngder av grupper bildar i allménhet
inte nya grupper under gruppoperationen, men man &r ofta intresserad av
de specialfall som gor det:

Definition 1.2 (Delgrupp). En delméngd G’ € G som bildar en grupp under
samma gruppoperation som G kallas for en delgrupp till G.

De rationella talen bildar en grupp under addition och &ar dérfér en del-
grupp av {R, +}.

1.2 Viktiga begrepp

Det finns en méngd olika relationer mellan grupper och vi skall ta upp de
viktigaste for den fortsatta ldsningen.

1.2.1 Isomorfi

En isomorfi ér en avbildning mellan tva grupper definierad enligt

Definition 1.3 (Isomorfi). Lat G vara en grupp under operationen * och
lat H vara en grupp under operationen -. En isomorfism fran G till H &r en
bijektion © : G — H sadan att O(a x b) = O(a) - O(b) Va,b € G. Om det
existerar en isomorfism fran G till H sa sdgs G och H vara isomorfa, vilket
betecknas G = H.

Villkoret pa © kan beskrivas som att isomorfismer bevarar gruppoperatio-
nen. Att en isomorfism dr en bijektion innebér ocksé att bada grupperna har

den kartesiska produkten av M med M och betecknas M x M. For tva olika méngder
kan man pa motsvarande sétt bilda en kartesisk méngdprodukt M x N som bestar av
alla ordnade par (m,n) sddana att m € M och n € N. Se appendix B {6r en mer utforlig
behandling av mangdlara och uteldamnade algebraiska begrepp.
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samma antal element vilket vidare innebar att tva isomorfa grupper har sam-
ma struktur och skiljer sig egentligen bara i notation. Det finns inget mate-
matiskt skal att skilja dem at. En isomorfism bevarar alla relevanta egenska-
per hos grupperna, sasom egenskapen att vara abelsk. Ett exempel pa isomor-
fa grupper kan vara méngderna {0,+1,42,...} och {zero,+one, two, ...}
under addition.

Exempel 1.1 (Logaritmen). Logaritmfunktionen med bas tio log;q (x) &r
definierad for positiva reella  som losningen till 101810 = 2. Den avbildar
x mindre dn ett pa ett negativt reellt tal, x = 1 pa noll och z > 1 pa positiva
reella tal. Den &r surjektiv och injektiv med exponentialfunktionen av bas
tio som invers, och alltsa ar den en bijektion. Notera att kardinaliteten av R
ar densamma som for R, som vi forutsade ovan.

Vi avbildar nu en produkt i RT pa R med logaritmen. 10°%10%¥ = gy,
men 1098107 = 2 och 10'9810¥ = y ger 10'98102¥ = gy = 101°810710!810Y =
109810 #+1o810¥ - Gruppoperationen bevaras och vi har visat att logaritmen
ar en isomorfi mellan {R",-} och {R,+}. Detta gor att multiplikation kan
ersittas med addition av logaritmer, som kan samlas i tabeller. En sarskilt
kompakt logaritmtabell ar rédknestickan, som var utbredd forr nér det var
béttre.

1.2.2 Homomorfi

Begreppet homomorfi liknar isomorfi men har svagare krav. En homomorfi
bevarar operationen men behover varken vara injektiv eller surjektiv. Iso-
morfismer ar specialfall av homomorfismer och definitionen &r snarlik:

Definition 1.4 (Homomorfi). Lat G vara en grupp under operationen * och
lat H vara en grupp under operationen -. En homomorfism fran G till H &r
en avbildning © : G — H sadan att ©(a *b) = O(a) - ©(b) Va,b € G.

Manga egenskaper hos isomorfismer géller &ven for homomorfismer:
e Oleq) =ep

* O(a!) = (6(a)™!

e O(a*) = O(a)*

Eftersom en homomorfism inte behdver vara bijektiv, kan mer &n ett
element ur G avbildas pa samma element i H. De element som avbildas pa
enhetselementet ar sérskilt viktiga och har fatt ett eget namn.

Definition 1.5 (Kérnan). Lat © : G — H vara en homomorfism. Méngden
av alla element @ € G sadana att ©(a) = ey kallas kiirnan av © och
betecknas ker©.

12



En av kédrnans viktiga egenskaper ér att den ar en normal delgrupp av
H, enligt foljande definition:

Definition 1.6 (Normal delgrupp). Om H é#r en delgrupp till G och ghg™! €
H Vh € H, g € G sa kallas H en normal delgrupp till G. Detta betecknas
H<«d

1.2.3 Cykliska grupper och generatorer

Om G &r en grupp och a € G s& betecknar vi méngden av alla heltalsmultipler
av a med (a) = {a" : n € Z}. (a) bildar i sig en delgrupp till G eftersom
a’ = e ger identitetselementet och a™™ ger inversen till elementet a™. Detta
kallas for att (a) genereras av a och en grupp som genereras av ett enda
element kallas for en cyklisk grupp. En grupp G som pé motsvarande sétt
genereras av ett dndligt antal element a1, a9, as, ..., a;, dar varje a € G kan
skrivas pa formen a = af' * ay? * ... * a;", kallas for en fri abelsk grupp
av rang i. For en beskrivning av multiplikativ respektive additiv notation,
se appendix B.

Exempel 1.2. {Z,+} &r en cyklisk grupp som genereras av 1.

1.2.4 Sidoklasser och kvotgrupper

Lat G vara en grupp och H en delgrupp till G. Lat relationen ~ vara defi-
nierad av:

a~b < ableH

Detta #r en ekvivalensrelation?, och dess ekvivalensklasser kallas for
hogersidoklasserna till H i G. Dessa skrivs:

Hg={hg:he H}

Vanstersidoklasser kan definieras pa motsvarande sdtt. Om H &r en
normal delgrupp till G kommer méngden av alla sidoklasser av H i G att
bilda en grupp, som definieras:

2En relation * pa en méngd M &r en ekvivalensrelation om den uppfyller tre villkor:
e Symmetri, a x a
e Reflexivitet, axb < bxa
e Transitivitet, axb & bxc = ax*c

Tva element som uppfyller en ekvivalensrelation ségs tillhora samma ekvivalensklass och
sddana ekvivalensklasser bildar en partition av méingden. Alla element i méngden till-
hor nagon av ekvivalensklasserna, eftersom alla element dtminstone tillhor sin egen klass.
Transitivitet gor att ett element inte kan tillhéra mer &n en ekvivalensklass, ty om tva ek-
vivalensklasser skulle 6verlappa s skulle de vara samma ekvivalensklass. Se &ven appendix
B.
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Definition 1.7 (Kvotgrupp). Lat H <G, och lat G/H vara méngden av alla
hogersidoklasser till H i G. Lat multiplikation av tva element (Hg1), (Hga) €
G/H definieras (Hg1)(Hg2) = H(g192). G/N bildar under denna operation
en grupp som kallas kvotgruppen av G med H.

Kvotgrupper har ett viktigt samband med homomorfi som vi kommer
anvianda senare.

1.2.5 Fundamentala homomorfisatsen

Sats 1.1 (Fundamentala homomorfisatsen). Lat G och H vara grupper, och
lat © : G — H vara en homomorfism fran G till H. Lat d&ven K = Ker(0).
Lat nu en avbildning 6 : G/K — H definieras av §(Ka) = O(a). Denna
avbildning &r en isomorfism fran G/K till H. Alltsa géller G/K = H.

1.3 Fysikaliskt viktiga grupper

Vi avser inte att repetera den litteratur av karaktéren definitionslista som
finns inom omradet gruppteori, utan néjer oss med en kortfattad genomgang
av de grupper vi kommer stéta pa langre fram.

1.3.1 Heltalsgrupper

Som tidigare ndmnts bildar heltalen Z en grupp med avseende pa addition.
n antal heltal kan inte bilda en grupp under addition men dock under ope-
rationen addition modulo n. Formellt definierar man en ekvivalensrelation
a = b (mod n) och tar mingden av ekvivalensklasserna [a] med operatio-
nen @ som uppfyller [a] @ [b] = [a + b]. Denna grupp betecknas Z,,. Det
visar sig att topologiska rum kan karakteriseras med hjalp av produkter av
abelska heltalsgrupper. Aven mingden som bara innehaller elementet noll
bildar en grupp under addition, och dyker bland annat upp i samband med
homologigrupper.

1.3.2 Permutationsgrupper

Permutationer av en méngd S &r bijektiva avbildningar av mangden S
pa sig sjilv. Man kan vilja funktionssammanséattning som operation och det
ar latt att verifiera att méngden av samtliga permutationer ar en grupp
med avseende pa sammanséttningen. Gruppen av samtliga permutationer
pa méngden S kallas for den symmetriska gruppen pa S och betecknas
Sym(S). Da S utgors av de n forsta heltalen betecknas symmetrigruppen av
dessa S,,. Delméngden av S5, bestaende av de jamna permutationerna bildar
i sin tur en grupp, den alternerande gruppen av grad n, betecknad A,.
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1.3.3 Matrisgrupper

Matrisméangder kan bilda grupper under matrismultiplikation men generellt
maéste determinanten vara skilld ifran noll for att det ska finnas inverser till
alla element. GL(n,R) och GL(n,C) betecknar grupperna av n X n-matriser
med nollskild determinant och med reella respektive komplexa element. GL
star for General Linear. En annan anvindbar matrisgrupp ar SL(n,R) och
SL(n,C) dar SL star for Special Linear vilka &r grupperna av matriser med
determinant lika med ett.

Den ortogonala gruppen O(n,K) ar gruppen av ortogonala n X n-
matriser med element ur kroppen® K. Analogt med GL och SL kan man
definiera den speciella ortogonala gruppen SO(n, K) som ér de element i mot-
svarande ortogonala grupp som har determinanten ett. I fallet n = 3, K =R
representerar dessa grupper symmetrioperationer pa sfiren, respektive rota-
tioner av sfiren.

En generalisering av de ortogonala grupperna ér den unitira gruppen
vilket dr gruppen av alla n X n-matriser som ldmnar langden av en komplex
vektor invariant. Denna egenskap &ar ekvivalent med att konjugatet av trans-
ponatet dr lika med inversen. Vi har precis som tidigare en SU(n, C) dar alla
element har determinanten ett och en U(n,C) dar determinanten &r skild
fran noll.

1.4 Avslutning

Detta kapitel har presenterat de begrepp ur gruppteori som ar oumbérliga for
den fortsatta texten. For larobodcker i gruppteori hanvisar vi till det inledande
héftet av Brzezinski[5], den mer omfattande boken av Durbin[2| och den
avancerade boken av Simon|3].

3Begreppet kropp inkluderar de reella talen R och de komplexa talen C samt en méngd
andra strukturer, begreppet forklaras i appendix B
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Kapitel 2

Tensorer

Stora delar av den moderna fysiken formuleras med tensorer, dessa gor nota-
tionen betydligt mer kompakt och &r en naturlig fortséttning pa begrepp vi
redan kénner till. Innan vi borjar med definitioner och formella tolkningar,
lat oss betrakta nagra exempel pa tensorer for att fa en kinsla for vad det
handlar om. Ligg mérke till att varje tensor specifieras med tva tal (k,1).
Har kommer nagra exempel:

e En (0,0)-tensor ar en skalir, dvs ett element i en kropp.
e En (1,0)-tensor &r en vektor.

e En (2,0)-tensor dr en bivektor, dvs ett geometriskt objekt som &r skilt
fran vektorer och skalérer, och bivektorn av tva vektorer a, b har samma
absolutbelopp som arean av parallellogrammet som spanns upp av de
tva vektorerna.

0, 1)-tensor ar en linjar funktional, &ven kallad kovektor.

1,2)-tensor ar en kryssprodukt.

En (

e En (0, N)-tensor ar en determinant.
En (

e En (

1,1)-tensor &r en linjar avbildning.

Det framgar hér att en (0, k)-tensor dr nadgot som ’omvandlar’ k stycken
vektorer till en skaldr. De exempel som tagits upp ar ocksa linjéra i varje
argument, och vi kan nu férsoka konkretisera vad en (0, k)-tensor egentligen
ar:

En (0, k)-tensor ar en funktion som &r linjir i varje argument och &r defini-
erad mellan® V* och R.

'WE =V xV x..xV,k ganger
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Lat oss nu undersoka (k, 0)-tensorer lite ndrmare. De ser ut att vara gene-
raliseringar av vektorer till hogre dimensioner, sa kallade multivektorer, men
kan vad mer kan utldsas? En (1,2) kan vara till exempel en kryssprodukt,
vilken ur tva vektorer skapar en tredje. Detta tyder pa att man kan se en
(m,n)-tensor som en funktion som tar in n stycken vektorer och ger ut m
vektorer.

Vidare fungerar denna idé &dven for en (1,1)-tensor eftersom en linjér
avbildning fran ett vektorrum till ett annat tar en vektor fran férsta rummet
och producerar en vektor i det andra. Dessa observationer leder oss till var
forsta tensordefinition. Det finns flera olika definitioner av tensorbegreppet
och hir nedan kommer vi att ga igenom flera for att verkligen fa forstaelse
for vad en tensor ar. Var forsta definition borde nu kénnas naturlig:

Definition 2.1 (Tensordefinition 1). En (k,1)-tensor &r en multilinjar funk-
tion T : VI — VF,

En multilinjar funktion &ar en funktion som &ar linjér i alla argument. Dock
ar linjara funktioner i allménhet enklare att hantera &n de multilinjéra. Det-
ta kommer att leda till andra tensordefinitioner men lat oss forst formalisera
multilinjdritet. Vi véljer att borja med bilinjaritet eftersom detta ar det enk-
laste fallet och vi kan darefter analogt utvigda begreppet. Fortsdttningsvis
kommer alla skaldrer antas tillhora R.

Definition 2.2 (Bilinjéritet). Lat X, Y, Z vara vektorfélt, och ¢ : X xY —
Z en bilinjar avbildning. Detta innebér:

i ¢($1+$2,y) :¢(x17y)+¢(x27y)
b ¢(x7y1+y2) = ¢($ayl)+¢($792)
o (cz,y) = d(z,cy) = co(z,y)

En bilinjar avbildning ar alltsd en avbildning som &r linjar i bada argu-
menten.

Innan vi gar vidare ar det viktigt att podngtera att vektorrummen vi
ror oss i da vi behandlar méngfalder dr tangentrummen TpM och att en
(n,m)-tensor da ror sig fran TpM™ till Tp M™. Begreppen méangfalder och
tangentrum kommer att tas upp senare i texten, se kapitel 5.

2.1 Tensorer och tensorprodukt

I detta avsnitt kommer vi att ta upp fler tensordefinitioner och binder ihop
dem med den definition vi redan har lagt. Lésare som har en god forstaelse
for tensorer kan hoppa over detta avsnitt. Har kommer vi att fordjupa oss i
ett for manga av var malgrupp nytt begrepp.
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Innan vi fortsidtter behover vi definiera nagot som kallas tensorprodukt,
och detta for att tensorprodukten ar den mest generella bilinjira operatio-
nen. Vad som menas med detta kommer att bli klarare efter definitionen
nedan. Med hjalp av tensorprodukten kan vi linjirisera vara multilinjara
avbildningar, nagot som gor dessa lattare att behandla.

Definition 2.3. Tensorprodukten av tva vektorrum V, W &r ett vektor-
rum 7" och en bilinjar avbildning p : V x W — T sadan att for varje vektor-
rum Z och varje bilinjér avbildning ¢ : V- x W — Z existerar en och endast
en homomorfism f : T — Z sadan att fp = ¢. Vektorrummet som bildas
kallas tensorproduktrummet av V' och W och betecknas V @ W.

Lagg mérke till att dim (V @ W) = dim(V) - dim(W).

Det ar ldtt att gora en analog definition for trilinjara och multilinjara
avbildningar (byt ut bilinjar mot multilinjar och 14t avbildningarna vara fran
fler vektorrum) for att fa en generell definition av tensorprodukt?. Viktigt
att lagga maérke till 4r att en bilinjar definition av tensorprodukt anvénder
sig av tva vektorrum, en trilinjar av tre, och sa vidare . ...

En annan intressant egenskap hos den allménna definitionen av tensor-
produkten for ett godtyckligt antal vektorrum &r att tensorprodukten av
rummen Vi, ..., Vg, dvs V1 ® ... ® Vj, &r isomorf med (((V1 ® Va) ® V3)...@ V).
Det betyder att det rdcker med den bilinjara definitionen da det sedan gar
att iterera over de skapade tensorproduktrummen for att fa fram den multi-
linjéra definitionen.

Nagot att tdnka pa ar om det faktiskt existerar ett vektorrum och en
bilinjér avbildning som uppfyller kraven ovan. Vi bevisar inte detta, men
existensen av tensorprodukt kan bevisas genom direkt konstruktion, se till
exempel Brzezinski [6], s. 59, (4.7).

Lat oss studera om en tensorprodukt som uppfyller ovanstaende egen-
skaper faktiskt linjariserar en bilinjar avbildning mellan tva vektorrum. Det
kan inses genom f6ljande isomorfismer. Lat Lin(X,Y") och Bil(X,Y") beteck-
na mangden av alla linjara respektive bilinjdra avbildningar mellan X och
Y. Lat aven (T, p) vara tensorprodukten av M och N. For ett godtycklig
vektorrum P géller nu:

Lin(T, P) = Bil(M x N, P) = Lin(M, Lin(N, P))

Detta betyder att for varje bilinjar avbildning mellan V' x W och Z
induceras en unik linjdr avbildning fran V @ W till Z, och mer generellt
kan vi genom tensorprodukten ga fran multilinjira avbildningar till linjéra
avbildningar, vilket var vart mal.

En sista anmérkning &r att man kan tanka sig tva tensorprodukter 7" och
T’ for samma vektorrum M och N, till exempel genom p/ = Ap for nidgon
matris A med nollskild determinant. P& detta sétt kan man finna manga

2Den allménna definitionen finns i C
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tensorprodukter for samma vektorrum, men det kommer inte att inverka
eftersom alla tensorprodukter av samma vektorrum &r isomorfa, nagot som
kan ses pa foljande sitt:3

Lat (T, p), (T', p') vara tva tensorprodukter av vektorrummen M och N.
Det betyder att det existerar en isomorfism f : T — T’ s& att fp=p

Definition 2.4 (Tensordefinition 2). En (n,m)-tensor ar en linjar avbildning
fran @"V* @™ V till R

Aven hir ser vi att vi far ut en n-vektor av en (n, m)-tensor, eftersom en
n-vektor ar dualen till en n-form (duala vektorrummet till ett dualt vektor-
rum &r isomorft med vektorrummet). Detta betyder att en n-vektor verkan-
des pa en n-form bildar en skaldr. Mer specifikt &r en tensor 1" som &r en
linjar funktion fran V* — R en vektor, vilket styrker att denna definition &r
ekvivalent med var forsta tensordefinition.

Observera att vektorrummen vi rér oss i da vi behandlar mangfalder
dr som alltid Ty M och TpM, och att en (n,m)-tensor alltsa ror sig fran
QVIyM @™ T, M till R. Vi tar upp detta mer i kapitel 5.

Lat oss innan vi gar vidare beskriva hur man byter bas for en tensor. Vi
ser pa exemplena i inledningen av detta avsnitt att en tensor ar ett geomet-
riskt objekt, och darfor blir uttryckt olika i olika baser. Vi vet dven sedan
tidigare hur vektorkoefficienterna &dndras i olika baser, nu ska vi visa vad
som hénder med tensorkoefficienterna. D& vi visat basbyte for tensorer kan
vi utnyttja det for vektorer - vektorer &r som vi nu vet specialfall av tensorer.

Lat eq, ..., e, och el, ..., e" vara vara ursprungliga baser for V och V* re-
spektive. Detta betyder att e;e/ = ;. Sig aven att ey, ..., e, och el .. e
ar vara nya baser for V och V* respektive. Vidare lat P = [pi | vara dvergangs-
matrisen mellan vektorrumsbaserna. Da ar det uppenbart att: e;; = pg,ej (av
definitionen for 6vergangsmatris).

Detta ger, med P~! = [p}]t att e = p;'-/ej. Lagg marke till var i’ ar, vi
anvander inversen till P vid basbyte for den duala basen.

Sats 2.1. Lat T vara en (k,)-tensor. Da har vi:
T=a"""e .. e, RN ®..Qel = ikl €, Q... ®p;£eik ®p§}ej1 ®
1

1w g1--a1Pin
. @ plled
J1
D R 1 i1 p.71 pjz
V8 Ay i = Py p'Lk S T

Vi ser att en vektor (dvs en (1,0)-tensor) &dndrar sina koordinater i bas-
byte genom multiplikation med P!, vilket vi kallar kontravariant. En kovek-
tor ddremot dndrar sina koordinater genom multiplikation med P, vilket vi
kallar kovariant. Transformationslagarna vi tagit fram ovan betyder att om
en bas transformeras pa ett visst sitt kommer en vektor transformeras med

3Brzezinski [6]

19



inversen till basen - roterar en bas &t ett hall roterar vektorkoordinaterna
at andra hallet, vilket motiverar namnet kontravariant. Motsatsen géller for
kovektorer, darav namnet kovariant. Mer allmént séger vi att en (k, [)-tensor
ar k-kontravariant och l-kovariant.

2.2 Fler tensordefinitioner
Lat My beteckna matrisen med koordinaterna for tensorn 7', da har vi:
M} = P ' MyP. (2.1)

Detta leder oss in pa nya sétt att tensorer. Det gar ndmligen att definiera
tensorer som ett objekt vilket vid basbyte transformeras enligt ekvationen
(2.1) ovan. Den formella formuleringen f6ljer.

Definition 2.5 (Tensordefinition 3). Lat B(V') vara méangden av alla baser
i ett vektorrum V.
Da séger vi att en (k,1)-tensor ar en funktion T,

T:B(V) = RN {e;} — (alt )

J1---J1

dir N = n** n = dim(V), sadan att for vilka tva baser som helst kom-

/

o il i
mer motsvarande vektorer (a*'"**) och (a ! %) att uppfylla a "% = p ...
( Jl---Jz) ( J{-uJ{) PPLY 3131 Py

PGP, P,

Detta ar en bekvam definition, eftersom en tensor nu ar ett objekt som
transformeras péa specifika sitt. Det ar alltsa ett sitt att pavisa hur anvind-
ningen av tensorer inom matematik sker, och manga egenskaper kan hérledas
fran dessa transformationslagar. En férdel med denna definition ar att man
fran sjalva definitionen tvingar tensorer att vara geometriska objekt som i
grunder &r desamma i olika baser, de har bara olika representation i olika
baser. En vektor ar en viss riktning och stricka oavsett bas, men sjélva rikt-
ningen och strickan beskrivs olika beroende pa bas. Nackdelen med denna
definition &ar att det kan vara svart att tolka vad den betyder. Detta &r en
anledning till varfor vi inte véljer tensordefinition 3 som var huvuddefinition,
men den dr bland annat populédr hos ingenjorer och fysiker.

Definition 2.6 (Tensordefiniton 4). En (k,[)-tensor &r ett element i tensor-
produkten @VF* @! V*.

Detta ar en kort och koncis definition, det géller dock att forsta tensor-
produkten.

Definition 2.7 (Tensordefinition 5). En (k,[)-tensor &r en linjir avbildning
RV — &FV.
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Denna definition utnyttjar att tensorproduktrummet ®V* @' V* &r iso-
morft med rummet av alla linjira avbildningar fran ®'V till ®*V. Detta
borde kdnnas naturligt, eftersom rummet av alla linjara avbildningar fran
@'V till @*V #r isomorft med rummet av alla multilinjéra avbildningar V*
till V. Var forsta definition var just att en (k,])-tensor r en multilinjir
funktion le VS VR

Vi har nu gatt igenom flertalet olika definitioner av tensorbegreppet och
hérefter kommer nagra korta punkter vi vill belysa lite extra. En tensor &r
ett geometrisk begrepp, vilket visas genom dess transformationsregler. En
tensor ar ocksa en generalisering av tidigare kinda begrepp och sist sa ser vi
att det finns méanga synsitt att se pa samma objekt.

2.3 Lite kort om typer samt manipulationer av ten-
sorer

Detta avsnitt ar till for att ge mer inblick i tensorer och vi kommer att
aterkomma till mycket av innehéallet hér i senare delar av denna rapport. Vi
har redan tagit upp kovarianta och kontravarianta tensorer, vilka ar (k,0)-
tensorer och (0,)-tensorer respektive. Lat oss se nagra andra anvindbara
och vanliga klassifieringar av tensorer.

Definition 2.8. En symmetrisk tensor ar en tensor som &r invariant under
permutationer av dess vektorargument, dvs om T;,;,. i, = T3, ivo..iyy, dor O
betecknar en permutation.

En symmetrisk tensor &r alltsa en tensor som &r likadan oavsett ordning
pa sina index. Detta &r en smidig egenskap eftersom det da ar mojligt att
kasta om index i uttryck utan att dndra uttrycken i fraga, vilket kan under-
latta utrakningar. Ett exempel pa en symmetrisk tensor ar metriktensorn -
avstandet dr samma oavsett i vilken ordning det skrivs. Metriktensorn ar en
(0,2)-tensor.

Precis som for matriser gar det att diagonalisera en symmetrisk tensor
av rank 2, med det menar vi att det ar mdojligt att skriva en symmetrisk
tensor T av rank 2 definierad pa ®2?V som:

T:Z:tvi@)vi

7

dar v; € V.

Definition 2.9. En antisymmetrisk, éven kallad alternerande, tensor
pa tva argument i, och i,41 dr en tensor som byter tecken d& ¢, och 4,41
byter plats:

T =T,

169 ining1. ik 1192 ing 1in . ik

Exempel pa detta ar elektromagnetiska tensorn.
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Definition 2.10. En totalt antisymmetrisk tensor dr en tensor som &r
antisymmetrisk over alla sina argument.

Hér har vi ett klassiskt exempel i Levi-Civita-tensorn , vilken &r definie-
rad enligt

1 om a b ¢ ... ir en jamn permutation
om a b c ... 4r en udda permutation

0 annars

Precis som for symmetri ar antisymmetri en egenskap som ofta underlét-
tar utrédkningar.

2.3.1 Manipulationer

Sparet av en tensor é&r, i full analogi med linjar algebra, skaldren som bildas
genom att summera elementen pa diagonalen

t?”(T) = T’”

Notera att definitionen ovan géller for tensorer av rank 2. Det dr mojligt att
definiera sparet av en tensor med rank > 2, men det kommer vi inte att gora
har.

Vi kan dven transformera om tensorer fran kovarianta till kontravarianta,
och vice versa, vilket ses genom att index hdjs och sanks. For att gora detta
anvinder vi metriktensorn. Lat A vara en (1, 1)-tensor, och g¥/ vara inversen
till metriktensorn g;;.

Aca - chAZ
Adb — gdaAb

a
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Kapitel 3
Topologi

Topologi handlar om att studera de rumsliga egenskaperna av olika objekt
vilka sedan kan klassifieras utifran dessa. Det har visat sig att om man de-
formerar ett objekt pa ett kontinuerligt sétt &ar alla intressanta egenskaper
oférandrade. Denna invarians under kontinuerliga deformationer utgor grun-
den for stora delar av topologin och mycket handlar om att hitta egenskaper
som &r invarianta under sadana deformationer. Om tva olika objekt skiljer
sig med avseende pa en viss egenskap, kan dessa inte deformeras till varandra
pa ett kontinuerligt siatt och darfor sa ar det meningsfullt att klassifiera olika
objekt utifran deras topologiska invarianter.

3.1 Grundlaggande topologiska begrepp

Den inledande beskrivningen hér ovan har varit oprecis. Objekt, deformatio-
ner och egenskaper &r oklart definerade begrepp, men topologin skulle inte
vara en vetenskap om inte dessa begrepp kunde goras matematiskt precisa
vilket ar det vi ska gora i detta avsnitt.

3.1.1 Topologiska rum

Det mest allménna objektet som studeras i topologin ar det topologiska
rummet.

Definition 3.1 (Topologiskt rum A). Ett topologiskt rum &r ett par
(X,T), dar X &r en méngd och T en méngd delméngder av X, sddana att
X och T uppfyller foljande:

(i) Nollméngden och X &riT.
(ii) Unionen av varje godtycklig méngd element i 7" dr i T.
(iii) Snittet av varje godtycklig dndlig méngd element i 7" ar i 7T
T sages ge en topologi till X och varje méangd X kan ges olika topologier.
Paren (X, T) ar da olika topologiska rum. Elementen i T" kallas 6ppna méng-
der, och detta skall ses som en definition av begreppet 6ppen méangd. Om
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den specifika topologin ar underforstadd, eller inte ar viktig i sammanhanget,
brukar det topologiska rummet lite slarvigt bara beteckas med X.

En ekvivalent definition av vad som &r ett topologiskt rum kan goras
med hjélp av matematiskt symbolsprak. Vi ger denna definition ocksa och
lasaren bor jamfora bada definitionerna (3.1) och (3.2) med varandra for att
fa en full forstaelsen av dessa.!

Definition 3.2 (Topologiskt rum B). Ett topologiskt rum é&r ett par
(X,T), dar X &r en méngd och T = {U;|U; C X,i € I}, déar I &r en
méngd tal € N, sa att X och T uppfyller féljande:

i) 0, XeT.

(ii) VJ : UjeU; € T, déir J ér en méngd tal € 1.

111 :Nkerg U € 1, dar K ar en andlig mangd tal € 1.
) VI U. e T. dir K & sl snod tal € T

Lat oss ta ett enkelt exempel for att illustrera begreppet ’topologiskt
rum’. Betrakta médngden X = {A, B,C'}. For att skapa ett topologiskt rum
ur X maste vi hitta en mangd delmangder 7" som ger X en topologi. Det
forsta kravet pa T ar att det innehaller bade X och nollméngden. Om vi véljer
T = {0, X'} ser vi att bade krav (ii) och (iii) ar uppfyllda, och denna topologi
brukar kallas for den triviala topologin. Det finns dock fler topologiska rum
som kan skapas ur X. X’s mojliga delméangder ar (), A, B, C, {A, B}, {A,C},
{B,C} och X.?2 Om T #r méngden av alla dessa delméingder sa ger T ocksa
en topologi 4t X (kallad den diskreta), men i andra fall méaste vi se upp:

T = {0, X, A, B} ger inget topologiskt rum eftersom AU B = {A,B} ¢ T

T ={0,X,{A, B},{B,C}} ger inget topologiskt rum eftersom
{A,B}n{B,C}=B¢T

T ={0,X,A,{A, B}} ger diremot ett topologiskt rum (X,T')

Méngden av alla reella tal, R, eller méngden av alla n-tipler av reella tal,
R™, &r ett vektorfilt, men vi kan dnda ge det olika topologier och gbra topo-
logiska rum av det. En vanlig topologi &r méngden av alla 6ppna omraden
(a1,b1) X ... X (an,by), for R de 6ppna intervallen (a,b), och deras unioner.
Topologin som ges pa detta satt kallas for den vanliga topologin. I allménhet
sa gar det bra att tdnka pa R™ och olika delméngder darav som topologiska
rum, dar den vanliga topologin ar underférstadd.

Notera att vi i det tredje villkoret i definitionen for topologiskt rum (3.1)
kréver en dndlig mingd element. Lat oss studera varfor det ar viktigt. Om
vi till exempel tar talmangden R, sa skulle ett snitt av en odndlig méngd
element av typen (—% +a, % +a),n € N, dir a ar ett konstant reellt tal, bli
talet a. For den vanliga topologin innebér detta att den maste innehalla alla

!Det finns flera sitt att definiera topologiska rum pa. Den intresserade lisaren upp-
muntras till att jaimfora de definitioner som ges hér med dem i Nakahara [1] och Armstrong

[7].

2Observera att nollméngden (} ingar i varje méngd.
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delméngder av R, annars gar det alltid att ta ett odndligt snitt s& att vi far
ett element som inte &r del av topologin. Den vanliga topologin skulle bli till
den diskreta och da fa andra egenskaper an de vi vill.

Topologiska rum &r allménna och dérfor vill vi ofta introducera ytter-
ligare strukturer i rummet Detta &r nagot som vi gor efterhand. I kapitlet
“Mangfalder” (kapitel 5) kommer vi att kréva att det topologiska rummet
har en viss struktur som lokalt ser ut som R, och dessutom att 6vergangen
mellan dessa lokala strukturer &r glatt. Vi far en struktur - en differentierbar
mangfald - som tillater att vi generaliserar manga begrepp fran analysen,
som integraler och derivator. I avsnittet “Riemanngeometri” (kapitel 7) 14g-
ger vi till &nnu en struktur, en typ av avstandsfunktion kallad metrik, vilken
tillater oss att definiera avstandsrelaterade begrepp som till exempel léangd.
Topologiska rum i sig innehaller dock redan tillrackligt mycket struktur for
att vi skall kunna tala om ’rumsliga’ begrepp som nérhet, kontinuitet, kom-
pakthet och att rummen dr sammanhéngande.

Med definitionen av det topologiska rummet ar det nu mojligt att ge en
allmén definition av kontinuitet.

Definition 3.3 (Kontinuitet). En avbildning f fran det topologiska rummet
(X, Tx) till det topologiska rummet (Y,7y) kallas kontinuerlig om den
inversa bilden av varje 6ppen méngd i Y &r en 6ppen méngd i X. Det vill
sigaom f~1:U =V, U€TyochV € Tk.

Denna definition &r i vissa avseenden naturligare &n € — ¢ - definitionen
som brukar anvéndas i inledande analyskurser. Till exempel sa blir det sjalv-
klart att en funktion som dr sammansatt av tva kontinuerliga funktioner &r
kontinuerlig. Om f och g dr kontinuerliga innebér det att inversa bilden av
varje Oppen méangd ar en 6ppen mangd. Det maste da dven gélla f o g.

Lat oss ta upp tva definitioner av andra begrepp som vi kommer att
behdva i féljande kapitel.

Definition 3.4 (Omgivning). Givet ett topologiskt rum (X,T") sa kallas
N for en omgivning till punkten x € X om N C X och JU; € T : z €
U; NU; C N. Det skall alltsa gé att hitta en delméngd av X som innehaller
en Oppen méngd, vilken i sin tur innehaller x.

Definition 3.5 (Hausdorffrum). Ett topologiskt rum (X, T") kallas for Haus-
dorffrum om det for varje tva godtyckliga punkter z, 2’ € X gar att hitta
omgivningar som inte Gverlappar.

De flesta topologiska rum som betraktas léngre fram &ar Hausdorffrum
och topologiska rum maste vara Haussdorffrum for att grinsvirden skall
vara entydigt definierade.
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3.1.2 Homeomorfismer

De kontinuerliga deformationerna som det talades om i inledningen till detta
kapitel kallas homeomorfismer.

Definition 3.6 (Homeomorfism). En homeomorfism &r en injektiv (ett-
till-ett), surjektiv (pa), kontinuerlig avbildning mellan tva topologiska rum
som har en kontinuerlig invers. Tva topologiska rum séges vara homeomorfa
om det finns en homeomorfism mellan dem.

Notera att en homeomorfism &r en ekvivalensrelation och inom topologin
betraktar vi alltsa alla topologiska rum som ekvivalenta om de ar home-
omorfa. Detta innebér i sin tur att vi betraktar tva topologiska rum som
ekvivalenta om det ena kan transformeras kontinuerligt till det andra. Det
topologiska begreppet homeomorfism bor inte forvixlas med det algebraiska
begreppet homomorfism.

Ett enkelt exempel p4 en homeomorfism &r homeomorfism mellan det
oppna intervallet (0,1) och (0,10) i R med den vanliga topologin.

Exempel 3.1. Lat (I;,71) och (Iy,T3) vara topologiska rum, diar I; =
{z|x € (0,1)}, I = {z|z € (0,10)}, T} och T, &r méngden av alla Gpp-
na intervaller i I7 respektive Iy och deras unioner. En homeomorfism ges av
f: 11 — Iy med f(z) = 10z. Den avbildar I; pa hela I3, samtidigt som varje
element i I; avbildas pa exakt ett element i I. Dess invers, f~!(z) = %x,

ar kontinuerlig. Detta betyder att I; &r homeomorft med Is.

3.1.3 Topologiska invarianter

I inledningen till detta avsnitt ndmndes olika egenskaper som &r invarianta
under homeomorfism, dessa bendms topologiska invarianter . Intressant
ar att topologiska invarianter kan vara en rad vida skilda egenskaper, till
exempel komplicerade begrepp som kompakthet eller enkla tal som Eulerka-
rakteristiken. Det &ar svart att visa att tva topologiska rum &r homeomorfa
och ofta kridvs det att man hittar en explicit homeomorfism, men for att
visa att tva topologiska rum inte &r homeomorfa réacker det med att hitta en
topologisk invariant rummen inte delar. Vi kinner inte till alla topologiska
invarianter vilket betyder att &ven om tva topologiska rum har samma in-
varianter kan vi inte sdga om de dr homeomorfa. Vi kommer hér att ta upp
nagra topologiska invarianter som behovs for studiet av den matematik vi
behandlar hér.

For att definiera det topologiska begreppet kompakthet, behover vi forst
en del andra begrepp. Lat (X,T') vara ett topologiskt rum. En méngd del-
méngder av X kallas for tdcke av X om unionen av dessa delméngder técker
X. Om alla delméngderna i téacket tillhor topologin T, kallar vi técket for
ett Oppet técke.
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Definition 3.7 (Kompakthet). Vi siger att ett topolgiskt rum (X,T') ar
kompakt om alla dess 6ppna técken har ett dndligt deltdcke. Formellt &r
detta att alla méngder {U;|i € I} som uppfyller | J;c; Us = X och Vi : U; € T

har en &ndlig delméngd J av I sadan att {Uj|j € J} uppfyller (J;c, U; = X.

Definition 3.8 (Sammanhéngande). Ett topologiskt rum &r sammanh&ng-
ande om det inte kan skrivas som snittet av tva 6ppna méangder vilkas union
ar den tomma méngden.

Definition 3.9 (Bagvis samanhéngande). Ett topologiskt rum (X,T) &r
bagvis sammanhangande om det om det for alla punkter x och y gar att
hitta en kontinuerlig avbildning f : [0, 1] — X som bérjar i x, f(0) = x, och
slutar i y, f(1) = y.

Dessa topologiska invarianter kan anvédndas for att enkelt och formellt
gora uttalanden om vilka topologiska rum som inte &r homeomorfa med
varandra. Till exempel s& kan ett slutet intervall [a,b] (i R med den vanliga
topologin) inte vara homeomorft med ett 6ppet intervall (a,b) eftersom det
ena ar kompakt och det andra inte.

3.2 Nagra viktiga ytor

Ytor dr vanliga objekt som studeras inom topologin. Vi ger hir en formell
definition av begreppet yta:3

Definition 3.10 (Yta och sluten yta). En yta &r ett Hausdorffrum dér varje
punkt har en omgivning som #r homeomorft med R?. En yta kallas sluten
om den ar kompakt, sammanhéngande och inte har nagon rand.

Inom topologin dyker det upp fem ytor som man bor kinna till, vilka &r
torusen, sfiren, mobiusbandet, kleinflaskan och det projektiva planet. Figur
(3.2) visar exempel pa hur de kan avbildas i R? och hur de kan erhallas ur
en kvadrat. Sidor med samma antal pilar skall limmas ihop i s att pilarna
pekar at samma hall. I figur (3.2) visas hur det gar till for en torus. Alla
dessa ytor kan definieras matematiskt genom att identifiera olika sidor i en
kvadrat X = {(z,9)] 0 < 2 < 1,0 <y < 1,(x,y) € R?} (vanlig topologi)
med hjélp av olika ekvivalensrelationer, men att forestélla sig dessa ar ofta
svarare. Figur (3.2) och (3.2) bor betraktas samtidigt som den kommande
texten ldses.

Torusen &r enklast, den &r lika med kvotrummet T'= X/ ~, dar X ges
ovan och ekvivalensrealtionen ~ ges av (0,y) ~ (1,y) for 0 < y < 1 och
(2,0) ~ (x,1) for 0 < z < 1. Detta innebér att vi identifierar mittemotlig-
gande sidor i kvadraten med varandra.

3Jamfor med kapitel (5) - en yta &r en tvadimensionell méangfald.
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Méobiusband Kleinflaska Sfar Projektivt plan

Figur 3.1: Nagra viktiga ytor.

N
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Figur 3.2: Identifikation av sidorna i en kvadrat till en torus.
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Mébiusbandet ar M = X/ ~, dar ~ ges av (1 — z,0) ~ (z,1) for 0 <
z < 1. Detta innebar att vi vinder en sida och identifierar den med den
mittemotliggande.

Kleinflaskan &r K = X/ ~, dér ~ ges av (0,y) ~ (1,y) for 0 <y < 1
och (z,0) ~ (1—=,1) for 0 < z < 1. Detta innebér en identifikation av bada
paren av mittemotliggande sidor, dar ett av paren &r vant.

Sféren dr S = X/ ~, dér ~ ges av (0,y) ~ (y,0) f6r 0 < y < 1 och
(z,1) ~ (1,2) for 0 < x < 1. Vi identifierar intilliggande sidor med varann.

Projektiva planet &r P = X/ ~, dér ~ ges av (1 — z,0) ~ (z,1) for
0<xz<1loch (0,y)~ (1,1 —1y) for 0 <y < 1. Vi vinder mittemotliggande
sidor och identifierar dem med varandra.
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Kapitel 4

Homologi

Den storre delen av detta avsnitt dgnas at att studera en viss typ av to-
pologiska invarianter kallade homologigrupper, vilka vi kommer definiera
langre fram. Dessa dr som namnet antyder grupper, konstruerade sa att de
ger information om det tillhérande topologiska rummets struktur. Homolo-
gigrupper &r av stort intresse inom flera omraden eftersom de kan berdknas
pa ett systematiskt satt som enkelt later sig datoriseras, for ett stort antal
olika typer av toplogiska rum.

Homologi handlar intuitivt om klassifiering av olika rum efter hur manga
hal av olika dimension de har. Hur detta gar till kommer att bli klart efter
hand, men for att motivera lasaren s tar vi hir upp ett resultat som tillater
en fullstandig klassifiering av alla slutna ytor.

Sats 4.1 (Om Kklassifiering av slutna ytor). Varje sluten yta d&r homeomorf
med antingen

(i) sfiren med genus g > 0.
(ii) sféaren med q korshuvor ¢ > 1.

Satsen ovan innebér att om vi berdknar homologigrupper fér ovanstaende
ytor har vi berdknat dem for alla slutna ytor, eftersom dessa antingen har
samma homologigrupper som sfiren med genus g (en allmén orienterbar
sluten yta) eller sfiren med q korshuvor (en allmén icke-orienterbar sluten
yta). Det har nu tillkommit en del begrepp att forklara. En sfar med genus
g ar en sfar ddr man har slagit ut 2g hal och férbundit halens kanter med
varandra parvis. En sfar med genus ett &ar till exempel en torus. Notera
att nér vi séiger att det ar en torus menar vi att sfiren med genus ett &r
homeomorf med en torus, vilket &r allmént topologiskt ordbruk. En sfar med
q korshuvor dr en sfir i vilken man har slagit q hal pa vilka man har ’sytt’
var sitt mobiusband langs dess kant. Resultatet &r en sluten yta eftersom
Mébiusbandet bara har en sida, som har formen av en sluten linje. Figur (4)
fortydligar vad som menas.
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Figur 4.1: En sfar med genus ett och en sfar med en korshuva.

For att bast forklara vad homologigrupper ar och hur de beréknas borjar
vi fran grunden. Homologigrupper ar en generalisering av négot som kallas
Eulerkarakteristik, varfor vi borjar med att forklara den.

4.1 Eulerkarakteristik

Definition 4.1 (Eulerkarakteristiken till en manghorning). Eulerkarakte-
ristiken till en ménghorning P ar x(P) = V — E+ F dar V ar antalet horn,
E &r antalet kanter och F ar antalet sidor i manghorningen.

Eulerkarakteristiken ger ett satt att mata pa vilket satt en manghor-
ning ar kan byggas upp av trianglar, detta eftersom om man tar bort en
triangel fran en manghorning forédndras inte dess eulerkarakteristik. Trots
att eulerkarakteristiken enbart méter en manghornings uppbyggnad ar den
anvandbar darfor att man inom topologin ofta undersdker samband mellan
olika kroppar, och da med avseende pa deras topologiska egenskaper. Euler-
karakteristiken &ndras inte under homeomorfismer, vilket betyder att om tva
kroppar har olika x skiljer sig deras topologiska egenskaper fran varandra.

Sats 4.2 (Eulers formel). Alla konvexa! manghorningar har Eulerkarakte-
ristik 2.

Det betyder att alla konvexa manghorningar ar lika med avseende pa
2

eulerkarakteristiken. Har kommer ett illustrativt bevis <.
Bevis 4.1. Vi tanker oss att vi har en konvex manghorning. Satsen sidger
att for denna godtyckliga manghdrning géller efter uppenbar omskrivning
E=V+F-2.

Vi forestéller oss att manghdrningen &r en planet som svévar i rymden. Vi
forvranger den sa att hornen sticker ut som berg, bucklar in sidorna ordent-
ligt, och gor kanterna olika hoga. Detta kommer inte paverka dess x eftersom

1En konvex mingd &r en méngd sadan att varje rak linje mellan tva punkter i méngden
ligger i méngden
2Fér de intresserade finns det en hemsida med 19 olika bevis [4]
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den kommer ha lika manga horn, kanter och sidor efter forvrangningen som
fore. Vi sétter en sjo i mitten av varje sida.

Vi later det nu borja regna pa planeten, och detta regnet fortsétter tills
alla kanter dr under vatten och det enda som ses dr hornen. Vi beténker nu
hur detta paverkar vara vatten- och landmassor. Vid start har vi F sjéar och
en landmassa.

Varje gang en kant férsvinner under vattnet har antingen tva sjoar gatt
ihop (vilket innebér att antalet sjoar gar ner med ett), eller en sjo gatt ihop
med sig sjilv och skapat en 6 (s& antalet landmassor gar upp med ett).

Till slut &r det en vattenmassa och V landmassor kvar.

Detta betyder att det har varit F' — 1 Gversvimmningar som minskat
antalet sjoar, och V' — 1 Gversvimningar som har skapat landmassor. Men
det var totalt E 6versvamningar. Detta betyder att E = (F—1)4+(V —1) =
F+V -2 QED.

Eulerkarakteristiken kan sammanfattas med att den beskriver ett topo-
logiskt rums struktur oavsett hur rummet béjs vilket vi ser genom vart il-
lustrativa bevis for satsen ovan. Vi definierar nu en allmén kropps eulerka-
rakteristik som eulerkarakteristiken av en méanghorning den &r homeomorf
med. Bendmn en kropp K och en manghoérning X, dir manghdorningen ar
homeomorf med kroppen. Da giller x(K) = x(X). Detta kommer inte att
bero pa valet av manghorning?, vilket foljer var intuition om att ett topolo-
giskt rums form maste vara samma genom homeomorfismer. Lat oss ta ett
exempel pa hur eulerkarakteristiken kan anvéndas for att 16sa en fraga om
fyrfargsteoremet.

Exempel 4.1 (Fyrfargsteoremet och eulerkarakteristik). Fyrfargsteoremet
séger att varje karta med med olika (sammanhéngande) omraden kan farglag-
gas med mest fyra farger sddant att inga omraden som grénsar till varandra
har samma farg. En grins far inte vara en punkt vilket betyder att en upp-
delning av en cirkel i tartbitar inte &r nadgot motexempel.

Efter att ha tdnkt lite kan man fraga sig varfér man inte kan skapa en
karta med fem omraden som alla grinsar till varandra. Aven om vi kan visa
att detta inte &r mojligt har vi dock inte bevisat fyrfargsteoremet, utan bara
bevisat att ett specifikt motexempel inte fungerar.

Bevis 4.2 (Motségelsebevis). Antag att vi kan rita en sddan karta. Lat oss
sitta ut en punkt i varje omrade, i analogi till kartan kan punkterna vara
stader i omradena. Varje par av omraden gransar till varandra och alltsa kan

30m vi kan visa att Eulerkarakteristiken #r en topologisk invariant &r vi firdiga. Detta
eftersom om kroppen K &r homeomorf med manghérningarna K; och K> méste de vara
homeomorfa med varandra. Ett standardsétt att visa att x &r topologiskt invariant ar
genom att anvinda satsen som knyter samman den med bettitalen, eftersom homologi ar
topologiskt invariant.
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Figur 4.2: Exempel pa en karta med fyra farger
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Figur 4.3: En plan graf som symboliserar en kub, dér punkterna ar horn,
linjerna ar kanter, och ytorna ar sidor.

vi dra streck mellan alla punkter utan att nagot av strecken skar varandra.
Detta ger oss en plan graft.

Varje plan graf har eulerkarakteristik 2, eftersom vi ur varje plan graf
kan skapa en konvex manghorning. Se bild for ett exempel. Lagg mérke till
att vi har en sida mellan de fyra yttre hornen pa grafen ocksa.

Eftersom vi har tio kanter och fem horn, maste antalet sidor vara sju.
Varje sida i grafen begrénsas av minst tre kanter, och varje kant ar (del-
Jrand till tva sidor. Eftersom vi har tio kanter (Z?Zli = 10) kan det som
mest finnas sex sidor. Detta har vi precis visat &r omdjligt vilket betyder att
en sadan graf inte uppfyller att eulerkarakteristiken av den ar tva, och da
kan det inte vara en plan graf.

Sats 4.3 (Eulerkarakteristiken for produktrummet dr produkten av euler-
karakteristiken for rummen).

X(M x N) = x(M) - x(N)

dér M x N &r produktrummet av M och N.

“En plan graf #r en graf som kan ritas pa ett papper utan att nigon av linjerna skir
varandra
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Detta &r ett intressant resultat eftersom det hjalper oss berdkna y for
mer komplicerade kroppar om vi kan se dem som produkter av delkroppar.
Lat oss ta ett exempel.

Exempel 4.2 (Eulerkarakteristik av ett produktrum). En torus, T, kan
skrivas som produktrummet av tva cirklar: 7' = S; x So, alltsa géller x(T') =
2-x(8)=2-0=0

Som ett smakprov kommer vi har att ta upp satser som kraver matema-
tik som kommer senare i texten. Nér vi har homologigrupper kan vi definiera
bettitalen som dimensionen av homologigruppen, b, (M) = dim(H,,(M)) dér
M &r var mangfald. Lat oss forst ge en generell definition av eulerkarakteri-
stiken for kroppar av hégre dimension.

Definition 4.2 (Allmin definition). y(M) = >,(—=1)@n;(M), dir ny, ir
antalet k-dimensionella simplex i mangfalden M.

Genom att lata kroppen inbiddas i R? (om det #r mojligt) inser vi snabbt
att den 6vre definitionen 6verrensstammer med var gamla i tidigare fall. Det
kan ibland vara lattare att radkna pa homologigrupperna én antalet simplex
i en mangfald, varav satsen under &r till stor hjalp.

Sats 4.4 (Samband mellan eulerkarakteristiken och bettital). Genom att
anvinda definitionen ovan kan vi visa foljande likhet y = 3, (—1)@n; (M) =
S (—1)Db; (M), dér b; &r irte bettinumret

For att visa styrkan i denna sats beraknar vi eulerkarakteristiken av en
torus genom den.

Exempel 4.3 (Eulerkarakteristik genom bettital). Lat T vara en torus. Det
0-te bettinumret berattar for oss hur manga delar torusen ar i, och eftersom
en torus ar sammanhéngande géller by(T) = 1 (hade vi kollat pa tva separata
torusar blir by(7'UT') = 2, med U som den disjunkta unionen).

Det 1-ta bettinumret berattar antalet hal 7" har. En torus har ett hal i
mitten samt cylindertunneln, alltsa b1(7") = 2. Det andra bettinumret be-
rattar analogt hur manga ihaligheter torusen har, vilket &r en - tunneln i
cylindern &r inte bara ett hal utan dven en ihalighet, bo(7T) = 1. Eftersom
torusen ar tre-dimensionell &r resterande bettinummer noll.

Detta ger att x(7) =1—2+1 =0, som ovan.

4.2 Simplex

Definition 4.3 (n-simplex). Ett n-simplex &r n + 1 st punkter, pop;...pn
sadana att punkterna &r geometriskt oberoende 6.

For bevis, se Euler-Poincaré Therom, s. 118, i Nakahara [1]
SGeometriskt oberoende betyder att det far inte finnas nigot (n-1)-hyperplan som
innehaller alla n+1 punkter
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I R™ finns den evivalenta tolkningen att ett simplex dr n+1 st punkter
Pop1..-prn sddana att p1 — po, ..., pn — po ar linjart oberoende. Fran grafteori
har vi ocksa tolkningen att ett n-simplex ar den kompletta grafen med n+1
horn.

Ovan ar olika formuleringar som sédger samma sak - ett n-simplex &ar en
n-dimensionell triangel. Ett O-simplex ar en punkt, ett 1-simplex &r en linje,
ett 2-simplex ar en triangel, ett 3-simplex dr en tetraeder, osv. Ett n-simplex
ar den mest grundlaggande n-dimensionella kroppen, i den mening att ingen
av punkterna som bygger upp den ar éverflodig.

Ett n-simplex kommer vi hidanefter alltid anta ar orienterat vilket be-
tecknas med (po...pn). Eftersom det &r orienterat vet vi att (pji...pjn) =
—(pu1---Pun) déar jk och uk visar pa jamn respektive udda permutation av
0,1,....,n.

Precis som enhetscirkeln och enhetskuben &r enkla standardfigurer finns
det nagot som kallas standard n-simplex vilket anvinds av samma skal.

Definition 4.4 (Standard n-simplex). Standard n-simplex i R" &r 7,, =
(pop1---pn), dar p; = (01,02, ..., 1;, 0541, ..., 0p)

Ett standard n-simplex ar ett n-simplex dér koordinaterna for hoérnen
beskrivs av basortsvektorerna. Standard n-simplex skulle kunna heta n-
enhetssimplexet.

Definition 4.5 (Simplicellt komplex). Om K &r en &ndlig méngd av simplex
i RM | och K uppfyller att:

i Varje sida till ett simplex i K tillhor K.

ii For varje par av simplex i K ar snittet mellan dem antingen tomt eller
en gemensam sida. Formellt: Vo,0’ € K, giller att o N o’ = () eller att
ocNo' <ogochono <o

Ett simpliciellt komplex kan tédnkas genom att man tar simplex av olika
dimension och sammanfogar dem. Genom detta kan man bygga upp vilken
manghorning som helst genom att ta unionen 6ver alla simplex i det simpli-
ciella komplexet som bygger upp manghoérningen. Lat oss formalisera.

Unionen av alla simplex i ett simpliciellt komplex K betecknas |K| och
kallas for polyedern |K| av det simpliciella komplexet K. Viktigt att ligga
mérke till att |K| dr en kropp medan komplexet &r en méngd av simplex.
Med de krav vi har pa simpliciella komplex kan vi se att om det simpliciella
komplexet har dimension k har &ven polyedern dimension k. Vi ser dven att
unionen maste vara en manghorning vilket berédttigar namnet.

Till exempel kan K vara alla horn, kanter och sidor i en kub, vilket
betyder att polyedern, |K|, ar sjdlva kuben.

Definition 4.6 (Triangulering av ett topologiskt rum). Om X &r ett topo-
logiskt rum 7 och det existerar ett simpliciellt komplex K med en homeo-

"se kap.4 for definition av ett topologisk rum
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morfism f: |K| — X, s& sigs X vara triangulerbart och paret (K, f) kallas
en triangulering av X.

Det forsta vi behover lagga marke till ar att det for triangulerbara topolo-
giska rum inte finns unika trianguleringar. Ordet triangulering &r vilbefogat
eftersom en triangulering av ett topologiskt rum &r en uppdelning av rum-
met i simplex. Eftersom tvé topologiska rum é&r lika om de d&r homeomorfiska
betyder detta att mangfalden i fraga kan beskrivas som sin triangulering.
Det ar positivt eftersom flera av de topologiska invarianterna &r ldttare att
berékna pa polyedern istéllet for det ursprungliga rummet.

4.2.1 Homologigrupper

Homologigruppen till ett rum ska betrakta alla omraden av en viss dimension
som inte ar rand till ett annat omrade i rummet och inte heller har en rand
inom rummet. Det ar vad vi vill att det ska betyda, men hur gor vi det mer
matematiskt?

Lat oss innan vi gar in djupare pa det knyta ihop homologigrupper med
eulerkarakteristiken. Pa ett liknande sédtt som Eulerkarakteristiken beskri-
ver ett topologiskt rums form och till viss man dess struktur tar homolo-
gigrupperna och visar det topologiska rummets uppbyggnad och ytterligare
struktur. Eftersom homologigruppen visar uppbyggnaden &r den ocksa en
topologisk invariant. Kom &ven ihag att eulerkarakteristiken kan berédknas
med hjalp av bettitalen, vilka beror pa homologigrupperna till ett rum.

For en matematisk definition av homologigrupp behéver vi veta vad vi
menar med en rand.

Kedjor och randoperatorn

Definition 4.7 (Randen). Randen, 9 till ett underrum U av det topologis-
ka rummet X definieras som snittet mellan det slutna holjet och det slutna
holjet av komplementméngden till U i X: U =UNX \ U

Vi ser att randen till ett k — simplex &r en linjirkombination av (k—1) —
stmplex och var intuitiva uppfattning av randen géller fortfarande. Ett sétt
att se pa randen till en méangd &r alla punkter sadana att varje omgivning
till punkterna innehaller minst en punkt som tillhér mangden och en punkt
som inte tillhér méngden. Vi kommer senare att definiera en randoperator
som berdknar randen till en linjadrkombination av simplex, detta for att vi
ska kunna skapa de grupper som behévs for att definiera homologigrupperna.

Vi behéver dven veta vad kedjor ar for att kunna angripa homologigrup-
per val.

Definition 4.8 (n-kedja). En n-kedja, &r en linjirkombination av n-simplex:
c= Ziv ciop,; dir o, ; denoterar det i:te n-simplexet.
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Vi skapar en n-kedja genom att lanka ihop flera n-simplex, méjligen flera
av samma n-simplex, vilket berattigar namnet.

Definition 4.9 (n-kedjegruppen). n-kedjegruppen C), definieras som méang-
den av alla n-kedjor: Cy,(X) = {y : y &r en n-kedja pa topologiska rummet X}
med den uppenbara gruppstrukturen.

Det ar viktigt att vi nu har en grupp, vilket betyder att vi kan borja
nérma oss malet att finna en homologigrupp. Detta eftersom vi kan skapa
delgrupper till varan kedjegrupp som uppfyller de krav vi vill anvinda. Efter
det kan vi definiera en kvotgrupp bestar av ekvivalensklasserna av omraden
som inte ar rand till ndgot, och inte heller har nagon rand. For att na det
malet behover vi kunna skapa en randgrupp och en cykelgrupp (dér element
i cykelgruppen ar randlosa - de bestar av en cykel).

Lat oss darfor definiera randoperatorn 0.

Definition 4.10 (Randoperatorn). 9,, : Cp,(X) — Cp—1(X) : (0 : [poy -y Pn) —
X) = (8na - 22:0(_1)k0([p07 vy Pk—15 Pk+1, 7pn])

Vi ser att sammanséttningen av féljande randoperatorer alltid &r noll,
0 0 Opt1 = 0, vilket betyder att randen till ett omrade aldrig sjilv har en
rand. Till exempel &ar randen till en ifylld cirkel en sluten kurva, omkretsen,
som inte har nagra randpunkter. Detta &r en fortsédttning pa var tidigare
randdefinition, vilken behaller idén om rand men tillater oss att kréva vissa
monster av randen till ett omrade - och da kan vi utnyttja randen for att
skapa undergrupper till vara kedjegrupper.

4.2.2 Homologigruppen

Vi bérjar ndrma oss malet med att ta fram alla omraden som inte ar rand
till ndgot annat omrade och inte heller har en rand. For att gora det formellt
behover vi hitta alla omraden som inte ar en rand till ett annat omrade, och
sedan sétta att tva sddana omraden ar ekvivalenta om de tva tillsammans
ar rand till ett annat omrade.

Ta som exempel tva olika cirklar runt om en cylinder. Dessa tva cirklar
ar var for sig inte rand till nagot omrade pa cylindern, men tillsammans &r
de rand till omradet mellan dem. Detta betyder att vi betraktar dessa tva
cirklar som ekvivalenta med avseende pa homologigruppen®.

Gruppteoretiskt vill vi skapa méngden av omraden som inte har en rand,
och sedan bilda kvotgruppen mellan den och de omréaden av en hogre dimen-
sion som har en rand.

Definition 4.11 (Cykelgrupp och randgrupp). Z,(X) = ker(9,), Bn(X) =
im(On+1)

8Se exempel 5.4
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Har har Z,, (n-cykelgruppen) betydelsen som méangden av alla omraden
som inte har en rand, eftersom bilden av randoperatorn #r noll. B, ? (n-
randgruppen) & andra sidan &r bilden av méngden av (n-+1)-dimensionella
omraden genom randoperatorn, det vill sdga alla n-dimensionella omraden
som &r rand till ett hogredimensionellt omrade.

Nu kan vi ta fram homologigruppen formellt.

Definition 4.12 (Homologigrupp). H,(X) = Z,,(X)/Bn(X)

(n:te) Homologigruppen definieras formellt som kvotgruppen mellan 7,
och B,, vilket betyder att vi har natt det vi pratade om i bérjan av detta
avsnitt - vi har en ren matematisk definition av homologigruppen. Tolkning-
en dr samma som vi skrivit ovan - alla omraden som inte har rand och inte
ar rand till nagot annat. Lagg &ven mérke till ar att vi ror oss inom en kvot-
grupp och alltsa ar tva omraden samma element i homologigruppen om de
tillsammans dr randen till ett omréade.

Hur kan vi berékna homologigrupperna?
Aven da vi kan beriikna Z, och B,, systematiskt blir det ofta langa berik-
ningar, vilket gor samband intressanta.

4.2.3 Sitt att berdkna homologigrupperna pa olika kroppar

Sats 4.5 (Egenskap hos sammanhédngande kroppar). Hy ar isomorf med Z
om kroppen dr sammanhéngande.

Det &r for att tva punkter ar ekvivalenta om de kan vara randen till sam-
ma omrade, eller trivialt om de &r samma omrade. Vi har att punkt p; och
punkt pi ar ekvivalenta om vi kan bilda en kurva med punkterna som start
och slutpunkt respektive. D& kroppen ar sammanhéngande ar detta alltid
mojligt, vilket betyder att Hy =2 Z.

Exempel 4.4 (Forsta homologigruppen pa ett cylinderskal). Genom sam-
ma resonemang som for Hy pa en sammanhéngande méngd kan man t ex ta
fram H; for skalet till en cylinder. Vi visar:

Hj hos ett cylinderskal ar alla kurvor som varken har rand eller &r rand
till ett omrade péa cylinderskalet, med dessa kurvor ekvivalenta om de till-
sammans innesluter ett omrade av cylinderskalet.

Det dr uppenbart att alla slutna kurvor som inte gar runt cylindern inte
ar med i Hy, eftersom de innesluter ett omrade pa ytan. Vi ser &ven att icke
slutna kurvor inte finns med i H; eftersom de d& har en startpunkt och en
slutpunkt - en rand.

9B star for boundary.
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Figur 4.4: Tva cirklar pa en cylinder &ar ekvivalenta eftersom de tillsammans

innesluter ett omrade

Vi har att H; ar kurvor som gar runt cylindern. Men alla dessa kurvor ar
ekvivalenta med valfri kurva som gar runt cylindern, eftersom tva cirklar runt
cylindern (som inte dr samma cirkel) innesluter ett omrade runt cylindern.

vi har nu kommit fram till att H; = Z

Exempel 4.5 (Berikning av forsta homologigruppen av en linje). Ett av-
slutande exempel. Lat oss berdkna Hy(K) av K = {po,p1, (pop1)}, alltsa det
simpliciella komplexet éver en linje mellan tva punkter. '°

Vi har att kedjegrupperna ar linjarkombinationer av simplex, alltsé &ar
Co = {apo + bp1} och Cy = c(pop1) dir (a,b,c) € Z3. (pop1) dr inte rand till
nagot simplex i K, vilket betyder att B;(K) = {0}. Detta medfor att den
férsta homologigruppen for var kropp éar ekvivalent med forsta cykelgruppen
for kroppen, Hi(K) = Z,(K).

Lat nu z vara ett element i Z1(K), dvs z = n(pop1) for nagot heltal n.
Dé& vi tar randen pa z far vi 9z = n{p1 — po} = np1 — npp, men vi vet ocksa
att 0z = 0. Alltsd maste n vara noll, och vi far resultatet

Hy{(K) =0

10Vi fsljer resonemanget givet pa s. 108 1 [1]
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Kapitel 5

Mangfalder

Méangfalder! #r ett bra och konkret exempel pa att den abstrakta matema-
tiken ar visentlig for att forstd den moderna fysiken. Inom allmén relativi-
tetsteori &r mangfalder ett ypperligt verktyg for att forenkla fysiken eftersom
man jobbar med lokala koordinatsystem som Gverlappar varandra istéllet for
ett globalt for hela systemet. Einsteins allménna relativitetsteori anvinder
en fyrdimensionell mangfald for att beskriva rumtiden och andra moderna
teorier tillimpar mangfalder av &nnu hogre dimension. Vi kommer att be-
skriva mangfalder med generell struktur och begrénsar oss darfor inte till
en viss dimension. En mangfald &r ett topologiskt rum, som kan delas in i
"lappar” (patches) vilka lokalt liknar ett rum i R™. Detta gor att man kan
ge en punkt p pa mangfalden M ett lokalt koordinatsystem. Sfdaren &ar ett
enkelt exempel pé en mangfald déar man lokalt 6ver sma omraden betraktar
koordinataxlarna som kartesiska vilket egentligen ar en approximation som
inte fungerar for hela klotet!

Vad har vi mer for krav pa en méangfald, forutom att det skall vara ett
topologiskt rum?? Nedan foljer en kort lista pa villkor vi maste stélla pa en
méangfald

i) Narliggande punkter skall ha nérliggande koordinater i minst ett koor-
dinatsystem.

ii) Varje punkt pa méangfalden maste ha unika koordinater i varje koordi-
natsystem som innehéaller punkten.

iii) Nér tva koordinatsystem Gverlappar varandra maste de vara relaterade
med en glatt (odndligt differentierbar) funktion.

Varfor ar dessa tre krav sa viktiga? Det vi vill uppna ar att técka ett mer
eller mindre komplicerat topologiskt rum med "lappar” dar man i princip kan

lFér ytterligare information om mangfalder #n vad som ges hir se Abraham [16],
Penrose [17] eller Flanders [18]

%I detta kapitel (och alla efterfoljande) ar det underforstatt att alla topologiska rum &r
Hausdorffrum.
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Figur 5.1: Mangfald med omraden som avbildas pa R™ med hjilp koordi-
natfunktionerna ¢; och ;.

approximera lappen med ett lokalt rum i R™. Detta gor att vi kan anvianda
oss av var kinda matematiska analys pa R™. Den matematiska strukturen vi
bygger upp skall dessutom vara oberoende av valet av koordinatsystem, vilket
aldrig ar entydigt. Utan dessa villkor kan vi inte arbeta med differentierbara,
eller ens kontinuerliga avbildningar fran mangfalden till exempel R” I linje
med detta ges nu den formella definitionen:

Definition 5.1 (m-dimensionell differentierbar mangfald). Vi siger att ett
topologiskt rum M, eller mer exakt (M, T), ar en differentierbar mangfald
av dimension m om M kann tillordnas en samling par (U;, ¢;) sa att:

i) {U;} ar en samling 6ppna méngder vilka técker M, det vill siga U; € T
och U;U; = M.

ii) ¢; dr en homeomorfism fran U; till en 6ppen delméngd av R™.

iii) For varje U; och U; som Gverlappar, det vill sdga U; N U; # 0, ar av-
bildningen ¢;; = @i o @; ' fran ¢;(U; N U;) till o;(U; N Uj) ofindligt
differentierbar.?

I figur 5.1 ser vi tva omraden pa mangfalden betecknade U; och Uj.
(Ui, ¢i) kallas for en karta och {(U;, ¢;)} kallas en atlas

30m detta sista krav inte &r uppfyllt har vi inte en differentierbar mangfald, utan bara
en méangfald.
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U; ar koordinatomgivningen och ¢;(p) ar koordinatfunktionen vilken ex-
plicit kan skrivas for en punkt p € U; som

z(p) = [2' (p), 2*(p), ... 2™ (p)] (5.1)

det vill sidga ¢; utgors av m stycken funktioner och z#(p) ar koordinaterna
for punkten p. Vi har alltsa, for tva omraden som éverlappar varandra (U; N
U; # 0), tva koordinatfunktioner ¢; och ¢; som beskriver samma omrade
U; N U; vilket vidare innebér att vi far tva koordinater for varje punkt p €
U; NU;. Axiom 4 garanterar oss dessutom att dvergangen fran ¢; till ¢; ar
glatt. Vi kan utan problem behandla olika omraden pa mangfalden med var
vanliga analys genom att vélja passande koordinatfunktioner. Vi véljer nu
en punkt p € U; N U; med koordinater z# i y;-systemet och koordinater y*
i pj-systemet (1 < p < m). Funktionen 1;; = ¢; o ()~ definierar nu en
koordinattransformation (se figurl):

dij Iy} = {2} (5.2)

det vill séga funktioner z# = z#(y). Koordinattransformationen ar dessutom
differentierbar eftersom varje z#(y) ar differentierbar med avseende pa varje
yH. Detta betyder att nér vi ror oss pa mangfalden M sa kommer 6vergangen
fran ett koordinatsystem till ett annat vara glatt da vi ror oss fran en lapp
till en annan. Vi kan nu studera avbildningar fran en mangfald M till en
annan N.

5.1 Avbildningar mellan mangfalder

5.1.1 Differentierbara avbildningar och diffeomorfism

Vi skall nu studera avbildningar mellan mangfalder. Givet tva mangfalder
M och N med tillhérande koordinatsystem i R™ respektive R™ kan vi nu de-
finiera en avbildning f : M — N med hjilp av de lokala koordinatsystemen
pa lapparna U € M och V € N

Fran figur 5.2 har vi direkt att f’s motsvarighet i koordinatsystemen
R™ — R” blir ¢ o f o =1, Vi kan som tidigare skriva ¢(p) = {##} i R™ och
Y(f(p)) = {y"} varfor vi far y = o foyp~!(x) (forkortat brukar detta skrivas
y* = fr(z")). Om y € C= ségs f var differentierbar i punkten p. Vidare
foljer det nu att f’s differentierbarhet ar oberoende av koordinatsystemet.
Ett bevis foljer hér:

Differentierbarhet dr oberoende av koordinatsystem. Lat p € Uy N Us vars
olika koordinater ges av @1 i {x}'} och @g i {xh}. Vi skall betrakta 1o fop]?
vilken alltsa #r differentierbar med avseende pa {z/'} och visa att 1o fop, !
ocksa ar differentierbar. Man kan skriva

Yofopyl=1vofopy(propr!)=vofolpyler)opr!  (53)
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Figur 5.2: Avbildning mellan mangfalderna: f: M — N

Nu ar villkoret att cp;lgpl ar C*° = o fo @51 € C°. Helt analogt giller
detta dven for 1 och s. O

Diffeomorfism

Det ar viktigt att arbeta med avbildningar som har en invers. Avbildningen
ovan R™ — R” via 1po fop ™! har en invers och da kallas f en diffeomorfism.
Mer formellt skriver vi definitionen

Definition 5.2 (Diffeomorfism). Om f : M — N &r en homeomorfism
och om 1) o f o =1 har en invers, det vill siiga att det finns en avbildning
po f~l1 oy~ samt bada dr C* kallas f en diffeomorfism. M och N sigs da
vara vara diffeomorfa. Observera att dimM = dimN

5.2 Vektorer, tangentvektorer och tangentplan

5.2.1 Tangentplan: Vektorrum

Vi skall forsoka konstruera négot som &ar analogt med tangentplanet i en
punkt pé en yta for en godtycklig mangfald vilken &r inbdddad i nagot R
rum. En inbdddad mangfald innebér att den ligger i ett rum av hégre men
godtycklig dimension som till exempel planet i ett R3-rum. Vi vet att ‘tan-
gentplan’ for kurvor i R? och ytor i R? bade speglar ytans struktur och
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’cangcn £ill kurvor \ P

Figur 5.3: Tangenten till tva kurvor ¢; och ¢o pa mangfalden M

approximerar ett omrade kring en punkt. Till exempel kan en yta approxi-
meras till ett plan z = f(z,y) kring en punkt g, yo:

agl(rl') ‘x:xo (1' — xo) + ag:(yy)’yyo (y — y[)) =z — 2. (5.4)

Vidare bildar tangentrummet i p ett naturligt vektorrum med basen {0/0x*}
dar {z#} ar det lokala koordinatsystemet i en omgivning till p. Vektorerna
{xFd/0x"} applicerade pé en funktion f : M — R bildar dess riktningsderi-
vata utmed vektorn x* i vektorrummet pa tangentplanet. Dessutom uttrycks
ett vektorfalt £ pa mangfalden som

& =& (x)0/0xt. (5.5)

Analogt med tangentplanet i en punkt pa en yta (méangfalden inbaddad i
R™*+1) bildar vi férst en kurva genom p och direfter soker vi tangenten till
denna, se finur 5.3.

Det giller alltsa att bilda en koordinatfri definition av en kurva pa M.
Detta kan fas direkt om vi véljer ett oppet intervall I, € R dér a < t < b,
och t,0 € (a,b) = Iy och fordrar att avbildningen (a,b) — M uppfyller
villkoren i diagrammet i figur 5.4 med ¢(0) = p € M.

Da intervallet (a, b) 4r endimensionellt blir bilden av (a, b) pa méangfalden
en endimensionell kurva ¢(t). Denna &r alltsa helt koordinatoberoende.

Tva kurvor pa méangfalden ar ekvivalenta om de har samma tangent i p
(c1 ~ ¢2) och vi kan ddrmed definiera tangentvektorn som ekvivalensklassen
av alla kurvor med samma tangent i en punkt p. Man kan jamfora detta med
definitionen av en vektor som ekvivalensklassen av lika ldnga och lika riktade
strackor i ett euklidiskt rum.

Exempel 5.1 (Vektorfilt och tangentplan). I detta exempel dr mangfalden
M inbiddad i ett R3-rum, se figur 5.5. En punkt p kan da "sirva” koordinater
fran detta rum. Om M inte dr inbaddat i nagot R™ maste vi istéllet skaffa en
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Figur 5.4: Diagram 6ver avbildningarna mellan R, M och R™

1=¢CX.>’)
N

p:s =R,

S< X\J -F\qmt

*

Figur 5.5: Bild till exempel 5.1 och ?7.

avbildning ¢; € R"™ av ett omrade U; € M, p € M till ett koordinatsystem i

R™ dar dim M = dim R".

5.2.2 Kurvor och funktioner i mangfalden

Definition 5.3 (Oppen kurva). En kontinuerlig avbildning fran ett oppet
intervall I,;, = (a,b) € R till mangfalden M; ¢ : (a,b) — M kallas en 6ppen

kurva p& méangfalden.

Tva punkter pa intervallet far ej ha samma bild. Det dr detsamma som
att sdga att kurvan ej skir sig sjélv pa mangfalden. Pa en karta (U, ) har
en kurva c(t) en koordinatrepresentation x = ¢ o ¢, R — R". En funktion
pa méngfalden &r en glatt avbildning M — R. Pa en karta (U,¢) far vi
nu koordinatrepresentationen f o p~': R™ — R det vill siga en reellvird
funktion i m variabler. Méngden av alla sddana funktioner skrivs F (M)
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Riktningsderivata

Vi bildar nu funktionen f: R — R, ndmligen f(c(t)) : (a,b) = M SR
dar kurvan c(t) pa M, t € (a,b) och ¢(0) = p € M. Vi antar att f &r
differentierbar. Det ar nu klart att f o ¢ &r oberoende av lokala koordinater
pa M samt att den &r differentierbar.

D& vi har en differentierbar funktion R — R kan vi alltsa bilda en derivata
for denna i punkten ¢t = 0:

df(ct)) _ Of dat(c(t))
dt ozt dt

(5.6)

dér {z*} &r de lokala koordinaterna for p. Derivatan av f(c(t)) blir alltsa

Of dat(c(t))

oun i (5.7)

Detta kan vi &ven skriva som en operator pa f, kalla den X

X = XH*9/0xH (5.8)
dar komponenterna &r
dx*(c(t
xn = D), (5.9)

Exempel 5.2 (Riktningsderivata). ¢ #r en funktion pa mangfalden S € R?,
se figur 5.5. Har &r R? wy-planet. x = ad/0x + bd/dy ir ett vektorfilt
och uttrycket d¢ = udzr + vdy kinner vi igen fran flervariabelanalysen och
kommer senare att kallas kovektorfaltet. x(¢) &r riktiningsderivatan i en
punkt p lings x. Observera att xo(¢) = 0 da ¢ ar konstant vilken utgor
nivalinjer i R3, dvs i grafen av ¢. Nu skall det gilla att

x(9) = do - x
0 0
x(qﬁ):a%—l—b%’ = uza—i,v:a—qb
dp-x=au+ bv 4

alltsa dg = 52dx + 52dy.

I exemplet &r ¢ en funktion av punkterna (z,y) pa mangfalden S € R?
dér vi kan ha samma koordinatsystem for alla punkter. Lite mer allmént kan
vi ha en mangfald som en yta, se figur 5.6. For vektorn £ = a% —l—ba% téanker
man sig komponenterna a och b i tva riktningar utmed

6%80111 pekar langsy = konstant
8%som pekar langsx = konstant.
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= konstaut

— rx

/ ?=a34x+b%y

%y = ko”&‘lqn +

Figur 5.6: Lokala koordinater. Observera att koordinataxlarna definieras av
att alla andra koordinater adr konstanta. Detta generaliseras enkelt till hogre
dimensionella méangfalder

Definition 5.4 (Tangentvektor). Nu definierar vi tangentvektorn X =
X190 /0" med basvektorerna {e,} = {0/0z"}. Ekvivalensrelationen mellan

tva kurvor uttrycks nu som

1 01(0) = 62(0)

i dz“glctl(t)) = dzu(dcf(t)) fort =0

Vi kan nu bilda tangentplanet for M i p vilket betecknas T,M. T,M
spénns av basvektorerna e, = 9/0z*, se figur 5.6. En vektor v i tangentpla-
net skrivs som v = v#e,. Ovan har vi sett att

df(ct)),
—g =0 = XS] (5.10)

varav det framgar att en vektor x &r oberoende av ett visst koordinatsystem.
Har vi tva overlappande koordinatsystem p € U; N U; ; © = ¢1(p) och
y = @a(p) ger tva uttryck for x:

X = Xt9/0zH = XHD /oy (5.11)

Lat nu X verka pa y”. Vi far

= XVt = XK, (5.12)



Figur 5.7: En méngfald dér vi lokalt kan approximera ytan med tangentpla-
net T, M och pa sa sitt uttrycka en vektor i baserna d/0x och 0/0y.

5.2.3 Duala vektorrum och enformer

Méngden linjara avbildningar pa ett vektorrum V fran V' — R, bildar
ett annat vektorrum V*. Det nya vektorrummet V* kallas for det duala
vektorrummet eller kovektorrummet och &r isomorft med V. Saledes &r
dim V = dim V*. P4 dessa tva vektorrum V och V* kan man vidare defini-
era en inre produkt (se nedan) och viilja baser {e;} respektive {&*'} sadana
att e*(e;j) =e* - e; = 5; Vi studerar nu detta nérmare:

Givet basen {e;} for V kan man skriva en godtycklig linjér avbildning
f € V*som f(v) = f(v/e;) = v’ f(e;). Det riicker alltsa att kiinna till f(e;)
for att fa f’s verkan pa en godtycklig vektor i V. Det viktiga &r att méngden
av alla linjdra avbildningar V* : V — R isin tur bildar ett vektorrum. Detta
ser vi direkt om vi bildar linjirkombinationen af + bg for tva godtyckliga
avbildningar f och g och later verka pa en vektor wv:

(af +bg)(v) = af(v) + bg(v) (5.13)

det vill sdga af +bf € V'*.

Detta medfor att vi kan finna en bas for de linjara funktionerna i V*,
kalla den {@*'} dir alltsa varje * &r en linjir funktion fran V' — R. Denna
bas definieras sa att e*'(e;) = (5; Observera att detta entydigt bestdmmer

e*.
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Nu kan vi skriva en godtycklig linjar avbildning f = f;e* och
f(v) = fe*(vle;) = file*(e;) = fiv! (5.14)

Man kan alltsa betrakta f pa v som en inre produkt mellan f; och v’

Enformer

I ett tidigare avsnitt lyckades vi skapa ett tangentrum 7,M for varje p i
en koordinatomgivning U. En tangentvektor v € T,M fick vi genom att
identifiera operatorn v = v#9/Jz" som en vektor med koordinaterna v* i
T, M med basvektorerna {0/0z*}.

Hur skall vi nu beskriva det duala vektorrummet till 7, M. Tidigare sag
vi att det duala vektorrummet utgors av linjara avbildningar fran V — R.
En ledning far man genom att observera att v* 9 ¢ R, det vill saga

OxH
v(f) =v"0/0z"(f) € R. (5.15)
Vi skulle nu vara klara om vi kunde definiera en linjar avbildning
w(v) = v“aag:i (5.16)

Men denna blir automatiskt linjéar vilket inses genom att sétta in avy + bvo
i hoger- respektive vinster led. Det framgér dven att w maéaste bero pa f da
hogerledet gor det. Det enklaste valet vi nu kan géra ar att definiera

w=df = ;idx“ & (5.17)
df(v) =df -v= v“;;}; (5.18)

Detta &r alltsa en linjar avbildning fran V — R. En naturlig bas for w
blir {dz*}, vilket man ser genom att vélja df = da* € V och sitta in i
definitionen ovan. Detta ger

y dz#
df (v) = dz"(0/02") = B o (5.19)
vilket innebér att {dz*} ar en dualbas. Vi kallar w en en-form.
Nu nér vi har basen {dz*} kan vi skriva en godtycklig en-form som en lin-

jarkombination w = w,dz" samt

w(v) =w-v = (w,dz",v”0/02") = w,v" o) = wyv* (5.20)

Den inre produkten maste vara oberoende av val av koordinatsystem. Be-
trakta tva olika koordinatsystem for p € U; N U; med koordinatfunktionerna
x = ;(p) och y = ¢;(p). Koordinatsystemen for T,y M och T, M blir

{dz*'}, {0/0x"}  respektive (5.21)
{dy"}y,  {0/9y"} (5.22)
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Vi byter koordinatsystem

vi(p) = wilp) = (5.23)
w = wydx! = w,dy* (5.24)

Lat nu w verka pa 0/0y”. Vi far da fran sambandet (5.24)

oxt  _ -
wua—yy = Wit = w, (5.25)
det vill sdga vi har fatt koordinaterna uttryckte i de gamla koordinaterna.

5.2.4 Vektorer och vektorfalt

Antag att vi har en familj kartor pa M med tillhérande koordinatsystem. Vi
har nu definierat en glatt funktion f : M — R™ péa varje koordinatomgivning
U;, dvs en glatt funktion i m koordinater till R. Detta &r en skaldrfunktion
(eller ett skaldrfalt). Man kan nu g& vidare och definiera ett vektorfilt V' pa
M med den geometriska tolkningen som en méngd pilar. V' ar en storhet
som verkar pa varje skalarfalt f pa M och som genererar ett nytt skalarfalt.

Lat nu V verka pa skaldrfunktionen f : V[f]. Denna skall d& ordna en
vektor till varje punkt pa M. Vi vet sedan tidigare att riktiningsderivatan
for en funktion (skaldr) lings en viss riktning (2!, 22, ..,2™) definierad av
:U“(;)TJ; (R — R). Detta ger oss en god ledning for definition och tolkning av
vektorfalt. Analogt kan vi nu definiera tensorfilt.

5.2.5 Tensorfalt

Precis som med skaldrfalt och vektorfdlt kan man bilda tensorfalt. Ett
skalarfalt ger en skalér till varje punkt pa var mangfald - ett exempel pa
detta ar en hojdkarta. Till varje punkt pa jordytan ger den ett tal som anger
till exempel hur hogt 6ver havet punkten befinner sig.

Definition 5.5. Ett skalarfilt pa ett omrade U &r en distribution f :
U — R. Ibland begrédnsar man sig till funktion enbart, och man kan tillata
komplexvérda distributioner ocksé.

Analogt ar ett vektorfalt ndgot som for varje punkt pa en mangfald ger en
vektor, vilket i linje med forklaringen av skalarfilt ger oss exemplet radarbild
vilken for varje punkt visar vindriktning och styrka med en pil.

Definition 5.6. Ett vektorfilt pa en mangfald M &r en avbildning X som
tilldelar varje punkt pa mangfalden en vektor. X : M — T,M,Vp € M.

Viktigt att observera ar att vi har inga krav pa differentierbarhet. Ett
k-ganger differentierbart vektorfilt sigs till exempel vara ett C*-vektorfilt.
Med detta sagt kommer vi hddanefter enbart att berdra glatta tensorfalt
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Figur 5.8: Ett skalédrfdlt. Ligg marke till att vi vanligtvis representerar det
som en graf, men vi skulle lika gdrna kunna skriva ett tal vid varje punkt pa

x-axeln

Figur 5.9: Exempel pa vektorfalt, detta skulle kunna vara vindstyrkan i en

vindtunnel
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vilka ar definierade pa en glatt mangfald. Ett tensorfalt ar nagot som for varje
punkt pa var méangfald ger en tensor. Detta &r mer generellt &n vektorfalt
och skalarfalt eftersom bade skaldrer och vektorer ar specialfall av tensorer.
Tensorer som ett geometriskt begrepp dr oberoende av basrepresentationen,
vilket vidare dven géller for tensorfalt.

Definition 5.7. Ett (k,l)-tensorfalt pa en mangfald M &ar en avbildning T’
som tilldelar varje punkt p4 mangfalden en tensor. T : M — ®kTpM®lTpM*

Om ett exempel pa skalédrfalt ar en hojdkarta och ett exempel pa vektor-
falt ar en radarbild 6ver vindhastighet, finns det nagot trevligt geometriskt
exempel pa tensorfalt?

Ett exempel pa ett tensorfilt dr metriktensorfaltet Gver en méangfald.
[Anm. Alla mangfalder har inte en metrik, nu berdr vi ett exempel pa en
mangfald som har det.] Metriktensorfaltet visar hur avstand varierar Gver
mangfalden, och metriktensorfaltet kan da visualiseras som ett exempel pa
hur mangfalden striacks ut och dras ihop.

Vi representerar (k,l)-tensorfiltet pa M som T)*(M). Det finns sirskilt
tre tensorfilt av stor vikt, och det &r TY(M) = F(M) (mingden av alla
glatta funktioner pa M), Tg (M) = TM (méngden av alla vektorfilt pa M)
och TY = Q! (mingden av 1-former, det vill siiga mingden av alla duala
vektorfélt).

Exempel 5.3. Lat 5;(M ) vara tensorfiltet som for varje punkt pa M ger
oss Kroeneckers delta. Detta &r ett (1,1)-tensorfilt. Vi vet att en (1,1)-tensor
omvandlar en vektor till en annan vektor 4, 1t oss utforska hur detta ten-
sorfaltet transformerar vektorer. 5;(M ) kommer i varje punkt pa M att ha
n? element, med n = dim(7,M). Om vi siitter dessa element i en matris ser
vi att det ar identitetsmatrisen, alltsa ar detta identitetstransformationen.

5.2.6 Inducerade avbildningar

En glatt funktion f: M — N inducerar en annan funktion f, : T,M —
T¢(p) N som kallas differentialavbildningen. Frigan &r nu hur f, egentligen
ser ut?

For att fa fram detta kan vi studera hur en vektor pa T, M transformeras.
Det ar naturligt att vélja vektorn som en riktningsderivata

XHt0/0zt =V (5.26)

(basen ar alltsa 0/0z" = e,).
Vi skall alltsa underscka

LKV =We¢ Tf(p)N (5.27)
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Figur 5.10: Inducerad avbildning: f*V =W

Vi behover en skaldr funktion som V och W verkar pa. Infér darfor
g: N — R som dérmed definierar skaldrfunktionen g o f fran M — R. V
och W kan nu verka pa dessa skalarfunktioner. Fran figur 5.10 har vi att

Fle (@) =4 y).
Lat nu f,(V) = W verka pa g
FW)lgod™(y)] = Vlgo fop ! (x)].
Viinsterledet kan skrivas som
Fe(W)lg o v~ (y)] = WHO/dyH g o ™ (y))-
eller forkortat
£V = Wea/ay°.

Pa motsvarande sétt har vi for hogerledet

Vigo foe H(x)] =V*d/dz"[go f oy ()]

vilket forkortad skrivs

V =VH9/0zH.

4Se kapitel 2
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Nu har vi fatt
WHO/oy"[g o v~ (y)] = V#9 /0t [go f oo (x)]. (5.34)

Observera att g o1p~!(y) betyder g uttryckt i koordinater. g kan vi vilja
hur vi vill och vi véljer den nu till att vara just en av y’s koordinater, séig
g = y°, vilket ger

V.L: W y*/oy® = W* (5.35)

H.L: V#oy®/0x# s Wr=VH (5.36)

Notera att g%z ar en Jakobian.

Pullback

En generell teknik som &r anvindbar vid tva avbildningar WV i> w % R, V
och W &r hér vektorrum och f och g linjira avbildningar. Lat g : W — R
vara en linjar funktion pa W, det vill siga g € W*. Da bade f och g linjéra,
blir &ven sammanséttningen g o f en linjar funktion pa V (go f € V¥)
och vi kallar den h = ¢ o f. Men andra ord: givet en funktion g € W*
har avbildningen f inducerat en avbildning h € V*. Vi har alltsa fatt en
avbildning

ForWE S VE L fHg) =h (5.37)

h kallas for pullback av g genom f*. Observera riktningarna:

vLwER (5.38)
V* — W (5.39)
(gof) L g (5.40)

5.3 Floden och Liederivatan

En kurva genom en punkt p € M definieras som tidigare som en avbildning
fran I, € R:

Iy > M (5.41)

déar 0 € I, och ¢(0) = p. Man kan da tillordna varje punkt pa kurvan c(t) en

tangentvektor dfi(tt) = (t). Vi kan nu definiera och studera en kurva som gar

"ings” ett vektorfilt X, dvs kurvans tangent pekar hela tiden i vektorfiltets
X’s riktning.
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Definition 5.8 (Integralkurva). Lat M vara en méangfald och X € X (M)
vara ett vektorfilt pa M. En integralkurva genom p € M é&r en kurva
genom punkten p sadan att ¢/(t) = X (c(t)), Vt € I Speciellt ar ¢(0) = p.

Vidare géller det att uttrycka en integralkurva i ett lokalt koordinat-
system. Antag att dimM = m och infor ett lokalt koordinatsystem pa en
karta(U, ), p € U:

¢(p) > x€R™ (5.42)

Vi kan nu skriva kurvan ¢(t):
c(t) = (zX(t),...,a™(t)) = x(1) (5.43)
p— c(0) = (2, .., 20") = x0 (5.44)

och uttrycka i basvektorerna
{e,} ={0/0z"} dvs (5.45)
X =X'e; + ... + X", = X'e, (5.46)

Observera att varje komponent X* i allménhet &r en funktion av (x!,..,2™).
Vi skriver

X = XMl (t), ., 2™ (1)), (5.47)

men vi ser att sjilva X dr oberoende at ¢. Vi kan nu skriva en integralkurva
pa ett mer anvandbart satt:

d(t) = X(c(t)) (5.48)
och pa komponentform
dat(t) - m
o = X1(2'(1),. La2™(t))
dx;(t) — X ),. L2 (1) (5.49)
(5.50)

Detta ar som ként ett system av ordindra differentialekvationer vilket har
en entydig losning med xg = x(0) som begynnelsevillkor. En uppséttning av
sadana integralkurvor for olika begynnelsevillkor dvs genom olika punkter
x¢ kallas for ett flode och betecknas o(t,x¢). Ovanstaende ekvationssystem
kan skrivas kortfattat som

dat o,
= Xr() (5.51)



Figur 5.11: Ett vektorfalt som beskriver ett flode pa en karta U € M. For
varje givet begynnelsevirde fas en integralkurva vilken bestdms av vektor-
faltet. Notera att ¢t = 0 avbildas pa p.

<
~Q

T/ ) X , TeM
x©)=P = X(€)

Figur 5.12: En infinitesimal tidsutveckling ling X

Harledning av Liederivatan

Liederivatan &r en operation som anger hur en viss storhet, sig () pa en
méngfald M varierar lings ett vektorfialt X, dvs lings en integralkurva vilken
ar bestamd av vektorfaltet. Man betecknar liederivatan med £ ¢ Q. Vi ska nu
se hur £5Q ser ut da @) ér ett annat vektorfilt Y. En intressant egenskap
som liederivatan £ X? har att denna i sin tur bildar ett nytt vektorfalt.

Det giller att studera hur ett vektorfilt Y forindras fran en punkt p till
en annan punkt p’ da den fiardas lings ett annat vektorfilt X eller rittare
sagt langs X:s flode genom p till p’. Notera att vektorfilten alltid ligger i
tangentplanet T, M for varje punkt.

Vi infor koordinaterna p = x(0). D4 vi rér oss lings X, se figur 5.12, far
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vi for en infinitesimal tidsutveckling t = €
P =x(e) =x(0) +eX =% (5.52)

Nu skall vi underséka hur Y fordndras fran Y (p) till Y (p') lings X.
Vi skall allts& bestdmma Y( ) = Y(x +eX) ip. Observera att Y( /) blir
uttryckt 1 T)y M. Eftersom Y &r differentierbar kan vi approximera Y(X+€X )
med Y (x) +edY - X dér dY - X betecknar riktningsderivatan av Y lings X.
Mer precist blir detta uttryckt pa komponentform

Vi(x') = VP (x) + eX” - (5.53)

vilken d& &r p-komponenten for e, € T;y M. Ett problem vi har nu ar att
Y (p') (i andra termen) ar uttryckt i ett annat koordinatsystem &n det vi hade
i punkten p dar ?(p) var uttryckt i basen som ligger i T, M. For att losa
detta skall vi anvéinda en avbildning T,y M — T,M, dar p’ = x+eX =x'. Vi
skriver detta istéllet som x = x’ —eX dir x ér de “gamla” koordinaterna och
x dr de "nya”. P4 komponentform har vi alltsi avbildningen # — 2+ — e X*
i basen e, = 0/0z". Vi far sambandet

YV
oxH

002" = ‘Wa/a v = [5;—68);;( )] 8/8z". (5.54)

x+5)~(

Detta inséttes nu i (5.53) vilket ger

OxP OxH

W(x)ﬂ)@(x)aw(x))] [5;— OX"(x )] 0/0x"  (5.55)

Vi multiplicerar ihop termerna, noterar att eX? ay 5” = eXP 8Y
ut p mot p for att fa pa komponentform

oV - ,0X"

yH XH
te OxH Ozt

+ O(€%) (5.56)

Nu kan vi beriikna skillnaden mellan Y#(x') och Y*#(x) for en infinitesimal
forflyttning
oYy . 0XV

% [PrG) - Vi) = RO - TS 1 o) (5.57)

Om vi later € ga mot noll, sa far vi exakt liederivatan, vilken skrivs
LT = (X107 — 79, K")e, (5.58)

dar 9, = 0/0z*.
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5.3.1 Regler och samband for Liederivatan

Liederivatan kan enklast skrivas som
X, 9] = [X,V1f = X [V17]] - ¥ [x1A] (5.59)

dér Y[f] och X[f] alltsa &r skaldra funktioner. Detta visas enkelt om vi
skriver

X = X190z (5.60)
Y =YH9/dzt (5.61)

Lat nu X verka pa Y[f] och vice versa:
X [ff[ f]} = X1/ Oat [ff”a f/@x”}
Y [fq f]} — YO0t [Xva f/(?:z:”}

. _ OY" oo~ O%f - OXV .- Of
_ M v uyv v S YITA e _
= [X,)Y]f=X D of /ox” + XHY YTy Y Dkt XH*Y pyeo
_ oYY - X'\ Of
= | X+ — Y+ 5.62
< OxH Ozt ) ox? ( )
Héarav ser vi att Liederivatan ar ett vektorfalt med koordinaterna
- YV - 9XV
XH - Y+ 5.63
oxt OxH ( )

ien bas e, = aany. For ett godtyckligt vektorfalt géller att
X[hk] = hX[k] + X[h]k

diér h och k dr funktioner. Alltsd differentierar X den funktion man later
den verka pa.

Exempel 5.4.

LoV =X V] =X [V] -7 [£(%)] =

= [X[Y] - fY[X] - Y[f][X] = f[X,Y] - Y(/)[X] (5.64)
Hér har regeln for differentiering av produkt anvénts.

Exempel 5.5.

]
= [X[Y]+ X[f]Y = [V[X]] = f[X, Y]+ X[f]Y (5.65)



Sjélva formen pé liederivatan
LY = (X"9,Y —Y0,X)d/0x" (5.66)

visar att den i sin tur genererar ett vektorfilt. Vi skall nu ge nagra enkla
regler och samband for Liederivatan. Vi borjar med att bilda Lx f dar f &ar
en vanlig skalarfunktion. Lx f bor betyda hur f fordndras d& man forflyttar
f fran p lings X (dvs lings en integralkurva). Vi kan som tidigare skriva
detta som

lim L [+ eX (2)) — f(x)]

€ €E—

. X[f]=df - X (5.67)

vilket dr detsamma som riktningsderivatan av f lings X vilken #ven skrivs
(df, X'). Vi har nu fatt det forsta sambandet for Liederivatan

Lif=X[f] (5.68)

Detta kan vi nu anvénda for att teckna for en speciell skalarfunktion som &r
en skaldrprodukt, namligen

(w,Y) (5.69)
vilket r skaldrprodukten mellan enformen w och vektorfiltet Y. Vi bildar
L (w,Y) (5.70)
och nu giller alltsa
Lz (w,Y) = X(w,Y) (5.71)

enligt samband (5.68). Da L¢ &r ett vektorfélt &r det naturligt att kunna
definiera £ gw s att vi har likheten

Li(X,Y)=(Liw,Y)+ (w,L3Y) (5.72)

enligt differentiering av skaldrprodukt och med (5.71) har vi detta ekvivalent
med

(Low, V) = X(w,V) — (w, LV) (5.73)

Vinsterled innehéller uttrycket £¢w som vi nu vill definiera sa att vi far
V.L=H.L. £ gw &r extra instressant eftersom den tolkas som liederivatan pa
en dualvektor. Denna likhet skall gilla for godtyckliga vektorfilt Y eftersom
L zw maste vara oberoende av Y. Vi viljer déarfor Y konstant, dvs oberoende
av T

ayv
oxH

=0, Vv, pu (5.74)
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Vidare ger detta

- - - - - V1
X(w,V) = X (w,Y") = XVa(t;‘j:) =
-~ 0w oWy =, -
_ YVVYH B v v
XUYrot = (AT (5.75)

eftersom alla partiella derivator av Y forsvinner. Det kvarstar da termen

(w, LxY) = {Ykonstant} = (w, X[Y] — Y[X]) = (w, X[Y]) — (w, Y[X]

(5.76)
Nu skriver vi Y[X] pa indexform:
VLX) = (7#0/00)[X"0)0*) = 7+ 0 Jowh oz
) (5.77)
Helt analogt far vi
X[Y]=X* 8Y: /02" dx* = {Ykonstant} =
= XPYV9? )9z’ Dt (5.78)

Vi har da att

8X”
OxH

X[V] - Y[X] = X'VV8? /0" D —

.0/0x" +YIXY . a%waw]

0"
= Y10 /00" (5.79)

Sammantaget har vi nu:

14

= (Owu 2, op =, 0"
(Lxw,Y) = <8x’/ - X >Y + (w,Y ag;u> =
O - -, 0XY [ Ow OX"\ -
— X" ) YF 4+ whYH = EXY 4wt Y+ 5.80
( oz ) e OxH ( oz T G ) (5:80)
D& Lxw i skalarprodukten maéste tillhéra dualrummet maste det gélla att
ow XV
_ Ty o
Lxw = 9 VX +w p (5.81)
Vi kan skriva upp Jacobiidentiteten fér Liederivator
(X, Y], Z] +[[Z2, X].Y]+[[Y. 2], X] =0 (5.82)

Jacobiidentiteten for Liederivator. Det finns 6 permutationer av X,Y och
Z. Betrakta en godtycklig, exempelvis [X][Y][Z]. Fran [[X,Y], Z] har vi
[X][Y][Z] och fran [[Y, Z], X] har vi —[X][Y][Z]. Nagra fler termer med den-
na permutation finns inte, vilket ger oss ett nollbidrag. Pa grund av total
symmetri med avseende pa alla permutationer av X,Y och Z maste alla
termer forsvinna. O
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5.3.2 Geometrisk tolkning av Liederivatan

I en méangfald som ar ett euklidiskt rum kan man flytta en vektor lings en
godtycklig linje utan att vektorn féréndras, vilket bland annat beror pa att
vi kan ha samma basvektorer, det vill siga samma koordinatsystem Over
hela rummet. Detta &r nagot som vi sett ej fungerar fér en generell méng-
fald. Vi ar istéllet tvungna att arbeta med lokala koordinatsystem pa varje
karta (U;, ;) vilket ju vidare betyder att basvektorernas riktning forandras
fran punkt till punkt pa méangfalden. Det vi vill undersoka &r nagot som
ar analogt med en forflyttning enligt ett paralellogram enligt den vanliga
vektoralgebran.
Om vi har tva vektorfilt definierade pa M &r det naturligt att rora sig utmed
de linjer som integralkurvorna bildar, dvs utmed vektorféltets riktningar. Det
géller alltsa att understka vad som hénder i en motsvarighet till parallello-
gram da vi ror oss ldngs med dessa vektorfalt. Vi utfor en parallellférflyttning
langs integralkurvorna:
Vi borjar i en punkt xg och jAmfor tva vagar: forst ror vi oss ldngs med vek-
torfaltet X till punkten x;. Vigen som har forflyttats betecknar vi eX. Nu
forflyttas vi vidare till punkten xo av vektorfaltet Y och denna vag beteck-
nar vi med dY. Nu gor vi hela forflyttningen fast i omvénd ordning: Férst
later vi vektorfaltet Y forflytta oss till en punkt x3 via vigen &Y for att
sedan transporteras av X till x4 lings vigen ¢’ X. Som vi ser i figur 5.14
sluts inte detta ”parallellogram”. Detta beror, som tidigare ndmnts, pa att
basvektorerna forédndras da vi forflyttar oss pa mangfalden.

For att fa lite enklare beteckningar pa detta skriver vi en kort repetition
av tidigare stycken:

f: R" — R™, fdifferentierbar (5.83)
Vi har d& i en omgivning till u
flu+ee) >~ f(u)+eDf(u)-e (5.84)

dir Df(u) - e #r riktningsderivatan for ¢ = z'e; + ... + 2"e, och f(u) pa
komponentform:

f/(u) = fHu)y f(u) (5.85)

Detta blir helt analogt pa till exempel vektorfaltet Y(xo) langs vektorn
X(x0) = X'e; + ... + X", som alltsia bestiims av X (x). Vi har

Y (x0 + €X (x0)) ~ Y(x0) + DY (x¢) - X(x0) och helt analogt  (5.86)
X (x0 + Y (x0)) =~ X (x0) + 0D X (x0) - Y (x0) (5.87)
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Figur 5.13: Bild till avsnitt Steg 1

Steg 1

Studera nu en integralkurva x(t) genom en punkt xo = x(0) i ett lokalt
koordinatsystem pa mangfalden M med avseende pa ett vektorfilt X (x).
For sma e kan man da skriva

d
X1 (€) = x(0) + ed—i{h:o +O(?) (5.88)
Nu &r x(t) en integralkurva, dvs riktad lings ett vektorfalt X (x) i punkten

xq. Detta ger oss

dx ~
— g =X .
7 lt=0 (x0) (5.89)

enligt definition.Vi ser dven fran figur 5.13 att

= x; = x0 + X (x) (5.90)

Steg 2

Nu underséker vi geometrin ndr man bildar motsvarigheten till parallello-
gram. De tva riktningarna i parallellogrammet kan d& definieras med avse-
ende pa tva olika vektorfilt, utgdende fran punkten xg. Se figur 5.14. Vi gar
tva vagar

Viag 1: xg = X1 — X9 (5.91)
Vig 2: xg = X3 — X4 (5.92)

och bildar skillnaden (x4 — x2) som blir ett méatt pa hur stort “gapet” i
det ofullstandiga parallellogrammet blir. Vag 1: Forst gar vi fran xg — x3.
Enligt (5.90) ovan har vi

x1 = x0 + €X(x0)
Dérefter x; — x9 langs f/(xl), dvs xo = x1 + 517(}&1). Satt in x1
= x9 = x0 + €Y (x0) + 0Y [x0 + X (x)o] = {enligt (5.86) ovan} =

= x, + €X(x0) 4 0[Y (x0) + DY (x0) - X (x0)] (5.93)
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Vi har nu fatt
X9 = X0 + EX(X()) + 5{/(X0) + 5€D}~/(X0) . X(XQ) (594)

Vig 2: Forst gar vi xo — x3. analogt med (5.90) har vi x3 = xo + 517(}&0)
langs Y (xg). Dérefter x3 — x4 ldngs X (x3).

x4 = x3 + X (x3) (5.95)
x3 = X0 + 0Y (x0) (5.96)
insattes i
x0 + 0Y (x0) + €[ X (x0 + 6Y (x0))] = (5.97)
X4 = xod}}(xo) + G[X(Xo)(SDX(Xo) . Y(xo)] =
=x0 + 0Y (x0) + X (x0) + 6D X (x0) - Y (x0) (5.98)

Bilda nu skillnaden (xg — x4)
X9 — X4 = €0[DY (x0) - X (x0) — DX (x0) - Y (x0)] (5.99)
Vi har nu fatt Liederivatan innanfér hakparenteserna i (5.99)

(x2 —x4) = DY (x0) - X (xx0) — DX (50) - ¥ (xx0) (5.100)

eller pa komponentform

(81?” - XH oX* -Y“) (x0) (5.101)

oxH Ozt

Skillnaden mellan punkterna x4 och x fas alltsa direkt ur Liederivatan. Den-
na skillnad beror pa att DX -Y och DY - X inte kommuterar och skillnaden
blir av storleksordning O(ed) = O(€?).

5.4 Differentialformer och integration av mangfal-
der

5.4.1 Inledning till differentialformer

Vart mal dr nu att konstruera en motsvarighet till integralen i ett R™-rum
som géller for allménna mangfalder. Den enklaste och endimensionella inte-
gralen skriver man som f7 f(z)dz déar kurvan « &r en endimensionell méang-
fald och x en reelvird variabel. Vi kallar nu f(z)dz en 1-form. Fran analysen
vet vi att ett variabelbyta x — 2/ lamnar f(z")dz’ oférandrad i bemérkelsen
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Figur 5.14: Liederivatans motsvarighet till parallellogram

att f,y f(2')dx' ger samma resultat efter variabelbytet. Fran analysen i R?
har vi nadgra mer allménna integralformer

/(Azdx + Bydy + C.dz) (5.102)

en linjeintegral med 1-formen Adx + Bdy + Cdz (A, B och C' i allménhet
glatta funktioner i z, y respektive z), samt ytintegraler av typ

//(Pyzdydz + Qzpdzdr + Ryydady) (5.103)

Vi kallar P,.dydz + Q.pdzdx + Ryydxdy for en 2-form. I R3 har vi slutligen
volymintegralen

// Gry-dxdydz (5.104)

med 3-formen Gy .dxdydz. Man kan lite férenklat betrakta {dz, dy, dz} som
en bas for en 1-form och analogt {dydz, dzdz, dxdy} som basen for en 2-form
samt {drdydz} som basen for en 3-form i R3. Dimensionen for dessa baser

ar
3 3 . 3
<1> =3, <2> =3 respektive <3> = (5.105)
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Vi vet ocksa att dessa integraler &r 6ver orienterbara omraden: en kurva har
tva riktningar, en yta ar orienterbar etc. Vi har dven kdnda samband mellan
integraler, sasom Stokes sats (2 dimensioner):

/8 S(Axda: + Bydy) = /S (%iy - 85?) dady. (5.106)

Var onskan dr att finna motsvarigheter till sidana samband i hégre dimen-
sioner som dessutom gar att anvinda for allménna méangfalder. Innan vi
gar vidare kan vi forsoka gissa oss till nagra egenskaper som borde inga ge-
neraliseringen. Vi studerar ovanstaende integraler: Produkten av typ dzdx
férekommer inte vilket indikerar att dedx = 0. Detta i sin tur géller fér pro-
dukter som &r antisymmetriska, dvs vi kan forvinta oss en definition av en
produkt i stil med dx - dy = —dy - de. Man skulle till exempel kunna skriva

0B, 0A,
—_— = 1
( o By )da:dy (5.107)
som
0B 0B
—Adzx - dy + A—dy - dx. 1
5, de Y+ ay Y- dx (5.108)

For att g héndelserna lite i forvag kommer vi att kalla en sddan produkt
for en kil-produkt och teckna den som

dx Ndy = —dy N dzx. (5.109)

Slutligen vill vi kunna definiera en invers till integralen, dvs en differentiering
bor att kunna fa en motsvarighet bland annat till differential /integralkalkylens
teorem

/ ’ d’;(;) d = f(b) — f(a) (5.110)

dér {a, b} &r randen till en kurva mellan a och b. Vi kommer att fa se en
generalisering av detta pa formen

/Rdw:/aRw (5.111)

dar w betecknar en si kallad r-form.

5.4.2 Randen

Innan vi gar ndrmare in pa dessa sa kallade r-former och integration av
sadana behdver vi definiera en rand pa en mangfald. I ett senare avsnitt
kommer vi att se att en r-form w pa en orienterbar mangfald ger upphov till
den allménna Stokes satsen.
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Figur 5.15: Randen av en mangfald M. {U;} ticker M. Alla U; homeomorfa
till ppna mingder H™ = {(z!,22,..,2™) € R™|2™ > 0}. Den punktmingd
som avbildas pa x™ = 0 kallas for randen till M och betecknas M. OM har
alltsd dimension (m — 1).

/(%vz/ w
M oM

Hér ser vi att randen till till mangfalden M blir vésentlig. Man beho-
ver darfor en lamplig definition av randen pa en méangfald. En heltdckande
formel definition &r relativt teknisk och vi kommer darfor att ge en mer skis-
sartad definition. De huvudsakliga begreppen i en formell definition bygger
pa foljande:

Omraden pa M indelas i tva kategorier dar den ena innehéller M:s inre
IntM och den andra M:s rand OM. Har ar IntM = UUigoi_l pa Intp; (U;)
vilken #r en 6ppen delmiingd i R™. M:s rand ir OM = |JUip; *(9p:(Us))
dar d¢;(U;) éar en rand i R™ och har alltsd dimension (m — 1). Observera
att vi endast tar koordinatavbildningen som géar pé& 6vre halvplanet, se figur
5.15. M:s rand blir da naturligt definierad som den delméngd vilken avbildas
s& att den beskrivs av koordinaterna x1, ..., ;1,0 dar alla xq, ..., ;1 > 0

5.4.3 Differentialformer och kilprodukter: Allmanna defini-
tioner

Malet ar att bygga upp en matematisk struktur som diskuterades i inled-
ningen ovan. Nyckelbegreppen i detta avsnitt kommer att vara r-former och
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kilprodukten. Vi kommer &dven att definiera differentiering av r-former.

Vi utgar ifran vektorrummet for ett tangentplan 7, M med dimensionen
m: {v1,..., vy, }. Detta vektorrum har ett dualrum, &ven kallat kotangent-
rum, som utgérs av alla linjara avbildningar fran T,M — R. Detta du-
alrum kallade vi tidigare T,y M men vi déper nu om det till Q4 (M) samt
kallar vektorn w € Qf en en-form. Under avsnittet en-former 5.2.3 sag vi att
{dx!,..,dx™} = {dx"} utgor en dualbas for w. Man har alltsa (dz#*, 9/0z") =
64 och w = wy,dx# dér w kallas en differentialform.

Koordinatoberoende definition for r-former och kilprodukter

Vi utgar nu fran det m-dimensionella rummet Q}(M). Fér varje r bildar vi
ett nytt vektorrum som kallas € som skrivs som en speciell produkt av r
stycken Qf. Vektorrummet QF bestar av element av typen

w1 Awg A ... AN w, (5.112)

dér w; ar en godtycklig en-form. Uttrycket wy A ... A w, ar en kilprodukt
som uppfyller foljande regler:

i Linjéritet med avseende pa varje komponent w;:

wi Awa A ... A (w; = aw’ + bw”) ANwiiq. ... Nw, =
=awi A .. AW Awiprg... ANwyp+bwp A AW Awieg A Aw, (5.113)

il w1 A ... Aw, byter tecken for varje ombyte av tva index ¢ <> j. D& varje
permutation P(1,2,...,r) bestar av antingen ett jamt eller udda antal
sadana byten kan man skriva

Wy(1) A oo A Wp(py = (sgnPIwi A oo A wy (5.114)

p(r
Fran (5.114) foljer att om w; = w; for nagot ¢ # j blir

wi A ... ANwp =0 (5.115)

Sadana kilprodukter och deras linjairkombinationer bildar sa kallade -
former som i ett senare avsnitt &ven ses som antisymmetriska tensorer, da
pé basform. Nu tar vi en bas fér w: {dz', ...,dz™} dvs w = w,dz* Observera
att till skillnad fran indexeringen ovan sa &r w, nu koordinater. For att
undvika sammanblandning i beteckningarna skriver vi nu (i) € Qf

ali) =) oy(i)dz" (5.116)
och bildar kilprodukten i Q(l):

a(l) Aa(2)... ANa(r) (5.117)
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som blir en summa

r

> o (D, (2).0p, (r) da' A A datr (5.118)
1,42, o

Vi omordnar nu kilprodukten enligt (5.114):

p(prpe...pr) = (n1ng...n;) (5.119)

dér n; < ng < ... < n, och alltsd &r {n;} en ordnad méangd. Summan blir da
pa formen

> andz™ A Ada™ (5.120)

diar N betecknar den ordnade méngden {n,}

Har ser man att alla sadana uppsattningar av r stycken kilprodukter
bildar bas for €2 eftersom varje kilprodukt dz#* A...Adx#" dr en permutation
av nagon sadan ordnad produkt dx™ A...Adz"", n; < ng < ... < n,. Vidare
ser vi att det finns (T) delméngder och for r stycken element ur m far vi
dimension dim§2j; = (T) Vi far en enkel tabell 6ver mojliga 27, 0 <r <m

r-form bas dimension
QO(M) {1} 1
QM) =TyM dxt m
O2(M) dz™ A dz™? m(m —1)/2
Q" (M) daz™ A ... A\dz"™r (™
Qm dzt Adx? A ... A dz™ 1

Vi ser att dimQ" (M) =dim Q™" (M) vilket gor att det gar att bilda en
isomorfi mellan dessa rum. Om man infér en metrik pa mangfalden kan man
via denna bilda en specifik isomorfi. Vi kommer se mer av detta i ett senare
avsnitt som behandlar metriker.

Multilinjara avbildningar uttryckta i basform

Tensorer ar, som tidigare ndmnts, en generalisering av linjara avbildning-
ar L(v) pa en vektor v till ett annat (vektor)rum. Vi skall halla oss till
L(v) — R och dess utvigdning. Generaliseringen innebér att man bildar
multilinjdra avbildningar:

T(vi ® va... @ vg) = R (5.121)

dir vi ®vs...Qv, tillhér produktrummet bestdende av den direkta produkten
av q stycken kopior av V' vilket skrivs

VeVe..oV=eV
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T verkar nu linjart pa varje v:
T(vi)®..0 (av +bv") @ .. @ vy =
=aT(Vi® .0V .0 vy + T (vi®.v'®.. Qv (5.122)

Man kan ga ytterligare ett steg i generaliseringen och bilda produktrum &ven
pa duala vektorrum:

V.oV =eV” (5.123)
och &ven sammansittningar av typ

V0.0V eVe.o V=0V eV (5.124)

Vi skall nu tillimpa det viktigaste sambandet mellan V' och V*, vilket
vi numera ar valbekantade med, namligen att de linjara avbildnignarna pa
V bildar det duala vektorrummet V*. Vi har basen {ei,...e,} for V och
basen {e!,...e"} for V*. Varje e’ #r alltsid en linjir avbildning som precis
som tidigare giller att '(e;) = 5; Nagot som kanske inte papekats tidigare
ar att V och V* ar helt symmetriska. Detta ser vi genom att bilda dualen
till V>
(V*)* = Vv (5.125)
vilken man sedan kan identifiera med V:

V**EV

I sa fall kan man betrakta det som att det inte spelar nagon roll i vilken
ordning man utfér produkten mellan baserna

e'(e)) = e;(e") = 5;- (5.126)

Vi betraktar nu en multilinjar avbildning 7™ : éV — R. Det galler nu att

Sats 5.1. Om {@’} &r en bas iV samt {e;} en bas for V* sa ir {e" ®...@e!" }
en bas for T7. Hér betecknar {e#! ®...@el} en viss permutation av r stycken
utvalda basvektorer i V*

Bevis 5.1. Antag att {e”! ® ... ® e/} &r linjart beroende. Det finns da en
summa

T" =)ty e @..@e =0 (5.127)
dér inte alla t,, _,, = 0. Lat nu 7" verka pa {e,, ® ... ® e, }.

=T ey ®..0e,)=
=ty (@ Q. Qe (e, ®..0e,) =
= Ly O = b, = 0 (5.128)

vilket ar en motséagelse.
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Vi 6vergar nu till att arbeta med vektorrummen V med basen {0/0x!...0/0x™},
samt dualrummet V* med basen {dz;...dz,,} dir en tensor T" ar uttryckt i
basenenligt ovan.

"= TH-rdr, ® .. d, (5.129)

vilken verkar multilinjart: 77 (vy...v,) = R
Detta kan utvigdas ytterligare for att gélla &ven produktrummet 6ver duala
vektorrum.

V*®.V'eVe..oV (5.130)

med den sjalvforklarande beteckningen éV* <§> V.

Vi vet att en tensor 1" ar en multilinjar avbildning pa produktrummet V ®
V®..0V =R, dvs T"(v1 ®vs..®v,) — R. Om vi har basen {eq,...e,} iV
s& har det duala vektorrumet V* den duala basen {@!,..e"} och som vanligt
giller att ¢'(e;) = 5; Vi skriver tva viktiga samband:

iv=>Y¢e(v)e, veV
i w=> w(e)e!, weV*
for vilka symmetrin direkt bygger pa (5.126). Da T" &r linjér pa varje plats i

V ®...®V kan man utveckla T" i ®-produkter av ovanstaende basvektorer
e’ och motsvarande for det duala vektorrummet V*

5.4.4 Differentialformer och kilprodukter uttryckta i baser
som tensorer

Innan vi gar in pa tensorformerna behover vi ett par anviandbara konstru-
tioner i form av symmetriska och antisymmetriska tensorer.

Symmetriska och antisymmertriska operatorer

PA en tensor av typ w € T?(M) kan man utféra en permutation med hjilp av
en permutationsoperator P; Pw(Vi,Va,..,V;) = w(Vp), .., Vp(r)). For
en allmén tensor av typ (¢, r) utfér man permutationer pa ¢- och r-index var
for sig. For differentialformer behéver vi tva anvandbara konstruktioner for
en tensor w € T?. Av en godtycklig w bildar vi en helt symmetrisk tensor
med hjélp av operatorn S pa w:

1
Sw=— > Pw (5.131)
PeS,

dér summan ar tagen Over alla permutationer S, av r element. Det &ar inte
svart att se att en godtycklig permutation pa w, P'w ger

1 1 1

/ / /! _

SPw_—ﬁ E P(P'w) = E P w——r! g Puw (5.132)
PeS, P"eS, PeS,
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eftersom summan innehaller ssamma termer, dvs S ar oférandrad. Harav inses
varfor Sw kallas symmetrisk d& varje omordning av index lamnar tensorn w
invariant. Pa analogt sétt bildar man nu en sa kallad antisymmetrisk tensor
for w € T

1
Aw = ] Z (sgn P)Pw (5.133)
PeS;,

Lat nu tva index ¢ och j pad w(Vi, ..., Vi, Vig1, .., Vign, ..V;) byta plats Vii,, =
V;. Detta gor vi genom att flytta V; n steg till V;. Varje steg kastar om
ordningen Vi, Visgsr1 — Viekt1, Visr. FOr varje steg far vi alltsa sgnP —
(—1)sgnP. Totalt far vi n steg at hoger och dédrmed (n—1) steg at véanster da
vi flyttar Vj till Vi’s plats. Detta betyder alltsa att varje term multipliceras
med (—1)2"*! = (—1) for alla n. Det framgar nu varfor Aw kallas antisym-
metrisk: varje byte av plats mellan tva index medfor att Aw’ = —Aw. Detta
medfor dven att om V; = V; & Aw = —Aw & Aw = 0. Vidare ar varje
permutation resultatet av antingen ett jdmt antal eller udda antal sadana
steg: sag att vi utfér en permutation P’ pa w:

A(P'w) = (sgnP’) Aw (5.134)
Béade Sw och Aw innehaller faktorn % Anledningen &r att om w ar

i helt symmetrisk sa far vi Pw = w, dvs Sw = % > pes, Pw = %r!w =w
vilket vi bér ha.

i helt antisymmetrisk: Pw = (sgn P)w dvs Aw = & > pes, (sgn P)Pw =
L > pes, (sgn P)?w = Lrlw = w vilket vi forviintat oss.

Vidare kan en godtycklig tensor w,,, skrivas som summan av en symmetrisk
och en antisymmetrisk tensor:

1 1
7(w,u1/ + wuu) - *(w,uy + wup) (5135)

W =5 2

Om man redan har en antisymmetrisk tensor w géller som tidigare namnts
Aw = w. Harav foljer for ett godtyckligt w att A(Aw) = A
5.4.5 Kilprodukt och differentialformer pa basform

Man kan nu bilda en speciell tensor som &r uttryckt i sddana basvektorer i
T T
QRV* = T*(M).

Definition 5.9 (Kilprodukt av r en-former). Kilprodukten av r en-former
definieras som den antisymmetriska tensorprodukten av r en-former:

d't A Adatt =) (sgn P)dat P @ .. @ dat), (5.136)
Pesr
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Vi ser direkt att denna tensor &r antisymmetrisk: den vixlar tecken for
varje ombyte av plats mellan tva dz*.
Lat oss aterga till att uttrycka den allménna tensorn i produktformen:

T = [Ty da? @ ... @ dat] (5.137)

Vi omvandlar nu denna till en antisymmetrisk form med hjilp av operatorn

A

1
AT" = > (sen P)PT" (5.138)
" PesT

Notera att om den redan ar antisymmetrisk far vi tillbaka 77 vilket vi sag
ovan. Satt AT" = w

1
AT =w = —~ E (sgn P)P(wy,. p,dz" @ ... @ dzh") =
" pesr
1
= S Wuy.p, AT AN dat (5.139)
,

dar vi har satt in uttrycket for kilprodukten. Detta &r en definition av den
allménna r-formen w(vy)..v, som alltsd ar antisymmetrisk.

Vi skall nu bilda kilprodukten mellan tva differentialformer: en ¢-form w €
Q9(M) och en r-form £ € Q"(M). Denna produkt kallas ocksa extern pro-
dukt.

1

] Z sgn (P) w(vp(1)-+Vp(g))E (Up(g+1) -+ Vp(g+r))
q' ’ PESq+r

w A E(v1,02, .. Vggr) =

(5.140)

Observera hér att fran borjan &r permutationer mellan w:s och £-s vektorer
ej blandade. For varje val av g forsta v; finns det ¢! permutationer fér w att
verka pa samt 7! for €. Hir av far vi faktorn (rlg!)~1. Man kan dven skriva
(5.140) med hjalp av den antisymmetriska operatorn:

(g +m)!

WAL= !

A(w @ €) (5.141)

Vi skriver nu den formella definitionen av den externa produkten i en
bas {dx!, ..., dz"}

Definition 5.10 (Extern produkt). wA€& = ﬁw‘ul._.Hq£#q+1...“q+rd$ul A A
dxha+r

Vi har tre anvindbara samband for kilprodukten:
iENE=0
i EAn=(=1)"nAE
i (AN Aw=EN(nAw)
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Extern derivata

For att kunna inféra motsvarigheten av integration pa en mangfald maste vi
kunna bilda ett uttryck av typen

/fmw (5.142)

och vidare vill vi kunna defiera en omvénd operationen till integrering som
till exempel anvinds i sambandet

/8Rw:/Rdw (5.143)

Vi ger dirfor nu den formella definitionen av den externa derivatan pa en
r-form w, betecknad d,w:

Definition 5.11 (Extern derivata). Om

1
W= =Wy datt A A dah (5.144)
7!
s& ar 1
drw = = (0/0x" Wy, ..., ) dx” N dzht AN dat (5.145)
7!

Man ser att operationen d, pa en r-form producerar en (r 4 1)-form. Det
finns tre viktiga samband:

i) d(§+n) =d{+dn tva r-fomer
i) d§An) =dEAnn+(=1)"EAn
iii) d(d¢) =0

dar £ € Q" (M), n € QUM).
Bevis 5.2 (ii).

d(Enn) = d(Eil...ir'r]jl,,,jq)dxil A oo Adxt Adat A LA date =

0, ..i, OMjy..j i i ;
_ ( o + iy g ) ot Adat AN (5.146)

dar forsta termen blir
o 8§11'er ’ld i1 d i d J1 d jq —
= W x art N...Ndx Nj1...5, AT A N\Ndx’? =
=déNAn (5.147)

da vi har flyttat in n;,._;, framfor den kilprodukten som 7 verkar pa. For den

andra termen &, ;. ngm‘;“ dz" Adx™ A ... Adxe kan vi flytta %daﬂ/\ r
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steg at hoger. Vi byter da tecken r ganger och vi far faktorn (—1)" framfor
denn term som da blir

(=1)"&, i dx™ A ... Ada'™ A %dwl Adzit A . A dade =
X
(=1)"¢An (5.148)
Och dérmed har vi visat (ii)

Bevis 5.3 (iii). Tag w = %wm,,“mdx“l A ... Ndztr. Da d? verkar pa w far
vi direkt

2
107wy, .,

2 A v T
2 2
Eftersom aaij‘;bxfr 2 81:53%; = och samtidigt
da* A da? = —da¥ A da (5.150)

forsvinner alla termer, det vill sdga uttrycket = 0

Extern derivata av f*z

I avsnittet "Inducerade avbildningar” sag vi att en avbildning f: M — N
inducerar en annan avbildning f. : T,M — Ty, N géllande tangentplanen i
respektive mangfald. f. verkar alltsa pa vektorer V' € T, M enligt

ML NSR (5.151)
(fV)(g) =Vlgo f] (5.152)

dir g o f &r en skalér funktion. De duala vektorrummen T} (M) och T (V)
ar alltsa linjara avbilfningar fran T,,(M) respektive T,,(N). Om saledes en
linjér avbildning 7},(N) — R é&r definierad sa ger f : M — N upphov till
en linjér avbildning fran 7,(M) — R dvs vi har fatt avbildningen T%(N) —
T (M)som gar motsatt hall till f. Vi definierar f* som

(ffw, V) = (w, fiV) (5.153)
Om nu w € O (N) si har vi for f*: Q) (N) = Q(M)
Frw) (@1, oy ) = w(fa, ooy foiy) (5.154)
déir z; € T,M. Vi har sambanden
id(frw) = f*(dw)
i frEAw) = (&) A f*(w)
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Bevis 5.4 (i). Enligt (5.153) har vi
(ffw, V) =(w, £.V) (5.155)

Differentiera nu bada leden. Denna likhet géller nu for alla V. Vilj speciellt
V' = konstant som da ger V.L= (df*w, V) + (f*w, dV) = (df*w, V) eftersom
dV = 0. Helt analogt fas H.L= (dw, f.V) eftersom df.V = 0. Men enligt
definition har vi (dw, f.V) = (f*dw, V) det vill séga (df*w,V) = (f*dw, V).
Denna likheten ar en identitet vilken &r helt oberoende av V. Man kan déarfor
identifiera df*w = f*dw

de Rham komplexet

de Rham komplexet &r en viss serie avbildningar
QP (M) I8 r () T8t Qp 2 () (5.156)

dér bilden I'm f,(QP(M)) av QP i QP! i sin tur &r ker i f,41(Q5(M)). Detta
innebar att

For1(fp(825)) = 0 (5.157)
Viljer vi nu f, = d, géller det att
dycdyi1 (X(M)) = 0 (5.158)
eftersom dpd,41 = 0 Vp de Rham komplexet aterkommer i kapitlet 6 dér
vi behandlar kohomologiteori och differentiella former.
5.4.6 Intern derivata och Lie-derivatan pa former

Den externa derivatan d, pa 2" kunde definieras som en avbildningfran 2" —
Q"+ genom att antalet basvektorer i Q" utékades med en till: dz#t A ... A
dxtr — dz¥ Adx™" A ... AdxH. Man kan konstruera en omvénd avbildning
som vi kallar 7,:

iy QT — Q! (5.159)

dar man miskar antalet produktbasvektorer med ett. Detta innebar att vi
far

dztt N dxt? NN datt — det? A A datT (5.160)

Denna reduktion far man genom att utnyttja en inre produkt mellan vektorn
X € T™(M) och en-formen dzt* € T™*(M).
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Hamiltonska vektorfilt - mekanik
Vi utgar fran fas-rummet (¢#, p, och definiera tvaformen
w = dp,dg" (5.161)

vilken kallas den symplektiska tvaformen. Vi bildar nu enformen 6 = ¢*dp,
och direfter df = d(q"dp,) = dg" A dp,,, d*p, = 0. Man skriver dérfor

w = df (5.162)

Om vi har en funktion f(g,p) i fasrummet definieras Hamiltonska vektorfal-
tet som

of of
X;= 2L graggn — 2L 1
¥ s 0/0q T 0/0p, (5.163)

Léater vi nu den inre derivatan i, verka pa w far vi

. 0 0
ix, (dpmu A dgh) = ((%fﬂﬁ/@q” - f@/@pu> (dpu N dg") =

of dpy of dg" of dp of dg"
= B¢t — —— ——dp, — ———Fd¢" + = ——dp, 5.164
Op,, dgt 4 Op,, dg* Pu Oq+ dp,, ¢+ Oq+ dp,, ( )
men vi har att Zl% = g%ﬁ = 0 da bade ¢" och p, ar oberoende variabler. Vi
har nu fatt
. af af
= dg" = —d, 5.165
ZXf 8])“ Py — adq“ q f ( )
Hamiltons rorelseekvationer &r
dg*  OH
— = 5.166
dt Opy, ( )
dp, OH
—r = 1
7 oa (5.167)
insétter vi nu detta i (5.163) far vi
d d,
Xy = ia/a "oy p“a/a = djdt (5.168)
som da géller for en 16sning (¢*, p,). Genom att anvénda likheten
Li(w) = (dig +izd)w (5.169)

for X = Xy far man

Lxyw = d(ix,w) +ix, (dw) = diigw) = d(—dH) = —d*H =0 (5.170)
Omvéndningen ar viktig:
Om det finns Lxw = 0 si existerar en hamiltonian s att de hamiltonska
rorelseekvationerna satisfieras av flodet som egenereras av X. Detta ses fran

ovanstaende da Lxw = d(ixw) = 0, = Poincaré’s lemma det finns ett
H; H(g,p)

ixw=—dH (5.171)
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5.4.7 Integration av differentialformer

Integration av en differentialform 6ver en mangfald forutsédtter att mangfal-
den dr orienterbar. Dérfor maste vi forst definiera orienterbarhet. Vi har en
m-dimensionell mangfald M (som &dr sammanhéngande). Antag att p € M
och vi har tva overlappande kartor U, U; sa att p € U; NU; # 0. Kalla
koordinaterna for tangentplanet T,M for x{z#} och {y*} med respektive
basvektorer {9/0x"} och {9/0y*}, som lokala koordinatsystem. D4 vi 6ver-
gar fran koordinatsystemet x# till y* far vi en dndring av basen som skrivs
€y 8y (BH Om det| | > 0 definieras baserna att ha samma orientering.
Vi kanner igen det| | som Jacobianen J. Om vi istéllet har J < 0 definieras
baserna till att ohka orientering.

Definition 5.12 (Orienterbarhet). M &r sammanhéngande och técks av
{U;}. M é&r orienterbar om det for alla U;,U;, U; N U; # 0, finns lokala
koordinatsystem {z#} for U;, {y*} for U; sadana att J = det!az”] >0

Det foljer av definitionen att om M ej ar orienterbar kan J ej vara positiv
i alla U; NU; # 0. Ett exempel pa detta &r mobiusbandet som endast har
en sida och d& man forflyttar sig ett varv far man motsatt riktning for de
lokala basvektorerna dx, dy

Sats 5.2 (Existens av volymelement). Om M é&r orienterbar och dimM = m,
finns det en m-form w som ej férsvinner nagonstans.

Denna m-form kallas ett volymelement och motsvarar ett matt w sa
man integrerar en funktion éver M. Matten w och w” ar ekvivalenta om det
finns en positiv funktion h € F(M) sa att w = hw'. Om h < 0 ger detta
en icke ekvivalent orientering. Vidare kan man da dela in w i olika klasser:
de for vilka A > 0 och de for vilka A < 0. Vi har da tva icke ekvivalenta
orienteringar. Den positiva kallas hégerorienterad och den negativa kallas
vinsterorienterad. Valj en m-form w (dimM =m), p € M

w = h(p)dz' A ... A dz™ (5.172)

Om M &r orienterbar kan vi utvigda w till M sa att h > 0 pa varje karta U;. |
sa fall definierar w ett volymelemnt. Att h &r positivt dr da alltsa oberoende
av koordinatsystem.

Givet en funktion f: M — N pa en orienterbar méangfald véljer vi ett
volymelement w samt en koordinatomgivning U; med koordinatsystemet

{z1, ..y wp}
Man kan d& definiera en integral 6ver U : i:

inty, fw = int%(Ui)f(cpfl(x))h(go;l(X))d:cld$2...dxm (5.173)

1
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Figur 5.16: En intiutiv visualisering av enhetspartitionen

Notera att vi skriver dz! A ... A dz™ som dz'...dz™. ¢ &r var vanliga koor-
dinatfunktion sadan att U; — R™ med inversen ¢~ !(x); R™ — U;. Vi har
nu en definierad integral pa en viss karta {U;, ¢;} med hjilp av U; och ¢;.
Det galler nu att utvigda integralen 6ver hela M. For att detta skall vara
mojligt maste M vara en differentierbar mangfald som definierat i borjan
av kapitlet samt det méaste finnas en méngd differentierbara funktioner ¢;(p)
vilka uppfyller féljande villkor:

10 S €i(p) S 1
ii €(p)=0o0omp¢U;
iii €1(p) +ex+...=1for varjep e M

€(p) kallas for enhetspartitionen. Villkoren ger nu direkt
f)=>_felp) =>_ filp) (5.174)

dar fi(p) = f(p)ei(p) forsvinner utanfor U; enligt ¢4. Man kan nu definiera
en integral for varje f;(p) 6ver U;. Vi har alltsa

inty fw = Z fi(w) (5.175)

Intiutivt kan man ténka sig €;(p) som “densiteter” pa omradena U; dér sum-
man av bidragen fran alla densiteter alltid blir 1. Detta illustreras som om-
radet i mitten i figur 5.16..
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5.5 Liegrupper och Liealgebra

Om punkterna pa en differentierbar mangfald bildar element i en grupp
kallas mangfalden en liegrupp. Ett kint exempel dr mangfalden R \ {0}
dér gruppoperationen ar vanlig multiplikation: tva element z,y € R\ {0}
bildar ett tredje zy = 2z # 0. Viktigt &r att om man tar tva tal, ett néra
x och det andra nira y kommer produkten vara néra z. Vidare ser vi att
enhetselementet dr 1 samt att varje = har en invers 2!

En liegrupp G é&r en differentierbar mangfald med en gruppstruktur sadan att
gruppoperationerna ar differentierbara. Gruppoperationerna pa en liegrupp
betecknas

i G-G—=G, (91,92) = g1 9o

-1

ii :G—=G, g—gt

Enhetselementet till gruppen betecknas e. Dimensionen av gruppen G
ar densamma som dimensionen av G som mangfald. Som brukligt forkortas
ofta g1 - go med g192. Om produkten g9 &r kommutativ betecknas oftast
produkten med + istéllet, i enlighet med konventioner inom gruppteori.

Exempel pa Liegrupper
1. Enhetscirkeln S' i det komplexa talplanet. S' = {e | §(mod2~)}
Gruppoperationerna &ar definierade med:
i eifeiv — il0+9)
i -1 . (eie)—l — e—i@
Ligg mirke till att operationerna #r differentierbara. Dirmed ér S' en
liegrupp och vi kallar den U(1)

2. Den generella linjara gruppen GL(n,R) eller GL(n,C) ar en liegrupp
vilket ocksa géller for dess undergrupper, ofta kallade matrisgrupper.
Gruppoperationerna &ar vanlig matrismultiplikation och matrisinvers,
och GL(n,R) har dimension n?.

Speciellt viktiga liegrupper for fysikaliska tillampningar dr matrisgrup-
per, ur vilka de mest anvidnda anvianda &r:

1. O(n) = {M € GL(n,R), MM" = M"M = I,} som kallas den orto-
gonala gruppen. Namnet kommer ifrdn att raderna och kolonnerna i
M bildar ortogonala vektorer med avseende péa inre produkt.

2. SL(n,R) = {M € GL(n,R)|detM = 1}. Denna kallas den speciella
linjara gruppen.
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3. Den grupp som uppfyller bada villkoren ovan kallas den speciella orto-
gonala gruppen SO(n)

Vi har d&ven motsvarande matrisgrupper 6ver de komplexa talen:
1. U(n) ={M € GL(n,C); Mt M = MMt =1} den unitéra gruppen.
2. SL(n,C) ={M € GL(n,C); det = 1} den speciella linjara gruppen

3. SU(n) =U(n)NSL(n,C) den speciella unitira gruppen.

Liealgebror

I detta avsnitt kommer vi att utforska liealgebror. Lat oss borja med att
skapa oss en Overblick vad algebra och liealgebror ar och ge exempel pa
sadana.

Algebra ar en av de dldsta grenarna inom matematiken och ligger som
grunden for manga efterféljande. Det finns olika omraden inom algebra med
egna egenskaper men vi kan pa mer beskrivligt och omatematiskt sétt saga
att algebran ersitter tal med bokstdver. Algebran behandlar manga olika
objekt, exempelvis tal, matriser, vektorrum och andra mer allmédnna alge-
braiska strukturer som grupper, kroppar eller ringar, och eftersom vi kan
bilda algebror till dessa objekt kan vi direkt uttala oss om vissa lagar och
egenskaper som kommer gélla dessa. Darfor dr det intressant att undersoka
om vi kan relatera algebran till licalgebra. I allménhet &r en liealgebra® inte
en algebra eftersom associativitet ar ett krav pé en algebra och liebracketen
inte ar associativ.

Den enklaste relationen mellan den associativa algebran® och liealgebror
ar att en given algebra A 6ver nagon kropp k definierad enligt [z, y] = xy—yx
for z,y € A ar en Liealgebra.

Den norske matematikern Sophus Lie var den forsta som foérstod att
mycket information om strukturen av liegrupper ar fangad i deras liealgebror,
och dessa &r ofta lattare att arbeta med. I borjan betraktades element av
liealgebror som infinitesimala gruppelement och det &r déarfor de ar lattare
att hantera, liegrupper ar globala objekt medan liealgebror &r liegruppernas
lokala struktur. Det finns flera definitioner av liealgebra och vi borjar med
att ge en allmén.

5.5.1 Allméann definition av en Liealgebra

Definition 5.13 (Liealgebra). Givet ett vektorrum L med en operation
L x L — L vilken vi skriver som [X,Y] — L utgor detta en licalgebra om

®Termen liealgebra introducerades av den tyske matematikern Hermann Klaus Hugo
Weyl under 30-talet ndr han studerade liegrupper, speciellt deras representationer pa
differentierbara mangfalder.

SEn associativ ring som har en kompatibel struktur av ett vektorrum over en visst
kropp

81



1. [X,Y] ar bilinjar

2. [X,X] =0
3. [X, [V 2|+ [V, [2, X]] + [Z,[X, Y]] =0
Det forsta och andra kravet tillsammans medfor” att [X,Y] = —[Y, X].

Det galler nu att tillampa detta pa ett speciellt vektorrum som &r isomorft
med ett visst tangentrum pa en mangfald G, vilken utgor en liegrupp. Man
later nu ett godtyckligt element a € G verka pa hela G, antingen fran hoger
eller fran vanster. Denna avbildning G — G ar en diffeomorfism och kallas for
en vinster- respektive hogertranslation, eftersom varje element i G forflyttas
till ett annat element. Mer formellt skriver vi:

Definition 5.14 (Hoger- och vénstertranslation). Lat a och g vara element
av en liegrupp G. Den hoégra translationen R, : G — G och den vanstra
translationen L, : G — G av g genom a &r definerade som

Rog = ga (5.176)

Log = ag (5.177)

En saddan avbildning inducerar en avbildning mellan tangentplanen i
punkterna g och ag pa mangfalden. Detta skrivs

Law : T,G — ToyG (5.178)

Ry : T,G — TpaG (5.179)

Hoger- och vanstertranslationerna ger ekvivalenta teorier och déarfér kom-
mer vi fortséttningsvis bara behandla den vénstra translationen. En intres-
sant observation ar att de bada translationerna kommuterar med varandra,
vilket vi verifierar hdr nedan. Lat a,b,g € G, da géller:

Ly o Rpg =agb = Ry 0 Lag
© La(gb) =agb = Ry(ag)
Lagg ocksa marke till att dessa translationer i allménhet inte kommuterar
med sig sjéilva.
LooLy+# LyoL, och R,oRp# RyoR,
Observera dven hur sammanséattningen av dessa avbildningar beter sig.
LooLy=L, och R,oRy,= Ry,
Lasx o Ly = Laps och Rgy 0 Rpye = Rpgs
For V e T,G och W € T,,G kan man da skriva L.,V = W. Med dessa

beteckningar illustrerar vi avbildningen helt analogt med tidigare avsnitt om
inducerade avbildningar 5.2.6, se figur 5.5.1.

"Se C for bevis
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Figur 5.17: En liegruppinducerad avbildning. JAmfér med figur 5.10 i avsnitt
5.2.6

Sedan tidigare har vi sambanden

V = VHo/oxt (5.180)
W = Wed/dy" (5.181)
dar
oy“(x)
“=yH 182
%% oy (5.182)

ar koordinattransformationen enligt tidigare avsnitt 5.2.6.

Koordinaten y* for ag betecknar vi med x®(ag). Det géller nu att relate-
ra ovanstéende till vektorfalt 6ver G pa ett naturligt sdtt. Nar man studerar
avbildningar fran en struktur till en annan ar kanske den mest naturliga fra-
gan: Vilka strukturer bevaras under avbildningen, det vill sdga &r invarianta?
Man infor darfor foljande definition:

Definition 5.15 (Vénsterinvariant vektorfilt). Lat X vara ett vektorfélt pa
en Liegrupp G. X kallas for ett vinsterinvariant vektorfalt om Lg. X |g = Xog.

Detta betyder med andra ord att avbildningen L, bibehéaller vektorfaltet
X:s struktur pa hela G. Vi vill nu skriva definitionen pa koordinatform. Vi
anviander darfor beteckningarna i figur 5.5.1:

V=X, W = L. X, y* = x%(ag) (5.183)
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Sambanden (5.180) och (5.182) sétts in i definitionen och vi far:

Xy = Los X, = enligt (5.152) = X#(g) 2% @935, =

= X%(ag)0/0x%|ag = X|ag (5.184)

Man kan nu definiera ett invariant vektorfilt pa hela G genom att vilja
nagon lamplig vektor V' i ett tangentrum och lata avbildningen Lg+ definiera
ett vektorfalt. Det naturliga valet ar att véilja en vektor i tangentrummet till
enhetselementet V € T,.G och man kan nu definiera ett vektorfalt Xy for
varje punkt i G

Xvlg=LgV (5.185)
vilket automatiskt blir invariant vilket man inser om man skriver
Xvlag = LagrV = (LqoLg)+«V = Lg+(Lg=V') = Lo+ Xv'g (5.186)
Omvént definierar ett vansterinvariant vektorfalt X en unik vektor
V=X|eTG (5.187)

Méngden av vénsterinvarianta vektorfalt pa G kommer vi att beteckna
med g och avbildningen T.G — g definerad som V +— Xy beskriver en iso-
morfism mellan g och T,G. Harav ser man direkt att g &r ett vektorrum som
ar isomorft med vektorrummet T.(G. Vi har nu fatt fram det vektorrum péa
vilket vi ska definiera en liealgebra. En viktig egenskap hos vansterinvarianta
vektorfalt &r att kommutatorn av tva vinsterinvarianta vektorfalt ocksa &r
vansterinvariant. Med andra ord kan vi visa att g &r sluten under liebracketen
om vi later Ly, verka pa den:

Low[ X, Y]y = [Lax X|g, Lax Y |g] = [X, Y]] ag (5.188)
dir X,Y € g Vi summerar nu ovanstaende i en formell definition:

Definition 5.16 (Liealgebra). Méangden av vénsterinvarianta vektorfalt g
over nagon kropp K tillsammans med liebracket [,]: g x g — g som uppfyller
féjande villkor

e skevsymmetri: [a,b] = —[b, d] Va,beg
e Jacobi-identiteten: [a, [b,c]] + [b,[c,a]] + [¢, [a,b]] =0  Va,b,c€ g

e bilinjaritet: [az+by, z] = a[z, z]+bly, 2], [z, [ax+by]| = a[z, ]+ D[z, Y]
Ya,b € Koch Vx,y,z€g

kallas for liealgebran av en liegrupp.
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Vi vet att varje liegrupp har sin motsvarande liealgebra, som vi har pa-
statt ar visentlig och anvindbar. Lat oss nu motivera varfor. Tidigare i detta
avsnitt beskrivs liealgebra som tangentrum vid identitetselementet, och tan-
gentrummet till en punkt &r platt, vilket medfor att det ar ldttare att arbeta
med liealgebror &n liegrupper.

Tangentvektorn till en funktion i en punkt pa dess graf talar om hur
funktionen beter sig i ndrheten av denna punkt men den séger ingenting om
det globala beteendet av funktionen. P4 samma sétt beskriver liealgebran
hur en liegrupp ser ut i narheten av identititetselementet. Eftersom vi kan
Overséitta identitetselementet till varje annan punkt av liegruppen genom att
utfora gruppmultiplikation kan vi dra slutsatsen att liealgebra ger oss infor-
mation om beteendet av liegruppen i narheten av alla punkter. En nackdel
med liealgebran ar att den inte talar om globala egenskaper som topologisk
struktur av liegruppen, till exempel om den ar sammanhéngade eller enkelt
sammanhangande.

Vi presenterar nedan nagra intressanta exempel pa hur man finner lieal-
gebror till de vanligaste liegrupperna®

Exempel 5.6 (liealgebra av GL(n,R)). Lat gl(n,R) vara en liealgebra av
GL(n,R). Vi kommer att anvinda oss av approximationsmetoden och bérjar
med att definera en kurva ¢ : (—¢, €) — GL(n,R) dér vi kréaver att ¢(0) = I,.
Denna kurva kommer att approximeras enligt c(s) = I, + sA + O(s?) dér
A dr en n x n matris med reella element. Vi studerar vad som hénder om
vi later s vara nédra noll, s~ 0. Observera att det ¢(s) inte kan férsvinna
och ¢(s) maste vara i GL(n,R). liealgebran bestdms genom att berékna

tangentvektorn till ¢(s) i I,,, vilket vi kan skriva ¢ (s) = A.
s=
Detta medfor att gl(n, R) dr en méngd av nxn matriser och dimgl(n, R) =

n? = dimGL(n, R).

Nésta exempel visar hur man finner liealgebran av SL(n, R) och SO(n, R)
som &r delgruper av GL(n,R)

Exempel 5.7 (liealgebra av SL(n,R)). Vi upprepar samma procedur som
i forra exempelet och approximerar kurvan pa samma satt. Om kurvan c(s)
skall vara SL(n,R) maste den uppfylla dete(s) = 1+ trA = 1, vilket medfor
att tr A = 0. Detta betyder att gl(n, R) &r mangden av sparldsa n xn matriser
och dimsl(n,R) = n? — 1.

Exempel 5.8 (licalgebra av SO(n,R)). Vi later igen c(s) = I,, +sA+0(s?).
For att denna kurva skall vara i SO(n,R) = O(n) N SL(n,R) s& kravs det
att c(s)fe(s) = c(s)ct(s) = I,.

Derivering av detta uttryck ger ¢ (s)te(s)4c(s)tc (s) = 0. Efter inséttning
av s = 0 far vi A = — A'. Detta betyder att liealgebran so(n, R) bestar av an-
tisymmetriska matriser. I en omgivning av identitetselementet &r liealgebran

8V1i foljer Nakaharas resonemang s.211
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av O(n) samma som liealgebran av SO(n,R) och dimso(n) = dimo(n) =
n(n—1)

R
Exempel 5.9 (liealgebror av GL(n,C), SL(n,C) och U(n)). liealgebran
gl(n, C) dr en mingd av n x n matriser med komplexa element och liealgebran
av 5l(n,C) #r en mingd av sparlésa matriser med dimsl(n, C) = 2(n? — 1).

For att hitta u(n) upprepar approximationsmetoden och skriver ¢(s) =
I, + sA+ O(s?). Gruppen U(n) = {M € GL(n,C)|MM" = MTM =1} in-
nehaller denna kurva endast om den uppfyller villkoret ¢(s)fc(s) = I,, vilket
betyder att ¢ (s)fe(s) + ¢(s)T¢ (s) = 0. Insittning av s = 0 i detta uttryck
ger igen AT = —A. Detta medfor att u(n) ir mingden av antisymmetriska,
Hermitska matriser med dimu(n) = n?.

Vi har dven att su(n) = u(n) Nsl(n) & méngden av Hermitska matriser
med dimsu(n) = n? — 1.

5.5.2 Enparameter delgrupp

Exponentialfunktionen anvands pa vitt skilda omraden eftersom den har
manga egenskaper som gor den latt att arbeta med. Vi ska hér se om vi
kan bygga upp en teori som later oss hitta en generalisering av denna pa
mangfalder.

Ett flode i ndgon méangfald M genereras av vektorfalt X € X (M). Vi vill
undersoka hur flodet kan bildas av ett vinsterinvariant vektorfalt. Tidigare
har vi definierat vinsterinvariant vektorfilt som ett vektorfalt X, pa en
Liegrupp G om villkoret

Ly X |g = X\ag (5.189)

ar uppfyllt.

Definition 5.17 (Enparameterdelgrupp). En enparameterdelgrupp éar
en kurva ¢ : R — G som uppfyller villkoret

d(t)P(s) = Pp(t + s). (5.190)

Héadanefter kommer vi enbart att dgna oss 4t enparameterdelgrupper som
ar differentierbara.
Det inses litt att enparameterdelgruppen ar kommutativ:

P(1)(s) = ot + 5) = (s +1) = ¢(s)p(t) (5.191)
Vidare observerar vi foljande relationer
o a) 6(0) = e
o b) 67 (t) = o(—).
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For beviset av de ovanstaende relationerna se C

o s ) . . . Aok (t)
Lat var enparameterdelgrupp folja ett vinsterinvariant vektorfalt X, == =

XH"(¢p(t)). Vénstertranslatera nu vektorfaltet i punkten 0, vilket ger

d

(Lt*)%

_d
07 at

t

Vi introducerar nu en inducerad differentialavbildning ¢, : TiR — Ty G
som kommer att verka pa vart vektorvélt fran 5.5.2, samt betecknar ¢(t) = g.
Detta ger:

dl det(t)| 0|
Catl, T Tt | agr| TN
d| de*(t)| 0|
(b*@t— dt taigug_X‘g

Exponentialfunktionen spelar en viktig roll i matematisk analys, men

inom differentialgeometri och topologi fokuserar vi oss pa differentierbara
mangfalder och deras egenskaper. Detta betyder att vi behdver generalisera
den vanliga exponentialfunktionen till en exponentialavbildning. Exponenti-
alavbildningen visar sig vara avgorande for att studera liegrupper och lieal-
gebror.
Vi har hittills lart oss att liealgebror ar definierade pa tangentrummet till lie-
gruppen vid identitetselementet, med andra ord rummet av alla tangentvek-
torer vid identitetselementet. Lat oss studera en koppling mellan liealgebror
och liegrupper genom exponentialavbildningen.

Definition 5.18 (Exponentiell avbildning). Vi later G vara en liegrupp och
V € T.G. Lat nu exponentiellavbildningen exp: T.G — G vara

exp(V) = oy (1) (5.192)
dar ¢y (1) ar enparameterdelgrupp av G definierad av ett unikt vénster-

invariant vektorfalt Xy, LgV = XV’ ,Verl.G, ged.
g

Den exponentiella avbildningen avbildar tangentrummet till liegruppen
pa liegruppen sjilv, T.G — G. Antag att licalgebran &r en linjarisering av
liegruppen och att den exponentiella avbildningen tar oss fran liealgebran
till liegruppen. Déarmed delinjériserar den exponentiella avbildningen lieal-
gebran:

e cxp:s0(n) — SO(n)

e cxp :sl(n,R) — SL(n,R)
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e cxp: gl(n,R) - GL(n,R)
e exp :sl(n,C) — SL(n,C)

Man kan fraga sig om dessa avbildningar ar véaldefinerade, och det &ar de
eftersom de tilldelar ett unikt element i liegruppen till varje element i lie-
algebran. Lat oss nu studera exponentialfunktionen innan vi aterknyter till
enparameterdelgrupper.

Vi vet sedan tidigare att exponentialfunktionen kan utvecklas i taylorse-
rien

> 2 23

T __ _ -

e _Eon!_1+x+2l+3!+'” (5.193)
n—=

Vi utgar fran detta for att definiera exponentialfunktionen pa matriser. Om
vi later en liegrupp G vara en méngd av n X n matriser med reella eller
komplexa element kan vi se att exponentialavbildningen ar ekvivalent med
exponentialfunktionen av en matris

AP AP
A _ E : _ §
p=>0 p>0

dir A =1,
For bevis av att den ovanstaende serien ar konvergent och véldefinerad se

C.2.
Om G = GL(n,R) och A € gl(n,R) kan vi omdefinera enparameterdel-
méngden ¢ : R — GL(n,R) som

2
da(t) :etA:In+tA+§A2+ ..... + =A™ .. (5.195)
! n
dér vi genom att lata t = 1 far tillbaka var exponentialavbildning.
A 1 2 1 n

Exempel 5.10 (Beriikning av matrisexponential). Lat oss berdkna e? av

en antisymmetrisk matris.
0 —6
= V)

Observera att vi kan bryta ut 6 samt att kvadraten av matrisen &r enhets-
matrisen, si nir som péa en skalfaktor:

(63 -
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0 -1
1 0
tenser av var matris A kan skrivas som:

Lat aven J = ( >, for att underlatta berdkningar. Detta ger att po-

A4n — 0477, IQ
A4n+1 — 94n+1J
A4n+2 — _94n+212
A4n+3 — 794n+3J’

Sammantaget har vi:
2 3 4 5 6 7
A=DL+ 4] -GL -5+ 5L+ 5T - 5L - 5T+ ...

=

2 4 6 3 5 7

oA — (1—92!+4!—%!Jr....)Ing(f!—%,+%!—‘§!+....>J.
Dér termerna inom parenteserna dr taylorutvecklingar av cos6 respektive
sin 0, vilket betyder att vi slutligen kan skriva:

e = cos O, + sin6.J

=
oA cosf) —sinf
~ \sinf cosf
Matrisexponential tillimpas ofta pé att 16sa ordinéra differentialekvatio-

ner vilket visas nedan.

Exempel 5.11 (Matrisexpotential). Sétt

6 3 -2
A=[-4 -1 2
13 9 =3

Lat oss beriikna et for att utnyttja detta till att hitta en 16sning till %’ = Az
-2

med begynnelsevillkoret z(0) = | 1
4

diagonalisering ger A = PDP~! dar

1 -1 1/2 10 0
P= [-1 2 -1/2 D= [0 2 0
1 1 1 00 —1
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Vi har et4 = PetP p-1

1 -1 1/2 et 0 0 5 3 -1
=[-1 2 -—1/2|[0 ¥ 0 1 1 0 (5.197)
1 1 1 0 0 et -6 —4 2
Het — et — 3¢t 3et — et — 2¢7t —et et
= | —5et +2e* 43¢t —3ef +2e2 27t el —e7? (5.198)
5et + et — et 3et 4 et — 47t —et 4 2¢7t
1
Och den allménna l&sningen blir z(t) = 4 | Cy
Cs
déar C1, Cs, C3 ar konstanter. Losningen till just detta problem far vi till:
—2 —11et + e* + 8e™*
zt)=e | 1 | = 11t —2¢% —8e? (5.199)
4 —11et — e* + 16e™"

Detta &r ett typexempel p& hur man kan utnyttja exponentialfunktionen
for att 16sa linjara differentialekvationer.

5.5.3 Liegruppernas verkan pa mangfalder.

Vi har sett att en liegrupp G via gruppoperationen kan anvéndas som en
transformation pa mangfalden G, déar varje punkt i G samtidigt ar ett grup-
pelement. For att studera en mer allmén situation skall vi forsoka att ab-
strahera en bakomliggande mer allmén struktur rérande samspelet mellan
en grupp och geometrin. I avsnittet "Fléden och liederivatan” konstruerade
vi en avbildning ¢ : R x M — M. Har verkar R som en abelsk grupp pa M.
Vi formulerar en generalisering av detta i f6ljande definition

Definition 5.19 (Liegruppernas verkan pa mangfald). Lat G vara nagon
liegrupp och M vara en glatt mangfald. En glatt verkan av G pa M &r en
gruppdiffeomorfism

G — Diff(M)
sa att den associerade avbildningen
c:GXM—>M
upfyller foljande villkoren

i U<gl7a(927p))7 v91,92 S G

ii o(e,p) =p, Vpe M
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Denna definition séger att bilden av p under transformationen® av g, :

o (g2, p) ar en punkt p’ = o(ge,p) pd G. P4 p’ verkar nu elementet g;:

a(g1,7") = o(g1, (a(g2,p))) (5.200)

med samma resultat som om man direkt verkar med grupprodukten g; o go
pa p. Det &r speciellt viktigt att understryka skillnaden mellan var tidigare
definition av liegrupper dér G x G — G. Vi har alltsa generaliserat ett steg
ytterliggare genom att gruppen G i G x M — M ej &r identisk med M

Nedan presenteras nagra exempel'® pa verkan av liegrupper pa olika
méangfalder. Vi borjar dock med att definera och karakterisera denna ver-
kan.

Definition 5.20 (Liegruppens verkan). Lat G vara en Liegrupp som verkar
pa en mangfald M. Denna verkan o : G x M — M ségs vara

a) transitiv om for nagon pi,pe € M existerar det ett element g € G
sadant att p(g,p1) = p2;

b) fri om det existerar ett element p sddant att ¢(g,p) = p da maste g
vara det neutrala elementet e;

c) effektiv om det neutrala elementet e € G &r ett unikt element som
definerar verkan pa M, med andra ord om o(g,p) = p, Vp € M da
maste g vara det neutrala elementet.

Exempel 5.12 (liegruppernas verkan). Ovre halvplanet &r en 6ppen del-
méngd av R med alla punkter (z,y) € R, y > 0. Lat oss associera H med
mangden av komplexa tal, z € C och &z > 0. Om vi definerar en transitiv
verkan

o: SL(2,R) x H—~ H

For nagot z € H och for nagon matris A € SL(2,R) far vi

az+b
A-z= cz—td’
déar
a b
= (e a)
med detA = 1.
az+b

Avbildningarna som uppfyller z — kallas for Mobiustransformationer.

cz+d

9Lagg miérke till att transformationen &r en translation
YFsr utforligare behandling se [8]
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Moébiustransformationer!! ir grundliggande avbildningar som verkar

pa ett horisontellt plan och skickar varje punkt till en motsvarande punkt
under vissa krav. Det finns fyra grundlaggande typer: enkel translation, di-
latationer, rotationer och invers dar man vénder planet ut och in. Linjer pa
planet kan antingen forbli linjer eller omvandlas till cirklar och lokala vinklar
bevaras. Om vi behandlar 3D-rummet och placerar en Riemannsfiar ovanfor
planet och lyser igenom toppen av den kan vi visualisera mobiustransforma-
tionerna. Nar sfaren forflyttas foljer punkterna pa planet efter vilket betyder
att nér sfaren genomgar translation, genomgar dven planet translation. Om
vi lyfter sfiren skapas dilatation och om vi roterar den runt en rotationsaxel
roterar &ven planet med. Inversen fas genom att rotera sfiaren runt den hori-
sontella axeln. Aven de mest komplicerade Mobiustransformationer visar sig
som enkla rorelser av sfaren.

Exempel 5.13 (liegruppernas verkan). Lat méngden av n X n symmetriska
och positiva matriser betecknas MPD(n). Lat oss nu verka med liegruppen
A € Gl(n,R) pa S eMPD

A-S=ASAT

Denna verkan &r &ven transistiv eftersom varje MPD matris S kan skrivas
som S = BB for nagon inverterbar matris B.

Exempel 5.14 (liegruppernas verkan). liegruppen SO(3) bestar av linjara
avbildningar som &r avstandsbevarande (med determinant ett). Varje linjar
avbildning lamnar origo fixt och man ser litt att rotationer avbildar S? pa
sig sjalv. Vi har darfor féljande verkan

SO(3) x 52 — §?
definerad som
c:R-x=Rx

Denna verkan &r transitiv. Detta beror pa att for tva punkter x, y pa sfa-
ren S? finns en rotation, vars axel dr vinkelritt mot planet som innehaller
x, y och origo O, av sfiren'? som avbildar z till y. P4 samma sitt kan
vi for valfritt n > 1 skapa en verkan pa den reella enhetssfiren, S~ ! =
{(z1,......zn) € R"z? + .... + 2 = 1}, genom:

o:80(n) x S"~t — §n-L

Exempel 5.15 (liegruppernas verkan). Lat M € GL(n,R) och z € R™. Vi
definerar verkan av GL(n,R) pa R™ som vanlig multiplikation mellan matris
och vektor.

1Esr de intresserade rekommenderar vi Mobius Transformations Revealed av Douglas
N. Arnold och Jonathan Rogness, University of Minnesota
12Detta plan &r inte unikt nir z and y ar antipodiska

92



o:(M,x)=M -z.

Ibland &r det anvindbart att ténka sig en grupp som ett abstrakt alge-
braiskt objekt med olika representationer. Vi representerar gruppens element
som matriser, vilket mer allmént &r linjara transformationer.

Vi later nu liegruppen verka pa sig sjilva pa ett speciellt sdtt. Denna
verkan kallas for den adjungerade representationen och defineras nedan.

Definition 5.21 (Den adjugerande representationen). Lat a € G och vi
definerar homomorfism ad, : G — G genom konjugation

ady : g — aga™* (5.201)

Homomorfismen kallas for den adjungerade representationen och den ar den
naturliga representationen av en liegrupp G pa sin egen liealgebra. Liegrup-
pen opererar pa sig sjilv pa ett linjart sdtt med konjugation.
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Kapitel 6

De Rham kohomologigrupper

De Rham kohomologi &r ett betydelsefullt och intressant men kriavande kon-
cept som tillhor algebraisk topologi och spelar en mycket viktig roll i ma-
tematisk fysik och andra relaterade &mnen. Det &dr ett matematiskt verktyg
for att fa ut topologisk information om glatta mangfalder. Kohomologi teori
ar baserad pa existensen av differentiella former med foreskrivna egenska-
per. Det som goér de Rham kohomologi speciellt ar att vi erhaller topologisk
information genom att anvinda differentiella metoder.

Dessa strukturer dr anvindbara for att framstélla relationer mellan kedjor
och rand av nagot topologiskt rum eller algebraisk konstruktion. Vi presen-
terar de viktigaste begreppen innan vi definierar kohomologigrupper och tar
upp deras egenskaper.

6.1 De Rham Kohomologigrupper och integraler pa
mangfalder

For den fortsétta texten kommer vi att behova férsta hur man kan tolka sim-
plex pa mangfalder, samt deras tillhérande egenskaper i det sammanhanget.
Detta kan goras genom att avbilda ett standardsimplex w, i R" pa méang-
falden M med hjalp av en glatt funktion f. Vi definierar nu ett singulart
r-simplex, s,, p4 M som bilden av f, f(o,) = s,. Vi kommer i fortsiattning-
en att utelamna ordet singulért eftersom det i sammanhanget borde vara
tydligt vad vi pratar om. Vi beh6ver nu en ny definition av simplex eftersom
det inte finns nagon bra tolkning av geometriskt oberoende pa méangfalder.
Innan vi gar ndrmare in péa detta, behover vi dven omdefiniera kedjor, ked-
jegrupper, randgrupper och cykelgrupper analogt med hur vi gjorde det i
avsnittet Homologi.

Definition 6.1. e En r-kedja, c, pad en mangfald M &r summan av r-
simplexen med reella koefficienter: ¢, = ZZ a;sr; dar a; € R och s;.; ar
i:te r-simplexet.
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e Kedjegruppen, C,(M), pa en mangfald M, &r méngden av alla r-
kedjor pa mangfalden: C.(M) ={c¢, : ¢, = >, a;Sr;}

e Randen till ett r-simplex, 0s, sdtter vi som bilden av randen till vart
r-simplex i R™: ds, = f(0o,)

e En r-cykel pad M &r en r-kedja utan rand, dc, = 0.

e Randgruppen, B,(M), pa en mangfald M &r méngden av alla n-
rander pa M: Bp,(M) = {by, : by, = Ocpt1}

e Cykelgruppen, Z,, dr miangden av alla n-cykler paA M: Z, = {c, :
dcy, = 0}

Detta ar rakt av en 6vergang till mangfalder, med definitioner som fol-
jer av var simplexdefinition. Vi fortsétter med att fordjupa vara kunskaper
inom differentialla former och deras integraler innan vi underscker de Rham
kohomologigrupperna.

Ett volymelement w i R”, dvs en r-form skrivs, med a(z) som skalarfunk-
tion:

w=a(r)dz' Adz? A Ad2"

Tolkningen av volymelement &r lik den vi har sett fran flervariabelanalys,
med a(z) som skalfaktor visar dz' Ad 22 A... Ad 2" hur mycket a(z) striicker
ut sig i alla riktningar. Detta bildar alltséd en r-dimensionell volym.

Nu definierar vi integralen av r-formen w 6ver ett standardsimplex &,

1
/wz/ a(r)ydz' Adz? A Ada”

genom:

Detta &r en naturlig men viktig definition for att komma nirmare ett sétt
att analytiskt behandla integraler pa mangfalder. Hogersidan ar var vanliga
flerdimensionella integral.?

Lat oss nu definiera integration av w pa ett singulért r-simplex s, i M
genom:

Definition 6.2 (Integration av r-former éver ett singulért r-simplex).

Vi kommer utga fran att ldsaren sedan tidigare har maskineriet att integrera generella
funktioner, alltsa anvénder vi oftast Lebesgueintegralen och inte Riemannintegralen. Kom
déremot ihag att de funktioner som dr riemannintegrerbara alltid dr lebesgueintegrerbara
samt att da Gverrensstdmmer i bada integralerna.

2F6r att integration 6ver en r-form w ska vara meningsfullt si krivs det att w har
kompakt stod pa M. Detta betyder att méngden punkter p € M dir w(p) # 0 eller deras
slutna holje (closure) skall vara kompakt.
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Dar f : 6, — M ar glatt och saddan att s, = f(7,). Eftersom f*w &r en r-
form i R™ &r hogersidan aterigen vanlig flerdimensionell integration. Hur kan
vi ga tillviga for att 16sa integration Gver kedjor? Om vi drar oss till minnet
att en kedja &r en formell summa (med reella koefficienter) av simplex, och
sedan utnyttjar var definition av integral 6ver simplex ovan, kan vi definiera
integralen 6ver en allmén r-kedja. Denna blir d& den formella summan av
integralerna 6ver simplexen:

/w: g ai/ w ,dar ¢, = E a;iSri
Cr i Sr,i i

6.1.1 Stokes sats
Nu &r vi redo att formulera en kidnd integralsats

Sats 6.1 (Stokes sats). Sitt w € Q""1(M) och ¢ € C.(M). Da giller:
/dw = / w
c Oc

Lat oss forklara nagra typiska bevisidéer for Stokes sats. 3. Eftersom ¢
ar en linjairkombination av simplex racker det med att visa satsen for endast
ett simplex. Ett annat satt att ga till viga i bevisgangen ar att utnyttja
en orienterad uppdelning av méangfalden, vilket innebéar att kurvor som &r
parallella men har olika orientering kommer att ta ut varandra och slutligen
aterstar endast randen.

Fran envariabelanalys har vi att integralen 6ver en funktion f pé ett in-
tervall [a, b] kan berdknas genom primitiva funktionen F' genom F'(b) — F'(a).
Lagg mérke till att {a} U{b} ar randen till intervallet [a, b] och observera att
w ar en generalisering av primitiv funktion till d w. Stokes sats pa mangfalder
ar alltsd helt analog den vi kénner igen fran analysen. Notera att vi utgar
fran att vi har en (r-1)-form och skapar sedan en r-form genom den externa
derivatan. Det ar inte sékert att en form alltid kan skrivas som derivatan av
en annan form. Vi skall nu hérleda vektorfiltens Stokes och Gauss sats:

Sats 6.2. Stokes sats och Gauss sats som vi kiinner igen dem fran vektor-
falten:

e Stokes vektorfiltssats: f7 V x Fdy = fa,y F-dr

e Gauss sats: [[,(V-F)dV = [((F-n)dS, med 0V = S

Bade Gauss sats och det som hir kallas Stokes vektorfiltssats dr alltsa
specialfall av Stokes sats (6.1). Sammanfattningsvis ar alltsd denna sats en
viktig och kraftfull sats.

3For formellt bevis, se s. 228 i Nakahara [1]
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6.1.2 Sluten och exakt form

Vi sadg ovan att Stokes sats berdttar hur vi kan berdkna integralen av de-
rivaran av en form pa ett omrade, genom att integrera formen sjélv Gver
randen pa omradet. Detta leder oss till att stélla fragan hur det ar om vi
har integralen 6ver ett omrade av nagon form, om denna formen i sin tur ar
derivatan av nagon annan form. Ar den det kan vi anvinda Stokes sats. Vi
vill klassificera dessa olika typer av former och definierar dérfor:

Definition 6.3. .
e En form ar sluten om dess externa derivata ar noll: dw = 0

e En form &r exakt om den &r extern derivatan av nagon annan form:

w =d¢

Namnen ar valbefogade: en sluten form forédndras inte, till exempel en
skalarfunktion &r konstant, ett vektorfilt har ingen kélla (divergensen &r
noll) eller #r rotationsfritt (rotationen r noll). Aven bendmningen ’exakt
form’ kiinns vélbefogat: integralen av en exakt form over en kurva ar, som en
rak foljd av stokes sats, enbart beroende pa start- och slutpunkt av kurvan.
Generellt ar integralen av en exakt form enbart beroende pa randen till
omradet formen integreras Gver.

Lat oss ge ytterligare tva exempel pa slutna former. Vi antar att rummet
ar R"™.

e En skalarfunktion &r en 0-form. Den externa derivatan av skalarfunk-
tionen &ar gradienten. Om formen &r sluten betyder det att gradienten &r
noll. Om gradienten &r noll pa hela omrédet har vi en konstansfunk-
tion. Detta betyder ocksa att integralen av formen &ver varje sluten
kurva vara noll.

e En 1-form &r ett vektorfalt. Den externa derivatan av ett vektorfalt
ar dess rotation. S& om formen &r sluten har inte vektorfaltet nagon
rotation. Detta betyder att vektorfiltets bidrag kommer precis att ta
ut varandra Gver varje sluten kurva, vilket betyder att integralen av
faltet 6ver en sluten kurva &r noll.

Vi kan aven se att exakta former maste vara slutna eftersom, for w = d ¢;
[u=oa)-ota) =0 voea

enligt Stokes sats Det ser vi formellt eftersom d &r nilpotent.? Vi formulerar
darmed foljande sats:

Sats 6.3. dw=0om w =d¢, ty dw =d(d¢) =0.

4Ett element n &r nilpotent omm n? =0
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Man kan fraga sig om inte det omvénda géller: att slutna former ocksa
ar exakta, eftersom fallet varit sa i vara tidigare exempel. Anledning till
detta ar att R™ ar en mangfald som beter sig snéllt och nésta avsnitt ska vi
undersoka vilka krav vi maste stélla pa mangfalden for att varje sluten form
aven ska vara exakt.

6.1.3 DPoincarés lemma

Vi har lart oss att varje exakt r-form ar sluten, detta eftersom den externa
derivatan av en exakt form &r noll. Fran vektorfalten kidnner vi &ven till
att rotationsfria falt har en potential, vilket 6versatt till formsprak betyder
att slutna former ar exakta. Detta betyder att da vi har behandlat dessa
situationer i vektorfalt ar sluten och exakt form ekvivalenta. Detta géller
dessvérre inte generellt sétt.

Exempel 6.1. Lat d 0 vara en 1-form, med 6 definierad som vanligt - vinkeln
mot ena koordinataxeln, definierad pa R? \ {0}. Den #r da sluten men inte
exakt. Man inser utan svarighet att den &r sluten, men for att se att den inte
ar exakt behover man berékna integralen ett varv runt origo. [ d6 = 27 da
~ &r ett slutet varv runt origo, orienterat medurs. Notera att 6 inte ar globalt
definierat, eftersom vinkeln &r samma varje heltaligt varv. Det ar detta som
gor att formen inte ar exakt.

Exempel 6.2. Lat d# vara definierad som i exemplet ovan, men nu pé ett
snittat plan: R? \ {(x,0),z < 0}. I detta fall &r var 1-form bade sluten och
exakt, vilket kan inses eftersom 6 nu ar globalt definierad - men &ven via
Poincarés lemma som snart foljer. 5

Vi kan observera en viktig detalj om slutna former: integralen av en
sluten form runt en sluten kurva &r inte alltid noll, det sammanfaller bara
da formen &r exakt. Poincarés lemma knyter ihop dessa begrepp och visar
nar vi kan forvanta oss att en sluten form ocksé ar exakt. Detta beror péa hur
mangfalden, som ar definitionsméngden for var form, beter sig.

Lemma 6.1 (Poincarés lemma). Om en koordinatomgivning U av en mang-
fald M kan deformeras kontinuerligt till en punkt pg € M sa &r varje sluten
r-form pa U #ven exakt.b

Lagg marke till att i exemplet ovan kan vi deformera definitionsméngden
kontinuerligt till origo fér var form. Dock ligger origo inte i definitionsméng-
falden for var form och alltsa géller inte teoremet i det fallet.

SDetta &r likt hur man i komplex analys anvénder principalgrenen till logaritmer, vilket
inte &r ett sammantraffande som vi kommer se nedan.

SFér bevis hiinvisar vi till s. 235 [1]. Notera att detta dr en intuitiv formulering som
duger for vara syften, men som inte &r matematisk korrekt.
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Vi kan relatera detta till bade vektorfilt och komplex analys. I vektorfalt
visar divergensen om det finns kéllor eller ej, vilka betyder att mangfalden
inte kan deformeras till en punkt. Detta eftersom kéllor symboliserar en
urartning. Lagg maérke till att divergensen ar den externa derivatan av en
2-form.

D& vi behandlar komplex analys, kan vi tdnka oss att en funktion f(z) ar
en deformation av sin definitionsméngd D C C till en annan typ av méng-
fald (viardeméngden) V' C C. Detta betyder att om funktionen har nagra
singulariteter pa D kommer dessa manifestera sig som hal i virdeméngden,
vilket &r precis detsamma som att definitionsméngden inte &r dras ihop till
en punkt. Det blir tydligare om man ténker pa C = R? 7.

Vidare betyder detta ocksa att varje sluten form &r exakt lokalt.

6.2 Exempel pa integration av r-former.

Exempel 6.3 (Integration av en 1-form). Lat « vara en 1-form
a = 2dx + 3zdy

och P en delkurva till kurvan y = 2% fran punkten (0,0) till punkten (1,1).
Forst parametriserar vi P genom att skriva

r=1 ..
9 dair0<t<1
y:t

Vi sétter in detta i integralen och far

/Oé(x,y) =

1
/2dt+3td )] =
0

aft, t?) =

(2 + 6t%)dt = 4

O O

dér d opererar pa t> och vi anvinder oss av implicit differentiering for
att fa 2tdt.

Nista exempel kréver lite mer berdkningar men det visar ocksé att diffe-
rentiella former och deras integration tillaimpas i problem av fysikalisk natur.

Exempel 6.4 (Integration av en 2-form: Energins fléde fran Solens yta).
Lat

M = {(x7y72) € R3|$2 + y2 +2° = R?olen}

"(C, +, %) = (R?, +, x) med x : (a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)
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Energins flode fran Solen genom ytan .S C M bestdmms genom att integrera
féljande 2-form 6ver S

B
f=— v sdy N dz
A\ (22 + 2 + 22)2

+ i sdz N\dx
(@2 +y% + 22)2
z

(@2 +y% + 22)2

sdx A dy)

Lat oss borja med att berdkna den yttre derivatan av f eftersom resul-
tatet av denna berdkning kommer att hjdlpa oss tolka resultatet av integra-
tionen av f. Vi omskriver ndmnaren for att férenkla berdkningar:

r=(224y%+2%)2
Vilket medfor att den differentiella formen blir:
f=1E£(5dy Ndz + %dz Ade + Zdz A dy)

Vi berdknar den yttre derivatan och anvénder oss av foljande egenskaper av
differentiella former

dlw+1v) = dw+dy
d (@ dxiy Ndxi, A - Ndxy,) Z aSD dxj A (dzi, Ndxiy A - N dxg,)

Vi applicerar de ovanstaende relationerna pa f och far

1
df = 6(7“ — 3ar a)da:/\dy/\dz—i—
r ox

1 o Or
+ 5 (7“ — 3yr? > dy N\ dz A dz+
r 8y
1
+ = (7“3 —3zr2ar> dz N dx N dy+
r 0z
1
= S ((FP=3a%r) + (" =3y°r) + (r° —32%)) de Ady Ndz
,
=0

)

dar foljande relationerna anvandes

ar _ z or _ y or _ z

or ~—  r dy — 1’ 0z ~— r
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Detta indikerar att var 2-form &r sluten. Fysikalisk tolkning sédger att det
inte finns nagon annan energikilla forutom den som befinner sig.

Nista del av berdkningarna beskriver inte bara flodet av solens energi
utan visar d&ven om f &r exakt eller ej.

I allménhet integrerar vi foljade 2-form 6ver nagon orienterad mangfald
pa foljande satt:

1 v
/S /= /S o () T () u! A ? (6.2)

I vart fall S &r 2-sfar som vi skall integrera 6ver. Vi foljer flervariablersanalys

och parametriserar ytan o = x(u),u = (u!,u?) € S med

JH = el'es —e¥ el dir e och ey dr tangentvektorer till ytan som ér definerade
iz Ozt

€ = G och u',u? #r lokala kooridinater pa méangfalden och (z#,y") =

(y,2),(z,2), (z,y). Vi infor sfariska koordinater
x = Rsinf cos ¢
y = Rsinfcos ¢
z = Rcosf

och ersitter u; = 6 och uy = ¢ med vinklarna 0 < ¢ < 27 och 0 < 0 < 7.
Vi berdknar vidare komponenter av tangentvektorerna

el = % = Rcosfcos¢
el = % = Rcosfsing
et =92 = —Rsind

ey = g% = —Rsinfsin¢
ey = % = Rsinfcos ¢
- % -0

och pa samma satt Jakobians komponenter

JV* = eles — el = R%sin®fcos ¢
J* = e%ei — eted = R%sin’ Osin ¢

J%W = efel — eled = R%sinf cos
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Figur 6.1: Integration av en 2-form.

vi ar redo att fortsdtta med berékningen:
1
[ 1= [ St @u)aut ndud
S S

_/ERsinﬂcosgé

g JU(0.0)d0 A do

S
. E Rsinfsing
47 R3
S

J*(0, $)d0 A dob

E Rcosf

i R3
S

E

:47T 0
=F

J(0, $)dO A do

27 i E
d@/ dfsinf = —— cos0|;
0 2

Detta resultat visar tydligt att f inte dr en exakt form eftersom om den
skulle vara exakt hade integralen varit lika med noll - vilket hade betytt att
ingen energi skulle stromma genom ytan. Fysikalisk tolkning av integralen
ar méngden av energi som passerar sfarens yta per tid se figur 6.1
Som avslutning ar det intressant att veta vilken typ av energikilla det hand-

lar om. Detta kan litt kontrolleras genom att operera med Hodge operator®
pa 2-form.

8Hodge operator -* &r en linjér avbildning * : Q" (M) — Q™™ "(M) som opererar pi en
r-form. Detta kommer att behandlas i nésta kapitel "Riemann geometri’i avsnittet 8.8.1.
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E v dy A dz + Y
= — z
dr (22 2 + 232 (22 4 y2 + 22)3/2

T E x
+ dz Ndy) = — d
@+t = g e ®
Y z Er
d dz= 2L
+ (@2 1 32 + 22)3/2 y+ @2+ g2+ 232 T 12

dz N dx

*f

Denna berékning visar att det &r en punktkilla som befinner sig intui i
sfaren.

6.3 Dualitet mellan homologi och kohomologigrupper-
de Rhams teorem

Kohomologi beskrivs av en sekvens av abeliska grupper som tillsammans med
en operator bygger upp ett sa kallat kokedjekomplex. Ett kokedjekomplex
dr en allmin struktur som existerar for manga olika abelska grupper och
operatorer. I fallet kohomologi, s& utgors de abelska grupperna av vektor-
rummet av r-former pa Q" (M) och operatorn dr den externa derivatan d’.
Kokedjekomplexet (2", d") utgors da av:

00 Lot 42 Loz & (6.3)

De abelska grupperna €2" lankas alltsa samman via en homomorfism som ges
av den externa derivatan

d: Q — Q! (6.4)
dessutom sa dr sammansattningen av tva foljande avbildningar noll.
d"Tdm =0 (6.5)

Lat oss nu fortsidtta med att definiera de Rham-kohomologigrupperna,
vilka visar sig vara tédtt sammanknutna med de vanliga homologigrupperna
pa en mangfald. Detta trots att de ytligt verkar vara vitt skilda objekt.

Definition 6.4 (de Rham kohomologigrupp). Lat M vara m-dimensionell
méangfald. Méangden av slutna r-former kallas r-te kocykelgruppen-Z"(M)
och méngden av exakta r-former kallas r-te korandgruppen-B"(M). Bada
grupperna ar vektorrum med reella koefficienter. Den r-te de Rham kohomo-
logigruppen defineras som

kerqiq

H"(M;R) = Z"(M)/B" (M) (6.6)

imd
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Ett element i kohomologigruppen bestar alltsé av ekvivalensklasserna av
slutna r-former som bara skiljer sig med en exakt form.

Exempel 6.5 (Beridkning av den 0-te och den forsta kohomologigruppen).
Lat oss studera tallinjen, det vill sdga sétt var mangfald till de reella talen,
M = R. Vi har da komplexet:

0-L 00 Lot Lo (6.7)

Vi behéver berékna nollte kocykelgruppen samt korandgruppen for att
ta fram nollte kohomologigruppen. Nollte kocykelgruppen ar alla slutna 0-
former pa M vars yttre derivata &ar noll. Detta géller godtycklig konstant,
vilket betyder att Z°(R) = R. Lat oss nu kolla pa korandgruppen. Nollte
korandgruppen &r alla O-former som har primitiv funktion. Vi ser pa vart
komplex ovan att denna grupp maste vara 0, eftersom primitiva funktionen
till en 0-form skulle vara en (-1)-form, B%(R) = 0. Detta tillsammans ger att
H°(R) =R.

For att berakna den forsta kohomologigruppen observerar vi till att borja
med att varje 1-form maste vara sluten ty det finns inga 2-former pa R,
ZYHR) = QY(R). Vi lutar oss pa ett viilkiint resultat fran envariabelanalys da
vi ska studera vilka former som har primitiv funktion. Lat g(z)dz vara en
1-form, och skapa 0-formen f genom integralen:

Detta betyder att df = g(z)dx och alltsa ar g(x)dz exakt. Lagg mirke
till att vi inte behover gora nagra inskrankningar pa var 1-form g(z)dz for
att siiga detta, och dirfor #r varje 1-form pa de reella talen exakt, B*(R) =
Q!(R). Forsta kohomologigruppen blir noll, och vi ser av komplexet att detta
giller alla kohomologigrupper som inte ar nollte, H"(R) =0 r € {2,3,4,...}.

I kapitel 2 har vi definerat ett vektorrum och associerat med det duala
vektorrummet. Vi vill nu visa en viktig relation mellan homologi och ko-
homologigrupper. Vi boérjar att definera en inre produkt av en r-form och
en r-kedja. Vidare later vi M vara en m-dimensionell méangfald. Lat nu
we Q' (M) och c € Cp.(M) déar 1 < r < m och definera en inre produkt
mellan dem ( , ): Cp.(M) x Q"(M) — R genom att skriva

cw— (cw) = /cw. (6.8)

Den inre produkten &r alltsa integralen av r-formen w 6ver kurvan c. Notera
att med hjélp av Stokes sats kan den inre produkten skrivas pa en kompakt
form:

(¢, dw) = (0c,w) (6.9)
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Om vi nu istéllet skapar en inre produkt mellan element av homologigruppen
H, (M) och kohomologigruppen H" (M) kan vi visa att H,(M) &r en dual
till kohomologigruppen H"(M). Lat [¢] € H,(M) och [w] € H"(M) och
vi definerar aterigen en inre produkt mellan dessa element A : H,(M) x
H"(M) — R som

A ([, W) = (e,w) = /w. (6.10)

C

Sats 6.4 (de Rhams teorem.). Om M ar en kompakt méangfald och H, (M)
respektive H" (M) ar &ndlig dimensionella och avbildningen

A H (M) x H" (M) > R

ar bilindr och icke-degenererad da ar H"(M) det duala vektorummet av
H.(M).

Dualiteten &r en viktig egenskap som bland annat medfor att H, (M) ar
isomorft med H"(M). Det finns fler exempel pa liknande isomorfism mellan
homologi och kohomologigrupper

e HY(M)= Hy(M)=R®---®R om M har n-sammanhingande kom-

n
ponenter

o HI(SY) = Hi(SY) =R

Vidare kan vi dven visa att det finns en relation mellan Bettital och respek-
tive homologi och kohomologigrupper. De tidigare definerade Bettitalen kan
skrivas som

by(M) = dim H.(M) (6.11)
dar dimH, (M) kallas for r-te Bettital av M. Detta medfor att vi kan intro-
ducera foljande relation

b" =dim H"(M) = dim H.(M) = b,(M)
vilket aterigen indikerar pa ett starkt samband mellan homologi- och koho-
mologiteori. Man kan ocksé uttrycka Eulerkarakteristiken pa foljande sétt

m

(M) = 3 -1y (). (6.12)

r=1

Den sista ekvationen utgor en direkt lank mellan topologi och analys eftersom
vansterled &ar en topologisk invariant som karakteriserar topologiska rum och
hogerled innehaller ett rent analytiskt uttryck.
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6.3.1 Poincarés dualitet

Innan vi skall studera kohomologigruppernas struktur skall vi titta nér-
mare pa en ytterligare egenskap som kallas Poincarés dualitet. Vi later
M vara m-dimensionel mangfald och vidare antar vi att w € H"(M) och
n € H™"(M). Vi definerar en inre produkt (,) : H"(M) x H™ " (M) — R
som

(w,n) = /Mw/\n. (6.13)

dar w A n betecknar ett volymelement.

Denna produkt definerar Poincarés dualitet mellan H" (M) och H™~" (M)
och ar bilindr men inte singulér. En intressant observation av Eulerkarakte-
ristiken ar att méangfalder med udda dimension forsvinner

X(M) = (17 = S {10+ S b}
_ % {Z(_l)rbr - Z(—l)_rbr} —0.  (6.14)

dar vi anvinde oss av Betti-tal symmetri - ndmligen b, = b,;,_.

6.4 De Rham kohomologigrupper och deras struk-
tur.

En intressant egenskap hos de Rham kohomologigrupper ar att de kan ha en
ringstruktur, medan homologigrupper kan inte ha det. For en definition av
algebraiska ringar se i appendix avsnitt B.2. Ringar &r mycket intressanta
och betydelsefulla algebraiska objekt. Deras struktur kan varieras fran enkla
till valdigt komplicerade strukturer med manga tillimpningar i fysik i bland
annat teorier om supersymmetriska falt och kvantringteori. Det finns flera
olika typer av ringar:

e Ringen av heltal Z

e Ringen av gaussiska heltal Z[i]

e Ringen av polynom C|zy,...,x,] i n variabler
e Ringen av n X n matriser

e Ringen av reella tal R

Trivial ring

Konceptet bakom algebraiska ringar kan ocksa tillampas pa kohomologiteori
dér vi vill introducera kohomologiringar av topologiska rum. Vi fortsétter nu
med att definera dessa kohomologiringar.
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6.4.1 Kohomologiringar

Lat [w] vara ett element av HY(M) och [n] vara ett element av H" (M) (en
klass av slutna ¢ och r-former). Kilprodukten av tva slutna g och r -former
(externa produkten) &r alltid en sluten (g 4 r)-form som &r ett element av
HI" (M), ddrmed ér kilprodukten av klasser vildefinerad [w] A [n] = [w A7)
och beror inte pa vilka representanter vi valjer. Lat oss skriva w =w+ dy
och sétt in detta i var kilprodukt

W] A ) = [(w+dd) An) = lwAn+d An)] = [wAn]
och produkten A : HY(M) x H"(M) — H9"" (M) ér en vildefinerad avbild-
ning.
de Rham kohomologi ring H*(M) defineras av den direkta summan

H*(M) = EmBH’”(M) (6.15)
r=1

dér produkten kommer fran den externa produkten

AN:H*(M)x H" (M) — H*(M) (6.16)
Den direkta summan av ringar Rj, Ra, ....., R, 4r en mangd
RIOR D ......... R, ={ri,ra,....orn} i €R; fori = 1...n

Lemma 6.1. Den direkta summan av godtycklig ménga ringar ar en ny
ring.

Exempel 6.6 (Den direkta summan av Lie algebror). Lat g och g/ beteckna
tvéa Lie algebror och deras direkta summa &r ett vektorrum g ® g bestéende
av paren (x,x/),a? € g,z € g med operationen

[(z,2), (y,9)] = ([z,9). [2',y]), zy€g o,y g

Vi har redan sett att det finns en direkt relation mellan Betti talet och
Eulerkarakteristiken och vi &r nu intresserade av att ta reda pa om det finns
nagon relation mellan de redan introducerade kohomologiringarna av respek-
tive mangfalder. For att gora en sddan studie maste vi forst introducera
ytterligare en formel som har en viktig betydelse inom algebraisk topologi.
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6.4.2 Kiinneths formel

Kinneths formel relaterar kohomologi av tva objekt med kohomologi av
deras produkt. Med andra ord kan vi sdga att den skapar samband mellan
singular kohomologi av tva topologiska rum, till exempel X och Y med deras
produkt X x Y. Vad som &r intressant ar att Kiinneths formel géller far bada
kohomologi- och homologiteorier.

I det enklaste fallet ar relationen mellan dessa topologiska rum och deras
produkt en tensorprodukt.

Vi later M vara en produktméangfald definerad som M = M x M. Lat vidare
{wl} (1 < <WP(My)) vara en bas av HP(My) och {nf'} (1 <i < bP(My))
vara basen av HP(M). Vi noterar att w! A n}j*p (1 <i < r) ér en sluten
r-form i M. Varje element som tillhér H" (M) kan fordelas till en summa
av en produkt av elementen H"(M;) och H"7P(My). Vi kan dérmed skriva
Kiinneths formeln

H™(M) = €P [HP (M) @ HI(M)). (6.17)
ptg=r
vilken vidare kan skrivas om med hjalp av Bettitalen
(M) = > bP(M)b(My). (6.18)
ptg=r

Kiinneths formeln har den mycket viktiga egenskapen att den gor det méojligt
att relatera kohomologiringar av respektive mangfalder

H* (M) = iHT(M) = i P ‘(M) © HI(Ms) =

r=1 r=1 p+q=r
:ZHP M1)®ZHQ(M2) = H*(M;) ®@ H*(M>). (6.19)

Fran denna ekvantion foljer en intressant egenskap av Eulerskarakteristiken
som presenteras i exemplet nedan.

Exempel 6.7 (Produkt av Eulerkaraktetistiken). Visa att

X(M) = x(My) - x(Mz)

dir My = My = S' och M = T? Exemplet baseras pa faktumet att om
a € HP(My) och B € HI(Ms) da ér o A B € HPTI(M), néimligen for en
torus har vi T? = S' x S! och vidare finner vi att b°(T?) = b°(S1)B°(S1) =
12 =1, b1(T?%) = bH(SHBO(SY) + B0 (SHbL(SY) = 12+ 12 = 2, b} (T?) =
bL(SHL(SY) = 1. Alltsa x(T?) = 1—-2+1 = 0 och x(T?) = x(S1)-x(S') = 0.
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Kapitel 7

Riemanngeometri

Nér vi har begreppet mangfalder kan vi beskriva helt generella rum. De rum
som fysikaliska teorier utspelar sig i ar en delméngd av dessa och ett karak-
teristiskt drag hos dessa rum &r att de har ett avstandsbegrepp. Riemanng-
eometri dr den del av differentialgeometri som studerar glatta mangfalder
utrustade med en sa kallad Riemannmetrik och vi studerar dven de sa kal-
lade pseudo-Riemannanska mangfalderna, eller Lorentzméngfalderna. Dessa
ar utrustade med andra metriker, s kallade Lorentzmetriker. Nar vi vél
har ett avstandsbegrepp kan vi hirleda manga egenskaper hos rummen. Det
som gor denna teori fysikaliskt viktig &r att den ger en naturlig matematisk
formalism for Einsteins allménna relativitetsteori, dar den fyrdimensionella
rumtiden inte ar plan utan krokt. Bernhard Riemann bérjade utveckla denna
geometri pa 1850-talet.

7.1 Metriker

En metrik ger oss en inre produkt pa en mangfald vilken vi kan anvénda for
att generalisera avstandbegreppet. Vi definierar de tva sorters metriker vi
namnde i inledningen.

2

Definition 7.1 (Riemannmetrik). Lat g vara ett tensorfilt av typ (0,2) pa
méangfalden M. Om g i varje punkt p € M uppfyller

9p(U, V) = gp(V,U) (7.1)
gp(U,U) > 0, med likhet endast fér U = 0 (7.2)
for godtyckliga vektorer U,V i p sé kallas g en Riemannmetrik.
Vi ser att Riemannmetriker &r positivt definita och symmetriska.

Definition 7.2 (Pseudo-Riemannmetrik). Lat g vara ett tensorfilt som i
definition 7.1, som i varje punkt p € M uppfyller ekvation 7.1 samt

(U, V)=0 YUET,M = V=0 (7.3)
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for godtyckliga vektorer U,V i p. g kallas d& en pseudo-Riemannmetrik.

Vi definierar nu den inre produkten < U,V >= ¢, (U, V) dar U,V € T, M.
For en godtycklig karta i en méangfald M med koordinaterna {z*} kan vi
skriva metriken pa foljande sétt:

9p = g (p)dat* @ dz” (7.4)

dar g, kan betraktas som en matris. Aven inversen g"” kommer att dyka
upp i vara formler nedan. Ytterligare en form for metriken fas genom att ta
inre produkten av infinitesimala férflyttningar i basvektorriktningarna {B%L}
som i avsnittet 'Fléden och Liederivatan’. Detta skrivs:

0 0

2 _ w2 v

ds® = g(dx Dl dx e

I likhet med Nakahara [1] kommer vi ocksa att kalla detta objekt for en
metrik trots att det inte &r ett tensorfilt.

) = gudatdx” (7.5)

7.1.1 Inledande exempel pa metriker

Den enklaste metriken av alla &r den Euklidiska metriken, vars komponenter
ges av 0,,,. Detta dr en Riemannmetrik. Alla Riemannmetriker kan diagona-
liseras och skalas om for att ge den Euklidiska metriken.

100
&w=]010 (7.6)
00 1

Det andra enkla exemplet pa en metrik r Minkowskimetriken, kidnd fran
speciell relativitetsteori. Den betecknas n och skrivs i matrisform med 3
rumsdimensioner och en tidsdimension:

-1 0 0 O
0 1 0O
0 0 01

Denna ér ett specialfall av metrikerna med ett negativt reellt egenvirde
och ovriga egenvarden positiva reella. Dessa metriker kalla Lorentzmetriker
och kan med lampligt val av transformation omvandlas till Minkowskimetri-
ken. Manga forfattare skriver denna metrik med omvanda tecken jamfort
med oss och Nakahara [1]. I denna metrik kan som ndmnts skalarprodukten
bli negativ. Detta ar precis vad vi vantar oss utifran den speciella relati-
vitetsteorin. Vektorer klassificeras dir som rumslika, ljuslika eller tidslika
beroende pa om beloppet ar positivt, noll, eller negativt.

Manga av de metriker vi behandlar &r, med ett ldmpligt val av koordi-
nater, diagonala metriker med den allménna formen nedan.
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0 0
B 0
0 C

o O O

S = (7.8)

oo O

0 0 D

Dar koefficienterna ér godtyckliga funktioner av alla fyra variabler. Vi
kommer att studera denna allménna metrik ndrmare i exempel 7.3.

7.1.2 Inbaddningar och inducerade metriker

En inbéddning av ett topologiskt objekt i ett rum &r en representation av
objektet som bevarar dess struktur. Mer formellt ar det en funktion f :
X — Y sadan att X &r homomorfisk med f(X), dar f(X) ges den relativa
topoplogin med avseende pa Y. Exempelvis kan S inbiddas i planet R? som
enhetscirkeln.

Vid inbaddningar av en mangfald M i en metrisk mangfald N av hogre
dimension, diar M &r en delmangfald av NN, inducerar metriken pa N en
naturlig metrik pad M. Lat f : M — N vara en inbdddning. Pullbacken f*
parar ihop de punkter i N som f avbildat M pa med punkter i M. Om
vi har en metrik i N, kalla den gp, s& kan vi lata delmangfalden M i viss
mening arva metriken i N genom att definiera den inducerade, dven kallad
naturliga, metriken gy = f*gn. P4 komponentform har vi:

of° 0f”

OoxH Oxv

IMu (%) = gnap(f(2)) (7.9)

Exempel pa inducerade metriker

Exempel 7.1 (Inducerad metrik). Lat f — R? vara en inbiddning av en
torus pa (R?,§) definierad som

f:(0,0)— ((R+ rcosb)coso, (R + rcosh)sing, rsind)
dir R > 0. Visa att den inducerade metriken pa T2 &r
g =120 ®df + (R + rcosh)?dp @ do.
Vi borjar med att berdkna metrikens komponenter
9.0 =< fo, fo >=1r?
dir fo = 3

90,6 = 9.0 =< fo, fo >=<[fp,fo >=0
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96,6 =< fo» o >
= [(—Rsin ¢ — 7 cos O sin ¢)* + (R cos ¢ + r cos 0 cos ¢)?]
= R?sin® ¢ + 2Rr sin® ¢ cos O + 2 cos? 6
+ sin? ¢ + R% cos® ¢ + 2Rr cos® ¢ cos 0 + 12 cos? 0 cos® ¢
= (R +rcosh)?

. 9
dar f, = 5%
och vi far slutligen den stkta metriken

g =r1%d0 @ df + (R + rcosh)?do ® do.

7.2 Konnektion

Vi har inga problem med att flytta vektorer i euklidiska vektorrum. Ska vi
flytta en vektor, v = (x1,...zy), tva steg i x1-led ar det latt: v’ = (21 +
2,9, ...25). Vi kan tyvérr inte uttala oss om forflyttningar pa en méangfald
an, eftersom den bara lokalt beter sig euklidiskt. Vi kommer i denna text
att enbart behandla sakallade Affina konnektioner, vilka vi beskriver héar
nedan. Det finns flera sétt att 16sa problemet och 16sningen vi behandlar,
dessa affina konnektioner, bygger pé att vi vet hur vi vektorfalt beter sig pa
mangfalder!.

7.2.1 Motivering och definition

Anledningen till att vi kan translatera vektorer effektivt i en euklidisk mang-
fald ar att tangentrummen vid de olika punkterna pa mangfalden kan identi-
fieras med varandra genom samma translation?. P4 en allmén differentierbar
mangfald har vi inte fordelen att ha ett naturligt siatt att relatera tangent-
rummen vid olika punkter med varandra. Det vi ddremot har ar en teori for
hur vektorfilt beter sig pa mangfalder.

Lat oss innan vi fortsétter fraga oss om det verkligen &r viktigt att kunna

relatera tangentrummen med varandra. Sa lénge vi anvinder koordinatbero-
ende framstéallning av vektorer och tensorer kommer vi generellt sitt inte att
kunna relatera vid olika punkter pa méngfalden till varandra. En relation
mellan tangentrummen, kallad konnektion, rader bot pa detta.
Vi har sett att vi inte kan translatera ett tangentrum for en punkt till en
annan punkt utan att infora nya begrepp. Lat oss betdnka vad vi menar
med translation fran en punkt till en annan, vi menar en férflyttning fran en
punkt till en annan. Nu kan vi bérja formulera detta matematiskt:

'Dra er #ven till minnes att vi enbart behandlar differentierbara méangfalder
2Egentligen finns vektorerna i sina tangentrum, vilka vi kan translatera till varandra
och pa sa sitt jamfora vektorer.
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Definition 7.3 (Pseudo-definition). Om vi har en kurva mellan tva punkter,
ar en affin konnektion nagot som forflyttar var vektor lings denna kurva.

Detta ar faktiskt vad vi kommer uppna i nésta avsnitt, men &n sa linge
ar detta en definition som inte ar mojlig att gora eftersom vi inte har nagot
sitt att jamfora tangentrummen for tva olika punkter. Nésta avsnitt uppnar
detta genom att luta sig pa konnektionen, vilken vi férsoker fa fram hér.

Vi vet att vi kan translatera tangentrummen mellan punkter pa en eukli-
disk méngfald, och vi vet att varje mangfald lokalt &r euklidisk. Detta till-
sammans later oss komma néarmare en ordentlig definition av konnektion.

Definition 7.4 (Pseudo-definition 2). Om vi har en kurva mellan tva punk-
ter som ar tillrdckligt ndra varandra for att vi kan se bada som punkter pa
en euklidisk méangfald, ar en affin konnektion nagot som forflyttar var vektor
langs denna kurva.

Detta ar kiirnan av vad en affin konnektion &r. For att forsdkra sig om
att punkterna &dr tillrdckligt néra varandra kréver vi att forflyttningen &r
infinitesimal, vilket &r motiveringen bakom att lata en affin konnektion vara
den kovarianta derivatan. Vi har redan en definition av den for skalarfalt,
Vxf = X|[f], lat oss nu definiera det for vektorfilt.

Definition 7.5 (Kovariant derivata). Den kovarianta derivatan med av-
seende pa ett vektorfilt X betecknat Vi, #r en avbildning V : X'(M)? —
X (M) som uppfyller:

° vaJrgWY = fVyY +gVpY
e Vx(Y+2)=VxY +VxZ
° ny) =YVxf+ fVxY = X[f]Y + fVxY

Vi har hér allmént kravt de egenskaper vi vill att var kovarianta derivata
ska ha, och pa sadant sétt skapat vart objekt. Denna kovarianta derivata ar
vad vi menar med en affin konnektion .

Vi kommer hér att avsluta kapitlet med en kort definition av konnek-
tionskoefficienterna, vilka specificerar hur basvektorerna pa en karta &dndras
fran punkt till punkt. Om vi har konnektionskoefficienterna kan vi med andra
ord berdkna den kovarianta derivatan av valfritt vektorfalt p4 méangfalden.

Definition 7.6 (Konnektionskoefficient). Konnektionskoefficienterna F,i‘u
ir definierade® som
Vvey, = Ve e, = €>\F1)/\u

3L#gg mirke till att vi for att vara helt strikt formella behover klargéra att vi ror oss
pa en karta som innehéaller punkten vara basvektorer lever pa
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7.3 Parallellforflyttning

Vi har redan konnektionen, som specificerar hur vektorer kan forflyttas, men
vi vill finna ett uttryck som &ven berattar hur vektorer “borde” forflyttas.
Det ar hér parallellforflyttning kommer in. D& man ténker sig den vanliga
definitionen pa parallellférflyttning inser man snabbt att en ny definition
krévs: hur parallellférflyttar man en vektor pa en krokt yta som till exempel
en sfar? Var nya definition kommer innehalla kravet att vektorn forflyttas
parallellt med avseende pa en viss kurva, konnektionen.

Definition 7.7. Lat ¢ : [a,b] — M vara en kurva, och X (t) ett vektorfalt
definierat pa kurvan. Lat V vara tangentvektorn till kurvan. Da later vi

parallellférflyttning betyda
VyX =0.

Detta innebar enligt ovan att givet en konnektion, sa dndras inte X
i forhallande till tangentvektorn V' till kurvan: tangentvektorn &r parallell
med kurvan i varje punkt vilket motiverar definitionen.

Betank att konnektionen dr den kovarianta derivatan, alltsa en infinitesi-
mal forflyttning. Detta betyder att parallellférflyttningen kan fas genom att
integrera konnektionen. Det kan vi tolka det som att parallellforflyttning-
en dr en lokal? manifestering av konnektionen. Vi kan ga andra hallet och
ta fram konnektionen ur en parallelltransport genom att 16sa medféljande
differentialekvationer.

7.3.1 Geodetisk linje

Da vi nu har parallelllférflyttning kan vi borja angripa problemet med att
vi i allménhet inte har nagra raka linjer pa4 mangfalder. I detta avsnitt ska
vi generalisera var definition av rak linje och se hur vi kan applicera det
pa mangfalder. En rét linje dr en kurva sadan att om vi parallellférflyttar
dess tangentvektor i nagon punkt langs med kurvan kommer den flyttade
tangentvektorn alltid att vara parallell med kurvan. En linje som uppfyller
detta kallar vi geodetisk.

Definition 7.8. En geodetisk linje &r en kurva c(t) med tangentvektor V'
sadant att
VyV =0

Vi kan se att mellan tva punkter kommer det inte att finnas en unik
geodetisk linje. Tank pa ett badkar: om du borjar i mitten pa ena kortsidan
och ska till mitten p& andra kortsidan kommer du att fa minst tva geodetiska
linjer. Ett annat exempel ar sfaren dér det finns oéndligt manga geodetiska
linjer mellan sydpolen och nordpolen.

4Ligg dock mirke till att trots att parallellférflyttningen #r lokal #r den storre"#n
konnektionen - som &r infinitesimal
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Antag att vi har en mangfald inbiaddad i vart vanliga rum R3. D& &r
ett visuellt sdtt att konstruera de geodetiska linjerna att tdnka sig att man
haller en bit tejp ovanfor tva punkter pa mangfalden, s& spiand som méjligt
(tejpen ir alltsi en rak striicka mellan punkterna i R3). Nu fér vi bara ner
tejpen pa var mangfald. Om tejpen krullar sig pa nagon sida betyder det
att det inte ar en geodetisk linje pa mangfalden. Detta eftersom krullningen
indikerar att kurvan ar krokt och ddrmed att en tangentvektor inte kommer
vara parallel med kurvan efter forflyttning langs kurvan.

Exempel 7.2. Pa en sfiar dr storcirklarna de geodetiska linjerna.

7.4 Torsionstensorn

Vi kommer senare att behandla kurvatur av en mangfald, men i detta av-
snitt ska vi titta kort pa vridning. Det finns en anvindbar tensor som beskri-
ver vridning vilken kallas torsiontensorn. Innan vi gar in pa torsionstensorn
narmre behover vi veta vad vi menar med vridning, och det &r vi hur tan-
gentvektorn till en kurva vrider sig da vi flyttar oss ldngs kurvan. Detta kan
ses som hur mycket konnektionen vrider sig.

Vi ger ett enkelt exempel for att forsoka forsta vad torsionen egentligen
avser: sig att du simmar en langd i en simbasséng. Da foljer du en rak kurva
mellan de bada dndarna pa basséngen. Lat oss sdga att du &r tangentvektorn
till kurvan som bildas av din rorelse. Lat oss dven séga att du borjar simma
crawl, men gar over till ryggsim nagon gang pa vagen. Din riktning dndras
aldrig, men du har vridigt dig. P4 precis samma satt vill vi markera hur
mycket tangentvektorn till en kurva vrider sig och vi ger darfor foljande
definition:

Definition 7.9. Torsionstensorn T(X,Y)

T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]

Lat oss kontrollera att torsionen &r en tensor. Satt f € JF, da blir
T(fX,Y)=T(X,fY)= fT(X,Y) genom produktregeln. Alltsa ar T(X,Y)
en tensor.

Vi ser dven att torsionstensorn &r en (1,2)-tensor genom resonemanget
att torsionstensorn tar in tva vektorer och ger ut en vektor som indikterar
vridningen. Matematiskt syns det eftersom T'(X,Y) = X*T"T(e,,e,) Vi
behdver inte ga in djupare pa torsionen eftersom vi oftast hanterar Levi-
Civitakonnektionen vilken inte har nagon torsion.
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7.5 Levi-Civita-konnektionen

Eftersom ingen konnektion &r mer naturlig &n nagon annan, sa har vi méoj-
lighet att vilja en konnektion med 6nskvéirda egenskaper. Man kan fraga sig
vilka dessa egenskaper skulle kunna vara samt om det finns en konnektion
som uppfyller dessa och om konnektionen &r entydigt bestdmd av just dessa
egenskaper. Ett naturligt krav att stalla, ar att da vi tillampar konnektionen
pa det euklidiska rummet R” skall vi fa var vanliga parallellforflyttning. Om
vi darutéver kréver att torsionen maste vara noll, har vi kraftigt avgréansat
antalet valmojligheter. Denna konnektion blir entydig, genom att explicit
konstruera den enligt satsen nedan. Egenskapen att torsionen forsvinner kal-
lar vi for att konnektionen dr symmetrisk.

Sats 7.1 (Riemanngeometrins fundamentalsats). Givet en mangfald M och
en metrik ¢ finns en unik symmetrisk konnektion, vilken vi kallar Levi-Civita-
konnektionen.

Beuvis. Lat forst V vara en godtycklig konnektion. Dess koefficienter ar
K
Iy, = {MV} + K, (7.10)

Kan vi fa en ny konnektionskoefficient genom att addera —K;, 7 Isafall exi-
sterar Levi-Civita-konnektionen och &r unik.

Addera ett godtyckligt tensorfilt t;\w till en konnektionskoefficient och
provar om denna, lat kalla den X uppfyller kravet for att vara en konnek-
tionskoefficient. Vart krav ar att féljande ekvation ska gélla for koordinat-

transformationen fran {e#} till {f#}, dir I'};, antas vara konnektionskoeffi-

cienter i basen {e#} och I}, + tf;l, konnektionskoefficienter for basen { f*}.

Viafs = X[y = o +tos) fy (7.11)

Vi byter koordinater i vansterledet:
Vi fs = {fa = (02" /0y )e,}

= V. (?{;;6#)

Ozt oz Ozt
= ayaayﬁeu + Dy 83//3 ex€u
B ( %t N o Ozt _, )e
~ \oyeay® T oy oyt M)

Nu kan vi skriva

( 0?x” oz ozt
+ A
Oy*0yP ~ Oy OyP = M

Jew = (Tl + 1001 (7.12)
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Och eftersom e,/ f, = 0y”/0x" kan vi gora foljande omskriving:

0%z Oy n ox OxH Oy _,
oy oyP oz |y OyP dxv M

=T)s+tis (7.13)

Och nu foregés konnektionskoefficienten i vénsterledet av precis de koordi-
natbyten som later oss forkorta bort I'-termerna ur ekvationen och fa:

2
o“x” 0y” ~

S
Oy*oyP dOzv of

(7.14)

Vilket ar ett (1,2)-tensorfilt pa varje sida, varav det ena ar godtyckligt
valt av oss och det andra valjs sa att ekvationen uppfylls genom att hitta
en motsvarande koordinattransformation. Det finns alltsa for varje (1,2)-
tensorfilt ett motsvarande koordinatbyte som transformerar konnektionsko-

efficienterna genom addition av tensorfaltet. Om vi valjer tlﬁ = —Kj, far
vi precis Levi-Civita-konnektionen. I ekvationerna ovan ar symmetrin i «, 8
tydlig. O

7.5.1 Geodeter

Geodeter far en ny, fysikaliskt viktig betydelse med Levi-Civita-konnektionen.
De blir nu dven ett lokalt minima for lingden av de mojliga kurvorna mellan
tva punkter, inte bara de rakaste mojliga linjerna.

7.6 Riemanns kurvaturtensor

Vi kommer héddanefter alltid att anta att var konnektion &r Levi-Civita-
konnektionen.

Om vi har en mangfald vill vi kunna uttala oss om hur krokt denna mang-
fald &r. Exempelvis ar jorden krékt, men mindre krokt &n ett bowlingklot.
Sa vad betyder krokning? Vi sdger att ju mindre nagot lokalt kring en punkt
liknar ett euklidiskt rum, desto mer krokt &r mangfalden i den punkten. Hur
kan vi tolka detta matematiskt?

Forst betyder detta att vi kommer fa fram nagon typ av félt, skalér-,
vektor- eller tensorfilt. Detta for att vi vill ha nagon typ av funktion som
ar definierad i varje punkt. Vad mer kan vi hérleda enbart utifran var tanke
pa krokning ovan? Vi vill pd nagot sétt underséka hur avstanden mellan
tva punkter forhaller sig gentemot hur det avstandet hade varit pa en platt
(euklidisk) yta. Vi kommer att ha ett filt som behandlar metriken. Vi kom-
mer med andra ord att fa ett tensorfdlt och nu med detta som inledning
foljer har definitionen av Kurvaturtensorn.
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Definition 7.10. Kurvaturtensorn ® R(X,Y)Z definieras enligt:

R(X, Y)Z = VXVYZ — VYVXZ — V[X7y}Z

Vad Kurvaturtensorn méter &r hur en vektor (Z héir ovan) fordndras om
den flyttas ldngs en sluten infinitesimal kurva, vilket formellt kan ses som:

Om vi har tva kommuterande vektorfilt X och Y, och flyttar vektorn
Z € Ty M At tid langs faltet X'’s flode och sedan At tid langs Y'’s flode,
och sedan lika lang tid i —X'’s flode och till slut —Y’s flode, sd kommer vi
tillbaka till samma punkt (vi antar hér att falten kommuterar). D& méter
R(X,Y)Z hur Z har forandrats vid denna flytt.

Vi vill kunna behandla detta helt generellt, och ddrmed maste vi forséka
undvika kravet pa att falten X och Y ska kommutera. Detta innebér att
vi &ven behover transportera Z lings kommutatorn [X, Y] for att komma
tillbaka till samma punkt.

Kurvaturtensorn (en (1, 3)-tensor) tar in tre vektorer, tva for riktningar
och en som ska utvérderas, och den ger ut en vektor. Vektorn som ges ut ger
ett matt pa hur mycket den utvirderade vektorn dndras i en forflyttning i
ett infinitesimalt parallellogram av de tva andra vektorernas.

Nar vi nu har fatt lite forstaelse for hur kurvaturtensorn fungerar, skall
vi undersoka vilka matematiska samband vi kan hérleda utifran detta. Vi
boérjar med nagra enklare sadana

Sats 7.2. e RIX,Y)=—-R(Y,X)
o (R(X,Y)Z,W) =—(R(X,Y)W,Z)

Den forsta av de tva inses genom antisymmetri, den andra genom Lieal-
gebran. Dessa tva kan kan kombineras for att ge

[R(X,Y)Z,W] = [R(Z,W)X,Y]

Sats 7.3 (Bianchi identiteterna). .

o R(X,Y)Z +R(Z X)Y + R(Y,Z)X =0
o (VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z,X)V + (VzR)(X,Y)V =0

Vi kommer inte att bevisa nagon av dessa identiteter®, utan kommer
istéllet att ge bevisidé for forsta identiteten:

5Ibland skiljer man p& Riemanns kurvaturtensor och Kurvaturtensorn, dir den forst-
namnda &r (0,4)-tensorn skapad genom att anvinda metriken pé den sistndmnda, i enlighet
med Manipulationer i 2

SFor formell behandling av identiterna samt bevis se s. 269 i [1]
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Kom ihag att Levi-Civitakonnektionen inte har nagon vriding, T'(X,Y) =0
for alla X,Y. Detta i samband med att inse att Vz[X,Y] kan skrivas om
enligt nedan kommer efter formella berdkningar att ge svaret.

[Z,[X, Y]] = Vz[X, Y] = Vx y)Z & Vz[X,Y] = [Z,[X,Y]| + V|x v|Z

Vi har nu gatt igenom négra av de matematiska foljderna men vi vill
aven veta hur Kurvaturtensorn ter sig i olika baser eftersom vi da kan se
dess verkan pa vektorer. Vi kommer dérfor att avsluta detta avsnitt med att
skriva kurvaturtensorns koordinater i en bas.

Vi ser kurvaturtensorns verkan pa dualbasen d 2# och koordinatbasen e,,.

Komponenterna i tensorn kan da skrivas ”

Ry, = (da”, R(ey, ev)er) = Ouly) — Oy + FZ)\FZTI - FZAP%

7.6.1 Exempel pa Riemanns kurvaturtensor

Vi boérjar med att hirleda den allménna formen for Riemanntensorn for en
fyrdimensionell diagonal metrik med avseende pa Levi-Civita-konnektionen.
Vidare skall vi tillimpa denna pé intressanta specialfall. Det forsta exemplet
foljer resonemanget i Rindler, [10] ss 419-421.

Exempel 7.3 (4D-Diagonala metrikers Riemanntensor). Metriken vi avser
ar 1 matrisform ekvation 7.8, pa differentialformen skrivs den:

ds = Adz'da' + Bda?dz? + Cda’da® + Dda*da’ (7.15)
dér koefficienterna &r allménna: A = A(z!, 22, 23, 2%), B = B(z!, 22, 23, 2%),
C = C(z!, 2% 23, 2%) och D = D(2!, 22,23, 2*). Konnektionen &r Levi-Civita
och dérfoér ges konnektionskoefficienterna ', av Christoffelsymbolerna {VMO'}.

Vi infor nagra symboler for att kunna skriva uttrycken pa en mer kompakt
form:

samt foljande konvention for derivator:

_ 0A _ OB __ ocC __ 0D

Av=9a  Bu=gm  Cu=gm  Du=om

_ 0%A _ 0’B _ 0%C _ 0%D
A = ggigr B = ggier O = gongr D = ggigw (7.17)

"Genom definitionen av Christoffelsymbolerna. For explicit hirledning se s. 255, ekv.
(7.42) i [1]

119



Vi bérjar med att beriikna konnektionskoefficienterna I'}, = % G" M0, 9r0+
Osgrv — Orguo) dér en diagonal metrik innebér att summan endast inne-
haller termen med A = pu. Vi konstaterar forst att da alla tre index &r
olika kommer koefficienten vara noll, da den endast innehaller metrikens
icke-diagonalelement. Alltsa, 1%3 = 0 for alla permutationer av indexen.
Vi tittar sedan pa koefficienterna med de tva nedre indexen lika: T3, =
%gn(alglg + Jog19 — O1goo = %guﬁlggg = —aBy. Det dr uppenbart att detta
foljer ett enkelt monster ndr man byter 1 och 2 mot 6vriga index. De koef-
ficienter som ar kvar har alla formen I'y , och for enkelhetens skull sétter vi
index v till ett och askadliggoér den allménna formen pé dessa koefficienter:
F%M = 29" (0191 + Opg11 — O191,) = 391 9ug11 = A, Genom att permu-
tera indexen kan vi nu fa alla konnektionskoefficienter.

Nu kan vi berdkna Riemanntensorns element REW = 0,17, — &,I’Z)\ +
Lo\ — DALy, Det réicker att berdkna tre element vars index sedan kan
permuteras eller manipuleras enligt Riemanntensorns symmetriegenskaper
for att ge ovriga.

Om alla index &r olika blir elementet noll: R}, = 0. Nista typiska ele-
ment ar R%l:} = 61P§2 — 83I%2 + PQQF%H — P?QI%W =0 — adog +vCraAs +
BB3aAs + aAsaAs = —Asz + aAsAs + SAB3 + ’yAgCg. Det tredje ty-
piska elementet &r R}, = 9113, — 9ol'ly + ngF%n — F?QF%H = —aBy —
aAos + aBiaAl + fBsaAs — yBsaAs — 0By Ay + aAsaAs + SBraBy =
—Ags — B11 + a(A1By + A3) + B(A2Bsy + BY) — yA3Bs — 6 A4 By.

Sammanfattningsvis har vi foljande typiska element:

R%34 =0

Ry 3 = —Aog + Ay Az + BAy Bz + yA3C,

R%12 = —Agy — By1 + Oé(AlBl + A%) + B(AQBQ + B%) — ’}/Ang — 0A4By
(7.18)

7.7 Holonomi, isometri och Killingvektorfalt

7.7.1 Holonomigruppen

En vektor i en punkt p som parallellférflyttas langs en sluten kurva tillbaka
till p kommer i allménhet att fordndras. Om vi begrénsar oss till affina kon-
nektioner pad Riemannska mangfalder kan vi definiera en grupp av sadana
transformationer av vektorer med avseende pa alla slutna kurvor ¢(¢) inne-
héallande p pad M. Lat oss ta kurvorna {c(t) : 0 < t < 1,¢(0) = ¢(1) = p}
och vektorn X. For en given konnektion kommer varje kurva ¢ ge upphov
till en transformation fran 7, M tillbaka pa sig sjélv. Vi kan nu definiera
holonomigruppen.
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Definition 7.11 (Holonomigrupp). Med p € M och ¢(t) som ovan ger pa-
rallellférskjutningar lings av X ldngs ¢ upphov till transformationen

P.: T,M — T,M (7.19)

Gruppen av alla sadana transformationer betecknas H(p) och kallas holo-
nomigruppen pa p.

Gruppoperationen ar sammanséattningen. I det héar fallet innebér det att
forst lata vektorn parallelforflyttas langs en kurva och sedan ldngs nésta.
Den totala kurvan ar sluten och darmed &r alltsa méngden sluten under
gruppoperationen. Som identitetselement har vi transformationen genererad
av kurvan som bara bestar av punkten p. Som invers har vi transformationen
som generaras av kurvan genomlopt i motsatt riktning.

Genom att parallellforflytta en vektor fran p till en godtycklig punkt g,
transformera den pa ovan beskrivna sétt och sedan forskjuta resultatet till-
baka till p, kan vi definiera en isomorfi mellan H (p) och H (q) for alla punkter
som ligger i en sammanhidngande méangd. Det blir da meningsfullt att tala
om en holonomigrupp for hela mangfalden, underforstatt en holonomigrupp
som géller for varje punkt i mangfalden.

7.7.2 Isometri

[sometrier ar avbildningar som bevarar langden av vektorer, typexemplet &ar
rotationer och translationer i ett euklidiskt rum. En generell definition av
isometri gors i termer av metriken.

Definition 7.12 (Isometri). Lat f vara en diffeomorfism och M en Rie-
mannsk eller pseudo-Riemannsk mangfald sddana att f : M — M. Om f
bevarar metriken, dvs uppfyller nedanstaende ekvation, kallas den en iso-
metri.

I 9w = 9p (7.20)

Ett liknande men nagot svagare begrepp far vi genom att tillata f att
relatera metrikerna med en skalfaktor, vilket vi beskriver i nésta avsnitt.
Det ar latt att inse att identitetstransformationen och den inversa trans-
formationen till en isometri ocksa &r isometrier, liksom sammanséttning av
tva isometrier. Alltsa finns en isometrigrupp pa ett rum, bestdende av alla
isometrier.

Exempel pa isometri

Exempel 7.4 (Euklidiska rummets isometrier). Vi har ndmnt att transla-
tioner och rotationer i det euklidiska rummet #r isometrier. Vi betraktar R?.
Diffeomorfismen f &r i detta fall f(7) = AF+ T dir A € SO(2), T € R2
Metriken &r d,,,.
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Ekvation 7.20 blir nu pa komponentform med kartesiska koordinater

{p*,p?} och {f(p)*, f(p)¥}:
0f(p)* 0f (p)”

opr  Op¥
Vilket kan skrivas

9a8(f(P)) = 0, (D) (7.21)

Ala, p)A(B,v)gap(f () = 6, (P) (7.22)

Dér g ar metriken i punkten f(p). Om denna &r §(f(p)) s& &r f en
isometri. Vi ser att vinsterledet &r noll d& u # v och ett d& u = v. Vi
sitter 4 = v och undersoker vad som hénder for olika o och 5. Vi tittar pa

A € SO(2):

(50 o) ™

For a # g och p = v far vi en summa av tvd kancellerande termer
i vansterledet. Ekvationen blir d& ej uppfylld eftersom vi har 0 = 1 Det
betyder att icke-diagonalelementen inte kan bestammas pa detta satt. For
a = 8 far vi ddremot 29,3 = 1 & go3 = dap. Diagonalelementen ar alltsa
ett.

Nu sétter vi istéllet p # v. For a = g far vi 0 = 0, det vill sdga ing-
et nytt. Fér a # B far vi 2(cos’¢ — sin’¢)g = 6, vilket kriiver att icke-
diagonalelementen i g dr noll. Darmed har vi visat att g(f(p)) = ¢ och att
f &r en isometri.

7.7.3 Konforma avbildningar

Vi definierar en typ av avbildningar som liknar isometrier men vilka endast
kriver att metriken ska vara bevarad si nir som pa en skalfaktor e?® dér
o € F(M) &r en funktion. Denna skalfaktor gor att det finns manga av dessa
sa kallade konforma avbildningar. Definitionen lyder som foljer.

Definition 7.13 (Konform avbildning). Lat f vara en diffeomorfism och M
en Riemannsk eller pseudo-Riemannsk méangfald sadana att f : M — M. Om
f bevarar metriken s& nér som pé en skalfaktor, dvs uppfyller nedanstaende
ekvation, kallas den en konform avbildning.

910 =€ gp (7.24)

Konforma avbildningar bevarar inte langder, men de bevarar vinklar mel-
lan vektorer, vilket &r en karakteristisk egenskap hos konforma avbildningar
och kan anvindas som en alternativ definition . Detta kan vi se genom att
undersoka vad vinkeln avbildas pa:
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gp(X Y) e? gp(X Y)

Vor(X, X)g,(Y \/e% (X, X)e2og,(Y;Y)
_ 9p(X,Y)
\/gp(X, X)gp(Y3Y)
Bevarandet av vinklar géller dock bara lokalt eftersom en rak linje i
allménhet inte kommer att avbildas pa en rak linje. Konforma avbildningar
skiljer sig allts& ganska mycket fran vad vi vanligtvis menar med ’lika s& nér
som pa en skalfaktor’. De konforma avbildningarna pa en mangfald M bildar
en grupp med avseende pa sammansittning vilken kallas Conf(M). Tva
metriker som relateras med skalfaktorn e’ siigs vara konformt relaterade,
vilket dr en ekvivalensrelation vars ekvivalensklasser kallas den konforma
strukturen pa M. Sjilva avbildningen g — ¢??¢g kallas en Weylskalning
och dven dessa bildar en grupp, kallad Weyl(M). Det finns ytterligare ett
begrepp som behdver ndmnas. Om en méangfald M i varje punkt p har en
karta sadan att g,, = 62"5,“, sa kallas den konformt plan.

cos® =

= cos® (7.25)

Exempel pa konforma avbildningar

Exempel 7.5 (Analytiska funktioner). Vi visar hir att alla analytiska funk-
tioner med derivata skild fran noll &r konforma avbildningar. Vi tar en ana-
Iytisk funktion f : C — C. Vi definierar en funktion f : R? — R? enligt:

fl@1,20) = FRf(x1 +iaa), Sf(x1 +ix2)) = fu(zy, x2), v(x1, 22)) (7.26)

Jacobimatrisen av denna funktion ar
Odu  du

J=( % %) (7.27)
o1 Oxzo
Men eftersom f &r analytisk kan vi skriva om detta med Cauchy-Riemanns
ekvationer, % = %Z’ %Z = —%, och far da:
Ju ou .
i A Oou Ou cosf  sinf
— axl 812 — —
d ( —887“ 8‘9—“ > [{&n " Oxo gt~ (reostrsind}] = ( —sinf cosé )
2 xr1
(7.28)

Jacobimatrisen &ér en ortogonal matris, nu tittar vi pa hur tva korsande kur-
vor transformeras under avbildningen. Lat v, (t) = (u1(t),v1(t)) och vo(t) =
(ua(t),va2(t)) vara glatta kurvor och v1(0) = +2(0) = 2, ddr z € C &r en
godtycklig punkt. Vi stoppar in dessa kurvor i f och deriverar med avseende
pa t.

duy
2 om0 = Jn(0) 5 (0) = Tan,wa)( )

oi (7.29)
2 )z = T((0)) %2 (0) = J (w1, 2) i )
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Tangentvektorerna for kurvorna avbildas alltsé av en ortogonal rotationsma-
tris, under forutsittning att f’(z) # 0. En ortogonal transformation bevarar
vinklar och dédrmed &r f en konform avbildning.

7.7.4 Killingvektorfalt

Ett vektorfélt bildar en vektor vid multiplikation med en vektor. Det finns
en speciell avgransad méangd av vektorfilt som vid multiplikation med en
infinitesimal vektor och addition med en punkt ger upphov till en isometri.
Vi definierar:

Definition 7.14 (Killingvektorfélt). Lat M vara en Riemmansk mangfald
och X € X ett vektorfélt. Lat avbildningen f definieras av

frat— at 4+ eXH (7.30)
Om f ar en isometri kallas X ett Killingvektorfilt.

Namnet Killingvektorfalt kommer fran den tyske matematikern Wilhelm
Killing. De ar alltsa inte sa farliga som man kan tro. Dessa vektorfilt upp-
fyller Killingekvationen:

Xgaﬁg/w + 8uXHgm/ + &/X)\g,u)\ =0 (7.31)
<
(ﬁXg),uu =0 (7.32)

Det som gor Killingvektorfalten intressanta for oss dr att de har ett sam-
band med symmetrierna pa en mangfald. De vektorfalt som uppfyller pa
Killingekvationen motsvarar ndmligen symmetrioperationerna pa den aktu-
ella mangfalden. Vi kan pa motsvarande sétt som definitionen ovan definiera
ytterligare en typ av vektorfélt:

Definition 7.15 (Konformt Killingvektorfilt). Lat M vara en Riemmansk
maéangfald och X € & ett vektorfilt. Lat avbildningen f definieras av

froat = ot 4+ eXH (7.33)

Om f ar en konform avbildning kallas X ett konformt Killingvektorfilt.

7.8 Icke-koordinatbasen

Nér vi infor en metrik g pa en méangfald sa uppstar en ny mojlighet att
vdlja en bas. Den bas vi anvant hittills kallas koordinatbasen, medan vi nu
kan definiera icke-koordinatbasen. Vi infér samtidigt en dualbas till icke-
koordinatbasen.
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7.8.1 Definition av basvektorerna

Vi utgar fran var koordinatbas {e, } = {9/0xz"} och dess dualbas {dz"}. Vi
tar en rotationsmatris {eh € GL(m,R) : detel, > 0} och roterar koordinat-
basen med denna:

0

_ u
aw=€
@Ok

é (7.34)

Vi maste stélla ytterligare ett krav pa basen for att den ska vara bra, nadm-
ligen att den ar ortonormal med avseende pa var metrik:

dap
Nap

g(éon éﬁ) = egeg’guu = { (735)

Vi ser hér ocksa att inverserna av rotationsmatriserna ger oss metriken nér
de multipliceras med § eller 7.

Nu infor vi pa4 samma séitt som tidigare (avsnitt 5.2) en dualbas, som vi
kallar {#*}. Denna inférs genom att kriiva < 62, ép >= 0 (eller ng) vilket
ger oss:

0> = eSdat (7.36)

Notera att vi hdr anvinder den inversa matrisen jamfort med foregaende
definition. Vi anvénder konventionen att ta index fran borjan av alfabe-
tet (o, 8,7, 9, ...) till icke-koordinatbasen och index fran mitten av alfabetet
Ky A, i, v, ... till koordinatbasen.

Elementen i koefficientmatrisen el kallas vierbeins for fyrdimensionella
mangfalder och vielbeins for mangdimensionella dito (fran tyska vier =
fyra och viel = méanga.) Metriken relateras till icke-koordinatbasens vektorer
genom foljande tva samband:

S cEcflor (.37)
g = 5a5éa & 68 .

7.8.2 Transformation av objekt till icke-koordinatbasen

Vektorer

Enligt var konvention for index &r V# en vektor i koordinatbas medan V¢ ar
samma, vektor i icke-koordinatbas. V' ska vara samma vektor oavsett bas, men
dess komponenter relateras pa samma sitt som motsvarande basvektorer,
namligen genom multiplikation med vierbein:

|
{ c (7.38)

Ve = eqVh
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Kovektorer

Kovektorerna relateras pa motsvarande satt vilket later oss transformera dif-
ferentiella former till icke-koordinatbasen, detta ses direkt fran var definition
av kovektorerna 6.

Konnektionen

Konnektionskoefficienterna definieras i icke-koordinatbasen pa samma, sétt
som i koordinatbasen:

Vaés = Ve, é5 =175, (7.39)

Det vill sdga de kovarianta derivatorna av basvektorerna med avseende pa
varandra. Vi ar ocksé intresserade av att relatera dessa konnektionskoefli-
cienter till motsvarande i1 koordinatbasen. Om vi satter in é, = e@.ﬁe“ far
vi:

Ve, e = eh(Oues + egF/”M)ey = Fzﬂezey (7.40)

lagg marke till att e med ett index &r en basvektor medan e med tva in-
dex &r ett vielbein. Faktorn inom parentesen ar Vye€p, sa om vi bryter ut
konnektionskoefficienten i sista termen far vi det 6nskade uttrycket

[ls = elebVes (7.41)
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7.9 Hodgeteori

En stor del av den teori som hittills har byggts upp baseras pa Q"(M)8,
vektorrummet av r-former pa M. Operationerna kilprodukt, extern produkt,
intern produkt och extern derivata definieras alla pa r-former, det vill sdga
element i Q" (M), och nér vi integrerar s& tar r-former rollen som volyme-
lement. I detta avsnitt undersoks vektorrummet Q"(M) nérmare, det har
namligen den intressanta egenskapen att Q"(M) ~ Q™ "(M), ddr m &r
méangfaldens dimension. Med hjélp av begreppsapparaten fran tidigare av-
snitt, s& kan denna isomorfism utnyttjas pa ett forvanansvart produktivt
satt.

Det ar enkelt att visa isomorfism Q" (M) ~ Q™ "(M). I kapitel (5),
om mangfalder, s& noterade vi att méngden kilprodukten av r en-former,
dxtr Ndxh2 A... Adxtr ) bildar bas 1 Q"(M). For ett vektorrum i allménhet sa
géller att dimensionen ar lika med antalet baselement. Hur manga baselement

har Q" (M) da? Vi kan vélja r stycken p ur m stycken totalt pa (T) sétt.

Med hjalp av ett grundldggande kombinatoriskt samband har vi nu:

dim Q' (M) = <m> = < " > = dim Q""" (M) (7.42)
r m—r
Darav foljer isomorfin, eftersom vektorrum med samma dimension och sam-
ma skalédrer ar isomorfa.

7.9.1 Hodgestjarnan

Aven om det &r latt att visa isomorfin, si finns det normalt, for en all-
mén mangfald, inget bra och entydigt sétt att konstruera isomorfism mellan
H"(M) och H™ (M) pa. Men detta &ndrar sig nér vi infor en metrik. Vi
har tidigare sett att en metrik g ger oss en isomorfism mellan tangentrum-
met T, M och kotangentrummet 77 M av en méngfald, men utéver det sa
ger metriken g oss en naturlig? isomorfism mellan H" (M) och H™ " (M).
Denna naturliga ismorfism ges av Hodge * operatorn, vilken vi definierar pa
féljande sétt:

Definition 7.16 (Hodge x). Hodge * ar en linjar avbildning * : Q"(M) —
QM™="(M) med foljande verkan pa Q"(M)’s basvektorer:

|det (g )|

© I Hr) —
* (dxtt Ndx2 A N datT) = (m =)

ghrbz-ir qatrit A Adx?™. (7.43)

Vr41...-Um

SEgentligen (M), men vi skriver ofta slarvigt Q" (M) eller Q" om punkten och mang-
falden ar godtyckliga eller underférstadda.

9Med naturlig menas hir en isomorfism som pa ett enkelt sitt, som &r naturligt i
viss mening, foljer ur mangfaldens struktur som metriken ger upphov till. Begreppet kan
definieras matematisk stringent med kategoriteori, men vi néjer oss hiar med en intuitiv
forstéelse.
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Operatorn * brukar kallas for Hodgestjarnan eller Hodgedualen. I defini-
tionen av * anvinder vi oss av Levi-Civita symbolen

+1 om (p1p2... 1) &r en jamn permuation av (12...m)
Eﬂlpg...ﬂm = -1 om udda
0 annars.

(7.44)
Notera att vi kan anvinda metriken for att hoja indexen, gHi¥igh2HsFm —

ghtb2-tm vyilket ger:

1

€ pir i, = EFTHE M
oot
det(gpw)

Om x appliceras tva ganger pa en r-form, sa far vi igen en r-form:
Q" (M) == Q™7 (M) = Q"(M). Detta gor att det finns en vildigt enkel
invers till Hodgestjarnan. «~! = :I:(—l)”(m_r)*, dar + géller for en riemann-
metrik och — for en lorentzmetrik.

Den naturliga isomorfismen mellan H" (M) och H™™" (M), det vill sdga
Hodge * operatorn, mojliggér definitionen av en adjunkt d' till den externa
derivatan d. d tillsammans med df gor att vi kan omformulera elektromagne-
tism pa ett modernt, snyggt och kompakt sétt. Adjunkten mojliggér ocksa
definitionen av en allmén laplaceoperator, vilket gor att vi kan borja tala om
harmoniska former. Dessa harmoniska former visar sig vara djupt forbundna
med de kohomologigrupper som vi talade om i kapitel (6). Det ar dit vi &r
pa vag nu.

7.9.2 Adjunkten till externa derivatan

En adjunkt df till en operator d #r i allménhet nagonting som uppfyller
(dB,a) = (B,d'a), dér (-,-) star for inre produkt. Innan en adjunkt kan
inféras behover vi alltsa nagon typ av inre produkt. Som innan sa induce-
rar hodgestjarnan en naturlig inre produkt mellan tva r-former, vilken vi
definierar som:

1
(w,n) = /Mw/\*n =3 /M Wyy P\ [ det (g ) [dat Ao Ada™ (7.45)

Detta &r en bra definition eftersom denna inre produkt bade ar symmetrisk
och positivt definit dtminstone for riemannmetriker. Dessutom sé dr den in-
variant (under koordinattransformationer), pa grund av att \/|det(g,,)|dz' A
... ANdx™ ar ett invariant volymelement.

Om vi later a vara en r-form och § en (r-1)-form sa vill vi alltsa nu hitta
en operator df som uppfyller (df3, o) = (8, d ). Hur gor vi det? Vi ndjer oss
hér med att sdga att det kan gbras och att svaret ar foljande:
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Definition 7.17 (Adjunkten till externa derivatan). Adjunkten till den ex-
terna derivatan d : Q""1(M) — Q"(M) ges av operatorn df : Q" (M) —
QT 1(M), med df = £(—1)""+" % dx (+ giller for riemmannmetrik och —
for lorentzmetrik).

7.9.3 Elektromagnetism

Elektromagnetismen later sig beskrivas pa ett naturligt sédtt genom att an-
vanda former. Med hjalp av den externa derivatan och dess adjunkt kan
Maxwells ekvationer pa en godtycklig méangfald med Lorentzmetrik (i vaku-
um och naturliga enheter) skrivas som tva tensorekvationer.

dF =0 och diF=J (7.46)

Hér ar J strom-ett-formen J = J, da¥ = —p dt + jj, dz® och F den elektro-
magnetiska tensorn. F' dr en komplett antisymmetrisk tensor av typ (0,2)
(det vill sédga en 2-form) och skrivs darfor som bekant, se ekvation :

1
F = §F#de“ A dz”. (7.47)

Dir komponenterna ges av:!°

0 E, E, E,
—-F 0 —B B
F = z z Y
( “l’) -FE, B, 0 —B;
-k, -By B, 0

(7.48)

Dessutom sa blir kontinuitetsekvationen dJ = 0.

Har lampar det sig att tillaimpa vara kunskaper for att visa hur ekvatio-
nerna (7.46) ovan reduceras till den klassiska formen pa Maxwells ekvationer
nér vi befinner oss i ett Minkowskirum. Vi undersoker alltsé hur ekvationer-
na ser ut for en mangfald med Minkowskimetrik. Kom ih&g att metrikens
koefficienter da ges av (7.7) pa sidan 110. Méangfalden (“rummet”) har m =4
dimensioner, varav en tidslik och tre rumslika. Indexen p och v tar varderna
0,1,2,3 och indexet k = 1,2,3. Vi skriver (2%, 2!, 22, 2%) = (¢,2,y, 2) och
% = 0y-

Lat oss borja med dF = 0. Definitionen av extern derivata, ekvation
(5.11) sidan 74, ger

1
ié?AFdeA Adzt A daz” = 0. (7.49)

I detta laga sa ar det bra att komma ihag tva av kilproduktens egenskaper:
dz* A dz* A dz¥ = 0 om nagot index férekommer minst dubbelt och att
dz* Adx* Adz¥ byter tecken varje gang tva index byter plats (antisymmetri).

ODetta &r ett av tva sitt att kombinera ihop det elektriska och magnetiska faltet till
en antisymmetrisk tensor.
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Nu kan summationen utforas enklare, och det kan till exempel goras
genom att for varje fix komponent i (7.48) kolla vilka summationstermer den
ger upphov till. Det syns direkt att alla termer med F},,, ar noll, sa vi borjar
med Fp; som ger upphov till féljande (nollskilda) termer:

1
iangldy Adt N dx (750)
1
§8ZF01dZ Adt N dz. (751)

Detta ar pa grund av antisymmetrin i bade tensorn och kilproduketen exakt
samma termer som Fjg ger upphov till:

1 1
iayFlody ANdz A dt = iayFmdy Adt N dx (7.52)

1 1
§8zF10dZ ANdx Adt = §6ZF01dz Adt A dx. (7.53)

Det racker alltsa att kolla pa koefficienterna ovanfor diagonalen och ekvation

(7.49) blir da:

—(0yE, — 0,Ey)dt Ndy N dz —O¢Bydt Ndy N dz
—(0:E; — 0. Ey)dt Ndx Ndz p + +0;Bydt A dx N dz
—(0xEy — OyEy)dt Ndx N dy —O B dt N\ dx N dy

—(0x Bz + 0yBy + 0. B,)dx ANdy Ndz = 0.
y Oy

Notera hur vi har grupperat termerna. Det forsta blocket motsvarar en rota-
tion, det andra en derivata och det tredje en divergens. Basen ar dock element
i Q3(M). Fér att visa att detta ir samma sak som nir vi anviinder “vanliga”
basvektorer, si maste vi hitta en isomorfism mellan Q3(M) och X(M). En
sadan ges av "M = —¢,\,, (frin ekvation (7.44) sidan 128), genom att vi
identifierar komponenterna i en vektor med komponenterna i en 3-form: " =
EH)““V(/J)\W,. Alltsé till exempel 2 = —(wlgg + w312 +wWao31 —W132 —W321 —(/.)213).
Véar 3-form dF har bara de komponenter vi ser hiar ovan, varfor vi identi-
fierar 20 = 9, B, + 0yBy + 0.B.. Samma procedur applicerad pa de andra
koefficienterna ger nu att dF = 0 exakt motsvaras av:

VXxE=-0BochV-B=0. (7.54)

For att visa hur df F = J reduceras till de andra tva Maxwellekvationerna
noterar vi forst att, dd m = 4 och r = 2, sa blir d'F = —(=1)"" " xd* F =
—xdx F. I ett nédsta steg understks vad Hodgestjarnanorna och den externa
derivatan gor med F'. Enligt definitionen (7.16) (sidan 128) och (5.11) sidan
74 har vi:

1 1
Csdx <2F;wd$” A da:”) = —xd <4Fw,agzdx” A dx)‘>

1 1
= —x (48§(Fuy6ﬁi)dxfd:c“ A dx’\> = —Zﬁg(Fm,ggK)gﬁr“dx”
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For att kunna uttolka Levi-Civita-symbolerna méaste vi héja eller sénka alla
index: €} = guagrge"*” och 5 = Gy vilket nu ger

1
dTF = —Zﬁg(ij 9ra 9\B 5lwaﬂ)gﬂ"y 55}{)\7d$ﬂ- (755>

Nista steg ar att utféra summationen och det kan géras pé samma satt
som vi gjorde innan, det vill sdga for varje element F),, i (7.48) sa kollar vi
vilka (nollskilda) summationstermer det ger upphov till. Ekvationen (7.55)
ovan har nio summationsindex, men antalet termer &r &ndé& hanterbart, ef-
tersom Minkowskimetriken #r diagonal och e8#27 = 0 sa fort ett index dyker
upp tva ganger. Kom ihag att Minkowskimetriken har determinant —1 vilket
betyder att g8FAY = —E¢rAy-

Lat oss kolla pa koefficienten Fjy; som ger upphov till féljande termer:

1 1
- 131(f’ﬁo1922933€0123)91180231dﬂl’1 = —ZaoFmdx

1 1
— = 00(Fo1922933" %) gooe > da’® = —151F01dt

4
1 1

— 131(F0193392280132)911€0321diUl = —150F01d33
1 1

- 130(F0193392260132)9005132()(11»‘0 = _ZalF(]ldt-

Koefficienten Fig upphov till ger exakt samma termer pa grund av antisym-
metrin, det ar alltsa alltid fyra termer som é&r likadana. Tillsammans med de
andra koefficienterna far vi nu:

d'F = —0,E,dt — 0,E,dt — 9, E.dt — 9,Fydx — 0, E,dy — 0,E.dz
(0yB, — 0.By)dx — (0, B, — 0.B,)dy + (0, By — 0yB;)dz
= —p dt + jpdx + jydy + j.dz.

Genom att identifiera varje 1-form med en vektor (z# = wy), pa liknande
sétt som forut, syns det slutligen att df F = J exakt motsvaras av:

VxB=J+3Eoch V-E=p. (7.56)

7.9.4 Laplaceoperatorn

Den externa derivatan och dess adjunkt kan anvindas for att definiera en
allmén laplaceoperator. En sddan definition bor técka in laplaceoperatorn
som vi kénner till den och det har visat sig att féljande &r en bra definition:

Definition 7.18 (Laplaceoperatorn). Laplaceoperatorn A : Q" (M) —
Q" (M) definieras som A = (d + df)? = dd' + d'd.

Definition 7.19. Vi infor nu en del nya begrepp och upprepar nagra gamla.
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En r-form w kallas harmonisk om Aw = 0.
Méngden av harmoniska r-former pa M kallar vi Harm" (M).

En r-form w kallas sluten om dw = 0.

En r-form w kallas kosluten om dfw = 0.

En r-form kallas exakt om den globalt kan skrivas som w, = da;,_1
med a,_1 € Q" H(M).
Mingden av exakta r-former pa M kallar vi dQ"—(M).

En r-form kallas koexakt om den globalt kan skrivas som w, = dTﬁTH
ned 8,11 € QH(M)
Mingden av koexakta r-former pa M kallar vi dfQ"T1(M).

Laplaceoperatorn &r en positiv operator, ty (w, Aw) = (w, (d'd+dd"w) =
(dw,dw) + (dfw, diw) > 0. Detta visar ocksa att en r-form méste vara bade
sluten och kosluten for att vara harmonisk, ty endast d& géller likhet.

Med hjilp av Stokes sats sa gar det att inse att exakta, coexakta och
harmoniska former &r parvis ortogonala for en mangfald utan rand. Dess-
utom sa utgors allt som &ar ortogonalt mot exakta och koexakta former av
endast de harmoniska formerna. Detta gor att vi kan forsta féljande sats:

Sats 7.4 (Hodge dekompositionssatsen). For en kompakt, orienterbar,
riemannsk mangfald (M,g) utan rand, sa kan Q" (M) pa ett unikt sitt delas
upp i Q"(M) = dQ~Y(M) @ dtQ" (M) @ Harm"(M). Det vill siga varje
r-form kan skrivas som summan av en exakt, en koexakt och en harmonisk
del.

I detta ldge ar vi redo for att klargéra den djupa relationen mellan
kohomologigrupper och méngden av harmoniska former. Kom ihag att ko-
homologigruppen bestar av ekvivalensklasserna av slutna r-former som bara
skiljer sig med en exakt form (jAmfor kapitel 6). En representant i en sadan
ekvivalensklass betecknar vi med w,. Enligt Hodge dekomositionssatsen sa
kan den skrivas som w, = da,_1 + d' 8,411 + v (dvs. en exakt, en koexakt
och en harmonisk del). Men eftersom formen skall vara sluten, sa reduceras
detta till w, = da,—1 + ¥,. I detta sammanhang betraktar vi former som
bara skiljer sig med en exakt form som ekvivalenta. Det betyder att varje
element i kohomologigruppen, det vill sdga varje ekvivalensklass, kommer
att motsvaras av en och exakt en harmonisk form. Vi kan enkelt konstrue-
ra denna isomorfism ocksa. Eftersom Harm” och d2"~! &r orthogonala, sa
kommer alla former som bara skiljer sig med en exakt form (dvs &r kohomo-
loga) att ha samma projektion pa Harm”. Vi identifierar alltsa varje form
som &r representant i nagon ekvivalensklass av kohomologigruppen med dess
projektion pa Harm”. Vi har nu Hodge’s sats:

Sats 7.5 (Hodge’s sats). Pa en kompakt, orienterbar, riemannsk mangfald
(M,g) &r H" (M) ~ Harm" (M ). r-kohomologigrupperna &r also isomorfa med
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méngden av harmoniska r-former pa M. Isomorfism fas genom att identifiera
varje ekvivalensklass med projektionen av dess representanter pa Harm".

Kom ihag att Bettitalen b" &r dimensionen av kohomologigrupperna 1.

For eulerkarakteristiken géller nu alltsé:

X(M) => (=1)0" =) (~1)" dim Harm" (M) (7.57)

Denna ekvation innebar att vi kan berdkna eulerkarakteristiken, en topolo-
gisk invariant, genom att rent analytiskt 16sa egenvardesproblemet for lapla-
ceoperatorn pa mangfalden.

UNotera att en kohomologigrupp &r bade en grupp och ett vektorrum, det &r alltsa
meningsfullt att tala om dimension.
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Kapitel 8

Tillampningar 1 allman
relativitetsteori

Man brukar séga att matematik dr naturens sprak. Detta gar kanske att dis-
kutera, men vi kan dtminstone med full tillforsikt konstatera att differential-
geometri ar spraket som anvénds for att beskriva gravitation. Grundinsikten
i den allménna relativitetsteorin dr att massan kroker rumtiden. Vi brukar
forestélla oss universum som ’'platt’, men i sjélva verket sa beskrivs rumtiden
bést som en krokt méangfald, och vi behover alltsa all den matematik som vi
hittills har tagit upp for att fa en bra forstéelse for gravitationen.

Forhallandet att massan kroker rumtiden uttrycks matematiskt koncist
med Einsteins filtekvation.!

Sats 8.1 (Einsteins filtekvation).

G = 8nGTy, (8.1)

Viansterledet uttrycker kurvaturen av rumtiden, medans hogerledet be-
skriver energin och rérelseméngden i rumtiden. Vi kommer att studera i
detalj vad denna ekvation betyder och vad den kan sdga om universum.

Einsteins faltekvation 4r en tensorekvation, i vinsterledet star Einstein-
tensorn G, och i hogerledet energi-rérelseméngdstensorn 7),,. Einsteinten-
sorn definieras som )

Guw= Ru — EQ’WR' (8.2)
Riccitensorn definieras som kontraktionen av Riemanntensorn R, = Rﬁ v
och den skaldra kurvaturen definieras som kontraktionen av Riccitensorn

'Notera att Einsteins faltekvation ibland brukar skrivas Guw + g\ = SZ—ETW dar A
kallas den kosmologiska konstanten. I denna framstéllning s& betraktar vi istéllet denna
term som en del av T},,, ndgot som bland annat kan motiveras med att A troligen hérrér
ifran vakuum-kvantfluktuationer. Vi anviander ocksd enheter si att ¢ = 1.
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R = g""R,,,. Eftersom bade Riccitensorn och den skaldra kurvaturen R kon-
strueras ur metriken, ar ocksa Einsteintensorn bara ett resultat av metriken
som vi véljer. Genom att formulera allmén relativitet i tensorer uppfylls au-
tomatiskt den generella relativitetsprincipen: Att alla fysikaliska lagar ska ha
samma form oberoende av koordinatsystem. Men energi och rérelseméngd
ar bevarade storheter, och darfor méste (formellt enligt Noether’s theorem)
energi-rorelseméangdstensorn, och darmed ocksa Einsteintensorn, vara kon-
serverade storheter. Det ar detta krav som leder till den definition av Eins-
teintensorn som har gjorts.

Vad innebér da Einsteins féltekvation for universum? Beroende pa fran
vilket hall ekvationen betraktas, kan man ténka sig ett flertal olika metri-
ker som ger upphov till olika energi-rorelseméngdstensorer, eller tvartom och
kausalt mer korrekt sa gar det att ta fram olika energi-rorelseméngdstensorer
och se vad de ger upphov till for rumtid. Fragan kan stéllas vilka av dessa
som beskriver vart universum bést, och vad de har for fysikaliska implikatio-
ner. Ett bra sétt att fa insyn i dessa fragor pa ar att studera de analytiska
l6sningar som Einsteins filtekvation har. For att kunna hitta analytiska 16s-
ningar till Einsteins faltekvation maste ett flertal forenklande antaganden
goras och ett flertal krav stéllas for att begrinsa antalet fria variabler. I det
foljande sa valjer vi att understka nagra enkla l6sningar. I néstféljande av-
snitt (8.1) betraktar vi ett tomt universum och dérefter, i avsnitt (8.2), ett
universum som inte ar tomt, men isotropt och homogent.

8.1 Vakuumlosningar

De enklaste analytiska l6sningarna till Einsteins féltekvation fas genom att
betrakta ett tomt universum, det vill séiga utan energi och massa. I sa fall sa
forsvinner energi-rorelseméngdstensorn, 7T}, = 0, och Einsteins filtekvation
reduceras till G, = 0. Vilket alltsa innebér att vi soker l6sningar som upp-
fyller R,,, = %g#,,R. Detta kan forenklas ytterligare ty g"" R, = g‘“’%guyR
& R = 16/iR = R = 0. Einsteins filtekvation i vakuum kan nu skrivas

Ry, =0. (8.3)

Vi underscker nu for vilka metriker g,,, detta uppfylls.

Om Riemanntensorn RZAV ar noll, s& ar ocksa Riccitensorn R, = Rf;AV
noll och den skaldra kurvaturen R = g""R,,, likasa. Detta skulle alltsa ge en
16sning. Intuitvt sa méter Riemanntensorn hur mycket en mangfald avviker
ifran en platt mangfald. Riemanntensorn forsvinner for en euklidisk mangfald
och andra méangfalder vars metriker har konstanta koefficienter. En godtyckig
euklidisk metrik d,,, l6ser alltsa Einsteins faltekvation i vakuum.

Men alla vakuumlosningar maste inte vara mangfalder med metriker vars
Riemanntensor forsvinner. Vi kan mycket vél tédnka oss méangfalder med
metriker som ger upphov till en nollskild Riemanntensor men en Riccitensor
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som &r noll. Det &r enkelt att se nir Riemanntensorn férsvinner, men Rie-
manntensorn forsvinner inte bara for metriker med konstanta koefficienter.
Alla endimensionella metriker har en forsvinnande Riemanntensor men den
forsvinner ocksa for till exempel metriken (i tva dimensioner)

(Guv) = ("g ?) : (8.4)

Metriken med komponenterna

(Gu) = (xoy ?) (8.5)

daremot har bade nollskild Riemanntensor, nollskild Riccitensor och nollskild
skalar kurvatur.

Mycket langre &n sa vill vi inte ga i letandet efter vakuuml6sningarna
till Einsteins faltekvation, men det finns mycket forskning och en stor teori
kring dessa. Det &r mycket svarare att hitta 16sningar dér Riccitensorn for-
svinner for fall da Riemanntensorn inte forsvinner. Det dr dock ofta dessa
som ar intressanta och sddana metriker dyker upp i till exempel striangteori.
Mangfalder med en metrik som uppfyller Einsteins faltekvation i vakuum
brukar kallas Einsteinméngfalder och studiet av dessa ar intressant dven ur
en rent matematisk synpunkt. Den intresserade ldsaren hénvisas till Besse
[11]. For att ge ytterligare ett exempel pa hur néra differentialgeometri och
topologi ar sammankopplade, sd kommer hér (utan forklaring) ett resultat
fran Hitchin och Thorpe:

Sats 8.2 (Hitchin-Thorpe olikheten). For att en kompakt, orienterbar,
glatt 4-mangfald skall kunna tillata en riemannmetrik som uppfyller Einste-
ins filtekvation i vakuum (8.3) maste foljande gélla:

X(M) = Z|r(M)],

DO

dar x(M) ar mangfaldens eulerkarakteristik och 7(M) dess signatur.

8.2 Friedmann—Robertson—Walker-losningen

Robertson-Walker metriken &r en 16sning till Einsteins faltekvation (8.1) som
beskriver ett rumsligt homogent och isotropt universum. I tillrackligt stor
skala uppfyller vart verkliga universum kraven pa homogenitet och isotro-
pi forvanansvéart bra. Av denna anledning utgér Robertson-Walkermetriken
(och Friedmannekvationerna som hérleds med den) fortfarande grunden for
standardmodellen inom modern kosmologi. Robertson-Walkermetriken kan
hérledas formellt med hjilp av Killingvektorer, men vi ger hér endast en
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kortfattad och delvis intuitiv beskrivning av hur det kan goras baserad pa
Weinberg [12], Hooft [14] och Islam [13]. For en utforligare hérledning hén-
visar vi lasaren till Weinberg [12].

Utgangspunkten &r den mest allmédnna formen fér en metrik

ds® = g,ﬂ,(a:o,wl, oz Y dePda (8.6)

Koefficienterna g, ar alltsa godtyckliga funktioner av alla koordinater. Vart
forsta krav ar att universum skall ha fyra dimensioner, n = 4 och g, =
gW(a:O, x!, 22 23). Varav en tidslig dimension, med 2° = ¢, och tre rumsliga.

Symmetrikravet som leder hérifran till Robertson-Walker metriken bru-
kar ibland kallas for den kosmologiska principen, vilken séger att universum
ar rumsligt homogent och isotropt. Denna princip uppfylls forvanansvéart bra
i alla praktiska observationer av universum. Notera ordet “rumsligt” som in-
nebar att vi inte stéller krav pa att den tidslika delen &r homogen och isotrop.
Vi kraver allsd en uppdelning av universum i en rumslig del som &r homogen
och isotrop och en tidslig som inte nédvéandigtvis ar det:

ds? = f(2°)dadx® + hij(zt, 2, 2)da'da? i =1,2,3. (8.7)

Den rumsliga delen dw? = h;j(z!, 22, 23)dz’dx’ skall alltsa vara homo-
gen och isotrop. Intuitivt sa innebdr homogenitet att universum &ar likadan
vart vi &n befinner oss, det vill sdga att i det stora hela &r massférdelningen
densamma Gverallt. Isotropi innebér att universum ser likadant ut i alla rikt-
ningar. For att gora detta mer formellt anvénder vi oss av de Killing-vektorer
som vi tog upp tidigare. Vi sager att en mangfald &r homogen om det i var-
je punkt finns losningar till Killingekvationen (7.31) som kan kan anta alla
mojliga virden, givet metriken. Ett ekvivalent séitt att yttrycka detta pa ar
att sidga att det finns infinetesimala isometrier som kan translaterar varje
punkt till varje punkt i dess omgivning. Jimfér med ekvation (7.30) och
(7.31) pa sidan 126. Detta innebér att metriken maste tillata killingvektorer
X, = guwX*# som kan translatera varje punkt x# till varje punkt z# + e X*#
utan att metriken dndras.

Isotropi definieras pa liknande sétt som att det i varje punkt finns 16s-
ningar till Killingekvationen som inte paverkar x* men vars derivator A, X,
kan anta alla mdjliga varden.

Utifran dessa krav kan vi ta fram en metrik. Weinberg [12]| visar att
metriker som &r isotropa i varje punkt nédvéndigtvis &r homogena, att de &r
maximalt symmetriska (det vill siiga de tillater m(m + 1) Killingvektorer)
och att de unikt bestdms av den skaldra kurvaturen R och signaturen (antalet
positiva och negativa egenvirden av metriken).

For var rumslika del dw? &r alla egenvirden positiva. Det gar nu att gissa
sig fram till att en maximalt symmetrisk metrik maste ha formen

d(,uQ = —AQ(t) <dxldxl + %) (88)
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dér k = —1,0,1 beroende pa om den skaldra kurvaturen &r R < 0, R = 0
eller R > 0. A(t) 4r en godtycklig funktion.? Ett byte till sfiriska koordinater

! = rsinfcos ¢, 22 = rsinfsin ¢ och z® = rcosf ger nu

dr?
1— kr?

dw? = — A2 < + r2df?* 4 r? sin® 9d¢2) (8.9)
Vi kombinerar nu ihop detta med tidsdelen i ekvation (8.2) och ersitter
dessutom f(2°)dz%dz® med dt? for att fa standardformen pa Robertson-
Walker-metriken:?

d 2
ds? = dt* — A2 < : _TW + r2dh? + r? sin? 9d¢>2> (8.10)

Metriken som ges av denna ekvation beskriver alltsd den fyrdimensio-
nella, homogena och isotropa rumtiden som utgoér en bra modell av vart
universum. Faktorn A(t) &r en skalfaktorn som beskriver hur den rumsliga
delen av universum &ndras med tiden. For tydlighetens skull kan vi skriva
ut komponenterna som elementen i en matris:

1 0 0 0
0 —A21 0 0
— 1—kr?
(9w) = | 0 42 0 (8.11)
0 0 0 —A%r2sin?%6

8.3 Harledning av Friedmannekvationerna

I foregaende avsnitt har Einsteins faltekvation (8.1) inte anvénts en enda
gang. Formen péa metriken (8.10) &r alltsd bara ett resultat av kravet pa
isotropi och koordinatvalet. Skalfaktorn A = A(t) ar dock fortfarande en helt
okdnd funktion. Denna funktion beskriver hur rummet &ndras med tiden och
for att bestdémma den maste vi 16sa Einsteins faltekvation fér en rimlig form
pa energi-rorelsemangdstensorn 7).

Kraven pa isotropi och homogenitet bor rimligtvis dven galla for T),,,. Vart
vi dn befinner oss skall alltsé energitdtheten € och trycket p vara densamma.
Trycket maste ocksa vara detsamma fran alla riktningar for att kravet pa
isotropi skall vara uppfylld. Det gar att visa att under dessa forutsdttningar
sa maste 7}, ha samma form som energi-rorelsemangdstensorn for en perfekt

gas:?
€ 0 0 0
{0 gup O 0
Tw) =10 "0 mp 0 (8.12)

0 0 0 gs3p

2 fortsittningen skriver vi bara A, t-beroendet &r underforstatt.
3Detta motsvarar variabelbytet t = [ /f(x0)dx°.
“Se Weinberg [12] for en hiirledning.
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Dér € och p eventuellt kan vara funktioner av tiden t.
Utifran dessa resultat kan vi nu ta fram formen av Einsteins faltekvatio-
ner for Robertson-Walker metriken. Det géller alltsa att forenkla

1
R, — §9WR =81GT,,. (8.13)
Dér g, ges av (8.11) och T}, av (8.12).
For att ta fram Riccitensorns komponenter kontraherar vi indexen i for-
meln for Riemanntensorns komponenter for att fa

A A A A
R = Ry, =0\, — 0,1, + 11,10 — FZ/\FW (8.14)
Vi anvander oss av Levi-Civita-konnektionen varpa konnektionskoefficienter-

na ges av Christoffelsymbolerna

A 1
T = {HV} 29)\ (0ugum + Ougym — Onguw) (8.15)

Det framgéar direkt ur ekvationen ovan (och ur definitionen av Levi-
Civita-konnektionen) att Fﬁ = 1“{}#, vi har alltsa (4+3_1) -4 = 40 styc-
ken konnektionskoefficienter att berdkna. Flera av dessa blir dock noll, till
exempel blir koeffecienten noll om alla index ar olika eftersom metriken &r

diagonal. Det ar 13 + 6 (pga. symmetrien) koefficienter som inte blir noll:

AA
F(l)l = m, 22 = AAT 33 = AAT' sin 0
rk )
F%l = 152 ]-_‘%2 = —7“(1 - k’l”z), 1_%3 = —’I“(l — krz) sin? @
1
2, =T%;, ==, I'3; = —sinfcosh, 's3 = cotf
r
A
F(l)l = F32 = 1%3 = A

For tydlighetens skull visar vi hur en sddan koefficient berdknas, de and-
ra beriiknas analogt. Vi anviinder ekvation (8.15) och beriiknar T'y,. Lisaren
bor dra sig till minnes vad indexen star for, z# = (¢,7,0, ¢), dessutom sa &r
metriken diagonaliserad och dess koefficienter ges av (8.11). Summationskon-
ventionen méaste naturligtvis beaktas ri, = 291’7(8292,] + 02g2n — Opgo2) =

39" (—0-g22). Kom ihdg att g,,g" = (5/\, vilket innebir att g'' = —1—14’37’2

och alltsa har vi I'}, = 5(71;@”2)(7&1( A%r?)) = —r(1 — kr?).

Nésta steg dr att anvinda ekvation (8.14) for att berdkna Riccitensorns
koefficienter R,,,. Dessa berdkningar forenklas avsevirt genom att inse att
koefficienterna &r noll sa fort p # v, ndgot som féljer av vart krav pa isotropi.
Vi maste alltsa bara berédkna fyra koefficienter. Den forsta ar Rog = 8)\1“80 —
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aOFS/\ + FgoFﬁn - Fg)\ré\n =0-3- a01—‘(1)1 + 0—-3- F(l)lr%l == *3% och de andra
beréknas pa samma sitt. Vi far:

i
RO() — —SZ
1 . .
= (AA+24%+2
R 1—kr2( +2A° 4 2k)

Roy = TQ(AA + 2A2 + Qk‘)
Rsz = r?sin® Q(AA + 242% + 2k)

Utifran detta kan vi berékna den skaldra kurvaturen R = g"' Ry, =
g% Roo + g R11 + g% Ras + g*3 R33 = —%(AA + A2 + k).

Nu har vi kommit s& langt att det ar mojligt att skriva ut Einsteins
faltekvation (8.13) i komponentform. For 00-komponenten far vi:

1 A 1 6 . 19
Roo — 59003 = 881Gy < —32 - 5(‘@)(1414 + A%+ k) =8rGe
Omskrivning ger nu:
A2 k8

Pa grund av antagandet om isotropi &r 11-; 22- och 33- komponenterna
desamma och vi far dessa till

2AA + A% + k = —8nGpA®. (8.17)

Ekvationerna (8.16) och (8.17) ovan brukar kallas for Friedmannekvatio-
nerna och de utgor grunden for flera viktiga modeller av varat universum.
Lat oss undersoka néarmare vad Friedmannekvationerna sdger. Konstan-
ten k beskriver formen av universum: For k = 1 har vi ett slutet universum
med positiv kurvatur (dvs. sfarformigt), for £ = —1 &r universums kurvatur
negativt (dvs. hyperboliskt formad) och for k£ = 0 ar det platt. Skalfaktorn
A(t) beskriver universums expansion eller kontraktion med tiden. Galaxer
som vid en viss tid befinner sig pa ett avstand dy ifran varandra, kommer
efter tiden ¢ att befinna sig pa ett avstand d(t) = A(t)dp ifran varandra.
Cenom att sitta in A2 fran (8.16) i (8.17) fas foljande ekvation:
% = —g(fs—i-?»p). (8.18)
Hér sa syns det hur den (relativa) accelerationen av universums expansion
ar relaterad till energitdtheten och trycket. Pa grund av det negativa teck-
net kan det direkt synas att universum bor expandera allt langsammare. Pa
grund av energi-masskonservering bor dessutom bade trycket och energitét-
heten minska nér expansion sker och darfér sa borde denna deacceleration
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minska med tiden. Observationer tyder dock pa att universums expansions-
hastighet 6kar. Detta har lett till att kosmologer har borjat tala om nagonting
med negativ energitathet, kallad mork energi, som skulle kunna forklara en
positiv acceleration i ekvation (8.18).
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Bilaga A

Ordlista

Eftersom vi har traffat pA manga Cyclic group Cyklisk grupp
svaroversatta engelska begrepp vill vi L o
Klargora exakt vad vi menar med va- Euler Characteristic Eulerkarakteristik
ra Oversdttningar, hér ar samtliga be-  pia1q Kropp
grepp samlade.

Geodesic Geodetisk linje

Al Engelsk—svensk Group Grupp
Abelian Abelsk Integral domain Integritetsomrade
Action Verkan Jacobi-identity Jacobi-identitet

Arcwise connected Bagvis samman-Kernel Kéarna

hangande
Klein bottle Kleinflaskan

Atlas Atlas

Left-invariant Vénsterinvariant
Bilinearity Bilinjaritet . . - .
Left /Right translation Vinster/Hoger

Boundary group Randgrupp translation

Boundary Rand Lie subalgebra Lie underalgebra

Chart Karta Manifold Mangfald

Conformal Konform Metric Metrik

Connected Sammanhéngande Moébius strip Mobiusbandet

Connection Konnektion Non-coordinate basis Icke-koordinatbasen
Coset Sidoklass One-parameter subgroup En-parameterdelgrupp
Crosscap Korshuva Open set Oppen mingd

Cycle group Cykelgrupp Parallell transport Parallellférskjutning
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Projective plane Projektiva planet Jacobi-identitet Jacobi-identity
Quotient group Kvotgrupp Kéarna Kernel
Ring Ring Karta Chart

Simplicial complex Simpliciellt komKilprodukt Wedge product

plex Kleinflaskan Klein bottle

Skew-symmetry Antisymmetrisk Konform Conformal

Subgroup Delgrupp Konnektion Connection

Topological space Topologiskt rum Korshuva Crosscap

Wedge product Kilprodukt Kropp Field

Kvot tient
A.2 Svensk-engelsk votgrupp Quotient group

Lie delalgebra Lie subalgebra
Abelsk Abelian

Mangfald Manifold
Antisymmetrisk Skew-symmetry

Metrik Metric
Atlas Atlas

Mo6biusbandet Mobius strip
Bagvist sammanhéngande Arcwise

connected Oppen méngd Open set
Bilinjiritet Bilinearity Parallellforskjutning Parallell trans-
port

Cykelgrupp Cycle group

Projektiva planet Projektive plane
Cyklisk grupp Cyclic group

Rand Boundary

Delgru Subgrou
srapp sroup Randgrupp Boundary group

En-parameterdelgrupp One-parameter

subgroup Ring Ring
Eulerkarakteristik Euler Characte- Sammanhéngande Connected
ristic Sidoklass Coset
Geodetisk linje Geodesic Simpliciellt komplex Simplicial com-

1
Grupp Group piex

T logiskt Topological -
Icke-koordinatbasen Non-coordinate opoc(;gls rum topological spa
basis
Vanster /Hoger translation Left/Right
Integritetsomrade Integral domain / g /Rig
translation
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Vansterinvariant Left-invariant

Verkan Action
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Bilaga B

Algebraiska objekt och
mangdlara

Det finns en hierarki av algebraiska objekt med allt mer struktur. Vi borjar
med begreppet binér relation pa en méngd och definierar sedan i tur och
ordning delméngder av detta, for att till sist komma fram till objektet kropp
dar de reella talen med de vanliga riakneoperationerna ingar.

B.1 Mangder och relationer

Det moderna méangdbegreppet utvecklades under en period fran 1870-talet
fram till 1922 nar ZFC-teorin fick sin nuvarande form. Malet var att finna
en fullstédndig axiomatisering av hela matematiken, som skulle grunda sig pa
méngdlaran. ZFC innehaller nio axiom och ett schema for hur de oéndligt
méanga ytterligare axiomen ska se ut, och har varit tillrdcklig for alla ma-
tematikens behov fram till idag. Aven om Kurt Godel visade 1931 att en
fullstéindig axiomatisering av matematiken dr omdjlig, sa dr ZFC en tillrack-
ligt god axiomatisering for all modern matematik. Vi kommer hir néja oss
med att diskutera mangdbegreppet.

En mingd ar en samling av objekt, som sjidlva kan vara méngder. En
méngd far dock inte innehéalla sig sjilv (annars uppkommer Russells para-
dox). Objekten i mangden kallas element. Elementen har ingen inbordes ord-
ning, och det far inte finnas nagra dubletter i madngden. Vi skriver mangder
pa foljande satt:

M ={a,b,c} (B.1)
N ={a,b,d} (B.2)

Att elementet a tillhér M skrivs a € M. Ett viktigt sitt att bilda nya
méngder ar den Cartesiska mangdprodukten, méngden av ordnade par:

M x N ={(a,a),(a,b), (a,d), (b,a), (b,b),(b,d), (c,a),(c,b),(c,d)} (B.3)

148



Att vi har ordnade par innebér att (a,b) # (b,a), vilket gor ovanstaende
till en korrekt méngd utan dubletter. En tvastéllig relation R(x,y) pa en
mangd M ar en delméngd av den cartesiska produkten av mangden M med
sig sjalv. Vi skriver det med symboler:

Definition B.1 (Relation). R(x,y) C M x M

Man kan p& motsvarande sétt definiera en-, tre- eller flerstélliga relatio-
ner. Dessa har vi dock inget intresse av i denna text. Inom matematiken ar en
speciell sorts relationer sérskilt anvindbara, de kallas ekvivalensrelationer
och definieras som foljer (med den férenklade notationen *(x,y) = x * y):

Definition B.2 (Ekvivalensrelation). En relation % pa M dr en ekvivalens-
relation om den uppfyller féljande:

e Reflexivitet: a*xa

e Symmetri: axb< bxa

e Transitivitet: axboch bxc= ax*c
For alla a,b € M

Ekvivalensrelationer partitionerar en méngd i partitioner kallade ekvi-
valensklasser. En ekvivalensklass karakteriseras av att for alla element a, b
som tillhor den, géller a x b. Man skriver ekvivalensklasser som [a] ddr a &r
ett element i klassen, kallat en representant for klassen. Alla element tillhor
nagon ekvivalensklass, ty a * a enligt definition B.2. Inget element tillhor
mer dn en ekvivalensklass, ty om tva ekvivalensklasser skulle 6verlappa sa
gor transitiviteten att de &r en och samma.

Vi ska inte diskutera begreppet avbildningar da ldsaren bor kédnna till
detta. Vi ndjer oss med att definiera den speciella delméngd av avbildningar
som vi behover for definitionen av grupp:

Definition B.3 (Bindr operation). En bindr operation *

avbildning * : M x M — M

pa M ar en

B.2 Grupper

Se kapitel 1 for teorin.

B.2.1 Additiv och multiplikativ notation

Gruppoperationer kan skrivas med den allménna notationen *(a,b) = ¢ men
det &ar ofta mer tilltalande att anvinda antingen den multiplikativa eller
den additiva notationen. I multiplikativ notation skrivs a - b som ab och
a-a-a-a-..-asom a™. I additiv notation forkortas inte operationen bort
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utan a + b skrivs a + b. Upprepade additioner skrivs som heltalsmultipler,
a+a+a+a+...+a = na. Subtraktion brukar anvindas for att ange addition
med inversa elementet utan att behova skriva ut det korrekta uttrycket med
parenteser.

B.3 Ringar

Nér man ger en gruppstruktur at tal, kan man frestas att inféra ytterligare
en binédr operation. P4 de reella talen bildar addition en grupp, men &ven
multiplikation uppfyller méanga av kriterierna som definierar en grupp, sa
det &r naturligt att undra om det inte finns nagot objekt med ytterligare
struktur som svarar mot detta. Det gar att definiera en sddan struktur, och
det gor vi hér.

Definition B.4 (Ring). En ring ir en méngd R med tva bindra operationer
+ och - som uppfyller féljande villkor:

e (r,+) ar en abelsk grupp

e (r,-) &r sluten, associativ och det existerar ett identitetselement 1 sé-
dant att 1-a = aVa € R.

e De distributiva lagarna géller: a-(b+c¢) = (a-b)+(a-c) och (a+b)-c =
(a-c)+(b-c).

Vi ser att denna struktur ar nagot mer generell &n exemplet (R, +, ) da vi
inte kraver att multiplikationen ska bilda en grupp, vi accepterar franvaron
av inverser. Detta tyder pa att mer restriktiva strukturer kan definieras,
men vi borjar med att titta pa ett exempel pa en ring. Lagg &dven mérke till
att en ring kan vara kommutativ under multiplikation, men den maste inte
vara det. Om en ring dr kommutativ under multiplikation kallas den fér en
kommutativ ring. Kommutativa ringar ar en delméngd av ringar.

Exempel B.1 (Ringen Z). Heltalen Z = ..., —2,—1,0,1,2,... uppfyller
under addition foljande regler:

e Slutenhet: a+b€eZ Va,beZ

e Associativitet: a + (b+c¢) = (a+b)+ ¢ Va,b,c€Z
o Kommutativitet: a+b=b+a Va,beZ

e Lxistens av identitet: 0 +a=a+0=a VaeZ

e Existens av invers: a+ —a=—-a+a=0 Va€Z

Alltsé ar (Z, +) en abelsk grupp. Under multiplikation har vi istéllet f6ljande:
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e Slutenhet: a-b€Z Va,beZ
e Associativitet: a- (b-¢) = (a-b)-¢ Va,b,c € Z
e Existens av identitet: 1-a=a-1=a Va€Z
Och de distributiva lagarna géller. (Z, +, -) &ar alltsd en ring.

Ringar utgor en delmangd av grupper, vilket i sin tur utgor en delméangd
av magmor (plural av en magma) vilket ar ett namn som inforts for méang-
der med en binér operation utan ytterligare villkor. Det finns ett antal namn-
givna algebraiska strukturer som var och en svarar mot ett ytterligare krav
pa den struktur som den &r en delméngd av. Vi har hér inte definierat alla
dessa och kommer inte att gora det.

B.4 Integritetsomraden

I en ring kan det finnas element a,b sddana att a - b = 0. Dessa kallas noll-
delare eftersom nollan kan faktoriseras i dem, och om de hade en invers
skulle nollan vara delbar med denna! Vi kan definiera en ny struktur dar vi
férbjuder nolldelare.

Definition B.5 (Integritetsomrade). En kommutativ ring som saknar noll-
delare kallas for ett integritetsomrade.

De reella talen ar ett valbekant exempel. Vi kan &ven fortsdtta med vart
férra exempel:

Exempel B.2 (Integritetsomradet Z). Som vi visat &r Z en ring. Multipli-
kationen av heltal dr dessutom kommutativ, och det finns inga heltal a,b
sadana att a - b = 0. Vi kan alltsa dra slutsatsen att Z &r ett integritetsom-
rade.

Vi kraver fortfarande inte existensen av multiplikativa inverser, vilket
leder oss till att definiera ytterligare en struktur.

B.5 Kroppar

Vi stéller nu kravet att var struktur ska ha multiplikativa inverser for alla
element utom noll.

Definition B.6 (Kropp). En kropp ar en méngd K med tva operationer +
och - dar 4+ bildar en abelsk grupp pa K medan - pa K uppfyller samtliga
kriterier for att vara en abelsk grupp,med undantag av att den additiva
identiteten saknar multiplikativ invers. Dessutom uppfyller operationerna
de distributiva lagarna.
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De reella talen uppfyller precis dessa villkor, det gar att dela med allt
utom noll. Heltalen saknar ddremot multiplikativa inverser for fler element
an noll, och ar dédrmed inte en kropp. Det inses latt att &ven de komplexa
talen &r en kropp under multiplikation och addition. Vi tittar pa ett exempel
pa en ny méangd, som &r en kropp.

Exempel B.3 (De rationella talen Q). Vi testar egenskaperna av Q under
+ och - i tur och ordning:

e Slutenhet: § + § = “d;&bc €Q,2-¢=%cqQ.

ettt _ _ adf+bef+bd B
e Associativitet: § + (§+ %) = (53 +4)+ = afb%d]];e, 5 (55 =

(2.€). &= g

b d) T bdf
oKommutativitet:%—i—%:g—k%:“dglbc,%.gzg.%:%

e Existens av identiteter: Addition: 0 + a = a + 0 = a, Multiplikation:
l-a=a-1=a

e Existens av inverser: Additiv invers: %71 =—7 =753 V% e€Q, multi-

plikativ invers: %_1 =2 VeeQ:b#0

a

e Distributivitet av - éver +: §- (54 ¢) = (5-3) + (¢ -

~s|®
SN—

Vi har visat att (Q, +,-) ar en kropp.
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Bilaga C

Utelamnade bevis

C.1 Tensorer.

Definition C.1. Tensorprodukten éver V* betecknas ®*V och definieras
definieras enligt: ®*V #r ett vektorrum med en multilinjér avbildning p :
VE — @FV sadan att for varje vektorrum P och varje multilinjér avbildning
¢ : V¥ — P existerar en och endast en homomorfism f : ®*V — P sadan

att fp=¢

C.2 Mangfalder

Bevis C.1 (Jaceks bevis av egenskaper av en-parameter delgrupp). a) Lat

t,s € R och vi later t = s = 0 dvs ¢(0)¢(0) = ¢(0), vi dividerar ekvationen

med ¢(0) och vi far ¢(0) = 50} = e.

b) Vi later nu s = —¢ och vi finner att ¢(t)¢(—t) = ¢(0) genom att dividera
— ¢(0) _

likheten med ¢(t) far vi den sokta relationen ¢(—t) (( 5 = W = ¢~ (t)
dar e beteckar som vanligt ett neutralt element.

g

%

Lemma C.1 (Konvergens lemma av matrisexponential). Lat A = (a;;) vara

(reell eller komplex) n x n matris och lat Om AP = (ag? )), da

Vi, j,1 <1,j < n vilket medfér att n? serien

a(p)

>

|
p>0 P

konvergerar absolut och matrisen



ar en valdefinerad matris.

Bevis C.2 (Konvergens av matrisexponential). Beviset ar genom induktion
pap [9]. For p = 0, har vi AY = I,,,(nu)? = 1. Vidare antar vi att

a®)| < (np)?

Vi,7,1 <1i,5 <ndafar vi

Ea afj

p+1)

< Zlaz;c llakj| < uZ\a | < npa(np)?

dvs
@™V < (P, Vi, 1<d, j<n

For varje par (i,7) sa som 1 <14, j < n, eftersom

a®)| < (np)r,

serien
5 o]
|
p>0 P

avgransas av den konvergerande serien

o — Z (np)

|
>0 P

och &r darfor absolut konvergent. Detta visar att
Ak
A el
e = Z k!

ar valdefinierad.

Bevis C.3 (Bevis for egenskap av liealgebra).
0=[X+Y,Y + X] (enligt 2) =
=[X, X]+ [X,Y]+ [V, X]+ [V, Y] (enligt 1) =
=0+ [X, Y]+ [V, X]+0
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Bilaga D

Projektets arbetsgang

D.1 Bidragsrapport

Kapitel 1, Inledningen till kapitel 7, 7.1 utom exempel 7.1 som &r skrivet
av Jacek Sordyl, 7.5, 7.7-7.8 och B &r skrivet av Jens Nordmark. Kapitel
3, inledningen till 4, 8 samt 7.9 &r skrivet av Georg Treuter. Kapitel 2, 6.1,
4.1-4.2.3, 5.2.5, 7.2-7.3 och 7.6 &r skrivet av Peter Lindgren Lauritzson, ut-
om Exempel 7.3 som &r skrivet av Jens Nordmark. Inledningen till kapitel 6,
6.2-6.4 och 5.5-5.5.3 ar skrivet av Jacek Sordyl. I exempel 6.5 har &ven Peter
Lindgren Lauritzson bidragit. Kapitel 5 fran inledningen fram till 5.4.7 och
delar av borjan till 5.5 ar skrivet av Linnea Wikman, utom 5.2.5 som ar skri-
vet av Peter Lindgren Lauritzson. Index, ordlista, lista 6ver symboler, sam-
manfattning/abstract samt avsnitten gruppmoten, facksprakshandledning,
organisation och bidragsrapport ar gjorda av Jens Nordmark. Inledningen
har skrivits av Jens Nordmark och Linnea Wikman.

D.2 Gruppmoten

Gruppen har de flesta veckor haft tvd moten med handledaren och ett vari-
erande antal méten for planering av projektet och diskussioner om &mnet.
En bit in i projektet borjade handledaren halla en féreldsning per vecka.
Amnena for dessa var:

Lagrange formulering av analytisk mekanik

Hamiltons formulering av analytisk mekanik

Integralinvarianter

Tensorformulering av maxwells ekvationer

Instantoner i Yang-Mills-teori
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e Gaugning av U(1) och SU(2)

Ovriga méten med handledaren anvindes dels for att halla presentation
av vad gruppen last den veckan, dels for att diskutera &mnet med handleda-
ren.

D.3 Fackspriakshandledning

Gruppen har vid denna rapports fardigstallande haft tva moten med centrum
for facksprak och kommunikation pa Chalmers bibliotek, och ett tredje &r
bokat.

e Handledningstillfdlle 1: Responsarbete gjordes tillsammans med grupp
MCCX02-11-03 Controlling the speed of quantum decay den 15 mars.
Responsen fran den andra gruppen fick oss att kraftigt utoka forkun-
skapsdelen av texten med fotnoter och ett appendix.

e Handledningstillfialle 2 gjordes den 29 april och handlade framst om
informellt sprak och ett onormalt syfte med texten. Det beslutades mot
fackspraks rekommendationer att inte ta bort alla skdimt ur texten.

e Handledningstillfdlle 3: muntlig presentation &r planerat den 27 maj.

D.4 Organisation

Google documents anvindes for att halla en aktuell version av denna rapport
tillgénglig for alla medverkande under hela skrivprocessen. Uppdelningen
av skrivandet har beslutats genom konsensus varje gang nagon blivit klar
med ett avsnitt och foreslagit ett nytt att paborja. Detta har gjort att alla
kunnat skriva i sin egen takt hela tiden utan nagra konflikter. Texten har
diskuterats kontinuerligt och véixt fram véldigt icke-linjart, vilket ar bra for
sammanhanget och inldrningen. Gemensam notation inférdes stegvis efter
att de forsta bidragen haft vissa skillnader i notationen.

Gruppens wiki har framst anviants for att samla lankar till texter och
verktyg som gruppens medlemmar hittat. Det &r &ven pa wikin som projekt-
dagboken forts.
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