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Analytisk kriterium med Dreicerkéllan for skenande elektroner i fusionsreaktorn ARC
LOE EDBERG, AGATA EVNER, NILS KNUTSSON, OSKAR JONSSON
Institutionen for fysik och astronomi

Chalmers Tekniska Hogskola

Sammandrag

Klimatforandringarna ar en av var tids storsta utmaningar, dér en mojlig framtida ersét-
tare av fossilt bransle dr fusionskraft. Ett av de storsta problemen som fortfarande behéver
l6sas for att dstadkomma detta ar att undvika forekomsten av sé kallade skenande elektro-
ner, som vid plotsliga temperaturfall kan genereras och na relativistiska hastigheter och
skada reaktorviggen. Det har tidigare utvecklats ett analytiskt kriterium fér att snabbt
kunna férutspa under vilka férutsdttningar en ansenlig méngd skenande elektroner gene-
reras nar orenheter injiceras i en reaktor. I det hér arbetet kompletteras kriteriet med
Dreicerkéllan, som ar ytterligare en genereringsmekanism for skenande elektroner. Krite-
riet verifierades genom att jamforas med 10 000 nolldimensionella DREAM-simuleringar for
givna neon- och deuteriumtitheter med plasmaparametrar liknande forhallandena i ARC,
en fusionsreaktor som berdknas tas i bruk i boérjan av 2030-talet. Studien visar att det
analytiska kriteriet forutspar en ansenlig méngd skenande elektroner for héga neontét-
heter och laga deuteriumtitheter, samt vid hoga deuteriumtétheter oavsett neontéthet.
Det stdmmer vél 6verens med forutségelsen fran DREAM och ar jamforbart med tidigare
studiers verifieringar mot fusionsreaktorn ITER. Vidare observeras att Dreicerkéllan &r
forsumbar under forhallandena som undersoktes. En framtida studie skulle kunna verifie-
ra det kompletterade kriteriet fér fler reaktorer, samt underséka om Dreicerkéllan skulle
kunna ha storre betydelse under andra forutsdttningar i ARC dér det elektriska féltet &r
starkare.






Analytical criterion with Dreicer seed for runaway electrons in the ARC fusion reactor
LOE EDBERG, AGATA EVNER, NILS KNUTSSON, OSKAR JONSSON
Department of Physics and Astronomy

Chalmers University of Technology

Abstract

Climate change is one of the greatest challenges of our time, and nuclear fusion is a
potential future alternative to fossil fuels. One of the major challenges that must still
be addressed to realize this technology is the avoidance of runaway electrons, which can
be generated during rapid temperature drops, reach relativistic velocities and damage
the reactor walls. An analytical criterion has previously been developed to enable rapid
prediction of the conditions under which a significant population of runaway electrons is
generated during impurity injection in a reactor. In this work, the criterion is extended
by including the Dreicer source, which is an additional generation mechanism for runaway
electrons. The criterion was validated by comparison with 10 000 zero-dimensional DREAM
simulations for given neon and deuterium densities, using plasma parameters relevant for
ARC, a fusion reactor expected to become operational in the early 2030s. The study shows
that the analytical criterion predicts a significant runaway electron population at high neon
densities and low deuterium densities, as well as at high deuterium densities regardless of
neon density. These results are in good agreement with predictions from DREAM and are
comparable to previous studies validated against the fusion reactor ITER. Furthermore,
it is observed that the Dreicer seed is negligible under the conditions investigated. Future
work could involve validating the extended criterion for additional reactor designs, as well
as examining whether the Dreicer seed may play a more significant role under different
conditions in ARC where the electric field is stronger.

vii






Forord

Vi vill rikta ett stort och varmt tack till vara handledare Ida Ekmark och Bjérn Zaar for
all tid, hjilp och vigledning de har gett oss under arbetets gang. De har alltid funnits
dar for att svara pa vara fragor och har foljt vart arbete och vara diskussioner genom de
veckovisa motena.

Vi vill ocksa tacka Tiinde Fiilop fér den uppmuntran och hjélp hon har bidragit
med nér vi har visat intresse for &mnet. Slutligen vill vi tacka alla pa avdelningen for
subatomar, hogenergi- och plasmafysik for den vdlkomnande miljén och de manga trevliga
samtalen under fikastunderna.

Loe, Agata, Nils & Oskar
Goteborg, maj 2026

ix






Innehall

Inledning

1.1 Bakgrund . . .. .. .
1.2 Syfte . . . . o e
1.3 MAL . .o
1.4 Avgransningar . . . . . . ... oL oL e e e
1.5 Metod . . . . oL e
Plasmafysik

2.1 Coulombkollisioner . . . . . . . . . . . . . ..
2.2 Fluidmodellen . . . . . . . . . . . . e
2.3 Spitzer-konduktivitet och effektiv laddning . . . . . . . . ... ...
2.4 Tokamaken . . . . . . . ...

Skenande elektroner

3.1 Ett analytiskt kriterium foér generering
av skenande elektroner . . . . . . . ... ..
3.1.1 Lavinkéllan . . . . . . . . . .. ...
3.1.2 Dreicerkéllan . . . . . . . ...
3.1.3 Comptonkallan . . . . . .. ... .. ... ...
3.1.4 Tritiumkallan . . . . . . . ...

Metoder for att forutspa skenande elektroner

4.1 Parametrar for att berdkna strommen fran skenande elektroner . . . . . . .
4.2 Simulering av genereringsmekanismer for skenande elektroner . . . . . . ..
4.3 Analytiska berdkningar fér skenande elektroner . . . . . . . ... ... ...

Generering av skenande elektroner i ARC
5.1 Verifiering av det analytiska kriteriet med DREAM-simuleringar . . . . . .
5.1.1 Lavinbildning . . . . . . . . . ..

5.1.2 Primarkallorna . . . . . . . ...

5.2 Skenande elektroner i ARC . . . . . . . . ..
6 Slutsats
Litteratur

A Harledningar

A.1 Haérledning av generationskéllor for skenande elektroner . . . . . . .. ...
A.2 Harledning av Dreicerkéllan . . . . . . . ... ... oL
A.2.1 Serieexpansion . . . . ... ..o o e

20
20
21
22

23
23
25
26
30

32

33

xi



Innehall

A.2.2 Uttryck med gammafunktionen

B Anvandning av Al-verktyg

xii



1

Inledning

Det har nu gatt mer adn tio ar sedan Parisavtalet antogs med maélet att minska utslappen
av viaxthusgaser [1]. Trots detta &r virlden fortfarande langt ifran att uppna klimatmalen i
avtalet. En stor del av dagens energiproduktion fas fortfarande fran fossila bréanslen, vilket
leder till stora utsldpp av vixthusgaser. Om klimatmalen ska uppnés behéver fossilfria
energikéallor brukas i mycket hogre grad. En potentiell framtida energikélla ar fusionsenergi.
Med detta alternativ undviks problem som 6vriga fossilfria energikéllor har da den varken
ar vaderberoende, har langlivat radioaktivt avfall eller 4r beroende av stora naturtillgangar
[2].

En fusionsreaktion innebér att tva eller fler atomkédrnor kombineras for att skapa
en ny atomkarna med ldgre massa dn dess reaktanter kombinerat [2]. En fusionsreaktion
som ar forhallandevis latt att astadkomma och som genererar mycket energi ar deuterium-
tritium (DT)-reaktionen,

D+T— a+n+ 17,6 MeV, (1.1)

som har en alfapartikel och en neutron som restprodukter. For att framkalla en DT-
reaktion kriavs att Coulombkraften, som repellerar atomkérnorna, évervinns. For att 6ver-
vinna kraften hettas deuterium och tritium till 150 miljoner K och bildar ett plasma.

Ett av de mest utvecklade koncepten fér att uppna kontrollerad fusion ar tokamaken,
dér plasmat innesluts med hjélp av starka magnetfilt i en toroidal geometri och en stark
plasmastrom. Fusionsforskning &r idag ett aktivt forskningsomrade och flera tokamaker
har redan konstruerats. Hittills har det dock krédvts mer energi att driva en fusionsreaktion
dn vad som kunnat utvinnas fran fusionen. Nésta generations tokamaker utvecklas darfor
med syftet att producera mer energi &n vad som krévs for att uppréatthalla processen. Tre
tokamaker som &r sérskilt relevanta i utvecklingen mot framtida fusionskraft & SPARC,
ITER och ARC. SPARC har som mal att bli den forsta tokamaken som producerar mer
energi &n den forbrukar och planeras vara fardig 2027 [3]. ITER, ett internationellt samar-
betsprojekt har malet att uppnéa fusionsenergiproduktion i reaktorskala [4]. ITER kommer
att vara vérldens storsta tokamak och vara fardigstéalld 2039. ARC, som planeras bli den
forsta kommersiella fusionsreaktorn, har som mal att tas i bruk i bérjan av 2030-tal och
leverera 400 MW elektrisk effekt till elnétet [5]. Fusionsenergi ndrmar sig ddrmed praktisk
tilldmpning, men samtidigt aterstar flera utmaningar innan tokamaker kan anvindas for
stabil och sidker energiproduktion.

1.1 Bakgrund

I en tokamak kan plotsliga storningar, sa kallade disruptioner, leda till att plasmat has-
tigt kyls ner och starka elektriska filt induceras. For att mildra konsekvenserna av en
disruption kan stora méngder neon och deuterium injiceras i plasmat [6]. De injicerade
gaserna ansvarar for att uniformt stréla virme fran plasmat till reaktorviggen istéllet for
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att virmen koncentreras i specifika punkter. En risk med denna metod &r att stora ddelga-
sinjektioner kan generera skenande elektroner. Under sadana férhallanden kan elektroner
kontinuerligt accelereras till mycket hoga energier [7]. Nar energiférlusten vid kollisioner
med andra partiklar inte ar tillrdckliga for att bromsa accelerationen kan elektroner fort-
sitta att oka i energi och bendmns da som skenande elektroner.

Elektroner kan erhélla tillrdckligt mycket energi for att skena genom fem olika me-
kanismer som delas in tva kategorier, primérkéllor och en sekundérkélla. Primarkéllor-
na &r: Dreicerkéllan, Comptonkallan, tritiumkallan och hot-tail-kéllan [8]. Dreicerkéllan
uppstar nér ett fatal elektroner uppnar tillrackligt hog energi for att skena genom en se-
rie slumpmaéssiga kollisioner med bakgrundsplasmat, medan Comptonkéllan uppstar nér
fotoner fran den aktiverade viggen véxelverkar med elektroner i plasmat genom Comp-
tonspridning. Tritiumkéllan uppstar nér elektronen fran tritiumets betasénderfall erhaller
tillrackligt hog energi. Hot-tail-kéllan uppstar ndr snabba temperaturfall i plasmat sédnker
den energi som kravs for att elektronerna ska skena, och en del av de snabbare elektroner-
nas langsamma inbromsning goér att deras energi Gverstiger detta virde. Sekundéarkéllan,
dven kallad lavinkéallan, 6kar antalet skenande elektroner exponentiellt genom kollisioner
mellan en skenande och en langsam elektron som resulterar i att bada elektronerna skenar.

Skenande elektroner har mycket energi och kan orsaka stor skada om de kolliderar
med reaktorviaggen. Att motverka forekomsten av skenande elektroner ar darfor en av de
stora kvarvarande utmaningarna inom fusionsutvecklingen och ett viktigt omrade inom
fusionsforskning. For att studera hur skenande elektroner uppstar och utvecklas anvands
olika modeller och simuleringsverktyg. En fullstindig beskrivning av alla partikelinter-
aktioner i ett fusionsplasma &r i praktiken omojlig att astadkomma, eftersom den kraver
mycket stora berikningsresurser. Aven de mest sofistikerade simuleringsmodellerna bygger
pa vissa forenklingar, och trots detta kan en simulering ta flera manader att genomfora
[9]. Det innebéar att modellering av fusionsplasma ofta kriaver en avvigning mellan 6énskad
detaljniva i resultaten och tillgdngliga berdkningsresurser. Dérfor finns olika simulerings-
verktyg anpassade och optimerade for att studera olika processer. Ett sddant verktyg &r
DRrEAM [10], som &r utvecklat for att modellera utvecklingen av skenande elektroner un-
der en disruption. DREAM ér ett flexibelt simuleringsverktyg eftersom det erbjuder en viss
valmojlighet i hur detaljerad (och ddrmed kriavande) plasmabeskrivning man vill anvinda.
Detta mojliggor kortare simuleringstider och enklare dataanalys, men innebér samtidigt
att viss information gar forlorad, vilket i vissa fall kan paverka resultatens noggrannhet.

En &nnu mer reducerad modell kan uttryckas i form av ett analytiskt kriterium for
nédr en betydande méngd skenande elektroner kan forvintas, som saknar tidsutveckling,
och kan berdknas direkt utan simuleringar [8], [11]. Genom att anta att plasmat utveck-
las likadant 6verallt i tokamaken behover inte hansyn tas till partiklarnas positioner eller
hastigheter i plasmat. Detta mdjliggér snabba och lattolkade bedomningar av under vilka
férutsattningar skenande elektroner genereras, som kan anviandas for att géra en uppskatt-
ning av lampliga parametrar for mer tidskrdavande modeller.

Ett befintligt kriterium som tar hédnsyn till Comptonkéllan, tritiumkéllan och la-
vinkéllan har tidigare verifierats med DREAM for ITER och SPARC [8]. I detta arbete
utokas kriteriet med en generaliserad variant av Helander m. fi. [11] uttryck av Dreicer-
kéllan och verifieras med DREAM med ARC-liknande plasmaparametrar.

1.2 Syfte

Syftet med projektet ar att inkludera Dreicerkéllan i det redan etablerade kriteriet, vilket
beskriver under vilka omstdndigheter en betydande méngd skenande elektroner kan for-
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vintas genereras [8]. Genom att lagga till en kéllterm for Dreicergenerering kan kriteriet
goras mer heltdckande och ge en mer realistisk beskrivning av genereringen av skenande
elektroner, sarskilt da den kan bli viktig d& stora elektriska félt induceras. Vidare ar syftet
att anvinda detta for att understka genereringen av skenande elektroner i fusionsreaktorn
ARC.

Kriteriet skulle kunna anviandas till att uppskatta om en signifikant méngd skenande
elektroner kommer att genereras nér ett experiment utfors i en verklig reaktor. Det skulle
ocksa kunna tillimpas innan en komplex och tidskrédvande simulering startas for att ta
reda pa om skenande elektroner borde tas hdnsyn till eller inte.

1.3 Mal

For att erhalla ett palitligt kriterium &r malet med arbetet att komplettera det analytiska
kriteriet med Dreicerkéllan samt att verifiera kriteriet med hjilp av DREAM-simuleringar
for ARC. For att understka skenande elektroner i ARC ar malet att analysera vilken bety-
delse Dreicerkillan har i férhallande till Comptonkéllan och tritiumkéllan vid generering
av skenande elektroner.

1.4 Avgransningar

For att projektet ska vara genomforbart gors féljande avgransningar. Hot-tail-mekanismen
kommer inte att implementeras pa grund av den begrinsade tidsramen for kandidatar-
betet. Det slutliga kriteriet kommer endast att verifieras for fusionsreaktorn ARC, ef-
tersom kriteriet inte tidigare har undersokts for denna reaktor. Enbart simuleringsverkty-
get DREAM kommer att anvéndas, och plasmat kommer betraktas som en punkt. Det &r
férvisso en reducerad modell men tillrdackligt fysikaliskt avancerad for kandidatprojektets
syfte, medan mer avancerade modeller skulle innebéra betydligt ldngre berdkningstider.
Simuleringarna begrénsas vidare till injektion av ddelgasen neon da detta dr den mest
lovande ddelgasen att anvénda [12].

1.5 Metod

Arbetet inleds med att ett uttryck hérleds for det totala antalet skenande elektroner som
genereras genom Dreicerkéllan under en disruption i kapitel 3. Déarefter infors detta ut-
tryck i det befintliga analytiska kriteriet som presenteras i Zaar m. fl. [8]. Vidare anvinds
simuleringar i DREAM och berdkningar av det analytiska kriteriet for att undersoka hur
méngden skenande elektroner utvecklas vid olika méngder injicerat deuterium och neon
med ARC-liknande plasmaparametrar, se kapitel 4. De injicerade méngderna deuterium
och neon varieras 6ver flera storleksordningar for att pa ett robust sdtt kunna utvirdera
overensstdmmelsen mellan DREAM-simuleringarna och det analytiska kriteriet. For att ut-
virdera kriteriet askadliggors det i samma figur som maximala vérdet pa strémmen buren
av skenande elektroner fran DREAM-simuleringarna, vilket askadliggors i kapitel 5. Vidare
gors kvalitativa jamforelser av varje analytisk genereringsmekanism med motsvarigheten
fran DREAM-simuleringarna. Pa s& sdtt kan kriteriets formaga att forutspa en ansenlig
méngd skenande elektroner och de enskilda kéllorna beteende utvirderas.



2

Plasmaftysik

Nér en gas varms upp tillrackligt mycket kommer den joniseras, vilket innebér att elektro-
nerna borjar frigéras fran atomkérnorna. Vid dnnu hogre temperaturer Gvergar den jo-
niserade gasen till ett plasma [2]. Detta sker nir gasen kan anses vara kvasineutral och
uppvisar ett kollektivt beteende. Med kvasineutralt menas att plasmat i helhet dr neutralt
laddat, men som lokalt kan vara positivt eller negativt laddat. Ett kollektivt beteende kan
forstas som att utéver de lokala kollisionerna som sker vid lagre temperaturer, paverkas
partiklarna kollektivt d&ven pa langre avstand av elektromagnetiska krafter. Detta kan for-
stas genom att det lokalt i plasmat finns omraden med fler elektroner respektive protoner,
vilket skapar elektriska filt som paverkar partiklarna i plasmat pa bade korta och langa
avstand.

2.1 Coulombkollisioner

Eftersom den elektriska kraften blir mycket stark nér laddade partiklar kommer néra
varandra krdvs det stor energi for att tva joner ska kollidera mekaniskt. I stéllet upp-
star ofta sa kallade Coulombkollisioner, dir laddade partiklar passerar nira varandra och
viixelverkar genom den langrickviddiga Coulombkraften F. = q1qo/(4meor?), dir gq ér
vakuumpermeabiliteten, q1, g2 ar respektive partikels laddning och r &r avstandet mellan
partiklarna [2]. Nar exempelvis en elektron passerar en laddad partikel pa avstandet b bojs
elektronens bana av [13].

Pa grund av Coulombkraftens langa réckvidd, som &r svagare pa ldngre avstand,
kommer tva sorters kollisioner dga rum. Kollisioner pa kortare avstand &r mindre vanliga
och har stor paverkan pa partikelns hastighet. Kollisioner pa ldngre avstand ar vanligare,
men ger en mindre paverkan pa partikelns hastighetsriktning.

2.2 Fluidmodellen

For att beskriva ett plasmas beteende deterministiskt bor varje enskild partikels dyna-
mik, med samtliga elektromagnetiska krafter som agerar pa partikeln vid varje tidpunkt,
tas i hénsyn. Detta inkluderar dven samtliga elektriska falt fran andra partiklar, vilket
gbr modellering ytterst numeriskt komplext da antalet partiklar dr av storleksordning-
en 1023m~—3 i typiska fusionsplasman [14]. Fér att reducera komplexiteten kan plasmat
beskrivas statistiskt genom att studera det kollektiva beteendet hos plasmat.

Har beskrivs partiklarna av en fordelningsfunktion f(r,wv,t), diar r dr rumsvektorn, v
ar hastighetsvektorn och t ar tiden. Hur denna férdelningsfunktion varierar i tiden beskrivs
med Boltzmannekvationen [13]

of F of
8t+v-Vf+m-V,,f:(at)c. (2.1)
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dir m ar partikelmassan. Har representerar F' kraften som agerar pa partiklarna vilken
i detta fall kan ersittas av Lorentzkraften, F' = q(E 4+ v x B), dir ¢ ar laddningen av
partikeln i fraga, F &r elektriska féltet, B &r magnetiska faltet och (0f/0t). ar féréndrings-
hastigheten av f till f6ljd av kollisioner. Kollisionsoperatorn (0f/0t). ar ytterst komplex
om samtliga Coulombinteraktioner ska tas hénsyn till s& fér att reducera komplexiteten
approximeras ofta att kollisionerna i plasmat domineras av Coulombkollisioner pa langre
avstand.

Denna process ér diffusiv i hastighetsrummet, dér slumpméssiga Coulombkollisioner
leder till spridning av partiklars hastigheter. Kollisionerna orsakar bade en systematisk in-
bromsning och en stokastisk spridning i hastighetsfordelningen. Den tidigare ndmnda ap-
proximationen resulterar i att hastighetsférdelningen for partiklar tenderar mot Maxwell-
Boltzmannférdelningen

B m \*? m|v — ul?
f@) = (gopr ) e <—M) , (2.2)

déar u(r,t) 4r medelhastigheten for partikelarten, dir n ar partikeldensiteten, kp ar Boltz-
manns konstant och T temperaturen for partikelarten

Denna metod ger en detaljerad beskrivning av plasmat déar det &r mojligt att berdkna
onskvérda kvantiteter med hjélp av momentet av fordelningsfunktionen

n(r,t) = [ f(r,v,t)dv, (2.3)
u(r,t) = %/vf(r,v,t)dv, (2.4)
T(rt) = 2 / v — uf2f(r, v, )dv. (2.5)

For att ytterligare reducera komplexiteten ar det mojligt att behandla plasmat som
en fluid [13]. Denna metod beskriver plasmat genom fluidkvantiteterna (2.3 - 2.5) som be-
skriver dynamiken genom fluidekvationer som reducerar mangden dimensioner till hogst
tre. Dessa ekvationer fis genom momenten av Boltzmannekvationen dir det lagsta mo-
mentet fas genom att integrera ekvation (2.1) déar F' ersitts av Lorentzkraften [13]:

gdv+/v.Vfdu+i/<E+va>-gidv:/(g{)cdv- (2.6)

Dessa forenklas till en kontinuitetsekvation for fluiden,

(?;Z + V- (nu) =0, (2.7)
dér vidare moment ger upphov till fler beskrivningar av fluidens beteende.

Ekvation (2.7) beskriver saledes fordndringen i partikelantal i en given volym enbart
genom nettoflodet in eller ut vilket gor det mdojligt att definiera massfléde och gora kopp-
lingar till energi- och rérelsemangdsekvationer. Fluidbeskrivningen reducerar det kinetiska
problemet fran en sexdimensionell fasrumsbeskrivning till ett system av partiella differen-
tialekvationer i konfigurationsrummet. Detta gor simulering av globala plasmaegenskaper
berdkningsmaéssigt billiga, pa bekostnad av att detaljer i hastighetsdistributionen gér for-
lorade.
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2.3 Spitzer-konduktivitet och effektiv laddning

Den elektriska konduktiviteten i ett fullt joniserat plasma definieras av Spitzerkondukti-
viteten enligt

3(2m)32e3 (kpTy)?/?

Zeﬂ‘BZmé/z In Ay,

1+ 2,966 Zqg + 0, 75322

— F(Z
0 = F(Zen) 1+ 1,198 Zq + 0,22222,

, F(Zew) = (2.8)

dér ey ar permittiviteten i vakuum, e dr elementarladdningen, In Ay, dr den termiska
Coulomblogaritmen och T, elektronens temperatur [13]. I fortséttningen uttrycks tempe-
raturen i energienheter (eV), vilket innebér att faktorn kg absorberas i definitionen av T,
enligt kgTe — T,. Den effektiva laddningen i plasmat Z.g beskrivs av

Zs nSZs2
Zs nSZS

dér partikelantalet ng av typ s har laddning Z, [7]. Ett rent plasma av enbart véteisotoper
har ddrmed Z.g = 1. Plasman &r dock generellt inte helt rena och orenheter i form av
andra grunddmnen dir isotoper med hogre Z dkar Zog pa grund av Z2 termen i téljaren.
Temperaturen, ns och Zs kan beréknas genom [§]

Zoft = (2.9)

(T Zﬁ Zne LT, ne), (2.10)
€ €

. —1
z j—1 Ik
(1+Z 11 Ik . ngﬂ) , (2.11)

J=0k=j+1 j=I+1 k=l

dér jo ar plasmastromtéitheten innan disruptionen, ne &r fria elektroner i plasmat, nlS
ar tdtheten for joner av typen s och laddningstillstand I, L.(T%,ne) dr den kombinera-
de koefficienten for bromsstralning och linjestralning fran excitering och rekombination,
I' = I'(T,,ne) ar joniseringshastighetskoefficienten for en jonslaget s fran laddningstill-
stand [ till laddningstillstand [ + 1, R, = R.(T,, n.) &r rekombineringshastighetskoeffici-
enten for jonslaget s fran laddningstillstand [ till laddningstillstand [ — 1 och ng ar den
totala densiteten for jonslaget s, dar koefficienterna dr hdmtade fran ADAS-databasen
[15]. Temperaturen bestdms genom en stationdr energibalans mellan ohmsk uppvirmning
och stralningsforluster, vilket innebér att ekvation (2.10) l6ses sjéalvkonsistent for Tt.

2.4 Tokamaken

Eftersom plasmat kraver mycket hoga temperaturer for att DT-reaktionen ska intréffa
behover det inneslutas pa ett séitt som inte skadar fusionsreaktorn och haller plasmat
varmt. Det finns flera séitt att innesluta plasma pa, men en vanlig metod som bland annat
ARC anvénder, ar att anvénda sig av en tokamak.

Eftersom plasmat bestar av laddade partiklar kan det paverkas av Lorentzkraften

F=q(E+vxB), (2.12)

som beskriver hur de laddade partiklarna gyrerar runt magnetfiltslinjerna. For att halla
plasmat pa plats skapas darfor ett toroidalt magnetfilt, se figur 2.1, med externa mag-
neter. Torusformen gor att partiklarna kan transporteras i en sluten bana. Genom en
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Figur 2.1: Illustration av tokamak-geometrin med ett toroidalt koordinatsystem med
lillradie r, poloidal vinkelkoordinat 6 och toroidal vinkelkoordinat ¢. Den toroidala koor-
dinaten skapar tillsammans med den storradiekoordinaten R och den vertikala koordinaten
Z ett cylindriskt koordinatsystem. De vita kurvorna illustrerar helixformade magnetiska
faltlinjer ytterst pa de fargade torusytorna som representerar ytor dar plasmastorheter
som temperatur och densitet hélls nagorlunda konstanta.

solenoidspole i mitten av torusen agerar plasmat som en sekundérlindning i en transfor-
mator vilket inducerar ett elektriskt falt, vilket ger upphov till en toroidal plasmastrém,
som i sin tur genererar ett poloidalt magnetfilt. Det toroidala och poloidala magnetfil-
tet bildar tillsammans helixformade féltlinjer. Partiklarna kommer fortfarande drivas mot
viaggarna, men eftersom medelvirdet Gver driftens riktning blir noll sa blir plasmat be-
tydligt battre inneslutet [13]. Eftersom magnetféltet skapas med bade externa magneter
och en plasmastrom kan det externa magnetféltet reduceras i komplexitet jamfort med en
stellarator. En nackdel ar att plasmastrommen kan ge upphov till disruptioner.

Vid konstruktionen av tokamaker styr designen vilka forutsdttningar reaktorn har.
ITER, SPARC och ARC kan jamféras genom ett antal centrala parametrar som tillsam-
mans beskriver bade plasmafysik och teknisk design [13], se tabell 2.1. De geometriska
parametrarna, stor- och lillradien Ry och a, bestimmer reaktorns storlek och ddrmed den
tillgdngliga plasmavolymen. Ett hogre toroidalt magnetfalt Bt méjliggor en hogre plasma-
strom utan att riskera allvarliga instabiliteter. En storre plasmastromtéthet jo = I,/ wa?,
dér I, ar plasmastrommen ger i sin tur en hogre densitet, vilket leder till hogre effekt fran
fusionsreaktioner. Ett hogre magnetfalt mojliggor i princip en mindre reaktor for samma
fusionseffekt, men stéller samtidigt stora krav pa magnetteknologi och material. ARC och
SPARC &r designade kring ett mycket hogt magnetfilt, vilket méjliggér mindre maskiner
an ITER.
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Tabell 2.1: Jamforelse mellan parametrar for ARC [16], SPARC [17] och ITER [4].

Parameter Enhet ARC SPARC ITER

Ry m 4,62 1,85 6,2
a m 1,18 0,57 2,0
Br T 11,4 12,2 5,3
I, MA 12,0 8,7 15,0
J0 MA/m? 2,74 8,52 1,19
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Skenande elektroner

Nér tokamaken &r i drift kan instabiliteter i plasmat ge upphov till en hastig forlust av
termisk plasmaenergi. Denna héndelse kallas for disruptioner och kan till exempel skapas
av hoga strommar, densiteter och tryck i plasmat. Nar en disruption &ger rum kan inne-
slutningen forsamras och plasmat komma i kontakt med reaktorviaggen och stora krafter
frigéras. Genom att injicera ddelgaser och deuterium just innan en disruption dger rum
kan varmen sankas kontrollerat och skadorna minimeras. Eftersom Spitzerkonduktiviteten
beror pa temperaturen enligt o o Tg’ /2 leder temperaturfallet till en kraftigt minskad kon-
duktivitet och ddrmed en minskning av plasmastrommen. Enligt Faradays induktionslag
motverkar plasmats sjalvinduktans denna stromforandring genom att inducera ett paral-
lellt elektriskt falt Ej,q, som uppfyller proportionaliteten

d, 1,
—L2 Epan~—~T732 1
dt’ 475 ¢ (3.1)

Eing ~ —
Ju snabbare temperaturen och diarmed konduktiviteten sjunker, desto storre blir det in-
ducerade elektriska féltet. Detta mojliggér genereringen av skenande elektroner och en
skenande elektronstrom Ig.. Forenklat kan det sagas att en elektron som ror sig parallellt
med magnetfiltet accelereras av det inducerade elektriska féltet enligt eE/me, dir me
ar elektronens massa, F) ar den komponent av Ej,q som dr parallell med det magnetiska
faltet, och saktas ned av kollisioner med andra partiklar med kraften Fy enligt [13]

Fr x nmev2vi4 In A. (3.2)
Kollisionsfrekvensen v, definieras via Fy = mev.v och ar déarmed v, o 1/ v3. Samtidigt
ar den termiska kollisionsfrekvensen vy, = ve(vin), sa att ve(v) = v (vin/ v)3 dér vy, =
/2T, /me &r den termiska hastigheten for elektroner.

For elektroner med hastigheter 6ver den termiska hastigheten vy, en karakteristisk
hastighetsskala som beskriver bredden pa elektronernas termiska hastighetsfordelning, av-
tar v som 1/v3. T och med att dessa krafter ir motriktade finns det fér ett E), en kritisk
hastighet v. s& att

By = veve, (3.3)
Me

dér elektroner med v > v, skenar. Vid denna hastighet och féltstyrka fortsétter elektro-

nen att accelerera kontinuerligt, eftersom elektronens hastighet fortsétter att oka sam-

tidigt som v, fortsdtter att minska ytterligare. For elektroner med v > vy, géller att

Ve = neetIn A/ (dmedm2v?) [7], dir In A dr Coulomblogaritmen. Séledes kan den kritiska

hastigheten 16sas ut ur ekvation (3.3), da erhalls

3
9 Mee’InA
= et 3.4
¢ 47T68meE” ( )
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Fi(vy)

v

Figur 3.1: Visualisering av friktionskraften till f6ljd av Coulombkollisioner i ett plasma
som funktion av hastighet v). Elektroner i den streckade regionen, dir v > v, &r skenande
elektroner.

som kan relateras till den kritiska energin enligt
We= (7 — 1)mec27 (3.5)

dar 7. = 1/4/1 — v2/c? ar den kritiska Lorentzfaktorn. I figur 3.1 visualiseras detta forhal-
lande mellan den kritiska hastigheten och det elektriska faltet som mojliggor existensen
av skenade elektroner i en fusionsreaktor. For laga elektriska falt &r v, hog. D& v. > ¢
kan inte skenande elektroner genereras. Den kritiska hastigheten &r ofta hogre &n ljusets
hastighet under vanlig drift i en tokamak.

Eftersom partiklar inte kan firdas snabbare &n ljusets hastighet kan ett kritiskt
elektriskt filt hirledas fran ekvation (3.4) genom att séitta v = ¢ och 16sa ut £, vilket
resulterar i  SlA

€
E. = I mec’ (3.6)
Det kritiska elektriska féltet dr det minsta elektriska falt som kréavs for att skenande
elektroner ska kunna existera alls.

Annu ett elektriskt filt dr Dreicer-filtet som representerar det falt som krévs for att

termiska elektroner ska skena[18]
nee3In A

Fp=——5.
27re(2)mevt2h

(3.7)

Pa grund av att termiska elektroner kdnner storst friktionskraft kommer alla elektroner
skena om F| = Ep.

3.1 Ett analytiskt kriterium for generering

av skenande elektroner

For att skenande elektroner ska uppstd krévs, forutom ett starkt £, en generationsme-
kanism fOr att initialt introducera skenande elektroner i plasmat. Dessa generationsmeka-
nismer “geeq kallas primérkéllor och ger upphov till en population av skenande elektroner

10
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nRre. Denna population kan sedan 6ka exponentiell med en sekundér generationsmekanism
[avanRe-
Tillvixten av skenande elektroner beskrivs av [§]

dnge
dt

= Z Yseed + I\avanRev (38)

seed

dér samtliga generationsmekanismer for skenande elektroner beror pa det parallella elekt-
riska féltet E, och vid disruptionens bérjan, ¢ = 0, antas antalet skenande elektroner i
plasmat vara obefintligt. Det parallella elektriska féltet beskrivs enligt

L dI, 8Ry

By =Eyg— — & o I (220) _o .
=10~ 50 Ry at “ORO[n<a> ] (3.9)

dar L ar plasmats sjalvinduktans med vakuumpermeabilitet ;9. I, 4r den totala plasma-
strommen vilken kan skrivas
I, = I + IRe, (3.10)

dir I = o E)| A dr den ohmska strommen och Ige = ngreecA dr strommen buren av skenan-
de elektroner, o &r Spitzerkonduktiviteten, A ar tvirsnittsarean av plasmat och ¢ ar ljusets
hastighet. Ekvation (3.9) och ekvation (3.10) kan kombineras till differentialekvationen

EH = F UEHA + nReecA) . (3.11)

L d (
107 97 Ry dt
Nu infors foljande dimensionslésa uttryck for tiden, elektriska féltet, densiteten av

skenande elektroner och konduktiviteten

1 t

t = 3.12

(Zet + 5) ToIn A’ (3.12a)
By

E=—, (3.12b)
C

n = DRe€C (3.12¢)
Jo

R (3.12d)
Jo

dir 7. = 4medmec®/(nee* In A.) ér den relativistiska kollisionstiden, jo = Iy0/A och Iy
den totala strommen innan disruption. Vidare ar InA:. = In Ay, + 0,51H(m602 JTe) =
14,640,510 (T, /ne2p) den relativistiska Coulomblogaritmen och In Ay, = 14,9—0,5 In negp+
In(7,/1000) &r den termiska elektron-elektron Coulomblogaritmen. Hér uttrycks nego =
ne/102°° m~3. Med dessa definitioner kan ekvation (3.8) och (3.11) skrivas

dn

@ = Z "_Yseed + f‘avan7 (3'13)
seeds
d Ey— FE
— F) = .14
Sntsmy=T"F (314
dar Eo = E||0/Ec och

_ ec —

Vseed = \/mﬂ: In chfof)/seeda Pava = vV Zesr + 57 In AT ava, (315)
LI 2

B (3.16)

o = s
RopoIaInAe /Zeg + 5

11
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dér Iy = 4mmec/(pnoe) ar Alfvénstrommen, vilket ar en 6vre grans dar plasmats sjélvin-
ducerade magnetiska falt blir starka nog att tydligt &ndra partiklarnas rorelse- och strom-
fordelning.
Detta differentialekvationssystem kan approximeras genom att dividera ekvation (3.14)
péa ekvation (3.13). Da erhalls
dE E — Ej

so—=—1- — (3.17)
dn a[zseeds Yseed + Fauvan]

Genom antagandet att generationsmekanismen for skenande elektroner initialt domineras
av priméra killor, eftersom nge(t = 0) = 0 och dirmed eeeq (6t0) > Tavanre(dto), for ett
litet initialt tidssteg dtp, kan lavintermen féorsummas och ekvation (3.17) reduceras saledes
till

Ay Pk (3.18)

dn QD geeds Vseed

Tidigt i en disruption & F > Ej och dessutom antas Y Jseed < E/a sa uttrycket ap-
proximeras vidare till

E E
sd— =, (3.19)
dn « Zseeds “seed
som resulterar i integralen
Eq 5
Nseed = SQ [ Lseeds Tseed dE, (3.20)
Bt E

d&r ngeeq 4r mangden skenande elektroner skapade av priméra generationskéllor, Fy ar det
normaliserade elektriska filtet i borjan av disruptionen och EST &r det effektiva kritiska
elektriska filtet [19]. Nu kan ekvation (3.17) 16sas for den senare delen av disruptionen,
da TavalRe > Yseed, Vilket fran ekvation (3.17) resulterar i

dE E —Ej

s— =—-1— — . 3.21
dn al'aan ( )

Precis som i forra l6sningen féorsummas Ejy och den férsta termen i vinsterledet av samma
anledningar vilket leder till

dE E
S = ——— (3.22)
dn al'avan
som har 16sningen
N = Ngeed eXp(Nava)u (323)
dar B
Naya = / " Tova dE (3.24)
ava = S et B . .
Saledes beskrivs en approximation av skenande elektroner genom
El —
Ngeed = SO [ 0 72566(1517566(1 dE,
T = Ngeed eXp(Nava)a EE91 T (3.25)
Nava = SCV/Egﬂ gadE.
Ofta tas logaritmen av denna uppskattning, da erhalls
Inn = Inngeeq + Nava = Z. (3.26)

12
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Ett kriterium for en ansenlig méngd skenande elektroner uttrycks saledes i ekvation (3.26)
diar Z > 0 betyder att en signifikant generation av skenande elektroner férvéntas. Nér
Z =0 <= n =1 vilket innebér enligt ekvation (3.12c) att stromtétheten bestar till
100% av skenande elektroner och ekvivalent att Ire/Ip0 = 1 vilket saledes betyder att
100% av den initiala plasmastrommen bestar av skenande elektroner. Vart att notera ar
att approximationen av ekvation (3.21) forenklar bort satureringsmekanismen for lavin-
termen vilket kan leda till ofysikaliskt stora méngder skenande elektroner och bér darfor
inte anvindas for att kvantitativt uppskatta antalet skenande elektroner. Uttrycket bor
istdllet anvindas for att indikera nédr primarkéllorna tillsammans med lavinbildningens
forstarkningsfaktor &r tillrackligt stor for att ge upphov till en anselig médngd skenande
elektroner.

3.1.1 Lavinkallan

Om en skenande elektron kolliderar med en termisk elektron kan den termiska erhalla sa
pass mycket energi att &ven den ocksa borjar skena, samtidigt som den skenande elektronen
bibehaller sa pass mycket energi att den fortsatt &r skenande. Detta kan leda till en ex-
ponentiell 6kning av skenande elektroner och kallas déarfér lavinbildning. Lavinbildningen
kan beskrivas enligt [10]

dnge
( d? )m = Tava NRes (3.27a)

1 nlot E,—E&f
C TelnAc ne /40,(p)2 + vs(p)op (Dr)

p2 _ DS(p*)ﬂD(p*)
* EH/EC ’

(3.27h)

ava

(3.27¢)

dar ng"t ar densiteten av totala elektroner i plasmat och vp och 75 ar normaliserade

spridning- respektive inbromsningsfrekvenser definierade enligt Hesslow m. fl. [19]. De nor-
maliserade frekvenserna &r berdknade vid p = p, definierat implicit i (3.27c) och behéver
berdknas numeriskt. For att undvika numeriska l6sningar anvénds en modifiering av ut-
trycket fran Rosenbluth och Putvinski [20] for T'ay,, dér delvis joniserade plasma blir
omfattade. D& blir den approximativa lavinkallan

1 nbt EH/Eg -1

Tova = , 3.28
ava o In Ac e 5+ ZTff ( a)
e
P 1 net ot
El=-(1+ E. = ElE,, (3.28b)
2 Ne
ZQ
Zh= Y =S+ Y 2z (3.28¢)
s delvis joniserat Me s fullt joniserat = ©

Eftersom tédtheten av skenande elektroner ar exponentiellt beroende av Ny, enligt
ekvation (3.25) dr det av stor vikt att ta héinsyn till den radiella diffusionen av E [6]. T
gransen av ett cylindriskt plasma uppfyller den parallella strémmen och elektriska féltet

9j 10 [ 0F
g = v (o) (3:29)

déar r ar avstandet fran den magnetiska axeln och det antas finnas en ledande viagg vid
lillradien r = a dér E(a) = 0. En approximation av lavinfaktorn finnes i griansen j = ok,

13
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vilket 4r ohms lag i lokal form dér skenande elektroners kollisioner med joner inte paverkar
bulken av plasmats konduktivitet. Detta leder till att konduktiviteten ¢ kan anses vara
konstant och ger en 16sning till ekvation (3.29) enligt

x1 Ipo Jo(z17r/a)

j(r,t=0) =
j(?”, ) 27‘1’CL2 Jl(flfl)

(3.30)
Har ar J, den n:te besselfunktionen av forsta slaget och x1 ~ 2,4 ar forsta l6sningen till
Jo(z) = 0. Saledes kan diffusionsproblemet skrivas om enligt E(r,t) = j(r,0) exp(—t/7cq)/0,
dér den effektiva current quench-tiden modifieras av den globala induktansen enligt

L Caw2a11
TCQ = %5 95 - 3.31
© R() 1‘% ( )

Dar awan dr den ndrmaste toroidala ledande strukturen som oftast dr utanfoér reaktorvég-
gen. Med definitionerna av «, s och 7¢q tillsammans med I'sy, kan dérmed faktorn fore
integralen skrivas om enligt

2
saN/ e + 57 In A = % ( a4 ) TCQs (3.32)

Gwall

N

vilket reducerar ekvation (3.24) enligt

Noo — By Lava
ava = TCQ et E dE. (3.33)

Med hjéilp av den tidigare approximationen av I',, fas det slutliga analytiska uttrycket
till

tot

Ny = ! TCQ Te []‘2 ~In <%> - 11 H(E, — E}), (3.34)
InAcy/1+ 2 Te Te [ Ec E¢

dir H ar Heaviside-funktionen.

Eftersom lavinbildningen, och darmed antalet skenande elektroner, har ett exponen-
tiellt beroende av Ny, (3.25), ar antalet skenande elektroner exponentiellt beroende av
I,o. Dérfor ar skenande elektroner ett problem for tokamaker av fullstor skala, men inte
fér mindre, experimentella tokamaker dér plasmastrommen &r betydligt mindre. Eftersom
tillvixtfaktorn ar proportionell mot det totala antalet elektroner i plasmat, finns det en
risk for stor lavinbildning vid stora materialinjektioner. Lavinbildning férutsétter dock att
det redan finns skenande elektroner i plasmat. Darfor kallas lavinbildning for en sekundér
generationskélla. De 6vriga generationsmekanismerna som inte &r beroende av en initial-
population av skenande elektroner i plasmat kallas istéllet for priméra generationskéllor.
Tillvaxtfaktorn Layva o< E) — Ef och s linge E| > Ef kommer en forstirkning av pri-
markéllorna att ske. Ofta ar lavinbildningen den dominerande generationskéllan pa grund
av dess exponentiella beteende [21].

3.1.2 Dreicerkallan

For att forsta uppkomsten av Dreicerkédllan kan forst kollisioner mellan tva termiska
elektroner betraktas. Vid Coulombkollisioner sker sma slumpméssiga 6verforingar av ener-
gi mellan elektronerna. En enskild elektron kan déarfor efter en kollision fa nagot hogre
eller lagre energi an tidigare. Fér manga upprepade kollisioner med sma vinklar leder detta
till en stokastisk vandring i hastighetsrummet, vilket pa makroskopisk skala kan beskrivas
som diffusion i hastighetsrummet.

14
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I ett plasma dér manga termiska elektroner kolliderar samtidigt verkar denna diffu-
sionsprocess utjamnande pa elektronernas fordelningsfunktion; se ekvation (2.2). Om v,
ar tillrdckligt lag kommer den kapa av Maxwell-Boltzmannférdelningen vid just v. och
elektroner med v > v. accelereras da snabbare av det elektriska faltet &n vad kollisionerna
hinner bromsa dem. Detta gor att de skenar ivig och lamnar den termiska populationen.
Detta skapar ett underskott av elektroner i den del av Maxwell-Boltzmannférdelningen
dér hastigheten ar hog. Eftersom Coulombkollisioner kontinuerligt diffunderar elektroner i
hastighetsrummet aterskapas den ursprungliga férdelningen. Nya elektroner sprids darfor
fran den termiska bulken mot hoégre hastigheter, déar vissa passerar v. och blir skenande
elektroner. Dreicerkéllan kan darmed forstas som ett kontinuerligt lackage av elektroner
fran den termiska férdelningen, drivet av diffusion i hastighetsrummet i kombination med
acceleration fran det elektriska féltet.

En forenkling av uttrycket for Dreicerkéllan &r [11]

<ane> _ kE(U2E)—3(1+Zeg)/16 exp ( 1 1+ Zeﬁ)) = ’Y;:v)aed (3.35)
D

dt Tee C42E wE

dér k ar en dimensionslos konstant av storleksordningsfaktor 1, u = /E./Ep, notera da
att u2E = E| /Ep och Tee = 47regmevg’h /(nee*In A) ar elektron-elektron kollisionstiden for
elektroner med v > vy, [11], [18]. Om detta substitueras i ekvation (3.20) erhalls

D Voo e Za—— ec [y2
Nseed = Sa/ sz;d dE = sa Zeff + 5Tc In Ac.* / %eddEa (336)
Jo

dér nszed ar mingden skenande elektroner skapade av Dreicerkéllan. P4 samma sétt som
for Naya kan faktorerna skrivas om i form av 7cq enligt

2 2 B 1 1+ Z,
D _ 7 a Ne€CTCQ  o¢ pe1 B _ + Zest AE 337
Msced = 73 <awall> Jo  Tee B Eeft P\ TweE u?E (3:37)

=I

dér £ = —3(1 4 Zeg)/16 och I &r integralen som loses.
Integralen I ar svar att 16sa analytiskt. For att erhalla en approximativ 16sning kom-
mer hogra exponentialtermen att férsummas under integrationen och inkluderas dérefter
som en multiplikativ faktor utvirderad vid £ = Ej. Detta motiveras av att exponenten
varierar laingsammare med E #n termen —1/(4u?FE). Efter variabelbytet 2 = 1/(4uE)
erhalls -
I~ —(4u2)*§/ 2~ em2qz, (3.38)

20
dir z; = 1/(4u®E1) och zp = 1/(4u?EST). Denna integral kan 16sas pa tva olika sitt. Den
forsta dr identifiera definitionen av den 6vre inkompletta gammafunktionen i ekvation

(3.38), dé erhalls

2 2
D xi a NeeCT0Q , ¢ 1+ Zeg
= — 475 I'(— —I'(— — . .
Hseed 2 (awall> Jo Tee [ ( & Zl) ( $ ZO)] b ( u?Ey (3 39)

Den andra metoden ar att partiellt integrera upprepade ganger, da erhalls uttrycket

2
a Ne€C TC
nl 4 =222 ( ) Q2 )t
Gwall Jo  Tee

1 1+ 7 " : (340)
eff i
X exp < B\ @E ) <1 + ;(74u2E1) k:1(§ + k)> :
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Figur 3.2: Jamforelse mellan olika berdkningsmetoder av [ fyslzed/EdE vid konstant
T. = 5eV och Z.g = 1,5 for olika varden pa Ej. Uttrycket fran Helander m. fi. [11]
anvinder Zeg = 1. Berdkningsmetoderna &r normaliserade till gemensamma faktorer for
ekvationerna (3.37), (3.39), (3.40), alltsd z3a?neectcqu? /(202 ,jo0Tee)-

I ekvation (3.40) forsummas bidraget av den nedre integrationsgriansen. Detta motiveras
av att integranden ir mycket liten for sma E genom faktorn exp (—1/(4u*E)). For Ey >
ngf domineras darfor integralen av bidrag néra den Gvre integrationsgransen, vilket gor
beroendet av av EST relativt svagt.

I figur 3.2 ses en jamforelse av de olika uttrycken med en numerisk 16sning av I for
olika E7 med konstant T, = 5€eV och Zeg = 1,5. Tydligt ar att de tva analytiska uttrycken
hérledda i denna rapport ar goda approximation fér I jamfort med den numeriska l6sning-
en. Uttrycket for Dreicerkéllan framtaget av Helander m. fi. [11], som bestar av den forsta
termen i ekvation (3.40) med Zeg = 1, 6verestimerar nP _; #nnu mer pa grund av Zeg = 1
approximationen. Trots att all tre berdkningsmetoderna Overestimerar méngden skenande
elektroner fran Dreicerkéllan, &r ekvation (3.39) och (3.40) en dnnu béttre approximation
an Helanders uttryck. Overskattningen ar dock inte ett problem da syftet med Z #r att
fa ett konservativt kriterium for ndr méngden skenande elektroner blir betydande. Mo-
dellen fungerar siledes som en &vre uppskattning av skenande elektroner. I och med att
ekvation (3.39) och (3.40) ar mycket snarlika och matematiskt bor vara identiska kommer
serien forkastas och ekvation (3.39) kommer fortsattningsvis att kallas for det analytiska
uttrycket for Dreicerkéllan.

3.1.3 Comptonkallan

Fotoner kan véixelverka med elektroner i plasmat genom Comptonspridning och pa sa sétt
orsaka skenande elektroner [2]. Dessa fotoner utstralas av reaktorns aktiverade véiggar
nir neutroner producerade av DT-reaktionen forst exciterar viggmaterialet, som sedan
relaxerar. Om den 6verforda energin ar tillrdckligt stor for att elektronens energi ska
overstiga den kritiska energin W, blir elektronen skenande. Comptongenereringen kan
beskrivas som [§]

dnpe 00
( IR ) zng"t/ T (W,)o (W, We)dW,, (3.41)
dt /¢ 0
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3. Skenande elektroner

dir nlt dr det totala antalet elektroner i plasmat, o ir tviirsnittet for att en elektron ska
bli tréiffad av en foton och att elektronen i fraga ska bli skenande. Slutligen &r I'y (W)
fotonens energispektrum som beskrivs av

_ InW,[MeV] + Cy
_ c

I'y(W,) =Toexp[—exp(—z) —z+1], =z + C3(W,[MeV])%. (3.42)
I ekvation (3.42) &r I'y en normaliseringskonstant och de positiva parametrarna C7, Co
och C3 bestdms genom kurvanpassning for givna tokamak- och plasmakompositioner.
Antalet skenande elektroner ar vidare proportionell mot tvirsnittet for Comptonsprid-
ning o(W,, We), som bestdms genom att integrera Klein-Nishina-differentialtvarsnittet [8]

o(Wy, We) =

In

8 w%
1
2w,y

30T w% — 2wy —2
14wy (1 — cos )

1+ 2w, ]

_|_

1 1
[1+ wy(1 — cosb)]? B (1+ 2“’7)2] (3.43)

1 1+2
[1—107 + 2wy )—wvcosﬁcl},

_wi?; 14w, (1 - cosb,

dir o = 8772 /3 dr Thomsonspridningstvirsnittet med elektronradie 7, och
wy = W, /(mec?) ér fotonens energi normaliserat till viloenergin hos elektronen. Vidare
ar cosf. den kritiska vinkel som kravs for att en elektron ska bli skenande for en given
fotonenergi och kritisk energi som definieras av

We 1

cosfp=1— —————.
Wy Wy — We

(3.44)

Med definitionerna i ekvation (3.42) och (3.43) kan saledes Comptonmekanismen uttryckas
enligt

e

2O | e et /0 T (W, )o (W, We) AW, = 0t Tguoe (We), (3.45)

dér Tgyx ar det totala fotonflodet, definierat genom valet av T'g, och oo (W) ar tvéirsnittet
for Comptonspridning medelvirdesbildat 6ver fotonspektrumet

o Ly(Wy)o (Wy, We)
Fux

[e.e]

T e = /0 T (W)W, oup(We) = /0 dw,. (3.46)

Comptongenereringen ar beroende av antalet elektroner i plasmat, fotonflodets ener-
giférdelning och sannolikheten att en foton med given energi 6verfor tillrdackligt med r6-
relseméngd till en elektron for att den ska bli skenande. I figur 3.3 visualiseras sambandet
av de tva faktorerna i integranden i ekvation (3.45). Den normaliserade energiférdelningen
I', /Ty visar var fotonerna befinner sig energiméssigt medan o(W,, W) /ot visar hur stor
andel av tvérsnittet som bidrar till att producera skenande elektroner fér en given kri-
tisk energi W,.. Comptongenereringen ar proportionell mot produkten av dessa tva kurvor
integrerad Gver alla fotonenergier och det energiomrade dar bada samtidigt &r stora domi-
nerar bidraget till skenande elektroner. Figur 3.3 illustrerar sdledes hur o.g uppkommer.
De svarta kurvorna visar hur tvéirsnittet varierar med fotonenergin for olika W, och den
bla kurvan visar vilka fotonenergier som faktiskt forekommer i plasmat. Produkten av
dessa tvd, integrerad over Wy, ger ocg ett skaldrt virde for varje W, som sammanfattar
hur effektivt hela fotonspektrumet producerar skenande elektroner.
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Figur 3.3: Tvérsnittet f6r Comptonspridning o (W5, W¢) /ot for kritiska energier 0,1, 18,6
och 100keV i svart samt den normaliserade energiférdelningen I'y/I'g i blatt.

Efter samma normalisering som i avsnitt 3.1 tar ekvation (3.45) formen

n® :Lj ( . )2 ecng)t Ev o (We)

_ T Tet\Ve) 4. 3.47
seed ™9 \ Gl Jo TCQT fuxOT /ngf E (347)

dér Oeff = oefr/or. Genom att anta att samtliga elektroner som blir traffade av en foton

skenar ivig kan saledes integralen i ekvation (3.47) forenklas [8]. Saledes ar ett slutgiltigt
approximativt uttryck for tdtheten av skenande elektroner orsakade av Comptonspridning

tot

2 2
c 7T a ecng _ Ey
Nseed ~ a1 <awa11) o TCQFﬂuxJTUeff(O) In (EE’H> (3.48)

3.1.4 Tritiumkallan

Tritium har en halveringstid pa 7p = 4500 + 8 dagar och beta-sonderfaller enligt
T—3He+ i, +e . (3.49)

Eftersom tre partiklar frigors vid betasonderfallet kan energiférdelningen mellan dessa
variera kraftigt vid olika sonderfall, dir elektronen kan f4 som mest Wyax = 18,6 keV.
I vissa fall kan beta-elektronen erhélla sa mycket energi att den Overstiger den kritiska
energin W, och blir skenande. Om andelen elektroner som far en sddan energi betecknas
F3(W,) kan genereringen av skenande elektroner fran tritiumsonderfall beskrivas enligt
22)

dngre n
< d?) ~ In 2L F3(We) = 7t o, (3.50)
T T

dar nt ar tritiumets densitet och

21 1
Fg(W,) ~ (1 — %w?’ﬂ + Zw‘r’m - 85w7/2> H(w—1), (3.51)
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3. Skenande elektroner

dir w = Wo/Wnax. Fg(W,) illustreras som en funktion av den kritiska energin W, i figur
3.4 [23].

1,0 A
0,8
< 0,6 ,
E V[ max - 18() 1\'(;‘\7

0,4 1

0,2 1

0,0 A ——r — — —— —
102 103 104 10° 106 10’
W, [eV]

Figur 3.4: Andel av elektroner som genereras i den skenande regionen Fz(W.) som funk-
tion av den kritiska energin W..

Genom att berdkna integralen i (3.20) med L, erhlls

2 2
x5 1n 2 a ecnT TC _
ngéed =1 ( ) - Q [lnE — 5+ Zeﬂ‘wm’;{fwg/2

2 Qwall Jo TT
45 5 3 (2n+1)/2 (352)
X (21wmax + ? - 2wc) + ch ( ) G2n+1<Zeff§wc) )
i— Wmax
dir we = We/(mec?) dr den kritiska energin normaliserad till elektronens viloenergi,

Winax = Wiax/Mec? och koefficienter ¢; = 35/4,co = 21/2,c3 = 15/4 [8]. Funktionen
Gn(Zor; we) ar definierad som

Gn(Zeg; we) = 2"/2 arctan <\/?)

2(5 + Zeg )V 3u /we
_ n/8
(54 Zeg)"' °T(u) arctan ( 5+ Zet) VT — w, (3.53)

2(5 + Zeff)l/gv\/UC
n/8
— (5 + Zeﬂ") / 'UUn—l(u) arctanh ( (5 4 Zeff)l/4 + we ’

dar T, och U, &r Chebyshev-polynom av forsta respektive andra slaget och

"= \}i\/l + (54 Zeg) VA, (3.54)
v= \}5\/1 — (54 Zog)~ VA, (3.55)
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4

Metoder for att forutspa skenande
elektroner

I det har arbetet berdknas Ig. bade genom att berdkna det analytiska kriteriet i ekvation
(3.26) och med numeriska simuleringar i DREAM som sedan jamfors.

4.1 Parametrar for att berakna strommen fran skenande
elektroner

De fysikaliska och numeriska parametrar som anvéindes i bada metoderna anges i tabell
4.1. For Compton-genereringen anvands de ARC-specifika konstanterna Cy = 1,922, Cy =
0,954 och C5 = 0,041 som bestdmmer formen pa fotonspektrumet samt totala fotonflodet
Chux = 1,56 x 1018 m=3 571 eV~ som bestammer amplitud och antas vara konstant. De
materialinjektioner som underséks dr scenarier dir 1020 — 5 x 10?2 deuteriumatomer och
10'6 — 10%! neonatomer per kubikmeter tillfors.

I figur 4.1 a) ses elektrontemperaturen berdknad med (2.10) och (2.11) som anvénds
som parameter i bade simuleringar och analytiska berdkningar. Neon &r med tio elektroner
en mer kraftfull stralare &n deuterium. Detta eftersom fler elektroner innebar fler méjliga
overgangar mellan energitillstand som kan avge fotoner. En hogre neontdthet bor ddrmed
innebara en minskad temperatur, vilket dr vad som observeras. For deuteriuminjektionerna
ses dock ett annat beteende. Temperaturen avtar sakta med ckande deuteriumtéthet np.
Detta kan forstas genom att fler partiklar delar pd samma méngd energi. Vid np =~
1,8 x 1022 m~3 blir temperaturen plotsligt mycket 1ag.

Tabell 4.1: De ARC-liknande plasmaparametrar [16] som anvéndes.

Parameter Virde Enhet Beskrivning

a 1,18 m Plasmats lillradie

Awall 1,1215a =~ 1,32 m Reaktorns lillradie

By 11,4 T Toroidalt magnetfélt
Ry 4,62 m Reaktorns storradie
Lo 12 x 106 A Initial plasmastrom

Jo I,/ma® ~ 2,74 x 10 Am™2  Stromtéithet

np.o 1,5 x 10%0 m™3 Initial deuteriumtéthet
nT,0 1,5 x 10%° m~3 Initial tritiumtathet
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I II]I_I(I)l22 1020 1021 1022

100 107
np [m np [mi?)]

Figur 4.1: Hér ses a) elektrontemperaturen som antas konstant for en given neon- och

deuteriumtéthet, samt b) den effektiva laddningen Z.g. Den vertikala axeln anger tétheten

av det injicerade neonet, och den horisontella axeln tatheten av det injicerade deuteriumet.

Detta &r ett resultat av att deuteriumtétheterna blir s4 pass hoga att deuteriumet
borjar rekombinera [24]. Da kommer deuteriumet att bérja stréla, vilket ger en minskad
temperatur. Detta i sin tur leder till 6kad rekombinering. Denna aterkopplingseffekt leder
till det plotsliga temperaturfallet. Temperaturen antas vara konstant fér givna neon- och
deuteriumtatheter.

I figur 4.1 b) askadliggors den effektiva laddningen Z.g fran ekvation (2.9) som an-
vénds i berdkningarna, som kan forstas som ett métt av joniseringsgraden i plasmat. De
tva faktorer som paverkar den effektiva laddningen dr hur manga elektroner ett &mne har
och hur joniserat det &r. Neon har tio elektroner, medans deuterium bara har en. Z.g
ar som storst i plasmat vid hoga neontdtheter och laga deuteriumtétheter, trots en lagre
joniseringsgrad hos neonet. Det beror pa att nir tdtheten av det joniserade deuteriumet,
med Z.g = 1, ar mycket storre 4n neontdtheten kommer deuteriumet att dominera. Re-
kombinationen vid de héga deuteriumtéitheterna gar att ana genom den vertikala delen av
1,01-konturen.

4.2 Simulering av genereringsmekanismer for skenande elektro-
ner

DRrREAM (Disruption Runaway Electron Analysis Model) ar en simuleringsmjukvara for att
studera relativistiska skenande elektroner i tokamaker [10]. Den beskriver utvecklingen av
skenande elektroner i plasma enligt

ane
dt

= Vslged + 7§3ed + 75’,1;ed + FavanRea (41)

genom att 16sa ett system av icke-linjdra partiella differentialekvationer. Programvaran
kan modellera elektronerna antingen som en fluidmodell, en kinetisk modell eller en kom-
bination av bada. Andra plasmakvantiteter modelleras som fluider. Via verktyget kan
de skenande elektronernas tidsutveckling modelleras och l6sas for varden pa till exempel
stromtéthet, plasmatemperatur och elektriskt filt. Detta arbete anvinder fluidbeskriv-
ningen och &dr vidare forenklad genom att betrakta plasmat som en punkt, det vill sdga
utan rumslig upplésning.
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4. Metoder for att forutspa skenande elektroner

For att kunna utféra simuleringarna i DREAM behoéver de ARC-liknande plasmapara-
metrarna i tabell 4.1 anges och berdkningsmetoder bestdmmas. For spannen av materialin-
jektioner undersoktes 100 punkter for vardera atomart fordelade jamnt pé en logaritmisk
skala, med en simuleringstid om 350 ms med 105000 tidssteg. Vid simulering av de olika
genereringsmekanismerna for skenande elektroner anvénds inbyggda modeller i DREAM.
For tritiumbetakéllan anvinds den fluidbeskrivning som bygger pa ekvation (3.50). Den
genereringen genom Comptonspridning beskrivs av ekvation (3.41), grundat pa model-
len presenterad av Martin-Solis m. fl. [22] och vidareutvecklad av Ekmark m. fl. [12]. For
Dreicergenereringen finns tva av DREAM:s tillgdngliga modeller. Den ena bygger pa for-
muleringen av Connor och Hastie [18] och den andra pa det neurala nétverket konstruerat
av Hesslow m. fl. [25]. Uttrycket framtaget av Connor och Hastie [18] &verskattar Drei-
cerkéllan pa grund av forenklade antaganden i kollisionsoperatorn och behandlingen av
elektronférdelningens hogenergisvans [25], varpa det neurala nétverket anvindes i simule-
ringarna. Lavinbildningen berédknas med formuleringen fran (3.27).

I detta arbete anséatts inte det elektriska faltet. Det beraknas med hjélp av Faradays
lag, kopplat till Ampéres lag, och utvecklas sjalvkonsistent. Randvillkoret for att 16sa detta
ar antagandet att tokamakviggen har odndlig konduktiviteten, vilket gor att Ej = 0 vid
viggen. Det initala elektriska féltet berdknas genom Ohms lag, jo = o E)|, dér jo = I;9 /7ra2
ar stromtéatheten. Genom att sedan berékna detta for varje tidssteg kan strémutvecklingen
berdknas. Vidare ansétts jontdtheterna for varje laddningstillstand och atomslag enligt
resultaten fran ekvation (2.10) och (2.11).

Den totala strommen buren av skenande elektroner beridknas slutligen enligt Iy, =
Jrema?, dAr jre = ecnge ar stromtéitheten av skenande elektroner som antas firdas i ljusets
hastighet, vilket ar en rimlig approximation for storre reaktorer Buchholz [26].

4.3 Analytiska berdkningar for skenande elektroner

For att berdkna det analytiska kriteriet berdknas de individuella generationskéllorna och
summeras i ekvation (3.26). Tritiumkallan berdknas med ekvation (3.52), Dreicerkéllan
med ekvation (3.39) och Comptonkéllan med ekvation (3.48), dir ges(0) = 0,3744. La-
vinbildningen beridknades med ekvation (3.34). Det elektriska faltet £y berdaknades genom
E, = jo/(0E.), dir o beriknas med ekvation (2.8) och E. beréknas med ekvation (3.6).

Koden for de analytiska berdkningar som utforts i detta arbete finns tillgdngliga
i GitHub-repositoriet: https://github.com/Odjej/Zcriterion. Repositoriet dr en vidareut-
veckling av mjukvara producerad av Zaar som inkluderar funktioner for att berdkna plas-
maparametrar som sedan kan anvindas for analytiska modeller.
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Generering av skenande elektroner

i ARC

For att analysera giltigheten av det analytiska kriteriet i ekvation (3.26) jamfors det
med DREAM-simuleringar f6r ARC-liknande plasmaparametrar. Kriteriets bestandsdelar,
sarskilt Dreicerkallan, undersoks genom att jamfora de analytiska och simulerade gene-
rationskéllorna for skenande elektroner var for sig. Déarefter kan forutsidgelser goras for
hur skenande elektroner kan komma att genereras i ARC, samt utreda hur stor betydelse
Dreicerkéllan har under dessa férutsattningar.

5.1 Verifiering av det analytiska kriteriet med
DREAM-simuleringar

Syftet med kriteriet dr att ange under vilka omsténdigheter en ansenlig méngd skenande
elektroner kan forvantas genereras. Téatheten av skenande elektroner dr direkt proportio-
nell mot strommen av skenande elektroner, som begriansas av Ire S Ipo. For att jamfora
det analytiska kriteriet med den numeriska lésningen kan kvoten Ire/Ipo analyseras fran
DREAM-simuleringarna, dar I 4r den maximala strommen av skenande elektroner fér en
given kombination av np och nye. I figur 5.1 visas kvoten Ig./Ipo erhallen fran DREAM-
simuleringarna med ARC-liknande parametrar, som en funktion av injicerad neon- och
deuteriumtithet. Den gra konturen motsvarar Z = 0, och ar ténkt att utgbra en av-
gransning i parameterrummet for dér stora méngder skenande elektroner férvantas mot
forsumbara méangder skenande elektroner. Fran kriteriet, se ekvation (3.26), sa &r n och
IRe/Ipo av samma storhet och fysikaliskt representerar de samma sak. Dock dr de pro-
dukter av helt olika modeller. Pa grund av det bor det inte forviantas att de ger samma
resultat.

Vid de lagsta deuteriumtéitheterna motsvarar konturen en strém som simuleringarna
forutspar att till 1% vara buren av skenande elektroner. Vid np ~ 102! m—3 motsvarar
kriteriet en strom till 20% buren av skenande elektroner i DREAM. Vid np =~ 1,5 X
10?2 m~3 forutspar DREAM att en betydande andel av den ursprungliga plasmastrémmen
kommer att konverteras till strom som i huvudsak &r buren av skenande elektroner. Detta
beteende fangas vil av kriteriet. Sammantaget kan det sigas att kriteriet fungerar véil for
att forutsiga generationen av skenande elektroner jamfért med DREAM-simuleringarna.
Denna slutsats dras pa grund av att kriteriet avgrdnsar ett omrade i parameterrummet
dér Ire/Ipo > 1 %.

Som mest utgor skenande elektroner ~ 74 % av startstrommen i simuleringarna. Den
storsta andelen av skenande elektroner kan ses som ett avgrdnsat band vid de hogsta
deuteriumtatheterna. For hoga neontdtheter och laga deuteriumtétheter ses ocksa stora
méngder skenande elektroner. Att skenande elektroner genereras Over parameterrummet
pa detta siatt kan forstas med hjilp av figur 5.2 a), dar den lagsta W, se ekvation (3.5), fran
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Figur 5.1: Hér ses kvoten Ire/Ipo fran DREAM-simuleringarna som fyllda konturer som
en funktion 6ver injicerat neon och deuterium och jamférs med det analytiska kriteriets
nedre grins i ekvation (3.26) som en gra linje. Den nedersta fargade konturen motsvarar
en strom till 1% buren av skenande elektroner, medan de andra konturerna motsvarar en
O0kning med 10 procentenheter.

—

1016 I LR | LU | O ™ LB | LR | T
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Figur 5.2: I a) ses den minsta kritiska energin W, fran DREAM-simuleringarna som en
funktion av injicerat neon och deuterium. I b) ses en jamférelse av We, Ej och E. i

godtyckliga enheter som en funktion av injicerat deuterium vid konstant nye = 10%° m=3.
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5. Generering av skenande elektroner i ARC

DrEAM-simuleringarna visualiseras. Konturen visar var den kritiska energin motsvarar
18,6 keV samt avgrinsar ett omrade dar W, > 100keV. Har framgar vid jamforelse med
figur 5.1 att ldgre W, ger storre Ir.. Den kritiska energin blir snabbt mycket stor dar
temperaturen overstiger ~ 40eV, vilket avgrdnsar ett omrade i parameterrummet dar
skenande elektroner enligt modellen inte kan genereras. Detta omrade striacker sig just
intill det plotsliga temperaturfallet vid mycket héga np, men minskar sedan vid storre
nNe- For att motivera utseendet pa W illustreras relationen We oc 1//E)/Ec — 1 dér den

exemplifieras fér nye = 1020 m=3.

Den svarta kurvan i figur 5.2 b) beskriver samma beteende for W, som i figur 5.2
a), dar det syns att W, for laga np &r liten och véxer successivt med okande np fram
tills det plotsliga temperaturfallet som kan observeras i figur 4.1 a) for att da bli liten
igen. Detta sker eftersom det elektriska faltet ar kéinsligt for temperaturen enligt ekvation
(3.1). Nar temperaturfallet intraffar vid hoga np stiger det kraftigt. Antalet fria elektroner
i plasmat &r i stort sett konstant for de olika deuteriumtétheterna oavsett neontéthet. For
sma np ar ne lag. Eftersom deuteriumet ar joniserat kommer 6kade np att innebéara okat
ne. Nér tdatheterna blir sa hoga att plasmat borjar rekombinera kommer dock antalet fria
elektroner att sjunka, trots 6kade deuteriumtatheter. Enligt ekvation (3.6) minskar saledes
FE. och den kritiska energin W, sjunker.

Sammantaget gar det att se att dér F) ér konstant och n, okar, okar d&ven W, medan
den kraftiga 6kningen av Fj och minskningen av n. ger minskad W, precis som vintat.

5.1.1 Lavinbildning

Eftersom lavinbildningen dominerar i fusionsexperiment med hdga plasmastrommar, som
i ARC, undersoks denna forst [21]. I figur 5.3 ses forstarkningsfaktorn fran lavinbildningen
fran DREAM och den analytiska modellen enligt ekvation (3.33). Lavinbildningen fran
DRrREAM berdknas med kvoten

DRrREAM / FavanRedt
NDmeaM _ S 5.1
ave Z NRe,seed ( )

eftersom Nyy, inte kan hdmtas direkt fran DREAM-simuleringen. Uttrycket i ekvation (5.1)
syftar till att isolera lavinbildningen fran primérkéllorna for att kvantifiera lavinbildning-
ens individuella bidrag till generationen av skenande elektroner, vilket mdojliggor jAmfo-
relse med den analytiska metoden. I kapitel 3.1 antogs det att priméra och sekundéra
generationsmekanismer skedde oberoende av varandra vilket gér det naturligt med en for-
starkningsfaktor. I verkligheten pagar de olika generationsmekanismerna delvis parallellt
men uttrycket i ekvation (5.1) &r ett f6rsok att efterlikna N,y,. Primérkéllorna far saledes
utvecklas i simuleringen for att f& en fullutvecklad "forstirkningsfaktor” NDREAM,
Lavinbildningen har relationen Taya ~ (E) —ESfYntot /ng, se ekvation (3.27b), och sker
darfor overallt i parameterrummet dar Fj > E¢%. Den analytiska modellen #r beroende
av E) dér lavintillvixten okar med E. Elektriska féltet ar i sig relaterat till temperaturen
enligt ekvation (3.1) och 6kar saledes nir temperaturen sjunker. Nér temperaturen ar lag-
re dn = 40 eV, se figur 4.1, ar lavinbildningen stor. Lavinbildningen &r som kraftfullast i
tva regioner; i 6vre vianstra kvadranten och i bandet vid hoga deuteriumtétheter. Neon ar
bara delvis joniserat i hela parameterrummet och vid hégre nye, i 6vre vianstra kvadranten,
kommer en storre del av elektronerna vara bundna till neon-joner vilket sénker ne. Deu-
terium &r ddremot néstan fullt joniserat tills att np blir stor nog. Vid héga np, i bandet
till hoger, rekombinerar deuteriumet, L' 6kar i ekvation (2.10), och sénker pa si sitt ne. I
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5. Generering av skenande elektroner i ARC

bada dessa regioner dkar kvoten nt°t/n, som direkt multiplicerar lavintillvixthastigheten.
Minskningen av andelen fria elektroner leder ddarmed till ett mindre konduktivt och delvis
joniserat plasma, se ekvation (2.10), vilket forstarker det parallella elektriska féltet och
gynnar lavinbildningen.

Vid jamforelse med figur 5.1 framgar det att dessa omréaden i figur 5.3 a) och b)
motsvarar de omraden i parameterrummet dar skenande elektroner bér en betydande
andel av den ursprungliga plasmastrommen. Den maximala analytiska lavinbildningen
ar tre storleksordningar storre &n i DREAM-simuleringarna. Den analytiska berdkningen
som visualiseras i b) 6verskattar lavinbildningen péa grund av de forenklingar som gjordes
under hérledningen i ekvation (3.21), dir satureringseffekten som déampar lavinbildningen
forsummades. Detta leder till en obegriansad tillvixt av skenande elektroner. I DREAM
utvecklas ddremot systemet iterativt och inkluderar saledes sjalvkonsistenta effekter sdsom
satureringseffekter vilket successivt ddmpar lavinbildningen. Konsekvensen av detta ar att
lavinbildningen i hela parameterrummet &r storre i figur 5.3 b) jamfort med i a). Eftersom
lavinbildningen ofta dominerar skenande elektronstrommar ar storleksordningen forvéntad
givet att det finns en tillrackligt stor primérkélla vid dessa omréaden [8]. Primérkéllorna
kommer ddrmed att diskuteras enskilt for att tydliggéra lavinbildningens utformning.
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Figur 5.3: Forstarkningen av den skenande elektronstrommen orsakad av lavinbildningen,
dir a) visar NDRPAM beriknad fran DREAM-simuleringar med ekvation 5.1 och b) visar

den analytiska lavinbildningen N,y, berdknad fran ekvation (3.33).

5.1.2 Primarkallorna

For att vidare utvardera kriteriet undersoks primérkéllorna individuellt, dér simuleringar
jamfors med det analytiska virdet. Detta gors i syfte att utviardera primérkéallornas kvan-
titativa och kvalitativa beteende for att sedan anvénda deras beteenden for att forklara
formen pa kriteriet.

Primérkéllornas bidrag i olika delar av parameterrummet visualiseras i figur 5.4. 1
a) och b) illustreras tdtheten av skenande elektroner fran Dreicerkéillan fran det neura-
la nétverket i DREAM och den analytiska uttrycket i ekvation (3.39). Bada berdknade
Dreicerkallor uppvisar ett liknande ménster, med ett maximum vid nye ~ 3 x 1012 m=3
och laga deuteriumtétheter. Dreicerkillan dr exponentiellt kéinslig mot Ey/Ep enligt ek-
vation (3.39) déir Fp o ne/Te. Vid laga deuteriumtitheter, np < 102! m~3, finns det firre
fria elektroner i plasmat, alltsa sjunker ne, vilket minskar Ep, vilket 6kar Dreicerkéllan.
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Figur 5.4: Hér ses den logaritmerade Dreicerkéllan i a) och b), Comptonkéllan i ¢) och
d), och tritiumkéllan i e) och f). Den vanstra kolumnen utgoérs av DREAM-simuleringar
och den hogra av de analytiska uttrycken i ekvation (3.39), (3.48) respektive (3.52).
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Figur 5.5: En jamforelse mellan de olika uttrycken for Dreicerkéillan for tva olika kon-
stanta neonnivier. I de heldragna linjerna ses den analytiska (gra) och den simulerade
(r6d) Dreicerkéllan vid nye = 4,8 x 1019 m~3 respektive nye = 2,7 x 10' m~3 dér de nar
sitt globala maxima. I de prickade linjerna ses den analytiska och simulerade Dreicerkéllan
plottad for den gemensamma neonnivan nye = 1,4 x 10?V.

Samtidigt minskar den elektriska konduktiviteten till f6ljd av att temperaturen minskar,
se ekvation (2.8), vilket 6kar Ej enligt ekvation (3.1). Bida dessa effekter 6kar bidraget
av Dreicerkéllan. For hogre deuteriumtatheter ar denna effekt motsatt sa Dreicergenere-
ring dr endast relevant for laga deuteriumtétheter. Neontdtheten nye har en mer komplex
paverkan pa Dreicerkéllan. En 6kning av neonkoncentrationen leder till forstarkta stral-
ningsfoérluster genom excitation och rekombination, vilket enligt energibalansen i ekvation
(2.10) kraver en sankning av T, for att uppratthalla jamvikt. Detta leder till att Ep okar
vilket ddmpar Dreicerkéillan. Samtidigt ckar ne med storre neon och deuteriumtétheter,
vilket 6kar Ep, vilket i sin tur ocksa minskar Dreicerkéllan. Dessa effekter samverkar och
maximerar saledes kvoten E /Ep vid medelhéga neontétheter nye ~ 10" m~3. Tempera-
turen 6ver 10eV konturen, se figur 4.1 a), halls ndgorlunda konstant runt 5eV. Detta kan
forklaras genom en energibalans dar ékade stralningsforluster fran neon kompenseras av
okad ohmsk uppvarmning, driven av den samtidiga minskningen i elektrisk konduktivitet
via minskande Te. Den resulterande negativa aterkopplingen i energibalansen stabiliserar
temperaturen. Det &ar alltsa 6kningen av ne som ansvarar for Dreicerkéllans dédmpning
med hogre nye och np.

I DREAM-simuleringen gir det att se ett maximalt viirde pa n2_; ~ 1,8 x 1074!. Den
analytiska metoden ar storre med ett maximalt varde pa nszed ~ 5,5 x 10749, Det &r en
skillnad om 1 storleksordning, vilket innebédr en hyfsat stor 6verskattning. I bdde DREAM-
simuleringarna och i den analytiska berdkningen blir F tillrackligt stor nér temperaturen
blir mindre dn ~ 40 €V, vilket ses som en skarp avgrinsning fran nye ~ 10'® m=3.

For att kvantitativt utvirdera de olika berdkningsmetoderna sa visualiseras en jam-
forelse i figur 5.5. De heldragna linjerna jimfor det analytiska Dreiceruttrycket med det
neurala nétverkets for den neontdthet som motsvarar deras respektive maximala gene-
rering. Har ses att skillnaden om 4 storleksordningar som tidigare konstaterats minskar
nagot, men foljer i stor utstriackning samma kontur. De prickade linjerna askadliggér sam-
ma funktioner vid konstant nxe = 1,4 x 1020 m—3. I DREAM-simuleringarna av det neurala
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5. Generering av skenande elektroner i ARC

nétverket ar genereringen for laga np ungefir 10 storleksordningar mindre &n det analytis-
ka uttrycket, men vid np &~ 10%! m~3 konvergerar de nagot. Har framgér att funktionernas
utbredning i parameterrummet skiljer sig kraftigare at 4n vad som kan framga i figur 5.4
a) och b). Dreicerkillans kéinslighet fér de sma skillnaderna i E)/Ep mellan den analy-
tiska berdkningen och DREAM gor att deras maximum skiljer en halv storleksordning i
neontédthet. Skillnaderna har féorsumbar betydelse i det hir arbetet, men om Dreicerkéallan
ar stor vid andra forutsittningar kan dessa skillnader ha stor betydelse.

I figur 5.4 ¢) och d) illustreras tétheten av skenande elektroner fran Comptonkéllan
nC , simulerad i DREAM och den analytiska varianten enligt ekvation (3.48). Comptonkél-
lan kan observeras i ndstan hela det undersckta parameterrummet med en relativt jamn
fordelning.

Fran definitionen av oeg(We.), i ekvation (3.46), beror Comptonkéllan pa produk-
ten av en snabbt avtagande energiférdelning I'y /I’y och ett brett, svagt varierande tvér-
snitt o(W,, We)/or som visualiseras i figure 3.3. Detta innebéar att endast ett begrénsat
energiintervall, ddr kurvorna overlappar, bidrar till Comptonkéllan och inte hela domé-
nen. I'y (W) begrinsar fotoner till ett energiintervall, var Comptonkéllan kan ske, och
o(W,, W) styr hur effektivt den sker. Comptonkéllan &r stabil i parameterrummet ef-
tersom energifordelningen ar fast, da det styrs av fotoner som stralas fran viggen, medan
tvirsnittet varierar langsamt i jamférelse med formen av I (W,).

I nedre delen i figur 5.4 c), dir nxe < 10®¥m=3 och np < 1022 m~3, ir Comptonkillan
generellt véldigt liten. I samma region i figur 5.2 a) ar den kritiska energin W, mycket
hég pa grund av den hoga temperaturen. Detta innebér att elektroner maste fa mycket
energi fran fotonen for att skena. Fran ekvation (3.44) blir saledes den kritiska vinkeln
cos 0 restriktiv, vilket innebér att enbart specifika spridningsvinklar fungerar. Som foljd
sanker detta tvérsnittet o(W,, We) och for att saledes skapa en skenande elektron méaste
en inkommande foton traffa det lilla tvéirsnittet och Gverféra mycket energi i en restriktiv
vinkel. Det effektiva tvirsnittet oeg(We) dr dérmed litet eftersom o(W.,, We) krymper da
det tenderar at hoger och minskar i amplitud far hoga W, vilket ar tydligt i figur 3.3.
Samtidigt &r I', (W) fortfarande lokaliserat kring specifika energier. Vid héga W, ér det
dock enbart den extrema hogenergisvansen av energiférdelningen som bidrar och dér &ar
[, (W,) < 1. Séledes oeg(We) — 0 och n& 4 dr didrmed vildigt liten. Overlappsomradet
mellan I', (W) och o (W, W¢) &r helt enkelt for litet for att generering ska vara betydande.
Vid de materialtatheter dar W, < 100keV &r det effektiva tvirsnittet storre och saledes
bidrar Comptonkéllan mer i dessa omraden vilket 6verensstdimmer bra med figur 5.4. Dock

ir inte Comptonkéllan enbart beroende av tvirsnittet utan ocksa nl 4 ~ n°t In (El / ngf).

I hogra nedersta kvadranten, dir W, fortfarande éir hogt, dr dock nt°* hég pa grund av
stora deuteriummangder som néstan ar fullstdndigt joniserat. Detta beroende ar ndstan
linjért i nl°" och eftersom Comptonkillan &r extern s& kan det fortfarande bildas skenande
elektroner i denna region da detta delvis kompenserar for reduktionen i det effektiva

Comptonstvarsnittet.

Den maximala densiteten av skenande elektroner genererade av Comptonkéllan be-
riknas vara nS g ~ 107? och n¥_; ~ 1,6 x 1078 i ¢) respektive d), vilket innebir en
6verskattning om ungefir en storleksordning. Avvikelsen &r i enlighet med forvantan, da
den uppskattade Overskattningen var en halv storleksordning, och harrér fran den sista
approximationen i ekvation (3.48), dir det antas att varje elektron som blir prickad av en
foton omedelbart blir skenande. I DREAM gors inte denna approximation, istdllet tas det
hénsyn till att en foton inte alltid ger all sin energi till elektronen i Comptonspridning.
Alltsa kan en elektron bli prickad av en tillrdckligt energirik foton for att den ska skena
men dnda inte skenar pa grund av att elektronen inte fick all fotonens energi. Darmed
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representerar det analytiska uttrycket en évre grans for Comptongenereringen. Notera att
det analytiska uttrycket, till skillnad fran simuleringarna, forutspar skenande elektroner
dér temperaturen ar hog. I detta omrade ar W, i simuleringarna oédndlig och generering
av skenande elektroner ar saledes omojligt.

I figur 5.4 e) och f) illustreras tétheten av skenande elektroner fran tritiumkéllan
nl 4 simulerad i DREAM och den analytiska varianten enligt ekvation (3.52). Tritium-
genereringen ar kanslig enligt nsTeed ~ ntFg(W,) dér den kvalitativa utbredningen i pa-
rameterrummet kommer fran Fg(W.). Vid hoga neontatheter, nyxe 2 10" m™=3, &ar det
elektriska faltet starkt. Ett starkt £, som uppkommer av ett ligre T¢, vilket innebér en
lagre kritisk energi W,. I figur 5.2 motsvarar dessa neontéatheter W, < 18,6 keV = Wi ax.
Férdelningsfunktionen Fg(W,) beror pd W, < Winax pa grund ekvation (3.4). I figur 3.4
visualiseras detta beroende dér Fg(W,) avtar for We S Wiax pa grund av (1 — w)"/ 2 dar
w = We/Whax, som avtar snabbt da W, — Wiyax och &r noll for W, > Wipax pa grund
av Heavisidefunktionen. Vid gransen W, = Wi ax sker darfor en skarp brytning dér ingen
betydlig mangd skenande elektroner genereras genom tritiumkéallan. Dessa regioner i para-
meterrummet stdmmer vil overens i figur 5.4 e) samt f) och i figur 5.2 a). Genom samma
argument dr generationen vid héga deuteriumtétheter, np > 10?2 m~2, ocksa stor eftersom
i denna region dr W, ocksa under troskelviardet Wi« pa grund av en hog elektrontédthet
som indirekt sénker den kritiska energin.

Som mest genereras ~ 4 x 1078 och ~ 1077 skenande elektroner av betasonderfall
fran tritium i figur 5.4 e) respektive f). Den analytiska varianten 6verskattar ddrmed simu-
leringarna men ar inom en halv storleksordning och har liknande kvalitativa utbredning i
parameterrummet.

Genom att jamfora med de 6vriga priméarkéllornas storleksordningar i figur 5.4 ¢), d),
e) och f) framgar att Dreicerkéllan dr atminstone 30 storleksordningar mindre &n de andra
primérkallorna 6verallt i parameterrummet och kommer att ha forsumbar betydelse for ut-
vecklingen av populationen av skenande elektroner. Det framgar ddrmed att Compton- och
tritiumkallorna utgoér de dominerande bidragen till populationen av skenande elektroner
inom det studerade parameterrummet. Den observerade utbredningen av lavinbildningen
i figur 5.3 kan saledes forstas som en konsekvens av den kombinerade strukturen hos dessa
kélltermer, vilka tillsammans sdtter den kvalitativa formen av den initiala populationen
av skenande elektroner. Det observeras dven att den relativa skenande strommen Ire/Ip i
figur 5.1 uppvisar en liknande kvalitativ struktur i paramterrummet som kombinationen
av priméarkallorna och lavinbildningen.

I en situation dér varken Comptonkéllan eller tritiumkéllan skulle kunna genere-
ra skenande elektroner skulle Dreicerkéallan kunna orsaka betydande elektronstrommar
om lavinbildningen vore manga storleksordningar storre. Detta forstas av ekvation (3.25)
N = Ngeed €XP(Nava). Om Dreicerkéllan ar 1030 eller 10*° mindre #n en annan primérkélla
behover exp(Naya) vara i storleksordningen 1039 eller 1040 for att f& n ~ 1. Om reaktorn
skulle inducera E/Ep som dr fem ginger stérre skulle Dreicerkéllan kunna bli stérre dn
bade Comptonkallan och tritiumkéllan och i kombination med lavinbildningen utgora den
dominerande priméra generationsmekanismen vid lagre np.

5.2 Skenande elektroner i ARC

Kriteriet kan alltsd anses forutspa Ige i approximativt overensstdmmelse med DREAM-
simuleringarna. Det har ocksa tidigare jamforts med ITER och SPARC, men utan Drei-
cerkillan [8].

Eftersom Dreicerkéllan inte paverkar Iy, i nagon betydande utstriackning i det har
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arbetet kan jamforelser med det tidigare arbetet goras.

0-D simuleringarna fér ARC visar en generering av skenande elektroner 6ver para-
meterrummet som ligger mellan ITER och SPARC. For ARC forutspas en signifikant
mingd skenande elektroner genereras for liga np vid nxe ~ 10 m™3, medan for ITER
och SPARC ér det nye ~ 10'® m~3 respektive nye ~ 2 x 10" m~3. Bandet med s hoga
deuteriumtatheter att rekombinationen orsakar det plotsliga temperaturfallet och en stor
mingd skenande elektroner intriffar vid np &~ 1x 10?2 m~3 respektive np ~ 1,5x 10?2 m—3
for ARC och ITER, men vid np ~ 5 x 10?2 m™3 har detta #nnu inte skett i SPARC. I
tabell 2.1 observeras att ITER &r storre &n SPARC, men att SPARC har 8 ganger hogre
jo &n ITER och 4 ganger storre &n ARC, vilket kan forklara skillnader i lavinbildning och
utbredning i parameterrummet.
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Slutsats

Det analytiska kriteriet ger en approximativ forutsidgelse for under vilka férutsdttningar
en stor méangd skenande elektroner genereras och stdmmer vil 6verens med DREAM-
simuleringarna for stora delar av parameterrummet. Detta visar pa att kriteriet kan an-
vindas som ett berdkningseffektivt verktyg for att uppskatta risken for generering av
skenande elektroner i fusionsreaktorn ARC.

Av de undersékta primérkéallorna har tritiumkéallan storst paverkan pa genereringen
av skenande elektroner i ARC. Comptonkéllan bidrar substantiellt vid hoga neonkoncent-
rationer och medelhéga deuteriumkoncentrationer, eftersom lavinbildningen ar stor i detta
omrade. Dreicerkéllan dr ddremot manga storleksordningar mindre &n de andra primarkél-
lorna 6verallt i det understkta parameterrummet och har darfor ingen egentlig betydelse
for genereringen av skenande elektroner i det studerade ARC-scenariot. Om reaktorn dére-
mot skulle inducera Ej/Ep som dr fyra ganger storre skulle Dreicerkéllan kunna bli stérre
an bade Comptonkéllan och tritiumkallan och, i kombination med lavinbildningen, utgora
det storsta bidraget vid lagre np.

Den beridknade gammafunktionen stimmer vél 6verens med DREA M-simuleringarna
och tidigare arbeten, och kan vara anvindbar i framtida studier dér Dreicerkéllan forvintas
ha en storre betydelse.

I framtida arbeten skulle liknande studier kunna genomféras med mer avancerade
modeller, exempelvis en endimensionell fluidmodell. Detta skulle kréva ldngre berdknings-
tider men samtidigt kunna ge mer detaljerade resultat. Det vore dven relevant att inklude-
ra den fjarde priméarkallan, hot-tail-kdllan, for att undersoka dess paverkan pa den totala
genereringen av skenande elektroner.

For att vidare undersoka Dreicerkédllan skulle ARC kunna studeras i scenarier dar
det elektriska faltet ar betydligt hogre, exempelvis under uppstart. Det skulle &ven vara
intressant att tillimpa det utdkade kriteriet pa andra fusionsreaktorer sasom SPARC, for
att undersdka om Dreicerkéllan far storre betydelse i andra reaktorkonfigurationer.

Sammantaget visar resultatet att det utokade kriteriet ger en rimlig uppskattning av
generering av skenande elektroner i ARC och att Dreicerkéllan har en liten betydelse i
det studerade scenariot. Samtidigt visar resultaten att Dreicerkillan kan bli relevant vid
hogre elektriska falt, vilket motiverar vidare studier av kriteriet.
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A

Harledningar

I detta kapitel gors de hirledningar utférda i avsnitt 3.1 pa ett utforligare sitt. Fler mel-
lansteg visualiseras och kan saledes anvandas som ett komplement for att forsta processen.

A.1 Harledning av generationskallor for skenande elektro-
ner

Primérgenereringen av skenande elektroner sker enligt [8]

dnge
(35 o~ o

seeds

Sekundéargenereringen av skenande elektroner sker enligt dér

dnge
= [avanRe. A2
( dt )m " (4.2)

Summan av ekvation (A.1) och (A.2) beskriver tillvixten av skenande elektroner,

ane
dt

= ekvation (A.1) 4 ekvation (A.2), (A.3)

och for att beskriva 6vergangen till en termisk plasmastrom anvinds dven strommen som
antas vara beroende av

I, =Io + 1., (A.4)

dir In = oE) A ar den ohmska strommen och I; = nyecA den skenande strommen. Den
ohmska strémmen &r proportionell mot Spitzer konduktiviteten den effektiva tvérsnitt-
sarean for plasmat A = wa? dér a ér lillradien for plasmat och det induktiva parallella
elektriska faltet E) som beskrivs genom

L dI,

by =

L =~ upRy [ln (%) - 2} ar plasmainduktansen med vakuumpermeabilitet pg, storradien
for fusionsreaktorn Ry och Ejjg dr det ursprungliga elektriska filtet innan disruptionen.
Genom att folja hdrledningsmetoden i Helander m. fi. [11] anvinds dimensionslésa uttryck



A. Harledningar

genom att normalisera tiden, densiteten, elfiltet och konduktiviteten

v 1 t
N (Zeg +5) e In A’
5Bl
E.
NRe€C
n = - y
Jo
oFE.
S = - y
Jo

déar jo = Ipo/A ar stromtétheten innan disruption och Ipo den totala strommen innan
disruption. e ar elektronladdningen och n, &r densiteten av skenande elektroner. 7. =
4redm2c®/(nd, In A.) ér kollisionstiden for skenande elektroner, m, dr elektronmassan, &g
ar vakuumpermittiviteten, Zog ar den effektiva laddningen pa plasmat, E. = m.c/(et.) det
kritiska elektriska faltet framtagen av Connor och Hastie [18]. Vidare ar In A = In Ay, +
0,5In(mec?/T) ~ 14,6 + 0,51n(Twy /ne2o) den relativistiska Coulomblogaritmen, In Ay, =
14,9 — 0,5Innegp + In(T6y/1000) ar den termiska elektron-elektron Coulomblogaritmen,
Twy ar elektrontemperaturen i elektronvolt Med dessa normaliseringar blir uttrycken for
férandringen av densiteten for skenande elektroner

dn_ d (”’jec) _cednr _ecdny db_ec At (a3),
dt dt Jo Jo dt Jo dt dt Jo QL
TcIln Ac
—elnle
(Zegt5)
som da blir
dn ec T.InA _ -
@ = —071(: (Z Yseed T Fan;) = Z Vseeds + Lavan, (AG)
Jo (Zeg+5) seeds seeds

dar
_ ec
Vseed = V Zef + 57c In chiofyseeda

1t‘ava =V Zeft + 5T In Aclava

ar kvantiteter som resulterar ur de tidigare normaliseringarna.
Stromtillvixten df/d¢ hérleds pa ett liknande sitt tillsammans med ekvation (A.4)
och (A.5)

L d
EH = EHO — 707 (UEHA + nrecA) ,

21 Ry dn, o dE) 2m Ry Jodn o dE)
By — Eyp) 2280 _ T — (B - E S L |
(Eljo 1) ecA (dt + ec dt ) (Ejo I ecA (ec dt + ec dt )’

Ljy d ( s > d ( s ) 21 Ry

et \"TEL) = @ \ntE ) = B B

Hér anvéinds relationen E = Ej/E., vidare definieras ocksa FEy = Ej/E. s& att

21 Ry

d
— E)=FE.(Fy— FE
<n+8 ) C( 0 )LIp07

d¢

(A7)

II
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samt dimensionslos tid

d 2 cIn A
4y sE) = (B - B)2op, Teln A (A.8)
dt’ LIy ————
(Zeﬂ+5)
Tillsammans med definitionen av E, och introduktionen av
Alfvenstrommen Iy = 4mmec/ppe forenklas uttrycket till
d Ry Iapo
— E)=(Ey—FE In A/ (Z. , A.
=1/«
LIy 2

a = .
Ropolaln Ac (Zeff + 5)

Genom att dividera ekvation (A.9) med (A.6) fas
dE E— E,

S— = = .
dn O‘[Zseeds Yseed T Favan]

Genom antagandet att genereringen av skenande elektroner initialt 4r dominerad av pri-
méra generationskéillor kan sekundérkéllan I'yyan, forsummas och kan skrivas
dFE E—-F
s—=-1——9 (A.10)
dn « Zseeds Vseed

Tidigt i disruptionen, &r E > Ej och generellt antas a ) oqs Vseed <K F /v sd hogra termen
i ekvation (A.10) dominerar vilket gor att ekvation (A.10) kan reduceras till

dE E

S—=——=",
dn « Zseeds Vseed

vilken kan integreras for att fa kalldensiteten

El —
seeds Tseed dE. (A.11)

Ngeed = S | _
Beft E

A.2 Harledning av Dreicerkillan

Ett uttryck for flodet av elektroner till det skenande omrédet i hastighetsrummet kan

skrivas
E” >—3(1+Zeff)/16 ( EH (1 + Zeff)EII)
i exp | — - ’

D ~
rYseed = Nelee <ED 4ED ED

dér %Eed beticknar just detta flode. Detta uttryck skrivs sedan om med den tidigare
normaliseringen och u? = E./Ep = T,/mec? < 1 — Ey/E. = u?E forenklas till

_ ec . - _- 1 14 Zeg
752ed =/ (Zegg +5)7cIn chT) VeeTleU 3(+Ze) /8 p=3(1+Zerr) /16 exXp (_ M2E \/E) :

—~D
=Vseed

For att uttrycka totala mangden skenande elektroner fran Dreicer-kéllan 16ses

-D D
nua=s0 [ 22208 = so[(Zug + 5)m A [Jeda, (a2)

II1
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oE. Ll 9
sar/ (Zeg + 5)TcInAe = — P Zet + 5)7e In A, A.13
( eff ) [¢ c Jo ROMOIA In Ac (Zeff+ 5) m [¢ C ( )
E.2LI LA LA

T2 200Te _ G2 o7, = g ef_ZLH0C op (A.14)

Jo Ropola Ropola ete Ropodmmec

LA La?

= = ghot (A.15)

027TR0 N U2[L0R0 '

For att ta hansyn till radiell diffusion av det parallella elektriska filtet £ modifieras np
med en faktor 2a2 ,/(z3a?) dir awan r och z1 ~ 2,4 dr den forsta nollan ur den nollte
ordens besselfunktion av forsta slaget Jo(x) [6]. Med hjélp av definitionen f6r Toq

L opoag,
OO = , A.16
Q ,UfORO IZ‘% ( )

kan uttrycket reduceras enligt

2 2
sar/(Zegr + 5)7eIn Ae = “;1( a4 > Q) (A.17)

Gwall

vilket ger det slutgiltiga uttrycket for Dreicerkéllan

D :E% a \?2 ec
Ngeed = TCQ -
2 \Qwan Jo

A.18
Deenou 301+ Zem) /8 F=3(14Ze) /16 oy, (_4u12E e ) o
. / . dE,
a3 ( a )2 Me€CTCQ | —3(14Zo)/8
. : U eff
2 \ayan Jo  Tee
E-30+Ze)/16 oy, (_4 12E _ 1+2Z§ff> (A.19)
u u
y o dF,
dmedm2ud, 3(1+ Zegr)
_ dnegmivd, 301+ Zew) A2
Tee ’I’le€4 ln Ath’ 5 16 ( O)
2 2 By 1
_ @t [ a \’neecToq 25/ e-1 ( >
P70 (awa11> Jo Tee Eceft P\ aE ( |

1

T2E = 2= — ! de:dE} saledes

4u?z

Integralen blir med variabelbytet {

1
I=—(4u?)"¢ BERLT (et g2, (A.22)

—5 == —X
12 Bl 0

A.2.1 Serieexpansion

Fran ekvation (A.22) gors upprepade partiella integrationer.

I =—(2)~8(=[z~E e 22 4 (€4 1)[z~EF D22t — ), (A.23)

0 20

v
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Den undre integrationsgransen zy kan ignoreras da de termerna ar sma, da erhalls
1 n ) i
(4U%_{Zf@+)e_zl(14-22(—1Y(QJ_’II(£+-k)>~ (A.24)
i=1 k=1

Om det berdknade virdet pa integralen nu sétts in i ekvation (A.21) och efter multiplika-
tion med den andra exponentialtermen erhalls

2

D o2 @ Ne€CTCQ | 9 \e41

Ngeed —2.%'1 ( ) . (u El)
Awall Jo  Tee

1 1+ 7, " T (A.25)
Xm«lwa_vwgﬂ0+;kM%mg@Hﬂ'

A.2.2 Uttryck med gammafunktionen

Nu gér vi fran ekvation (A.22) och skriver om det till den 6vre inkompletta gammafunk-

I=—(4u?)"¢ (/ 2~ em2dy —/ z_(5+1)e_zdz) ,

20 21

tionen

Detta blir da
= (4u®) 4 (T(=¢, 21) = T(=¢, 20)),

Saledes erhalls

2 2
LD _ i a neecTCQ 4 ¢
seed 2 Gwall jO Tee

— (A.26)
I - T (L5 2E).
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Anvandning av Al-verktyg

I detta arbete har generativ Al anvénts for flera olika &ndamal. Avseende kodutveckling har
ChatGPT nyttjats som ett stodverktyg for felsokning, generering av forslag till 16sningar pa
avgransade problem samt for optimering av kod som i huvudsak utvecklats av forfattarna.
Ett konkret exempel dr implementeringen av en funktion for att ersiatta punktnotation med
kommatecken i axelmarkeringar i figurer, vilket realiserades med hjilp av FuncFormatter.
Vidare har verktyget bidragit till att effektivisera befintlig kod, exempelvis genom att
generera mer dndamalsenliga loopstrukturer fér hantering av subplot-figurer.

Nar det galler rapportens textinnehall har detta i huvudsak forfattats av uppsatsens
forfattare. Generativ Al har dock anvénts i ett sprakligt granskningssyfte, exempelvis for
att identifiera och korrigera stavfel, sarskrivningar samt andra sprakliga brister i befintliga
formuleringar.

Utover detta har Al dven anvints som stéd vid felsokning av kompileringsproblem
i Overleaf, samt for att ge vigledning i hantering av push- och pull-operationer till ett
GitHub-repository via Linuxterminal.

VI
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