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Abstract

There is currently a race going on to build the largest, fastest and most stable quantum com-
puter. Apart from implementing qubits that are stable, another major hurdle is implemen-
ting the quantum gates acting on those qubits as close to perfectly as possible. Multi-qubit
gates in particular have proved somewhat difficult to implement with satisfactory speed and
precision. In this study, we optimised the two-qubit iSWAP and CZ gates with respect to
fidelity using the Python package QuTiP. This was done by numerically modelling the setup
currently used at Chalmers for implementing two-qubit gates, consisting of two supercon-
ducting qubits coupled to each other via a tunable coupler. In this architecture, two-qubit
gates are applied by modulating the external magnetic flux ®(¢) to change the characteristic
frequency of the coupler. Our optimisation yielded an iSWAP gate with fidelity 0.9967 and
operation time 95ns, and a CZ gate with fidelity 0.9991 and operation time 114 ns. These
operation times are significantly faster than current state-of-the-art gates using this archi-
tecture, and the fidelities are significantly better than what has previously been realised as
well.

Keywords: quantum computer, superconducting qubits, two-qubit gates, gate fidelity, opti-
misation, iSWAP, CZ, Python, QuTiP.
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Sammandrag

Just nu pagar en kapplopning om att bygga den storsta, snabbaste och mest stabila kvantda-
torn. Forutom att realisera kvantbitarna sjalva pa ett stabilt sdtt 4r en annan stor utmaning
att implementera kvantgrindarna som ska operera pa kvantbitarna sa perfekt som méjligt.
Sarskilt flerkvantbitsgrindar har visat sig vara svara att implementera med tillfredsstéallande
snabbhet och precision. I denna studie optimerade vi tvakvantbitsgrindarna ¢:SWAP och CZ
med avseende pa grindfidelitet med hjéilp av Python-paketet QuTiP. Mer specifikt gjordes
detta genom att numeriskt modellera uppstéllningen som i nuldget anviands pa Chalmers
for att implementera tvakvantbitsgrindar, bestaende av tva supraledande kvantbitar och en
stallbar kopplare. Med denna uppstéallning appliceras tvakvantbitsgrindar genom att modu-
lera det externa magnetiska flodet ®(t) for att forandra den stéllbara kopplarens karakte-
ristiska frekvens. Vi lyckades uppna en iSWAP-grind med fidelitet 0.9967 och operationstid
951ns, och en CZ-grind med fidelitet 0.9991 och operationstid 114 ns. Dessa operationstider
ar avsevart snabbare dn nuvarande implementationer, och fideliteterna ar betydligt hogre
an vad som tidigare realiserats.

Nyckelord: kvantdator, supraledande kvantbitar, tvakvantbitsgrindar, grindfidelitet, opti-
mering, iSWAP, CZ, Python, QuTiP.
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1

Inledning

Funktionen hos dagens halvledardatorer bygger helt pa att med hjélp av olika grindar utfora
operationer pa de bindra bitarna, som utgoér de minsta informationsenheterna i systemet.
Samma sak galler aven kvantdatorer, vars minsta informationsenhet ar kvantbiten. For att
dessa datorer ska fungera palitligt behover man &dven grindar som gor det, vilket motiverar
denna studie, vars syfte dr att optimera funktionen hos kvantgrindarna iSWAP och CZ
mellan tva kvantbitar. Hur vl en grind fungerar bestams dels av dess kretsimplementering,
dels av den styrsignal som appliceras pa grinden nar den aktiveras. Da kretsens paverkan
pa grindens funktion bestdms under tillverkningsfasen kommer denna studie att fokusera
pa styrsignalens utseende.

1.1 Bakgrund

Runtom i varlden pagar det just nu en kapplopning om vem som kan bygga den storsta,
snabbaste och mest stabila kvantdatorn. Det langsiktiga malet ar att kvantdatorerna ska
kunna anvandas for att 16sa vissa typer av berdakningstunga problem som dagens halvledar-
datorer har svart att 16sa under rimliga tidslangder. Ett forhallandevis kant exempel pa ett
sadant problem ar det sa kallade handelsresandeproblemet, som handlar om att optimera en
handelsresandes rutt mellan ett antal stader sa att den blir sa kort som mojligt. Klassiska
datorer tacklar problemet genom att undersoka en losning i taget, medan kvantdatorer kan
utnyttja superponering for att undersoka alla lésningar samtidigt [1]. Den svenska kvantda-
torsatsningen, som leds fran Wallenbergcentret for kvantteknologi (WACQT) pa Chalmers,
har som mal att konstruera en kvantdator med 100 kvantbitar. Bakom projektet finns en
miljardsatsning fran Knut och Alice Wallenbergs stiftelse som stréicker sig éver en period pa
12 ar [2].

I halvledardatorer ér grundenheten for information de klassiska bitarna, som har de tva
tillstanden hog eller lag spanning (som svarar mot vardena 1 respektive 0). For att man ska
kunna implementera algoritmer och program behéver man, utover de klassiska bitarna, aven
sa kallade logiska grindar. Alla dessa grindar byggs upp av transistorer [3, s. 45-53|, vilka
kan ses som elektriska strombrytare, och tar in en eller flera bitar som paverkar vad den
resulterande biten antar for tillstand. Nagra exempel pa klassiska grindar ar bland annat
NOT-, AND- och OR-grindarna, varav AND-grindens sanningstabell och symbol illustreras
i figur 1.1a [3, s. 45-53].



1. Inledning

a’) AND Input Output
| 0 0 0
1 0 0
T 0 1 0
1 1 1
b) ¢z Input Output
I 100) 100)
|10) |10)
Z |01) |01)
[11) -[11)
C) ISWAP Input Output
|00) |00)
|10) -4|01)
|01) -14|10)
|11) [11)

Figur 1.1: Kretsvisualisering samt sanningstabell f6r (a) AND-grind, (b) CZ-grind och (c)
iISWAP-grind.

For att kunna implementera godtycklig boolesk logik (och dédrmed godtyckliga algoritmer
och program) behovs ett komplett grindset [3, s. 67]. Ett sdidant bestar av ett antal logiska
grindar som tillsammans kan utfora alla operationer inom boolesk algebra.

I kvantdatorer anvéinds istallet sa kallade kvantbitar (qubits pa engelska) som grundenhet
for information. Dessa kan fortfarande anta virdena 0 eller 1, representerade av tva olika
kvanttillstand |0) och |1). Till skillnad fran en klassisk bit kan en kvantbit dock &ven vara
i “bada tillstanden samtidigt”, dvs en sa kallad superposition

[¥) = al0) + 5[1) (1.1)

dér |[¢) &r kvantbitens tillstand och koefficienterna o och # ar komplexa tal som uppfyller
att o> + 8> = 1 [4, s. 113-116]. Vid métning av en kvantbits tillstand kollapsar den till
antingen |0) eller |1) med sannolikheten |o|” respektive |8|* [4, s. 113-116, 102-104].

En viktig skillnad mellan klassiska grindar och kvantgrindar ar att antalet ut- och ingangar
maste vara lika for en kvantgrind [5, s.18-22], vilket inte ar fallet for klassiska grindar.
Vidare medfor kvantfysikens unitara egenskap att alla kvantgrindar &r reversibla, da det
rent teoretiskt alltid gar att bestdmma varje kvantgrinds invers. En annan viktig skillnad
ar att pa kvantdatorer, till skillnad fran halvledardatorer, gar det inte att med en finit
méngd grindar konstruera ett komplett grindset. Det gar daremot att gora en godtyckligt
noggrann approximation av varje operation utan att antalet olika sorters grindar som krévs
blir sarskilt stort [6]. Ett universellt kvantgrindset kan konstrueras av ett komplett set med
enkvantbitsgrindar samt en godtycklig sammanflédtande tvakvantbitsgrind [5, s. 18-22], [7],
[8].

Det ar tva sammanflidtande tvakvantbitsgrindar som Chalmers undersoker mojligheterna att
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1. Inledning

implementera, ndmligen den sa kallade C'Z-grinden, som redan lyckats implementeras till-
fredsstéllande pa Chalmers nuvarande kvantdator [9], samt den sa kallade iSWA P-grinden.
Symbolerna for dessa samt deras sanningstabeller illustreras i figur 1.1b och 1.1c.

1.2 Syfte

Nar kvantdatorer ska skalas upp till ett stort antal kvantbitar blir bristféllig implemente-
ring av kvantgrindar en flaskhals. Specifikt dr det av mycket stor vikt att de i praktiken
implementerade grindarna paverkar kvantbitar pa ett satt som ar sa likt de ideala grindar-
na som mojligt. Dessutom &r det viktigt att grindarna har en sa kort operationstid som
mojligt, eftersom kvantbitarnas sa kallade koherenstid, efter vilken informationen lagrad i
kvantbitarna gar forlorad, generellt ar i storleksordningen 100 ps for supraledande kvantbitar
[10].

Syftet med denna studie ér dérfor att optimera bade iSWAP- och CZ-grindarna sa att de blir
tillfredsstallande snabba samt sa ideala som méjligt. Specifikt optimerar vi styrsignaler for
att implementera grindarna i ett system bestaende av tva supraledande kvantbitar samman-
kopplade med en stéllbar kopplare. Detta amnar vi astadkomma genom att parametrarna
hos grindarnas styrsignal optimeras for sa hog grindfidelitet som mojligt, samtidigt som den
maximala tillitna operationstiden for grindarna begransas till under 250 ns. Enligt ovan
motsvarar detta att mer &n cirka 400 grindoperationer hinns med under en koherenstid.

1.3 Avgransningar

Den viktigaste avgransningen i denna studie ar att vi endast undersoker styrsignaler pa
formen ®(t) = O + §(t) cos(wet), dar 6(t) ar en fyrkantspuls med sinusformade andar.
Vidare inkluderar vi endast de olika parametrarna som bestammer styrsignalens utseende,
samt den stéllbara kopplarens ostérda frekvens wrp o i optimeringen. Detta diskuteras mer
utforligt i metodavsnittet.

De modeller som anvinds i denna studie bygger pa ett antal forenklingar och approxi-
mationer, men ingen grundlig analys av exakt hur dessa paverkar resultatet kommer att
genomforas. Ett exempel pa en forenkling som gjorts dr att hamiltonianerna for alla sy-
stem som undersoks trunkeras till maximalt fyra energinivaer. Detta gors for att uppna en
erforderligt noggrann modell utan att noédvandiga simuleringar blir alltfor langsamma.
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Teori

For att forsta denna rapports innehall behovs vissa forkunskaper, fraimst om den bakomlig-
gande kvantmekaniken som ligger till grund for tekniken som ska optimeras. I detta avsnitt
beskrivs det mest relevanta av grunderna i kvantmekanik, hur den sa kallade Blochsfaren
forenklar visualiseringen av kvanttillstand, kvantgrindar samt kvantmekaniska oscillatorer
och hur dessa kan anvéndas for att modellera supraledande kvantbitar. Vi tar d&ven upp vad
grindfidelitet ar och hur den berdknas, samt hur tvakvantbitsgrindar som iSWAP och CZ
implementeras rent fysiskt i den hardvara som Chalmers anvénder.

2.1 Tidsutveckling av kvanttillstand

Tidsutvecklingen for ett kvantmekaniskt tillstand |¢)) sker enligt (den tidsberoende) Schro-
dingerekvationen [4, s. 16],

0 A
it (0) = (). 2.1)

Detta ar en forsta ordningens linjar differentialekvation som innehaller systemets tillstand
|9(t)) vid tiden ¢, den reducerade Plancks konstant & = h/27 samt den sa kallade Hamilto-
noperatorn (alternativt hamiltonianen) H , som beror pa vilket kvantmekaniskt system som
undersoks. Som synes bestammer hamiltonianen entydigt tidsutvecklingen for |¢), varfor den
maste vara (&tminstone approximativt) kdnd for att man ska kunna l16sa Schréodingerekva-
tionen numeriskt. Genom att 16sa Schrodingerekvationen gar det att hérleda [4, s. 262-267]

att ett godtyckligt initialt tillstand |1(0)) utvecklas enligt

() = U (0)]4(0), (22)
dér den sa kallade tidsutvecklingsoperatorn U () ges av

A~

O(t) = exp(—; / "H) dt>, (2.3)

vilket forenklas till

Ut) = exp(—%f[t) (2.4)

for tidsoberoende hamiltonianer.

Aven om man kinner till och kan rikna pé tidsutvecklingen av ett kvanttillstind kan man
dock inte vara sidker pa vad nagon given métning pa kvanttillstandet kommer att ge for
resultat. Detta beror pa att kvantmekaniken bara ger forutsagelser i termer av sannolikheter,
vilket dr en av de storsta skillnaderna jamfort med klassisk mekanik.



2. Teori

2.2 Observabler, egentillstand och egenenergier

Inom den klassiska fysiken ger alltid matningar av observerbara storheter samma varden
givet samma initialtillstand. Om vi har en partikel i rorelse kan vi till exempel méta dess
position, hastighet samt acceleration och alltid fa samma métviarden om partikeln har samma
begynnelseviarden. Kvantmekanikens statistiska natur medfor att samma sak inte galler for
kvantmekaniska observabler, &ven om partikeln borjar i samma initialtillstand. Observabler
inom kvantmekaniken ar alltid representerade av hermiteska operatorer [4, s. 94-96] och
vantevardet for en observabel O ges av

(0) = (| Oy, (2.5)

dér |¢) ar kvanttillstandet som métningen sker pa och O éar den hermiteska operatorn som
hor till observabeln O.

Om en méatning av en observabel O for ett tillstand [¢).) alltid ger samma vérde e, kallas
tillstandet |¢).) for ett bestambart tillstind [4, s. 94-96]. Det foljer frén detta att tillstandet
1) &r ett egentillstand till operatorn O med egenvirde e [4, s. 94-96], enligt

O Jthe) = etbe) - (2.6)

Det foljer dven att (O) = e samt att variansen o = 0. Egenvérdena ér alltsd de observerbara
viardena som vi kan méta pa ett tillstand, som vid en méatning kollapsar till ett relaterat
egentillstand [4, s. 97-101]. Forstaelsen for detta blir viktig nir energioperatorn H och dess
egenvirden (egenenergier) diskuteras i avsnitten nedan.

En viktig egenskap for egentillstanden till en hermitesk operator ar att de ar ortogonala
sinsemellan, vilket innebér att de kan anvéndas som en bas for systemet [4, s. 97-101]. Ef-
tersom hamiltonianens egentillstand inte utvecklas i tiden férutom att deras faser dndras
(vilket man enkelt kan visa genom att applicera tidsutvecklingsoperatorn pa dem), och dess-
utom ar bestambara, ar det ofta praktiskt att anvidnda dem som bas. Denna bas kommer
fortsattningsvis att bendmnas egenbasen. Eftersom hamiltonianens egenvéirden ér egentill-
standens energier kallas de dven systemets egenenergier. I och med att egentillstanden som
bygger upp egenbasen alla svarar mot en egenenergi F,, far vi (férutsatt att egenenergierna
ar unika) ett naturligt satt att ordna egenbasen. Vi kan alltsa i sa fall numrera egentill-
standen |0), |1), |2), osv, efter stigande egenenergi. Denna notation, ddr hamiltonianens
egentillstand betecknas |n), ar sirskilt praktisk for att beskriva kvantbitar och de kvantme-
kaniska system som anvands for att implementera dem i verkligheten. Det blir till exempel
valdigt intuitivt att anvanda tillstdanden |0) och |1) som kvantmekaniska motsvarigheter till
0 och 1 i halvledardatorer.

2.3 Blochsfaren: att visualisera kvanttillstand

I en ideal kvantbit, ett system som endast har tva egentillstand |0) och |1) (med unika
egenenergier), far vi, som namnt i avsnitt 1.1 ovan, att alla méjliga kvanttillstind kan
uttryckas som en linjirkombination av |0) och |1) enligt

) =al0) +51), (2.7)

dar de komplexa koefficienterna « och 3 uppfyller att |a\2+ |8 |2 = 1[4, s.113-116]. Pa grund
av detta villkor pa v och g kan de parametriseras med hjilp av endast tre parametrar. En
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2. Teori

sadan parametrisering, som anvinder parametrarna 6, ¢ och ¢q, ar

a = e cos(i), B = eileote) sin(i). (2.8)

Med denna parametrisering kan ekvation (2.7) skrivas som

1) = e'%o [cos(i) 0) + €' Sin(i) \1)]. (2.9)

Eftersom den s kallade globala fasen ¢y = arg «v inte &r en observabel [5, s. 10-11] ar den
ofta ointressant, sarskilt nar man bara har en kvantbit att ta hansyn till. Om vi helt sonika
stryker den kan vi skriva var kvantbits tillstand som

|Y) = cos (g) 0) + €™ Sin(i) 11). (2.10)

Denna parametrisering har en naturlig tolkning (vilket ar hela anledningen till att vi gjorde
den): Om vi betraktar ) som en punkt i rummet och € samt ¢ som sfiriska vinkelko-
ordinater enligt figur 2.1, ser vi att de kvanttillstand som var kvantbit kan befinna sig i
motsvarar precis enhetssfaren! Denna representation av kvanttillstand i tvanivasystem kal-
las Blochsfiren.

Figur 2.1: Visualisering av ett kvanttillstand |¢) med hjalp av Blochsfaren [11]. CC-BY-SA.

Denna representation av en kvantbits tillstand gor det ocksa mycket lattare att visualisera
vad en kvantgrind ar och hur den paverkar olika kvanttillstand, vilket vi kommer att se i
nasta avsnitt.

2.4 Kvantgrindar

I avsnitt 1.1 ovan beskrev vi kvantgrindar som den kvantmekaniska motsvarigheten till
klassiska logikgrindar. Detta sédger dock inte egentligen sa mycket om vad de &r eller hur
de fungerar. Om vi lutar oss mot Blochsfarsrepresentationen av kvantbitar kan vi gora
kvantgrindar mycket mer konkreta.

2.4.1 Enkvantbitsgrindar

Den enklaste typen av kvantgrindar ar enkvantbitsgrindar, som forandrar varje givet enkvant-
bitstillstand till ett annat specifikt (eller samma) enkvantbitstillstind. De kan med andra

6



2. Teori

ord ses som funktioner som avbildar varje punkt pa Blochsfiren pa en annan (eller sam-
ma) punkt pd Blochsfiaren. Tre vanliga enkvantbitsgrindar ar de sa kallade X-; Y- och
Z-grindarna, som svarar mot en rotation av 7 radianer runt x-, y- respektive z-axlarna pa
Blochsfaren. Operatorerna svarande mot dessa kvantgrindar ar de sa kallade Paulioperato-

T
rerna 6%, 6Y och 6Z. Om vi uttrycker ett tillstand |1)) = a'|0)+ 3 |1) som en vektor [oz 6}

far vi att 6%, ¥ och 6% i denna bas motsvarar Paulimatriserna [5, s. 18-22]:
01 0 —i 1 0
AX AY A7 _
o —[1 O]’ o§ —L. 0], 0§ —[0 _1]. (2.11)

2.4.2 Tvakvantbitsgrindar

For att beskriva tillstandet for ett system bestdende av flera kvantbitar maste man ta
héansyn till varje enskild kvantbits tillstand. Detta gors vanligen med hjélp av den sa kallade
kroneckerprodukten ® [12, s. 242-254], definierad sa att kroneckerprodukten av en m x n-
matris A och en p X g-matris B ges av pm X gn-blockmatrisen

CLHB e alnB
A9B=| : . |. (2.12)

amB ... am. B

Om vi har tva kvantbitar som befinner sig i tillstanden [¢) respektive [¢)9) kan vi alltséd med
hjélp av kroneckerprodukten skriva systemets totala tillstand som [¢r) = |¢1) ® |1h2). Om
vi ser enkvantbitstillstanden som tvadimensionella vektorer (enligt avsnitt 2.4.1 ovan) far
vi att det totala tillstandet kan beskrivas som en fyrdimensionell vektor, med den naturliga
basen

_ O O

1 0
0 1
0 = |OO>BB7 0 = |01>BB7
0 0 0

= |1O>BB ) = |11>BB ) (2~13)

0
0
0
1
dér |ij)pp anvinds som ett kortfattat sétt att skriva |i) ® |j). Denna bas, den bara basen,
ar dock inte nodvéndigtvis samma som egenbasen for det totala systemets hamiltonian,
eftersom hamiltonianen kan innehalla termer som motsvarar interaktioner mellan de tva

kvantbitarna! Eftersom det i allmédnhet (se avsnitt 2.2) ar énskvart att arbeta i egenbasen
definierar man ofta helt enkelt

= 01)p = |10)p ,

0
0 = 4
X )y, (214)
0

==

=)

S

~

2

w
oo~ Oo
==

dér |ij)pp ar det egentillstand som ligger ndrmast tillstandet |i) ® |j) energiméssigt. Om
inget annat ségs ar det denna bas, egenbasen for den totala hamiltonianen, ordnad pa detta
vis, som anvinds i matriser, och med notationen |ij) asyftas om inget annat sigs |ij)gp-
Vart att notera ar dock att hamiltonianer om inget annat sigs anges i den bara basen,
eftersom det ar basen i vilken deras utseende enklast hérleds. I de flesta verkliga kvantbitar
(inklusive transmonkvantbitarna som diskuteras i avsnitt 2.8) finns fler 4n tva energinivaer,
och vektorrummet som spénns upp av egentillstanden for hamiltonianen som beskriver tva
sammankopplade kvantbitar har darfér dimension hogre én 4. Underrummet med dimension
4 som spéanns upp av {|ij)gg} : 4,J € {0, 1} kallas berdkningsunderrummet.
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2. Teori

Helt analogt med hur det totala tillstandet beskrivs som en kroneckerprodukt av enkvant-
bitstillstand kan man &ven skapa tvakvantbitsgrindar genom att kombinera olika enkvant-
bitsgrindar. Vi skulle till exempel kunna applicera en X-grind pa forsta kvantbiten och en
Z-grind pa andra kvantbiten. En sadan “XZ”-grind kan beskrivas som en kroneckerprodukt
av de tva enkvantbitsgrindarna, med en matrisrepresentation

00 1 0
v .y fo1] [t 0] o 0o o -1
"1®"2—[1 ol “lo —1/= |1 0 0 o0 (2.15)
0 -1 0 0

Aven om denna tvikvantbitsgrind kan delas upp i enkvantbitsgrindar giller det inte i all-
ménhet for tvakvantbitsgrindar, som kan se ut som vilken unitér 4 x 4-matris som helst. Av
sarskilt intresse for oss ar de tva sammanflatande tvakvantbitsgrindarna iSWAP och CZ.

iSWAP-grinden paverkar varken |00) eller |11), men avbildar |01) pa —i|10) och |10) pa
—1]01), vilket innebér att dess matrisrepresentation blir

1 0 0 O
0 0 — 0

Uswar= |y _; 0o o (2.16)
0 0 0 1

Namnet kommer av att grinden gor sa att excitationer byts mellan de tva kvantbitarna, och
far en fasforskjutning —i.

CZ-grinden, dar CZ star for Controlled Z, svarar & andra sidan mot att applicera en Z-

grind pa kvantbit nummer tva om den forsta kvantbiten &ar i tillstand |1). Detta innebér

att den varken paverkar |00), |01) eller |10), men avbildar |11) pa — |11). Darfér blir dess
matrisrepresentation

0

0

Uz = 0 (2.17)

o O O =
o O = O
o= O O

—1

2.5 Grindfidelitet

Nar man implementerar grindar i verkligheten &r det mycket svart, for att inte sdga omojligt,
att astadkomma en grind som Overensstdmmer exakt med den ideala. For att komma sa néra
som mojligt behévs ett matt pa hur lika den faktiska och ideala grinden ar. Ett ofta anvént
sadant matt ar den sa kallade grindfideliteten F', som é&r ett tal mellan 0 och 1. En fidelitet
pa 1 motsvarar att den faktiska grinden ar identisk med den ideala grinden, och ju lagre
fideliteten ar, desto sdmre dr implementeringen.

Fideliteten for en implementerad grindoperation Gy definieras [13] som

F(G5) = [ alw) WIgr[Ga (oxeh]1v), (2.18)
dar G;q motsvarar den ideala grindoperationen. Har ar G;q och Gy definierade enligt

Gia([v)|) = U [)| U och Gp(lb)Xeb) = M |y)ap| M, (2.19)

8
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dér U och M &r tidsutvecklingsoperatorerna for den ideala respektive faktiskt implemente-
rade grinden, och Of betecknar det hermiteska konjugatet av operatorn O. Istéllet for att
evaluera integralen i ekvation (2.18) explicit kan vi dock berdkna den pa ett enklare sétt.
Det gar att visa [14] att grindfideliteten kan skrivas pa sluten form som

e (M) [ + T (2t 0)
- N(N +1) !

(2.20)

dar U ar matrisrepresentationen av U [ekvation (2.16) for iSWAP och (2.17) fér CZ], och
M ar matrisrepresentationen av M, projicerad pa berdkningsunderrummet. Talet N ar
dimensionen av detta rum, vilket innebéar att U och M bada ar N x N-matriser. For en

tvakvantbitsgrind spidnns berdkningsunderrummet upp av egentillstanden |00), |01), |10)
och |11), dvs N = 4.

Sa lange kvantbitarnas hamiltonian inte ar perfekt anpassad for att implementera specifika
grindar far elementen i M extra, oonskade faser, som maste kancelleras i efterhand med
hjalp av enkvantbitsgrindar. I och med att den inte ar en observabel kan aven den globala
fasen kancelleras. Faskorrigerande enkvantbitsgrindar (som brukar betecknas Zg [5]) ser ut
som

1 0
1) o
varfor vi kan anse att alla M som gar att skriva pa formen
e'? 0 0 0
L1 0 1 0 0 eilet) 0 0
U/ = e'¥ [0 €i01‘| ® [0 eiQQ] U= 0 0 ei(@_,'_@l) 0 U (222)
0 0 0 cilp+01+02)

har fidelitet 1. For att ta hansyn till detta bor U" anvindas istéllet for U i ekvation (2.20).
Vart att notera ar att Zg-grindar kan implementeras virtuellt utan kostnad i mjukvaran som
kontrollerar experimenten pa Chalmers [15].

2.6 Den roterande referensramen

I verkliga kvantbitar innehaller ofta hamiltonianen (som vi kommer att se) konstanta termer
som endast bidrar till att tillstand paverkas pa ett enkelt, forutsédgbart satt, till exempel i
form av rotationer runt z-axeln pa Blochsfiaren. Darfor kallas denna del av hamiltonianen
ofta for rotationsdelen. 1 och med att dessa termer inte kan anpassas efter vilken grind
man vill applicera ar det enklast att kompensera for dem i efterhand och se till att res-
ten av hamiltonianens termer, interaktionsdelen, genererar en tidsutveckling motsvarande
en grindoperator. For att fa en klarare bild av hur interaktionsdelen paverkar tillstandet
kan man med fordel byta referensram till en som féljer med tidsutvecklingen genererad av
rotationsdelen, den roterande referensramen.

For att ga over till den roterande referensramen borjar vi med att dela upp hamiltonianen H
i sina tva delar, rotationsdelen Hy och interaktionsdelen H;. Féor att mer tydligt se effekterna
av H, kancellerar vi helt enkelt den del av tidsutvecklingen som kommer fran HO, genom
att applicera dess tidsutvecklingsoperator [framtagen enligt ekvation (2.3) med H = Ho],
fast med plus istéllet for minus i exponenten, enligt

Owa(t) = exp(ii / " H (1) dt). (2.23)
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I fallet d& Hy &r tidsoberoende kan ekvation (2.23) forenklas till

Uy(t) = exp<;flot). (2.24)

I den roterande ramen transformeras ett tillstand [¢(t)) alltsa till
[(1))ys = Une(0) [92(1)) (2.25)
och en godtycklig tidsoberoende operator O transformeras enligt
Ovr = Ut (1) OUL(1). (2.26)

Hamiltonianen i denna nya referensram erhalls genom att derivera |¢) , och utnyttja ekva-
tion (2.25) samt Schrodingerekvationen, enligt

0 (O A o [0
o W= 300 ) 10+ i 5 190)
. s o oA H 2.27
= U [0) s + Uiy V) = (zUrfUJf + UrthJf> w0

I den roterande ramen ges alltsa hamiltonianen av _F_lrf = ihUrfUJf+Urfﬁ Ujf, vilket reducerar
till
= U H U (2.28)

Med detta i bagaget ar det dags att ga in pa hur verkliga, supraledande kvantbitar kan
implementeras och modelleras.

2.7 Harmoniska och anharmoniska oscillatorer

For att implementera kvantbitar i verkligheten anvinds ofta kvantmekaniska oscillatorer [5,
s. 3], och darfor ar det av stort intresse att forsta hur dessa fungerar. Den enklaste typen av
oscillator ar den harmoniska oscillatorn. Som vi kommer att se ar den harmoniska oscillatorn
inte en sarskilt bra kvantbit, men den ar anda vard att forsta i och med att andra typer
av kvantmekaniska oscillatorer beter sig pa liknande satt. Hamiltonianen for en harmonisk
oscillator, i form av en partikel med massa m i en parabolisk potential, ges av

. 1
i = szn + e, (2.29)

dér z och p ar operatorerna svarande mot position respektive rorelseméangd och w ér oscil-
latorns karakteristiska vinkelfrekvens (hadanefter bara “frekvens”), som beror pa hur brant
potentialen ar [4, s. 39-54]. Detta kan skrivas om som

N 1
B = hw (a*a + 2) , (2.30)
dir a och a' dr annihilations- och kreationsoperatorerna, definierade [4, s. 39-54] enligt
Q= W(:g_|_223>7 at = mw(:ﬁ_zﬁ) (2.31)
mw
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Namnen pa &' och @ kommer fran att operatorerna i fraga skapar och forstér energi i syste-
met. Nar dessa operatorer opererar pa ett egentillstand |n) hamnar vi nadmligen [4, s. 39-54]
i ett egentillstand som ligger ett steg 6ver respektive under initialtillstandet (multiplicerat
med en skalfaktor), enligt

a'lny =vn+1ln+1), aln)=+vnn—1). (2.32)

Detta medfor att vi far en oandlig foljd av egentillstand svarande mot n = 0,1,2, ..., vars
egenenergier Okar linjart med n enligt

E, = hw(n + ;) (2.33)
Skillnaden mellan intilliggande egenenergier, AF = hw, ar med andra ord konstant. Att
sa ér fallet innebér dock att det dr omojligt att fa nagon specifik 6vergang — till exempel
|0) — |1) — att ske, utan varje process som exciterar |0) till |1) kommer dven att excitera |1)
till 2), |2) till |3), och sa vidare. Detta ar anledningen till att den harmoniska oscillatorn
inte ar en speciellt bra kvantbit. For att 16sa problemet i fraga méste man anvinda en
anharmonisk oscillator, dar potentialen inte dr parabolisk och AFE inte ar oberoende av n.
En av de enklaste anharmoniska oscillatorerna ar den sa kallade Duffingoscillatorn, vars
hamiltonian ges [5, s. 5] av

. h
i = hwata + gaﬁama, (2.34)

dir @ och a' dr definierade s& att de uppfyller ekvation (2.32), och
1
o = ﬁ<AE1_>2 - AEQ_H) (235)

ar den sa kallade anharmoniciteten for oscillatorn. Med hjilp av det som star i ekvation
(2.32) gar det forhallandevis enkelt att visa att denna hamiltonian kan skrivas om som

5 h
A = hwata — 70‘(1 — ata)a'a. (2.36)

Som vi kommer att se i avsnitt 2.8 nedan ar specifikt Duffingoscillatorn en bra approximation
av den typ av supraledande kvantbitar som anvands pa Chalmers.

2.8 Supraledande kvantbitar

I detta avsnitt beskriver vi till att borja med den supraledande linjara LC-kretsen, en har-
monisk oscillator realiserad som en supraledande krets. Darefter gar vi vidare till den typ av
supraledande kvantbit som kallas transmonen och hur man kan anvanda en stéllbar kopplare
i form av en sa kallad split-transmon for att realisera tvakvantbitsgrindar.

2.8.1 Fran harmoniska oscillatorer till transmonkvantbitar

For att fa en battre forstaelse for den underligande dynamiken for supraledande kvant-

bitskretsar ar en bra utgangspunkt den elektroniska versionen av en klassisk harmonisk

oscillator, ndmligen en linjar LC-krets, bestaende av en spole med induktans L och en kon-

densator med kapacitans C', enligt figur 2.2. Det gar att visa att hamiltonianen for en sadan
linjar LC-krets ges av

A2 52

=<2

250 + B (2.37)
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motsvarande summan av energierna lagrade i kondensatorn respektive spolen, dar Q och o
ar operatorerna svarande mot laddningen i kondensatorn och det magnetiska flodet genom
spolen [5, s. 4]. For en mer noggrann hérledning av detta hanvisas till appendix A. Detta
uttryck paminner mycket om hamiltonianen for en harmonisk oscillator, ekvation (2.29)
ovan, om () och ® byts ut mot position x respektive rorelsemangd p. Faktum ar att vi far
ett identiskt uttryck om vi definierar w = 1/v/LC och m = L. Detta innebir dven att vi
kan skriva hamiltonianen for LC-kretsen som

A 1
i= m(a*a + 2) (2.38)

enligt avsnitt 2.7 ovan, om vi definierar kreations- och annihilationsoperatorerna fér den
linjara LC-kretsen som

wL [ ~ N wlL / A 7 A
~_jwl v S (YRt
“=\ 2 <Q + quD)’ @ =\ 2 <Q qu))‘ (2.39)

For att forenkla vissa uttryck som uppkommer brukar man inféra de reducerade flddes- och
laddningsoperatorerna

(2.40)

dar & = 2% ar det magnetiska flodeskvantat [5, s. 4]. Uttryckt i ¢ och 7 blir hamiltonianen

~ 1 ~
H =A4E:n* + §EL¢2, (2.41)
dar )
62 (IDO 1
Eo=—,0chE, =|—]| —. 2.42
R To (%) L (2.42)

Att anvinda harmoniska oscillatorer som kvantbitar fungerar dock inte, som vi kom fram
till i avsnitt 2.7 ovan. For att astadkomma en anharmonisk oscillator kan vi byta ut den
linjdra induktorn i figur 2.2a mot en sa kallad Josephsondvergang, bestaende av tva suprale-
dande lager atskilda av en tunn isolator, enligt figur 2.2b. Denna fungerar som en icke-linjar
induktor, for vilken spanningen och strommen ges av Josephsonrelationerna [5, s. 5]

. hodo
I =1Ising, V=——", 2.43
sin¢ 2e dt (243)
dar I, ar den sa kallade kritiska strommen for Josephsonévergangen. En harledning helt
analog med den i appendix A, fast med dessa uttryck for I och V', ger att hamiltonianen
for systemet blir

H = 4Ec7* — E; cos . (2.44)

Hir ar Eo = €?/(2C%), dir Cx = Cs + C; ar den totala kapacitansen (se figur 2.2) och
Ej; = 1.9q/2m ar Josephsonenergin.

[ samband med att forskningen pa supraledande kvantbitar har fortskridit har praxis konver-
gerat mot att designa kvantbitskretsar sadana att E; > E¢ [5, s. 5], for att gora kvantbiten
mindre kénslig for laddningsstorningar [16]. Ett satt att astadkomma detta ar att se till att
Cs > (', da det gor att laddningsenergin E¢ blir mycket liten. Denna typ av kvantbit kal-
las for en transmon [17], och en jamforelse av potentialen och energinivaerna for transmonen
och en harmonisk oscillator kan ses i figur 2.3.
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T : T

Figur 2.2: Kretsrepresentation av (a) en linjar LC-oscillator med induktans L och kapa-
citans C, och (b) en transmonkvantbit bestdende av en Josephsonovergang (i gult) med
icke-linjar induktans L ; och kapacitans C;, parallelkopplad med en kondensator med kapa-
citans Cs. Figuren ar inspirerad av figur la och 1c i [5].

Beriknings-
1 Funderrum

T -0.57 0 -0.57 m s -0.57 0 -0.57 m
Reducerat magnetiskt flode, ¢ Reducerat magnetiskt flode, ¢

Figur 2.3: Diagram 6ver potentialen for en harmonisk oscillator (till vanster) och en trans-
monkvantbit (till hoger), med energinivaer for egentillstanden utritade. Figuren &r inspirerad
av figur 1b och 1d i [5].

2.8.2 Introduktion av Duffingoscillator-approximationen

For att lattare kunna modellera ekvation (2.44) kan vi gora en Maclaurin-utveckling av
cos ¢ [5, s. 5] och skriva om transmonens hamiltonian som

~ 1A 1 - ~
_ £ 2 Lao Loy 6
H = AEch? + Ey| 56" — 510 +0(é )] (2.45)

dar vi strukit den konstanta termen eftersom den inte paverkar dynamiken. Om vi trunkerar
(2.45) efter ¢?-termen far vi en harmonisk oscillator, varfor vi méste inkludera dven ¢’
termen. Detta ger oss en Duffingoscillator [5, s. 6]! Med andra ord kan vi approximera
hamiltonianen for en transmonkvantbit val med ekvation (2.36). I och med att koefficienten
framfor qZA)4—termen ar negativ kommer dven anharmoniciteten «a att vara det.

2.8.3 SQUID och stallbara transmoner

I vanliga transmonkvantbitar dr den karakteristiska frekvensen w fix. Detta gor det mycket
svart, for att inte sdga omojligt, att implementera tvakvantbitsgrindar med kort operations-
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tid — det ar helt enkelt for svart att paverka kvanttillstandet i kvantbiten utifran pa rétt
sitt. Det finns dock ett vialkant sitt att konstruera transmoner dér w géar att dndra dyna-
miskt genom att applicera ett externt magnetfilt. For att astadkomma detta byter man ut
Josephsonovergangen mot tva identiska parallellkopplade Josephsonovergangar, vilket bil-
dar en sa kallad supraledande kvantinterferensenhet, eller SQUID [18, s. 224-234]. P4 grund
av interferens mellan SQUID:ens tva armar kommer den effektiva kritiska strommen i ba-
da armarna att kunna sinkas genom att applicera ett externt magnetiskt flode ® genom
slingan [5, s. 6], enligt figur 2.4. Detta innebéar att man kan reglera F; med hjalp av det
magnetiska flodet, vilket i sin tur medfér att transmonens karakteristiska frekvens w kan
justeras. En transmonkvantbit med en SQUID istéllet for en enkel Josephsondvergang kallas
for en split-transmon [5, s. 6].

I

=

Figur 2.4: Kretsrepresentation av en symmetrisk transmonkvantbit. Figuren &ar inspirerad
av figur 2a i [5].

Specifikt far vi [5, s. 8] att hamiltonianen fér en split-transmon ges av

H =4E:h? — E;(®) cos ¢, (2.46)

7®
COoS B,

och under antagandet att E; > Eg, vilket ar giltigt s& linge inte ® kommer mycket néra
(5 + n)®y for ndgot heltal n, galler [17] att kvantbitens karakteristiska frekvens ges av

\/8E;Ec — Ec /8E ;E¢
w= - ~ P (2.48)

Med andra ord far vi approximativt att

dar

E;(®) =2E, : (2.47)

w(P) = wyo

cos (gf) ’ (2.49)

dir wq ar den karakteristiska frekvensen vid ® = 0. Att den karakteristiska frekvensen for
en split-transmon beror pa det yttre magnetfaltet ® innebér dock att kvantbiten ar kénslig
for storningar i detsamma. Detta medfor att split-transmonens kvanttillstand inte ar lika
stabilt som kvanttillstand i vanliga transmonkvantbitar, utan snabbare kollapsar pa grund
av interaktion med omgivningen. Med andra ord har kvanttillstand i split-transmoner lagre
koherenstid én transmoner med fix frekvens.
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2.8.4 Tvakvantbitsgrindar med stallbara kopplare

For att astadkomma en kort operationstid utan att kompromissa alltfor mycket med kohe-
renstiden kan man anvinda flera kvantbitar med fix frekvens, ihopkopplade med en stdllbar
kopplare i form av en split-transmon [19, s. 6-7]. Detta innebar enligt ekvation (2.49) ovan
att den stéllbara kopplarens karakteristiska frekvens approximativt ges av

wrp[®(t)] = “J cos<”‘;<f>>

dar wrp ar den stallbara kopplarens ostorda karakteristiska frekvens. For att excitationer
i kvantbitarna med fix frekvens inte ska kunna flytta sig till kopplaren (och ddrmed ldmna
berdkningsunderrummet) maste wrp o véljas tillrackligt langt ifran kvantbitarnas frekvenser
w;. Specifikt maste |wrp o — w;| vara mycket storre an de sa kallade kopplingskoefficienter-
na g; (beskrivna nedan). Att excitationer lamnar berdkningsunderrummet ar i allmdnhet
inte Onskvart, eftersom en kvantdator bara tar hadnsyn till information som finns 7 berak-
ningsunderrummet. Att |wrpo —w;| > g; innebdr att kopplaren ar dispersivt kopplad till
kvantbitarna. Genom att variera det externa magnetiska flodet ® kan vi paverka systemets
tidsutveckling, och dérigenom implementera tvakvantbitsgrindar som iSWAP och CZ.

, (2.50)

Hamiltonianen for N kvantbitar med fix frekvens, sammanldankade genom kapacitiv koppling
till en och samma stéllbar kopplare av denna typ kan, i enlighet med delavsnitt 2.8.2 ovan,
approximeras vl [19, s. 6-7] som

2 -
== 2 {wiajai - %(1 — ala;)ala;
1=

N N «
+ wrp[®(t))akpars — — (

£ 3 gu(al 4 ) (aby + ns).
i=1

Har ar alla inblandade kvantbitar modellerade som Duffingoscillatorer och all koppling mel-
lan dem har férsummats utom den kapacitiva koppling som finns mellan varje kvantbit och
den stéllbara kopplaren (svarande mot den sista termen). For en mer noggrann forklaring
av denna terms utseende hanvisas till appendix B. I figur 2.5 syns ett kretsschema o6ver
systemet, med N = 2. I och med att dven den stéllbara kopplaren ar en kvantbit, &ven om
den inte betraktas som en ur ett informationsperspektiv, maste dven kopplarens energiniva
anges for att specificera ett egentillstand. Vi anvander oss hddanefter av notationen |ijk) for
det egentillstand som motsvarar att kvantbit ett och tva &r i tillstanden |i) och |j), medan
kopplaren &r i tillstand |k).

1 — dypars ) albpars (2.51)

Styrkan pa kopplingen mellan kopplaren och respektive kvantbit bestams av kopplingskoef-
ficienterna g;, som ofta viljs sa att g;/27 &r mellan 30 MHz och 100 MHz. Anledningen till
detta dr att om ¢;/2m < 30 MHz blir det svart att implementera grindar snabba nog att
vara anvandbara, och om g;/27 > 100 MHz slutar kopplingen mellan den stallbara kopp-
laren och kvantbitarna att vara dispersiv, eftersom wrp /27 och w;/2m typiskt bada ar i
storleksordningen nagra GHz [10], [19], [20].

For att kunna anvinda hamiltonianen i ekvation (2.51) numeriskt behover den trunkeras
till ett dndligt antal energinivaer — helst sa fa som mojligt. Detta beror pa att matrisrepre-
sentationen av H (i godtycklig bas) har storleken LY*! x L¥*! om varje kvantbit trunkeras
till L energinivaer, och det ar mycket berdkningstungt att hantera matriser av de storlekar
som fas for stora N och L.
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|
|
\ 2/
78
\ 2/
78

Kvantbit 1 I Kvantbit 2

Stéllbar
kopplare

Figur 2.5: Kretsschema Over vart system, bestdende av tva transmonkvantbitar med fix

frekvens (grona), kapacitivt kopplade till en stdllbar kopplare i form av en split-transmon
(lila).

2.8.5 Tvakvantbitsgrindars implementering

Genom att trunkera alla kvantbitar till tva energinivaer, gora ett antal ytterligare approx-
imationer samt ga over till den roterande referensramen kan man visa [5], [19] att det gar
att uppna en effektiv hamiltonian

;] x (6565 +6767), (2.52)
vilket implementerar en iSWAP-grind, genom att éverfora |01) pa [10) och vice versa. Denna
metod har verifierats experimentellt [19] — for att uppna den effektiva hamiltonianen i fraga
modulerade man ® med en frekvens we & |w; — wsyl, svarande mot energiskillnaden mellan
|01) och |10). Om man istdllet trunkerar systemet till tre nivaer kan man pa ett liknande
sitt troliggora att CZ gar att implementera genom att modulera ® med en frekvens wg ~
lwi + a1 — wy| eller we & |wy — (wg + an)|, i syfte att dverfora energi mellan tillstdnden |11)
och [20) respektive [02) [5], [21]. Aven for CZ har denna metod verifierats experimentellt
[21]. T figur 2.6 nedan syns energinivaerna for de ovan ndmnda tillstanden, vilka man kan
driva 6vergangar mellan for att implementera iSWAP och CZ.

E A
/CZ\

2wy + a1} - (V4
w11+w21——-|20> -’11>‘-/—
2w2 + ag-+ 02>-

w1 1T -|].O>-

ot 01)-

0+ =00)=

Figur 2.6: Diagram Over energinivaerna for de tva kopplade kvantbitarna med overgangar
som kan anvéndas for att implementera iSWAP- och CZ-grindarna markerade.
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Metod

Detta avsnitt &mnar klargéra hur studien genomfoérdes samt ge en 6verblick av mjukvarans
struktur. Sammanfattningsvis skapades mjukvara i Python som kan optimera iSWAP- och
CZ-grindar till sa hog fidelitet som mojligt, genom simuleringar av en given krets. Alla
simuleringar av det kvantmekaniska systemet som diskuteras nedan utférs med hjilp av
Python-paketet QuTip [22], [23]. Andra Python-paket som ocksa anviands i mjukvaran &r
Numba [24], Matplotlib [25], SciPy [26] och NumPy [27]. En fullstandig version av mjukvaran
finns pa GitHub [28].

3.1 Det magnetiska flodet ®(¢)

I och med att de modeller som anvéinds inom denna studie bygger pa ett flertal approxima-
tioner kan man inte forvinta sig att vara resultat gar att anvianda rakt av, utan de maste
sannolikt finjusteras manuellt nér grindarna ska implementeras i verkligheten. For att den-
na finjustering ska vara mojlig att genomfoéra inom rimliga tidslangder ar det av stor vikt
att det magnetiska flodet ®(t), ar parametriserad med endast ett fatal parametrar. I denna
studie anvénds ett magnetiskt flode pa formen

O(t) = O + 4(t) cos(wst), (3.1)

vilket ar en parametrisering som anvants i tidigare studier om detta satt att implementera
tvakvantbitsgrindar [19, s. 2]. I ekvation (3.1) &r © det konstanta flodet, §(¢) den oscillerande
delens amplitud och we oscillationens vinkelfrekvens. Amplituden §(t) ar en o6verlagring
mellan en konstant dp och en ladfunktion med enhetsamplitud samt sinusformade éndar,
vilket illustreras i figur 3.1. Stig- och falltiden fér denna puls, tiden fran att d(¢) = 0 till dess
att 6(t) = dp och vice versa, véljs till 25ns. Anledningen till att den inte valjs till ett lagre
véirde ar for att begriansa méngden hogfrekvent brus som uppkommer nér signalen realiseras
i verkligheten, eftersom det kan leda till minskad grindfidelitet genom att andra 6vergangar,
utover de tilltdnkta, kan aktiveras (se figur 2.6). Den totala tiden for hela pulsen betecknas
fortsattningsvis som tyop.

3.2 Enhetsval i mjukvaran

For att underldtta simuleringen av hamiltonianer pa den form som beskrivs i ekvation (2.51)
kommer vi att arbeta i enheter sadana att 7 och ®q bada ar ett. Att anvinda SI-enheter for
h (som dr ~ 1073* Js) och ® (som dr ~ 107> Wb) i en numerisk berikning tillfér inget vad
géller l16sningarnas utseende, utan gor endast hanteringen av alla flyttal mer komplicerad och
tvingar oss att halla reda pa tva extra konstanter. Med hamiltonianerna och enhetsvalen
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Figur 3.1: Pulsformen f6r det oscillerande flodets amplitud, o6(¢).

klara gar vi vidare till hur styrsignalen ®(¢) kan optimeras for att implementera de tva
beaktade grindarna.

3.3 Kostnadsfunktionen

For att skilja pa en béattre och en samre l6sning anvander vi en kostnadsfunktion. Denna
tar in en lista x med parametrar som bestammer utseendet pa styrsignalen och returnerar
ett tal som ar mindre for béattre 16sningar. Specifikt anvéinder vi oss av en lista x pa formen

r =[O, &, ws, Wre, tmob]- (3.2)

Notera att dven wrp anvands som en optimeringsparameter, trots att den inte &r direkt
kopplad till styrsignalen. Det beror pa att den likvil paverkar wrg[®(t)]. Det returnerade
viardet fran kostnadsfunktionen bestar av ett viktat medelvirde av den negerade grindfide-
liteten for den av anvindaren valda grinden (antingen CZ eller iSWAP), evaluerad vid fyra
olika tidpunkter (ungefir t\op, tmop + 8.51s, tyop + 17ns samt tyop + 25.5 ns). Grind-
fideliteten vid tyop viktas med en faktor 2, och grindfideliteten vid resterande tidpunkter
viktas med en faktor 1. Berdkningen av grindfideliteten sker enligt ekvation (2.20) och an-
ledningen till att kostnaden for en 16sning bildas genom ett medelvéirde av fideliteter, ar att
vissa losningar kan vara valdigt instabila efter att det oscillerande flodet har stiangts av.
Denna instabilitet kommer fran den sa kallade ZZ-kopplingen, som ér en hogre ordningens
interaktion i storningsutvecklingen for kopplingen mellan kvantbitarna. Denna koppling far
faserna for den ena kvantbitens tillstand att utvecklas olika snabbt beroende pa den and-
ras tillstand, och vice versa. Detta gor att det avstédngda systemets tidsutveckling avviker
fran det forvintade. Om kopplingen ar stark kan den ge upphov till en snabb fasutveckling
som i sin tur kan medfora en bade kraftig och snabb minskning i fidelitet efter ¢ = tyop.
Losningar med stark ZZ-koppling ar darfor inte onskvérda, da de ar praktiskt oanviandbara.
For att optimera kostnadsfunktionen kan redan implementerade algoritmer anvandas, vilket
diskuteras narmare i nasta avsnitt.
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3. Metod

3.4 Optimeringsalgoritmer

Vi fattade tidigt under utvecklingen av mjukvaran beslutet att endast redan implementera-
de optimeringsalgoritmer skulle anvindas, for att minimera tiden som utvecklingen skulle
ta. Python-paketet SciPy har ett antal globala optimeringsfunktioner, varav vissa anvinder
gradientbaserade och andra anvinder gradientlosa algoritmer [26]. Gradientbaserade algo-
ritmer bygger pa att gradienten for kostnadsfunktionen ar kédnd eller kan approximeras.
For var kostnadsfunktion (beskriven i avsnitt 3.3) ar det omojligt att berikna gradienten
exakt, och mycket berakningstungt att berdkna den approximativt, da varje evaluering av
kostnadsfunktionen bygger pa simuleringar av fyra olika kvanttillstands tidsutvecklingar.
Ett annat problem med gradientbaserade algoritmer ar att de har en tendens att fastna
vid lokala minima till kostnadsfunktionen. Detta blir speciellt problematiskt i oregelbundna
kostnadslandskap, vilket vi inte vet ifall vi har. Darfor valde vi redan i ett tidigt stadium
att anvanda oss av en gradientlos algoritm.

Gradientlosa algoritmer kraver inte att gradienten ar kénd, varken exakt eller approxima-
tivt. Det ar vanligt att dessa algoritmer bygger pa stokastiska processer, vilket innebar
att sannolikhetsmodeller anvinds for att hitta det globala minimumet. Tre gradientlosa
algoritmer undersoktes under mjukvaruutvecklingens gang, namligen Simplicial Homology
Global-, Dual Annealing- och Differential Evolution-algoritmerna fran SciPy-paketet, och
den algoritm som till slut anvéndes var Differential Evolution-algoritmen. Detta val grunda-
de sig framst pa att den visade sig hitta optimum snabbare én de andra algoritmerna, och
dessutom stodjer den parallellisering, vilket mojliggjorde att flera processorkarnor kunde
anviandas samtidigt av optimeringsalgoritmen for att ytterligare snabba pa exekveringen.

Differential Evolution-algoritmen ar en evolutionar algoritm, dvs den bygger pa naturligt
urval, dér de basta individerna i en grupp av lésningar paverkar nasta generation av individer
i en storre utstrackning an de mindre bra individerna. Néar tillrdckligt manga av dessa
individer konvergerar till en punkt i parameterlandskapet sa avslutas algoritmen, och en
gradientbaserad optimeringsalgoritm tar 6ver for att finslipa l6sningen. En pataglig nackdel
med denna algoritm ar att dess stokastiska egenskap medfor att man inte kan forvanta sig
att finna samma minimum varje gang algoritmen kors med identiska begynnelsevillkor. Man
kan déarfor behova kora algoritmen flera ganger pa samma kostnadsfunktion for att na en
tillfredsstéllande bra losning. I denna studie ansag vi att detta var en rimlig uppoffring.

3.4.1 Parameterlandskapet

Differential Evolution-algoritmen som anvands for att optimera kostnadsfunktionen behéver
inget initialvarde. Istéllet avgransas optimeringen till ett specificerat parameterlandskap, vil-
ket i mjukvaran har definierats enligt intervallen i tabell 3.1. Inom detta parameterlandskap
initialiseras sedan den forsta generationen av individer genom en slumpmaéssig process.

Parameter | © [®g] | &y [Po] | we/27m [GHz] | wrp/2m [GHz] tvop [ns]
Undre gréns | —0.5 0 0 27.5/2m ~ 4.4 50
Specificeras av

anvandaren.

Ovre gréns 0.5 0.25 5/2r ~ 0.8 | 47.5/21 ~ 7.6

Tabell 3.1: Parameterintervallen som definierar det omrade som optimeringsalgoritmen
soker efter minima pa. Maxgransen for tyop valdes som olika virden mindre an eller lika
med 250 ns for olika optimeringar.
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Resultat

For samtliga losningar som presenteras i detta avsnitt har alla kretsparametrar som inte
ingar i optimeringen, men som kravs for att specificera hamiltonianen, valts enligt tabell 4.1.
For att dessa ska vara rimliga har vi tagit inspiration fran ett tidigare genomfort experiment
pa Chalmers [9]. Nedan presenteras tva losningar som stack ut frain méngden, genom snabba
operationstider samt hoga fideliteter, av de 16sningar som hittades med hjalp av mjukvaran.
Samtliga grafer i avsnitten nedan har tagits fram genom simuleringar av systemet med
hamiltonianer trunkerade till fyra energinivaer per kvantbit. Ett storre urval av losningar
som hittades med hjalp av mjukvaran finns i filen main.py pa projektets GitHub [28].

Parameter Varde
{91, 92}/27 50 MHz
{a1, ag, arp}/2m | —150 MHz
wy/2m 4.2 GHz
wa/2m 3.8 GHz

Tabell 4.1: Parametrarna som inte ingar i optimeringen men behovs for att fullt specificera
hamiltonianen for systemet [9].

4.1 Speciellt intressant 10sning for iSWAP-grinden

En speciellt intressant 16sning for iISWAP-grinden som identifierades av mjukvaran pre-
senteras i tabell 4.2. Vért att notera for denna losning ar att we/2m = 390.2MHz =~
lw1 — wa|/2m = 400 MHz.

Parameter Virde
O [Do] —0.3237
do [Po] 3.743 - 1072

we /2w [MHzZ] 390.2
(,UTB70/27T [GHZ] 6.40
wrp(0©)/2m [GHZ] 4.64
tMOD [IlS] 95.1
Fidelitet vid tMOD 0.9945

Tabell 4.2: Parametrarna for den speciellt intressanta losningen pa styrsignalen som rea-
liserar en iISWAP-grind.
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4. Resultat

Da iSWAP-grinden ska verkstélla en tillstandsovergang blir det intressant att studera po-
pulationen for hamiltonianens olika egentillstand, varfoér denna information finns att tillga
i figur 4.1a. Da det i avsnitt 3.3 klargjordes att fidelitetens tidsutveckling kring tyjop ar
intressant for att avgora en 10snings stabilitet, presenteras detta i figur 4.1b.

(a) (b)
1.000
1.0
0.9981
0.81
5
= + 0.996
B o5 é’
S ]
Q i)
@] L 0.9941
a 04
0.21 0.9921
—— Fidelitet
""" tmop
0.0 T T y T T 0.990 y y i T T T T T
0 20 40 60 80 100 85 90 95 100 105 110 115 120
Tid efter grindstart [ns] Tid efter grindstart [ns]

Figur 4.1: (a) Tidsutvecklingen for populationen i de olika egenstillstanden da initialtill-
standet ar |010)-egentillstandet. Tillstandet som tidsutvecklas har transformerats till den
roterande referensramen. (b) Tidsutvecklingen for grindfideliteten kring tiden t\op for den
intressanta losningen till iSWAP-grinden.

4.2 Speciellt intressant 16sning for CZ-grinden

Den speciellt intressanta 10sning for CZ-grinden som identifierades av mjukvaran presenteras
i tabell 4.3. Vért att notera for denna losningen &ar att parametern we /27 = 473 MHz, vilket
kan jamforas med de forvintade 6vergangsenergierna |w; + oy — we|/27 = 250 MHz och
lwi — (wa + )| /27 = 550 MHz. Som vi kan se i figur 4.2 har detta sin forklaring i att denna
16sning inte anvander vare sig [11) <> [20)- eller |11) <« |02)-6vergangen. Tidsutveckling
av CZ-grindens fidelitet kring tyjop for den presenterade l0sningen ar precis som innan
intressant ur stabilitetssynpunkt, och presenteras darfor i figur 4.3. Fideliteten for denna
l6sning verifierades dven for ett system dar kvantbitarna var trunkerade till fem energinivaer
vardera, och det resulterade inte i nagon mérkbar fordndring vad géller fideliteten.

Parameter Virde
O [D] —0.3427
5o [®o] 5.142 - 1072

we /2w [MHzZ] 0.473
WTB70/27T [GHZ] 7.0
wrp(0)/27 [GHz| 4.82
tmop [ns] 113.8
Fidelitet vid tMOD 0.999

Tabell 4.3: Parametrarna for den speciellt intressanta l0sningen pa styrsignalen som rea-
liserar en CZ-grind.
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Figur 4.2: Tidsutvecklingen for populationen i de olika egentillstanden da initialtillstandet
ar |110)-egentillstandet. Tillstandet som tidsutvecklas har transformerats till den roterande
referensramen.
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Figur 4.3: Tidsutvecklingen for grindfideliteten kring tiden ty;op for den intressanta los-
ningen till CZ-grinden.
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Diskussion och slutsatser

De fideliteter och operationstider som presenteras i avsnitt 4 ar mycket bra jamfort med de
fideliteter och operationstider som hittills demonstrerats experimentellt for CZ- och iSWAP-
grindar i denna arkitektur. For att jamfora grindimplementationer med fideliteter néra 1 ar
det mer praktiskt att anvianda sig av det sa kallade grindfelet, definierat som ¢ = 1 — F,
dar F' ar grindfideliteten. De i nuléget basta CZ- och iISWAP-grindarna som realiserats i
denna arkitektur har ecz = 8.9-1073 och gigwap = 1.3- 1072 [20], medan vira losningar
har ecz = 9.4 - 107 och gi5wap = 5.5 - 1072 vid ¢t = tyop. Faktum ar att fideliteten for var
iISWAP-grind fortsiatter att oka i cirka 212 ns efter ¢ = ty\;op, och vi uppnar ett minimalt
grindfel som &ar &nnu ligre (ungefér 3.3 - 1072). For att en grind ska vara praktiskt anvindbar
maste den [29] ha ett grindfel p& under cirka 1-1072.

Utover att de har hog fidelitet dr vara grindar, med operationstider pa 114 ns for CZ och 95 ns
for iSWAP, betydligt snabbare dn de som hittills demonstrerats i praktiken i var arkitektur.
De ovan nimnda grindarna med ecy, = 8.9 - 1073 respektive giswap = 1.3 - 1072 hade till
exempel operationstider pa 188 ns respektive 130 ns [20]. Det finns dock anledningar att tro
att vara losningar ar lite val optimistiska. Den framsta av dessa ar att den modell av kretsen
i figur 2.5 som vi anvant i var mjukvara bygger pa ett antal approximationer. En annan ar
att vi inte tagit hédnsyn till det bidrag till grindfelet som kommer fran dekoherens. Enligt en
annu opublicerad studie [30] ar dekoherensbidraget till grindfelet dock troligen mindre &n
1073 for grindar i var arkitektur med operationstid under 100 ns, givet att vara kvantbitar
har en koherenstid i storleksordningen 100 ps.

Ett exempel pa en approximation vi gor dr att vi modellerar alla transmonkvantbitar som
Duffingoscillatorer. Som namnt i teoridelen borde detta inte ge upphov till speciellt stora
fel, eftersom Duffingapproximationen av transmonens potential ar korrekt upp till (9((56).
Dessutom trunkerar vi dock varje Duffingoscillator till fyra energinivaer, men inte heller
detta borde ge upphov till mer an sma fel. I en nyligen genomford studie visade det sig till
exempel att man genom att trunkera hamiltonianen till fem energinivaer istéllet for fyra
endast forandrade grindfideliteten for iSWAP- och CZ-grindar med operationstider pa cirka
400ns med 1.6 - 1077 respektive 9.8 - 1075 [31].

Vidare forsummar vi de sa kallade utldsningsresonatorernas paverkan pa kretsen. Dessa ar
supraledande linjara LC-kretsar som via en svag kapacitiv koppling till kvantbitarna kan
anvandas for att ldsa av kvantbitarnas tillstand. Deras paverkan pa systemet ar liten — i
den ovan namnda studien ledde deras inkludering exempelvis till en forandring i fidelitet
pa upp till ca 1-1072 for grindarna med operationstider pa cirka 400 ns [31]. T och med att
grindarna i friga hade grindfel i storleksordningen 1 - 1072 (betydligt hégre én vara grind-
fel) sa &r det inte uppenbart att fideliteten for vira grindar skulle fordndras lika mycket.
Exakt hur liten utldsningsresonatorernas paverkan ar pa systemet bor undersokas narmare
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5. Diskussion och slutsatser

i framtida forskning. Ytterligare en sak vi forsummar i var mjukvara ar den koppling mellan
kvantbitarna i systemet som inte sker via den stallbara kopplaren. Enligt vara handledare
[32] &r dock den arkitektur vi modellerar designad sa att kopplingen mellan kvantbitarna
via den stéallbara kopplaren ar flera storleksordningar starkare dn all annan koppling mel-
lan kvantbitarna. Foljaktligen borde det inte heller vara ett problem att vi forsummar all
koppling mellan kvantbitarna som inte sker via den stallbara kopplaren.

Nagot annat som bor ndmnas dr att ekvation (2.50) inte haller nér ®(¢) kommer i ndrheten
av 0.5Pg, eftersom det ar en approximation som endast géller da E 7/Ec > 1 for den
stallbara kopplaren. For de tva losningar som presenteras i avsnitt 4 ovan nar vi maximalt
D = 0.361P, for iISWAP och ®,,,, = 0.394P for CZ. Insattning av detta tillsammans
med E¢/2mh = |arg|/27 = 150 MHz i (2.49) och (2.48) ger att var iSWAP-grind som lagst
nir £;/Fc ~ 103, medan var CZ-grind som ligst nar E;/FEc ~ 96. Med andra ord lar
approximationen i fraga inte leda till nagra signifikanta fel for just dessa 16sningar, men om
l6sningar med P, mycket nira 0.5®, tas fram med hjilp av var mjukvara bor de tas med
en nypa salt. Sddana l6sningar lar dessutom vara svara att realisera i verkligheten, eftersom
det ar svart att fa till perfekt symmetriska split-transmoner, vilket leder till ytterligare
avvikelser fran beteendet som forutspéas av ekvation (2.50) for ® i nérheten av 0.5®, [5,
s. 5-6.

Utover den laga operationstiden och hoga fideliteten for grindarna i avsnitt 4 ar det nagot
annat som ar anméarkningsvért, namligen att var CZ-grind inte anvinder nagot av de we
som man forvantar sig utifran teorin (se avsnitt 2.8.5). Utifran virdena i tabell 4.1 férutspar
teorin att we/2m = 250 MHz och we/2m = 550 MHz kan anvéindas for att realisera en
CZ-grind, medan var CZ-grind anvander wg /21 &~ 473 MHz. Detta kan jamforas med var
iISWAP-grind, som anviander we =~ 390 MHz, vilket ligger nara det forvantade véirdet we =
400 MHz. Att var 16sning for CZ inte anvander ett we i narheten av det forvintade syns
ocksa pa tidsutvecklingen for populationen i de olika egentillstanden (se figur 4.2). Ingen
populationsoverforing sker mellan vare sig [110) och |200) eller |110) och [020). Istéllet
verkar en partiell populationsoverféring [110) <+ [002), |[110) <> |101) samt [110) <> |011)
ske, men hur detta ger upphov till en bra CZ-grind ar oklart och bor utforskas ndrmare i
vidare forskning. Det ar mojligt att var CZ-grind helt eller delvis fungerar tack vare ZZ-
kopplingen som diskuteras i metodavsnittet. Aven denna méjlighet bér undersdkas mer
noggrant i framtida forskning.

Summa summarum finns det anledning att tro att vara losningar inte ar riktigt lika bra i
verkligheten som de ser ut att vara i var mjukvara. Det bor dock finnas grindar med hog
fidelitet for liknande vérden pa parametrarna. Det enda siattet att komma fram till om sa
verkligen ar fallet ar dock att experimentellt undersoka parameterrummet i nérheten av
vara losningar. Skulle det visa sig att inga bra losningar gar att hitta behdvs antagligen
en battre modell — till exempel bor mojligheterna att anvinda en battre approximation for
wrp(P) vid & ~ 0.5P, undersokas. For att fa en bild av robustheten for lésningarna som
var mjukvara hittar skulle mjukvaran kunna utokas med funktionalitet for att undersoka
parameterrummet kring dem. Hur som helst utgér den mjukvara vi skapat en utmarkt
startpunkt for framtida optimering av tvakvantbitsgrindar. I och med att man maste anpassa
styrsignalen efter de grindparametrar man har lar det i vilket fall vara svart att implementera
specifikt de CZ- och iISWAP-grindar som presenterades i avsnitt 4 ovan. Istillet far man méta
vilka grindparametrar man har och sedan optimera styrsignalen utefter dem.
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A

Harledning av hamiltonianen for en
linjar LC-krets

I en LC-krets oscillerar energin mellan att lagras som magnetisk energi i en spole med
induktans L och elektrisk energi i en kondensator med kapacitans C. Den 6gonblickliga
tidsberoende energin for varje kretselement kan uttryckas som

B = [ VI, (A1)

dar V(t') och I(t') betecknar spdnningen éver respektive strommen genom kretselemen-
tet i fraga. Kretsens tillstand kan beskrivas med generaliserade koordinater, i form av det
magnetiska flodet ® genom spolen, samt dess tidsderivata ®. Det magnetiska flodet ges av
tidsintegralen av spanningen, enligt

o(t) = /t V() dt . (A.2)

Genom att utnyttja de kinda relationerna

df

= = A.
V % (A.3)
och av

for spanning och strom, i kombination med ekvation (A.1) och (A.2), kan vi uttrycka kretsens
“kinetiska” energi som

1 .
To = §C<I>2, (A.5)
och dess “potentiella” energi som
1

Skillnaden mellan dessa ar lagrangianen for kretsen, som entydigt bestdmmer systemets
tidsutveckling [5, s. 3-4], och dven kan anvindas for att berdkna systemets hamiltonian.
Lagrangianen for systemet blir med andra ord

1

_ _1 '2_7 2
L=To—Uy = 508 - a2 (A7)

Systemets hamiltonian ges sedan av lagrangianens Legendretransformation [5, s. 3-4], enligt

AL 1, 1,
H= 2d- L= 00 0" (A.8)
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A. Hérledning av hamiltonianen fér en linjar LC-krets

D4 laddningen @ i kondensatorn ar relaterad till ® genom Q = C® gar detta att skriva om
till

Q2
H=—+— A.
50 + (A.9)
Eftersom ) och ® uppfyller Poissonparentesrelat1onen
5<I> 0Q Q0P

kommer deras operatormotsvarigheter i den kvantmekaniska linjara LC-kretsen att uppfylla
kommutationsrelationen

6,0] =60 - 0 = (A11)
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B

Hamiltonianen for en
sammanlankande kondensator

Hamiltonianen for en kondensator som kopplar ihop tva transmonkvantbitar ges av ope-
ratormotsvarigheten till den lagrade energin. Med andra ord far vi, om kapacitansen for
kondensatorn ar Cj, att
= 10,(0 — V) = 0, (V2 + 02 — 2031 B
—§g(1_2)—§g(1+2_ 12)= (B.1)

eftersom V; och Vs kommuterar. Om kretsarna som kopplas ihop ér transmonkvantbitar
med kapacitanser C och Cy géller

p-le, (@, @ 90,0 (B.2)
da Q; = C;V;. De tva termerna med Q2 och Q2 kan bakas in i de delar av hamiltonianen som
beskriver respektive kvantbit genom att andra deras effektiva karakteristiska frekvenser. Om
C, < €4, Cy ér justeringen av de karakteristiska frekvenserna som krévs dock mycket liten.
Den aterstaende termen ges av
Cy
€10,
vilket enligt ekvation (2.39) kan uttryckas som

o=

Q1Qo, (B.3)

A

H' = gis(an +al) (a2 + i) (B.4)

for en viss kopplingskoefficient g;s.
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