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Forord

Detta #r ett kandidatarbete vid institutionen for Matematiska Vetenskaper vid Chalmers Tekniska
Hogskola under varterminen 2023. Vi vill inledningsvis tacka handledare Sergei Zuyev for kontinuer-
ligt stod och vigledning under arbetet. Vi vill dven tacka Hans Malmstréom for hans respons pa ett
tidigt utkast av rapporten och Marco Schirone for hans hjilp med kéllor och kéllhénvisning.

Arbetet har skrivits av sex forfattare och vad som skrivits av vem hittas i tabell (1). Det finns utéver
detta en loggbok dér det varje vecka antecknats vad alla medlemmar gjort under veckan och hur myc-
ket tid de lagt. Denna logghok &r uppdelad i tva delar, en del med hur mycket tid medlemmarna
lagt med en kort forklaring av vad de gjort samt ett ldngre dokument dér det star mer noggrant vad
medlemmarna gjort. Samtliga forfattare &r 6verens om att alla bidragit till projektet och att alla har
varit delaktiga i utvecklandet av Python-koden. Vilka delar som varje forfattare kan tillskrivas framgar
fran tidigare ndmnda loggbok.

Under arbetets gang har dessutom versionshanteringsystemet Git anvénts och alla implementatio-
ner i Python finns att tillga i ett delat GitHub-projekt. Detta kan hdmtas fran https://github.com/
Miralleyan/Kandidatarbete.
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Bakgrund
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Samuel, Johan, Joel

Bayesianska neurala nitverk Samuel
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PyTorch Filip, Joel
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Matt Joel, Filip
Differentiering av matt Filip
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Metod Johan Texten innan sektion 3.1 borjar
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Populirvetenskaplig presentation

Under de senaste aren har det blivit allt mer vanligt att anvéinda sig av applikationer som bygger
pa artificiell intelligens. For att skapa artificiell intelligens anvinds olika former av maskininlédrning.
Maskininldrning kan beskrivas som metoder for att fa en dator att ldra sig ett antal regler fran en
méngd data, utan explicit instruktion fran anvindaren. Med hjilp av dessa regler ska exempelvis en
uppgift kunna 16sas eller forutsigelser ges utifran ny indata.

Ett omrade dar maskininldrningsprocesser har implementerats och som vixt mycket de senaste aren
ar i rekrytering till foretag vilket &r en etisk aspekt som tas upp i texten. Har ges forutséigelser pa hur
vil en viss individ hade presterat i rollen den soker, utifran data som beskriver hur vil individer med
liknande egenskaper har presterat i en liknande roll tidigare. Det blir i detta fall tydligt hur verktyg
som bygger pa maskininlarning paverkar minniskor och vilka samhélleliga konsekvenser de kan ge. Det
ar 1 dessa tillimpningar, som kan paverka ménniskor och samhéllet i stort, viktigt att verktygen kan
ge goda forutsigelser for ny indata.

I maskininldrningsprocesserna anvindes ofta sa kallade artificiella neurala néitverk. Traditionella arti-
ficiella neurala nitverk bestar av noder eller neuroner som sammankopplas med hjilp av linkar mellan
de olika noderna. Detta dr inspirerat av hur den mé#nskliga hjdrnan fungerar. Noderna struktureras i
ett antal lager dir antalet noder i varje lager kan variera. Antalet lager kan ocksa variera men i det
enklaste fallet finns ett lager for indata, ett lager for utdata samt ett mellanliggande lager som kopplar
indata till utdata. Varje link gar da fran varje nod i ett lager till varje nod i ett nérliggande lager.
Lankarna har ocksa en associerad vikt vilken beskriver hur stark en viss sammankoppling #r mellan
tva noder. Dessa vikter kan sedan modifieras och det dr just det som hinder néir det neurala nétverket
lar sig regler for hur en viss indata bor ge en viss utdata.

Ett problem som vanligen uppstar nédr det neurala ndtverket ldr sig regler utifran tréningsdata ar
overanpassade nitverk. Overanpassning (eng. overfitting) innebir att det neurala niitverket r allt for
vil anpassat pa den data som datorn lért sig regler utifran. Nér det neurala nitverket sedan ska ge
forutsidgelser pa ny indata blir férutsidgelserna bristfilliga. Detta kan antingen bero pa att den da-
ta som nétverket trdnat pa ej ar representativ for alla mojliga viarden pa indata eller att méngden
tréaningsdata helt enkelt &dr for liten. Det &r i denna typ av fall som sa kallade bayesianska neurala
nitverk kan vara anvéndbara.

Medan traditionella neurala ndtverk har linkar bestdende av numeriska vikter har istéllet bayesi-
anska neurala nétverk liankar dér ett tal slumpas varje gang enligt en given regel. Varje lank ar alltsa
inte ett enstaka virde utan istéllet en slumpvariabel. Modeller som bygger pa bayesianska neurala
nitverk kallas stokastiska i motsats till de traditionella, deterministiska modellerna. Eftersom varje
lank i néatverket har en sannolikhetsfordelning finns det en inbyggd variation i nétverket. Detta kan
gora att ndtverket inte blir 6veranpassat till trdningsdata och genom att studera ldnkarnas sannolik-
hetsfordelningar ges en bild av hur sikert ndtverket dr, samt vilka andra mdjliga virden modellens
resultat kan anta.

I detta projekt utforskas bayesianska neurala ndtverk, framst genom att undersoka metoder for att
hitta den lampligaste sannolikhetsfordelningen for en viss dataméngd. Metoder som syftar till att hitta
de lampligaste 16sningarna till ett specifikt problem kallas optimeringsalgoritmer. Vi studerar optime-
ringsalgoritmer dmnade att hitta en sannolikhetsférdelning som kan ha gett upphov till observerad
data. Specifikt testas en metod som tidigare i stor utstrickning inte anvénts for just neurala nétverk.
Metoden testas pa olika typer av data och jimfors sedan med andra metoder med liknande syfte.



Abstract

Artificial intelligence and neural networks is currently a highly debated topic. In this paper, we
will investigate some methods for optimization on measures which could be used to implement so
called Bayesian neural networks. These can potentially be used to avoid overfitting and to model
the uncertainty in the output of neural networks.

Using Python and PyTorch we have implemented three models designed for Bayesian regres-
sion: Steepest descent algorithm for fixed total mass problem, polynomial regression and linear
regression. These are three distinct ways to model data, and we will investigate how effective and
precise they are given the same data.

Linear combination of stochastic variables describes a measure as a sum of stochastic variables
multiplied with an arbitrary function. By assuming gaussian distributions for the stochastic varia-
bles some assumptions can be made, which make calculations simpler. During testing, this model
showed high precision but was the slowest to converge to an answer.

The polynomial neural network is similar to the linear combination in that the functions are
terms in a polynomial. However, the method to solve it is different as it uses a neural network and
never calculates the parameters of the stochastic variables explicitly. It returns functions that for
input z returns the mean values or standard deviation in that x. The precision for this method is
somewhat poorer, but it converges faster.

Steepest descent algorithm for fixed total mass problem has never been used together with neural
networks and automatic differentiation. For this method, we make no assumptions on the distribu-
tion of the measure and instead represent it as a finite amount of discrete atoms. The mass of the
atoms are adjusted to minimize a loss function, but the total mass is preserved. With this function,
any function can be described and stochastic variables can be either dependent or independent.
This method appears to need more data to train on for the results to be within acceptable preci-
sion, but is the fastest to converge.

Different loss functions are tried, however, we conclude that the logarithmic loss function is the
most accurate for us. This loss function is used in all tests. For future papers, it could be valuable
to investigate the method’s ability as a part of larger networks, as this paper only cover simpler
problems with few parameters. We conclude that further reaserch is needed before the steepest
decent algorithm for fixed total mass is practical for use in large stochastic models like Bayesian
neural networks.



Sammandrag

Artificiell intelligens och neurala nétverk ar just nu ett mycket omdebatterat &mne. I denna rapport
undersoks metoder for optimering av matt, vilka kan anvéndas i implementationen av bayesians-
ka neurala ndtverk. Dessa nétverk kan potentiellt forhindra dveranpassning till tréningsdata, och
mojliggor kvantifiering av osdkerheten for utdata.

Med hjélp av Python och PyTorch har tre modeller designade for bayesiansk regression implemente-
rats: optimering 6ver diskreta matt, polynomisk modell och linjirkombination av normalférdelade
stokastiska variabler. Dessa har distinkta tillvigagangsétt att modellera data. I synnerhet un-
dersoks hur effektivt och exakt de kan anpassas till given data.

Linjarkombination av stokastiska variabler beskriver ett matt som en summa av stokastiska va-
riabler multiplicerat med en godtycklig funktion. Genom att anta att stokastiska variablerna &r
normalférdelade kan stora forenklingar goras vilket gor algoritmen relativt okomplicerad. Vid test-
ning pavisar denna metod god férmaga att modellera data med hog precision, men konvergerar
langsammast.

Det polynomiska neurala nétverket efterliknar linjarkombinationen vid fallet att funktionerna &r
termer i ett polynom. Losningsgangen dr dock annorlunda da ett neuralt ndtverk anvénds och att
stokastiska variablernas parametrar inte beriknas explicit. Istéllet matar nédtverket ut en samman-
satt funktion for medelvirde respektive standardavvikelse. Denna metod har nagot sdmre precision
men snabbare konvergenstid.

Optimeringsalgoritmen Over finita diskreta matt &r tidigare outforskad i samband med neurala
nitverk och automatisk differentiering. Hir gors inga antagelser om mattets form utan det re-
presenteras helt av ett finit antal diskreta atomer. Atomernas massa justeras for att minimera
en malfunktion men mattet bibehaller dess totala massa. Med denna metod kan valfri funktion
beskrivas och stokastiska variablerna kan antas vara beroende eller oberoende. Testning tyder pa
att denna metod kriaver fler datapunkter att trina pa for att erhalla en acceptabel precision men
ar den snabbaste att konvergera av de tre.

Olika malfunktioner undersoks, men det faststélls att log-likelihoodfunktionen &r den béasta for
stokastiska variabler. Denna anvénds sedan for alla tester. Det kvarstar att underséka metodernas
effektivitet i storre nétverk da denna rapport endast behandlar enklare problem med ett fa antal
parametrar. Slutsatsen dr att vidare forskning f6r optimeringsalgoritmen &ver finita diskreta matt
krdvs innan metoden &r tillampbar i stora bayesianska neurala natverk.
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1 Inledning

Neurala nétverk har visat sig anvindbara inom maskininlarning, specifikt d& de applicerats inom bild-
och sprakanalys. Ett stort problem med neurala nitverk dr det fenomen som kallas éveranpassning.
Overanpassning innebér att en modell, i detta fall ett neuralt nitverk, anpassar sig for vil till trinings-
data och dérfor inte kan beskriva ny data som den inte tidigare observerat. Det &r intressant att forsoka
studera hur detta problem kan undvikas.

Bayesianska neurala nitverk (BNN) ér en typ av neurala nitverk som utnyttjar stokastiska parametrar.
De kvantifierar oséikerheten i en modells forutségelser, vilket kan gora dem robustare vid tillimpning.
Da parametrarna dr stokastiska variabler kan dven problemet med Gveranpassning undvikas, da mo-
dellen alltid kommer variera kring medelvérden.

Ett problem med BNN ir att de dr mer berikningstunga én traditionella neurala nétverk (TNN).
Detta beror pa att parametrarna i ett BNN dr sannolikhetsmatt och trédningen av dessa krdver mer
berakningskraft da varje sannolikhetsmatt innehaller mer information &n parametrar i ett TNN. Dérav
kan de bli opraktiska eftersom det tar lang tid att tréina och utvérdera pa en storre dataméngd. Det &r
déarfor av intresse att studera algoritmer som effektiviserar optimeringen 6ver sannolikhetsmatt.

En algoritm for optimering éver matt som visat sig effektiv ar Steepest descent algorithm for fixed total
mass [21], vilken i denna rapport bendmns ”optimeringsalgoritm &ver finita diskreta matt” (OFDM).
Algoritmen pastas i rapporten vara en sann ekvivalent till ”sjunkgradient” (eng. gradient descent),
som &r en etablerad algoritm inom matematisk optimering [3]. Detta motiverar att den teoretiskt sett
bor prestera vil vid optimering av funktioner 6ver sannolikhetsmatt.

Denna algoritm har studerats i syfte att implementeras som en del av ett BNN tidigare [12] och da
pastods att algoritmen ej var praktisk for denna tillampning, da den var svar att skala for hogre dimen-
sioner. Forfattarna beskriver hur det inte &r uppenbart hur metoden ska kunna integreras med moderna
tekniker for neurala natverk. OFDM utvérderas dock ej explicit i rapporten. Vi anser att det dr intres-
sant att utvirdera metoden vidare i syfte att implementeras i neurala nétverk. Vi &mnar att jimfora
OFDM med andra algoritmer och visa att algoritmen kan vara effektivare &n dessa alternativ.

Den tidigare implementationen av algoritmen skedde i programmeringsspraket R. En implementering
med Python-biblioteket PyTorch &r ett framsteg da vi med detta kan berdkna gradienten for funktio-
ner automatiskt. En sadan implementation skulle déarfér kunna vara berdkningsméssigt snabbare én
tidigare och darfér kunna appliceras pa storre néitverk.

1.1 Syfte

Syftet med arbetet &r att studera olika typer av optimeringsalgoritmer for BNN. I synnerhet ska en al-
goritm [21] som tidigare inte utnyttjat automatisk differentiering implementeras med hjilp av Python-
biblioteket PyTorch. Denna metod ska sedan jamforas med andra metoder, specifikt ”linjairkombination
av stokastiska variabler” samt ”polynomisk modell med normalférdelade koefficienter”.

1.2 Avgrinsningar

Projektet kommer enbart att implementeras i programmeringsspraket Python dér det redan existe-
rande biblioteket PyTorch utnyttjas. Detta for att uppritthalla en tillréicklig hog abstraktionsniva
med anvindning av redan implementerade funktioner fér maskininldrning. En specifik funktion som
utnyttjas dr att gradienten automatiskt beridknas for tensorer i PyTorch.

Det finns manga mojliga vigar for projektet, men pa grund av begréansad tid har fokuserar rapporten
pa en jamforelse. Pa grund av en given tidsram undersoks och behandlas endast de algoritmer som
anses mest relevanta. Nagon omfattande jimforelse med traditionella neurala nétverk kommer heller
inte genomforas.



2 Bakgrund

I detta avsnitt etableras nédvindig teori bakom bland annat bayesiansk statistik, neurala néatverk samt
matt.

2.1 Bayesiansk statistik

Bayesiansk statistik grundar sig i Bayes lag, vilken kan definieras enligt foljande:

Lat Ay,..., A, vara n disjunkta hidndelser, dir U} ; A; = Q utgér rummet av alla mojliga héndelser.
Bayes lag siger da att sannolikheten, P, for hiindelse A; givet en hiindelse B ges av

P15 = ZEZOE, (1)

Bayes lag anvénds i en metod kallad bayesiansk inferens, vilket &r en typ av statistisk inferens, som
anvéands for att bestimma egenskaper hos en okind sannolikhetsfordelning.

Bayesiansk inferens utgar fran att vi har en hypotes for fordelningen av en parameter. Denna hypotes
kallas en a priori-férdelning och vi stker den riktiga férdelningen for parametern. For att berdkna
den fordelningen behover vi uppdatera var a priori-fordelning med hjilp av data som vi observerar. Vi
stéller upp en statistisk modell fér hur sannolik var observerade data ér givet ett viirde pa parametern.
Denna modell kallas for en likelihoodfunktion. En a posteriori-fordelning, d.v.s. var nya hypotes om
hur fordelning av parametern ser ut givet observerad data, kan da beridknas via

P(E|H)P(H)

P(H|E) = ==, )

dir H #r hypotesen for parametern och F &r data som observerats. P(F|H) anger likelihoodfunktio-
nen, P(H) &r a priori-férdelningen och P(F) anger den sa kallade marginella férdelningen, vilket dr
fordelningen for var data oberoende av hypotesen. Denna metod kan anvéndas for att uppdatera en
initial hypotes géllande en parameters férdelning efter att data har observerats, vilket &r anvéndbart i
situationer dar det dr svart eller till och med oméjligt att bestdmma en fordelning pa férhand.

2.2 Neurala niatverk

Neurala nétverk (NN) ér strukturer som anvénds inom maskininldrning fér att skapa modeller som
exempelvis klassificerar data eller implementerar regression till olika funktioner. Som namnet antyder
imiterar dessa néitverk biologiska neurala nitverk, som exempelvis en ménsklig hjdrna, och ar pa sa sitt
uppbyggda av noder och kopplingar mellan dessa noder. Dessa noder, eller neuroner, betraktas som
funktioner som tar in en uppséttning variabler som indata och returnerar dérefter ett vérde.

Dessa noder delas in i lager vilka innehaller de noder som tar utdatan fran foregaende lager och vars
utdata skickas till ndsta lager av noder. Detta illustreras i figur 1a. Varje nod bestar av en linjar funktion
plus en konstant, som sedan ges till en sa kallad aktiveringsfunktion. Istéllet for en transformation for
varje nod beskrivs ofta istéllet hela lager dér ett lager beskrivs enligt

f®)=g9(Ax+b), f:R" — R™. (3)

x = [r1,79,...., )7 #r utdatan fran det foregiende lagret, A € R™*" innehaller nodernas vikter,
b € R™ deras sa kallade bias, och g : R™ — R™ &r aktiveringsfunktionen[10]. Hér representerar varje
element i utdatan virdet av en nod i detta lager.

Att flera lager av dessa funktioner kan approximera okinda funktioner visas av de sa kallade universella
approximationssatserna, vilka kommer i lite olika former beroende pa vilka aktiveringsfunktioner som
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(a) Traditionellt neuralt nitverk. (b) Bayesianskt neuralt néitverk.

Figur 1: Schematiska bilder 6ver olika neurala nétverk.

anvinds, hur manga noder ett lager far innehalla, samt hur manga lager som anviinds [17] [18]. Detta
ar den teoretiska bakgrunden till hur NN har lyckats gora allt fran identifiering av objekt i bilder till
rostigenkdnning med mera.

2.3 Bayesianska neurala nitverk

Genom att sétta ihop teorin i de tva sektionerna ovanfor, 2.1, och 2.2, kan en ny typ av neurala nitverk
skapas. Dessa kallas bayesianska neurala niitverk (BNN). Ett bayesianskt neuralt nitverk anvéinder sig
av stokastiska variabler som parametrar istéllet for att anvinda entydiga reella tal, se figur 1b. Dessa
stokastiska variabler uppdateras i traningsskedet av nédtverket genom att strategiskt anvénda sig av
bayesiansk inferens. Det bayesianska nétverket &r tdnkt att kunna trdna en mer robust modell, som
undviker problemet dar en modell blir 6vertrinad pa en viss dataméngd och dérav presterar daligt
pa ny indata. BNN pastas dven kunna ge en béttre bild av osékerheten i en modells prediktion, da
prediktionen #r beroende av stokastiska variabler [28].

2.4 Olika former av regression

I neurala nétverk anvénds regression av olika slag under triningsskedet for att uppdatera dess para-
metrar. I foljande kapitel presenteras teorin for relevanta varianter av regression.

2.4.1 Linjir regression

Lat y vara en stokastisk variabel given av
y=ax+b+e, (4)

diir a,b € R dr konstanter och € ~ N(0,02) dr en normalférdelad stokastisk variabel. Detta innebr
att avvikelser fran y = ax + b &r normalfordelade, det vill sdga

y ~ N(a+ bx,o?).

Detta kallas for en linjir regressionsmodell. Linjéir regression innefattar anpassningen, eller regressio-
nen, av denna modell y till data x, vilken gors genom maximering av sannolikheten att var data = skulle
genereras fran modellen, vilket gors genom att skatta parametrarna a och b i modellen. Det existerar
teoretiska metoder for att goéra detta exakt [2], men regressionen kan dven utforas via matematisk
optimering, med en funktion for sannolikheten av var data givet modellen som malfunktion.



2.4.2 Polynomiell regression

Vi kan dven studera modeller som beskrivs av generella polynom. Vi antar da att y dr en stokastisk
variabel beskriven av

K
Y= Zakxk + €, (5)
k=0

diir ar, € R, Vk € {0,1,..., K} och e ~ N(0,0?). Detta kallas for en polynomiell regressionsmodell, dér
polynomet i fraga har grad K. Denna generalisering av regressionsproblem fran linjéra till polynomiella
gjordes forst av Gergonne [15].

2.4.3 Stokastisk polynomiell regression

Parametrarna i dessa regressionsmodeller behover inte vara bestdmda vérden, utan kan dven antas
vara stokastiska variabler [8]. Lat ay, k& € {0,1,..., K}, for nagot K € N, vara stokastiska variabler
med nagon férdelning, det vill séiga ay ~ g, dir g dr en sannolikhetsfordelning. Da kan en stokastisk
regressionsmodell stéllas upp

K
y = Z ot (6)
k=0

En sadan modell kan battre beskriva samband dir de beskrivande parametrarna inte kan antas vara
bestdmda varden, utan bor antas vara stokastiska. Det &dr enbart denna typ av stokastiska regres-
sionsmodeller som kommer studeras i denna rapport. En stokastisk regressionsmodell kan ses som det
enklaste exemplet av ett BNN, dédr vi enbart studerar en nod med en funktion beskriven av regres-
sionsmodellen.

2.5 Matematisk optimering

Det centrala problemet inom matematisk optimering handlar om att minimera (eller maximera) en
viss funktion, kallad malfunktion, av variabler. Variablerna kan dven ha likhets- eller olikhetskrav, som
begréinsar vilka viarden de kan anta. Detta kan formuleras matematiskt som

minimera f(z)
X

sa att = > g(x), (7)
x = h(z),
reX.

Hér &r f malfunktionen som ska minimeras, x variablerna, X definitionsméngd fér variablerna, g och
h begrinsande funktioner for variablerna. Ett optimeringsproblem pa denna formen kan sedan losas
med en optimeringsalgoritm. Exempelvis kan sjunkgradient anvindas for problem utan begridnsande
funktioner [3].

2.6 PyTorch

Projektet skrivs i Python och Python-biblioteket PyTorch anvinds for att realisera neurala nétverk
och for mojligheten att automatiskt differentiera tensorer. Informationen i féljande avsnitt ar tagen
fran PyTorch officiella dokumentation [14].

En tensor i PyTorch &r ett objekt som representerar en multidimensionell matris. En instans av ob-
jektet kan vara endimensionell (vektor), tvadimensionell (matris) eller av hégre dimension. PyTorch
har dven diverse inbyggda funktioner for vanliga transformationer av data. Ett exempel ar en linjar



transformation (adderat med en konstant) f6r att modellera ett lager i ett neuralt nitverk. Detta
implementeras med hjilp av multiplikation av indata med en matris innehallande vikter, och sedan
vektoraddition for tilligg av en konstant.

Linjéra funktioner tillsammans med sa kallade aktiveringsfunktioner #r de byggstenar som utgoér ma-
joriteten av neurala nitverk. En aktiveringsfunktion &r en deriverbar olinjér funktion placerad mellan
linjdra funktioner. Utan dessa skulle neurala nétverk vara linjdra funktioner och didrmed hogst be-
grinsade 1 vad de kan anvindas till. Tva exempel pa vanliga aktiveringsfunktioner dr ReLU (eng.
rectified linear unit) vilken definieras enligt f(z) = max(0,z) och den sa kallade sigmoid funktionen
definierad som f(x) = 1/exp(—zx).

I tréiningen av ett neuralt nétverk dr det nédviindigt att beriikna derivatan av felet (ett matt pa skill-
naden mellan prediktion och faktiskt virde pa tréningsdata) med avseende pa modellens parametrar.
Detta gors i PyTorch med hjialp av funktionen backward(). Algoritmen bakom denna kallas auto-
matisk differentiering och kommer forklaras i nésta sektion, 2.7. Denna funktions syfte &r att genom
smé forédndringar av parametervirdena kunna ga i den riktning (dndring av parametervérden) som
minimerar felet snabbast.

2.7 Automatisk differentiering

Nér metoden backward() aberopas pa en tensor i PyTorch beriknas gradienten fér denna tensor. Det
gors med hjilp av metoden automatisk differentiering [5] som varken dr symbolisk eller numerisk, utan
anvinder sig istéllet av duala tal [6]. For att beskriva duala tal introducerar vi det sa kallade nilpotenta
elementet ¢, vilket #r ett nollskilt tal som uppfyller att €2 = 0. Duala tal #r da tal pa formen a + be,
dir a,b € R. Lat oss betrakta Taylorutvecklingen av f(a + be) kring punkten a,

fla+be) = iw 8)

k!
k=0
Genom definitionen av ¢, foljer det att

fla+be) = f(a) + f'(a)be. 9)

Bade vérdet av funktionen och dess derivata for ett reellt vérde a kan dérfor berdknas samtidigt genom
att utvirdera funktionen i det duala talet a + be, da vi observerar att koefficienten for f'(a) kommer
vara be. Detta fungerar dven for sammansatta funktioner, eftersom

flgla+be)) = flgla) + g'(a)be) = f(g(a)) + f'(g(a))g' (a)be. (10)

Automatisk differentiering nyttjar kedjeregeln och berdknar de partiella derivatorna i varje delsteg
av funktionsevalueringen. Evalueringen av en funktion delas darfor upp i delsteg, dar varje delsteg
representeras av en elementér funktion. Exempelvis skulle funktionen

f($171:2) = COS(.Tl + IQ) — log(zg) (11)

kunna delas upp i delfunktionerna

'U()(l'l,l'g):flfl, ’Ul(.’,Ul,IQ):l'Q,
v (1, T2) = T1 + T2 = vg + V1, v3(x1,x2) = log(z2) = log(v1), (12)
v4(21,x2) = cos(z1 + x2) = cos(va), vs(21,x2) = fa1,22) = v4 — v3.

Pa sa sédtt kan derivator for dessa delfunktioner beriknas och sedan multipliceras med redan beriknade
derivator for att erhalla derivatan foér varje variabel.

I vilken ordning derivatorna beriknas kan variera. Antingen kan derivatorna beriiknas utgaende fran
variablerna, vilket kallas framéat lidge (eng. forward mode), eller kan derivatorna beriiknas med utgangs-
punkt fran sista beriikningen i funktionsevalueringen, sa kallat omvint lidge (eng. reverse mode).



2.8 Matt

I tréaningskedet av BNN kommer optimering 6ver sannolikhetsférdelningar behova implementeras, vil-
ket kréver en grundldggande etablering av teorin kring matt. De férenklingar som gors for att kunna im-
plementera optimeringen innebér att de matt som kommer arbetas med &r finita, diskreta matt.

Ett matt g dr en funktion p : A — R, didr A #r en o-algebra i doménen X[13]. Mattet p har
egenskaperna

n(0) =0, (13a)

pw(AUB) = pu(A)+u(B), ANB=10, A Be€A, (13b)

i <m Ai) = lim p(4;), for foljder A3 D A D ... (13¢)
i=1

Matt definieras som linjéira och uppfyller ddrmed

(n+m)(A) = p(A) +n(A), pneM, Ac A (14)
(tp)(A) = tu(A), peEM, A€ A, teR. (15)

Ett matt kan delas upp i en positiv del och en negativ del. Detta kallas fér Jordan-uppdelning och skrivs
p=pt —p, dir g, u~ > 0 och ortogonala[20]. Ortogonalitet betyder att matten uppfyller

Om put(A) > 0= u (A) =0, VA, (16)
Om p (A) > 0= put(4) =0, VA.
Ett matt g som uppfyller
1(A) =0, VA € A, (17)

kallas for ett positivt matt. Med Jordan-uppdelning kan ddrmed matt utryckas som skillnaden mellan
tva positiva matt. Totala variationen av ett matt definieras som

lpl] = p(X) + p~ (X). (18)

Totala variationen utgér en norm fér matt éver X. Om totala variationen &r finit 6ver X dr &ven u(X)
finit. Méngden av alla matt med finit norm M utgoér ddrmed ett Banach rum éver X[20]. Vinteviirdet
och variansen for ett matt definieras respektive som

B[] = / rp(da), (19)
Varlu] = / (z — Blu])*u(dz). (20)

Sannolikhetsfordelningar ér ett exempel pa matt, vilka &ven har begrinsningen att pu(X) = 1. Antag
att ett diskret finit matt p har norm 1 och enbart har massa i punkter z = (x1,...,,) Variansen av
w over X berdknas enligt:

Varx (p) = Z(I = 2)*p(ws), (21)

dér z dr véntevirdet av p 6ver X [20].



2.9 Differentiering av matt
I féljande underavsnitt dr killan till teorin [20] om inget annat anges.
En funktion ¢ : Ml — R &r Frechét differentierbar om

(e +n) — () = D(p)n] + [nll, nér [In|] — 0, (22)

dér Dy(p)[n] dr en begriansad linjir kontinuerlig funktional av n. Lat X = {1,...,n}. Finita matt
pa X dr pu = (my,...,my,) vilkket ger att M = R™. Du(u) dr i det fallet en linjir avbildning vid
punkten g € R™, alltsa finns det en vektor d(z, u) = (dy,...,dy), x € X, sa att for en inkrementering
n(x) = (1, 7n) dr

Do)l = Y- dene = [ dla (). (23)
=1
I det fallet &r d(z,n) en gradient.

2.10 Karndensitetsuppskattning

Da diskreta sannolikhetsmatt arbetas med behodvs ibland metoder for att approximera mattet med
en kontinuerlig fordelning for att undvika problem. En méjlighet dr kdrndensitetsuppskattning (KDE
fran eng. Kernel Density Estimation) som &r en vilkind metod for att approximera tédthetsfunktionen
p av ett okint sannolikhetsmatt P genom stickprov [11]. Via ett stickprov X1, Xa, ...., X,, € R fran P
som &dr oberoende och likaférdelade kan vi approximera p som

o) = 2 K (5 (o)

dir K : R — R #r en glatt funktion som kallas kérnfunktionen och h > 0 &r utjimningskonstanten
som bestédmmer hur mycket funktionen utjimnas.

Ett annat sitt att skriva ekvation (24) dr

) = g S K (55, (25)

dir 7y, 2, ...., Zy, ar utfallsrummet av fordelningen P och w; vikten av utfallet Z;, det vill séga
P(Z;) = w; for i = 1,2,...m. For tillrickligt stora n, det vill siga stora stickprov, &r ekvation (24)
och (25) ekvivalenta enligt ‘De stora talens lag’ da frekvensen av K (%) kommer nédrma sig w;
[27].

Ett vanligt exempel pa en kdrnfunktion &r

K(z) = exp(—\/%/2)7 (26)

det vill sdga en standardiserad normalfordelning, d&ven kallad den gaussiska kdrnfunktionen.

Av funktioner som fungerar som karnfunktioner &r det inte stor skillnad pa deras effektivitet och
dérmed &r inte valet av kirnfunktion sérskilt viktigt. Déremot paverkar valet av utjimningskonstanten,
h, var approximation avsevirt [7]. En metod {or att fa ett viirde pa h &r Silvermans tumregel,

h=0.9-min(o, IQR/1.34) - n"3 (27)

déar IQR &r kvartilavstandet av fordelningen P, det vill sdga avstandet mellan férsta och tredje kvartilen
[7]. En nackdel med Silvermans tumregel dr att den inte &r lika anvéindbar i fallet da fordelningen vars
téthetsfunktion vi vill uppskatta inte &ir Gaussisk [7]. Ett annat sitt att vilja utjimningskonstanten
dr Sheath och Jones metod vilket ger ett h som i manga fall kommer vara béttre da metoden anpassar
sig ldttare efter situationen [24].



3 Modeller och metoder

Skattning av matt kan genomféras med tva olika typer av modeller: parametrisk och icke-parametrisk.
Med en parametrisk modell gors antagandet att fordelningen foljer en tidigare kind férdelning som
kan beskrivas fullkomligt av nagra fa parametrar, exempelvis en normalfordelning. En icke-parametrisk
modell ddremot dr generellt sett mer komplext da stora antaganden om hur férdelningen ser ut inte
kan goras. Istéllet behover viirden skattas i en storre méngd punkter for att beskriva férdelningen [22].
Nedan kommer teorin bakom ett urval av metoder fér att optimera modellerna i bada kategorierna
beskrivas som sedan kommer implementeras i Python. Under projektets gang har andra alternativ al-
ternativ &n modellerna nedan testats, exempelvis straffunktioner- och Lagrangemultiplikator-metoden,
se appendix B.3-B.4. Dessa anvinds dock inte i jamforelsen da de inte presterade tillréickligt bra under
de givna forhallandena.

3.1 Parametrisk modell

Nér en modell antas vara parametrisk kan vi fullstéindigt beskriva den med nagra enstaka parametrar.
Ett exempel pa detta dr normalfordelningen som har tva parametrar: medelvirde och standardavvi-
kelse. Tva metoder som optimerar denna modellen testas.

3.1.1 Linjarkombination av stokastiska variabler

Féljande teori dr opublicerad men tillskrivs handledare Sergei Zuyev.

Lat n(x) vara en funktion definierad enligt

K
(@) = arhi(z), (28)
k=1

dir ay ~ p dr oberoende stokastiska variabler och hy(z) antas vara kontinuerliga funktioner av x Vk.
I manga fall kan det antas att en normalférdelning eller en sammanséttning av normalfordelningar
kan beskriva var data. Det antagandet kommer goras hér, men det generella fallet samt dess 16sning
finns beskrivet i appendix B.2. Om vi antar att aj &r oberoende och normalférdelade, det vill sédga
ai ~ N(my,o?) Yk, kommer 7(z;) ocksa vara normalfordelad, eftersom det &r en linjir kombina-
tion av normalférdelade stokastiska variabler med icke-stokastiska koefficienter hy(z) for alla z [19].
Fordelningen foljer

n(z) ~ N(m(z),0%(x)), Va, (29)

dar

Detta ger tithetsfunktionen for n(z) som

_ v (y=m()?
o) (y) = 7o) p( 502(2) ) (32)

som kan kombineras med log-likelihoodfunktion i avsnitt 3.3.1 for att skatta parametrar.



3.1.2 Polynomisk modell med normalférdelade koefficienter

Om den tidigare ndmnda linjirkombinationen antas vara ett polynom av grad K kan vi forenkla
ytterligare till stokastisk polynomiell regression, se avsnitt 2.4,

K
n(z) = Z aF) gk, (33)
k=0

Istéllet for att explicit soka varje parametrar for varje stokastisk variabel i detta polynom kan ett kom-
binerat medelvirde med associerad varians hittas genom att separera dem till tva separata polynom.
Medelvérdet p ar ett polynom av grad K som det ursprungliga polynomet, dir vi ersétter stokastiska
variablerna med skaldra parametrar a,,,

K
w(x) = Z a,(f)xk. (34)
k=0

Eftersom varians dr kvadratiskt beroende av z enligt ekvation (21) kommer variansen o2 kriva ett
polynom av graden 2K,

K
o?(x) = Z a2, (35)
k=0

Ekvation (34) och (35) #r bada polynom som kan 16sas med generell polynomiell regression. I prakti-
ken implementeras detta i PyTorch med hjélp av tva parallella linjara lager utan bias. Ett lager for
medelvirde och ett for variansen. En tensor med z for varje exponent matas in i respektive lager:
[1,z,22... £X]. Losningen &r en kurva for g som visar medelvirdet i varje punkt 2 samt en kurva for
o? som visar totala variansen. Detta gor det enkelt att visualisera resultatet och om sa onskas kan
stokastiska variablernas parametrar hirledas fran de skaldra parametrarna.

3.2 Icke-parametrisk modell

Nackdelen med en parametrisk modell dr att antaganden om mattet maste géras. Anvindaren maste
i forvig bestdmma vilka parametrar modellen ska anpassa och hur dessa beskriver mattets form. En
16sning &r att istdllet diskretisera mattet. Ett matt med ett stod pa ett visst intervall kan modelleras
med jidmnt fordelade atomer (punkter) fran detta intervall vilka har varsin vikt eller massa associerad
med sig. I appendix B.5 illustreras hur fallet med diskreta sannolikhetsmatt kan implementeras med
den sa kallade softmax-funktionen. Denna funktion &r enkel att integrera i neurala ndtverk, men har
potentiellt langsam konvergens beroende pa var i parameterrummet minimipunkten ligger. Nedan
introduceras en alternativ metod som effektiviserar optimering av diskreta matt avsevért.

3.2.1 Optimeringsalgoritm 6ver finita diskreta matt (OFDM)

En metod fo6r att minimera en funktion 6ver ett diskret matt &r att flytta en liten méngd massa i
fordelningen [21, s. 119]. For att mattet ska fortséitta vara en sannolikhetsférdelning, alltsa summera
till 1, behover all massa som subtraheras vid en punkt adderas vid en annan punkt. Lat p vara en
fordelning och F' en funktion. Vi vill hitta ett n som minimerar funktionen F', alltsa

min  F(u+n) (36a)

n
sdatt 0<p;+mn <1, Vie{l,...,n}, (36b)
[l =1, (36¢)

i’?i =0. (36d)
i=1



Minimering av sannolikhetsfordelning

d(@, 1)

Figur 2: For att minimera mattet dver F' adderas positiv massa (turkos stapel) till fordelningen p
dir gradienten d(x, n) dr som minst (turkos punkt) och negativ massa (roda staplar) déir gradienten
d(x, p) &r som storst (réda punkter).

Eftersom 7 dr konstant med avseende pa g kan minimering av (22) 16sa minimering av (36a). Vi far
da

F(p+mn) = F(u) + DF ()] + [Inll, (37)
Flutm) = F(u) + > din, (38)

enligt (22) och (23) och nér ||n|| dr liten. Med hjélp av (22) kan alltsd minimeringsproblemet approx-
imeras genom att placera ut massorna av 7; pa olika delar av gradienten d(x, u). I figur 2 placerar vi
ut den positiva massan dar gradienten &r som minst och negativ massa déar gradienten dr som storst
for att minimera mattet 6ver F' (36a).

Det finns tva utfall vid férdelning av den negativa massan. Antingen kan all massa placeras vid punkten
dir gradienten &r storst eller bara en del av massan for att fortfarande uppfylla (36b). Efter att all
mojlig negativ massa har placerats ut pa en punkt itereras metoden pa punkten med nést storst
gradient med den aterstaende massan. Detta upprepas tills all massa har placerats.

3.2.2 Steg for implementering

Vi kan definera 8+ och #~ som den positiva respektive negativa massan som har distribuerats pa 7.
Mer konkret &r

0" =>"nt, (39)
1=1

0~ = Z ny . (40)

Nedan foljer steg for hur massorna distribueras fran given gradient d(z, u).
1. Lat 6%,0; = £ och I =0 och k = 0.

2
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2. Lat i vara punkten dér gradienten &r minst, i = argmin,e(y 3 d(z, p1;). Placera massan 0% pa
i, vilket ger p; == p; + 0%,

3. Lat i vara punkten dér gradienten &r storst, ¢ = argmax;c(y, .. nj\1 d(z, p;). Bestim massa enligt
n; = min(0, , j1;) och férdela p; := p; — 0~. Uppdatera 6, | = 0, —n, .

Om 0, , = 0: Stopp!
Annars: Uppdatera k := k + 1, ligg till T := I U {i} och upprepa steg 3.

Eftersom 0™ = 6~ har storleken av u inte dndrats utan massan har enbart forflyttats fér att minimera
mattet 6ver F. Dessa steg upprepas tills gradienten dr konstant och minimal i alla atomer med nollskild
massa. Mattet uppfyller da nédvéndiga villkor fér minimeringsproblemet.

3.2.3 Implementation i Python

Den huvudsakliga klassen Measure, med tillhérande metoder, implementerar ett diskret matt. Klassens
metoder dr dokumenterade och en instans av klassen beskrivs i huvudsak av dess vikter (parametern
self.weights), samt en tillhérande plats (parametern self.locations) vilka tillsammans beskriver
atomer. Koden hittas i appendix C.1. Funktionerna i denna klass uppfyller vanliga funktioner kring
rikning med matt, sa som att se om ett givet matt dr ett sannolikhetsmatt, vad ett matt har for total
massa, att hitta stodet for ett matt, hur ett matt visualiseras, med mera.

En instans av klassen Optimizer skapas sedan med hjélp av en instans (eller lista av instanser) av
klassen Measure samt en textstrang som specificerar vilken malfunktion som bor anvéindas. Dess metod
minimize anvéinds sedan for att optimera matten. Koden hittas i appendix C.2. Kérnan av minimize
funktionen &r algoritmen som beskrivs ovan. Mellan varje iteration verifierar funktionen om resultatet
uppfyller kraven for att avsluta som presenteras i sektion 3.2.2 och avlutar i sa fall. Annars kollar den om
resultatet faktiskt blev béttre, om det inte &r fallet minskas steglingden och den senaste forandringen
aterstélls; den kontrollerar d&ven om steglangden har blivit mindre &n ett givet troskelvdrde och i sa
fall anses optimeringen vara fiardig. Om detta kriteriet ej uppnas avslutar algoritmen automatiskt efter
ett givet antal iterationer.

Dessutom finns klassen Check som anvénds for att undersoka hur likt ett anpassat matt dr den ur-
sprungliga fordelningens data. En instans av Check tar in en instans av Optimizer, modellen som
anvéands och data fran den ursprungliga sannolikhetsférdelningen. Koden finns i appendix C.3.

3.3 Malfunktioner

Vid optimering av matt behévs en metod for att avgora om den nya hypotesen dr béttre dn den
forgaende. Detta kan uppnas med en malfunktion som avbildar mattet pa en tallinje vars véirde in-
dikerar hur bra mattet representerar given data. FEtt virde nirmare 0 indikerar att mattet &r béttre
anpassat till given data. Det finns flera relevanta malfunktioner att applicera pa matt, deras relevans
motiveras av poangfunktioner, se appendix B.6. Nedan presenteras de tre som undersoks.

3.3.1 Maximum likelihood-metoden

En vanlig malfunktion med en stark grund i matematisk statistik & maximum likelihood [2]. Lat
x1, ..., Ty vara ett stickprov fran en stokastisk variabel X med tédthetsfunktion fy. Vi definierar den sa
kallade likelihoodfunktionen

£(6) = T fale) (41)
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Det parametervirde 6 som maximerar likelihoodfunktionen kallas maximum likelihood-skattningen
(ML-skattningen). Da det i manga fall kan vara littare att hantera en summa, kan vi definiera den
logaritmska sannolikheten:

1(0) = log (H fe(wi)> = Zlog(fe(wi)) (42)

Aven denna funktion kommer maximeras av ML-skattningen. Bada dessa funktioner kan ses som ett
matt pa sannolikheten att ett stickprov producerades av en viss fordelning med parameter 6. Da det
ofta &r minimeringsproblem som studeras inom matematisk optimering, betraktas den additiva inversen
av likelihoodfunktionen. Framéver bendmns den som NLL-funktionen (negativ log-likelihood).

3.3.2 Chi-kvadrat-metoden

En annan malfunktion som #r av intresse att testa #r Chi-kvadrat (x?). Den si kallade Chi-kvadrat-
metoden grundar sig i Chi-kvadrat-testet. Nedan foljer en beskrivning av testet taget fran [26].

Lat X vara en diskret stokastisk variabel, som kan anta virdena z;, i = 1,2,...,n, och en téthets-
funktion enligt P(X = z;) = p;. Vi kan definiera

(fi —kp)? &
kp; B ;

déar f; dr frekvensen av virdet x; fran ett stickprov pa k vérden fran fordelningen. D& k &r stort
approximerar C' Chi-kvadrat-férdelningen med n — 1 frihetsgrader. Vardet kan darfor anvindas som
matt pa hur néra stickprovet dr den forvintade férdelningen. Om vi nu later de relativa frekvenserna
% bestimmas av vikterna fran ett forutspatt sannolikhetsmatt ¥ = (J1, -, Yn) 0ch Y = (y1,...,Yn)

vara fordelningen fran observerad data. Da kan vi skriva C som k (ZLI "i: — 1). For att Y ska bli

f2

= —k 4
c ok (43)

i

n

1

4
Yi

s& nira Y som mojligt vill vi d& minimera Y. ; Y. Vi kan da definiera malfunktionen som kallas

Chi-kvadrat forlust (eller bara Chi-kvadrat):
L= % (44)

Denna funktion foreslogs forst i On the criterion that a given system of deviations... 23] och analysera-
des vidare som en del av ett TNN i Chi-square Loss for Softmaz: an Echo of Neural Network Structure
[26].

Nagot som papekas i den senare artikeln &r att det kan forekomma frekvenser y; i observerad data som
ej ar nollskilda. Detta blir problematiskt da dessa féorekommer i nimnaren i Chi-kvadrat. For att 16sa
detta kan sa kallad label smoothing anvindas. Denna teknik omfordelar vikterna sa att alla vikter &r
nollskilda, utan att att paverka den generella formen av sannolikhetsmattet. En exakt metod som kan
anvéandas for detta dr att justera vikterna enligt

«
yFS =yl a) + 2, (45)

dir o dr ett litet positivt tal (¢ € RT : « ~ 0). Dessa justerade vikter kan sedan anviindas i
funktionen.
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3.3.3 ESSR-metoden

Vintevirdet av summan av kvadrerade rester eller ESSR (eng. Expected Sum of Square Residuals)
innebér berdkning av

. " ~ 2
arg min Eo L;(yz(@) —vi) |
dér y; dr varden tagna fran den riktiga férdelningar och y; dr en uppskattning av y; gjord av modelen.
0 &r fordelningen av parametrar for det diskreta mattet. I fallet linjar regression skulle virden fran
férdelningen 6 kunna vara par av lutning och skirningspunkt pa y-axel for en linje som skall anpassas
till en dataméngd. ESSR-metoden kan betraktas som den probabilistiska versionen av minstakvadrat-
metoden, vilken &r standardmetoden for regression dir parametrarna &r vanliga skalérer.

3.3.4 Val av malfunktion

ESSR-metoden har egenskapen att l6sningen degenererar till ML-skattningen av fordelningen, fér mer
infromation lis appendix B.1. Detta innebir att all vikt (eller vid parametriserade férdelningar, sa myc-
ket vikt som dr mojligt) kommer att ldggas pa vad modellen tror fir det mest sannolika virdet. Déarmed
reflekterar ej den resulterande férdelningen det faktum att vi fortfarande har viss osékerhet kring pa-
rameterviardet. Eftersom syftet med det bayesianska tillvigagangséittet &r att beskriva osikerheten
i resultatet &r ESSR-metoden inte ett lampligt val. Detta &r ej fallet for Chi-kvadrat-metoden och
log-likelihood. Fordelningen bibehaller en oséikerhet i form av en méingd olika mojliga véirlden. Efter
vidare testning av dessa tva dras slutsatsen att log-likelihood &r det mer lampliga valet da Chi-kvadrat
vid flera tillféllen fastnade i lokala minimum. Eftersom ett diskret matt har ett begréinsat antal vikter
kommer fp(z;) inte existera for alla z; vid anvindning av log-likelihood. En lésning &r att avrun-
da till ndrmaste x som existerar i det diskreta mattets utfallsrum. Detta kommer dock med sina
nackdelar. Avrundningar minskar inte bara precisionen utan kan dven skapa problem vid optimering
da gradienten blir diskontinuerlig. Darfor approximeras forst mattets tdthetsfunktion med hjilp av
kérndensitetsuppskattning fér att fa mer exakta virden pa fo(z;).
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4 Resultat

I detta avsnitt presenteras metodiken for tester som gors samt dess resultat. I syfte att forenkla
aterskapandet av resultaten visas hér versioner av Python och andra relevanta bibliotek som anvénts:

e Python: Version 3.10.6
e PyTorch: Version 1.13.1
e Numpy: Version 1.24.1

4.1 Jamforelse mellan parametriska och icke-parametriska metoder

For att utvirdera OFDM och jamféra den med andra modeller som beskrivits i rapporten, ska fyra
olika tester genomforas. Lat «;, 3;,; vara tre normalférdelade stokastiska variabler med parametrar p;
och o;, i =1,2....,50, som ocksa dr tagna fran tva normalférdelningar. Testerna bestar av anpassning
till f6ljande modeller:

En normalfordelad stokastisk variabel (o)
En linjir modell med en stokastisk variabel som koefficient («; - )

En linjir modell med tva stokastiska variabler som koefficienter (o; + 8; - x)

Ll

En kvadratisk modell med tre stokastiska variabler som koefficienter (c; + 8; - « + ; - x2)

De tre metoderna som ska jamforas dr de tva parametriska metoderna Linjérkombination av stokas-
tiska variabler och Polynomisk modell med normalférdelade koefficienter, samt den icke-parametriska
OFDM. For varje test anvinds metoden med 50 olika varden av parametrarna p; och o; och fér var-
je sadant viirde anviinds tre olika storlekar pa dataméngder, 100, 500 respektive 1000 datapunkter
vardera. Detta innebdr 150 anpassningar for varje test och for varje metod. Alla dessa dataméngder
genereras via koden i appendix C.4.

I de olika testerna méts tre olika metriker. Prestanda skattar sannolikheten att metoden kan anpassa
en modell vl till godtycklig trdningsdata. Alltsa ett virde 0-1 dér hogre dr béttre. Dessutom berdknas
ett 95% konfidensintervall {6r prestandan. Se avsnitt 4.1.1 for en mer genomgaende foérklaring. Sedan
maéts dven det genomsnittliga antalet epoker som varje metod behover for att konvergera, samt ge-
nomsnittlig kortid for metodernas konvergens. Dessa metriker kallas konvergenstid (epoker) och
konvergenstid (s). Resultatet av testerna kan ses i tabellerna i appendix A.1 och sammanfattas i
avsnitt 4.2.

4.1.1 Prestanda

Implementationen av beriikningen av prestanda skiljer sig mellan OFDM och de parametriska meto-
derna, men idén dr den samma. Forst beridknas for varje invirde x ett stickprov av modell-virden
baserat pa den anpassade modellen. Genom att bortse fran de 2.5% ligsta, respektive hogsta virdena
i stickprovet erhalles ett approximativt konfidensintervall pa 95%. Detta konfidensintervall kommer
néirma sig det teoretiska da antalet datapunkter vixer. Sedan testas om den faktiska datapunkten y
ligger i detta intervall och om inte réiknas det som en "miss” (se figur 3). Nir detta gjorts f6r varje
datapunkt x, beriknas ett teoretiskt konfidensintervall pa 95% fo6r hur manga datapunkter y som bor
missa. Detta gors genom att se antalet missar som en binomialfordelad stokastisk variabel, dar antalet
forsok &r lika med antalet datapunkter och sannolikheten for ett positivt utfall (en miss i detta fall)
dr 5% (se figur 4).

Metriken som berédknas i slutdndan &r andelen anpassningar dér antalet missar ligger i konfidensin-
tervallet. Denna parameter antas i sig vara binomialférdelad. Virdet kommer vara en skattning av
det verkliga virdet pa sannolikheten for att en modell producerad av metoden &r vélanpassad till
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godtycklig trianingsdata. En oséikerhet for denna metrik erhalles darfor ocksa, vilken ges av ett konfi-
densintervall pa 95%. I beréikningarna antar vi i de flesta fall att metriken #r normalférdelad, da detta
ar en bra approximation av binomialférdelningen nér virdena pa prestandan inte &r néra O eller 1.
Detta pa grund av att normalférdelningen har svansartill skillnad fran binomialférdelningen. I de fall
prestandan var mycket néra eller lika med 0 eller 1 anviinds dérfor ett 95% konfidensintervall f6r bino-
mialfordelningen istéllet. For att se hur den faktiska implementationen gjordes for OFDM, se klassen
Check i C.3, och for de parametriska metoderna, se funktionen misses i C.6 och C.7.

4.1.2 Konvergenstid for optimeringsalgoritmen 6ver finita diskreta matt

Som det star ovanfor undersoks konvergenstiden pa tva sétt, métt i sekunder och miitt i antal epoker.
Dessa métningar sker pa lite olika sétt for de olika metoderna och i detta avsnitt detaljeras hur detta
gors for OFDM. Nar metoden minimize kor kan koden sluta av tre anledningar, den har kort max
antal epoker som tillats, den har natt ett optimum eller om steglingden &r for liten. I fallen av att
den natt ett optimum returnerar metoden den davarande tiden och epoken den &r i. Om den déremot
stannar av steglingden eller epokerna kommer den undersoka om malfunktionen inte har &ndrat vérde
under de senaste fem eller fler epokerna. Om den inte &ndrat under fem eller fler epoker returneras
den forsta tiden och epoken dir malfunktionen inte d&ndrades, annars returneras den nuvarande tiden
och epoken.

Vart att ndmna ar att metoden kors med ett max-antal epoker, vilket betyder att den inte kan kora
for evigt. Den kan déarfor stanna pa grund av att den nar max-antalet innan den konvergerar och da
riknas max-antalet som konvergenstiden. Max-antalet valdes till 4 000 epoker.

4.1.3 Konvergenstid for parametriska metoder

For de parametriska metoderna beriknas konvergenstid genom att i varje steg beridkna skillnaden i
virde pa malfunktionen mellan foregaende och nuvarande steg. Denna skillnad jamfors sedan med en
tolerans och om skillnaden dr mindre &n denna anses konvergens ha uppnatts. Toleranserna véljs till
104 for parametriskt neuralt nitverk och 107'° for metoden med linjirkombinationer av stokastiska
variabler. Toleransen valdes till hogre fér parametriskt neuralt nidtverk da denna metod observerades
fluktuera runt en konvergenspunkt ibland, déarfor ansags det att den bor anses konvergera for hogre
skillnader.

4.2 Resultat fran tester

Det fullsténdiga resultatet finns i appendix A.1. Linjarkombination av normalférdelade stokastiska vari-
abler far en ideal prestanda (1.0) pa niist intill alla tester. Konvergenstiden verkar 6ka linjért med antal
datapunkter medan antal parametrar knappt paverkar tiden. Polynomisk modell med normalférdelade
koefficienter pavisar sidmre prestanda for fler datapunkter. Prestanda minskar d&ven med antal data-
punkter. OFDM har 6verlidgset ldgst prestanda i de flesta testerna men prestanda okar med antalet
datapunkter. For 1000 datapunkter uppnas en maximal prestanda av 0.92. Bade OFDM och polyno-
misk modell har en betydligt ldgre konvergenstid for storre antal datapunkter &n linjirkombination av
stokastiska variabler.
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Figur 3: Stickprov av virden fran normalférdelningar, med approximativt 95% konfidensintervall mar-
kerat med svart streckad linje och medelvirde markerat med bla streckad linje. I vénster figur &r
datapunkten innanfér konfidensintervallet (gron punkt) och i hoger figur dr datapunkten utanfér in-
tervallet (rod punkt).
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Figur 4: Téathetsfunktion f6r en binomialférdelad stokastisk variabel med sannolikhet for positivt utfall
p = 0.05 och antal forsck n = 500
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5 Diskussion

I detta avsnitt gors jamforelser mellan OFDM-algoritmen och parametriska metoder och forslag pa
vidare forskning studeras. Sedan diskuteras kérdensitetsuppskattning och tidskomplexitet for storre
modeller samt samhélleliga och etiska aspekter utifran arbetets syfte.

5.1 Jamforelse

I detta avsnitt hianvisas det till tabellerna i appendix A.1 om inget annat anges. Vi kan observera
fran resultaten att OFDM o6verlag har sdmre prestanda #n de parametriska metoderna for 100 och 500
datapunkter. Sarskilt i fallet med modellen a, da den har prestanda 0.00 for alla méngder datapunkter.
Detta kan bero pa olika orsaker. En hypotes dr att det beror pa lag varians i var data. I 6vriga modeller
forstdrks variansen da den multipliceras med x. For modellen a sker inte detta och denna mindre varians
av var data kan vara orsaken till lag varians i modellerna OFDM anpassar.

OFDM verkar ha relativt bra prestanda for hogre antal datapunkter och presterar nira 0.95-1.00 da 1
000 datapunkter anvénds. Den polynomiska modellen presterar bra fér 100 och 500 datapunkter, men
verkar prestera simre for de flesta modellerna vid 1 000 datapunkter. Metoden med linjdrkombination
av stokastiska variabler verkar prestera inom det forviantade intervallet i alla tester.

Gillande prestandan for OFDM é&r det dock vért att nimna att den kan na maxantalet epoker utan
att konvergera. Prestandan skulle ddrfér kunna 6ka om vi hojer detta maxantal, da den skulle kunna
konvergera till bra anpassade modeller i fler fall. Detta paverkar saklart &ven konvergenstiden for
OFDM, da denna metrik ocksa skulle 6ka om maxantalet epoker tkas och manga av regressionerna i
nulédget inte konvergerar.

Om vi ser till konvergenstiden i sekunder &r den som hogst for linjarkombinations-metoden. Detta
implicerar att denna dr mer berdkningstung, da den verkar ha ldgre antal epoker till konvergens
jamfort med 6vriga. Detta kan innebéra att den dr mindre ldmplig att applicera i ett neuralt nitverk,
da trianing av ett sadant kan ta ldngre tid &n vad som ar praktiskt genomférbart. Vi kan dock &ven
observera att konvergenstiden tycks vara relativt oférédndrad vid en Okning av antalet parametrar i
modellen som skattas. Den skulle darfér kunna vara att foredra vid modeller med manga parametrar
jamfort med OFDM och polynomiska modellen, vars berédkningstid tycks cka med antalet parametrar.
For de modeller som studeras hér verkar dock OFDM och polynomiska modellen vara att foredra rent
tidsméssigt. Men som tidigare ndmnts, paverkas den genomsnittliga konvergenstiden av maxantalet
epoker om metoderna inte hinner konvergera.

Med avseende pa antal epoker till konvergens ér linjarkombinations-metoden mest effektiv. Den verkar
som sagt inte heller paverkas i sin konvergenstid, &ven med avseende pa antal epoker, av antalet para-
metrar. Detta skulle kunna fordandras vid ett hogre antal parametrar, men &r intressant att observera.
Polynomiska modellen verkar vara den metod som konvergerar efter hogst antal epoker av metoderna i
jamforelsen. Den verkar dock ha lag berdkningstid per epok, vilket gér antalet epoker mindre intressant
i praktiken.

5.2 Val for KDE

Nér KDE i malfunktionen beréknas anvinds varianten fran ekvation (25) istdllet for ekvation (24).
Anledningen till valet &r att malfunktionen kriver en referens till w; for att backward() ska kunna
berékna gradienten med avseende pa vikterna. Om ekvation (24) anvénds maste ett stickprov genereras
vilket bryter kopplingen med vikten w;. Genom att anvinda sannolikhtesmattet direkt i uppskattningen
undviks detta problem. Ekvationen uttrycks dock nagot annorlunda i koden da férdelningen X for oss
foljer en modell som generellt kan skrivas y = n(z, ) dir 6 = (a1, ..., ay,) € R™ &r en férdelning med
vikten w; for ett utfall 6;. Detta ger oss
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) = > i (L)), (46)

T alla fall dér KDE har anvénts i denna rapport har Silvermans tumregel utnyttjats for att vélja lamplig
bandbredd h. Detta fungerar bra da alla matt som anvénts har varit unimodala normalférdelningar.
Forsok gjordes dven med Sheath and Jones som dr en mer generell metod och fungerar i néstan alla
exempel, men da erholls problem vid implementation via biblioteket KDEpy. Paketets funktioner gav
enbart virden pa p,,(y) for jamnt fordelad data y, d.v.s. lika stort avstand mellan alla datapunkter.
I fall d& Py, (y) sokes for data som kommer fran en sannolikhetsférdelning dr den inte jamnt fordelad.
I och med detta problem och att en egen implementering av Sheath and Jones hade varit alltfor
tidskravande gjordes valet att &nda anvinda Silvermans tumregel.

5.3 Tidskomplexitet for storre modeller med OFDM

For OFDM metoden betraktas alla mojliga kombinationer av vikter fran de olika matten i berdkningen
av felet. Vid regression med upp till tre koefficienter &ar detta ej ett stort problem men detta komplex-
itetsproblem lar bli signifikant nér antalet matt ckar; antalet mojliga kombinationer av vikter fran de
olika matten vixer namligen exponentiellt med antalet matt for nuvarande implementation.

Da neurala nitverk har méanga koefficienter inblandade innebir detta att motsvarande BNN skulle
involvera manga fordelningar. Déarav dr mojliga metoder for att hantera dessa problem en central del
i de framtida efterforskningar som behtvar géras om denna metod ska bli lamplig fér anvindning i
storre BNN.

5.4 Vidare forskning

Fler kvantitativa tester behover troligtvis utforas for att se hur OFDM presterar vid regression och
for att avgora dess lamplighet for trining av BNN. Dels undersoks inte algoritmen som en del av
traningsprocessen for ett BNN i denna rapport, utan enbart smaskalig optimering med ett fa antal
parametrar studeras. Det hade varit intressant att implementera ett BNN med denna algoritm och se
hur nétverket presterar i en relevant tillampning. Ytterligare vore det relevant att undersoka redan
implementerade paket fér BNN, exempelvis python biblioteket Pyro [9)].

Denna jamforelse har heller inte tagit hénsyn till inte att metoden dr beroende av antalet vikter som
matten bestar av. Det &r av intresse att testa hur metoden presterar i de observerade metrikerna for
olika méngder av vikter och d& underscka om det finns ett optimalt antal vikter. Nagot som ocksa
kan variera prestandan &r intervallet fér matten som anvénds. I utvecklingen av metoden kunde vi
observera att prestandan varierade med ldngden och placeringen av intervallet relativt parametrarna
i modellen som genererade data. Detta fenomen har dock ej kvantifierats i denna rapport och det
skulle vara intressant att understka vidare. Detta kan troligtvis dven samspela med antalet vikter.
I testerna anpassades intervallet och antalet vikter for att forbéttra anpassningen till testdata. For
exakt utseende av denna anpassning, se appendix C.5.1-C.5.4.

Det hade dven varit intressant att aterskapa testerna med andra dataméngder, for att se om detta
paverkar prestandan. Mojligheten finns att dessa dataméngder leder till resultat som &n missvisande
for metodernas allménna prestanda. Att berdkna andra metriker for metoderna som kvantifierar deras
prestanda kan ocksa vara intressant. Exempelvis kan ett lagt virde i metriken som vi kallar prestanda
bero pa antingen en overanpassning, med for lag varians, eller en dalig anpassning. En annan metrik
skulle mojligtvis kunna visa detta och da ge en béttre bild av metodernas prestanda.

Att &ven testa med data som genererats fran andra fordelningar &n normalférdelningar hade varit
av intresse. Eftersom OFDM ér icke-parametrisk och inte anpassad till specifikt normalférdelningar,
som de parametriska i denna rapport, borde den prestera béttre for icke-normalfordelad data &n de
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andra metoderna. Aven tester av algoritmen for data som ej genererats spexifikt for testerna hade
varit intressant. Ett exempel skulle vara att nyttja OFDM for att anpassa en modell till nagon form
av ekonomisk data, sa som aktievirden eller fastighetspriser.

5.5 Sambhailleliga och etiska aspekter

Arbetets undersokning av optimeringen 6ver matt gors med syftet att kunna gora traningen av baye-
sianska nétverken effektivare. Det &r darfor viktigt att ocksa studera vilka samhélleliga konsekvenser
ett bayesianskt neuralt ndtverk kan ge upphov till nér de tillimpas.

Neurala nétverk och deras tillimpningar kan i manga fall ldgga grunden for kraftfulla tekniska verk-
tyg och idag finns det redan implementerade neurala nitverk som anvénds av industri och néringsliv.
Europeiska kommissionen har delat in omraden, dér artificiell intelligens kan tédnkas implementeras,
i olika riskklasser for att pa sa sitt kunna bestdmma om vissa typer av tillampningar bor regleras
samt vilka krav pa transparens som bor uppfyllas. Exempelvis dr anstéllning samt personalhantering
omraden klassas som hogriskomrade diar implementationer av maskininldrningsprocesser bor bedémas
noggrant innan det sldpps ut pa marknaden [25].

Nér neurala ndtverk implementeras dr det dock av stor vikt att dverviga konsekvenser som dessa
tillampningar kan ge upphov till, bade pa samhéllet i stort savil som pa individniva. For att undvika
att etiska problem uppstar i arbetet med implementeringen av bayesianska neurala nétverk har etiska
aspekter som dr generella for alla neurala nitverk beaktas under arbetets gang. Manga av dessa finns
beskrivna pa EU-kommisionens hemsida [4].

De etiska aspekter som &r generella for neurala nétverk dr exempelvis partiskhet i tréningsstadiet
av de neurala ndtverken, sikerhetsméssiga aspekter, integritet och transparens hos nétverken samt
ansvar och gottgorelse vid negativ paverkan.

Neurala nétverk trénas med hjélp av stora méngder data och liknas ibland med en svart lada da det
kan vara svart att veta exakt vad som sker i triningsstadiet. Hur vil dessa ndtverk sedan kan férutspa
resultat pa ny indata &r helt beroende av vilken data nitverket trinats pa. Det trdnade néitverket kan
i sig bli partiskt om den data som det trénats med &r partisk pa nagot vis. Risken for en partiskhet
i det resulterande nétverket &r viktig att vara medveten om i valet av tréningsdata sa att denna
exempelvis inte innehaller mer data fran vissa etniska grupper &n andra samt att den &r mangfaldig
och representativ.

Konsekvensen av ett partiskt nidtverk kan vara att orédttvisa eller diskriminerande férutséigelser upp-
star. Eftersom neurala nédtverk och deras tillimpningar skulle kunna anvindas i manga delar av
samhillet, som exempelvis domstol eller polisiir verksamhet, och darfor paverka bade individer och
samhillet i stort dr det viktigt att sikerstélla att forutsédgelser dr opartiska. Ett annat exempel pa
dessa tillampningar dr bankverksammhet dér statistiska modeller ibland anvénds for att uppskatta
kreditvérdighet [25].

I tillampningar sasom sjilvkorande bilar eller medicinsk utrustning, déir sidkerheten &r vital, &r det
viktigt att 6verviga hur palitliga och sikra de neurala néitverken &r samt att de inte utgor en risk for
méanniskor.

Neurala ndtverk anvinds for att hdmta information fran data. Om den data som ska analyseras &r
kénslig, exempelvis finansiell eller hilsoméssig information ér det viktigt att den skyddas fran obehoriga
samt att GDPR [1] och andra forordningar f6ljs.

Skulle en tillimpning av ett neuralt néitverk dnda fa negativa konsekvenser ar det viktigt att sikerstélla
vilka som bér ansvar for deras skapande och anvéindning. Detta dr viktigt for att kunna ge erséttning
eller ateruppréttelse till nagon som paverkats negativt.
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Den storsta relevanta skillnaden mellan bayesianska neurala nétverk och traditionella neurala nétverk
i detta sammanhang &r att BNN later oss fa en béttre forstaelse for osdkerheten i forutséigelserna.
Detta later oss potentiellt d&ven fa béattre insikt i hur néatverket fungerar och dérav battre bedoma dess
lamplighet for olika tillimpningar.

5.6 Slutsats

Sammanfattningsvis lyckades vi implementera OFDM-algoritmen i PyTorch. Jamfoért med regression
med normalfordelade koefficienter har vi funnit att OFDM ger sdmre forutsigelser, sarskilt da mo-
dellen har trédnats pa mindre dataméngder. Vi har observerat att modeller vilka anvinder OFDM
gar snabbare att anpassa jamfort med modeller baserade pa normalférdelade matt, specifikt metoden
med en linjarkombination av stokastiska variabler. Vi tror att OFDM underskattar den underliggande
fordelningens varians, vilket skulle forklara varfor den ofta har fler antal datapunkter utanfoér konfi-
densintervallet #n forvintat, men att detta problem verkar minska i modeller dar fler matt ingar. Detta
dr dock endast en hypotes och resultatet kan ej bekréfta denna hypotes.

Det aterstar att se om den forutspadda variansen konvergerar mot det verkliga virdet eller kommer
fortsitta oka vid ytterligare expansion av antal matt som ingar i modellen. Ytterligare efterforskningar
kréivs for att forsta mekanismerna bakom detta fenomen.

Problemet med tidskomplexiteten for berdkning av felet behover dven losas innan OFDM-algoritmen
praktiskt kan integreras i storre neurala nétverk.

Overlag anser vi att fler tester behdver goras for att forsta hur OFDM anpassar modeller for olika
typer av data och for olika val av parametrar i modellen, exempelvis definitionsintervallen fér matten,
antal vikter per matt och initial steglingd. Med implementationen som gjorts i och med denna rapport
finns goda mojligheter att genomfora ytterligare tester for att fa en béttre insyn i metodens effektivitet
och lamplighet i praktisk tillaimpning.
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A Appendix 1 - Resultattabeller

A.1 Resultat av tester

I tabellerna nedan aterfinns resultaten fran jimforelsen beskriven i avsnitt 4.1. Tabellerna anger pre-
standa och 95% konfidensintervall for dessa virden, samt konvergenstid i sekunder och epoker, for
samtliga metoder och regressionsmodeller. Konvergenstiderna dr medelvérden for 50 tester.

Optimeringsalgoritm 6ver finita diskreta matt (OFDM)

Antal datapunkter | Modell Prestanda och 95% CI | Konvergenstid (s) | Konvergenstid (Epoker)
; 0.00 [0.00 0.06 0.487 539.36
100 ;T 0.52 [0.38 0.66 3.195 2543.62
o+ 5 x 0.48 [0.34 0.62 2.219 1546.98
a;+Bi-x+7y-2? | 0.84[0.74 0.94 2.945 1205.00
o 0.00 [0.00 0.06 3.251 3394.98
500 ;- T 0.58 [0.44 0.72 4.908 3837.14
o+ BT 0.66 [0.53 0.79 5.624 3572.5
a; + B -x+v;-2? | 0.86 [0.76 0.96 13.030 3467.70
; 0.00 [0.00 0.06 3.731 3817.72
1000 ;T 0.70 [0.57 0.83 4.863 3645.60
it Bi-w 0.90 [0.82 0.98 6.927 3961.00
i+ Bi -z + 722 | 0.92 [0.84 1.00 18.652 3850.54
Polynomiell regression
Antal datapunkter | Modell Prestanda och 95% CI | Konvergenstid (s) | Konvergenstid (Epoker)
o 1.00 [0.94 1.00 4.358 5483.66
100 ;T 0.98 [0.94 1.00 8.323 16030.50
o+ 5 x 1.00 [0.94 1.00 9.500 11333.84
a; + Bi-x+7 -x? | 0.98[0.94 1.00 12.487 14667.54
o 0.98 [0.94 1.00 5.530 6515.72
500 ;T 0.88 [0.79 0.97 8.095 10815.06
o+ G- x 0.92 [0.84 1.00 10.834 12415.40
a; + Bz +;-x% | 0.84 [0.74 0.94 14.421 16834.62
o; 1.00 [0.94 1.00 6.260 6947.02
1000 ;T 0.72 [0.60 0.84 9.407 29693.18
o+ 5 x 0.74 [0.62 0.86 10.559 12516.06
a;+ B -x+7;-2? | 0.70 [0.57 0.83 16.696 20543.82
Linjarkombination av normalfoérdelade stokastiska variabler
Antal datapunkter | Modell Prestanda och 95% CI | Konvergenstid (s) | Konvergenstid (Epoker)
o 1.00 [0.94 1.00 4.376 308.14
100 ;T 1.00 [0.94 1.00 4.443 303.36
o+ 5B x 1.00 [0.94 1.00 4.317 300.12
a; + B -x+7; - 22 | 1.00 [0.94 1.00 4.765 336.6
; 1.00 [0.94 1.00 25.156 311.86
500 ;T 1.00 [0.94 1.00 25.487 308.20
o+ G- x 1.00 [0.94 1.00 41.128 521.64
a; + B -x+7; - 22 | 1.00 [0.94 1.00 27.529 344.16
o 1.00 [0.94 1.00 53.383 311.78
1000 ;T 1.00 [0.94 1.00 54.570 313.70
o+ B 0.98 [0.94 1.00 51.743 302.84

a; + Bi-x+7; - 27 | 1.00 [0.94 1.00 54.917 323.52




B Appendix 2 — Teori

B.1 Degenererad summa av vanteviarden

Denna hirledningen utarbetades tillsammans med handledaren. Antag att vi forsoker hitta en férdelning
0 sa att f(xz,0) dr nira y, alltsa |f(x,0) — y| &r liten, ddr p dr den sanna fordelningen. Vi forsoker
alltsa losa

min ZE(f(xi,ei) —vi)”. (47)

For ett generellt problem kan vi skriva y; = f(z;,0;) dir 6; ~ p. Problemet kan formuleras om
till

min Y Ey(f(@i,0) — )%, (48)

win Y [ (7(26) ), (49)
min < Z(f(mi, Y —yi)? >, (50)

g(8)

dér (50) &r en linjir funktion med avseende pa p och g(6) dr gradienten. Vi far alltsa ndédvéndiga och
tillrackliga villkor for minimeringen som

_)=Cu,
Z(f(%,e) - yi)2 = {Z C.V0. (51)

%

Losningen till problemet &r att distribuera p over

0" = argamin Z(f(xzﬁ) — )2 (52)

%

For regression far vi

min Z(a + Bz — y5)?, (53)

K2

och p ér en degenererad 16sningen till regressionsproblemet i punkten (a, b).

B.2 Linjarkombination av stokastiska variabler
Féljande teori dr opublicerad men tillskrivs handledare Sergei Zuyev.

Lat n(z) vara en funktion definierad enligt
K
n(z) =Y aWh(z), (54)
k=1

dir a®) ~ py, dr oberoende stokastiska variabler och hy(z) #r funktioner av x. Om vi antar att
pr(dx) = fr(z)dx, dar fi(x) dr tithetsfunktioner och att hy dr kontinuerliga Vk, da har n(z) kumula-
tiva tathetsfunktion

Fya)(y) = P(n(z) < y). (55)
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Med omskrivning blir den kumulativa téthetsfunktionen

K
Fy@)(y) =P (a(l)fh (@) <y—=> a(k)hk(ﬂf)> ; (56)
k=2

Y= Yy aWhy(a)
()

Foy (9 / /F1 ( Zk s B hy(z )) F2(a®) . fre(@)da® . daFO, (58)

ha()
]RK 1

Tathetsfunktionen kan beskrivas som derivatan av den kumulativa tadthetsfunktionen

Qmmw=%&m@x (59)

a®hn 2 2
= fo@) (Y / /f1 < Zk 2(11) k(@ )> fg(a( ))...fK(a(K))da( ). da), (60)

a? ,a(k)] , (57)

REK-1
Sannolikheten for att observera en viss data (x1,41), ..., (zn, yn) givet en viss skattning g ges av
N
le H fn(m yz (61)

vilket beréknas enligt (60). For en bra skattning vill vi maximera sannolikheten att observera given
data, alltsa erhalls 16sningen som

max Lik(y) = maXH I (i) (62)

B.3 Yttre straffunktion

Metoden bygger pa att bestraffa malfunktionen nir ett kriterium ej uppfylls med hjilp av en straf-
funktion. Enligt [3] kan den énskade méngden av x formuleras som en kombination av likheter och
olikheter enligt:

S:={zeR"|g(x) <0, i=1,...m
hj(z)=0, j=1,..0}

Vilket sedan kan approximera den yttre straffunktionen [3]:

(63)

m l

xs(z) mvx(z) =v Z(maX{O gi(x)})? + Z (64)

i=1 j=1
Med denna metod kan begransningen 0 < p < 1 formuleras enligt f6ljande:
v(max(0,p — 1)? + max(0, —p)?), (65)

diar v ar en skalfaktor for straffvirdet. Genom att addera straffunktionen till malfunktionen erhalls
féljande ekvation:

L =p(1 —p) + v(max(0,p — 1)? + max(0, —p)?) (66)

som kan styra optimeringen till att konvergera inom det énskade omradet eftersom max() termerna
kommer vara nollskilda da 0 < p < 1 ¢j uppfylls. Denna metod kan framgangsrikt implementeras for
det enkla fallet med en parameter men problem uppstar da antalet parametrar 6kar. Konvergensen ar
mycket kénslig for straffaktorn v och resultatet har en stor felmarginal. Detta fel skulle kunna minskas
genom att dynamiskt justera steglingden da parametern ndrmar sig det korrekta vérdet.
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B.4 Lagrangemultiplikator-metoden

En metod som utvérderades i boérjan av projektet var metoden med Lagrangemultiplikatorer som &r
vanlig inom matematisk optimering. Metoden konverterar ett begrédnsat problem till ett problem utan
begriansningar, sa att metoder for obegrinsad optimering, sa som gradient descent, kan anvéndas.
Metoden utgar fran att forst bilda den sa kallade Lagrangefunktionen

L)) = f@) + 3 Mgi(a), (67)
k

dir f(z) &r funktionen som vi vill minimera, gi(z) &r en begrinsning, A\; dr en sa kallad Lagrange-
multiplikator, k = 1,...,n, ddr n ar antalet begrénsningar for problemet. Det kan visas att de sta-
tionéra punkterna till Lagrangefunktionen kommer sammanfalla med de lokala extrempunkterna for

f(@).

Anledningen till att vi inte fortsatte arbetet med denna metoden var att den globala extrempunkten
inte alltid &r en stationfirpunkt, exempelvis da extrempunkten ligger pa randen av det begrinsade
omradet.

B.5 Icke-parametriska diskreta sannolikhetsmatt med softmax

Softmax funktionen dr definierad enligt

T4

e
(SOftmaX(X))l = W,
dér x &r vektorn med element x1, 2o, - --. Det &r alltsa en funktion som tar en vektor och ger tillbaka

en vektor med lika manga element, déir varje element har transformerats enligt ovan. Detta skapar en
vektor med element i intervallet [0, 1] vilka har summan 1.

Ett exempel dir detta kan appliceras dr vid optimering av nagonting som beror av en Bernoul-
lifordelning. Bernoulliférdelning &r den férdelningen som ger vérdet 1 med sannolikhet p och vérdet 0
med sannolikhet ¢ = 1 — p. Hir maste bada vérldena vara mellan noll och ett, och summera till ett.
Parameterrummet kan med andra ord betraktas som ett diskret sannolikhetsmatt med tva mojliga
utfall. Om vi vill anvinda oss av vanlig sjunkgradient kan vi lata vara parametrar vara obegrinsade
reella tal och sedan applicera softmax pa dem da vi vill finna p och gq.

Det problem som uppstar ér att det tar extremt manga iterationer for optimerings-algoritmen att
komma néra fallet dér till exempel g dr noll. Ett exempel dér vi stéter pa detta problem dr minimeringen
av Bernoulliférdelningens varians; denna varians uttrycks algebraiskt pg, och kréver da att p eller ¢ blir
noll for att minimeras. For att uppna detta behover skillnaden mellan parametrarna (fore applicering av
softmax) vara oéindlig. Ddrav kan det ta vildigt manga itterationer for att uppna en bra approximation
av de optimala parametervirdena.

I detta fall kan vi fa en béttre prestanda genom att siitta en hogre steglingd (eng. Learning rate),
men detta kan vara problematiskt vid mer komplicerade problem da malfunktionen kriver mer &n att
tvinga en parameter till noll fér att finna minimum.

B.6 Podngfunktioner och poéngregler
I féljande underavsnitt dr killan till teorin [16] om inget annat anges.

Vi har ett utfallsrum €2, en o-algebra A av delméngder pa 2 och P en konvex klass av matt pa (2, P).
En funktion S &r en poidngregel (eng. scoring rule) om S : P x @ — R, didr R = [—o00,00] &r den
utokade realla tallinjen. Om w &dr ett utfall i Q ger S(P,w) beléningen for var forutségelse P niir w
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materialiserar. Den forvintade beloningen av forutséigelsen P nér () dr den sanna férdelningen skriver
vi som

S(P,Q) = Eq[S / S(P dw). (68)

En poéngregel dr en funktion som sétter ett matt pa hur vil en sannolikhetsfordelning forutsiager utfall.
Exempelvis studeras de i syfte av att ge en rattvis evaluering av forutsigelser inom meteorologi.

Definition B.1. En podéngregel sigs vara dikta (eng. proper) om

5(Q.Q) =2 5(P.Q), VP,QeP. (69)

Ytterligare séigs en poéingregel vara strikt dkta om och endast om likhet i (69) uppfylls da P = Q.

En dkta podngregel ger en arlig beloning. Oavsett vad den sanna férdelningen @ &r finns det ingen an-
nan fordelning P som &r béttre, och for en strikt dkta podngregel dr det endast den sanna férdelningen
som maximerar S.

Definition B.2. En poingregel S : P x  — R sigs vara reguljir (eng. regular) med avseende pa P
om S(P,Q) ir reell vird for alla P,Q € P forutom méjligen att S(P,Q) = —oco om P # Q.

Definition B.3. Om en poiéngregel S dr dkta och reguljéir kallar vi

den associerade divergensfunktionen (eng. divergence function).

Divergensfunktionen &r icke-negativ och da po#ngregeln &ar strikt dkta dr divergensfunktionen strikt
positiv férutom da P = Q. Vid optimering anvinds avstand for att méita hur néira malet skattningen
ar den verkliga datan. Divergensfunktionen delar likheter med avstand vilket motiverar teorin for
poéngregler. Da en divergensfunktion associerar med en #kta poéngregel styrker det anvéndningen
denna som poéngregel.

B.6.1 Exempel pa poingregler

Ett exempel dr Brier score. Om p = {p1,...p,} dr en sannolikhetsférdelning #ir podngregeln

n

S(p,i) == (6 —p;)> =2pi— > pi—1, i€l...m, (71)

j=1 j=1
dér d;; =1 da i =j och §;; = 0 da i # j. Divergensfunktionen for Brier score &r

n

dp,a) =Y (0 — )" (72)

j=1
Ett annat exempel &r logaritmisk podng regeln. Poéngregeln blir
S(p,i) = logpi, (73)

och divergensfunktionen blir

q) = q;log(q;/p))- (74)

j=1

Notera att om forutséigelsen pastar att p; = 0 men utfall ¢ &nda uppstar blir S(p,i) = —oo.



C Appendix 3 — Killkod

For att se mer exakt hur filerna dr uppbyggda och vilka bibliotek som importeras i de olika koderna
se vart GitHub-projekt: https://github.com/Miralleyan/Kandidatarbete

C.1 Mattklassen

1 class Measure:

2 def __init__(self, locations: torch.tensor, weights: torch.tensor, device=’cpu’, optim_locations = False):
3 self.locations = locations

4 self .weights = torch.nn.parameter.Parameter(weights)

5 self.device = device

6

7 def __str__(self) -> str:

8 nnn

9 Returns the locations and weights of the measure as a string.

10 :returns: str

11 ren

12 out = "\033[4mLocations:\033[0m".1ljust(28) + "\033[4mWeights:\033[Om \n"
13 for i in range(len(self.weights)):

14 out += f’{self.locations[i].item():<20.9f}{self.weights[i].item():<.9f} \n’
15 return out

16

17 def __repr__(self) -> str:

18 nnn

19 Returns the locations and weights of the measure as a string.

20 :returns: str

21 nnn

22 return self.__str__()

23

24 def is_probability(self, tol=1le-6):

25 nnn

26 Returns True if the measure is a probability measure.

27 :param tol: Tolerance for summing to 1

28 nnn

29 if torch.any(self.weights < 0):

30 return False

31 if torch.abs(self.weights.sum() - 1) > tol:

32 return False

33 return True

34

35 def total_mass(self) -> float:

36 e

37 Returns the sum of all weights in the measure: \sum_{i=1}"n w_i

38 :returns: float

39 nnn

40 return sum(self.weights).item()

41

42 def total_variation(self) -> float:

43 e

44 Returns the sum of the absolute value of all weights in the measure: \sum_{i=1}"n |w_il
45 :returns: float

46 nnn

a7 return sum(abs(self.weights)).item()

48

49 def support(self, tol=5e-3):

50 e

51 :param tol: proportion of total variation that can be un-accounted for by the support.
52 :returns: all index where the weights are non-zero

53 nnn

54 sorted_idx = torch.argsort(self.weights.abs())

55 accum_weight = torch.cumsum(self.weights[sorted_idx].abs(), dim=0)
56 cutoff = tol * self.total_variation()

57 return sorted_idx[cutoff < accum_weight]
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58

60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
T2
73
T4
75
76
T
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

92
93
94
95
96
97

def

def

def

def

def

def

positive_part(self):

nun

Returns the positive part of the Lebesgue decomposition of the measure
nnn

return Measure(self.locations, torch.max(self.weights, torch.zeros(len(self.weights))))

negative_part(self):

nun

Returns the negative part of the Lebesgue decomposition of the measure

nun

return Measure(self.locations, -torch.min(self.weights, torch.zeros(len(self.weights))))

sample(self, size):
nnn
Returns a sample of indeces from the locations of the measure
given by the distribution of the measures weights
:param size: Number of elements to sample
:returns: sample of indeces for random numbers based on measure
nnn
if torch.any(self.weights < 0):
assert ValueError("You can’t have negative weights in a probability measure!")

sample_idx = torch.multinomial (self.weights, size, replacement=True)
sample = self.locations[sample_idx] + torch.randn(size)*(self.locations[1]-self.locations[0])/2
return sample

copy(self):
return Measure(self.locations, self.weights)

zero_grad(self):
self.weights.grad = None

visualize(self):
nun

Visualization of the weights
nnn

plt.bar(self.locations.detach(), self.weights.detach(), width=0.1, label="Measure")
plt.axhline(y=0, c="grey", linewidth=0.5)
plt.draw()

vii



C.2

Optimeringsklassen

1 class Optimizer:

© o N e s W N

e e e
I U S

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

46
47
48
49
50
51
52
53

55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

def

def

def

def

__init__(self, measures, loss : str, lr : float = 0.1):
# Create list of measures

if type(measures) == Measure:
self .measures = [measures]
elif type(measures) != list:

Exception(’Error: measures has to be of type Measure or list’)
else:
self .measures = measures
# Create list of 1lr’s
if type(lr) == float or type(lr) == int:
self.lr = [lrl*len(self.measures)
elif type(lr) != list:
Exception(’Error: 1lr has to be of type float or list’)
else:
self.lr = 1r

loss_dict
self.loss = loss_dict[loss]

self.state = {’measure’:self.measures, ’1r’:self.lr}
self.is_optim = False

put_mass(self, meas_index, mass, location_index):
nun

In current form, this method puts mass at a specified location, s.t. the location still
has mass less at most 1 and returns how much mass is left to distribute.

:param mass: Mass left to take
:param location_index: Index of location to take mass from

:returns: mass left to add to measure after adding at specified location

nun

with torch.no_grad():
self .measures[meas_index] .weights[location_index] += mass

take_mass(self, meas_index, mass, location_index) -> float:

nun

In current form, this method takes mass from a specified location, s.t. the location still

has non-negative mass and returns how much mass is left to take.
:param mass: Mass left to take
:param location_index: Index of location to take mass from

:returns: mass left to remove from measure after removing from specified location

nun

with torch.no_grad():

if mass > self.measures[meas_index].weights[location_index].item():
mass_removed = self.measures[meas_index].weights[location_index].item()

self .measures[meas_index] .weights[location_index] = 0.
else:
self .measures[meas_index] .weights[location_index] -= mass
mass_removed = mass
return mass_removed

stop_criterion(self, tol_supp=le-6, tol_const=1e-2, adaptive = False):
nnn

Checks if the difference between the maximum and minimum gradient is
within a certain range.

:param tol_supp: lower bound for wieghts considered

:param tol_const: stop value, when the maximum difference of gradients

is smaller than this value the minimization should seize
nnun

if adaptive:
return min([measure.weights.grad[measure.support(tol_supp)].max()

- measure.weights.grad.min() < tol_const*(measure.weights.grad.max() -
measure.weights.grad.min()) for measure in self.measures])

else:

viii
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65 return min([measure.weights.grad[measure.support(tol_supp)].max()

66 - measure.weights.grad.min() < tol_const for measure in self.measures])
67

68 def step(self, meas_index):

69 nnn

70 Steepest decent with fixed total mass

71 nnn

72

73 # Sort gradient

74 grad_sorted = torch.argsort(self.measures[meas_index].weights.grad)

75

76 # Distribute positive mass

77 mass_pos = self.lr[meas_index]

78 self.put_mass(meas_index, mass_pos, grad_sorted[0].item())

79

80 # Distribute negative mass

81 mass_neg = self.lr[meas_index]

82 for i in torch.flip(grad_sorted, dims=[0]):

83 mass_neg -= self.take_mass(meas_index, mass_neg, i.item())

84 if mass_neg <= 0.:

85 break

86

87 def update_lr(self, index, fraction=0.7):

88 nnn

89 Updates learning rate for the optimizer

20

91 :param fraction: multiply 1lr with this value

92 nnn

93 self.lr[index]*=fraction

94

95 def state_dict(self):

96 e

97 Updates the state dictionary for the optimizer

98 e

99 print ("\n".join("\t{}: {}".format(k, v) for k, v in self.state.items()))
100 return self.state

101

102 def load_state_dict(self, state_dict):

103 e

104 Overloads the current state dictionary

105

106 :param state_dict: state dictionary to load

107 nnn

108 self.state = state_dict

109

110 def lr_decrease_criterion(self, loss_fn, measure, old_measure):

111 nnn

112 Checks if learning rate should be decreased

113

114 :param loss_fn: loss function

115 :param measure: measure to compare current measure to

116 nnn

117 return loss_fn(old_measure) < loss_fn(measure)

118

119 def minimize(self, data, model, h = 0, alpha = 0.001, max_epochs=2000, smallest_lr=le-6, verbose=False,
120 tol_supp=le-6, tol_const=1e-2, print_freq=100, adaptive=False,test=False):
121 e

122 :param data: list of tensors of data points. If x and y, then data should be on the form
123 [x_tensor,y_tensor]. If only one series of data points, just this tensor is needed
124 :param model: model written as a function.

125 Should take a data input (x) and a set of parameters (params).

126 :param max_epochs: Max number of iterations

127 :param smallest_lr: Minimizer wil stop when 1lr is below this value

128 :param verbose: Print information about each epoch

129 :param print_freq: How frequently the minimizer should print information

ix



145

152

154

:param tol_supp:

:param tol_const:

:param adaptive:

:return: Optimized measures
nnn

1lr = self.1lr

loss_fn = self.loss

if type(data) == torch.tensor:
data = [data, data]

perms, prep = self.prep_step(data, model, h, alpha)

if test:
tid=[]
LossNotChanged=0
ti=time.time()

for epoch in range(max_epochs):
# Backup current measures and reset grad
old_measures = copy.deepcopy(self.measures)
for m in self.measures:
m.zero_grad()

# Compute loss and grad
loss_old = loss_fn(perms, *prep)
loss_old.backward()

# Stop criterion
if self.stop_criterion(tol_supp, tol_const, adaptive):
print (f’\nOptimum is attained. Loss: {loss_old}. Epochs: {epoch} epochs.’)
self.is_optim = True
if test:
t2=time.time()
return self.measures,t2-t1,epoch
else:
return self.measures

if min(lr) < smallest_l1r:
print(£’The step size is too small: {1r}’)
if test:
t2=time.time ()
if LossNotChanged<5:
return self.measures,t2-t1,epoch
else:
return self.measures, tid[0] [0],tid[0] [1]
else:
return self.measures

# Step
maxima = []
for meas_index in range(len(self.measures)):
sup_index = self.measures[meas_index] .support()
grads = copy.deepcopy(self.measures[meas_index].weights.grad)
#print (grads)
maxima.append(torch.max(grads [sup_index]))
max_index = maxima.index(sorted(maxima) [-1])
self.step(max_index)

loss_new = loss_fn(perms, *prep)
loss_new.backward()

# bad step
if loss_old < loss_new:



205

def

# Revert to the backup measure and decrease 1r
self .measures = copy.deepcopy(old_measures)
self.update_lr(max_index, fraction=0.1)

if verbose:

print (f’Epoch: {epoch:<10} Lr was reduced to: {1lr}’)
elif loss_old == loss_new and verbose:

if test and LossNotChanged<5:
LossNotChanged+=1
t2=time.time()
tid.append([t2-t1,epoch])

print (f’Epoch: {epoch:<10} Loss did not change ({loss_new})’)

# successful step
else:
if test and LossNotChanged<5:
LossNotChanged=0
tid=[]
if epoch % print_freq == 0:
if verbose:
print (f’Epoch: {epoch:<10} Loss: {loss_new:<10.9f} LR: {1lr}’)
else:
print(’.?)

print(’Max epochs reached’)
if test:
t2=time.time ()
if LossNotChanged<5:
return self.measures,t2-tl,epoch
else:
return self.measures, tid[0][0],tid[0][1]
else:
return self.measures

visualize(self):
nnn
Visualizes the measures of the optimizer. Currently requires that
a gradient has been stored in the weights of the measures.
nnn
cols = int(torch.ceil(torch.sqrt(torch.tensor(len(self.measures)))).item())
rows = int(torch.ceil(torch.tensor(len(self.measures)/cols)).item())
fig, axs = plt.subplots(rows,cols)
axs = axs.flatten()
fig.suptitle(’Optimizer Visualization’)
grads = [measure.weights.grad for measure in self.measures]
for i, measure in enumerate(self.measures):
M, m = grads[i] .max(), grads[i].min()
wm = measure.weights.max()
scaled_weights = measure.weights * (M - m) / wm * 0.25 + m
support = measure.support ()
with torch.no_grad():
# Support locations
axs[i%cols+(i//cols)*cols].plot(measure.locations[support], torch.zeros(len(measure.weights)) [support]
+m, ’.’, c=red’, label=’ Measure Support’)
# Gradient
axs[i%cols+(i//cols)*cols] .plot(measure.locations, grads[i], c=’green’, label=’ Gradient’)
# Measure weights where there is support
axs[i%cols+(i//cols)*cols].vlines(measure.locations [support], torch.zeros(len(measure.weights)) [support]
+ 1.3 * m, scaled_weights[support], colors=’blue’, label=’ Measure Weights’)
axs[i%cols+(i//cols)*cols].axhline(y=m, c="orange", linewidth=0.5)
axs[i%cols+(i//cols)*cols].legend(loc="upper right’)
axs[i%cols+(i//cols)*cols].set_ylim([m, M])

# Loss functions

xi



260 def essr(self, perms, errors):

nun

261
262 Calculates the expected sum of square residuals loss function

263

264 :param perms: list of the possible permutations of one location from each measure

265 :param errors: tensor of the sum of errors, compared with true data, for each permutation of locations

266 nnn

267 probs = torch.cat([self.measures[i].weights[perms[:, i]].unsqueeze(1l) for i in range(len(self.measures))],
268 1) .prod(1)

269 return errors.dot(probs)

270

271 def nll(self, perms, loc_index):

272 nnn

273 Calculates the negative log-likelihood loss function

274

275 :param perms: list of the possible permutations of one location from each measure

276 :param loc_index: list of location permutation closest with the least absolute error for each data point
277 e

278 probs = torch.cat([self.measures[i].weights[perms[:, i]].unsqueeze(1) for i in range(len(self.measures))],
279 1) .prod(1)

280 return -sum(torch.log(probs[loc_index]))

281

282 def KDEnll(self, perms, kde_mat, h):

283 nnn

284 Calculates the negative log-likelihood loss function, with a KDE

285

286 :param perms: list of the possible permutations of one location from each measure

287 :param kde_mat: matrix of kernels for each location permutation

288 :param h: bandwidth for the KDE

289 nnn

290 probs = torch.cat([self.measures[i].weights[perms[:, i]].unsqueeze(1l) for i in range(len(self.measures))],
291 1) .prod(1)

292 return -(torch.matmul(kde_mat, probs) / h).log().sum()

293

294 def chi_squared(self, perms, bins_freq):

295 nnn

296 Calculates the chi-squared loss function

297

298 :param perms: list of the possible permutations of one location from each measure

299 :param bins_freq: frequencies of data points closest to each location permutation

300 e

301 probs = torch.cat([self.measures[i].weights[perms[:, i]].unsqueeze(1) for i in range(len(self.measures))],
302 1) .prod(1)

303 return (probs**2/bins_freq).sum()

304

305 # Preparational step for loss functions

306 def prep_step(self, data, model, h = 0, alpha = 0.001):

307 e

308 Does a preparatory step and returns the prepared data needed for the optimizers loss function

309

310 :param data: data to fit the model to

311 :param model: model that should be fit to data, should be a function taking the data (x) and

312 locations as parameters

313 :param h: bandwidth parameter for KDE

314 :param aplha: label smoothing parameter for chi-squared loss function

315 nnn

316 # permutations of all measures

317 perms = torch.tensor([item for item in itertools.product(*[range(measure.weights.size(dim=0))

318 for measure in self.measures])])

319 locs = torch.cat([self.measures[i].locations[perms[:, il].unsqueeze(1) for i in range(len(self.measures))], 1)
320 prep = []

321 if self.loss == self.essr:

322 prep.append(torch.tensor ([(model(datal[0], locs[i]) - data[1]).pow(2).sum() for i in range(len(perms))]))
323 elif self.loss == self.nll:

324 loc_idx = []

xii



325 for i in range(len(datal[0])):

326 ab = torch.abs(model(data[0] [i], [locs[:,i] for i in range(locs.size(dim=1))]) - datal[1][i])
327 loc_idx.append(torch.argmin(torch.tensor(ab)))

328 prep.append(torch.tensor(loc_idx))

329 elif self.loss == self.KDEnll:

330 if h ==

331 sigma=torch.std(data[0])

332 A=min(sigma, (torch.quantile(data[0],0.75)-torch.quantile(data[0],0.25))/1.34)

333 h=0.9%A*1len(datal[0])**(-1/5)

334 kde_mat = 1/np.sqrt(2*np.pi)*np.exp(-((datal[1l].view(-1,1) - model(data[0].view(-1,1), locs.transpose(0,1)))
335 / h)*%2/2)

336 prep.append (kde_mat)

337 prep.append (h)

338 elif self.loss == self.chi_squared:

339 loc_idx = []

340 for i in range(len(datal[0])):

341 ab = torch.abs(model(datal[0][i], [locs[:,i] for i in range(locs.size(dim=1))]) - datal[1][il])
342 loc_idx.append(torch.argmin(ab))

343 bins = torch.tensor(loc_idx)

344 bins_freq = torch.bincount(bins, minlength=np.cumprod([self.measures[i].weights.size(dim=0)

345 for i in range(len(self.measures))]) [-1])/len(data[0])**2

346 bins_freq = bins_freq*(l-alpha)+alpha / len(bins_freq)

347 prep.append (bins_freq)

348 return perms, prep

xiii



C.3 Checkklassen

1 class Check():

2 def __init__(self, opt: Optimizer, model,

3 x: torch.tensor,y: torch.tensor, alpha=0.05,

4 normal=False, Return=False,sample_size=2000):

5 nnn

6 A class that will check how close a fitted measure is to the orginal by creating a confidence
7 intervall at each x-value and checking to see if the corresponding y-value is insiede the
8 confidence interval.

9

10 :param opt: An instance of the class Optimizer

11 :param model: A function with input: a list of x-values and a list of lists containing weights from measures
12 :param x: The x-values used in the model

13 :param y: The y-values from the original distribution that we use to fitt the measure

14 :param alpha: The amount of confidence we want for our donfidence intervals, standard is 0.05
15 which corresponds to a 95% CI

16 :param normal: Set to true if you know that the distribution is normal

17 :param Return: Set to true if you wish the class to return the amount of misses and the bounds for the 95% CI
18 nnn

19 self.opt=opt

20 self.model=model

21 self .data=[x,y]

22 self .N=len(x)

23 self.alpha=alpha

24 self .normal=normal

25 self.Return=Return

26 self.sample_size=sample_size

27

28

29 def check(self):

30 12

31 Calculates the amount of the original data (y) that is outside

32 the boundaries of a 95% confidence intervall (if no value is given to

33 the variable alpha) and then calculates the probability of

34 that amount of misses

35

36 200

37 bounds=[]

38 for x in self.datal0]:

39 input=[]

40 for meas in self.opt.measures:

41 input.append(meas.sample(self.sample_size))

42 bounds.append (self.CI(self.model(x,input)))

43 miss=self.misses(self.data[1],bounds)

44

45

46 # b_lower = [b[0].item() for b in bounds]

a7 # b_upper = [b[1].item() for b in bounds]

48 # plt.scatter(self.datal[0], self.datal[l], sizes=[20]*len(self.datal[0]))

49 # plt.plot(self.datal[0], b_lower, ’r--7)

50 # plt.plot(self.datal0], b_upper, ’r--’)

51 # plt.show()

52

53 lci=scipy.stats.binom.ppf (self.alpha/2,self.N,self.alpha)

54 hci=scipy.stats.binom.ppf (1-self.alpha/2,self.N,self.alpha)

55 if (miss >= lci) and (miss <= hci):

56 print (f’{miss} is inside the confidence interval ({lci}, {hcil}):’)

57 print(£’No contradiction with the fitted model at {100*(1-self.alpha)l}’, confidence level’)
58 else:

59 print (f’{miss} is outside the confidence interval ({lci}, {hcil}):’)

60 print (f’Number of misses is significantly at {100*(l-self.alpha)}), confidence level different
61 from expected for the fitted model!’)

62 if self.Return==True:

63 return lci,hci, miss

64

Xiv



65 def CI(self, data:list[float]):

66 20

67 Calculates the bounds of an approximate 95% confidence intervall
68 for the given data in output

69 :param data: List of values that the confidence interval is calculated from
70 12

71 if self.normal:

72 mean=torch.mean(data)

73 std=torch.std(data)

74 g=scipy.stats.norm.ppf (self.alpha/2)

75 cil=mean+q*std

76 cih=mean-qg*std

7 bounds=[cil,cih]

78 else:

79 edge=int (self.alpha/2*self.sample_size)

80 idx_sorted_cropped=torch.argsort(data) [edge:self.sample_size-edgel
81 bounds=data[idx_sorted_cropped[[0,-1]]]

82 return bounds

83

84

85 def misses(self,y:list[float],bounds:list[list[float,float]]):

86 12

87 Calculates the amount of values in y that are not within the

88 corresponding boundary in bounds

89

20 :param y: The data which we will se if it is in the corresponding confidence interval
91 :param bounds: list containing the pairs of bounds for each x

92 123

93 miss=0

94 for i in range(len(y)):

95 if y[i]>bounds[i] [1] or y[i]<bounds[i] [0]:

96 miss+=1

97 return miss

XV



C.4 Generering av data

Kod for att generera data som anvéndes for testerna beskrivna i avsnitt 4.1, vars resultat aterfinns i
tabellerna i avsnitt A.1.

1 import numpy as np
> np.random.seed(0)
3 tests = 50

5 filename = ’data.npy’
¢ means = np.array([])

7 stds = np.array([])

o for i in range(tests):

10 mean = np.random.normal(0,1,3)

1 std = np.abs(np.random.normal(1,0.1,3))

12 means = np.append(means, mean)

13 stds = np.append(stds, std)

14 for N in [100, 500, 1000]:

15 a = np.random.normal (mean[0], std[0], N)
16 b = np.random.normal (mean[1], std[1], N)
17 ¢ = np.random.normal (mean[2], std[2], N)
18

19 x = np.linspace(-5, 5, N)

20 y = a

21 y_lin = a+x * b

22 y_sqr = a + X * b + x¥*¥2 % c

23 y_nonNorm = np.concatenate((al[0:N//2], b[0:N//2]))
24 y_ax = a ¥ X

25

26 data = {

27 ylioy,

28 ’y_1lin’: y_lin,

29 ’y_sqr’: y_sqr,

30 ’y_nonNorm’: y_nonNorm,

31 ‘y_ax’: y_ax

32 }

33

34 for k, v in data.items():

35 file, ext = filename.split(’.’, 1)
36 name = file + ’_> + str(N) + ’_> + k + ’_7 + str(i) + ’.’ + ext
37

38 with open(name, ’wb’) as f:

39 np.save(f, np.array(v))

40

41 params = np.array([means,stds])

42 # Saves means and stds in npy file in format: [[means], [stds]]
43 np.save(’params.npy’, params)

xvi



C.5 Tester for OFDM
C.5.1 Fallet o4

import torch

import pytorch_measure as pm
import numpy as np

from tqdm import tqdm

import json

import math

© W N e U A W N =

# Regression model
def regression_model(x,list):
return 1list[0]

B e e
w N = O

#Load data of parameters from the file where you ran data_generator.py
param=np.load(f’../Finalized/test_data/params.npy’)

==
oo

16 for length in [100,500,1000] :

17 success=[]

18 tid=[]

19 epoch=[]

20 measures=[]

21 for i in tqdm(range(50)):

22 data=np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_{i}.npy’)
23 y=torch.from_numpy(data)

24 x = torch.linspace(-5, 5, length)

25

26 M=length #Amount of datapoints

27

28 s=2 #Decides width of the measures

29 aU=math.ceil (param[0] [3*i]+s*param[1] [3*i])

30 al=math.floor (param[0] [3*i]-s*param[1] [3*i])

31 N=2x(aU-aLl)+1

32

33 #Creates the measure

34 measure = pm.Measure(torch.linspace(al, aU, N), torch.ones(N).double() / N)
35

36 # Instance of optimizer

37 opt = pm.Optimizer([measurel,"KDEnll" ,1r=0.1)

38

39 # Call to minimizer

40 new_mes,time,iteration=opt.minimize([x,y], regression_model,verbose=False,adaptive=False,
41 max_epochs=4000, test=True)

42

43 # Visualize measures and gradient

44 new_mes [0] .visualize ()

45 #plt.show()

46

47

48 #Run tests and save the results

49 check=pm.Check(opt,regression_model,x,y,normal=False,Return=True)
50 1,u,miss=check.check()

51

52 success.append(1<miss and miss<u)

53 tid.append(time)

54 epoch.append(iteration)

55 measures .append ([new_mes[0] .locations.tolist() ,new_mes[0] .weights.tolist()])
56

57

58 data=[measures,sum(tid)/len(tid),sum(epoch)/(len(epoch)),sum(success)/len(success)]
59 with open(f"resultat/Sergeyl_{M}.json", "w") as outfile:

60 outfile.write(json.dumps(data))
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C.5.2 Fallet o; - x

import torch

import pytorch_measure as pm
import numpy as np

from tqdm import tqdm

import json

import math

# Linear regression model
def regression_model(x,list):
return 1list[0]*x

© 0 N O U A W N e
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#Load data of parameters from the file where you ran data_generator.py
param=np.load(f’../Finalized/test_data/params.npy’)

==
»w

15 for length in [100,500,1000] :

16 success=[]

17 tid=[]

18 epoch=[]

19 measures=[]

20 for i in tqdm(range(50)):

21 data=np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_ax_{i}.npy’)
22 y=torch.from_numpy(data)

23 x = torch.linspace(-5, 5, length)

24

25 M=length #Amount of datapoints

26

27 s=2 #Decides width of the measures

28 aU=math.ceil (param[0] [3*i]+s*param[1] [3*i])

29 al=math.floor (param[0] [3*i]-s*param[1] [3*i])

30 N=2% (aU-aL)+10

31

32 #Creates the measure

33 measure = pm.Measure(torch.linspace(al, aU, N), torch.ones(N).double() / N)
34

35 # Instance of optimizer

36 opt = pm.Optimizer([measurel,"KDEnll" ,1r=0.1)

37

38 # Call to minimizer

39 new_mes,time,iteration=opt.minimize([x,y], regression_model,verbose=False,adaptive=False,
40 max_epochs=4000, test=True)

41

42 # Visualize measures and gradient

43 new_mes [0] .visualize()

44 #plt.show()

45

46 #Run tests and save the results

a7 check=pm.Check(opt,regression_model,x,y,normal=False,Return=True)
48 1,u,miss=check.check()

49

50 success.append(1<miss and miss<u)

51 tid.append(time)

52 epoch.append (iteration)

53 measures.append ([new_mes[0] .locations.tolist() ,new_mes[0] .weights.tolist()])
54

55 data=[measures,sum(tid)/len(tid) ,sum(epoch)/(len(epoch)),sum(success)/len(success)]
56 with open(f'"resultat/Sergeyla_{M}.json", "w") as outfile:

57 outfile.write(json.dumps(data))
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45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

63
64

C.5.3 Fallet o; +05; - =

import torch

import pytorch_measure as pm
import numpy as np

from tqdm import tqdm

import json

import math

# Linear regression model
def regression_model(x,list):
return 1list[0]*x+1list[1]

#Load data of parameters from the file where you ran data_generator.py
param=np.load(f’../Finalized/test_data/params.npy’)

for length in [100,500,1000] :

success=[]

tid=[]

epoch=[]

measures=[]

for i in tqdm(range(50)):
data=np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_lin_{i}.npy’)
y=torch.from_numpy (data)
x = torch.linspace(-5, 5, length)

M=length #Amount of datapoints

s=2 #Decides width of the measures

aU=math.ceil (param[0] [3*i+1]+s*param[1] [3*i+1])
al=math.floor (param[0] [3*i+1]-s*param[1] [3*i+1])
bU=math.ceil (param[0] [3*i]+s*param[1] [3*i])
bL=math.floor(param[0] [3*i]-s*param[1] [3*i])
Nb=2% (bU-bL) +1

Na=2*(aU-aL)+1

#Creates the measures

a = pm.Measure(torch.linspace(al, aU, Na), torch.ones(Na).double() / Na)
b = pm.Measure(torch.linspace(bL, bU, Nb), torch.ones(Nb).double() / Nb)
measure= [a,b]

# Instance of optimizer
opt = pm.Optimizer (measure, "KDEnll", 1lr = 0.1)

# Call to minimizer

new_mes,time,iteration=opt.minimize([x,y],regression_model,max_epochs=4000,verbose = False,
print_freq=100, smallest_lr=1e-10,test=True)

# Visualize measures and gradient

new_mes [0] .visualize()

#plt.show()

new_mes[1] .visualize()

#plt.show()

#Run tests and save the results
check=pm.Check(opt,regression_model,x,y,normal=False,Return=True)
1,u,miss=check.check()

success.append(1<=miss and miss<=u)
tid.append(time)
epoch.append(iteration)
for i in range(len(new_mes)):
measures.append( [new_mes[i] .locations.tolist() ,new_mes[i] .weights.tolist()])

data=[measures,sum(tid)/len(tid) ,sum(epoch)/len(epoch),sum(success)/len(success)]

with open(f'"resultat_samuel/Sergey2M_{M}.json", "w") as outfile:
outfile.write(json.dumps(data))
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C.5.4 Fallet o + 3 - + 7, - 2

import torch

import pytorch_measure as pm
import numpy as np

from tqdm import tqdm

import json

import math

# Linear regression model
def regression_model(x,list):
return list[0]*x**2+1ist[1]*x+1list[2]

© 0 N U A W N e
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#Load data of parameters from the file where you ran data_generator.py
param=np.load(’../Finalized/test_data/params.npy’)

[
oW

for length in [100,500,1000] :

success=[]

tid=[]

epoch=[]

measures=/[]

for i in tqdm(range(50)):
data=np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_sqr_{i}.npy’)
y=torch.from_numpy(data)
x = torch.linspace(-5, 5, length)

NN NN R R R e e
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#plt.scatter(x,y)
#plt.show()
M=length #Amount of datapoints

NN N
© N o

s=2 #Decides width of the measures

aU=math.ceil (param[0] [3*i+2] +s*param[1] [3*i+2])
al=math.floor (param[0] [3*i+2]-s*param[1] [3*i+2])
bU=math.ceil (param[0] [3*i+1]+s*param[1] [3*i+1])
bL=math.floor(param[0] [3*i+1]-s*param[1] [3*i+1])
cU=math.ceil (param[0] [3*i]+s*param[1] [3*i])
cL=math.floor(param[0] [3*i]-s*param[1] [3*i])
Nc=2%(cU-cL)+1

Nb=2# (bU-bL) +1

Na=2%* (aU-aL)+1

BOA W W W W W W W W W W N
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# Measure for slope (a) and intercept (b) of linear model

a = pm.Measure(torch.linspace(aU, aL, Na), torch.ones(Na).double() / Na)
b = pm.Measure(torch.linspace(bU, bL, Nb), torch.ones(Nb).double() / Nb)
c= pm.Measure(torch.linspace(cU, cL, Nc), torch.ones(Nc).double() / Nc)
45 measure = [a,b,c]

46

B e
IR )

a7 # Instance of optimizer

48 opt = pm.Optimizer (measure, "KDEnll", 1lr = 0.1)

49

50 # Call to minimizer

51 new_mes,time,iteration=opt.minimize([x,y],regression_model,max_epochs=4000,verbose = False,
52 print_freq=100, smallest_lr=1e-10,test=True)
53

54 # Visualize measures and gradient

55 new_mes[0] .visualize()

56 #plt.show()

57 new_mes[1] .visualize()

58 #plt.show()

59 new_mes[2] .visualize ()

60 #plt.show()

61

62 #Run tests and save the results

63 check=pm.Check(opt,regression_model,x,y,normal=False,Return=True)

64 1,u,miss=check.check()



66 success.append(1<=miss and miss<=u)

67 tid.append(time)

68 epoch.append(iteration)

69 for i in range(len(new_mes)):

70 measures.append( [new_mes[i] .locations.tolist() ,new_mes[i] .weights.tolist()])
71

72 data=[measures,sum(tid)/len(tid) ,sum(epoch)/len(epoch),sum(success)/len(success)]

73 with open(f"resultat/Sergey3_{M}.json", "w") as outfile:

74 outfile.write(json.dumps(data))
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C.6 Tester for linjairkombination av stokastiska variabler

C.6.1 Fallet o4

import torch

import numpy as np

import scipy as sp

import linear_combination_optimizer as lco
import json

# Calculate confidence intervals and returns amount of misses
def misses(x, y, mu, sigma):
miss = 0
S = 1000
for i in range(x.size(dim=0)):
# Generate sample from model
sample = torch.normal(mean = float(mu[il), std = float(sigmalil), size = (1,8)).squeeze(dim=0)
sample = torch.sort(sample) [0]
if y[i] < sample[int(np.floor(S*0.025))] or y[i] > sample[int(np.ceil(S*0.975))-1]:
miss += 1
# Calculate confidence interval
cl = sp.stats.binom.ppf (0.025,y.size(dim=0),0.05)
c2 = sp.stats.binom.ppf(0.975,y.size(dim=0),0.05)
print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {ci<=miss<=c2}")
return cl, c2, miss

© W N e U A W N =
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23 # For each data size
24 for length in [100, 500, 1000]:

25 # Lists for storing results

26 success=[]

27 time=[]

28 epoch=[]

29 means=[]

30 std=[]

31 # Run regressions 50 times

32 for i in range(50):

33 x = torch.linspace(-5, 5, length)

34 y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_{il}.npy’)
35 opt = lco.Optimizer(x, y, order=1)

36 mu, sigma, conv_epoch, conv_time = opt.optimize(epochs = 3000, test = True)
37

38 1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y) ,mu,sigma)

39 success.append (1<=miss and miss<=u)

40 time.append(conv_time)

41 epoch.append(conv_epoch)

42 means . append (mu)

43 std.append(sigma)

44

45 # Save results in a json file

46 results = [means, std, sum(time)/len(time), sum(epoch)/(len(epoch)),
a7 float (100*sum(success)/len(success))]

48 with open(f"Lin_comb_results/lin_comb_results_{length}_y.json", "w") as outfile:
49 outfile.write(json.dumps(results))
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C.6.2 Fallet o; - x

import torch

import numpy as np

import scipy as sp

import linear_combination_optimizer as lco
import json

# Confidence intervals
def misses(x, y, mu, sigma):
miss = 0
S = 1000
for i in range(x.size(dim=0)):
# Generate sample from model
sample = torch.normal (mean = float(mul[i]), std = float(sigmal[i]), size = (1,S)).squeeze(dim=0)
sample = torch.sort(sample) [0]
if y[i] < samplelint(np.floor(S*0.025))] or y[il > sample[int(np.ceil(S*0.975))-1]:
miss += 1
# Calculate confidence interval
cl = sp.stats.binom.ppf(0.025,y.size(dim=0),0.05)
c2 = sp.stats.binom.ppf(0.975,y.size(dim=0),0.05)
print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {cl<=miss<=c2}")
return cl, c2, miss

# For each data size
for length in [100, 500, 1000]:
# Lists for storing results
success=[]
time=[]
epoch=[]
means=[]
std=[]
# Run regressions 50 times
for i in range(50):
x = torch.linspace(-5, 5, length)
y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_ax_{i}.npy’)
opt = lco.Optimizer(x, y, order=1, ax = True)
mu, sigma, conv_epoch, conv_time = opt.optimize(epochs = 3000, test = True)

1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y),mu,sigma)
success.append(1<=miss and miss<=u)
time.append(conv_time)

epoch.append(conv_epoch)

means . append (mu)

std.append(sigma)

# Save results in a json file
results = [means, std, sum(time)/len(time), sum(epoch)/(len(epoch)),
float (100*sum(success)/len(success))]
with open(f"Lin_comb_results/lin_comb_results_{length}_y_ax.json", "w") as outfile:
outfile.write(json.dumps(results))
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C.6.3 Fallet o; +05; - =

1 import torch

2 import numpy as np

3 import scipy as sp

4 import linear_combination_optimizer as lco
5 import json
6
7
8
9

# Calculate confidence intervals and returns amount of misses
def misses(x, y, mu, sigma):

miss = 0
10 S = 1000
11 for i in range(x.size(dim=0)):
12 sample = torch.normal(mean = float(mu[i]), std = float(sigmali]), size = (1,S)).squeeze(dim=0)
13 sample = torch.sort(sample) [0]
14 if y[i] < sample[int(np.floor(S*0.025))] or y[i] > sample[int(np.ceil(S*0.975))-1]:
15 miss += 1
16 # Calculate confidence interval
17 cl = sp.stats.binom.ppf (0.025,y.size(dim=0),0.05)
18 c2 = sp.stats.binom.ppf (0.975,y.size(dim=0),0.05)
19 print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {ci<=miss<=c2}")
20 return cl, c2, miss

21
22 # For each data size
23 for length in [100, 500, 1000]:

24 # Lists for storing results

25 success=[]

26 time=[]

27 epoch=[]

28 means=[]

29 std=[]

30 # Run regressions 50 times

31 for i in range(50):

32 x = torch.linspace(-5, 5, length)

33 y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_lin_{i}.npy’)
34 opt = lco.Optimizer(x, y, order=2)

35 mu, sigma, conv_epoch, conv_time = opt.optimize(epochs = 3000, test = True)
36

37 1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y) ,mu,sigma)

38 success.append (1<=miss and miss<=u)

39 epoch.append(conv_epoch)

40 means . append (mu)

41 std.append(sigma)

42

43 # Save results in a json file

44 results = [means, std, sum(time)/len(time), sum(epoch)/(len(epoch)),
45 float (100*sum(success)/len(success))]

46 with open(f"Lin_comb_results/lin_comb_results_{length}_y_lin.json", "w") as outfile:
a7 outfile.write(json.dumps(results))
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C.6.4 Fallet o + 3 - + 7, - 2

1 import torch

2 import numpy as np

3 import scipy as sp

4 import linear_combination_optimizer as lco
5 import json
6
7
8
9

# Calculate confidence intervals and returns amount of misses
def misses(x, y, mu, sigma):

miss = 0
10 S = 1000
11 for i in range(x.size(dim=0)):
12 # Generate sample from model
13 sample = torch.normal (mean = float(mul[i]), std = float(sigmal[i]), size = (1,S)).squeeze(dim=0)
14 sample = torch.sort(sample) [0]
15 if y[i] < samplelint(np.floor(S*0.025))] or y[il > sample[int(np.ceil(S*0.975))-1]:
16 miss += 1
17 # Calculate confidence interval
18 cl = sp.stats.binom.ppf(0.025,y.size(dim=0),0.05)
19 c2 = sp.stats.binom.ppf(0.975,y.size(dim=0),0.05)
20 print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {cl<=miss<=c2}")
21 return cl, c2, miss
22

23 # For each data size
24 for length in [100, 500, 1000]:

25 # Lists for storing results

26 success=[]

27 time=[]

28 epoch=[]

29 means=[]

30 std=[]

31 # Run regressions 50 times

32 for i in range(50):

33 x = torch.linspace(-5, 5, length)

34 y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_sqr_{i}.npy’)
35 opt = lco.Optimizer(x, y, order=3)

36 mu, sigma, conv_epoch, conv_time = opt.optimize(epochs = 3000, test = True)
37

38 1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y),mu,sigma)

39 success.append(1<=miss and miss<=u)

40 time.append(conv_time)

41 epoch.append(conv_epoch)

42 means . append (mu)

43 std.append(sigma)

44

45 # Save results in a json file

16 results = [means, std, sum(time)/len(time), sum(epoch)/(len(epoch)),
47 float (100*sum(success)/len(success))]

48 with open(f"Lin_comb_results/lin_comb_results_{length}_y_sqr.json", "w") as outfile:
49 outfile.write(json.dumps(results))
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C.7 Tester for polynomiskt neuralt nidtverk

C.7.1 Fallet o

import torch
import numpy as np
import scipy as sp
import time

import json

# Polynomial nn method

def eval_powers_of_x(x, n):
return x.pow(torch.arange(n))

def eval_even_powers_of_x(x, n):
return x.pow(2 * torch.arange(n))
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# Calculate confidence intervals and returns amount of misses
def misses(x, y, mu, sigma):

==
W

15 miss = 0

16 S = 1000

17 for i in range(x.size(dim=0)):

18 # Generate sample from model

19 sample = torch.normal(mean = float(mul[il), std = float(sigmal[i]), size = (1,8)).squeeze(dim=0)
20 sample = torch.sort(sample) [0]

21 if y[i] < samplelint(np.floor(S*0.025))] or y[il > samplel[int(np.ceil(S*0.975))-1]:
22 miss += 1

23 # Calculate confidence interval

24 cl = sp.stats.binom.ppf(0.025,y.size(dim=0),0.05)

25 c2 = sp.stats.binom.ppf(0.975,y.size(dim=0),0.05)

26 print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {cl<=miss<=c2}")

27 return cl, c2, miss

28

20 # Polynomial nn method
30 class NormalPolynomialModel (torch.nn.Module):

31 def __init__(self):

32 super () .__init__Q)

33

34 self.mean = None

35 self.std = None

36

37 self.N_mean = 1 # constant, linear, quadratic, ... terms

38 self .N_var = 1

39

40 self.poly_multipliers_mean = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_mean))
41 self .poly_multipliers_var = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_var))
42 self .var_shift = torch.nn.parameter.Parameter(torch.tensor(0.1))

43

44 self .mean_layer = torch.nn.Linear(self.N_mean, 1)

45 self.var_layer = torch.nn.Sequential(

16 torch.nn.Linear(self.N_var, 1),

a7 torch.nn.ReLU()

48 )

49

50 def forward(self, x):

51 self .mean = self.mean_layer(self.poly_multipliers_mean * eval_powers_of_x(x, self.N_mean))
52 self.var = self.var_layer(self.poly_multipliers_var * eval_even_powers_of_x(x, self.N_var)) +
53 self.var_shift ** 2

54 return self.mean, self.var

56 # Loss function for nn

57 def log_k_with_var(mean, var, y):

58 return -0.5%torch.log(var) - (y - mean)**2 / (2 * var)
59

60 # For each data size

61 for length in [100, 500, 1000]:

62 # Lists for storing results
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63 success=[]

64 tid=[]

65 end_epoch=[]

66 means=[]

67 std=[]

68 # Run regressions 50 times

69 for i in range(50):

70 x = torch.linspace(-5, 5, length)

71 y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_{il}.npy’)
72 y = torch.tensor(y)

73 x_unsq = x.view(-1, 1)

74 y = y.view(-1, 1)

75 model = NormalPolynomialModel ()

76 opt = torch.optim.Adam(model.parameters())

77

78 max_epoch = 300000

79 conv_epoch = max_epoch

80 conv_time = float(’inf’)

81 old_loss = float(’inf’)

82 tl = time.time()

83 # Main loop of regression

84 for epoch in range(max_epoch):

85 opt.zero_grad()

86 mean, var = model(x_unsq)

87 log_likelyhood = log_k_with_var(mean, var, y).sum()
88 loss = -log_likelyhood

89 loss.backward()

90 opt.step()

91 if torch.abs(old_loss-loss) < le-4:

92 t2 = time.time()

93 conv_time = t2-t1

94 conv_epoch = epoch

95 break

96 old_loss = loss

97

98 if epoch % 1000 == 0:

99 print (£’{epoch}:: Loss = {loss.item()}’)
100

101 m, var = model(x_unsq)

102 s = var.sqrt()

103 m = m.detach() .numpy()

104 s = s.detach() .numpy()

105

106 1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y),m,s)
107 success.append (1<=miss and miss<=u)

108 if conv_time != float(’inf’):

109 tid.append(conv_time)

110 end_epoch.append (conv_epoch)

111 means .append (m.tolist())

112 std.append(s.tolist())

113

114 # Save results in a json file

115 results = [means, std, sum(tid)/len(tid), sum(end_epoch)/(len(end_epoch)),
116 float (100*sum(success)/len(success))]
117 with open(f"Poly_results/poly_results_{length}_y.json", "w") as outfile:
118 outfile.write(json.dumps(results))
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C.7.2 Fallet o; - x

import torch

import pytorch_measure as pm

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import scipy as sp

from scipy import stats

import time

import linear_combination_optimizer as lco
import json

# Polynomial nn method

def eval_powers_of_x(x, n):
return x

def eval_even_powers_of_x(x, n):
return x.pow(2 * torch.arange(n))

# Calculate confidence intervals and returns amount of misses
def misses(x, y, mu, sigma):
miss = 0
S = 1000
for i in range(x.size(dim=0)):
# Generate sample from model
sample = torch.normal(mean = float(mu[i]), std = float(sigmali]), size = (1,S)).squeeze(dim=0)
sample = torch.sort(sample) [0]
if y[i] < sample[int(np.floor(8x0.025))] or y[il > sample[int(np.ceil(S*0.975))-1]:
miss += 1
# Calculate confidence interval
cl = sp.stats.binom.ppf (0.025,y.size(dim=0),0.05)
c2 = sp.stats.binom.ppf (0.975,y.size(dim=0),0.05)
print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {ci<=miss<=c2}")
return cl, c2, miss

# Polynomial nn method
class NormalPolynomialModel(torch.nn.Module) :
def __init__(self):
super().__init__Q)

self.mean = None
self.std = None

self .N_mean = 1 # constant, linear, quadratic, ... terms
self .N_var = 1

self .poly_multipliers_mean = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_mean))
self .poly_multipliers_var = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_var))
self.var_shift = torch.nn.parameter.Parameter (torch.tensor(0.1))

self .mean_layer = torch.nn.Linear(self.N_mean, 1)

self.var_layer = torch.nn.Sequential(
torch.nn.Linear(self.N_var, 1),
torch.nn.ReLU()

def forward(self, x):
self .mean = self.mean_layer(self.poly_multipliers_mean * x)
self.var = self.var_layer(self.poly_multipliers_var * x**2) + self.var_shift *x 2
return self.mean, self.var

# Loss function for nn
def log_k_with_var(mean, var, y):

return -0.5%torch.log(var) - (y - mean)**2 / (2 * var)

# For each data size
for length in [100, 500, 1000]:
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65 # Lists for storing results

66 success=[]

67 tid=[]

68 end_epoch=[]

69 means=[]

70 std=[]

71 # Run regressions 50 times

72 for i in range(50):

73 x = torch.linspace(-5, 5, length)

74 y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_ax_{i}.npy’)
75 y = torch.tensor(y)

76 x_unsq = x.view(-1, 1)

77 y = y.view(-1, 1)

78 model = NormalPolynomialModel()

79 opt = torch.optim.Adam(model.parameters())

80

81 max_epoch = 300000

82 conv_epoch = max_epoch

83 conv_time = float(’inf’)

84 old_loss = float(’inf’)

85 tl = time.time()

86 # Main loop of regression

87 for epoch in range(max_epoch):

88 opt.zero_grad()

89 mean, var = model(x_unsq)

90 log_likelyhood = log_k_with_var(mean, var, y).sum()
91 loss = -log_likelyhood

92 loss.backward ()

93 opt.step()

94 if torch.abs(old_loss-loss) < le-4:

95 t2 = time.time()

96 conv_time = t2-t1

97 conv_epoch = epoch

98 break

99 old_loss = loss

100

101 if epoch % 1000 == 0:

102 print (f’{epoch}:: Loss = {loss.item()}’)

103

104 m, var = model(x_unsq)

105 s = var.sqrt()

106 m = m.detach() .numpy ()

107 s = s.detach() .numpy()

108

109 if sum([np.isnan(m[i]) for i in range(len(m))]) == O and
110 sum([np.isnan(s[i]) for i in range(len(s))]) == 0:
111 1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y),m,s)

112 success.append(1<=miss and miss<=u)

113 if conv_time != float(’inf’):

114 tid.append(conv_time)

115 end_epoch.append (conv_epoch)

116 means . append (m.tolist())

117 std.append(s.tolist())

118

119 # Save results in a json file

120 results = [means, std, sum(tid)/len(tid), sum(end_epoch)/(len(end_epoch)),
121 float (100*sum(success)/len(success))]

122 with open(f"Poly_results/poly_results_{length}_y_ax.json", "w") as outfile:
123 outfile.write(json.dumps(results))
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import torch

import numpy as np

import scipy as sp

import time

import linear_combination_optimizer as lco
import json

# Polynomial nn method

def eval_powers_of_x(x, n):
return x.pow(torch.arange(n))

def eval_even_powers_of_x(x, n):
return x.pow(2 * torch.arange(n))
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# Calculate confidence intervals and returns amount of misses
15 def misses(x, y, mu, sigma):

[
'S

16 miss = 0

17 S = 1000

18 for i in range(x.size(dim=0)):

19 # Generate sample from model

20 sample = torch.normal(mean = float(mul[il), std = float(sigmal[il), size = (1,8)).squeeze(dim=0)
21 sample = torch.sort(sample) [0]

22 if y[i] < samplelint(np.floor(S*0.025))] or y[il > samplelint(np.ceil(S*0.975))-1]:
23 miss += 1

24 # Calculate confidence interval

25 cl = sp.stats.binom.ppf(0.025,y.size(dim=0),0.05)

26 c2 = sp.stats.binom.ppf(0.975,y.size(dim=0),0.05)

27 print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {cl<=miss<=c2}")

28 return cl, c2, miss

29

30 # Polynomial nn method
31 class NormalPolynomialModel (torch.nn.Module):

32 def __init__(self):

33 super () .__init__Q)

34

35 self.mean = None

36 self.std = None

37

38 self.N_mean = 2 # constant, linear, quadratic, ... terms

39 self .N_var = 2

40

41 self.poly_multipliers_mean = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_mean))
42 self .poly_multipliers_var = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_var))
43 self.var_shift = torch.nn.parameter.Parameter(torch.tensor(0.1))

44

45 self .mean_layer = torch.nn.Linear(self.N_mean, 1)

46 self.var_layer = torch.nn.Sequential(

a7 torch.nn.Linear(self.N_var, 1),

48 torch.nn.ReLU()

49 )

50

51 def forward(self, x):

52 self .mean = self.mean_layer(self.poly_multipliers_mean * eval_powers_of_x(x, self.N_mean))
53 self.var = self.var_layer(self.poly_multipliers_var * eval_even_powers_of_x(x, self.N_var)) +
54 self.var_shift ** 2

55 return self.mean, self.var

56

57 # Loss function for nn

58 def log_k_with_var(mean, var, y):

59 return -0.5%torch.log(var) - (y - mean)**2 / (2 * var)
60

61 # For each data size

62 for length in [100, 500, 1000]:

63 success=[]

64 tid=[]



65 end_epoch=[]

66 means=[]

67 std=[]

68 # Run regressions 50 times

69 for i in range(50):

70 x = torch.linspace(-5, 5, length)

71 y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_lin_{i}.npy’)
72 y = torch.tensor(y)

73 x_unsq = x.view(-1, 1)

74 y = y.view(-1, 1)

75 model = NormalPolynomialModel ()

76 opt = torch.optim.Adam(model.parameters())

77

78 max_epoch = 300000

79 conv_epoch = max_epoch

80 conv_time = float(’inf’)

81 old_loss = float(’inf’)

82 tl = time.time()

83 # Main loop of regression

84 for epoch in range(max_epoch) :

85 opt.zero_grad()

86 mean, var = model(x_unsq)

87 log_likelyhood = log_k_with_var(mean, var, y).sum()
88 loss = -log_likelyhood

89 loss.backward()

90 opt.step()

91 if torch.abs(old_loss-loss) < le-4:

92 t2 = time.time()

93 conv_time = t2-t1

94 conv_epoch = epoch

95 break

96 old_loss = loss

97

98 if epoch % 1000 == 0:

99 print (£’ {epoch}:: Loss = {loss.item()}’)
100

101 m, var = model(x_unsq)

102 s = var.sqrt()

103 m = m.detach() .numpy()

104 s = s.detach() .numpy()

105

106 1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y),m,s)
107 success.append(1<=miss and miss<=u)

108 if conv_time != float(’inf’):

109 tid.append(conv_time)

110 end_epoch.append (conv_epoch)

111 means . append(m.tolist())

112 std.append(s.tolist())

113

114 # Save results in a json file

115 results = [means, std, sum(tid)/len(tid), sum(end_epoch)/(len(end_epoch)),
116 float (100*sum(success)/len(success))]
117 with open(f"Poly_results/poly_results_{length}_y_lin.json", "w") as outfile:
118 outfile.write(json.dumps(results))
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import torch

import pytorch_measure as pm

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import scipy as sp

from scipy import stats

import time

import linear_combination_optimizer as lco
import json
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# Polynomial nn method
def eval_powers_of_x(x, n):
return x.pow(torch.arange(n))
def eval_even_powers_of_x(x, n):
15 return x.pow(2 * torch.arange(n))
16
17 # Calculate confidence intervals and returns amount of misses
18 def misses(x, y, mu, sigma):

=R e
Bow N

19 miss = 0

20 S = 1000

21 for i in range(x.size(dim=0)):

22 # Generate sample from model

23 sample = torch.normal(mean = float(mu[i]), std = float(sigmali]), size = (1,S)).squeeze(dim=0)
24 sample = torch.sort(sample) [0]

25 if y[i] < sample[int(np.floor(8x0.025))] or y[il > sample[int(np.ceil(S*0.975))-1]:
26 miss += 1

27 # Calculate confidence interval

28 cl = sp.stats.binom.ppf (0.025,y.size(dim=0),0.05)

29 c2 = sp.stats.binom.ppf (0.975,y.size(dim=0),0.05)

30 print(£"CI: [{c1}, {c2}], Misses: {miss}, Within CI: {cil<=miss<=c2}")

31 return cl, c2, miss

32

33 # Polynomial nn method
34 class NormalPolynomialModel (torch.nn.Module):

35 def __init__(self):

36 super().__init__Q)

37

38 self.mean = None

39 self.std = None

40

41 self .N_mean = 3 # constant, linear, quadratic, ... terms

42 self .N_var = 3

43

44 self .poly_multipliers_mean = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_mean))
45 self .poly_multipliers_var = torch.nn.parameter.Parameter(torch.rand(self.N_var))
46 self.var_shift = torch.nn.parameter.Parameter (torch.tensor(0.1))

47

48 self .mean_layer = torch.nn.Linear(self.N_mean, 1)

49 self.var_layer = torch.nn.Sequential(

50 torch.nn.Linear(self.N_var, 1),

51 torch.nn.ReLU()

52 )

53

54 def forward(self, x):

55 self .mean = self.mean_layer(self.poly_multipliers_mean * eval_powers_of_x(x, self.N_mean))
56 self.var = self.var_layer(self.poly_multipliers_var * eval_even_powers_of_x(x, self.N_var)) +
57 self.var_shift ** 2

58 return self.mean, self.var

59

60 # Loss function for nn

61 def log_k_with_var(mean, var, y):

62 return -0.5%torch.log(var) - (y - mean)**2 / (2 * var)
63

64 # For each data size
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65 for length in [100, 500, 1000]:

66 # Lists for storing results

67 success=[]

68 tid=[]

69 end_epoch=[]

70 means=[]

71 std=[]

72 # Run regressions 50 times

73 for i in range(50):

74 x = torch.linspace(-5, 5, length)

75 y = np.load(f’../Finalized/test_data/data_{length}_y_sqr_{i}.npy’)
76 y = torch.tensor(y)

77 x_unsq = x.view(-1, 1)

78 y = y.view(-1, 1)

79 model = NormalPolynomialModel()

80 opt = torch.optim.Adam(model.parameters())

81

82 max_epoch = 300000

83 conv_epoch = max_epoch

84 conv_time = float(’inf’)

85 old_loss = float(’inf’)

86 tl = time.time()

87 # Main loop of regression

88 for epoch in range(max_epoch):

89 opt.zero_grad()

90 mean, var = model(x_unsq)

91 log_likelyhood = log_k_with_var(mean, var, y).sum()
92 loss = -log_likelyhood

93 loss.backward()

94 opt.step()

95 if torch.abs(old_loss-loss) < le-4:

26 t2 = time.time()

97 conv_time = t2-t1

98 conv_epoch = epoch

99 print (£’ {epoch}:: Loss = {loss.item()}’)
100 break

101 old_loss = loss

102

103 if epoch % 1000 == O:

104 print (£’{epoch}:: Loss = {loss.item()}’)
105

106 m, var = model(x_unsq)

107 s = var.sqrt()

108 m = m.detach() .numpy ()

109 s = s.detach() .numpy()

110

111 1, u, miss = misses(x,torch.tensor(y),m,s)

112 success.append (1<=miss and miss<=u)

113 if conv_time != float(’inf’):

114 tid.append(conv_time)

115 end_epoch.append (conv_epoch)

116 means . append (m.tolist())

117 std.append(s.tolist())

118

119 # Save results in a json file

120 results = [means, std, sum(tid)/len(tid), sum(end_epoch)/(len(end_epoch)),
121 float (100*sum(success)/len(success))]
122 with open(f"Poly_results/poly_results_{length}_y_sqr.json", "w") as outfile:
123 outfile.write(json.dumps(results))
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C.8

Implementation av linjarkombination av stokastiska variabler

import torch

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import time

class Optimizer():

def

def

def

__init__(self, x, y, order=3, n=3, ax = False):
self.order = order

self.n = n

self.x = x

self.y =y
if ax == False:

self.h = [self.create_lambda(i) for i in range(self.order)]
else:

self.h = [self.create_lambda(1)]
h_all_data = [h(x) for h in self.h]
self.h_all = torch.transpose(torch.stack(h_all_data, 0), 0, 1)
self.mu = torch.tensor([0. for _ in range(order)], dtype=float, requires_grad=True)
self.sigma = torch.temsor([1. for _ in range(order)], dtype=float, requires_grad=True)
self .beta = [self.mu, self.sigmal

create_lambda(self, i):
if i ==

return lambda u: ux0+1
return lambda u:uwk*i

optimize(self, epochs=300, 1lr=0.1, print_frequency = 10, test = False):
optimizer = torch.optim.Adam(self.beta,lr=1r, maximize=True)
old_loss = float(’inf’)
cur_epoch = epochs
tl = time.time()
t2 = float(’inf’) # In case optimization doesnt terminate before max epochs are reached
for epoch in range(epochs):
optimizer.zero_grad()
loss = self.log_lik(self.y, self.beta, self.h_all)
loss.backward ()
optimizer.step()
if epochyprint_frequency==0:
print(epoch, "mu:", self.mu.detach().numpy(), "sigma:", self.sigma.detach().numpy(), "loss:", loss)
if torch.abs(loss-o0ld_loss) < 1le-15:
t2 = time.time()
cur_epoch = epoch
break
old_loss = loss
self .mu_optim = self.beta[0].detach().numpy()
self.sigma_optim = self.beta[1].detach() .numpy()
print(epoch, "mu:", self.mu_optim, "sigma:", self.sigma_optim)
if test == False:
return [self.m(self.mu, self.h_all[i,:]).detach().numpy().tolist() for i in range(self.x.size(dim=0))],
[(self.sigma_2(self.sigma,
self.h_all[i,:])**0.5).detach() .numpy() .tolist() for i in range(self.x.size(dim=0))]

else:
if t2 != float(’inf’):
return [self.m(self.mu, self.h_all[i,:]).detach().numpy().tolist() for i in range(self.x.size(dim=0))],
[(self.sigma_2(self.sigma,
self.h_all[i,:]1)**0.5).detach() .numpy().tolist() for i in range(self.x.size(dim=0))],
cur_epoch, t2-t1
else:
return [self.m(self.mu, self.h_all[i,:]).detach().numpy().tolist() for i in range(self.x.size(dim=0))],
[(self.sigma_2(self.sigma,
self.h_all[i,:]1)**0.5).detach() .numpy() .tolist() for i in range(self.x.size(dim=0))],
cur_epoch, None
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65 def m(self, mu, h_x):

66 return (mu * h_x).sum()

67

68 def sigma_2(self, sigma, h_x):

69 return (sigma * h_x).pow(2).sum()

70

71 def sigma_2_regular_exp(self, sigma, h_x):

72 return ((sigma * h_x)**2).sum()

73

74 def log_normal_pdf (self, y, mu, sigma_2):

75 return -1/2*(torch.log(2*np.pi*(sigma_2)) + ((y-mu)**2/sigma_2))
76

7 def log_lik(self, y, beta, h_all):

78 return sum([self.log_normal_pdf(y_i, self.m(betal0], h_all[il),
79 self.sigma_2(betal[1], h_all[i])) for i, y_i in enumerate(y)])
80

81 def get_plot_CI(self, mu, sigma, n=3):

82 y_new = []

83 sigma_upper = []

84 sigma_lower = []

85 sample_x = []

86 sample_y = []

87

88 for i in range(len(self.x)):

89 h_x = [h_i.item() for h_i in self.h_all[il]

90 y_new.append(self.m(mu, h_x))

91 s = self.sigma_2_regular_exp(sigma, h_x)**0.5

92 sigma_upper.append(y_new[-1] + 2%*s)

93 sigma_lower.append(y_new[-1] - 2x*s)

94 sample = torch.normal(float(y_new[-1]), float(s), size = (1, n))
95 for j in range(n):

96 sample_x.append(self.x[i].item())

97 sample_y.append (sample[0] [j].item())

98 return y_new, sigma_upper, sigma_lower

99

100 def visualize(self):

101 y_new, sigma_upper, sigma_lower = self.get_plot_CI(self.mu_optim, self.sigma_optim)
102 markersize = 20

103 plt.scatter(self.x, self.y, sizes=[markersize]*len(self.x))

104 plt.plot(self.x, y_new, ’r-’)

105 plt.plot(self.x, sigma_upper, ’r--’)

106 plt.plot(self.x, sigma_lower, ’r--’)

107 plt.show()
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