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Popularvetenskaplig presentation

En QR-kod (Quick Response) dr en slags tvadimensionell streckkod som fran borjan togs
fram av fordonsindustrin i Japan pa 1990-talet for att hjdlpa dem att halla ordning pa
sitt lager. QR-kodens anvindningsomrade har med tiden vuxit och anvénds idag i manga
olika sammanhang sasom reklambranchen, bankvisendet och identitetshandlingar for att
ndmna nagra. Da QR-koder dyker upp 6ver allt i vardagen déar de kan utsittas for flera
olika pafrestningar, sasom kladd pa sjalva koden eller repor pa avldsarens kameralins, sa
maste koden vara talig och kunna &aterstilla information som kanske gatt forlorad.

Att en kod kan reparera sig sjalv later ju lite konstigt men det ar har de sa kallade
Reed-Solomon-koderna (RS-koder) kommer in. Dessa matematiska koder, framtagna 1960
av Irving S. Reed och Gustave Solomon ar sa kallade felkorrigerande koder som anvénds
inom all méjlig informationsteknik dér fel 1att uppstar, sasom repor pa CD-(Compact Disc)
eller DVD-skivor (Digital Video Disc). Det som gor RS-koder speciella ér att de ar valdigt
effektiva mot sa kallade klusterfel, det vill sdga nér felen ligger néra varandra och inte
ar slumpméssiga, denna typ av fel ar just vad repor pa CD- och DVD-skivor ar. Framfor
allt ar det just den typ av fel som vanligen uppstar nir det finns nagot férhinder med en
QR-kod som till exempel att det &r nagot i vigen fér mobiltelefonkameran nar den férsoker
avldsa koden.

Att en QR-kod bygger pa RS-koder ar just det som gor det mojligt for en mobiltele-
fon att avldsa koden utan att forutsdttningarna ar helt perfekta. For att forstd hur en
RS-kod fungerar sa maste man bryta ned den i dess bestdndsdelar och for att kunna gora
detta krévs att man lar sig lite algebra och inledande kodningsteori.

Kodningsteori ar en relativt liten och relativt ung gren inom matematiken, den forsta
artikeln i det som skulle komma att bli kodningsteori publicerades &r 1948 och titulerades
”A Mathematical Theory of Communication” forfattad av Claude Shannon. Denna artikel
publicerades i tidsskriften Bell System Technical Journal och handlade om problemet
hur man béast kodar ett meddelande som en sdndare vill skicka. Den person som banat
viigen for kodningsteori dr dock matematikern Richard Hamming, genom sitt arbete inom
felkorrigerande koder pa 1940-talet och framat; flertalet koncept inom denna falang av
matematiken har namngivits efter honom.

Kodningsteori &r som namnet antyder en gren inom matematiken som handlar om koder
och hur felkorrigerande kodning effektivast kan goras. Koder och kodning appliceras in-
om manga olika omraden sasom IT (informationsteknik), elektroteknik och datateknik.
Kodning brukar delas in i fyra kategorier och dessa ar datakomprimering, felkorrigering,
kryptografi och linjekodning. Detta arbete handlar mer &n nagot annat om felkorrigerande
koder da det ar den typen av kodning som huvudsakligen maste forstas for att kunna forsta
uppbyggnaden av en QR-kod.



Sammandrag

Att skydda ett meddelande fran fel som kan uppsta under en 6verforingsprocess ar
nagot som maste goras vid all mojlig data- och informationskommunikation. Reed-
Solomon-koder &r en klass av felkorrigerande koder som gor just detta. Det hér
arbetetet innehaller en matematisk hérledning av Reed-Solomon-kodernas optimala
egenskaper samt en implementering av meddelandet KODNINGSTEORI i form av
en QR-kod (Quick Response). Vi forklarar begrepp sdsom kod och felkorrigering och
studerar algebraiska begrepp inom ring-och kroppteori samt cykliska polynomkoder
och primitiva polynom. Vi bevisar matematiskt att Reed-Solomon-koderna &r optimala
i den mening att de uppfyller Singletons grins. Den QR-kod som har implementeras har
kapacitet att korrigera upp till 15 % felaktig indata med hjilp av en Reed-Solomon-kod.

Abstract

Protecting a message from error during a transfer process is something that has to
be done during all kinds of data and information communication. Reed-Solomon
codes are a class of error correcting codes that accomplish this. This thesis contains
a mathematical deduction of the Reed-Solomon codes’ optimal properties as well as
an implementation of the message KODNINGSTEORI (”Coding theory” in Swedish)
in the form of a QR (Quick Response) code. We explain concepts such as code and
error correction and study algebraic concepts within ring and field theory as well as
cyclic polynomial codes and primitive polynomials. We prove mathematically that the
Reed-Solomon codes are optimal as they meet the Singleton bound. The QR code that
has been implemented has the capacity to correct up to 15 % incoming errors with the
help of a Reed-Solomon code.



Forord

Forfattarna, som studerar pa programmen Teknisk matematik samt Automation och
mekatronik vid Chalmers tekniska hégskola och pa Matematikprogrammet vid G&teborgs
universitet ar tacksamma till docent Jan Stevens for hans handledning och respons under
arbetets gang.

Under arbetet har en loggbok forts 6ver samtliga forfattares individuella bidrag. Denna
loggbok &r inte inkluderad hir men nedan redovisas gruppmedlemmarnas individuella
bidrag till respektive textavsnitt i rapporten, samt den huvudsakliga ansvarsfordelningen
under vilken arbetet har genomforts.

I listan nedan anges vem eller vilka av forfattarna, utan inbérdes ordning, som huvudsakli-
gen bidragit till forfattandet av respektive avsnitt.

- Populédrvetenskaplig presentation: Victor
- Abstract, sammandrag: Victor
- Forord: Klara

- 1: Klara

- 2: Klara

- 3.1-3.3: Fredrik

- 3.4: Klara

- 4: Klara

- 5.1-5.2: Ahmed/Victor

- 5.3: Victor

- 5.4-5.5: Ahmed

- Bilaga A: Fredrik

- Bilaga B: Victor

Utdéver uppdelning i huvudsakligt forfattande av text har arbetet genomférts under
nedanstaende ansvarsférdelning (utan inbérdes ordning):

- Informationssokning och studie avseende QR-koden samt implementering av denna:
Ahmed

- Stuide av teorin om algebraiska koder: Klara och Fredrik

- Studie av sambandet mellan implementeringen av en QR-kod och den algebraiska
teorin om felkorrigerande koder: Victor och Klara

- Huvudsakligt redaktionellt ansvar: Klara

Etiska aspekter

Forfattarna har gemensamt gjort bedémningen att inga ndmnvairda etiska aspekter har
varit angeldgna att beakta i och med arbetet med den hér rapporten.
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1. Inledning

I dagens samhélle 6verfors information 6ver manga olika typer av kommunikationskanaler,
exempelvis genom kopparledningar, via optiska fiber, och olika typer av tradlés 6verforing.
Gemensamt for alla fysiska overforingskanaler ar forekomsten av brus under 6éverféringen,
det vill sdga uppkomsten av extra signaler som gor att den ursprungliga informationen
modifieras. Med 6kad anvindning av elektronisk utrustning och datorer i samhaéllet foljer
ett vixande behov av att kunna &verféra stora méngder av digital information korrekt och
effektivt.

For att handskas med uppkomsten av brus som kan modifiera den éverforda informationen
anvands felkorrigerande koder. Dessa hérleds med hjilp av ett omrade inom matema-
tiken som kallas for kodningsteori. Sedan kodningsteorins begynnelse pa 1940-talet har
manga olika slags koder utvecklats, bland annat for att tillfredstélla en vixande mangd
tillimpningar. Reed-Solomon-koder (RS-koder) &r en klass av felkorrigerande koder som har
spelat en huvudroll inom utvecklingen av telekommunikation, och mdéjliggjort saval Gver-
foring av bilder fran yttre rymden som lagring av information pa CD-skivor (Compact Disc).

En specifik tilldimpning av Reed-Solomon-koder vars utbredda anvindning har vuxit
lavinartat de senaste aren ar lagring och kommunikation av information med sa kallade
QR-koder. Akronymen QR star for Quick Response och koden anvinds till allt fran ur-
sprungsmarkning av varor till marknadsféring av féretag och validering av elektroniska
biljetter. Anvindningen av Reed-Solomon-kod i en QR-kod méjliggor att QR-koden kan
avlisas trots att exempelvis flackar har uppstatt eller att en del av QR-koden saknas eller
har ersatts med en foéretagslogotyp.

Trots manga konkreta tekniska tillimpningar dr kodningsteori en matematisk teori och
manga av verktygen som anvinds for att forklara de olika kodernas egenskaper ar av ab-
strakt karaktidr. Reed-Solomon-koderna presenterades forst av Irving S. Reed och Gustave
Solomon i artikeln Polynomial Codes Over Certain Finite Fields ar 1960 [6] och koderna
ar just polynomkoder éver dndliga kroppar. Det finns huvudsakligen tva olika varianter av
Reed-Solomon-koder vilka brukar kallas fér den ursprungliga varianten respektive BCH-
varianten (efter R. Bose, D.K. Ray-Chaudhuri, och A. Hocquenghem). Den hér rapporten
redogdr for konstruktionen av den populdra BCH-varianten av Reed-Solomon-koderna
(nér hanvisning gors till Reed-Solomon-koderna ér det saledes BCH-varianten som avses)
genom en teoretisk undersokning av kodernas matematiska uppbyggnad samt genom en
implementering av en QR-kod fran grunden.

Den befintliga litteraturen om konstruktionen av QR-koder adr knapphéndig och séllan
av matematisk karaktér, trots att konstruktionen av QR-koder bygger pa algebra. Det
huvudsakliga syftet med arbetet ar dérfor att beskriva konstruktionen av en QR-kod ur
ett matematiskt perspektiv, med sérskilt fokus pa anvidndningen av felkorrigerande koder.

1.1. Arbetets uppbyggnad

Rapporten utgors av fyra huvudsakliga delar, motsvarande fyra olika kapitel; i den forsta
delen introduceras konceptet kodningsteori genom exempel pa nagra enkla feldetekterande
och felkorrigerande koder. Den andra delen innehaller nagra definitioner och grundliaggande
resultat inom algebra som behovs for att forsta teorin om konstruktionen av algebraiska
koder. Den tredje delen utgors av en redogorelse for den algebraiska konstruktionen av



Reed-Solomon-koder. Till sist visas i rapportens fjarde och avslutande del hur en Reed-
Solomon-kod anvénds for att implementera en QR-kod fran grunden. En stor del av arbetet
med rapporten har bestatt i att erhalla en forstaelse av den grundliaggande algebra som
kodningsteori bygger pa. En avvigning har gjorts 6ver vilka definitioner och resultat som
har varit nédviandiga att inkludera i rapporten; 6vriga grundliaggande, relevanta resultat
inom algebra &terfinns i bilaga A.

2. Introduktion till kodningsteori

I de hér kapitlet introduceras grundlaggande kodningsteori samt begreppet felkorrigerande
kod. Forst ges nagra enkla exempel pa koder och sedan introduceras blockkoder. De
algebraiska strukturerna grupp, ring, och kropp definieras och i kapitlets avslutande del
introduceras slutligen ett antal begrepp som anvénds for att jamfora olika koders egenskaper.

2.1. Feldetekterande och felkorrigerande koder

I de flesta digitala kommunikationssystem Overséatts information till bindra sekvenser, det
vill séga foljder av ettor och nollor. Exempelvis kan ett meddelande X 6versittas till 0
och ett meddelande Y till 1. Om det finns brus i kanalen kan konsekvensen bli att en etta
omvandlas till en nolla eller tvirtom. Detta dr problematisk eftersom da man tar emot
exempelvis meddelande X inte vet huruvida det ursprungligen var X eller i sjdlva verket
Y som skickades.

Nar en binidr sekvens tas emot vill man kunna upptéicka och i vissa fall ratta eventu-
ella fel som uppstatt under 6verforingen. Ett sdtt att uppnd detta dr att koda meddelandet
som ska skickas med hjilp av antingen en feldetekterande eller felkorrigerande kod. En
av de enklaste varianterna av en feldetekterande kod &ar anvindning av en sa kallad jamn
paritetsbit. En paritetsbit r en binédr siffra som visar om antalet ettor i en binédr sekvens
ar jamnt eller udda. Nér jamn paritetbit anvinds sa rdknas antalet ettor i sekvensen och
om antalet &r udda sa laggs en etta till i slutet av sekvensen. Om antalet &r jamnt sa
laggs en nolla till istéllet. Foljdaktligen har sekvenser innehallande en jamn paritetsbit
alltid ett jamnt antal ettor. Om ett udda antal bitar har omvandlats under 6verféringen
av en sekvens innehéllande en paritetsbit sa kan det alltsa upptéckas. Det framgér inte
vilka bitar som &r fel ndr meddelandet tas emot men det kan upptéickas att nagot fel har
uppstatt i sekvensen och det kan da begéiras att meddelandet skickas igen.

Denna metod anvidnds i ssmmanhang déar det dr mojligt att skicka samma meddelande
flera gdnger pa begéran, till exempel i vissa hardvaruapplikationer. I manga sammanhang
ar detta dock inte mojligt. I exempelvis 6verforingar fran satelliter och rymdsonder skulle
den extra utrustningen som krévs for att kunna lagra och atersdnda meddelanden utgora
onodig vikt. Da anvénds istéllet felkorrigerande koder som inte kréaver att information som
blivit skadad av brus skickas igen utan mojliggor korrigering av de fel som uppstatt [4].
Felkorrigerande koder anvinds dven bland annat pa digitala lagringsenheter som CD- och
DVD-skivor (Digital Video Disc) och inte minst i QR-koder [I][7].

Ett mycket enkelt exempel pa en felkorrigerande kod &r repetitionskoden. Repetitions-
koden upprepar meddelandet som ska skickas flera ganger; om tva meddelanden X och Y
ska skickas sa oversétts de alltsa forst till bindr form, 0 respektive 1, men istéllet for att
bara skicka 0 eller 1 sa skickas nagot av kodorden 000 respektive 111 (det hér &r alltsa en



repetitionskod som upprepar meddelandet tre ganger):

X — 0 — 000,
Y —1 — 111.

Under antagandet att hogst ett fel kan uppsté under Gverforingen, det vill sdga hogst en
etta kan omvandlas till en nolla eller tviartom, kan den héar repetitionskoden korrigera det
eventuella felet som uppstar. Om meddelande X skickas kan mottagaren ndmligen nés av
nagon av foljande sekvenser: 000, 100,010, 001; under antagandet att det finns hogst ett
fel samt att 000 och 111 &r de enda kodorden som finns ar det tydligt att samtliga fyra
sekvenser harstammar fran meddelandet X. Det samma géller naturligtvis om Y skickas.
Den hér repetitionskoden ségs darfor korrigera ett fel.

I tabell [1] illustreras skillnaden mellan en kod med jamn paritetsbit och repetitionskoden
niar de anvands for att koda meddelanden av ldngd 2. Paritetsbitkoden resulterar i kodord
av langd 3 och repetitionskoden har kodord av ldngd 6. Att en kostnad i form av extra
bitar foljer av att koden ska kunna korrigera fel géiller i allmanhet; avvigningen mellan att
uppna en hog felkorrigeringskapacitet och att halla nere kodordens langd ar ett centralt
problem nér felkorrigerande koder ska véljas [5].

Tabell 1: I tabellen visas ett exempel pa en kod med jamn paritetsbit (andra
kolumnen) respektive en repetitionskod som upprepar meddelandet tre ganger
(tredje kolumnen). Meddelanden som kodas &r av langd 2 (férsta kolumnen).

Meddelande Kodord med paritetsbit Kodord i repetitionskoden

00 000 00 00 00
10 101 10 10 10
01 011 01 01 01
11 110 11 11 11

2.2. Blockkoder

En kod kallas fér en blockkod om den kodade informationen kan delas in i block med n
symboler vardera, och dessa block kan avkodas oberoende av varandra. Dessa block utgor
kodorden och n &r ordlangden (eller bara langden av koden). For att koda ett meddelande
som ska overforas 6ver ndgon kanal med hjélp av en blockkod delas meddelandet upp i block
bestdende av k informationssymboler vardera, och kodas genom att n — k kontrollsymboler
laggs till varje block. Detta resulterar i ett kodord bestaende av n kodsymboler; en sadan
kod kallas f6r en (n, k)-kod och k kallas for kodens dimension. Bade repetitionskoden och
koden med paritetsbit ovan &r blockkoder. Repetitionskoden i tabell 1| &r en (6, 2)-kod och
exemplet med paritetsbit i samma tabell utgor en (3, 2)-kod.

Det géller generellt f6r en blockkod att information kodas med hjélp av ett alfabet @) med
q olika symboler. Vi later Q™ beteckna méngden av alla sekvenser (x1,x2, ..., x,) sddana
att x1,x9,...,7, € Q. Vi antar att informationen vi vill koda utgérs av en méangd X av
meddelanden och vi later C' beteckna méngden av alla kodord. Mangden C &r d& enligt



resonemanget ovan en delméngd till Q™ och formellt kan en blockkod betraktas som en
funktion

X = Ccqn

Héadanefter i den héir rapporten, nir en allmén felkorrigerande kod ndmns, avses en del-
méngd C till ndgon méngd Q™ dér ) utgoér kodens alfabet. I fallen med repetitionskoden
samt paritetsbitkoden tidigare i kapitelt utgors alfabetet av @ = Zy = {0, 1} och koderna
ar delméngder till Q™ = Z% vilket &r méngden av alla bindra sekvenser av lingden n; bade
repetitionskoden och paritetsbitkoden kallas saledes for bindra koder.

Nar ett ord tas emot i d&nden av en kommunikationskanal kontrollerar avkodaren om
det motsvarar ett kodord. Om en felkorrigerande kod anvinds och det visar sig att det
mottagna ordet inte ar ett kodord avkodas ordet till det kodord som med storst sannolikhet
var det som skickades, precis som i exemplet med repetitionskoden. I en (n, k)-kod &r
det ursprungliga meddelandet som ndmnt k symboler langt; om meddelandena utgors
av symboler fran ett alfabet med storleken ¢ finns alltsd ur en mottagares perspektiv ¢*
mojliga meddelanden eftersom varje informationssymbol kan vara nagon av de g symbolerna
i alfabetet. Om vi antar att vi har en kod som gor att varje meddelande kodas till ett
unikt kodord bestar koden alltsd av ¢* kodord. De kodade ord som néir mottagaren har &
andra sidan n symboler s om godtyckliga symboler kan omvandlas pa grund av stérningar
under éverféringen sa finns ¢ olika ord som kan na mottagaren, varav endast ¢* stycken
ar giltiga kodord.

Inom kodningsteori studeras framfor allt koder som har en stark algebraisk struktur.
En algebraisk struktur &r en médngd med en eller flera tillhérande operatorer som verkar
under en kombination av olika matematiska grundantaganden- eller axiom. Mangden
Zy = {0,1} tillsammans med operationen addition modulo 2 utgor en algebraisk struktur
som kallas for en grupp. Denna struktur samt strukturerna ring och kropp ar centrala i
arbetet med algebraiska koder.

Definition 2.2.1. En grupp &r en algebraisk struktur bestdende av en méangd element G
och en operation x sddan att gruppen &r sluten under operationen och féljande tre axiom
ar uppfyllda.

(i) ax(bxc)=(a*xb)xc ,Va,b,c € G (associativitet),
(i) 3 e€cG:axe=exa=a ,Ya€G (neutralt element e),
(7)) VaeG JbeG:axb=bxa=e (existens av invers).

Om det for varje a,b € G géller att a xb = b a, sa sigs G vara en abelsk grupp.

Definition 2.2.2. En ring ar en algebraisk struktur bestdende av en mangd element R
och tva operationer, addition (a + b) och multiplikation (ab), sidana att foljande tre villkor
ar uppfyllda:

(i) R med avseende pa addition &ar en abelsk grupp,
(é¢)  Multiplikationen &r associativ,
(7%) a(b+c¢) =ab+acoch (a+b)c=ac+bc¥ a,b,c € R.

Om det for varje a,b € R giller att ab = ba, sa ségs R vara en kommutativ ring.

Definition 2.2.3. En kropp ar en kommutativ ring vars méngd av nollskilda element
bildar en grupp med avseende pa multiplikation. En &ndlig kropp med ¢ element betecknas
som [F,.



Algebraiska koder konstrueras éver ett alfabet @ som utgoérs av den dndliga kroppen IFy,
sd att kodorden ar sekvenser av symboler i IF,. En kod med léngden n éver IF, utgoér en
delméngd till det n-dimensionella linjéra rummet Fy; kodorden kan sdledes betraktas som
vektorer i Fy. Addition éver 'y sker modulo g och utférs i évrigt som vanlig vektoraddition.

Definition 2.2.4. En kod C 6ver I ér linjar om C ér ett linjart underrum till Fy.

Linjéritet ar en viktig egenskap av de flesta koder som studeras inom kodningsteori och
innebar att varje linjirkombination av kodord ocksa &r ett kodord.

2.3. Grundliaggande egenskaper av koder

En central fraga inom kodningsteori &r hur en kod konstrueras — och framfor allt hur en
bra kod konstrueras. For att ta reda pa detta krévs kunskap om vad som menas med en ”bra
kod”. Om en felkorrigerande kod eftersoks kan ett forsta steg vara att kriva att koden ska
kunna korrigera ett visst antal fel. Repetitionskoden som konstruerades tidigare i kapitlet
hade férméga att rdtta ett uppkommet fel, medan paritetsbitskoden kunde upptécka nar
ett udda antal fel hade uppstatt men inte avgora vilken bit som blivit fel och dédrmed inte
riatta felet. Fragan ar vad repetitionskoden har for egenskap som gor att den kan rétta
ett fel. Det handlar helt enkelt om att de existerande kodorden, 000 och 111, skiljer sig
sdpass mycket at s att givet att endast ett fel kan ha uppstatt s gar det att ta reda pa
vilket kodord den mottagna vektorn hirstammar fran. Detta brukar inom kodningsteori
uttryckas som att avstandet mellan kodorden ar tillrackligt stort.

Definition 2.3.1. Om x € Q", y € Q", sa &ar avstandet d(x,y) mellan x och y
d(x,y) == {i[l <i<mn, z; #yi}|.

En kod som bara bestar av ett enda kodord kallas for en trivial kod. Avstandet d(x,y)
kallas for Hamming-avstandet och ar en egenskap av ett par av vektorer.

Definition 2.3.2. Det minsta avstandet av en (icke-trivial) kod C ar
d(C) = min{d(z,y) : x,y € C,x # y}.

For kodord @,y € Q™ representerar Hamming-avstandet d(x, y) ett faktiskt avstand mellan
elementen & och y i den mening att det utgdér en metrik éver Q". Hamming-avstandet
d(zx,y) ar ndmligen en funktion d : Q" X Q™ — R sadan att, for alla element x,y € Q",
féljande villkor ar uppfyllda:

(¢)  d(x,y)>0 (icke-negativitet),

(ir) d(z,y) = d(y, ) (symmetri), (1)
(7i) dlz,y) =0 x=y (Leibniz lag),

(iv) d(z,y) < d(zx,z) + d(z,y) (triangelolikheten).

Att de tre forsta villkoren ar uppfyllda foljer trivialt ur definitionen av d(zx,y); triangelo-
likheten bevisar vi nu.

Bevis. (Triangelolikheten for avstandet) Vi ska bevisa att olikheten d(x,vy) < d(x, z) +
d(z,y) géller for alla element x,y, z € Q™. Vi gor det genom att observera att vansterledet
d(x,y) ar antalet i sidana att x; # y; och kan betraktas som antalet komponenter i x
som maste andras for att fa vektorn y. Vi kan vidare se det som att en omvandling av
x till y kan goras antingen i ett steg, genom att dndra alla z; sidana att x; # y; till
yi, eller 1 tva steg genom att forst &ndra nagra komponenter i @ s att resultatet blir en



vektor z och sedan éndra de komponenter z; i z sddana att z; # y; till y;. Det totala
antalet komponenter som behéver dndras i metoden med tva steg dr da precis hogerledet
d(x,z) + d(z,y) (vi kallar den for HL-metoden) och antalet dndringar i metoden med ett
steg dr véansterledet (vi kallar den for VL-metoden). Vi kan nu observera att om z ar en
vektor som erhélls genom att nagra, men inte alla, av de x; sddana att x; # y; dndras till
y; sa ar likhet i triangelolikheten uppfylld, for da d4r metoden med ett steg och metoden
med tva steg ekvivalenta. Om z inte ar en sddan vektor sa betyder det antingen att z = x
(vilket &r trivialt) eller att nagra komponenter som dndras for att ga fran «x till z méaste
andras igen for att komma till y, vilket gor att en (eller ingen) &ndring i VL-metoden
svarar mot tvd dndringar i HL-metoden; att en dndring behévs i HL-metoden innebér
dock alltid att precis en dndring kravs &ven VL-metoden och ingen &ndring i HL-metoden
motsvarar ingen dndring i VL-metoden; HL &r saledes storre én eller lika med VL.

O

En annan anvindbar egenskap av koder &r minsta vikten av en kod, som definieras nedan.
Definition 2.3.3. Med wvikten av ett kodord & = (x1, x2, ..., ¥, ) menas

w(x) = antalet i sidana att z; # 0.
Med minsta vikten av en kod C menas den minsta vikten av alla nollskilda kodord i C.

For repetitionskoden C, som korrigerar ett fel, sa géller att d(C) = 3 d& kodorden 000
och 111, vilka utgdr hela koden, skiljer sig pa tre stéllen. Denna insikt kan formuleras
i allménna termer; en 1-felkorrigerande kod &r en méngd av vektorer C' i Q™ sddan att
avstandet mellan olika kodord i C' &r minst lika med 3, det vill sdga d(C) > 3. Sats
etablerar ett generellt samband mellan antalet fel som en kod korrigerar och kodens minsta
avstand; forst definieras vad som menas med att en kod korrigerar t fel.

Definition 2.3.4. En kod C ségs detektera t fel om det, d& t eller farre fel har intraffat
under Overforingen, kan upptéickas att ett mottaget ord inte dr ett kodord. En kod C
sigs vidare korrigera t fel om det mottagna ordet, da t eller firre fel har intrdffat under
overforingen, kan avkodas till det avsinda ordet.

Sats 2.3.1. En kod C korrigerar t fel om och endast om d(C') > 2t.

Beuvis. Antag att koden korrigerar t fel och att det finns tva kodord ¢; och cs som har
avstand 2t eller mindre, sa att d(e1, c2) < 2t. Under antagandet att ¢ eller farre fel kan
uppstd finns da ett mottaget ord é som skiljer sig fran bade ¢1 och cg i t eller farre
komponenter. Ordet ¢é skulle alltsa kunna héarstamma fran antingen ¢y eller e2 och skulle
inte bli korrekt avkodat i bada fallen.

Vi antar omvéint att avstandet mellan kodord i C &r minst 2t. Under antagandet att
t eller farre fel kan uppsta sa finns inget mottaget ord & som skiljer sig fran tva kodord
pa t eller farre positioner. Det betyder att om ¢t eller férre fel har uppstatt sa avkodas det
mottagna ordet alltid korrekt om det avkodas till det ndrmaste kodordet. Séledes korrigerar
koden t fel. O

For att Sats ska vara anvindbar beh6vs kunskap om hur en kods minsta avstand pa
ett effektivt satt kan berdknas.

Sats 2.3.2. Ldt C vara en linjar kod. Da gdller att d(C) = w(C).



Bewis. Lat w(C) = w(x) for « i C sa att kodens minsta vikt 4r samma som vikten av
kodordet x. Eftersom ett kodords vikt ar ekvivalent med kodordets avstand till nollvektorn
maste det géilla att

w(C) = w(x) = d(z,0) = d(C),

eftersom d(C') ar det minsta avstandet mellan kodord i C'.

Vi betraktar nu godtyckliga kodord x,y € C sa att * = (1, x2, ..., Ty) och

y = (y1,Y2, -, Yn). Avstandet d(x,y) ar antalet positioner pa vilka & och y skiljer sig at,
det vill sdga antalet j sddana att x; # y;. Vidare dr w(x — y) antalet nollskilda positioner
i ordet & — 1y, det vill siga antalet j sddana att x; —y; # 0. Eftersom z; # y; ar ekvivalent
med x; — y; # 0 sa géller alltsd att d(x,y) = w(x — y).

Lat nu d(C) = d(x,y) for =,y i C sa att kodens minsta avstand &r samma som av-
standet mellan kodorden @ och y. Da ér,

d(C) = d(x,y) = w(xz —y) = w(C),

eftersom C' ar en linjar kod och siledes  — y € C. Vi har alltsa att w(C) > d(C) samt
w(C) < d(C) och det foljer att w(C) = d(C). O

Det hir kapitlet inleddes med fragan om hur en "bra kod” konstrueras. Problemet att
konstruera “bra koder” gar till stor del ut pa att konstruera koder som kan Overfora
information sa snabbt och sa sikert som mojligt. I det hdar sammanhanget anvinds begreppet
hastighet.

Definition 2.3.5. Om C ar en kod i Q™ med |C| kodord sa kallas talet R = 1og+|c| for
kodens hastighet. Om koden &r linjar och av dimensionen k &ar siledes R = %

Repetitonskoden i tabell |1 har hastigheten % jamfort med paritetsbitkoden i samma tabell
som har hastigheten % Paritetsbitkoden har alltsa hogre hastighet, men en liagre felkorri-
geringskapacitet.

C.E. Shannon bevisade 1948 att varje Overforingskanal har en definitiv kapacitet K
sddan att det for varje hastighet R < K existerar koder med hastigheten R for vilka
sannolikheten for felaktig avkodning kan goras godtyckligt liten. Med andra ord, genom att
oka kodordsldngden n samtidigt som hastigheten R halls under kanalens kapacitet kan san-
nolikheten for felaktig avkodning goras godtyckligt liten. Shannon sats ges i sin fullstdndiga
formulering nedan dér R ar kanalens hastighet, och kapaciteten K =1+ plogp + ¢logg.
M, ar antalet kodord i koden med langd n, p ar sannolikheten att en mottagen symbol
ar felaktig, P*(M,,n,p) ar minsta virdet av sannolikheten att respektive kodord i koden
avkodas felaktigt, och ¢ := 1 — p.

Sats 2.3.3 (Shannons sats). Om 0 < R <1+ plogp + qlogq, och M, = gl 56 giller
att P*(M,,n,p) — 0 om n — oo.

Vi ska inte ga ndrmare in pd hur termerna i Shannons sats hérleds eller pa beviset av
satsen men intressant att notera ar att Shannons teori forklarar att en godtyckligt liten
sannolikhet for felaktig avkodning ar mdjlig att uppna; teorin sdger dock ingenting om hur
detta gors i praktiken. Ett av satsens villkor ar att kodens ldngd n — oo, vilket ar i enlighet
med att effektiva koder i praktiken har véldigt stora n. Effektiva koder innehaller ofta runt
2100 meddelanden samt ofta lika manga mojliga mottagna ord. Att effektivt kunna hantera



koder i den storleksordningen &ar en anledning att intressera sig for klasser av koder som
har en stark algebraisk struktur. I den meningen utgér Shannons sats i sig en motivation
till att studera algebraisk kodningsteori.

Med lite ndrmare kunskap om hur en kods kapacitet att korrigera fel hdnger ihop med
kodens algebraiska struktur kan konstruktionen av koder studeras ndrmare. For det kravs
vissa kunskaper i grundlaggande algebra, vilket nésta kapitel &mnar att férmedla.

For en mer djupgaende genomgang av grundlaggande kodningsteori &n vad som pre-
senterades hir hinvisas den intresserade ldsaren till boken Introduction to Coding Theory
av J.H. van Lint [5].

3. Grundlaggande algebra

I det har kapitlet presenteras den algebra som &r nodvéndig for att forsta konstruktionen
av Reed-Solomon-koder och andra cykliska polynomkoder. Fér den som vill ha tillgang till
de algebraiska definitioner och satser som detta kapitel bygger pa aterfinns dessa i bilaga
A. Ménga satser har vi valt att inte visa och hanvisar istéllet till [2] Moden Algebra An
Introduction av John R. Durbin.

3.1. Ringar och kroppar

Det gar att visa att en av tva isomorfa grupper ar kommutativa om bara en av dem ar
kommutativ. P4 samma sitt géller for tva isomorfa ringar att de dr kommutativa om den
ena ar kommutativ. Andra egenskaper som delas av isomorfin inkluderar existensen av en
etta, existens av nolldelare, om ena &r ett integritetsomrade och om den andra &r en ring.
Ett sdatt att visa att tva ringar inte ar isomorfa ar att forsdka hitta en egenskap som den
andra inte har. Det finns en anvindbar definition som kan bestdmma vad som &ar unikt for
en ring for heltalen. Definitionen &r valdigt anvandbar nér kroppar studeras.

Definition 3.1.1. Lat R vara en ring. Om det finns ett positivt heltal n sa att na = 0 for
varje a € R sa finns ett minsta sadant heltal som kallas for karaktdristiken av R. Om det
inte existerar ett sadant positivt heltal sa sigs R ha karaktéristik 0.

Exempel 3.1.1. Ringen av heltalen har karaktéaristik 0, for det finns inget positivt heltal
n sadan att n -1 = 0. Av samma anledning har ringarna av rationella och reella tal
karaktéaristik 0.

I bilaga A visas att om en ring 7, ar ett integritetsomrade s& ar n ett primtal. Det betyder
att om Z, ar ett integritetsomrade s& maste den ha en karaktéaristik som &r ett primtal.
I texten kommer vi betrakta endast kommutativa ringar foér annars maste vi skilja pa
hoger-, vanster- och tvasidiga-ideal.

Definition 3.1.2. En delring I av en ring R séigs vara ett ideal i R om ar € I och ra €
for varje a € I och alla r € R.

Eftersom R anses vara en kommutativ ring s& récker det att visa antingen att ar € I eller
ra € I da bada uttrycken ar ekvivalenta.

Ett ideal ar speciell delméngd i ringar. Tag exempelvis jamna tal: resultaten fran addition
och subtraktion av jamna tal bevarar sin jaimnhet och multiplikation av ett jdmnt tal med
ett annat tal resulterar alltid ett nytt jamnt tal.



Definition 3.1.3. Varje element a i en ring R genererar ett ideal (a), ett sa kallat
huvudideal, som ar det minsta ideal som innehaller a. Eftersom R 4r kommutativ si ar

(a) ={ra:r e R}.

Exempel 3.1.2. Lat S vara ett ideal i R sddant att a € S. Antag S ar ett mindre ideal
an (a), da finns det ett element b € (a) sa att b € S, dar b = ar for nagot r € R. Vi har att
b & S och da giller att ar ¢ S men eftersom a € S och r € R sd betyder det ju att S inte
ar ett ideal. Alltsa finns inget ideal mindre dn (a) och déarfor méaste (a) vara det minsta
ideal i R som innehéller a.

Sats 3.1.1. Ldt I vara ett ideal i den kommutativa ringen R och lat R/1 beskriva mdngden
av alla sidoklasser till I som en delgrupp med avseende pd addition till R. For I +a € R/I
och I+be R/I ldt

(I+a)+ (L +b)=I+(a+Db)

och
(I+a)(I+0b)=1+ (ab).

Med dessa operationer sa ar R/I en ring- en sa kallad restklassring.

Bewvis. 1 beviset av satsen om kvotgrupper sa bildar R/I en grupp med den generella
multiplikationen, byter vi bara till addition istéllet sa uppfylls detta. Sa allt som behévs visa
ar att multiplikationen ar véildefinierad, det vill sdga for I + a1 =1+ a9 och I +by =1+ by
sa vill vi visa att I + a1by = I + a9by. Eftersom I + a1 = I + a9 da finns n; € [ sa att
a1 = n1+aq. P4 samma séitt géller for 1 4+by = I+ by sa finns ny € I sddan att by = no + bs.
Vilket implicerar att

a1by = (n1 + az)(ng + b2) = ning + n1bz + agng + agby

dir nino 4+ nibs + aone € I ty, ni,ng € I. I &r ett ideal i R sa det foljer att a1b; kan
skrivas pa formen a1by = ng + asbe déar ng € I, alltsa ar I + a1b1 = I + a9bs. ]

3.2. Polynom

Ett polynom med koefficienter i en kommutativ ring R kan vi se som ett uttryck
ap + a1z + ... + apx™ (2)
dér ag,ay,...,a, € R.

Definition 3.2.1. Lat R vara en kommutativ ring. Ett polynom i ett obestamt x dver R
ar ett uttryck av formen dar koefficienterna ag, ai, ..., a, ar element i R. Om a, # 0 da
sdgs heltalet n vara polynomgraden och a, ar dess ledande koefficient. Ett polynom &ver en
kropp sigs vara moniskt om den ledande koefficienten ar en etta i kroppen. Tva polynom i
x ségs vara lika om och endast om koefficienterna till varje potens av x &r lika. Vi skriver
att mingden av polynom i variabeln = 6ver R ar polynomringen R[z].

Sats 3.2.1 (Divisionsalgoritmen). Antag att f(x) och g(x) dr polynom dver en kropp T,
dar g(x) # 0. Da existerar det tva entydliga polynom: kvot- q(x) och rest-polynomet r(x)
over IF sadan att

f(x) =g(x)q(x) + r(x), dir r(z) =0 eller degr(z) < deg g(x).



Bewis. Lat f(z) = apma™ + ...+ a1x 4+ ag och g(x) = bpx™ + ...+ byx + by. Eftersom g(x) #
s kan vi anta att b, # 0 sidan att degg(z) =n. Om f(x) = 0 da foljer det att q(z) =
och r(z) = 0. Vi kan darfor anta att a,, # 0 sadan att deg f(x) = m.

Vi vill visa existensen av ¢(z) och r(z) med hjélp av induktion pa m. Antag att m < n da
kan vi vélja g(z) = 0 och r(z) = f(z) och vi far

f(z) =g(x)- 0+ f(z)

0
0

vilket uppfyller hypotesen. Antag att m > n. Om m = 0 sa ar f(x) = ag och g(x) = by.
Viljer vi g(x) = by 'ag och r(x) = 0 far vi att

ap = bg - bytag +0

vilket uppfyller hypotesen. Antag nu att satsen géller for deg f(z) < m. Vi vill visa att
detta #ven giller for deg f(x) = m. Multiplicera faktorn g(x) med a,,b, 2™ ™ och vi far

ambrjlwm_ng(x) = ambglxm_"(bnx” + ...+ bix+ bo)

=apr™" + ...+ ambglblxm*("fl) + ambglboxm*”.

Eftersom den ledande termen i polynomet ovan finns i f(z) sa géller att polynomet

fi(z) = f(z) = amby 2™ "g(2)

ar av lagre grad dn m. D& foljer det av induktionens hypotes att det existerar polynom
q1(z) och ri(x) sadan att
fi(z) = g(x)qi(x) + r1(z) dar r1(z) = 0 eller degri(z) < deg g(z).

Detta implicerar att

f(@) = amby 2™ g (2) = g(2)qr(w) +r1(z)
f(@) = g(@)(amby 2™ ™" + q1(x)) + 71(2)

med q(z) = am,b, 'x™ " + q1(x) och r(z) = r1(z), vilket visar existensen av q(x) och r(z).
For att visa entydligheten av polynomen ¢(x) och r(x), antag att det existerar polynom
q*(z) och r*(x) 6ver IF sadan att

f(z) = g(x)g*(z) + r*(x) dar r*(x) = 0 eller degr*(x) < deg g(x).
Da har vi att
9(x)q(z) +r(z) = g(z)g" () + r*(x)
och
9(2)(q(z) — ¢"(x)) = r*(z) — r(). (3)

Om ¢(x) — g*(x) # 0 ovan sa géller att polynomgraden pa vinsterledet av ar av hogre
eller lika grad som graden av g(x). Men eftersom degr(x) och degr(z) ar antingen noll
eller av mindre grad &n graden av g(x) sd maste hogerledet av vara av lagre grad &n
g(x). Alltsa maste g(z) — ¢*(z) = 0 for annars har vi att polynomgraden i vinsterledet
och hogerledet i ar olika, vilket ar en motségelse. Darfor géller att ¢(x) — ¢*(z) =0
och da foljer det att r*(z) — r(x) = 0. Alltsa ar r(x) = r*(x) och ¢(x) = ¢*(x), vilket visar
entydligheten. O
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Sats 3.2.2 (Faktorsatsen). Om f(x) € Fx] och F dar en kropp sa galler

(z—c)| fz) = flc) =0
for varje c € F.

Bevis. Antag att (z —c) | f(x). Da finns g(z) € F[z] sé att f(z) = (x — ¢)g(x) och dédrmed
i £(0) = (c— c)gle) = 0.
Antag att f(c) = 0. Da foljer det fran divisionalgoritmen for deg(z — ¢) =1 att r(z) =0
eller degr(z) = 0. Alltsa finns ett polynom ¢(z) € F[z] s& att

f(x)=(x —c)q(x) +r darr e F.
Eftersom f(c) =0 sa &r 0 = (¢ — ¢)q(c) + r och dérmed &ar r = 0. O

Elementet ¢ i IF kallas for ett nollstdlle till ett polynom f(x) € F[z] om f(c) = 0. Sa fran
faktorsatsen géller att ¢ ar ett nollstélle till ett polynom f(z) om och endast om x — ¢ &r
en faktor till f(z).

Sats 3.2.3. Eit polynom av grad n 6ver en kropp IF har hégst n nollstdllen i IF.

Bewvis. Vi vill med hjilp av induktion pa grad n bevisa satsen.

Ett polynom av grad 0 bestar bara av en konstant och darfor saknar nollstélle.

Antag satsen géller for polynom av grad n — 1 och lat f(z) € F[z] vara ett polynom av
grad n. Om f(x) saknar nollstéllen sa ar satsen uppfylld. Om f(x) har nollstéllen, 1at ¢
vara ett nollstalle. Da géller enligt Faktorsatsen att

f(z) = (z = c)g(x)
dar degg(z) =n — 1.
Eftersom F saknar nolldelare sa géaller att f(d) = 0 om och endast om (d —¢) = 0
eller g(d) = 0. Darfor maste nagot nollstélle till f(z) vara antingen lika med c eller vara

ett nollstélle till g(x). Enligt hypotesen sa har alltsa g(x) hogst n — 1 nollstéllen, sa f(x)
maste ha hogst n nollstéllen. O

Definition 3.2.2. Antag att a(z) och b(x) ar nollskilda polynom 6ver en kropp I da finns
ett unikt moniskt polynom d(x) 6ver I sa att

(a) d(z) | a(z) och d(z) | b(x),
(b) om ¢(z) ar ett polynom sadan att c(x) | a(z) och c¢(x) | b(x) da galler att ¢(z) | d(x).

Polynomet d(x) kallas for stirsta gemensamma delare till a(x) och b(z). Vi betecknar detta

som ged(a(x),b(z)) = d(x).
Sats 3.2.4. Ldt att a(x) och b(x) vara nollskilda polynom éver en kropp F och lat d(x) =
ged(a(x),b(x)). Da existerar tva polynom u(x) och v(x) éver F sadan att

d(z) = a(z)u(z) + b(x)v(x).

Definition 3.2.3. Lat IF vara en kropp. Ett icke-konstant polynom f(x) i polynomringen
R[z] sdgs vara irreducibelt éver R eller irreducibel i R[x] om det inte finns tva polynom
g(x) och h(x) i R[z] av hogre grad &n noll sé att f(z) = g(x)h(z). Om f(z) € R[z] ar
icke-konstant polynom som inte &r irreducibel 6ver R sa kallas det reducibelt dver I eller
reducibel i Rx].
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Definition 3.2.4. Om [E och F &ar kroppar sa séigs IE vara en kroppsutvidning av IF om [E
innehaller en delkropp som &ar isomorf med IF.

Lat E vara en kropputvidning av en kropp [F. Antag att F C |E och S &r en delmangd
av [E. Da existerar det minst en delkropp av [E som innehaller bade F' och S, ndmligen [E
sjalv. Snittet av alla delkroppar av I|E som innehaller bade IF och S ar delkroppar av [E.
Detta skrivs

F(S).
Om S CF daér F(S)=F. Om S = {a1,a2, ...,an} da skrivs [F(S) som F(ai,as, ..., an).
Ett enkelt exempel dr R(i) = C.

Definition 3.2.5. Antag [E ar en kroppsutvidning av en kropp IF. Ett element a € [E sigs
vara algebraisk dver ' om a dr en 16sning till nagot polynom

—1
ap+ a1z + -+ ap_12" " Fapz” =0, ag,a1,...,0n—1,0, € F.

Exempel 3.2.1. /2 &r algebraisk éver @ eftersom /2 #r en 16sning till polynomet
2
x4 —2=0.

Definition 3.2.6. Om F(a) = E fér nagot element a € E, d& sigs [ vara en enkel
utvidning av IF.

Vi kan klassificera en enkel utvidning av I genom att anvinda oss av polynomringen Gver
IF och

Fla] = {ao + a1a+ -+ ana” : ag,ai,...,a, € F}
som &r ringen som genereras av I och a. Skillnaden hos polynomen i F[z] och F[a] &r att
polynomen i F[z] &r lika endast om koefficienterna &r lika. Medan om a &r algebraisk éver
IF s& kan tva polynom vara lika utan att koefficienterna av a ar lika.

Exempel 3.2.2.

143v2=-1+3/2+v2 i Q[v2], men
1+ 3z #-1+ 3z + 22 i Q[z].

Sats 3.2.5. Antag F ar en kropp och att p(x) € Flx]. Da galler att Flz]/(p(x)) dr en
kropp om och endast om p(x) dr irreducibel éver F.

Bewis. For enkelhetens skull, 1at I = (p(x)) vara huvudidealet under hela beviset. For att
fa en motségelse, antag att p(x) ar reducibel 6ver . Da finns a(x), b(x) € Fx] sadan att

p(z) = a(x)b(x) dér dega(x) < degp(x) och degb(x) < degp(x).

Déa I = (p(z)) ar ett huvudideal och deg a(z) < degp(x) sa géller att a(x) ¢ I, med samma
argument géller att b(z) ¢ I. Da foljer det att I 4+ a(z) # 0 och I +b(z) #01i Flz]|/I. Vi
har att

(I+a(x)I +b(z)) =1+a(x)b(zx)=1+p(x)=1
vilket visar att I + a(z) och I + b(x) &r nolldelare i F[x]/I, alltsa &r F[x]/I inte en kropp.
Inte ens ett integritetsomrade.
Antag nu istéllet att p(z) ar irreducibel. Vi vill visa att F[z]/I &r en kropp, vi har

kommutativitet 6ver multiplikation:
Lat I+ a(z), I+ b(z) € F[z]/I da géller

(I+a(x)(I+0bx)=I+a(x)b(z)=1I+bx)a(z) =T+ b(z))I+ a(x))

Vi har att I + 1 &r en etta ty, for nagot element I + c¢(x) € Fz]/I dar 1 € F[z] sa géller
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I+ +c(x)=1+1c(x)=1+c(x) och (I+c(x)(I+1)=1+c(x)l =1+ c(x).

Invers med avseende pa multiplikation:

Antag att I + f(z) # 0 da galler f(x) ¢ I sa f(x) kan inte skrivas som en multipel av
p(z) (da I = (p(z))). Eftersom p(z) &r irreducibel sa &r ged(f(x),p(z)) = 1, da finns
u(z),v(x) € Flz] sa att 1 = p(z)u(x) + f(x)v(x), vilket ger

1= f(@)o(z) = u(@)p(r) € I = IT+1 =T+ f(z)o(z) = (I +v(z)[ + f(z))
alltsa dr I + v(x) den multiplikativa inversen till I + f(x). O

Sats 3.2.6. Om E ar en enkel utvidning av F, dir E = F(a) och a algebraisk dver F sa
galler att

E = Flz]/(p(x))

dar p(x) irreducibelt polynom dver F och (p(x)) ar ett ideal som innehdller alla f(x) € F|x]
sadan att f(a) = 0.

Bevis. Definiera 6 : Fz] — F|a] sa att
O(ap + a1z + -+ apx™) =ap+ara+--- + apa”.

Det gar att verifera att 8 ar en ringhomomorfi, vilket skulle da implicera enligt Fundamentala
homomorfisatsen for ringar att F[x]/I = Fla], dar I = ker@ ar ett ideal i F[x].
Eftersom a ar algebraisk 6ver IF sa géller att I # (0). Notera att I innehéller varje polynom
som har nollstéalle i a, ty

f(z) eI < 0(f(z)) = fla) = 0.

Enligt [Theorem A.5.3| sa &r varje ideal i F[x] ett huvudideal, sd I = (p(x)) fér nagot
p(z) € F[z]. Eftersom F[a] C E och E saknar nolldelare och da kan F[a] inte ha nolldelare
ddarmed kan inte F[z]/(p(x)) ha nolldelare, da foljer det att p(x) &r irreducibel 6ver I

enligt Sats

O]

Definition 3.2.7. En kropp E &r en splittringskropp av ett icke-konstant polynom p(x)
over en kropp I om [E &r en utvidning av [F' sidan att
(1)  p(x) kan skrivas som den linjéra faktoriseringen p(x) = a(z — ¢1)(x — c2) -+ (x — ¢p)
(i) E =TF(c1,c2,...,cn)
dar ¢y, ¢, ..., ¢, ar nollstéllen till p(z) i E.

Sats 3.2.7. Om E och E' ar splittringskroppar av ett polynom p(z) éver en kropp F da
existerar en isomorfi 6 : E — E' sidan att 6(a) = a for varje a € F.
3.3. Andliga kroppar

Aterigen s hénvisar vi till bilaga A om begrepp verkar otydliga. Vi gar genom nagra
enklare och sedan visar viktiga satser hir som ar vildigt centrala for arbetet.

Definition 3.3.1. For nagot element a € G sa dr méngden
{a" :n e Z}

en delgrupp till G. Denna delgrupp kallas for delgruppen genererad av a och betecknas med
(a). Om H é&r en grupp och H = (a) for nagot element a € H sa kallas H for en cyklisk

grupp.
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Sats 3.3.1 (Lagranges sats). Om H dr en delgrupp av en andlig grupp G sa gdller att
ordningen av H dr delare till ordningen av G.

Bewvis. Eftersom hogersidoklasserna av H &r ekvivalensklasser sa géller att hogersidoklas-
serna av H bildar en partition av G, sdledes maste tva hogersidoklasser i H antingen vara
lika eller disjunkta. Eftersom G ar dndlig sa finns det bara dndligt manga sidoklasser. Valj
ett element fran varje sidoklass och lat de valda elementen vara ai,as, ..., ax. Da géller

G=HaiUHayU---U Hay,.

Varje sidoklass Ha; innehaller H element enligt Sats och det finns inga fler element
dn i en annan sidoklass, sa det foljer att |G| = |H|k. Alltsa ar |H| delare till |G|. O

Sats 3.3.2. Ldt G vara en cyklisk grupp av ordning n dir G = (a) = {e,a,a?,...,a"1}.
1. Varje delgrupp av G dar cyklisk.
2. Fér varje positiv delare d till n sa har G exakt en delgrupp av ordning d.

Sats 3.3.3. Om G dr en dndlig grupp sa att for varje positivt heltal n sd finns det hogst n
element av x € G sd att " = e, ddr e dr neutrala elementet i G, da gdller att G dr cyklisk.

Bevis. Lat H vara en cyklisk grupp sa att |H| = |G| = m. Enligt Laranges sats sa géller
att varje element i G genererar en cyklisk delgrupp av ordning d fér nagon delare d till
n. For varje = i denna delgrupp sa ér z¢ = e. Darfor giller enligt hypotes att delgruppen

innehaller alla 16sningar i G pa formen z¢ = e.

Enligt Sats s& finns det exakt en cyklisk delgrupp av ordning d for varje delare d till m.
Alltsa maste H ha minst lika méanga element av ordning d som G har. Eftersom |H| = |G|,
sd maste H ha lika manga element av ordning d fér varje delare d till m. Eftersom H ar
cyklisk och har ett element av ordning m sa maste G med ha det vilket implicerar att G

cyklisk. O

Sats 3.3.4. Om ¥ dr en kropp av karaktdristik p, da galler att (a +b)P = aP +bP for varje
a,beF.

Bevis. Binomialsatsen ger att
(a+b)P =a? + (pp 1>aplb+ < P 2>ap2b—|— b

eftersom p &r ett primtal sa géller att p delar (¥) for 1 < k < p — 1. Eftersom F har
karaktéristik p sa ar alla termer ar 0 forutom den forsta och sista termen. Vilket ger att
(a4 b)P = aP + bP. O

Sats 3.3.5. Om p dr ett primtal och n ar ett positivt heltal sa existerar en kropp med p™
element och varje par av sadana kroppar dr isomorfa.

Bewvis. Lat ¢ = p™ for nagot positivt heltal n. Vi vill visa att en kropp [ &r av ordning ¢ om

IF ar en splittringskropp av polynomet 7 — x éver Z,. Med hjilp av kan vi
visa att varje par kroppar av ordning ¢ ar isomorfa. Vi kan da visa att splittringskroppen av

x—x over Zjp ar dd av ordning ¢ vilket i sin tur visar existensen av en kropp med p" element.

Antag att |IF| = ¢. Da &r prima delkroppen av I isomorf med Z,. Alla nollskilda element i
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IF bildar en multiplikativ grupp av ordning ¢ — 1 si 297! = 1 fér varje nollskilda x € F
enligt Lagranges sats. Darfor galler att 29 = z for varje x € F. Om F = {a1, a2, ..., a4}
da ar (x —a1)(z — ag) - - - (z — aq) en faktor till 27 — z enligt faktorsatsen da varje ay ar
distinkta. Saledes ar 29 — 2z = (v — a1)(z — a2) - - - (x — aq) och F &r en splittringskropp av
polynomet x? — x 6ver Zp.

Lat E vara en splittringskropp av f(z) = 2¢ — x 6ver Zj,. Derivatan av f(z) ar f'(z) =
qr?! —1 = —1, eftersom [E har karakteristik p och p | q. Sdledes dr f'(c) # 0 for varje
¢ € E och alltsa saknar f(z) multipla nollstéllen i .

Vi vill visa att de ¢ distinkta nollstéllen c1,ca,...,¢q till 7 — x bildar en delkropp av
E for da implicerar det att E = {ci,c2,...,¢s} och |E| = ¢. Antag att a och b &r
nollstéllen till 27 — 2 i E. DA E &r av karaktéristik ¢ har vi att (a + b)? = af + bP,
(a+b)P" = (a? 4+ bP)P = aP” + bP” och s& vidare, vilket implicerar att (a + b)? = a? + be.
Eftersom a och b ar nollstillen till ¢ — x sa foljer det att a + b ocksa &ar ett nollstélle.
Dessutom har vi (ab)? — (ab) = a%b? — ab = ab — ab = 0, sa ab ar ocksa ett nollstélle. Vi
har dven att (a7 1)?—a ' =a%—a ! =a"! —a"! =0. Alltsa giller att nollstéllerna till

29 — x bildar en delkropp 6ver [E. O

Satsen ovan visar att det finns védsentligen en unik kropp av ordning p"™. Denna kropp
kallas for Galoiskroppen av ordning p™ som vi betecknar [Fyn.

Sats 3.3.6. Multiplikativa gruppen av en dndlig kropp dar cyklisk.

Beuvis. Enligt Sats [3.2.3] sa har en kropp F hogst n losningar i 2™ = e for varje n > 1.
Eftersom F ar dndlig sa foljer det av Sats [3.3.3] att multiplikativa gruppen av en dndlig
kropp ar cyklisk. ]

Definition 3.3.2. Om g och h &r element till abelska grupper av ordning a respektive
b. Da finns det ett element av ordning lem(a,b), dér lem star for minsta gemensamma
multipel.

Sats 3.3.7. Om hdgsta ordningen av elementen i en abelsk grupp G dr r sa dr x™ = e for
varje r € G.

Bevis. Lat g € G vara ett element av hogsta ordningen r. Om h &r ett element of ordning
t sa finns det ett element av ordning lem(r, t) enligt definition Eftersom lem(r,t) < r
sa géller att ¢ | r. Darfor maste h” = e. O

Sats 3.3.8. Ldt Iy vara mangden av nollskilda element i en Galoiskropp Fy. Dd dr (IFZ, )
en cyklisk grupp av ordning q — 1.

Bevis. Lt r vara hogsta ordningen av elementen i (7, -). D4 géller enligt Sats att
z" —1=0 {or varje x € F}.

Séledes ér varje nollskilt element i Galoiskroppen Fj ett nollstélle till polynomet z" — 1.
Och enligt Sats [3.2.3] s& har polynom av grad r hogst r nollstillen Gver vilken kropp som
helst. Alltsa géller att » > g—1. Men enligt Lagranges sats sa r | (¢—1) alltsa maste r = g—1.

(Fy,-) maste alltsd vara en grupp av ordning ¢ — 1 som innehéller alla element av ordning
q — 1 och saledes maste vara cyklisk. O
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Definition 3.3.3. Lat [E vara en kropputvidning av F och tag ett element a € IE.
Minimalpolynomet av a ar ett moniskt polynom av lagsta polynomgrad i polynomringen
[F[z] dér o ar ett nollstélle. Detta « existerar nar « dr algebraisk over .

Definition 3.3.4. Ett primitivt polynom ar ett polynom som genererar alla element av en
kroppsutvidning. Primitiva polynom &r ocksa irreducibla polynom. Fér ndgon potens n av
primtalet p sd finns det ett primitivt polynom av polynomgrad n éver IFyn.

Exempel 3.3.1. For Fy = Zy(«) sa ar multiplikativa gruppen av nollskilda element F}
en cyklisk grupp av ordning 3 dér elementen a och o + 1 ar de primitiva elementen.

3.4. Konstruktion av dndliga kroppar

En algebraisk kod definieras éver en édndlig kropp IFy, vilket betyder att informations-
och kodsymbolerna ar element i IF,. Att dndliga kroppar av samma storlek &r isomorfa,
vilket etablerades i Sats betyder att nir ordningen, ¢, av den édndliga kroppen I, ar
specificerad sa kan den dndliga kroppen valjas hur som helst, sa ldnge den har g element
och uppfyller kriterierna for en kropp med tillhérande operationer. Detta betyder att for
att konstruera en algebraisk kod, vilket innefattar att utféra operationer pa elementen i
I',, s& racker det inte att specificera ordningen ¢ utan kroppen som ska anvandas behéver
sa kallat konstrueras; att konstruera kroppen innebér att specificera vilka element som
ingar, samt hur de adderas och multipliceras med varandra.

Béade Sats och Sats ar centrala i det har sammanhanget; den forsta etablerar
att F[z]/(p(x)) vars element utgors av alla sidoklasser till polynomet p(x) 6ver F ar en
kropp om och endast om p(z) ar irreducibel 6ver F, och den andra fastslar att kroppen
Flx]/(p(z)) ar isomorf med alla andra kroppar av samma ordning. Det betyder att om
p(z) ar ett polynom av grad m som é&r irreducibelt 6ver I}, sa &r kroppen Fpm isomorf
med kroppen Fj,[z]/(p(z)); eftersom elementen i IF)[x]/(p(x)) utgors av alla polynom av
grad < m med koefficienter i I}, 4r ordningen av kroppen namligen p™.

Vidare kan kroppen Fp[z]/(p(z)) betraktas som en kroppsutvidgning av IF, och enligt Sats
finns darfor ett element § € Fy sa att p(8) = 0. Enligt Sats galler ocksa att

~Y

F,(B) = Fplx]/(p(z)) och att varje element i IF,(5) pa ett unikt siatt kan skrivas pa formen
UQ+U1,B+U2ﬂ2+...+Un_1,3n71, v; € IFp. (4)

Kroppen F,m kan siledes ses som ett linjirt rum (IF,)™ med basen {1, 3, 8%, ..., 3"~ 1}.

Genom att specificera ett irreducibelt polynom av grad m kan alltsd en konkret re-
presentation av elementen i IF,m erhallas; varje element representeras som ett polynom i
elementet 3 av grad < m med koefficienter i . Med denna representation kan tva element
létt adderas med varandra eftersom detta helt enkelt sker genom att koefficienterna av
lika potenser av x adderas modulo p. Multiplikation av element ar ddremot med denna
representation modosamt eftersom det kriaver upprepat utnyttjande av att p(8) = 0. Darfor
ndjer vi oss inte med den hér representationen utan anvinder ocksa det faktum att den
multiplikativa gruppen Iy ar cyklisk och siledes genereras av ett primitivt element « sa att
F, ={0,1,0,0?,...,a97 2} dir a?! = 1. Med den hér representationen kan multiplikation
av element latt utforas genom att addera exponenter modulo ¢ — 1.

Eftersom bada operationerna, multiplikation och addition, behéver kunna utféras pa
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elementen i kroppen F, vill man kunna ga mellan polynomrepresentationen F, = {vg +
018+ v2f% + ... + vp_1 8V v € Fy, B € TFy, p(B) = 0} och den exponentiella representa-
tionen F, = {0, 1, a, a2, ..., 0472}, Sérskilt limpligt &r det dérfér om polynomet p(z) inte
bara ér irreducibelt 6ver IF, utan &ven primitivt i IF, det vill séga om p(a) = 0; da kan
namligen varje nollskilt element i F,m pa ett entydigt sitt skrivas bade som en potens av
a och som ett polynom i a av grad < m.

De primitiva elementen i kroppen I, hittas genom att lata elementen i kroppen re-
presenteras pa formen och sedan berdkna successiva potenser av alla element och notera
vilka element som genererar ;. Ett primitivt polynom av grad m kan sedan hittas genom
att konstruera ett irreducibelt polynom som har m stycken primitiva element som nollstéllen.

Konstruktionen av [Fys illustreras i exemplet nedan.

Exempel 3.4.1. Polynomet p(z) = 2% + 21 + 2% + 22 4+ 1 &r irreducibelt éver IF), s vi kan
konstruera kroppen Fys genom isomorfin Fos = Fa[z]/(2® + 2% + 2% 4+ 22 + 1). Polynomet
p(r) = 28 + 2* + 23 + 22 + 1 ar dven primitivt 6ver IFy och o € Fos ér ett primitivt
element s& att a® + a* + a® + a? + 1 = 0. Alla element i [Fys kan siledes skrivas som en
linjarkombination av elementen 1, o, a2, a3, a*, o, a®, a” alternativt som en enda potens
av a. Motsvarigheten mellan de tva representationerna erhélls genom att reducera varje
potens av o modulo o 4+ o + o® + a? 4 1 eftersom o + a* + o® + a? + 1 = 0. De tva
representationerna visas i tabell 2] for 14 av de 256 elementen i Fgs. I kolumnen ldngst till
hoger uttrycks dessutom respektive linjarkombination som en binér sekvens av langd 8.

Tabell 2: Tabellen visar tre olika representationer av de forsta 14 elementen i Fys.

(00000000)
(00000001)
(00000010)
(00000100)
(00001000)
(00010000)
5 (00100000)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

S R O
Il
—_
Il

I (|
Q
Q
Q
Q
I (|

01000000
10000000
00011101
00111010
01110100
11101000
11001101

I
Q
Il

© 0 N O Ot W N

|
=3}

S

+

Q

[\

+

—_

I |

O L0 o Q0 L o 0D
I

o

NN

I
Q
[SAEN
Q
++ +
Q
_l_
Q
[

o O Q
S 2 B
[
Q
+ +
Q
SO
R
I

De tva representationerna i exemplet, som alltsa erholls tack vare att p(x) var ett primitivt
polynom over [Fo, innebéar att elementen i kroppen Fys kan representeras av alla mojliga
bitstrangar av langden 8, vilket &r anvindbart om bindr data ska kodas samt gor det enkelt
att utfora addition av element i kroppen eftersom dessa adderas som binédra striangar, det
vill sdga bitvis modulo 2. Den exponentiella representationen dr anviandbar da element i
kroppen ska multipliceras eftersom detta helt enkelt gors genom att addera elementens
exponenter modulo 255.
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Hur 6vergangen mellan de tva representationerna gar till illustreras for den mindre kroppen
Fys i exemplet nedan.

Exempel 3.4.2. Polynomet p(z) = 23 + 2 + 1 ér ett primitivt polynom i Fys. Det betyder
att varje nollskilt element kan skrivas som nagon linjarkombination av elementen i méngden
{1, o, &®} for ndgot element @ € Fys sddant att p(a) = 0. Vi later o vara primitivt. (Att
a Ar primitivt ses genom att successivt berdkna potenser av « i termer av 1, «a, o2 och
notera att o’ = 1 samt att o genererar IF%s). Séledes har elementen i [Fys foljande motsva-
rande representationer (den exponentiella i vansterleden och polynomrepresentationen i
hogerleden):

= O
|
=

S o0 o 0 0O
o ot e Tw o =

Addition av potenser av o utférs nu med hjilp av polynomrepresentationen, sa att addition
av a® och af ger a3 +ab = (a + 1) + (a® + 1) = (a® + @) = o', med resultatet dter pa
exponentiell form.

For vidare studie av dndliga kroppar rekommenderas Modern Algebra with Applications av
William J. Gilbert och W. Keith Nicholson [4], eller Modern Algebra An Introduction av
John R. Durbin [2].

4. Cykliska polynomkoder

I det hér kapitlet introduceras en klass av koder som kallas fér polynomkoder, samt cykliska
koder som utgor en underklass till dessa. Det sé kallade generatorpolynomet utgor en viktig
komponent i polynomkoder och introduceras i borjan av kapitelet varefter det studeras mer
ingdende for cykliska koder i avsnitt [£.2] I avsnitt [£.3] definieras slutligen BCH-varianten
av Reed-Solomon-koderna, f6ljt av en redogorelse for deras felkorrigerande egenskaper.

4.1. Polynomkoder

Polynomkoder ar (n, k)-koder i vilka varje kodord ¢ = {cg, c1,ca,...,cn_1} Oversitts till
ett kodpolynom genom att man later symbolerna i kodordet utgéra koefficienterna i ett
polynom av grad n — 1 pa féljande vis:
c = (cp,c1,C2,.cc;Cpn_1) = co + 12 + cox® 4 oo+ ™ L

Pa samma sétt som ett kodord har ett motsvarande kodpolynom har varje block av infor-
mationssymboler ett motsvarande informationspolynom. Ett block m = (mq, m1, ..., mx_1)
bestaende av k stycken informationssymboler representeras alltsd genom sitt informations-
polynom m(z) = mo +mix + ... + my_jz* L.

Enligt den allra enklaste kodningsmetoden kodas informationspolynomet genom mul-
tiplikation med ett polynom g(z) av grad n — k for att generera kodpolynomet c(x), enligt
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, och det resulterande kodordet utgors av kodpolynomets koefficienter. Polynomet g(x)
kallas for kodens generatorpolynom och ar specifikt for varje kod.

c(x) = m(x)g(x) ()

Den enkla kodningsmetoden beskriven ovan resulterar i att informationssymbolerna blir
blandade med kontrollsymbolerna i kodordet. En annan kodningsmetod utfors enligt

c(x) = m(x) - a" % —r(z), (6)

dir r(x) ér resten vid division av m(z) - 2" F

med g(z). Forst multipliceras m(x) med
2"~ ¥ vilket resulterar i att informationssymbolerna i sekvensen (mq, m1, ..., mp_1) "flyttas’
n — k steg till vanster eller, med andra ord, att n — k nollor laggs till i slutet av sekvensen.
Sedan delas m(z) - "% med generatorpolynomet g(z) varefter resten r(x) subtraheras

fran m(x) - 2" % for att bilda kodordet.

9

Aven med den sista metoden #r det resulterande kodordet c(z) en multipel av gene-
ratorpolynomet; enligt divisionsalgoritmen géller ndmligen att

m(x) - 2" " = q(z)g(x) + r(z),

for nagra unika polynom ¢(x) och r(z) sadana att r(z) = 0 eller degr(x) < degg(x), dar
r(x) ar just resten dd m(zx) - 2"~ % divideras med g(z).

Eftersom g(x) &r av grad n — k och degr(x) < degg(z) ar degr(x) < n — k; addition av
m(z) - 2" % med r(x) resulterar siledes i att kodordet har informationssymboler i de k
férsta positionerna och n — k kontrollsymboler i de efterféljande positionerna, till skillnad
fran metoden i som resulterar i blandade symboler.

En komplett definition av en polynomkod lyder som foljer.

Definition 4.1.1. Lt g(z) vara ett polynom ag+aix + ... +a,_pz" " av grad n — k med

koefficienter ag, a1, ..., an—j som tillhér den éndliga kroppen IFy. Polynomkoden av lingden
n som genereras av g(x) over IF, dr den kod vars kodord utgors av de polynom av grad <
n 6ver IF, som &r delbara med g(z). Polynomet g(z) kallas for kodens generatorpolynom.

Vi har hittills betraktat kodord i en linjar kod C' av langd n éver en kropp I, som vektorer
1 det linjdra rummet Fy. Den hir tolkningen har gett koden viss algebraisk struktur
eftersom ett linjart rum &r en sluten mangd med tva operationer- vektoraddition och
skaldarmultiplikation- vilket gor att en linjirkombination av kodord ocksa ar ett kodord.
Nar polynomkoder betraktas introduceras, som vi sag i foéregaende avsnitt, ytterligare en
operation, ndmligen parvis multiplikation av element. Dérfér dr det anvindbart att dven
introducera ytterligare algebraisk struktur. Ett viktigt verktyg i samband med studie av
polynomkoder ér séledes isomorfin mellan det linjira rummet Fj; och restklassringen

Fylz]/(z" = 1) = {ap + a1z + ... + an_lx”_l\ a; € Fy, 0 <@ < n},

som bestar av alla polynom av grad n — 1 med koefficienter i IFy, eller med andra ord alla
polynom i F[x] reducerade modulo (z" — 1).

Isomorfin mellan Ty och Fy[x]/(2™ — 1) innebér att varje element i IF) kan represen-
teras som nagot element i IFy[z]/(z"™ — 1); varje element har en unik representant. Detta &r
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vad som gor det lampligt att lata varje kodord av ldngd n i en linjar kod representeras
som ett polynom av grad n — 1. Sambandet kan beskrivas enligt:

(coy-scn-1) =c €Fg = ¢(c) =co+crz+ ... + cno1z" Tt € Fylz]/(z" — 1),

dér avbildningen ¢ : Ty — Fy[z]/(2™ — 1) utgdr isomorfin.

En linjér kod C av ldngd n kan séledes betraktas inte bara som ett underrum till det
linjéira rummet Fy utan &ven som en delméngd till F,[z]/(2" — 1).

4.2. Cykliska koder
En viktig egenskap av vissa linjara koder ar att de ar cykliska.

Definition 4.2.1. En linjar (n, k)-kod C' sigs vara cyklisk om det for varje kodord
(co,C1y.eyCn—1) € C aven giller att

(Cnfla €05 C1y -5 Cn72) eC.
Cykliska koder utgor en speciell delméngd till polynomkoder, vilket féljande sats implicerar.

Sats 4.2.1. Den linjira koden C' C Fy dr cyklisk om och endast om C' dr ett ideal i
Fqlz]/(a™ —1).

Bevis. Antag att C &r ett ideal i Fy[z]/(2™ — 1), vi vill visa att C &r cyklisk. Eftersom C
ar ett ideal sa géller for nagot fixt kodord

c(x) = co+ 1w + e + ...+ ep12™ T € Fyla]/ (2™ — 1)
att x - ¢(z) ocksé ar ett kordord. Vi har att

-2 -1
z-c(x)=z(co+cr1x+ ...+ o™ "+ o1z )
= cor + 12> 4 oo+ o™ 4 2™

2 —1
=cor+c1x°+ ...+ cpox" "+t
2 —1
=cp_1t+cor+ciz’+ ...+ o™ .
Fran isomorfin far vi att
(Cnfla €Oy -+ Can) cC.

vilket visar fran definition (4.2.1) att C ar cyklisk.

Antag nu istallet att C' ar cyklisk. Vi vill visa att C' ar ett ideal i Zy[z]/(z™ — 1). Eftersom
C' ar cyklisk sa géller for varje kodord c(x) att x - ¢(z) ocksa dr ett kodord i C'. Pa samma
sitt giller for varje k att zFc(x) ocksa ér ett kodord till C. D& C ér linjir sa foljer det for
varje kodord a(x) att a(z)c(z) € C. Alltsa géller att C &r ett ideal. O

Satsen implicerar, eftersom IFy[z]/(z™ —1) &r en huvudidealring och varje ideal i IFg[x] /(2" —
1) darmed &r ett huvudideal, att varje cyklisk kod C utgor ett huvudideal. Darmed finns
ett moniskt polynom g(x) av lagsta grad i C' som genererar C'. Detta polynom &r vad som
kallas for generatorpolynomet; varje cyklisk kod ar sdledes en polynomkod. Vidare géller
att generatorpolynomet g(z) till en cyklisk kod &r delare till ™ — 1 eftersom det annars
skulle gélla att ged (g(z),2™ — 1) = a(z) € C dir deg a(x) < deg g(x) vilket motséger att
g(z) ar av lagsta grad i C.
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Varje cyklisk kod av ldngd n har alltsa ett generatorpolynom som delar ™ — 1. Om z™ — 1
faktoriseras i faktorer som &r irreducibla 6ver g, enligt 2" — 1 = fi(z) fo(x), ..., fr(z), kan
saledes alla cykliska koder av lingd n genereras genom att pa alla mdéjliga sitt vilja en av
de 2¢ faktorerna av 2" — 1 som generatorpolynom (z™ — 1 har 2¢ olika faktorer eftersom
det har t irreducibla faktorer och varje irreducibel faktor f;(z) antingen tillats att ingé i
produkten eller inte). Sedan definieras respektive kod som méngden av alla multiplar av
det valda generatorpolynomet modulo (z™ — 1), enligt foljande exempel.

Exempel 4.2.1. Antag att en kod av langd n = 9 ska definieras 6ver kroppen 5. Kroppen
Fy utgdrs av elementen {0, 1} och vi anviinder oss av isomorfin T = Fy[x]/(2” — 1) samt
resonemanget om faktoriseringen i foregaende stycke. Faktorisering av z? — 1 i irreducibla
faktorer ver Py ger 2° — 1 = (z — 1)(22 + 2 +1)(2% + 23 4+ 1). Det finns alltsd 3 irreducibla
faktorer och didrmed 22 sitt att vilja faktorer som ska utgora kodens generatorpolynom;
eftersom olika generatorpolynom definierar olika koder finns det med andra ord sammanlagt
8 cykliska koder av langd 9 6ver Fa. Vi kan till exempel vilja g(z) = (x — 1) vilket
resulterar i en feldetekterande (9, 8)-kod vars kodord &r alla mojliga ord av langd 9 med
jamn vikt (det vill siga en kod med jaémn paritetsbit liknande den i tabell . Om vi véljer
gz) =@+ + D@ +23+1) = +a" + 2+ a5+t + 23 422 Fox+ 1 far vien
(9,1)-kod vars meddelanden &r antingen 0 eller 1 och vars enda kodord &r 0 och 1; vi har
alltsa genererat repetitionskoden av langd 9.

Om en cyklisk kod kan definieras som méngden av alla multiplar av ndgot polynom s& &r
det intuitivt att koden &ven kan specificeras genom att kréva att alla dess kodpolynom har
vissa specifika nollstillen. Om « € IFy, for ¢ = p™ dér p ar ett primtal och m ett positivt
heltal, sa &r minimalpolynomet av a 6ver Iy, det irreducibla polynom f(x) € F,[x] som upp-
fyller f(«) = 0. Om vi nu aterigen betraktar faktoriseringen z" — 1 = fi(z) fa(z), ..., fe(x)
och later o; vara ett nollstélle till det irreducibla polynomet f;(z) i F, sa ar allsa f;(x)
minimalpolynomet av «; och saledes utgors koden som genereras av f;(z) av miangden av
polynom c(z) for vilka ¢(a;) = 0. En kod, C, kan definieras pa det héar sattet; det vill sdga
genom att ta en méngd aq, o, ..., as och lata ett kodpolynom c¢(z) € C om och endast
om c(a;) =0 for alla i = 1,2, ..., s. For att alla nollstéllen ska komma med f6ljer det att
kodens generatorpolynom ar den minsta gemensamma multipeln av minimalpolynomen av
a1, 2, ..., . Det ar pa ett sitt liknande det har som de sé kallade BCH-koderna definieras,
vilket vi ska se i avsnitt 4.3l

Generatorpolynomets utformning, fér en cyklisk kod i Fyfz]/(z™ — 1), har alltsa att
gora med faktoriseringen av ™ — 1 samt nollstéllena till de irreducibla faktorer f;(x) som
ingar i generatorpolynomet. Nollstdllena till faktorerna f;(z) ar naturligtvis nollstéllen
till 2™ — 1 s& hur méanga irreducibla faktorer som finns 6ver F, beror pad hur manga
nollstéllen 2™ — 1 har i F;. Om n = ¢ — 1 88 dr 2" — 1 = 2971 — 1 och sdledes ér den
q — 1 : te enhetsroten « i F, ett nollstélle till ™ — 1 6ver F,. Foljdaktligen ar samtliga
element i den multiplikativa gruppen av I, det vill saga o for 0 < i < ¢ — 2, nollstillen
till 2 — 1 eftersom (/)" = (o)’ = 1* = 1 for alla . Eftersom ett polynom av grad n
har hogst n stycken nollstdllen utgoér elementen i den multiplikativa gruppen av Fj alla
nollstéllen till " — 1, vilken sdledes kan faktoriseras i linjdra faktorer over Fy, si att
2" — 1= (x —a)(z — a?)...(x — " ) (z — a"). Eftersom o ir primitiv i F; s& &r alla
potenser a, o, ...,a" !, a™ olika och siledes &r de linjira faktorerna olika. Observationerna
i det har stycket ar centrala i samband med konstruktionen av Reed-Solomon-koderna,
vilket framgar i avsnitt
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4.3. BCH-koder och Reed-Solomon-koder

BCH-koder (namngivna efter dess uppfinnare R. Bose, D.K. Ray-Chaudhuri, och A.
Hocquenghem) &r en klass av cykliska polynomkoder vars generatorpolynom konstrueras
baserat pa hur manga fel koden ska kunna korrigera. Enligt Sats [2.3.1] korrigerar en linjir
kod, C, t stycken fel om kodens minsta avstand d(C') > 2t. Nar en BCH-kod av langd n
konstrueras bestdms generatorpolynomet av vad koden minst far ha fér minsta avstand.

Definition 4.3.1. En BCH-kod med avstand d minst lika med 6 ar en cyklisk kod av
langd n 6ver IF, vars generatorpolynom g(z) ér den minsta gemensamma multipeln av
minimalpolynomen av of, o/t ... o/t9=2 for ndgot I dir a ér en primitiv n:te enhetsrot.
Om n = ¢ — 1, {or ett positivt heltal m, och foljdaktligen « ar ett primitivt element i

I[Fgm, s& kallas BCH-koden for primitiv.

Reed-Solomon-koderna ar ocksa en klass av cykliska polynomkoder, ndrmare bestdmt en
underklass till BCH-koderna. Varje Reed-Solomon-kod karaktériseras av tre parametrar
(som vanligt med blockkoder), ndmligen kodens langd n, meddelandenas lingd k, och
alfabetets storlek ¢ (det vill sdga den &dndliga kroppens ordning). For dessa parametrar
géller att k < n < ¢. Varje parameterkombination ger upphov till ett visst minsta avstand.
En Reed-Solomon-kod éver IF; dr en BCH-kod med parametrarna n = ¢ —1och [ =1,
enligt foljande definition.

Definition 4.3.2. En Reed-Solomon-kod ar en primitiv BCH-kod av langden n = ¢ — 1
over I, som har generatorpolynomet

dir o ar ett primitivt element i IF',.

En Reed-Solomon-kod som korrigerar ¢ stycken fel kan konstrueras genom att lata § —1 = 2t
i definitionen. Nedan bevisas att detta géller s& linge ¢ < p™~! dér p dr ett primtal sidant
att ¢ = p™.

Sats 4.3.1. Om t < p™ ! sd dr minsta avstindet mellan kodorden i Reed-Solomon-koden

med langd n = p™ — 1 over Fym minst 2t + 1.

Beuvis. Antag att det omvéanda géller, det vill sdga att koden innehaller ett kodpolynom
med férre d4n 2¢ 4 1 nollskilda termer (vi minns fran Sats att minsta avtandet ar lika
med minsta vikten for linjara koder),

c(x) = 1™ 4 cox™ + ...+ cour™, Ty < .o < Ty

Eftersom c(z) ar av grad 2t och &r en multipel av generatorpolynomet g(z) har c¢(x) de
2t n:te enhetsrotterna a, o2, ..., o® som nollstillen. Dérfor géller, for alla i som uppfyller

1<i<2t,
c(ad) = c1a™ + o™ 4 .. 4 e = a1 (¢ + caa2 T L+ e ) = ().

Genom inférande av s; = r; — r1 uppfyller koefficienterna cq, ..., co; féljande linjéra ekva-
tionssystem:

ca + a*2 + .. 4+ e’ = 0
1+ a4+ 4 a2 = 0
a4 a4 4 eyt = 0.
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Det linjira ekvationssystemet har koefficientmatrisen:

1 ao%2 ... o
1 o252 . o252
1 a2t82 a2t82t

Denna matris &r pd samma form som den kénda Vandermonde-matrisen som beskriver
geometriska f6ljder och dess determinant ér sdledes Vandermonde-determinanten

H (" — ) #0.

2>i>5>2

Determinanten &r nollskild eftersom antagandet t < p™~! = 2t < 2. p™~! < p™ vilket
betyder att a,a?,...,a?" dr olika (eftersom « dr primitiv i [Fom). Att determinanten &r
nollskild implicerar att kolonnerna i koefficientmatrisen &ar linjért oberoende och saledes
har de linjédra ekvationerna den unika triviala 16sningen ¢; = o = ... = co; = 0. Antagandet
att ¢(z) har farre d4n 2¢ 4+ 1 nollskilda termer implicerar alltsa att ¢(z) = 0. Koden har
saledes inga nollskilda kodord med farre &n 2t + 1 nollskilda termer, och ddrmed &r kodens
minsta avstand minst 2t + 1. O

4.4. Reed-Solomon-kodernas egenskaper for felkorrigering

Reed-Solomon-kodernas minsta avstand, d, har det storsta viardet som ar mojligt for linjara
(n, k)-koder att uppné. Detta virde kallas for Singletons grans och innebéar att likhet
uppfylls i olikheten

AQ(nv d) S qnid+17 (7)

dér Ay(n,d) ér det maximala antalet kodord i en kod av ldngd n vars minsta avstand &r d
och vars alfabet utgors av ¢ somboler. Olikheten Singletons gréns géller for alla blockkoder
med dessa parametrar. Fér en linjar blockkod C' &éver en dndlig kropp IF; med meddelanden
av lingd k &r det maximala antalet kodord vidare lika med ¢*. Singletons grins kan alltsa
for linjara blockkoder skrivas som

qlc < qn—d-&-l’

vilket ar ekvivalent med
d<n—k+1.

Den sista olikheten uttrycker pa ett tydligare sitt Singletons gréns som en begrénsning pa
kodens minsta avstand.

Koder som uppfyller likhet i olikheterna ovan, det vill sdga vars minsta avstand &r lika med
Singletons grins, kallas for MDS-koder (Maximum Distance Separable); Reed-Solomon-
koderna &r saledes MDS-koder och &r i den meningen optimala. Nedan visar vi att olikheten
Singletons gréans maste gélla for alla blockkoder.

Bevis. Betrakta en godtycklig blockkod C' 6ver ett alfabet med storleken g och minsta
avstandet d. Vi antar att kodorden har genererats genom kodningsmetoden @ som beskrevs
i avsnitt s& att kontrollsymbolerna utgor de sista n — k symbolerna i varje kodord. Om
vi raderar de sista d — 1 symbolerna i varje kodord (detta kallas for att punktera koden)
sa far vi en ny kod, men de resulterande kodorden ar fortfarande parvis olika eftersom
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de ursprungliga kodorden skiljer sig pa minst d stéllen. Alltsd har den nya koden samma,
storlek som den ursprungliga. Varje nytt kodord har langden n — d + 1 s& det kan finnas
som flest ¢"~ %! kodord i den nya, och séledes &ven den ursprungliga, koden. Eftersom
koden C' var godtycklig maste olikheten A,(n,d) < g1 gilla for den storsta mojliga
koden med samma parametrar som C' 0

Sats 4.4.1. Reed-Solomon-koderna som definieras enligt definition uppfyller likhet i
Singletons grans.

Bevis. Av konstruktionen av en Reed-Solomon-kod som anges i definition med langd
n och generatorpolynom g(x), foljer att kodens dimension &r k = n —degg(x) =n— (5 —1).
Vidare dr kodens minsta avstind d minst lika med & (enligt Sats[{.3.1) s att d > § = n—k+1
men enligt Singletons grans &r d < n — k + 1 sd darfor &r d=n — k + 1. O

Minsta avstandet for en Reed-Solomon-kod &r alltsi d = n — k 4+ 1 och vi minns fran
kapitel 2 att en kod korrigerar ¢ fel om minsta avstdndet d > 2¢. Fér minsta avstandet av
en Reed-Solomon-kod géller att d > n — k = 2”T_k och en Reed-Solomon-kod korrigerar
séledes ”77]“ fel.

Utover att Reed-Solomon-koderna d&r MDS-koder &ar de sarskilt lampade for korrigering av
sa kallade burst-fel, det vill séga fel som inte uppstar slumpméssigt i koden utan férekommer
i kluster. CD-skivor och QR-koder ar exempel pa applikationer dar burst-fel &r férekom-
mande, i form av exempelvis repor eller smuts. Anledningen till att Reed-Solomon-koderna
ar bra pa att korrigera burst-fel ar att eftersom symbolerna i koden utgors av sekvenser
av bitar sa spelar det ingen roll ur felkorrigeringsperspektiv hur manga bitar i en symbol
som blivit fel; eftersom Reed-Solomon-koderna har férmaga att korrigera ett visst antal
felaktiga symboler sa uppfattas multipla bitfel i praktiken som ett enda fel, sa linge de
felaktiga bitarna tillhér samma symbol.

For intressant ldsning och en mer ingaende studie av Reed-Solomon-koderna och dess egen-
skaper och tillampningar &n vad som far plats har hianvisas lasaren till boken Reed-Solomon
Codes and Their Applications av Stephen B. Wicker och Vijay K. Bhargava [6]. For vidare
lasning om koders begransningar rekommenderas aterigen Introduction to Coding Theory
av J.H. van Lint [5].

4.5. Forkortning av Reed-Solomon-koden

Som framgar av definition @ har en Reed-Solomon-kod &ver I, alltid lingd n = ¢ — 1
efter konstruktionen. Sa pass langa kodord behdvs dock inte i alla sammanhang och i de
fallen kan koden forkortas. Det gar till s& att informationssekvenserna fylls ut med binéra
nollor sa att kodningen trots allt resulterar i kodord med lingd n = 255. Efter kodningen
tags sedan de extra nollorna bort sa att kortare kodord erhalls, for att sedan aterigen laggas
till kodorden nér dessa ska avkodas. Om en (ng, ko)-kod behovs sa konstrueras alltsa en
(255, ko+(255—ng))-kod varefter (255—ng) bindra nollor avligsnas fran samtliga kodord [3].

En (26,16)-kod kan saledes konstrueras genom att informationssekvenserna av 16 in-
formationssymboler fylls ut med 229 binara nollor. Kodningen resulterar sedan i ett kodord
av langd n = 255, men efter att de extra nollorna har tagits bort har de resulterande
kodorden langden n = 26.
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5. Konstruktion av en QR-kod

Det héar kapitlet redogor fér implementeringen av ordet KODNINGSTOERI i form av en
QR-kod med hjilp av en Reed-Solomon-kod.

5.1. Bakgrund och specifikationer

QR-koder anvinds idag i manga olika sammanhang sasom i biblioteket, reklambranchen,
och transportforetag. En QR-kod ar en tvadimensionell kod som konstruerades av det
japanska foretaget Denso Wave med ambitionen att sammanstélla stora méngder av in-
formation i mindre utrymme med hjilp av bindra koder. Binédra koder eller bindra tal
ar ett data-och programmeringssprak som refererar till talen 0 och 1 vilket anvénds i
datakommunikation. En QR-kod ldses och avkodas vanligvis med hjilp av applikationer i
smarta enheter som mobiltelefoner.

Beroende pa vilken typ av information som ska kodas anvénds olika sa kallade former;
det fyra formerna som finns &r numerisk form, alfanumerisk form, byte, och kanji. Kanji
ar ett av de japanska skriftspraken och det bestar av 3000 tecken vars ursprung forklaras
av namnet som just betyder "skrivtecken fran Kina”. De olika formerna anvander olika
standarder for konstruktionen av sjilva QR-koden. En QR-koder kan goras i en av 40
olika storlekar, eller versioner, varvid den minsta, version 1, bestar av 21 x 21 pixlar
och den storsta, version 40, bestar av 177 x 177 pixlar. Varje version har en maximal
kapacitet pa antalet informationssymboler som far plats; kapaciteten ar beroende av
vilken form och vilken felkorrigeringsniva som anvénds. En QR-kod kan ha en av de
fyra felkorrigeringsnivaerna L, M, Q och H, vilka motsvarar 7 %, 15 %, 25 % respektive
30 % felkorrigering. QR-koden som har implementerats i det har arbetet ar av version
1 (det vill séiga 21 x 21 pixlar) och felkorrigeringsniva M, vilket motsvarar 15 % felkorrigering.

Resten av kapitlet dgnas at en beskrivning av konstruktionen av en QR-kod med ordet
KODNINGSTEORI. Kallor for konstruktionen av QR-koder ar begriansade och majoriteten
av studien inom det hir arbetet avseende QR-koden dr baserad pa hemsidan thonky [7].
Vid konstruktionen av QR-koden med ordet KODNINGSTEORI anvinds QR-kod- och
symbolikspecifikationer enligt gillande standarder; QR-koden har antagits som en ISO-
standard (ISO/IEC 18004) [8]. Kodningen med en Reed-Solomon-kod bygger pa kunskaper
fran tidigare kapitel, samt tekniker inom data- och informationsteknik.

5.2. Analys och data

Att koda data med en viss specificerad felkorrigeringsniva ar i stora drag en process i tva
steg. Forst delas meddelandet upp i informationssymboler som utgors av 8 bitar vardera och
sedan laggs konstrollsymboler till med hjilp av en RS-kod med vissa parametrar. I avsnitt
visades att en RS-kod av ldngd n och dimension k korrigerar ”T_k fel. Nar en QR-kod
implementeras bestdms lingden n av storleken pa QR-koden, s att olika versioner har
olika vérden pa n. For version 1 som har anvints i det hér arbetet &r n = 26. Dimensionen k&
ar sedan en designparameter som bestams av den felkorrigeringsniva som ska uppnas. I det
hér arbetet implementeras en QR-kod som réttar 15 % felaktiga kodsymboler och for den
felkorrigeringsnivan behévs k = 16. Antalet bitar som utgdr det ursprungliga meddelandet
ar inte alltid delbart med 8, och dessutom méste meddelandet som ndmnt ha en viss langd
for att den specificerade felkorrigeringsnivan ska kunna uppnas; dérfér utékas processen
till ytterligare nagra steg dar extra utfyllnadsbitar laggs till det ursprungliga meddelandet.
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Processen ska nu beskrivas i sin helhet.

I textmeddelandet X = KODNINGSTEORI som implementeras dr bokstdverna versaler
eftersom det dr vad som finns i den alfanumeriska formen. Det forsta som maste goras ar
att omvandla texten till bindrkod med hjilp av den alfanumeriska tabellen i bilaga
och en teknik som vi illustrerar nu. Tecknen i textmeddelandet delas in i par sa langt det
ar mojligt (KO, DN, IN, GS, TE, OR och I) och sedan multipliceras det forsta tecknets
alfanumeriska virde (se tabell i bilaga med 45, som ar det totala antalet tecken i den
alfanumeriska formen; darefter adderas virdet som motsvarar det andra tecknet. Resultatet
gors slutligen om till bindr form:

K =20, O = 24,
(45 * 20) + 24 = 924, (8)
924 = 1110011100.

Det storsta viardet som operationerna i kan resultera i dr (45+%44) 444 = 2024 (eftersom
det storsta alfanumeriska virdet &r 44) vilket pa binadr form &ar en 11-bitarsstréng. De
binédra talen motsvarande respektive teckenpar skrivs darfor som 11-bitarsstréngar (det
vill sdga extra nollor laggs till i borjan av stringen om 11 bitar egentligen inte behovs).

I fallet d& man bara har en teckenkombination av udda langd, likt bokstaven I i or-
det KODNINGSTEORI, s& omvandlas denna till sitt alfanumeriska vérde pa binér form
varefter strangen utokas till en 6-bitarsstrang (om den inte redan &r 6 bitar lang), eftersom
det storsta alfanumeriska virdet 44 kraver 6 bitar.

Nér samma procedur som i har upprepats for alla par i ordet KODNINGSTEORI och

de bindra strangarna har utékats till 6 respektive 11 bitar blir resultatet:

{KO, DN, IN, GS, TE, OR, I} = {01110011100, 01001100000,
01101000001, 01011101100, 10100100111, 10001010011, 010010}.

Nésta steg ar att véilja en formindikator samt en teckenriknarindikator, vilka sedan placeras
framfor meddelandet. En formindikator &r en indikator pa vilken typ av tecken som ska
kodas sa att en QR-lédsare kan stélla in sig pa vilken form av kod det ar; den alfanumeriska
formindikatorn ar 0010 och resterande indikatorer ses i tabell Bl En teckenrdknarindikator
dr en indikator som visar hur manga tecken som ska kodas, och denna indikator har
olika ldngd beroende pa vilken version QR-koden har. KODNINGSTEORI bestéar av 13
tecken och QR-koden som ska konstrueras ar av version 1; enligt tabell [3] ska alltsa
teckenrdknarindikatorn vara 9 bitar lang. Det betyder att talet 13 ska Gversédttas till en 9
bitar lang stréng; resultatet blir 000001101.

Tabell 3: I tabellen visas de formindikatorer som motsvarar de olika tecken-
formerna samt hur langa teckenrdknarindikatorerna ska vara beroende pa
teckenform och version.

Teckentyp Formindikator | Version 1-9 Version 10-26  Version 27-40
Numerisk 0001 10 12 14
Alfanumerisk 0010 9 11 13
Byte 0100 8 16 16
Kanji 1000 8 10 12
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Textmeddelandet KODNINGSTEORI bestar av 13 tecken och ligger i det éndliga kroppen
Fys. Enligt QR-kodsspecfikationerna behéver en QR-kod av version 1 och felkorrigeringniva
M, innehalla 238 bitar totalt sett varav 30 tillhor formatdelen. I nuldget sa har vi stréngen,

X = 0010 000001101 01110011100 01001100000

9
01101000001 01011101100 10100100111 10001010011 010010 , ©

vilket 4r en 85 bitar lang stréng dar de kvarvarande bitarna utav de 238 kommer fyllas
upp med uppfyllnad och bland annat felkorrigerande kodord och formatering.

En QR-kod av version 1 med felkorrigeringsnivd M kodas med en RS-kod med parametrarna
n = 26, k = 16 (parameterviarden for de olika versionerna och felkorrigeringsnivaerna
specificeras i tabell i bilaga [B.2). Ordet KODNINGSTEORI ska alltsa delas upp i 16
stycken 8 bitarsstrangar. Meddelandet KODNINGSTEORI innehaller dock inte sa manga
bitar och darfér maste meddelandet fyllas ut tills den har rétt langd.

Om fyra eller farre utfyllnadsbitar behévs for att uppnéd 16 - 8 = 128 bitar sa ldggs
de helt enkelt till i slutet av meddelandet i @D Saknas det fler &n fyra bitar, sasom i
fallet med KODNINGSTEORI, sa laggs en strang med fyra nollor 0000 till i slutet av
meddelandekodet i ekvation @D Ar stringen inte delbar med 8 s4 liggs ytterligare en string
med nollor till vars ldngd ar differensen mellan den nuvarande langden pa meddelandet
och nirmsta storre decimala tal som &r delbart med 8. I fallet med KODNINGSTEORI
ska alltsa en 7-bitarsstrang med nollor laggas till, eftersom 96 &r det decimala tal delbart
med 8 som ligger ndrmast den nuvarande langden 89.

Ar meddelandekoden inte lang nog (det vill siga mindre dn 128) efter dessa steg s&
laggs slutligen den 16 bitar langa bitstréngen 11101100 00010001 till upprepade ganger i
slutet av meddelandet tills det ar 128 bitar langt. I fallet med KODNINGSTEORI maéste
denna strang laggas till tva ganger for att nd k = 128 bitar.

Nér meddelandet nu har fyllts ut och blivit 128 bitar langt kan det delas upp i 16
stycken 8-bitarsstringar; resultatet ar saledes

X = 00100000 01101011 10011100 01001100
00001101 00000101 01110110 01010010
01111000 10100110 10010000 00000000
11101100 00010001 11101100 00010001 .

5.3. Felkorrigerande kodord

Néista steg ar att ldgga till felkorrigerande kontrollsymboler till meddelandet. Antalet
kontrollsymboler som ska laggas till &r n — k, vilket med n = 26 och k = 16 ger n — k = 10.
QR-koder anviander RS-koder for att konstruera dessa felkorrigerande kontrollsymboler;
forsta steget for att koda ett meddelande ar att konstruera ett meddelandepolynom

p(x) =mo+miz+ ...+ me_12" L,

dér x; € IFy. Koefficienterna (my_1, mg_2, ..., mp) fas genom att Gversétta 8-bitarsstrangarna
som utgor meddelandet X (det vill sdga informationssymbolerna i meddelandet KOD-
NINGSTEORI med indikatorer och utfyllnadsbitar) fran féregaende avsnitt till decimala
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tal; 8-bitarsstrangarna i ordet X motsvarar de decimala talen:
(m15, M1, ...,mp) = (32,107,156, 76,13, 5,118, 82, 120, 166, 144, 0, 236, 17,236, 17) . (10)
Nésta steg ar att konstruera ett generatorpolynom
g(x) = (x — ) (z — al)...(x — a1, (11)

dér o € Iy ar ett primitivt element. For att generera de felkorrigerande kontrollsymbolerna
divideras meddelandepolynomet p(z) multiplicerat med en skalfaktor 2" * med genera-
torpolynomet g(x) enligt kodningsmetoden @ som beskrevs i avsnitt Denna division
resulterar i ett restpolynom, vars grad ar hogst n — k — 1,

r(z) =ro+rix+ ..+ Pz F 1

dér z; € Fy och vars koefficienter (r,—j—1,7p—k—2,...,70) 4r de sokta felkorrigerande
kontrollsymbolerna. Dessa felkorrigerande kontrollsymboler tillsammans med meddelandet
X utgor det slutliga kodordet:

C= (mk—17 ME—2;5 .-, M0; "'n—k—1, Tn—k—2; ...,TO) € IF(T;

Malet ar alltsa att i fallet med KODNINGSTEORI bestdmma (rg, 71, ...,79); for att kunna

n—k
utfora divisionen =2 maste forst generatorpolynomet g(x) konstrueras. Nar QR-

koder konstrueras anvinds RS-koder 6ver den éndliga kroppen Fys eftersom informatons-
och kodsymbolerna utgérs av 8-bitarsstringar och det finns 28 mojliga sddana. I ex-
empel [3.4.1] visades hur denna kropp kan konstrueras med hjélp av isomorfin Fos =
Zao[x])/(1+ 2% + 23 + 2* + 28) och det ir precis denna isomorfi som anviinds for QR-koder.
Bitstrangarna av lingd 8 i meddelandet X utgér informationssymbolerna, enligt .
Enligt tabellen i exempel har varje element i Fys en entydig representaion som en
8-bitarsstring, vilket ar precis vad som anvinds. Som visades i exempel kan elementen
ocksa representeras i termer av det primitiva elementet «. Néar vi gor berdkningarna nedan
anvander vi a-notationen.

For att illustrera hur ett generatorpolynom konstrueras later vi n — k = 3 i och
far
g3(x) = (x = D(z — a')(z — a?)
=34 <a0+a1+a2> z? + (a1+a2+a3)x+a2.
For att kunna addera a-potenserna som tillhor samma potens av x sa rdknar vi pa

samma sitt som i exempel men i kroppen Fos istéllet for [Fys, och far pa si vis det
resulterande generatorpolynomet for n — k = 3,

gg(x) _ 933 +a198$2 +0419993—{—012.
I fallet med n — k& = 10 for att koda meddelandet KODNINGSTEORI fas pa samma sétt
generatorpolynomet

g(l‘) — :L'IO—1—04251:r9+a67:178+a461:7+a61x6—|—04118:U5+a70$4+a64$3+a94:172+a32:1:—|—a45.

n—k
Nir generatorpolynomet ér konstruerat kan divisionen % o1 f)(x) utforas och slutligen fas

resten

r(x) = 8227 + 882® + 6627 + 1712° + 692° + 173x* 4 4223 4 9922 4 234 + 81.
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Nar berdkningarna utfors anvinds « = 2. Koefficienterna i detta restpolynom motsvarar
kontrollsymbolerna:

(rg,rs,....,T0) = (82,88,66,171,69,173,42,99,232,81),
och foljdaktligen blir det slutgiltiga kodordet

C= (m15, M4,y ...y MOy TY, TRy «vuy T‘g) = (32, 107, 156, 76, 13, 5, 118, 82, 120,
166, 144,0, 236, 17,236, 17,82, 88,66, 171,69, 173,42,99, 232, 81)

Nu aterstar bara att konvertera de decimala talen till 8-bitarsstrangar; det slutgiltliga
8 - 26 = 208 bitar langa kodordet som motsvarar meddelandet X = KODNINGSTEORI
och n — k = 10 kontrollsymboler &r:

C = 00100000 01101011 10011100 01001100 00001101
00000101 01110110 01010010 01111000 10100110
10010000 00000000 11101100 00010001 11101100
00010001 01010010 01011000 01000010 10101011
01000101 10101101 00101010 01100011 11101000
01010001 .

(12)

5.4. Maskering

QR-koder bestar av olika funktionsmonster som har vissa specifikationer vilket underlattar
for QR-kod-avldsaren att identifiera koderna och sedan lédsa dem. De olika funktionsmonst-
ren illustreras i figur [I] och beskriv i foljande lista.

- S6kmonster dr de tre kvadratformade monster som i sig innehaller tva mindre
kvadratformade monster vardera. QR-ldsaren letar alltid forst upp s6kmonstret for
att kunna identifiera monstret som en QR-kod och sedan hitta och ldsa sjalva koden.

- Separatorerna ar de vita linjerna runt s6kmonstren som separerar sokmonstret fran
resten av QR-koden.

- Tidsmonster ar en linje som kopplar ihop alla sokmoénstrena bade vertikalt och
horisontellt. Tidsmonstrets huvuduppgift dr att underlatta for QR-14saren att hitta
positionen av alla elementen i en QR-kod.

- Orienteringsmonster anvinds om en QR-kod ar version 2 eller storre. Orienterings-
monstret hjalper QR-ladsaren vid avkodning.

- Format innehaller information om datamaskningsmonstret och kodens feltolerans.

- Version innehéller information om QR-kodens version.
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Sékmanster

Version

Tidsmonster

Hat e e Orienteringsménster
i =1
£ t Format

Felkorrigering och
’ huvudkoden

Separatorer

Figur 1: Figuren illustrerar de olika delarna
som bygger upp en QR-kod.

Informationssymbolerna och kontrollsymbolerna placeras ut nedifran och upp. Bitarna
ldggs med startelement langst ned till héger och sedan fortsétter det ett steg till véanster
och sedan ett steg upp. Nollor fiargas med vit firg och ettor med svart farg. I figur [2] visas
resultatet efter att kodordet C i har placerats i QR-koden.

Figur 2: QR-kod med kodordet inplacerat.

Efter att datakoden har placerats maste koden maskeras sa att QR-kod-avldsaren latt och
snabbt kan avldsa den. Maskering kan defineras som en bindrkodsskiftning vilket betyder
att en nolla omvandlas till en etta och tvartom. Maskering gors enligt standarden for
QR-koder med hjélp av de 8 olika ekvationerna som presenteras i tabell [4

Efter att koden har maskerats pa 8 olika sétt, viljs den QR-kod som har det minsta
kompakta bindrmonstret. For QR-koden i det hér arbetet véljs i = 0 (mod 2) och resultatet
visas i figur 3| Detta betyder att om i = 0 (mod 2) sa skiftar bindrkoden. De blaférgade
bitmodulerna i bilden visar format- och versionsinformation sé att QR-avldsaren kan forsta
vilket maskeringsformat och vilken felkorrigeringsniva som anvénds for just den specifika
QR-koden.
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Tabell 4: Tabellen visar ekvationer for olika maskeringsnummer
(i = radnummer, j = kolumn-nummer)

Masknummer Ekvation
0 i+7=0 (mod 2)
1 i =0 (mod 2)
2 j =0 (mod 3)
3 i+j=0 (mod 3)
4 2]+ 4] =0 (mod 2)
5 i-j (mod 2)+i-j (mod3)=0
6 i-j (mod 2)+i-j (mod3)=0 (mod 2)
7 i+7 (mod 2)+i-j (mod 3)=0 (mod 2)

Figur 3: Figuren illustrerar den resulterande QR-koden efter maskering.

5.5. Format

I det hér avsnittet anvinds BCH-koder 6ver Zg vilket dr en annan felkorrigeringsteknik.
Formatdelen i en QR-kod har oavsett version och felkorrigeringsniva langden n = 15. For
en QR-kod av version 1 med felkorrigeringniva M behdver formatdelen, enligt standard
for QR-koder, innehélla £ = 5 informationssymboler och n — k = 10 kontrollsymboler;
det betyder att ett informationspolynom av grad 4 och ett generatorpolynom av grad
n — k = 10 behover konstrueras. Enligt sats och exempel [£.2.1], faktorisering av tre

irreducibla polynomen genererar generator polynomet,

giz)= @ +r+ D)@ + 2+ 22 o+ D(i 42+ 1)
= @O+ a8+ + a2t 2P+ 1).

Generatorpolynomet ligger i den éndliga kroppen [Fo som utgors av elementen {0,1}. Som
visas har vi valt att anvinda generatorpolynomet ovan vilket korrigerar upp till ¢t = 3 fel
och har minsta distansen d = 7. Informationssymbolerna ges av tabell |p| vilken visar binéra
tal for varje felkorrigeringsniva, samt tabell |4 som visar de binéra talen for ekvationen som
anvandes for maskeringsnummer 1 (001).

Uppséttningen av de tva bindra talen ger informationssymbolerna 00001, vilket betyder
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Tabell 5: Presentation av felko-
rigeringsniva i binéra tal.

Felkorrigeringsniva | Binér
L 01
M 00
Q 11
H 10

att koefficienterna i informationspolynomet ar
(m07 miy, ..., m4) - (Oa Oa 05 Oa ]-) )
och informationspolynomet p(x) ar saledes

p(x) = z°.

Nar generatorpolynomet och informationspolynomet ar konstruerade kan divisionen med
rest utféras enligt metoden @ i avsnitt Divisionen ger restkoden 0100110111 och
uppséattningen med informationssymbolerna ger kodordet 000010100110111. Enligt QR-
kod-specifikationen, nér divisionen har gjots, maste ytterligare division utféras mellan
restkoden och talet 101010000010010 vilket kallas for maskeringsmonstret. Det slutgiltiga
meddelandet innehéllande formatinformation bestaende av 15 bitar blir,

101000100100101.

Koden kan nu placeras med start fran separatorn upp till vinster och da placeras fran
vanster till hoger och sedan fortsidtter upp at. Sedan boérjar vi med separatorn ner till
vanster och fortsédtter med separatorn upp til hoger i QR-koden. Placering av kontrollkoden
resulterar i den slutliga QR-koden som visas i figur [4] .
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Figur 4: Den slutliga QR-koden, av verson 1 med
15 % felkorrigeringsniva, som vid avlasning visar

ordet KODNINGSTEORI.
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Bilaga A Algebraiska strukturer

En méngd inom den abstrakta algebran med en eller flera operatorer som verkar i en
kombination av olika matematiska grundantaganden (axiom) utgér en séa kallad algebraisk
struktur. Addition och multiplikation pa tal &r typiska exempel av operatorer som kombi-
nerar varje par av element hos en méngd for att bilda ett tredje element. De operatorer vi
ar bekanta med foljer algebraiska axiom sd som associativitet a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ for
addition eller a(bc) = (ab)c f6r multiplikation. En annan lag i kombination av addition och
multiplikation kallas for den distributiva lagen a(b + ¢) = ab + ac.

Vi kommer beskriva olika algebraiska strukturer med hjélp av definitioner och satser
s& att vi kan visa de viktiga satser som anvénds inom kodningsteorin.

A.1 Grupper och ringar

Definition A.1.1. En grupp ar en algebraisk struktur bestaende av en mangd element G
och en operation x sddan att gruppen &r sluten under operationen och féljande tre axiom
ar uppfyllda.

(i) ax(bxc)=(a*xb)xc ,Va,b,c € G (associativitet),
(W) 3 e€G:axe=exa=a ,Yae€G (neutralt element e),
(7)) VaeG JbeG:axb=bxa=ce (existens av invers).

Om det for varje a,b € G giller att axb = b*a, sa sdgs G vara en abelsk eller kommutativ
grupp.

Exempel A.1.1. Antag att x : Z4 X Zy — Z4 definierat som m xn = m", det vill sdga
om for varje par (a,b) € Zy x Z4 sa bildar de ett nytt element a xb = ¢ dér ¢ € Z;. Se
upp att denna operator inte &r kommutativ eftersom

9=32=3%x2+4£2+x3=2%=38

precis som med division eller subtraton, ordningen av elementen kan spela roll. Notera att
Z4 med avseende pé * inte bildar en grupp. Enligt axiomen ovan saknar vi inverst element.
For nagot element a € 7Z far vi att

axe=a"=1<e=0¢7Zy.

Aven om vi kan bilda en ny méngd med nollan s& kan vi and4 inte bilda en grupp. Antag
att S = {Z,0} med samma operator sa har vi fér nagot godtyckligt element a € S att

1=a"=ax0#0%xa=0"=0.

Exempel A.1.2. Tag gruppen Z med avseende pa addition. Inversen till varje element
a € 7Z motsvarar till —a € Z och det neutrala elementet &r 0, ty

a+(—a)=(—a)+a=0.

Exempel A.1.3. Tag mingden Z med avseende pa multiplikation. Inversen a~! € 7Z till
varje element a € 7 saknas. Vi kan alltsd inte ha en grupp med avseende pa multiplikation
enbart hos heltalen.
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Maéngden av alla jimna heltal dr en delméngd till méngden av alla heltal. Bada méngderna
ar grupper med avseende pa addition, darfér maste gruppen av alla jamna heltal vara vara
en delgrupp till gruppen av alla heltal. Vi formulerar detta som en definition.

Definition A.1.2. En delméngd H till en grupp G med en operator x sigs vara en delgrupp
om H ocksa ar en grupp med avseende pa samma operation pa G.

Om G éar en grupp med operatorn x diar H &r en delgrupp till G och a,b € H sa géller att
axbe H. Det vill sdga att H maste vara sluten med avseende pa operatorn x. Speciellt
géller att a xa € H {or varje a € H.

Vi vill ha ett enklare sitt att bestimma om en delméngd &r en delgrupp till en grupp. Det
kan vi gora med hjilp av féljande sats:

Sats A.1.1. Lat G vara en grupp med operatorn x och lat H vara en delgrupp till G, da
galler

1. Om f dr ett neutralt element till H och e dr ett neutralt element till G da gdller att

e=f.
2. Om a € H da gdller att inversen till a i H har samma invers till a som i G.

Sats A.1.2. Lat G vara en grupp med operationen x och lat H vara en delmdngd till G.
Da ar H en delgrupp till G om och endast om

1. H #10),
2. oma€ H ochbe H sa gdller att axb € H,
3. oma€ H dd finnsa~! € H.

Nedan definerar vi vad en sidoklass &r. En sidoklass dr en relation hos grupper som vi
kommer anvianda for att visa satserna om sa kallade kvotringar och kvotgrupper.

Sats A.1.3. Lat H vara en delgrupp till en grupp G och definiera relationen ~ pa G som
a~beab € H
da dar ~ en ekvivalensrelation pd G.

Beuvis. Reflexitivitet:
Om a € G sa giller att a ~ a ty,

aa ' =ec H

Symmetri:
Om a ~ b sd dr ab~! € H. Det foljer att ba=! = (ab)~! € H for att varje element i
en grupp har en invers, alltsa ar b ~ a.

Transitivitet:
Om a ~ b och b ~ ¢ da géller att

abl e Hochbcte H
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vi har att
ac b =a(b ) = (ab (b ) € H

ty, H ar sluten under sin operation och da géller att a ~ c.
O

Ekvivalensklasserna for denna ekvivalensrelation ar vad som kallas for hdger-sidoklasser
till H.

Sats A.1.4. Om H dr en dndlig delgrupp av en grupp G och a € G da gdller |H| = |Hal.

Sats A.1.5 (Lagranges sats). Om H dar en delgrupp av en dndlig grupp G sa gdller att
ordningen av H dr delare till ordningen av G.

Beuvis. Hogersidoklasserna av H ar ekvivalensklasser. Da géller att hogersidoklasserna av
H bildar en partition av G, saledes maste tva hogersidoklasser i H antingen vara lika
eller disjunkta. Eftersom G &r dndlig s& finns det bara dndligt ménga sidoklasser. Valj ett
element fran varje sidoklass och lat de valda elementen vara a1, ao, ..., ar. Da géller

G=HaiUHay U---U Hay.

Varje sidoklass Ha; innehaller H element enligt Sats och det finns inga fler element
dn i en annan sidoklass, sa det foljer att |G| = |H|k. Alltsa ar |H| delare till |G|. O
A.2 Homomorfier 6ver grupper

En homomorfi inom algebran &r en avbildning mellan tva algebraiska strukturer som
bevarar sin struktur. Homomorfi ar ett grekiskt ord dér homo betyder samma och morfe
betyder form eller ett utseende.

Definition A.2.1. Antag G ar en grupp med operatorn x och H &r en grupp med operatorn
o, da ségs en avbildning 0 : G — H vara en homomorfi om

O(a*b) =6(a)o0(b)
for varje a,b € G.
Innan vi tar exempel sa bor vi definiera surjektivitet och injektivitet hos en avbildning.

Definition A.2.2. Lat S och T vara tva méngder. En avbildning 7 : S — T ségs vara
surjektiv om dess bildméngd

7(S)={n(zx) :x €S} =T.
Det vill séga, m ar surjektiv om for varje y € T sa finns minst ett element z € S sa att
m(z) = y.

Definition A.2.3. Lat S och T vara tva méngder. En avbildning 7 : S — T ségs vara
injektiv om
x1 # x9 = w(w1) # m(w2), T1,22 €S.

Om en avbildning som skulle vara bade surjektiv och injektiv sa sdger vi att avbildningen
ar en bijektion.
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Exempel A.2.1. Definiera 0 : Z — 7Z sa att 0(a) = 2a {or varje a € Z. Vi kan se att 6 ar
en homomorfi

O(a+b) =2(a+0b)
=2a+2b
=0(a)+0(b)

for varje a,b € Z. Sa, 6 dr en homomorfi och vi kan se att den ar injektiv ty, antag att
O(a) = 0(b) da géller ju att

0=0(a) —0(b) =2a—2b=2(a—b) =0(a—b) = a=0.
0 ar inte surjektiv eftersom bildméngden bara innehaller alla jdmna tal
07) ={..,—4,-2,0,2,4,.} #£{..,—2,-1,0,1,2, ..} = Z.

Om en avbildning 6 ar en bijektiv homomorfi sa sdger vi att det ar en isomorfi. Vi skriver
detta som en definition.

Definition A.2.4. Lat GG vara en grupp med avseende pa x och H en grupp med operatorn
o. Vi séger att en avbildning 6 : G — H &r en isomorfi om den &ar bijektiv och om

0(a*b) = 0(a) o O(b)

for varje element a,b € G. Om det finns en isomorfi fran G till H s siger vi att de &r
isomorfa. Vi betecknar detta som
G H.

A.3 Ringar

En ring inom abstrakt algebra dr en algebraisk struktur. Denna struktur ar en méngd
utrustad med en generalisering av addition och multiplikation. Denna generalisering gor
att vi kan anvanda aritmetik pa icke-numeriska objekt sa som polynom, matriser, serier
eller funktioner.

Definition A.3.1. Vi siger att mingden R &r en ring med tva operatorer pa R, addition
(a + b) och multiplikation (ab) sa att

i. R med avseende pa addition &r en abelsk grupp.
ii. Multiplikationen ar assosciativ.
iii. a(b+ ¢) =ab+ ac och (a+ b)c = ac + be for varje a,b,c € R.
I mer detalj maste bada operatorerna uppfylla féljande axiomer:
a+(b+c)=(a+b)+c Va,bceR,
det maste finnas ett element 0 € R sa att
a+0=04+a=a VaeR

for varje a € R s& finns ett element —a € R s& att a + (—a) = (—a) +a =0
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a+b=b+a Ya,b € R,
a(be) = (ab)c Va,b,c € R,
a(b+c) =ab+acoch (a+b)c=ac+bc Va,b,c€R

Gruppen som formas av R med avseende pa addition kallas den additiva gruppen av R.
Det neutrala elementet 0 € R kallas for nollan till ringen. Innan vi gar till ett exempel pa
en ring s& gor vi féljande definition.

Definition A.3.2. For [a| € 7Z, och [b] € 7Z, (dir 7Z, &r heltalen mod n) definiera
[a] & [b] genom
[a] @ [b] = [a + 0]
och [a] ® [b] som
[a] © [b] = [ab]

Exempel A.3.1. For varje positivt heltal n sa bildar Z, en ring med avseende pa
operatorerna ¢ och ©.

Bevis. Om vi definierar & for [a] € Z,, och [b] € Z,, som [a] @ [b] = [a + b] s& har vi att Z,
bildar en abelsk grupp med avseende pa &:

[a] ® ([b] ® [c]) =[a]®[b+ ] definition av @
=la+ (b+ )] definition av @
=[(a+0b) 4+ ] associativitet av +
[a +b] @[] definition av @
([a] @ [b]) @ [] definition av @.

Detta visar att @ &r associativ. Vi har att det neutrala elementet ar [0]:

0] & [a] = [0+ a] = [d]
[a] & [0] = [a+ 0] = [d]

Enligt definition av @ sa har vi att
[—a] ® [a] =[(—a) +a] =[0] = [a+ (—a)] = [a] B [—a] {or nagot [a] € Zy,

vilket visar att [—a] dr inversen till [a] 1 Z,,. Att paret (Z,,®) &r en abelsk grupp foljer av
att addition ar kommutativ

[a] ® [b] = [a+b] = [b+ a] = [b] & [a].

Pa samma sétt for © sa foljer att denna operator dr associativ och kommutativ men har
[1] som sitt neutrala element. Notera att ® aldrig bildar en grupp med Z,, men det var
inget krav att vara en ring heller. Allt som saknas nu ar att visa den distributiva lagen och
vi ar klara.

[a] © ([b] ® [c]) =[a]®[b+ ] definition av &
= [a(b+ ¢)] definition av ®
= [ab + a(] distributivitet av + och -
[ab] & [ac] definition av @
([a] ® [b]) @ ([a] © [c]) definition av ©.
Alltsa bildar Z,, en ring med avseende pa operatorerna & och ©. O
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Definition A.3.3. Antag att R och S ar tva ringar, d& siger vi att den avbildningen
0 : R — S éar en (ring) homomorfi om

O(a+0b) =0(a)+6(b)
och
O(ab) = 6(a)0(b)
for varje element a,b € R.

Om 6 ovan ar surjektiv och injektiv sa séger vi att 6 ar en ring-isomorfi. Vi har att nollan
till en ring R, betecknas 0,., avbildar 0(0,) = 05 dér Os &r nollan till ringen S.

I foljande exempel, 1t n vara ett fixt positivt heltal och 1t k vara nagot heltal. Vi betecknar
som vanligt [k] som kongruensklassen modulo 7.

Exempel A.3.2. For nagot positivt heltal n, definiera 6 : Z — Z, sa att 6(a) = [a] for
varje a € Z. D& har vi att

Oa+b)=[a+b =[a] ®[b] =0(a) B H(b)

for varje a,b € 7. Sa 0 &r en homomorfi (6ver addition) men inte en isomorfi eftersom 6
inte ar injektiv. Med avseende pa multiplikation far vi pa samma sétt att

O(ab) = [a-b] = [a] ® [b] = 6(a) ® O(b)
for varje a,b € Z. Sa, 6 ar en ringhomomorfi.

Definition A.3.4. Om 0 : R — S ar en ringhomomorfi sa betecknas kdrnan till 8 som
méangden
kerf = {r € R:6(r) = 0s}.

Exempel A.3.3. Definiera 6 : Zg — Z3 genom att 6([als) = [a]3. Vi vill bestdmma kérnan
till 6 men forst maste vi kontrollera om 6 &r en ringhomomorfi. Antag att [alg, [blg € Zg vi
far att

0([ale & [ble) = O([a + bl6)
= [(I + b]g
= la]s & [0]3
= 0([als) @ O([0]s)

och pa samma sitt visas for multiplikation

Sé& 6 &r en ringhomomorfi. Vi har att ker @ = {[0]s, [3]3} eftersom 60([3]s) = [3]3 = [0]3 och
0([0]6) = [0]5-

Vi har att ker 6 &r en additiv delgrupp av ringen R och att 6 &r en ringhomomorfi ger oss
samma egenskaper som uppfyller de speciella kraven hos grupphomomorfier (A.2.1)), att de
ar sa kallade normala.
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Definition A.3.5. En delgrupp N till en grupp G ségs vara en normal delgrupp till G om
gng ' e N VgeGochVneN

detta skriver vi som N < G.

Kérnan ar speciell till skillnad fran andra delringar, de ar sa kallat ett ideal.

Definition A.3.6. En delring I av en ring R sigs vara ett ideal i R om ar € I och ra € I
for varje a € I och alla r € R.

En viktig punkt i definitionen ovan &r att under produkten ar och ra sa kan r vara
vilket element som helst i R, r &r inte begrénsad till 1. Skulle R vara kommutativ sa &r
forhallandet mellan ar € I och ra € I ekvivalenta.

Lat R vara en kommutativ ring med etta 1g och lat a € R da beskrivs méngden (a) som
méangden av alla multiplar till a av elementen ur R:

(a) ={ra:r € R}.

Vi vill visa att (a) dr ett ideal till R. Vi vill forst visa att (a) en delgrupp éver den additiva
gruppen till R:

i Om r,s € R sadana att ra, sa € (a) da géller att ra + sa = (r + s)a € (a).
ii 0=0a € (a)
iii Ett negativt element ra i (a) ar (—7)a, detta existerar ocksa i (a).

Alltsa ar (a) en kommutativ grupp med avseende pa addition i R. Om ra € (a) och s € R
sa far vi att s(ra) = (sr)a € (a). Alltsé ar (a) ett ideal till R.

Sats A.3.1 (Fundamentala homomorfisatsen for ringar). Ldat R och S vara ringar och
lat 0 : R — S var en homomorfi med ker @ = I. Da gdller att avbildningen ¢ : R/I — S
definierad som

&(I 4+ a) =0(a) for varje I +a € R/I

ar en isomorfi. Alltsa dar

R/IS.

A.4 Kroppar

Innan vi gar igenom vad en kropp &ar i algebraiska strukturer sd maste det ndmnas en
viktig klass till ringar, s& kallade integritetsomrade. For att uppfylla detta méste vi sakna
en egenskap med avseende pa multiplikation: nolldelare. Antag att vi har en ring 6ver
heltalen. Om a och b &r tva heltal till ringen s& att ab = 0 sa géller ju att antingen a =0
eller b = 0. Detta géller inte i alla ringar. I Zg exempelvis har vi att [2] ® [3] = [0] men
varken [2] eller [3] &r [0].

Definition A.4.1. Ett element a # 0 i en kommutativ ring R sédgs vara en nolldelare i R
om det finns ett element b # 0 i R sa att ab = 0.

Bland heltalen Z har vi inga nolldelare men bade [2] och [3] dr nolldelare i Zg. Notera
ocksa i definitionen att ringen maste vara kommutativ med avseende pa multiplikation;
tag exempelvis matrismultiplikation da har vi ingen kommunikativitet for om A # 0 och
B # 0 ar godtyckliga matriser s& kan AB = 0 men BA # 0, detta kallas for en ensidig
nolldelare.
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Exempel A.4.1. Lat A =

0 0
wir (1)
Definition A.4.2. En kommutativ ring R med etta 1 # 0 som saknar nolldelare sigs
vara ett integritetsomrdde.

RN
o O
S =
~
(an)
(an)

Notera att om en ring saknar nolldelare sa dr det samma som att sdga att méngden av
nollskilda element &ar sluten under multiplikation.
Anledningen till att Zg inte ar ett integritetsomrade beror pa att 6 inte ar ett primtal.
Utan primtalsordning pa elementen sa ser vi for ett icke-primtal n = rs dér r,s > 1 sa
géller

[r] © [s] = [rs] = [n] = [0]

dér [r] # [0] och s # [0] i Zy,. A andra sidan om n ér ett primtal sa kan vi visa att Z,, ar
ett integritetsomrade. Vi gor detta som ett exempel.

Exempel A.4.2. Antag p ar ett primtal, d& galler att Z, ar ett integritetsomrade.

Bevis. Sedan tidigare vet vi att Z, dr en kommutativ ring. Vi har att ettan till ringen
ar [1] # [0]. Antag nu att [a],[b] € Z, sa att [a] © [b] = [0]; da foljer att [ab] = [0] ty,
[a] ® [b] = [ab]. Detta ar ekvivalent med att ab = kp for ndgot heltal k. Eftersom p ar ett
primtal sa delar p antingen a eller b vilket endast géller da [a] = [0] eller [b] = [0]. Alltsa
saknar Z, nolldelare och maste vara ett integritetsomrade. O

Eftersom integritetsomraden saknar nolldelare sa 4r mangden av alla nollskilda element
sluten under multiplikation. Déarfor dr det naturligt att fraga sig sjalv om integritetsomradet
bildar en grupp med avseende pa multiplikation. Eftersom ringar kriver att multiplikationen
skall vara associativ sa maste operatorn vara associativ. I ett integritetsomrade finns en etta
sa multiplikationen har ett neutralt element. Alltsa géller (med avseende pa multiplikation)
att méangden av nollskilda element till ett integritetsomrade ar en grupp om varje element
till médngden har en invers med avseende pa denna operator. Ett integritetsomrade Gver
heltalen visar att de enda talen som har invers 6ver multiplikation &ar -1 och 1 medan resten
av inverserna till elementen ar rationella tal. S& denna méngd kan inte bilda en grupp med
avseende pa multiplikation. Integritetsomraden som uppfyller gruppaxiomen med
avseende pa multiplikation ar den klass av algebraiska strukturer vi kallar for kroppar.
Vi har féljande relationen av klasserna hos ringar

kroppar C integritetsomraden C kommutativa ringar C ringar.

Om vi istéllet har dndligt manga element hos en ring da foljer det att kroppar och
integritetsomraden dr av samma klass. Detta kan visas som sats.

Sats A.4.1. Varje dndligt integritetsomrade dr en kropp.

Tidigare exempel sa visade vi att Z, ar ett integritetsomrade om n &ar ett primtal. Da Z,
ar andlig sa foljer darfor fran sats ovan att Z,, ar en kropp.
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A.5 Kvotringar

Om [ é&r ett ideal i en ring R, da bildar I en delgrupp av den additiva gruppen av R och
denna grupp ar normal.

Exempel A.5.1. Om N ar en delgrupp av en abelsk grupp G diar n € N och g € G da
galler att
gng ' =ngg ' =ne=ne N.

Sats A.5.1. Antag N dr en normal delgrupp av G och lit G/N beskriva alla sidoklasser
(A.1.3)) till N ¢ G. For

Na € G/N och Nb € G/N gt (Na)(Nb) = N(ab)

med denna operation dr G/N en grupp och kallas kvotgruppen (eller faktorgruppen) till G
genom N.

Bevis. Vi vill visa att operatonen pa G/N ér valdefinierad. Det vill sdga, om Na; = Nag
och Nb; = Nbs sa géller att N(ajb;) = N(agb2). Eftersom Na; = Nag finns n; € N
sddan att a3 = nijae. Pa samma sétt géller for Nb; = Nbsy att det finns ny € N sadan att
b1 = ngbsy. Vi har att

a1b1 = n1a2n2l)2

och eftersom N <G finns ng € N sadan att agngagl = ng detta ger att agng = nzag sa vi
far att
a1bi = njasnsby = nlngasbs

dar produkten'ning € N. Detta visar att N(ai1b;) = N(agbz). Alltsé ar operationen pa
G/N véldefinierad.
Vi vill visa att G/N &r en grupp:

Associativitet:
Lat a,b,c € G da ar

Na(NbNc¢) = Na(N(bc)) = N(a(bc)) = N((ab)c) = N(ab)Nc = (NaNb)Ne.

Neutralt element:
Lat a € G da ar

NaNe = N(ae) = Na och NeNa = N(ea) = Na

Vilket visar att Ne &r ett neutralt element enligt gruppaxiomen.

Inverst element:
Vi vill visa att Na™! &r invers till Na for nigot a € G:

NaNa=! = N(aa™') = Ne och Na~'Na = N(a"'a) = Ne.
O

Sats A.5.2. Antag att F dr en kropp och p(z) dr ett polynom av grad n oéver F och
I = (p(x)) ar ett ideal av F(x]. Dd gdller att varje element i Flz]/I kan skrivas entydligt
pa formen

I+ (bg+ b1z + ...+ by_12"Y), dirbg,by,...,b,_1 €. (13)

Dessutom dr delkroppen {I +b:b e F} av Flx]/I isomorf med F.
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Bevis. Om I+ f(x) € F[z]/I, da foljer det av divisionsalgoritmen, for ¢(x),r(z) € Flz| att
f(z) = p(x)q(x) + r(z) dir r(z) = 0 eller degr(x) < degp(z).

Eftersom f(x) — r(x) = p(x)q(x) € I sa har vi att I + f(z) = I + r(z). Det visar att varje
element av F[z]/] kan skrivas pa minst ett sitt pa formen (I3). A andra sidan, antag att

I+ (bg+bix+..+by 12" =T+ (co+cr1z4 ...+ cp_12™ )
da géller att
I+ (bop—co)+ (b1 —c1)x+ ... + (bp—1 — cn_l)x"_l el
S& p(x) | (bo — co) + (b1 — 1) + ... + (b1 — cp_1)2™ !, vilket implicerar att
(bo —co) + (b1 —c))x+ . + (bp1 — 1)z 1 =0,

eftersom degp(z) =n >n— 1. Sd by = ¢, b1 = c1, ..., bp—1 = cy—1, vilket visar entydlighe-
ten.

Lat S = {I+b: b€ F}. Vivill visa att denna méngd &r isomorf med IF. Definiera § : F — S
som @(b) = I +b. Vi har for a,b € [ att

Qla+b)=I+(a+b)=1+a+I1+b=6(a)+6(b)

och

f(ab) = I+ (ab) = (I + a)(I +b) = 6(a)0(b).
Vi har att 6 ar surjektiv: 0(FF) = {f(a) : a € F} = S. For att visa att 6 &r injektiv, antag
att a = b dér a,b € IF. Vi vill visa att 6(a) = 0(b) :

bla—b)=I+(a—b) = +a+1+(=b) = b(a) —6(5) = 0.
=0

Alltsa ar 6 en isomorfi. O
Exempel A.5.2. R[z]/(1+ 2?) = C.

Sats A.5.3. Om F dr en kropp sd galler att varje ideal till polynomringen x| dr ett
huvudideal.

Beuwis. O
Definition A.5.1. Méngden av polynom med koefficienter i R bildar en ring, R[z]-
polynomringen over R.

A.5.1 Kroppsutvidgningar

Sats A.5.4. Antag att T dr en kropp och att p(x) € Fz] ar irreducibel éver F. Da gdiller
att Flz]/(p(x)) ar en kroppsutvidning av F och p(z) har ett nollstille i Flx]/(p(x)).

Bewvis. Sitt I = (p(x)). Eftersom p(z) ar irreducibel foljer det av|Theorem 3.2.5att F[z]|/I

ar en kropp. Enligt [Theorem A.5.2| visade vi att for varje I +b € F[z|/I dar b € [F att det
finns en delkropp till F[z]/I som &r isomorf med . Déarfor ar F[z]/I en kroppsutvidning

av IF'.
Antag att p(z) = ap + a1z + ... + apa™ och lat o = I + x € F[z]/I. Vi har

pla)=av+ar(I+z)+...+a,(I+z,)" =1+ (ap+ a1z + ... +apa™) =1
dér I &r en nolla i F[z]/I. Alltsa ar « ett nollstélle till p(z) i Flz]/I. O
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A.6 Cykliska koder

Ett viktigt verktyg av cykliska koder ar att multiplarna av I = z™ — 1 bildar ett huvudideal
till polynomringen IFy[z]. Vi far att

dér restklassringen Fy[x]/I bestar av méngden polynom
{ao—i-al:c#—‘--—i-an_lx”’l ra; € Fq,0 <i<n}
Vi har foljande
(ag, -y ap—1) =a € Fy = c(a) = ag + a1z + ... + an_12" "t € Fy2]/1 (14)
dér ¢ : Fy — Fy[z]/1 ér en isomorfi. Vi betecknar kodordet ¢ som c(z) i ovan.

Sats A.6.1. Den linjira koden C' C Fy dr cyklisk om och endast om C dr ett ideal till
Fylz]/(z" = 1).

Bevis. Antag att C &r ett ideal i Fy[z]/(2™ — 1), vi vill visa att C &r cyklisk. Eftersom C
ar ett ideal sa géller for ndgot fixt kodord

c(x) = co+ 1w + e + ...+ ep12" 7t € Fyla] /(2™ — 1)
att xc(x) ocksa ar ett kordord. Vi har att

-2 -1
ze(x) = x(co + a1 + oo + oz “ + 12" )
=cor+ 12?4 ... F cpox™ L+ cpora”
=cor+ 12>+ .+ cpox™ N epn g

2 -1
=cCp_1+cor+c1x°+ ... Fcpox" .

Fran isomorfin far vi att
(Cn_l, COy ey Cn_g) eC.

vilket visar fran definition (4.2.1) att C ar cyklisk.

Antag nu istallet att C' ar cyklisk. Vi vill visa att C' ar ett ideal i Z,[x]/(z™ — 1). Eftersom
C' ar cyklisk sa géller for varje kodord ¢(z) att zc(z) ocksa ar ett kodord till C. Pa samma
sitt giller for varje k att z¥c(x) ocksa ér ett kodord till C. D& C r linjir sa foljer det
for tva kodord ¢(x) och a(z) att a(x)c(x) € C for varje polynom a(z) ocksé ar ett kodord.
Alltsa géller att C' ar ett ideal. O
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Bilaga B Tabeller

B.1 Alfanumerisk tabell

Tabell 6: I denna tabell listas de tecken som den alfanumeriska formen inkuderar samt de
decimala viarden som de motsvarar.

Virde | Korresponderande tecken 22 M
0 0 23 N
1 1 24 (0)
2 2 25 P
3 3 26 Q
4 4 27 R
5 5 28 S
6 6 29 T
7 7 30 U
8 8 31 A%
9 9 32 W

10 A 33 X
11 B 34 Y
12 C 35 Z
13 D 36 (space)
14 E 37 $
15 F 38 %
16 G 39 *
17 H 40 +
18 1 41 -
19 J 42 .
20 K 43 /
21 L 44 :
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B.2 Parameterspecifikation for QR-koder

Tabell 7: T denna tabell listas bland annat antalet informationssymboler och antalet
kontrollsymboler som behévs for respektive version och felkorrigeringsniva for QR-koder.

Version och Informations- | Kontrollsymboler | Antal Informations- Totalt antal
felkorrigeringsniva | symboler (k) | per block (n — k) | block | symboler per block kodord

1-L 19 7 1 19 (19-1) = 19
1-M 16 10 1 16 (16-1) = 16
1-Q 13 13 1 13 (13-1) = 13
1-H 9 17 1 9 (91) =9
2-L 34 10 1 34 (34-1) = 34
2-M 28 16 1 28 (28-1) = 28
2-Q 22 22 1 22 (22:1) = 22
2-H 16 28 1 16 (16-1) = 16
3-L 55 15 1 55 (55-1) = 55
3-M 44 26 1 44 (44-1) = 44
3-Q 34 18 2 17 (17-2) = 34
3-H 26 22 2 13 (13-2) = 26
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