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Anvandning av Bayesiansk inferens for modellering av supraledande kvantbitar

William Forsberg, Gustav Giebat, Philip Gifting, Adam Granquist, Carl Klang, Eric Ljungberg
Institutionen for Mikroteknologi och Nanovetenskap

Chalmers Tekniska Hogskola

Sammandrag

Foljande kandidatarbete behandlar anviandandet av Bayesiansk inferens for att bestamma parame-
tervardet i en matrisrepresentation av en Hamiltonianmodell. Vi visar hur véil Bayesiansk inferens
som metod fungerar for olika brusnivaer och modellkomplexitet, hur vil den valda modellen beskriver
mer realistisk data och en jamforelse mot en alternativ metod. Detta har utforts genom att utveckla
ett program som tar in egenenergidata over en svepparameter for det system som ska modelleras och
en initial gissning samt osédkerheten for varje parameter.

Den Bayesianska inferensen har applicerats pa bade system begransade till en-excitationsmangfalden
och sedan utokat upp till tva-excitationsmangfalden. Datan genererades fran samma modell som an-
viands for anpassningen samt med olika méngder brus tillagd pa datan. Detta visade att Bayesiansk
inferens fungerar val for vara syften, med vissa svarigheter att bestdmma gi5. I den realistiska da-
tan avviker fran de viarden som Bayesianska inferensen ger mot de viardena som datan antogs ha.
Anpassningen ser ut att vara den bésta och detta kan valideras genom att understka de kladda och
oklddda parametrarna for datan.

En annan validering som utforts ar mot en regressionsimplementation som designats for att minimera
en skaldr kostnadsfunktion. Kostnadsfunktionen evaluerar medelkvadratfelet mellan egenergidatan
och modellens egenenergier. Det visar sig att den Bayesianska inferensen hanterar brus och anpas-
sar olika storleksordningar av parametrar battre. Bada metoderna fungerar som forvantat, men den
Bayesianska inferensen ger mer information om resultaten da den ger parameterférdelningar istéallet
for enkla parametervirden som gor att man kan aven se osdkerheten for parametrarna i Bayesiansk
inferens.

Slutsatserna som dras ar att den Bayesianska inferensen fungerar som metod for &ndamalet. Specifikt
ar en fordel med den Bayesianska inferensen att den genererar fordelningar som resultat vilket ger
en insyn i vilken varians de infererade parametrarna har. Detta jamfort med exempelvis en mini-
meringsmetod dar resultatet endast bestar av ett varde per parameter. Slutligen dras slutsatsen att
den anvinda modellen inte ar tillrackligt komplex for att fanga alla egenskaper av systemet. Den
anvanda modellen anpassar inte tillrackligt bra till den realistiska datan.

Nyckelord: Bayesiansk inferens, Hamiltonianmodell, Modellparametrar, Supraledande, Kvantbitar,
Kvantdator, Modellanpassning.
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Using Bayesian inference for modeling
superconducting qubits

Abstract

The following Bachelor’s thesis presents the implementation of Bayesian inference to determine para-
meter values in a matrix representation of a Hamiltonian model. We present the Bayesian inference
approach’s capabilities to deal with different amounts of noise and varying model complexity. In ad-
dition, we demonstrate the Bayesian inference’s ability to handle more realistic data and compare its
performance to a traditional regression method based on mean square error. This has been achieved
by developing a program that takes eigenvalue data dependent on a sweep parameter for the model
to be researched and an initial guess of the parameters in the Hamiltonian.

The Bayesian inference has been applied to one-excitation manifold and two-excitation manifold
systems with data generated from the systems themselves with different amounts of noise added.
The Bayesian inference has also been used with the second-excitation manifold system on more re-
alistic data generated from a more general model. These tests showed that the Bayesian inference
found all the parameters with sufficient accuracy apart from gy for the simple generated data. The
optimal parameters given by the Bayesian inference differed from the guess for the realistic data.
It could later be determined that this was the best fit and the difference could be explained by
comparing the dressed and undressed parameters.

A second validation of the Bayesian inference was comparing it against a mean square error regres-
sion method. The cost function looks at the difference between the data and model eigenenergies.
The validation showed that the two methods worked as intended but Bayesian inference gave more
information about the uncertainty in the parameter value through a distribution of the value of the
parameter. It also performed better with noisier data and large differences in parameter size than
the mean square error regression.

The conclusion that was made was that Bayesian inference was a sufficient method for determining
the model parameters. An advantage of the Bayesian method was that it generated a distribution
for every inferred parameter. This distribution gave more information about the uncertainty and
inference process than the mean square error which only gives a value as its result. Lastly, it was
determined that the model used was too simple to analyse the data. A more complex model would
have been necessary to describe the behaviour seen in the data.
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Ett stort tack vill vi ge till vara handledare Jorge Ferndndez-Pendas och Simon Pettersson Fors. Ni
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Beteckningar

Nedan ér de anvinda akronymerna och beteckningar som har anvants i texten, listade i alfabetisk
ordning;:

ALC Icke-korsande energier (eng. Avoided Level Crossing)

BI Bayesiansk inferens

FOP Forsta ordningens storningsteori (eng. First Order Pertubation the-
ory)

MCMC Markovkedja Monte Carlo (eng. Markov Chain Monte Carlo)

MSE Medelkvadratfel (eng. Mean Squared Error)

RWA Roterande vagapproximationen (eng. Rotating Wave Approzima-
tion)

SQUID Supraledande kvantinterferensenhet (eng. Superconducting quan-

tum interference device)
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Symboler

Nedan foljer de symboler, index, operatorer, parametrar och variabelnamn som anvéants genom rap-

porten.

Index
1,2,C
h,s,l
n,m,k

t

Operatorer
H

at,a

Parametrar
Wi

Gij

Q;
O

Variabler
E;
Dyt
ALY
C
U

Indexering av kvantbitar och kopplare
Kvanttal for kvantbit 1, 2 och kopplare
Kvanttillstand

Tid

Hamiltonian

Skapelse- och forintelseoperator (eng. creation and anhilation ope-
rator)

Kvantbitsfrekvensen (eng. qubit frequency) for kvantbit i
Kopplingstermer mellan kvantbitar i och j
Anharmonicitet i kvantbit i

Allmén kvantoperator

Energi for kvantbit eller niva i
Externt palagt magnetfalt
Energidifferens och summa
Allmén energikonstant
Vagfunktion for kvanttillstand
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1

Inledning

1.1 Bakgrund

Tankarna om kvantprocessorer, eller mer allmant kvantdatorer, ar ofta forst tillskrivna Richard Feyn-
man ar 1982 [1]. Idéen var att det fanns en outnyttjad potential i att lagra information pa atomniva.
Det skulle vara mer effektivt att anvanda en dator baserad pa kvantmekanik for att simulera kvant-
mekaniska system én att anvanda vanliga datorer. Idag begransas dock inte kvantdatorers potential
enbart till simulering av kvantmekaniska system, utan dven for att potentiellt forbéttra effektiviteten
for vissa algoritmer och simuleringsberakningar [2]. Nagra exempel pa algoritmer och berédkningar ar
primtalfaktoriseringsalgoritmer, simuleringsberdkningar av kvantsystem for tunga atomkérnor och
proteinveckning.

Losningar till tunga atomkarnors- och proteinveckningssystem beskrivs med numeriska metoder, som
oftast kréver stora mangder datorkraft att simulera [3]. Att konsekvent anvinda stora méngder da-
torkraft kan med tiden bli dyrt med bade begransad tillgang till simuleringstid och andra resurser
[4]. En forutsattning for att bedriva fortsatt forskning i minst samma takt ar darfor utveckling av
ny teknik och nya metoder med battre simuleringskapacitet. En 16sning skulle kunna vara att ut-
veckla kvantdatorer, exempelvis pa grund av att komplexiteten for kvantdatorer 6kar exponentiellt
med antalet kvantbitar som 2", dar n utgor antalet kvantbitar [5]. Pa grund av sin skalbarhet och
andra kvantmekaniska fenomen har kvantdatorer méjligheten att Gvertriffa dven de bésta klassiska
superdatorernas simuleringskapacitet, vilket kallas kvantovertag (eng. quantum advantage).

Vidare ar en annan potentiell férdel med kvantdatorer den inbyggda kvantmekaniken som har poten-
tialen att vara mer tréaffsiker &n ndgon annan klassisk simulering vid applikationer pa simuleringar av
kvantmekaniska system. Relevansen av kvantdatorer ar darfor stor da de kvantmekaniska fenomenen
redan ar inbyggda i simuleringshardvaran och inte behéver artificiellt simuleras med klassisk fysik [1].
Sammanfattningsvis skulle kvantdatorn, med féormagan att bana ny vig 6ver vad som ar beraknings-
och problemlésningsmassigt mojligt, kunna bli katalysatorn for fortsatta forskningsframsteg inom
bade akademin och industrin.

I dagslaget ligger utvecklingen av kvantprocessorer i forskningens framkant pa omradet kvanttek-
nik. Den nuvarande fasen brukar oftast kallas brusiga mellanstadie kvantteknologier (eng. noisy
intermediate-scale quantum technologies) och kvantdatorerna ar dér precis pa grénsen till kvantéver-
tag [5]. Det vill sdga i gransomradet dér det existerar problem som en kvantprocessor kan l6sa, men
ingen klassisk dator kan l6sa inom en rimlig tid.

Idag ligger en av utmaningarna for realiseringen av kvantprocessorer i den fysiska implementeringen.
Kvantprocessorer lider bland annat av dekoherens till f6ljd av omgivningsfaktorer, kvantbitsinitie-
ring och kvantbitliackage [6]. Pa grund av detta blir tillférlitligheten och kvantfelskorrigeringstekniker
avgorande for skalbarheten hos kvantprocessorer. Detta bygger till storsta del pa ckad redundans
genom att varje kvantbit implementeras i flera fysiska kvantbitar.
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Det finns olika tekniker for realiseringen av kvantinkodning av information, dar fokus i rappor-
ten kommer vara pa supraledande kvantbitar. Supraledande kvantbitar ar ett generellt uttryck for
nar supraledande kretsar, ofta med en Josephsonévergang (eng. Josephson junction) som en olin-
jar induktans, bygger upp kvantbitarna. Ett typiskt exempel dr transmonen, vilket ar en LC-krets
dar induktansen ar ersatt med en Josephsonovergang, i Figur 2.2. Denna olinjéritet hos induktan-
sen tillater kretsen att vid laga temperaturer bli approximerad som en kvantbit med de tva lagsta
energinivaerna. Approximationen gar att gora da energidifferensen mellan energiniviaerna inte ar lika
stora. Denna egenskap harstammar fran att olinjériteten genererar en anharmonicitet i kvantbitarna.
Supraledande kvantbitar agerar alltsd pa en makroskopisk niva dér kvantinformationen ar inkodad
i de anharmoniska LC-kretsarna. Alternativa tekniker ar exempelvis jonféallor och kvéive-vakanser i
diamant, som bada &r exempel dar informationen programmeras in i mikroskopiska kvantsystem.

Alla tekniker har sina egna styrkor och svagheter, men speciellt fér supraledande kvantbitar ar en
svaghet dekoherens och en hog kénslighet for brus [7]. Styrkan for supraledande kvantbitar ar daremot
skalbarheten med att det ar forhallandevis enkelt att bygga ut en hel uppsattning sammankoppla-
de kvantbitar. Skalbarheten ar en viktig egenskap for att bygga felkorrigeringskretsar, diar antalet
kvantbitar snabbt okar, da kopiering av kvanttillstand inte ar mojligt.

Chalmers tekniska hogskola (Chalmers) leder idag ett 12-arigt projekt i Sverige vid namn “Wallenberg
Centre for Quantum Technology” med malet att utveckla en avancerad kvantdator av supraledande
teknik [8]. Kandidatarbetet &r kopplat till en forskningsgrupp vid Institutionen fér Mikroteknologi
och Nanovetenskap (MC2) som arbetar med teorin bakom kvantdatorn i nira samarbete med en
experimentgrupp. For att fa mer tréaffsiakra experiment och for att kunna utvardera resultat ér ut-
gangspunkten i kandidatarbetet att skapa en kod som kan anvandas pa experimentell data for att
inferera modellparametrar i en kvantdatormodell, diar bade parametervirde och parameterosikerhet
ska framga.

1.2 Syfte och mal

Syftet med arbetet ar att forbattra, underldtta och utveckla forskarnas arbete med supraledande
kvantbitar vid instutionen MC2 pa Chalmers. Vi vill uppna detta genom att utveckla kod fér mo-
dellanpassning baserat pa ett exempelfall. Detta for att forskarna ska kunna anvinda var kod som
ramverk for sin egna forskning. Vi vill dessutom tillféra var kunskap om beteendet bade hos modellen
som vi har anvant samt hur den Bayesianska inferensen beter sig for att underlétta for forskarna att
borja anvinda var kod.

Vart mal med arbetet ér att utveckla en kod som kan anpassa ett antal modellparametrar i en
given approximativ modell till ett systems simulerade energidata. Anpassningen vill vi utféra med
Bayesiansk inferens som statistisk metod. Det initiala malet &r att den Bayesianska inferensen ska
anpassa parametrarna korrekt for data genererad fran samma modell som anpassningen gors med.
Vidare dr var malsattning att anpassa till data genererad fran en okédnd komplexare modell efter
basta formaga. En ytterligare malsattning for oss ar att validera den Bayesianska inferensen mot en
annan metod for att utvirdera for- och nackdelar med den valda metoden.
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1.3 Problemstallning och avgransningar

Vi forsoker i arbetet besvara tre problemstallningar. Den forsta &r om Bayesiansk inferens som me-
tod kan anpassa parametrar i en modell till data genererad fran samma modell och for data fran en
komplexare modell. Den andra dr hur val metoden presterar om datan innehaller brus. Den tredje
problemstéllningen ar att utvardera for- och nackdelar med den Bayesianska inferensen genom vali-
dering mot en annan optimeringsfunktion genom Pythonpaketet SciPy.

Kandidatarbetet avgransades till att endast bestimma modellparametrarna w;, a; och g;; for Ha-
miltonianen i Ekvation (2.10). Inferensen for parametrarna genomfors med avseende pa en del av en
supraledande kvantdator som beskrivs i Figur 2.2. Det valdes att endast anvinda Bayesiansk inferens
med Markovkedja Monte Carlo sampling samt validering mot medelkvadratfelet (eng. mean squared
error, MSE). Med hénvisning till mélet att utvirdera om Bayesiansk inferens som metod fungerar
anses det mer &ndamalsenligt att begriansa utvecklingen till en implementering. Vi fokuserar da den
tillganliga tiden till detta &ndamal istallet for att sprida arbetet till att utvirdera flera olika me-
toder. Datan som analyserades begrinsades till egengenerad data av oss forfattare samt simulerad
data given av handledarna som togs fram fran en mer komplex modell av Hamiltonianen &n den
som arbetet begransar sig till. Sist begransades arbetet till att som hogst titta pa excitationsnivaer
i tva-excitationsmangfalden. Var bedomning var att denna begransning var tillrackligt komplex for
att utvirdera Bayesiansk inferens. Samt att en utdkning av excitationsmangfalden darover inte &r
andamalsenlig for malsattningen med arbetet.

1.4 Rapportstruktur

I Kapitel 1 har vi hittills presenterat en bakgrund till arbetet, syftet och malen samt vilka de exakta
problemen &r och omfattningen av rapporten. I Kapitel 2 kommer vi presentera en introducerande
teori bakom de viktigaste kvantmekanikdelarna av arbetet. I detta inkluderar vi den specifika supra-
ledande kvantbitskopplingen vi modellerar och vilken approximativ modell vi valt for detta. Sedan
forklarar vi vilka approximationer som appliceras och vilka matrisrepresentationer vi till slut forso-
ker anpassa. I Kapitel 3 introducerar vi den Bayesianska inferensen kring bade den bakomliggande
teorin och pa vilket satt denna implementeras i var kod. Kapitlet avslutar vi med en beskrivning
av en metod for validering av den Bayesianska inferensmetoden och en beskrivning 6ver exakt vilka
forsok vi utfor. I Kapitel 4 presenteras resultaten nar Bayesianska inferensen appliceras pa egeng-
enererad data for olika systemstorlekar och brusnivaer. Dérefter motiverar vi anviandningen av en
vald approximation med jamforelse av resultat innan den approximativa modellen anvands for infe-
rens pa data genererad fran en komplexare modell. Sedan presenteras resultaten fran valideringen av
den Bayesianska inferensen. Genom hela resultatkapitlet varderar och diskuterar vi de presenterade
resultaten. Till sist presenteras de vidareutveklingspunkter vi ser som viktiga for framtiden. I det
avslutande Kapitlet 5 presenterar vi forfattare de slutsatser vi sett fran resultaten under arbetets

gang.
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Kvantmekanik

I detta kapitel kommer vi presentera den bakomliggande kvantmekanikteorin och metoddelarna med
koppling inom kvantmekaniken. Det forutséitts i detta kapitel att man har en grundlaggande for-
staelse kring kvantfysik och braketnotation. Med det i atanke kommer vi att forst allméant bertrar
kvantdatorn, for att sedan presentera den supraledande kretsdelen, vilken kallas for en transmon,
som modelleras i arbetet. Vidare motiveras den givna Hamiltonianmodellen och dess matrisrepre-
sentation. Till sist fokuserar vi pa specifika approximationer och modeller vi kommer att utnyttja i
implementationen.

2.1 Teori

2.1.1 Kvantdator

Kvantmekanik betraktar fysikaliska system pa atomér- och subatomérniva. Ett centralt koncept ar
Hamiltonianoperatorn, ’I:[, som beskriver den totala energin for ett kvantmekaniskt system [9]. T vart
fall innehaller Hamiltonianen termer for energi i varje kvantbit i form av kvantbitsfrekvensen och an-
harmonicitet samt energi for koppling mellan kvantbitarna. Ett annat centralt koncept ar att kunna
beskriva energin av ett system som en superposition av energiegentillstand med olika sannolikhet.
Superposition innebar att varje kvantbit inte maste befinna sig till exempel pa niva 0 eller 1 utan
finns i ett kontinuerligt spektrum daremellan tills kvantbiten mats.

En kvantdators lagring av information kan jamforas med en konventionell dator, dar varje bit istal-
let for att anta det bindra tillstandet 0 eller 1, antar ett samlat tillstand |V) = £]0) 4+ v |1). Déar
sannolikheten att befinna sig i tillstand |0) ar 3% och |1) &r +2, dir 82 +~2 = 1. Vi ser utifran detta
att en kvantdator kan uttrycka alla tillstand samtidigt med olika sannolikhet till skillnad fran den
konventionella datorn som endast kan uttrycka ett av dessa tillstand at gangen. Pa foljande sétt
okar komplexiteten, och berdkningskapacieteten, for kvantdatorn som 2" med antalet kvantbitar n.
I slutandan av en berakningsalgoritm uttrycks resultatet i termer av de beskrivna sannolikheterna
for varje tillstand. Sig att vi har sluttillstandet 3 = v/0.1,7 = v/0.9 och vi méter 10 000 ganger,
méts tillstand |0) ungefdr 1000 ganger och [1) ungefar 9000 ganger. I gransen mot odndligt skulle
matsannolikheterna visas som exakt 0.1 och 0.9. Styrkan i kvantdatorerna ar att vi kan beskriva
alla dessa sannolikheter. Exempelvis skulle en algoritm kunna vara designad for att den 16sning som
sokes blir den absolut mest sannolika i slutdndan [3].

Berdakningsmaéssigt finns en analogi mellan den konventionella datorn och kvantdatorn dar manipula-
tionen av tillstand utfors av grindar. Dessa fungerar pa ungefar samma satt, men en viktig skillnad ar
att kopiering av ett kvantbitstillstand inte ar mojligt [10] [11]. T 6vrigt existerar ett antal en-kvantbit
grindar och tvé-kvantbitar grindar som kan relateras till klassiska grindar [12]. En egenskap som
vi finner kvantspecifikt ar kvantbitssammanflitning (eng. qubit entanglement). Detta ar en egen-
skap for multi-kvantbits-tillstand (eng. multi-qubit states) innehar nar de inte kan beskrivas som en
kombination av en-kvantbits-tillstand. Vi skulle kunna diskutera detta fenomen kopplat till foljder-
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na av superpositionsfenomenet, men det anses ligga utanfér omfattningen av arbetet. Vi nojer oss
med siga att fenomenet kan utnyttjas for designen av kraftfulla algoritmer. Kvantdatorer har dock
inte egenskaperna att utgora en sjalvstandig berdkningsmaskin likt en vanlig dator [3]. Till kvant-
datorn behovs klassiska paneler for programmering, initial data, styrning och bearbetning av resultat.

2.1.2 Hamiltonianmodell

I detta avsnitt beskrivs hur en Hamiltonianmodell kan formuleras for en supraledande kvantbitskrets
utifran information fran Krantz et al. [12]. For att komma fram till en modell for en kvantbitkrets
ar det rimligt att utgd ifran en enkel LC-krets (se Figur 2.1a), bestdende av en induktans (L)
parallellkopplad med en kondensator (C). En mojlig kvantmekanisk beskrivning av LC-kretsen ar
genom Hamiltonianen

N 1 ~
H =4Ech? + §EL¢2, (2.1)

dar E¢ och Ep ar den kapacitiva respektive induktiva energin, medan 7 och ngS ar reducerad laddning
respektive reducerat flode. Ekvation (2.1) beskriver en kvantharmonisk oscillator och motsvarar en
harmonisk potential. Hamiltonianen har en oédndlig méngd energiegentillstand |k) vars egenvérden,
Ey, ér ekvidistanta med avstand Ej.; — Ep = hw,, dir w, = \/%70 ar kretsens resonansfrekvens.
Hamiltonianen kan da beskrivas som

N 1
A= heo, (a*a 4 2) , (2.2)
dir @ och af ar forintelse- respektive skapelseoperatorn for oscillatorn och uttrycks som
1{¢ . n 1{é . n
a=—-|——i— it == | — +i— 2.3
‘ 2(% an)’ ¢ 2(@“%)’ (23)
. 1/4 1/4
dar n, = (35150) och ¢, = (25—5) i

En kvantbit bor helst begransas till tva tillstand (vanligtvis de tva lagsta) som den kan bilda en
superposition av. Att LC-kretsen har jamnt férdelade energitillstand innebér en praktiskt begréansning
da det ar latt att excitera kretsen till hogre tillstand med pulser kring resonansfrekvensen.
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(a) (b)

Figur 2.1: (a) LC-krets med kapacitans, C, parallellkopplad med induktans L. (b) En kvantbit
med kapacitans, C, parallellkopplad med en Josephsondvergang.

For att erhalla en anvandbar kvantbit ersétts induktansen i LC-kretsen med en Josephsondvergang
(se Figur 2.1b). Josephsonévergangen ar en delkoppling uppbyggd av tva supraledare avskilda av en
isolator och fungerar som en olinjar induktans. Hamiltonianen dndras da till

H = 4Ecn? — E; cos ¢, (2.4)

dar E; ar Josephsonenergin. Taylorutveckling ger att

I 1 ~ 1 A A
Ejcosd = §EJ¢2 — ﬂEng“ + O(¢°). (2.5)
Om enbart den kvadratiska termen tas med aterfas den harmoniska oscillatorn fran Ekvation (2.1).
Nér aven nasta term inkluderas infors en anharmonicitet och kretsens Hamiltonian kan uttryckas
som
1 — wata+ Satatan

= w,a'a + 5d'a'as, (2.6)
déar w, ar kvantbitsfrekvensen for kvantbiten och a ar en anharmonicitetsterm. Kvantbitsfrekvensen
definieras som frekvensskillnaden mellan tillstand |0) och |1). Denna frekvens kommer inte lingre
vara frekvensskillnaden mellan samtliga intilliggande tillstand, utan anharmonicitetstermen infoér en
korrigering till w, for hogre tillstdnd vilket gor att frekvensskillnaden &ndras. I Ekvation (2.6) ar &
definierad till 1, vilket ger Hamiltonianer uttryckt i vinkelfrekvens. Hadanefter definieras A = 1 for
samtliga Hamiltonianer, vilket dven resulterar i att energier uttrycks i vinkelfrekvens.

Om tva kvantbitar kopplas samman, med t.ex. en kapacitans, kan systemets Hamiltionian skrivas
som

H = 7:[1 + 7:[2 + ﬁinta (2.7)

dar 7:[1 och 7:[2 ar de enskilda kvantbitarnas Hamiltonianer och ﬂint ar interaktions-Hamiltonianen.
Nér tva kvantbitar ssammankopplas med en kapacitans kan deras interaktions-Hamiltonian uttryckas
som
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Hine = g12 (561 + &D (&2 + d;) ; (2.8)
dar gio ar kopplingskonstanen mellan de tva kvantbitarna. For att fa en mer fullstandig harledning
kring uttrycken kan den finnas i Krantz artikel [12].

2.1.3 Kvantbitskrets

Figur 2.2 visar den delkrets av en supraledande kvantdator som undersoks. Kretsen ar uppbyggd
av tre bestandsdelar, dels tva kvantbitar och dels en kopplare mellan kvantbitarna. De tre be-
standsdelarna kopplas samman av tre kapacitanser med kopplingskonstanter g,¢, goc respektive gis.
Kvantbitarna bestar av en kapacitans parallelkopplad med en Josephsonévergang och karaktériseras
av konstanta kvantbitsfrekvenser w; respektive w,. I kopplaren ersétts Josephsonévergangen med
en supraledande kvantinterferensenhet (eng. Superconducting quantum interference device, SQUID),
vilket ar tva parallellkopplade Josephsonévergangar. Genom SQUID:en appliceras det ett externt
magnetfilt .., vilket ger en varierbar kvantbitsfrekvens, we, for kopplaren. Vidare gor vi forenk-
lingen att anvanda we direkt som variabel, men egentligen ar den beroende av @, enligt

we = win/] 08 (TDey /D), (2.9)

dir w® ar en konstant likt w; och wy och ®Y . dr magnetiskt flodeskvantum (eng. magnetic fluz
quantum) [12].

g12

gic ga2c

‘.|||”_
.|||”f
‘.|||”_

\{@

- - \ - -

Kvantbit 1 Kopplare Kvantbit 2

Figur 2.2: Delkrets i supraledande kvantdator bestaende av tre komponenter (kvantbit 1, kvantbit
2, kopplare). Kvantbit 1 och 2 bestar av en kapacitans parallellkopplad med en Josephsondvergang
och har konstant kvantbitfrekvens w; respektive ws. Kopplaren har en SQUID som det appliceras

ett magnetfilt, .., igenom, vilket ger varierbar kvantbitfrekvens we. De tre komponenterna ér
sammankopplade av kapacitanser med kopplingskonstanter g, goc respektive gqs.

Utifran de enskilda komponenternas Hamiltonianer i Ekvation (2.6) samt interaktions-Hamiltonianen
i Ekvation (2.8) kan kretsen i Figur 2.2 modelleras med en Hamiltonian enligt

"= Z(widjdi + %&I&I&i&i) + 9 (ﬁi + &j) (dj + &}) : (2.10)
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I Ekvation (2.10) ar ¢ = 1,2,C dar 1 och 2 motsvarar kvantbit 1 respektive kvantbit 2 och C
motsvarar kopplaren. Dessutom defineras 1 < 2 < (' vilket innebér att den andra summan blir en
dubbelsumma som ger tre termer. For forsta termen ar indexen ¢ = 1,7 = 2, sen ¢ = 1,5 = C och
slutligen 1 = 2,5 = C.

Hamiltonianen i Ekvation (2.10) kan delas upp i tva delar # = #, + V, som vi identifierar enligt
Ekvation (2.11). Dar den forsta delen beskriver energin i varje kvantbit var for sig och den andra
termen innehaller korstermer som harstammar fran att kvantbitarna dr kopplade till varandra och
kopplaren. Den andra delen kan vidare delas upp i en konserverande del och en icke-konserverande
del, diar den konserverande delen behaller delsystemets totala kvanttal och den icke-konserverande
delen Okar eller minskar det totala kvantalet med tva.

OézAT Ta A
sza a; + —a;a,a;a;

o A A1
= ;gm (ai + a; ) (aj + a’i) (211)
=Y gy | ala; + aal + aud; + alal

1<j

Konserverande Icke-konserverande

Systemet bestar av tre komponenter som alla kan befinna sig i olika tillstand |k). Tillstandet for
hela systemet definieras som |h, s,l) dir h, s och [ ar tillstandet for kvantbit 1, kvantbit 2 respekti-
ve kopplaren. Vidare definieras Fj g som energin for systemet nér det befinner sig i tillstandet |h, s, ).

2.1.4 Matrisrepresentation av Hamiltonianen

For att utfora vissa berdkningar krévs det att vi gor om Hamiltonianen till matrisform. Detta kan
gbras genom att anvinda

s = (S 100 0l 2 () ) = 3= Gl Ao ) G (219)

m,n

dar 7:[mat ar matrisrepresentationen av Hamiltonianen, H ir den vanliga Hamiltonianen som beskri-
ver systemet och |n) , |m) ar de tillitna kvanttillstinden pa formen |h, s, ) [12]. Som tidigare namnts
har kvantbitarna ett oédndligt antal moéjliga tillstand, vilket da dven genererar en oéndligt stor matris.
Genom att utfora vissa approximationer kan vi betrakta enbart en delméngd av alla tillstand och pa
sa satt begransa matrisens storlek.

Som exempel betraktas ett system bestaende av enbart tva kvantbitar sammankopplade med kopp-
lingskonstant g. Med appliceringen av roterande vagapproximationen (som introduceras i 2.1.6) kan

tillstanden |0, 1) och |1,0) frankopplas fran 6vriga tillstand, vilket tillater oss att betrakta enbart
dessa tillstand. Tillsammans resulterar detta i Hamiltonianen

alalaia;) + g (a1 +al) (a2 +ad) . (2.13)

Matriselementet (n|H |m) beriknas pa foljande sitt

(n| H |m) = (ha, s9 H |h1,s1) = (ha, so| (Wihy + wasy) [y, s1) +

(2.14)
+ g (ha, 52| (\/sl<h1 + 1) [hy 4+ 1,50 = 1) +\/ha(s1 + 1) [hy — 1,51 + 1)) -
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Vi kommer héarefter kalla detta system for tva-niva systemet efter dess innehéll av tva egentillstand.
Vidare kommer vi betrakta storre system och da pa samma sétt uppkalla dessa efter antalet energi-
egentillstand de inkluderar.

Faktorn |n) (m|, vilket ger elementet dess plats i matrisen, berédknas genom att identifiera tillstanden
med vektorer. Om |1, 0) och |0, 1) definieras som (1 0) respektive (0 1) fas till exempel att

1,0) (1,0] = ((1]) (1 0)= ((1) 8>. (2.15)

Med Ekvation (2.14) kan alla termer i matrisen beréknas. Berdkningen ser ut som f6ljande.

Ha = (1,07 [1,0) = w,
Hay = (0,1]H[0,1) = w, (2.16)
His =Hor = (1,0[71]0,1) = g.

Vilket resulterar i att matrisrepresentationen blir

(wl g), (2.17)
g w2

som &r en symmetrisk matris som forvintat eftersom systemet &r symmetriskt.

2.1.5 Tva-niva systemet

Vi fortsétter betrakta det enklare systemet bestaende av tva kvantbitar i tillstanden |0, 1) och |1, 0).
Dessutom antar vi att kvantbitfrekvensen, wy, for den andra kvantbiten ar varierbar. Matrisrepre-
sentationen av dess Hamiltonian given i Ekvation (2.17) kan utvecklas enligt Ekvation (2.18) nedan

. _ “A
Hp= (9 —{Z—w2+w1,A—w2 “1}—2]1+ 7, (2.18)
g w2 2 2 g A

dér vi definierar wy och wy som kvantbitsfrekvens for kvantbit (1) respektive kvantbit (2), motsvarande
energierna E; och E,, for enexcitation tillstandet |1) for kvantbit (1) och (2). g ar kopplingskonstanten
mellan dessa system. Energiegenvirdena for systemet beskrivet av den har Hamiltonianoperatorn ar
egenvardena av matrisen som har en analytisk 16sning enligt

—(A+XN)+X g
g (A=XN)+X

= By =X+ /A2 4 g2

Variabelbytet, fran wy,wy till A, 3, har givit ¥ som en additiv konstant for energinivaerna. Inom
kvantmekaniken, baserat pa kvantmekanikens postulat [13], ar vagfunktionen for ett system en-
dast bestamd upp till en global fasfaktor. Som ett resultat har en additativ energikonstant inte
nagon paverkan pa métningarna. Detta kan motiveras genom att betrakta ett system med energin
E{p = Ey+ Ey dér Ey ér en adderad energikonstant. Tidsevolutionen av ett energiegentillstand foljer
da [W/(1)) = e M| Wy) = e But |Wg) = e iBoteiEut |Pg) = ¢~ |U(¢)). Anviindingen av detta ger
(WO W) = (Iy] e PotOeiFot | W,) = (U] O|W,). En global fasfaktor, &ven om den &ndras med

= (=D (A4

0= det(Hy — A1) = ‘ .19)
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tiden och darmed forandrar dynamiken av systemet, ér inte intressant for energiegentillstanden.

Energiegentillstanden &r nu uttryckta som en funktion av modellparametrarna fran Hamiltonianen.
Kvantbitfrekvensen ws kan anvindas som en svepparameter och F, kan plottas 6ver olika véirden
for A och specifika g. Vi ser en plot av detta, och effekten av additionen av en energikonstant, i
Figur 2.3. Har ser vi att det ar enbart for specialfallet ¢ = 0 som de tva losningsgrenarna korsas i
en punkt. Nar g okar avviker dessa fran varandra med en distans proportionellt mot g. Detta ar ett
aterkommande fenomen som kallas icke korsande energier (eng. Avoided Level Crossing, ALC) och
ilustreras i Figur 2.3. Vidare kan, om energidata ges i termer av ws, modellparametrarna w; och ¢
infereras. Detta beskrivs ndrmare i Kapitel 3 Bayesiansk inferens och statistiska metoder.

Egenenergier for tvanivasystemet for olika kopplingstermer g,
plottat over energidifferensen A mellan kvantbitarna

10 1

g = 0 [GHz]
g = 1[GHz]
g = 2 [GHz]
g = 3 [GHz]
g = 4 [GHz]
g = 5 [GHz]
g = 6 [GHz]
g = 7 [GHz]
g = 8 [GHz]
g = 9 [GHz]

Egenenergier [GHz]

—10 4

T T T T T T
-100 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

A[GHZ]

Figur 2.3: Egenenergier for tva-niva systemet med A som svepparameter for olika véirden pa g.

2.1.6 Roterande vagapproximationen

Den roterande vagapproximationen (eng. Rotating Wave Approximation, RWA) ar en approximation
dar snabbt oscillerande termer i Hamiltonianen forsummas [12]. Pa grund av den snabba oscillationen
kommer termens genomsnittliga bidrag inom méarkbara tidsintervall vara noll. Fér Hamiltonianmo-
dellen motsvarar det den icke-konserverande delen, (a;a; —1—&1 d} ), given i Ekvation (2.11). Anledningen
ar den stora skillnaden i vinkelfrekvens, Aw, mellan tillstand med olika totala kvanttal. For exem-
pelvis |0,0,0) och [1,1,0) ir Aw & wy +w,. Jamfor detta med de konserverande termerna a; a; +aa)
som bevarar det totala kvanttalet mellan kopplade tillstand, till exempel |0,1,0) och [1,0,0), dar

Aw = |wg — wy].

For att visa att RWA ar en god approximation kan vi anvinda oss av férsta ordningens storningsteori
(eng. First Order Pertubation theory, FOP) [13]. Enligt Ekvation (2.11) kan Hamiltonianen delas
upp som H = Ho + AH'. Ho ansitts som systemets grundtillstand och A’ som en justering av
grundtillstandet. H anger vidare en svag fysikalisk storning och A dr en dimensionslos parameter
som viktar storningen mellan 0 (ingen storning) och 1 (full storning). Enligt FOP kan ett tillstand

delas upp enligt |n) = ’n(0)> + A ‘n(1)> + A2 ’n(2)> ..., dar ‘n(0)> ar det ostorda tillstandet och ‘n(k)>

10
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korrigeringar [9]. P4 samma sitt &r E®) den ostorda energin och E(*) korrigeringar till energin.
Energin FE, kan da uttryckas som

. EO 7 [n@) |2
En(A):E,@H(n(O)\H' n<0>>+A2Z |< ((‘)) E(0)>’ +O(N3). (2.20)
k#n n — Lp
Ej,

Med definitionen av #' = V i Ekvation (2.11), men forenklat till endast tva kvantbitar, kan dess
inverkan pa ett kvanttillstand uttryckas enligt

7—2’|h,s>=glzl\/5\/s+1|h—1,s+1)+\/h+1\/§|h+1,s—1)

T T

e e (2.21)
+Vhyslh=1,s—1)+Vh+1Vs+1|h+1s+1)].
a1as atal
172

Korrektionen <n(0) ’ H

E! . Energikorrektionen pa niva |0,0) kan berdknas enligt

n(0)> ar noll i detta fall. Summan i tredje termen defineras som en korrektion

(0)| 137 2 )] 2 2
P B U e Y ) [P SV P "R
00— (0) o (0) © 0O 0) 7127w :
k200 Eoo — Ej kA0 Lot — Ej Egy — Eny 1 2
Storleken for korrektionen av de fyra forsta energierna berdknas likadant som
gi gt
Eil = _E(/)o = = ) Eio = _E(In = = (2.23)

(w1 + wo) (w1 — wa)’

Dé |w; — wa| << wy 4wy blir |Ef|, |Ey| >> |Ell, |EYy], dér Ef, och EY, ar bidraget fran den
konserverande delen av V och Ej, och E/, fran den icke-konserverande delen. Utifran detta ser vi att
bidraget fran den icke-konserverande dr mycket mindre och déarfér kan férsummas, vilket stdmmer
6verens med den approximation som gjorts av RWA.

2.2 Metod

2.2.1 Modellanpassning

Berdakningen av matrisrepresentationen ar valdigt lang och kréver systematik for att undvika slarvfel.
Dérav utvecklades kod (koden finns i Appendix D) for att l6sa problemet. Detta ar ocksa fordelaktigt
nar modellen expanderas da problemet viaxer i komplexitet. En lista med de tillstdnd som systemet
bestod av definierades och koden bygger en matris 6ver hur de olika tillstanden interagerar. Ett annat
siatt att uppna samma mal ar att definiera operatorerna som matriser, detta skulle kunna vara ett
omrade med forbattringspotential ifall modeller med ett stort antal tillstand kan bli svart att fa ratt.
Nér matrisen dr klar sidtts parametrarna in och egenvarden berdknas, fran detta sitts den lagsta
nivan till noll och datan ar redo for inferens.

11
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2.2.2 DMatrisrepresentation av modellen

Matrisrepresentationen for tva-excitationsmangfalden togs fram med programmet som vi skrev for
att berdkna alla termer i matrisen. Programmet gav oss matrisen

0 0 0 0 g gic g |0 0 0 10,0, 0)
0 [wi g2 qic| 0 0 0 0 0 0 11,0,0)
0 | g2 wa goc| O 0 0 0 0 0 10,1,0)
0 | gic ¢gc wc 0 0 0 0 0 0 10,0, 1)
912 1o o o rWl + ws 92c gic V2912 V2412 0 11,1,0)
gic| 0 0 0 g2c  wWitwe o g12 V2gic 0 V2gic 11,0,1)
gc| 0 0 O gic gi2 wo + we 0 V220 V220 |0,1,1)
0 0 0| V202 V2g¢ 0 2w + ay 0 0 2,0,0)

0 0 0| V20 0 V2g2¢ 0 2y + g 0 0,2,0)

0 0 0] 0 V2910 V290 0 0 2we +ac |)10,0,2) .

(2.24)

Hela matrisen dr matrisrepresentationen for Hamiltonianen for tva-excitationsmangfalden som kom-
mer framoOver kallas tio-niva matrisen. Sedan kan RWA appliceras, den sdger att nollnivan inte
har nagon koppling till évre nivder som gor att termerna markerat i gult i Ekvation (2.24) blir
noll. Denna matris dr matrisrepresentationen for Hamiltonianen for tva-excitationsmangfalden med
RWA som kommer att kallas for nio-niva matrisen. Denna nio-niva matris kan delas upp i mindre
matriser markerat i blatt och rétt i Ekvation (2.24). Den blamarkerade undermatrisen motsvarar
matrisrepresentationen for tre-niva systemet och kommer att hddanefter kallas tre-niva matrisen.
Den rodmarkerade matrisen dr matrisrepresentationen for de tillstand som strikt innehaller totalt
tva excitationer. Den kommer hddan efter att kallas sex-niva matrisen. Vi vet fran teorin att sa
linge |w; — we| << wy + we stdmmer sa a&r RWA en god approximation. Men for att testa detta
pa var data jamfordes dataanpassningen fran tre-niva matrisen och sex-niva matrisen. Exakt hur
dataanpassningen gar till diskuteras i Kapitel 3 om den Bayesianska inferensen.

2.2.3 Datagenerering

Datan som anviandes under arbetet kan delas in i tva grupper. Den forsta delen av datan genererades
av oss i gruppen, héarefter kallad egengenerarad data. Den andra kom fran handledarna, hérefter
kallad realistisk data. Datagenereringen for den egengenererade datan gjordes genom att alla para-
metrar forutom we sattes till de varden givna i Tabell 2.1. Sedan beraknades energierna genom att
losa egenvéirderna for matrisen i Ekvation (2.24) med olika we mellan 2,5 GHz och 7,5 GHz. Totalt
anvande vi 1001 datapunkter jamt fordelade i spannet.

Tabell 2.1: Tabellen visar de optimala parametervirdena for den egengenererade datan.

Parameter | wi | wa | g12 | gic | g2¢ | @ Q2 ac
Vérde (GHz) | 4 | 4,5 | 0,005 | 0,05 | 0,05 | -0,25 | -0,25 | -0,25

Datan given av handledarna &r genererad fran modellen i Ekvation (2.4). Den ar en mer komplex
modell av Hamiltonianen &n den vi anvidnder och ger déarfér en mer realistisk representation av
delkretsens energinivaer och dessa energinivaer visas i Figur 2.4. Denna modell innehaller inte de
modellparametrar som vi anpassar datan till, men den realistiska datan har designats for att i var

12
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Hamiltonianmodell anta parametervéirden i narheten av de givna i Tabell 2.1. Likt den egengenerarade
datan bestar den realistiska datan av 1001 datapunkter jamt fordelade 6ver samma intervall av we.

Energinivaer for tio-nivé systemet

14

12
N
3 10 /
= g —/_—’
S 6
c
w4

2

0

3 4 5 6 7
we [GHz]

Figur 2.4: Energinivaer fran den realistiska datan upp till tva-excitationsmangfalden av tillstand
for delkretsen. De olika energinivaerna har var sin farg i figuren.

2.2.4 Kladda parametrar

Om vi antar att systemets fysik kan beskrivas ekvivalent utan kopplingarna mellan oscillatorerna fas
en Hamiltonian enligt

lalasa,). (2.25)

Hér ar @; och &; sa kallade klddda parametrar och de kommer skilja sig fran w; respektive «;. Ha-
miltonianen kommer ge upphov till en diagonalmatris med triviala egenvirden. Nar de avdiagonala
elementen som uppkommer fran kopplingskonstanterna inkluderas kommer detta ge ett bidrag till
egenvardena. Fran detta kan de kladda parametrarna uttryckas som @; = w; + 4, och &; = a; + dq,
dar é,, och d, ar korrigeringar med ursprung fran kopplingstermerna.

For 10-nivasystemet blir matrisen enligt diagonalen i Ekvation (2.24). Detta ger energier enligt

Foo = Fooo =1 (2.26)

Fa00 — Eooo = 201 + ay,
varav det foljer att a; = Fooo — 2F100 + Eooo. P& samma sitt blir ay = Egeg — 2Fo10 + Fogo och
ac = Fooa — 2Eg01 + Fgoo. Om storningarna fran g-parametrarna betraktas vara sma kan approxima-
tionen W; = w; och &; = «; goras. Pa sa satt kan vi skaffa oss en uppfattning om parametervirdena
for w; och a; utan att utfora nagon Bayesiansk inferens.

13
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Bayesiansk inferens

Vi kommer under detta avsnitt att presentera den allméanna teori som den implementerade Baye-
sianska inferensen bygger pa och vilken typ av samplingsalgoritm vi valt att anvanda och varfor.
Sedan kommer vi mer specifikt beskriva implementationen av den Bayesianska inferensen, vilka val
av a-priorifordelningar vi gor och vilka tester vi utfor. Specifikt beskriver vi dven valideringsmetoden
for Bayesiansk inferens mot regression genom minimering mellan modell och data med SciPy.

3.1 Teori

Bayesiansk inferens (hddanefter BI) &r en statistisk metod som genom Bayes sats applicerar tidigare
kunskap och insamlad data for att ta fram sannolikheten for framtida héndelser [14]. Utifran den
tidigare kunskapen foreslas en a-prioriférdelning, p(A|l), dar A &r den framtida hadndelsen och [
den tidigare kunskapen, och baserat pa den insamlade datan, D, fran experiment eller observationer
konstrueras en trolighetsfunktion, p(D|A, I). Fran dessa berdknas en a-posterioriférdelning genom
Bayes sats, se Ekvation (3.1). A-posterioriférdelningen ar den uppskattade sannolikhetsférdelningen
for den framtida handelsen
p(DIA, I)p(A[1)
p(DII)

déar p(D|I) kallas evidens och normaliserar a-posterioriférdelningen.

p(AID, I) =

(3.1)

3.1.1 Markovkedja Monte Carlo sampling

Markovkedja Monte Carlo (MCMC) sampling 4r en samling algoritmer som plockar ut stickprov fran
en sokt sannolikhetsfordelning [14]. Detta gors genom att bygga upp en Markovkedja som approxime-
rar den sokta fordelningen. Markovkedjor ar stokastiska processer som bygger upp en kedja av viarden
{z;}1, dér ndstkommande vérde i kedjan endast beror pa det foregaende vardet, P(x;|z;—1). Dessa
kedjor kan konstrueras sa att de konvergerar mot en specifik fordelning, en sa kallad gransférdelning.
MCMC-samplingen bildar Markovkedjor vars gransfordelning motsvarar den sokta sannolikhetsfor-
delningen.

Hur Markovkedjor konstureras beror pa vilken MCMC-algoritm som anvinds. Nagra vanliga MCMC-
algorimer ar bland annat Metropolis-Hastings och slice-sampling. Den senare algoritmen ar den som
vi kommer att anvinda oss av for att bilda vara Markovkedjor.

Slice-sampling fungerar genom att med en given fordelning p(z) och ett initialt varde xq véljs restere-
nade virden z; genom att forst vélja ett y-virde fran en uniform férdelning mellan 0 och p(z;-1) [15].
I h6jd med y-vérdet dras sedan en horisontell linje for en given steglingd inom férdelningen och x;
valjs sedan uniformt fran z-vardena pa den horisontella linjen, se Figur 3.1a. Om déremot y > p(z;)
sa minskas ldngden pa den horisontell linjen och ett annat x; véljs sa att p(z;) > vy, se Figur 3.1b.
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Slice-sampling for bimodalfordelning, 1:a forslag Slice-sampling for bimodalfordelning, 2:a forslag

p(x)

Xo X1 Xo X1

(a) Ett virde z; foreslas, men uppfyller (b) Ett virde x; foreslas och véljs, da
dock inte p(z1) > vo. p(x1) > yo.

Figur 3.1: Slice-sampling utfort pa en bimodalférdelning, p(x). Forst véiljs ett zy och yo véljs
dérefter uniformt mellan 0 och p(xg). I (a) foreslas ett varde x1, men eftersom yo > p(z1) sé minskas
steglangden och ett annat z; véljs. I (b) visas det andra foreslagna x;, som da uppfyller p(z;) > y.

Det finns flera fordelar med att anvanda slice-sampling. En fordel med att anvanda den har metoden
ar att den konvergerar sanbbare mot gransférdelningen &n en avvisnings-sampling (eng. rejection-
sampling). Detta eftersom slice-sampling ateranvander faktumet att nar ett x; inte uppfyller p(z;) > y
véljs ett annat x; ut genom att minska pa lingden hos den horisontella linjen. I kontrast atergar
metoder baserad pa avvisnings-sampling bara till att borja om samplingen pa nytt utan att anvanda
den tidigare kunskapen. En annan fordel med slice-sampling ar att steglangden inte ar forutbestdmd
utan sjalvreglerar beroende pa omradet som den samplar inom. Nér det géiller nackdelar med slice-
sampling ar en nackdel svarigheten att minska steglangden nér ett féreslaget x; inte uppfyller p(z;) >
y. Nackdelen blir sarskilt tydlig for komplexare fordelningar sasom snéva multimodala fordelningar,
da det oftast tar manga forsok att hitta x; som uppfyller p(z;) > y.

3.1.2 Modellering med Bayesiansk inferens

Ett anvandningsomrade for Bl dr parameteruppskattning for parametrar i en fysikalisk modell [14].
Forst konstrueras en a-posterioriférdelning baserat pa modellen som sedan appliceras i vald MCMC-
algoritm.

Den fysikaliska modellen, M, beskriven av modellparametrar #, anpassas till insamlad data, D, enligt
D = M(0) + e, (3.2)

dér € ar en residualvektor beroende av osédkerheten i den insamlade datan och felet i modellen. Resi-
dualerna antas f6lja en tathetsfunktion, € ~ p(€|l), som beskriver den férvantade skillnaden mellan
modell och data. Utifran modellen kan en trolighetsfunktion, p(D|0, €, I) konstrueras, varvid dess
utseende beror pa p(e|I).

Om residualerna antas vara normalférdelade och oberoende av varandra, p(e|I) = N(0, X.), dar X,

ar en diagonalmatris 6ver standardavvikelserna for residualerna, foljer trolighetsfunktionen pa grund
av Ekvation (3.2) fordelningen

p(DI0, €, 1) ~ exp <_;[D — M@ D - M(e)]) | (3.3)
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A-prioriférdelningen, p(8|I), &r inte beroende av modellen, utan foreslas som tidigare ndmnts fran
kunskap kring problemet och kan exempelvis véljas till en uniform- eller normalférdelning. Genom
Ekvation (3.1) fas sedan ett uttryck for a-posterioriférdelningen, p(0|D, €, I), enligt

p(mDvev[) NP(DW,G’ [)p<9’[)7 (3'4)

evidensen, p(D|I), i ndmnaren i Ekvation (3.1) kan bortses ifran da det &r en normaliseringskonstant
oberoende av 6. A-posterioriférdelningen i Ekvation (3.4) dr den sokta fordelningen for parametrarna
och en MCMC-algoritm anvénds for att ta fram stickprov av den tills hela férdelningen &r uppbyggd.

3.2 Metod

Med kunskapen om hur man anvander BI for att bygga upp posterioriférdelningar for att hitta para-
meterviarden kan vi ga igenom metoden som anvindes i arbetet for att hitta de sokta parametrarna
var matrisrepresentation av hamiltonianen.

3.2.1 Implementering av Bayesiansk inferens

Bayesiansk inferens implementerades i Python genom ett paket som heter PyMC. Detta valdes ef-
tersom det visade sig vara ett vélbeprévat paket som hade vilformulerad dokumentation och som
ocksa skulle gora koden anvindarvénlig (finns i Appendix D).

Med funktioner fran PyMC definierades forst a-prioriférdelningarna, dessa definierades som normal-
fordelningar med standardavvikelser utifran experimentens métosiakerheter. Standardavvikelsen for
w och a definierades som 1% av parametrarnas virde och som 10% av parametervérdet for ¢ [16]. Ett
undantag i vart fall ar for inferensen med realistisk data déar vi ansatte 10% for «. Detta motiveras
med att resultaten blev prioritunga med légre standardavvikelse. Trolighetsfunktionen definierades
med observerad matdata, modellens egenviarden fran infererade varden, samt en standardavvikelse
dér felet antogs vara normalférdelat. Denna standardavvikelse har varit kidnd i vara tester eftersom
det &r kant hur mycket brus som adderats. For experimentell data har planen varit att anpassa en
linje till rakare delar av matdatan och fran hur mycket dessa linjer skiljer berdkna standardavvikel-
sen. En annan idé har varit att definiera standardavvikelsen som en variabel, detta diskuteras mer
under vidareutveckling. Med en MCMC samplingsmetod, i detta fall metoden slice-sampling, dras
stickprov som anvands i modellen for att generera egenviarden. Dessa jamfors sedan med observera-
de vérden i trolighetsfunktionen som beskriver hur sannolika de observerade virdena &ar givet vara
stickprov och standardavvikelsen.

3.2.2 Applicering av Bayesiansk inferens pa genererad data

Appliceringen av BI gjordes forst pa den egengenererade datan for att testa hur val Bl fungerade for
att bestdmma parametervirdena. Detta gjordes for tva-, tre- och nio-niva systemen, dér resultatet
for tva-niva-systemet presenteras i Appendix A och Ovriga resultat aterfinns i Kapitel 4. For tre-
och nio-niva systemen adderades brus enligt normalfordelningen A (0, o) till den generarade datan,
dar o, d&ven motsvarar trolighetsfunktionens standardavvikelse. o, varierades for att undersoka bru-
sets paverkan pa a-posteriorifordelningarnas utseende. Med den egengenerarade datan undersoktes
ocksa inverkan av RWA genom att generara data fran tio-niva systemet. Utifran dess energier for
en-excitationsmangfalden respektive tva-excitationsmangfalden applicerades BI for tre- respektive
sex-niva systemen och jamfoérdes med varandra.

Vidare applicerades BI pa den mer realistiska datan simulerad av vara handledare for att bestimma
mer exakta parameterviarden for Hamiltonianmodellen utifran de varden datan designats efter given i
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Tabell 2.1. Standardavvikelsen i trolighetsfunktionen, vilket motsvarar felet i modellen, uppskattades
till 100 MHz. Resultatet fran den mer realisitiska datan samt den egengenerarade datan jamfordes
med de berdknade kladda parametrarna for respektive dataméangd.

3.2.3 Validering av Bayesiansk inferens

For att validera implementeringen av Bl onskades en kvantitativ jamforelse kunna goéras med en
alternativ metod. Specifikt antas en annan metod for att losa problemet vara att minimera en skalar
kostnadsfunktion som evaluerar skillnaden mellan modellenerginivaerna och datan. For detta énda-
mal utnyttjar vi Pythonbiblioteket SciPy som ar ett nuvarande ledande ingenjorsverktyg for nume-
riska metoder lampade for regression av parametrar [17].

Programmet (kan hittas i Appendix D) anvéinder sig av SciPy-bibliotekets funktion “optimize.minimize”
vilket tar in ett dataset, pa samma form som for Bayesianska inferensen, och en skalar kostnadsfunk-
tion. Vi designar funktionen for att extrahera parametrarna som minimerar kostnadsvardet, dar den
mer specifikt evaluerar MSE for varje datapunkt w,. mellan energidatan och egenvirdesdifferenserna
fran modellmatrisen med valda regressionsparametrar. Felet summeras sedan 6ver alla datapunkter
for att ge ett skalart kostnadsvarde. Det ar sakerligen mojligt att definera en mer sofistikerad kost-
nadsfunktion for &ndamalet, men vi anser denna fullt tillrackligt for jamforelsen. Dett gor vi speciellt
eftersom en maximering av logaritmen pa en gaussisk trolighetsfunktion, vilket gors for varje pa-
rameter i BI, 6éverrensstémmer med minimeringen av MSE mellan data och samplade egenvirden
[18]. Med detta som grund kan vi argumentera for att jimférelsen mot Bl-metoden med foljande
kostnadsfunktion ar rattvis.

Ovriga instéllningar som gors for funktionen &r att losaren “Nelder-Mead” anvinds med adaptiva
parametersteg [17]. Konvergeringstoleransen sétter vi lagt, exakt som 10719 for att begrinsa losa-
ren av antalet iterationer. Valet har vi endast gjort med malet att konvergeringstoleransen ska var
tillrackligt lag for att inte vara den avgorande faktorn for avslutandet av minimeringsfunktionen for
alla rimliga val av iterationer. Varierbara argument till l6saren &r d& antalet iterationer, en initial
gissning, vilken modell och data som ska anvindas samt en vektor med alla viarden pa svepparame-
tern som anvants i datagenereringen.
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4

Resultat och diskussion

I detta kapitel kommer vi presentera samt diskutera resultaten fran de olika berdkningarna for att
kunna faststéilla hur vél koden (koden finns i Appendix D) som togs fram for BI fungerar och dess
kanslighet for olika parametrar samt approximationer. Vi kommer &ven hantera modellens olika
egenskaper och analysera om den éar tillracklig for var uppgift att bestimma modellparametrarna i
den Hamiltonianska modellen. Sist kommer vi validera BI mot vanlig regression for att undersoka
styrkorna och svagheter med BI jamfort med Pythonbiblioteks regressionsverktyg.

Da vi inte rdknar med evidensen i vara resultat kommer vi inte normera fordelningarna i resultaten
utan bara kolla pa fordelningens form. Darfor kommer inga figurer for resultat for Bl ha y-axlar
definierade.

4.1 'Tre-niva systemet

Inledande undersoktes hur Bl:en presterade pa tre-niva systemet. Det har observerats att alla para-
metrar hittas med lag osékerhet forutom gyo. For inferens med palagt brus returnerar posteriorifor-
delningen priorin och for inferensen utan brus fastnar den pa grund av den laga sannolikheten att
finna det ratta vardet i samplingen, se Figur 4.1. Resultatet visar pa att g5 dr svar att inferera da
den har liten paverkan i jamforelse med resterande parametrar for systemet.

912
—— a-post
Shori
0.004 0.005 0.006 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
GHz GHz

(a) Resultat for g med brus av 0 kHz palagt. (b) Resultat for g;o med brus av 500 kHz pélagt.

Figur 4.1: Plottarna visar resultatet for parametern g;o vid anpassning av tre-niva systemet med
och utan brus. Den blaa linjen i grafen visar posteriorifordelningen och den svarta streckade visar
a-prioriférdelningen.

4.2 Tio-niva systemet

Detta avsnitt inkluderar resultat fran tio-niva systemet. Forst undersoker vi om RWA é&r en god
approximation, for att sedan ga vidare till brushantering. Slutligen underséker vi hur var modell
fungerar pa mer realistisk data och resultaten for de klidda parametrarna.
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4.2.1 Resultat frAn undersokningen av RWA

g1z gic g2c g1z gic g2c
1=0.0049978 p=0.049905 u0.049874 U#0.004996 1=0.049938 U+0.049968
GHz GHz
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(a) Datan fran tre-niva matrisen. (b) Datan fran sex-niva matrisen.

Figur 4.2: Figuren visar datan fran RWA undersokning i formen av tva grafer. Den vénstra visar
a-posteriori fordelningarna for modellanpassningen med tre-niva matrisen och den hogra visar
modellanpassningen med sex-niva matrisen pa datan genererad fran tio-niva matrisen. Grafens

x-axel anges i GHz och pa grafen finns medelvardet for fordelningen utskriven.

Undersokningen gav tva plottar, en for varje undermatris som anvéndes for att utfora Bl. Dessa kan
ses 1 Figur 4.2. Dar kan man se att virdena pa g¢io, g1 samt ¢o. fran tre-niva matrisen och sex-niva
matrisen har liknande varden. Den storsta skillnaden kan ses hos go. som har ett relativt fel pa 0.2%.
Att viardena ér lika stimmer bra 6verens med approximationen som sager att det inte ska vara nagon
skillnad pa virdena beroende pa var de befinner sig i matrisen. Darfor kan det teoretiska argumentet
fran storningsteori att applicera RWA styrkas med experimentell data. Resultatet att RWA &r en
god approximation kan dven anvéindas for att reducera komplexiteten i matrisen for att mojligtvis
reducera berdkningstiden da berdkningen inte &r lika komplicerad som for vanliga 10-niva matrisen.

4.2.2 Brushantering

I foljande avsnitt presenteras resultaten for nar olika brusnivaer (0 MHz, 0.1 MHz, 1 MHz och 10
MHz) undersoktes for nio-niva systemet. Parametrarna w och « bestams vél oavsett brusniva, vilket
ar vantat i och med att deras véirden ér i storleksordningen GHz respektive 100 MHz, alltsa betydligt
storre an bruset. Differensen i w-parametrarnas medelvarden ar forsumbar fran de korrekta virdena
péa 4 GHz respektive 4.5 GHz. Dessutom é&r den storsta standardavvikelsen (vid 10 MHz brus) mindre
an ca 0.0045% av medelvardet. For a-parametrarna, vid 1 MHz brus, ar den storsta differensen fran
medelvardet ca 0.0032%, medan den storsta standardavvikelsen ar ca 0.022%. Vid 10 MHz brus ar
den storsta skillnaden av medelviardet ca 0.0020% och storsta standardavvikelsen ca 0.0018%. Se
Tabell B.1 i Appendix B for fullstandiga varden for samtliga parametrar.

Parametrarna g;c och gsc ar 50 MHz, vilket ligger ndrmare brusets storlek. Aven dessa bestims
relativt vél for samtliga brusnivaer. Vid 1 MHz brus ar den storsta differensen for goc vars medelvérde
skiljer sig ca 0.034% och standardavvikelsen ér 0.098% av medelvirdet. Aven vid 10 MHz brus skiljer
sig goc mest, hiar ar medelvardet ca 0.50% for litet och standardavvikelsen ar 0.70%.

Den mest intressanta parametern ar g;o som ar 5 MHz, alltsa i samma storleksordning som de
hogre brusnivaerna. Figur 4.3 visar a-priorfordelningen (streckad linje) samt a-posterioriférdelningen
(heldragen linje) for g5 for de olika brusnivaerna.
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Férdelningar fér g1, med 0 MHz brus Fordelningar for g1, med 0,1 MHz brus Fordelningar for g1 med 1 MHz brus Foérdelningar fér g1, med 10 MHz brus
—— a-posteriori —— a-posteriori —— a-posteriori A . —— a-posteriori
****** a-priori ----=- a-priori ---==- a-priori ‘\------ a-priori
0.0035 0.0040 0.0045 0.0050 0.0055 0.0060 0.0065  0.0035 0.0040 0.0045 0.0050 0.0055 0.0060 0.0065  0.0035 0.0040 0.0045 0.0050 0.0055 0.0060 0.0065  0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
GHz GHz GHz GHz
(a) 0 MHz brus (b) 0,1 MHz brus (c) 1 MHz brus (d) 10 MHz brus

Figur 4.3: A-priori- och a-posteriorifordelningar for g5 for olika brusnivaer (0 MHz, 0.1 MHZ, 1
MHz och 10 MHz). Datan ér genererad fran nio-niva matrisen.

For inget brus (Figur 4.3a) blir a-posterioriférdelningen véldigt smal runt det exakta vardet, vilket
ar det resultatet vi efterstravar i anvandande av Bl. For brus pa 0,1 MHz bestams fortfarande g9
relativt bra, dar a-posteriorin ar tydligt smalare &n a-priorin. Néar bruset sedan 6kas till 1 MHz blir
forbattringen inte langre lika tydlig. A-postiorin blir smalare, men standardavvikelsen &r fortfarande
ca 5.5% av medelvardet och resultatet ar relativt osakert. Slutligen efterliknar a-posteriorin nastan
exakt a-priorin for 10 MHz brus. Alltsa gar det inte har att fa ut nagon mer information om g5 én
den tidigare kdnda informationen.

4.2.3 Resultat fran realistisk data

Figur 4.4 visar a-posterioriférdelningarna fér modellparametrarna i jamforelse till deras valda a-
prioriférdelningar och i Tabell 4.1 visas fordelningarnas medelvarde och standardavvikelse.

w1 () 91c 92c

—— a-posteriori —— a-posteriori
=== a-priori -=== a-priori

= a-posteriori
--- a-priori

= a-posteriori
=== a-priori

3.9 4.0 4.1 4.4 4.5 4.6 0.04 0.05 0.06 0.04 0.05 0.06
GHz GHz GHz GHz
(b) w2 (¢) g1c (d) g2¢
a1 as Qac
o | —— a-posteriori —— a-posteriori —— a-posteriori
-------- a-priori === @-priori === @-priori
0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 —0.30 -0.25 -0.20 -0.3 -0.25 —-0.20 -0.30 —0.25 -0.20
GHz GHz GHz GHz
(e) gi2 (f) o (8) a2 (h) ac

Figur 4.4: A-priori- och a-posterioriférdelningar for de modellparametrarna framtagna med
nio-niva systemet utifran mer komplex data. A-prioriférdelningarna ar normalférdelade och
a-posterorifordelningarna kan approximareras till normalférdelnignar. Medelvérden och
standardavvikelser visas i Tabell 4.1.
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Tabell 4.1: Tabellen visar medelvérde, u, och standardavvikelse, o, for modellparametrarnas
a-posteriori- och inom parentes parametervarden datan ar designad for. Alla varden har enhet GHz.

w1 %) gic 92c g12 aq 2% 876
po3.99459  4.49058 0.05015 0.04845 0.00505 -0.29931 -0.28142 -0.30942
(4.0) (4.5) (0.05) (0.05) (0.005) (-0.25) (-0.25) (-0.25)
o 0.00181 0.00209 0.00254 0.00270 0.00050 0.00399 0.00501  0.00355
(0.040)  (0.045) (0.005) (0.005) (0.0005) (0.025)  (0.025)  (0.025)

I Figur 4.4 och Tabell 4.1 kan vi se att standardavvikelserna for a-posterioriférdelningarna har
minskat jamfort med a-prioriférdelnignarna for parametervardena bortsett fran gio. Darav har osa-
kerheten i parametervirdena minskat. A-posterioriférdelningarnas standardavvikelser ar i samma
storleksordning for alla parametrar utom g¢qo, vilket tyder pa att detta &r den métsikerhet som
MCMC-samplingen begrinsas till pa grund av den uppskattade osdkerheten i modellen. Som foljd
av detta blir den relativa osikerheten for g och goe storre an for a- och w-parametrarna da de ar
mycket mindre till storlek. For gio minskade inte osédkerheten for a-posteriorifordelningen i jamforelse
till a-prioriférdelningen, utan fordelningarna ar valdigt lika. Orsaken till detta ar att méatosakerheten
i MCMC-samplingen ar for stor for att kunna bestdmma viardet av g5 likt resultatet for egengene-
rarade data med 10 MHz brus.

A-posterioriférdelningarnas medelviarden ér ocksa forskjutna i jamforelse med a-prioriférdelningarna
for att minimera energiskillnaden mellan realistisk data och modell. I Figur 4.5 kan vi se att den
relativa energiskillnaden mellan realistisk data och var modell ar lagre for a-posteroriférdelningarnas
medelviarden én a-prioriférdelningarnas. I bada fallen &r det en energiniva som vid laga varden for we
har en mycket storre energiskillnad mellan data och modell &n resterande energinivaer. Detta tyder
pa att minst en av parametrarna inte ar konstant da wq varieras.
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(a) Relativ energiskillnad mellan realistisk data  (b) Relativ energiskillnad mellan realistisk data
och var modell med parametervirden enligt och var modell med parametervéirden enligt
a-prioriférdelningarnas medelvirden. a-posteriorifordelningarnas medelvérden.

Figur 4.5: Figurerna visar den relativa energiskillnaden, |M (@) — D|/D, mellan realistisk data
data, D, och var modell, M (@), for nio-niva systemets energinivaer. @ ar paramtervardena for
Hamiltonianmodellen som i (a) dr a-prioriférdelningarnas medelvarden och i (b)
a-posteriorifordelningarnas medelvéirden fran Tabell 4.1. De olika fargerna visar de olika
energinivaerna.

4.2.4 Kladda parametrar

Figur 4.6 innehaller resultaten fran nar de kladda a-parametrarna jamfordes med de infererade a-
parametrarna. De kladda och infererade w-parametrarna stdmde véil 6verens och vi har gjort valet att
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ej inkludera dessa i rapporten. I Figur 4.6a ar datan generad fran var modell utan palagt brus, medan
i Figur 4.6b ar datan den mer realistiska datan. De heldragna linjerna motsvarar de beraknade &
och de streckade linjerna visar de infererade « fran Bl:en.
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Figur 4.6: Beriknade klidda parametrar &; samt infererade parametrar a;. Datan i (a) ar
egengenerad medan datan i (b) 4r mer realistisk data.

I Figur 4.6a narmar sig samtliga & vardet -0.25 for stora och sma we. Detta ér enligt forvantan och
tyder pa att metoden att anvianda de klddda parametrarna for att undersoka modellens karaktéaristik
fungerar. For we ungefiar mellan tre och fem GHz sker stora forandringar i &. Detta kan forklaras
med att det dr i detta intervallet ligger energinivaerna som narmast varandra och kopplingstermerna
har storst paverkan hér. Det dr darmed uppenbart att approximationen for de kladda parametrarna
ej haller i detta intervall.

Figur 4.6b, dar datan ar mer realistisk, har tydliga kvalitativa likheter med Figur 4.6a. Bland annat
framgar dven har beteendet i intervallet tre till fem GHz dér approximationen ej haller. For stora
we planar &y och @y ut vid -0.298 GHz respektive -0.290 GHz, medan a¢ ar svagt 6kande. Det ar
aven noterbart att for laga we minskar a¢ kraftigt.

De infererade a;; och as fran resultatet i Tabell 4.1 hamnar ndrmare &; respektive as dn det forvantade
resultatet pa -0.25 GHz. Skillnaden &r betydligt storre mellan a¢ och a¢, vilket eventuellt kan
forklaras av beteendet hos a¢ for sma we. Resultatet pa den egengenererade datan indikerar att
ac ~ a¢ for sma samt stor varden pa we. Det ar sen tidigare kant att oo varierar med we i
experimentell data. Det ar darmed inte forvanande att & varierar och den kan ge en indikation om
hur a¢ varierar med we.

4.3 Validering av Bayesiansk inferens

Nedan presenteras resultaten for nar vi validerar BI mot resultaten som vi erhaller vid regression via
SciPy genom optimering av en minimeringsfunktion. Valideringen utfors pa resultat vid anpassning
av nio-niva matrisen pa egengenererad data fran samma system nér olika brusnivaer applicerades.
Ytterliggare validerar vi pa resultaten for anpassning av samma modell pa realistisk data.

Resultaten av vanlig regressions formaga att approximera parametervirden till modellen i Ekva-
tion (2.24) presenteras i Figur 4.7. I figuren ser vi att det forvintade virdena for alla parametrar
erhalls efter ca 1600 iterationer nir inget brus applicerats pa datan. Detta ar samma resultat som vi
erhéller for Bl:en vid samma forutsattningar. Nar vi adderar brus i storleksordningen 1 MHz finner
bada metoderna alla parametrar utom g, val. Vi ser i Figur 4.3 att a-posterioriférdelningen for g9
fortfarande nagorlunda hittas av Bl metoden, men att delar av den ar tack vare a-prioriférdelningen.
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Figur 4.7: Parameterregression for wy, ws, gic, g2, 912, @1, o och a¢ pa egengenererad data.
Resultaten i den 6vre vénstra figuren utifran data med brus foljer resultaten pa den data utan brus
och doljs darfér under denna.

Jamfort avviker parametern med regressionen totalt 7.5% i slutdndan. Vara resultat pavisar ingen
skillnad i traffsakerhet mellan BI och regression som metod for en anpassning utan modellfel och
utan brus. Resultaten pavisar dock en viss battre mojlighet for BI metoden att finna den minsta
parametern g da brus pa nivan 1 MHz &ar applicerat pa datan. Exakt orsak kan vi utifran dessa
resultat inte siakert faststéillas.

Resultaten pavisar att Bl a-posterioriférdelning stottas av a-prioriférdelningen och att inferensen
inte 6vertygande lyckats erhdalla parametervardet. Vi kan & andra sidan argumentara for, utifran det
givna resultatet, att metoden hanterar en inferens med parametrar i olika storleksordningar béttre.
Detta baseras pa att BI metoden betraktar en trolighetsfunktion per parameter jamfort med regres-
sionen som samlar effekten fran alla parametrar i samma kostnadsfunktion. I Figur 4.7 ser vi att de
storsta parametrarna w har storst effekt i kostnadsfunktionen och hittas forst, efter ca 100 iteratio-
ner. Darefter foljer parametrarnas effekt i storleksordning dar « hittas efter ca 1000 iterationer, g;¢
och goc som senast efter ca 1500 iterationer och gqo efter 1600 iterationer eller inte alls. Vi anser det
darfor troligt att anta att effekten pa g¢qo, vid hogre brusnivaer, blir for liten och att det minimum
som hittas inte ar ett modellminimum utan en artefakt fran brusets forvrangning av datan. Med
samma forutsittning lyckas istéllet den BI erhalla en forbattrad fordelning for g0 &n a-priorin. Det
ar forst vid 10 MHz Bl-metoden inte hittar parametern.

Valideringen av Bl metoden pa realistisk data mot regression erhaller vi genom jamforelse av resul-
taten i Figur 4.4 och Figur 4.8. Resultaten fran BI och regression erhaller 6verrensstimmande varden
for alla parametrar bortsett fran g;5. Faktumet att bada metoderna ger liknande parametervirden
validerar att det troligtvis &r den basta anpassningen av modellen till den realistiska datan som vi
erhallit. Géllande g15 ger regressionen oss ett negativt varde i storleksordning vi forviantar oss. Det
ar tydligt att regressionen anser att detta ar det virde som anpassar modellen till datan béast, men vi
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Figur 4.8: Parameterregression for wy, wo, gic, goc, 912, a1, s och a¢ pa realistisk data.

har inte kunnat séiga nagot om traffsikerheten av detta. I jamfort observerar vi i Bl-metoden istéllet
att inferensen aterger den angivna a-prioriférdelningen. Detta séger oss att ingen ny information,
mer dn den vi redan har, kunde erhallas i inferensen. Ett resultat fran jamforelsen ér att vi ges mer
information om de infererade parametrarnas spridning och sidkerhet jamfort med regressionen som
generarar oss ett tal per parameter.

4.4 A-priorifordelningar

Det testades flera olika fordelningar for att jamfora hur a-posterioriférdelningen paverkades, till ex-
empel uni- och bimodala versioner av normal- och likfordelningar. Det visade sig att variablerna
hittades med bade positivt och negativt tecken. Eftersom vi vet att Chalmers kvantdatorer ar de-
signade for positiva varden pa g och w, och negativa virden for o uteslots bimodala fordelningar.
En fordel med normalférdelningarna dr att om vara gissningar dr daliga ar det fortfarande mojligt
att hitta viarden langt ifran var gissning om de dr markant béttre én gissningen. En konsekvens
av normalfordelningar ar att a-posteriori viardet blir influerat av vad man ansétter som fordelning-
ens medelvarde och standardavvikelse. Det ar véaldigt viktigt att ha i atanke ndr man analyserar
a-posteriori fordelningarna, till exempel visade sig detta da g¢qo skulle infereras i tre-niva systemet,
da blev a-posteriorin i princip samma som a-priorin. Det dr en mindre sak man behéver tdnka pa om
man anvander en likfordelad a-priori sa linge vardet ar inom intervallet. Ytterliggare tester visade
att BI var snabbast med normalférdelningar, detta beror saklart pa valet av granser, medelvirde
och standardavvikelse men for rimliga virden visade sig normalférdelningarna snabbare. Slutligen
motsvarar normalférdelningar vara antaganden om troligheten for variablernas varde vilket gjorde
normalfordelningar till varat val av a-priori.
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4.5 Vidareutveckling

i detta avsnitt kommer vi ga igenom aspekter som inte vi han ga igenom i vart arbete men hade varit
intressant att gora i framtiden i andra arbeten.

4.5.1 Trolighetsfunktionens standardavvikelse o

I vara méatningar har den adderade métosidkerheten varit kiind och ¢ har da varit definierad utifran
denna. Néar det ska genomforas pa experimentell data ar det tankt att o berdknas genom att anpassa
en linje langs rakare delar av métdatan och berdkna standardavvikelsen utifran hur mycket linjen
skiljer sig fran métdatan. Ett annat alternativ ar att definiera o som en variabel. Att den inte &r det
ar ett val som tagits med héansyn till att fler variabler forlanger tiden som kravs for berdkningarna.
Att definiera felet som en variabel 6verensstammer véil med det Bayesianska tankeséittet. Det gor det
mojligt att berdkna matfelet med fler datapunkter dn vad den tidigare metoden tillater och har visat
att den overensstdammer vil med palagt brus for egengenererad data. Ett vidare utvecklingsomrade
inom arbetet ar att testa andra modeller, da hade o varit véldigt anvandbar for att hitta den modell
som minimerar ¢ da den innefattar bade métfel och systematiska fel dar det systematiska felet blir
mindre for battre modeller.

4.5.2 Matpunkter

Alla framtagna resultat for bade egengenererad och realistisk data var med 1001 méatpunkter per
energiniva. Detta var en Overviagning mellan inferenstiden och kvaliteten pa resultaten. Fler mat-
punkter okar tiden for inferens men forbattrar brushanteringen. Att 6ka antalet méatpunkter hade
kunnat hjélpa inferensen att hitta ratt virde med hogre precision och noggrannhet. Det kan poten-
tiellt vara en l6sning till problemet vi har haft med att g5 ar svar att bestamma. Att oka antalet
energinivaer okar ocksa totala antalet punkter vilket kan vara en bidragande faktor till varfor BI
fungerar battre pa tio-niva systemet én tre-niva systemet.

4.5.3 Parametrarnas ¢-beroende

I var modell anvander vi we som variabel istéllet for det externa magnetfiltet, @, verkande pa
SQUID:en (beskrivet i Figur 2.2). Detta ar en forenkling av modellen da we egentligen ar en icke-
linjar funktion beroende av ®.y beskriven i Ekvation (2.9). For att modellen ska kunna anvéndas
pa experimentell data behéver we:s @oyi-beroende implementeras eftersom den experimentella datan
har &, som variabel.

Vi har dven antagit att we ar den enda parametern som varieras, men det ar inte tydligt att det ar
den enda parametern som ar beroende av det externa magnetfiltet. Fran de kladda a-parametrarna
i Figur 4.6b kan vi se att a¢ varieras med w¢, vilket tyder pa att d&ven a¢ dr beroende av ... Detta
styrks av att de storsta energiskillnanderna mellan realistisk data och modell i Figur 4.5b for sma
och stora we foljer en liknande kurva som a¢. De andra parametrarna i praktiken ocksa beroende
av @, men dessa beroenden ar sa sma att vi inte kan obeservera dem i vara resultat.
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4.5.4 Experimentell data

Hittills har enbart egengenererad och realistisk data anvants, ett naturligt nasta steg ér att fa tillgang
till experimentell data fran Chalmers egna kvantdatorer. Eftersom det storre syftet innefattar att
bygga ett program som hjalper forskare att bestdmma konstanterna i en modell fran uppmatt data
hade det varit givande att undersoka hur vél det fungerar i praktiken och inte enbart inferera hur
vél det fungerar for realistisk data.

Dessutom ar det tydligt att det ligger vissa svarigheter att bestdmma g med var metod i och med
att bruset ar i ungefar samma storleksordning. Ett forslag for att erhalla béttre noggrannhet pa gio
ar darmed att forsoka designa experiment som ar mer kéansliga for kopplingstermerna.

4.5.5 Parameterkorrelation

Under projektets gang har det observerats korrelationer mellan flera parametrar nar datan har un-
dersokts i sa kallade hornplottar (eng. corner plots). Undersokningen av detta ligger utanfor vad
projektets mal innefatter fast det utgor en intressant datapunkt som vi garna utforskar ndrmare med
faktiska varden.
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Slutsats

Vi har i detta arbete undersokt anvindandet av BI som metod for att bestdmma parametervéir-
dena i en Hamiltonianmodell som beskriver kvantsystemet av tva kvantbitar och en kopplare i en
kvantdator. Det gjorde vi dels med egengenerarad data for systemets energier beriaknade genom
Hamiltonianmodellen, men ocksa fran data genererad fran en mer realistisk modell for att i steg un-
dersoka hur vél BI fungerar som metod och hur vial Hamiltonianmodellen kan approximera systemets
energier. For att validera BI jamfordes de resulterande parametervirdena mot virden berdknade ge-
nom regression med Pythonbiblioteket SciPy. Malen med arbetet var att visa styrkorna i att anvanda
BI och att utveckla en metod for att anpassa Hamiltonianmodellens parametrar till kvantsystemets
energier och vidare kommer de slutsatser vi kommit fram till om detta att presenteras.

Vid jamforelse mellan BI och regression pa egengenererad data har det framkommit att BI hanterar
hogre brusnivéaer pa ett battre satt. Mer specifikt méater vi vid brusnivaer pa storleksordningen 1 MHz
att Bl-metoden bestammer den minsta parametern g;» néstan exakt jamfért med regressionen som
ger en avvikelse pa 7.5%. P& lagre brusnivaer < 0.1 MHz ar dock BI och regression lika traffsakra.
Vid forsok pa den realistiska datan ges samma resultat for BI som regression med undantag for den
minsta parametern g dir Bl ger ett mer forvantat virde. Resultaten ges med 10 000 dragningar i
Blien jamfort med regressionen som konvergerar inom 1600 iterationer. Dock har inte omfattningen
av arbetet inkluderat optimering av metoden. Resultaten som ges av regressionen ar & andra sidan
inte lika informationsrikt, ingen information ges om spridningen i parametrarna eller om nagon béattre
information om parametern extraherats jamfort med den initiala gissningen. Slutsatsen blir alltsa att
enklare regressionsmetoder funkar val nar datan innehaller relativt lagt brus och malet ar att erhalla
ett mest troligt varde for varje parameter snabbt. Innehaller datan mycket brus, mer information om
variationen i resultatet vill erhéllas eller att parametrarna forvintas vara av olika storleksordningar
och mer tid finns att tillga ar BI en metod som kan fungera vél.

De slutsatser som kan dras for Hamiltonianmodellen ar att den i nuldget ar en for stor approxima-
tion for att kunna representera Hamiltonianen val. De tva storsta delarna av modellen som behéver
vidareutvecklas dr implementering av parametrarnas ®-beroende, framforallt for we och a¢, och att
minska osdkerheten i modellen for att kunna bestamma vérdet av gis.

Den generalla slutsatsen som kan dras om arbetets tillampbarhet for att bestdmma Hamiltonianens
parametervirden fran riktig data fran Chalmers kvantdator dr att BI som metod har stor potential,
inte bara for att berdkna parameterviardena, men aven for att fa ett matt pa véirdenas sakerhet i
form av a-posterioriférdelningar. Hamiltonianmodellen behover dock utvecklas innan arbetet kan
tillampas. Mer komplexa modeller finns, till exempel den modell handledarna simulerade data med.
Med en utokad modell forvantas dock samplingstiden for programmet att éka och en 6vervigning
behover goras 6ver modellens komplexitet och programmets samplingstid.
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A

Inferensresultat for tva-niva systemet

For att kontrollera att var metod att inferera modellparametrarna genom BI fungerar anvandes meto-
den for att bestamma vardet av ¢ i tva-niva systemet. I samplingen anvéndes egengenererad data be-
raknad fran matrisen i Ekvation (2.18), dar A véljs till svepparameter med 1001 datapunkter jamt for-
delade mellan —2.5 GHz och 2.5 GHz och g = 0.005 GHz. Den resulterande a-posterioriférdelningen
och den valda a-prioriférdelnignen visas i Figur A.1, vilken visar att var metod hittat virdet av g vél
och darav fungerar.
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0.0045 0.0050 0.0055
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Figur A.1: A-priori- och a-posterioriférdelning for ¢ i framtagna med tva-niva systemet utifran
egengenerarad data. Medelvirdet for bada fordelningar ar 0,005 GHz, medan standardavvikelsen
for a-priorin dr 500 kHz och for a-posteriorin 3 kHz.



B

Brushantering nio-niva systemet

Samtliga resultat fran néar olika brusnivaer undersoktes for nio-nivasystemet. Tabell B.1 innehaller
medelvardena (p) samt standardavvikelserna (o) for a-posteriorifordelningarna for de olika modell-
paramtrarna brusnivaer 0 MHz, 0,1 MHz, 1 MHz samt 10 MHz. I samtliga fall samplades fyra kedjor
med 25 000 dragningar per kedja. Alla parametervirden ar i GHz.

Tabell B.1: Medelvirdena (u) samt standardavvikelserna (o) for a-posterioriférdelningarna for
brusnivaerna 0 MHz, 0,1 MHz, 1 MHz samt 10 MHz.

Brusniva 0 MHz 0,1 MHz 1 MHz 10 MHz

Variabler ! o 0 o ! o L o
w1 4.000000 | 0.000000 | 4.000001 | 0.000002 | 3.999993 | 0.000020 | 3.999946 | 0.000183
W 4.500000 | 0.000000 | 4.500001 | 0.000002 | 4.500007 | 0.000021 | 4.500057 | 0.000202
gic 0.050000 | 0.000000 | 0.050003 | 0.000005 | 0.050002 | 0.000041 | 0.049765 | 0.000292
92c 0.050000 | 0.000000 | 0.049996 | 0.000005 | 0.050017 | 0.000049 | 0.049748 | 0.000349
912 0.005000 | 0.000000 | 0.004999 | 0.000034 | 0.005031 | 0.000277 | 0.004938 | 0.000491
(o7 -0.250000 | 0.000000 | -0.250002 | 0.000004 | -0.250008 | 0.000041 | -0.249774 | 0.000397
Qo -0.250000 | 0.000001 | -0.250002 | 0.000005 | -0.250005 | 0.000054 | -0.249878 | 0.000494
ac -0.250000 | 0.000000 | -0.249999 | 0.000004 | -0.250005 | 0.000036 | -0.250503 | 0.000357

IT



C

Ytterligare regressionsresultat

C.1 Regression pa egengenererad data

Tabell C.1: Tabell som sammanstéller parameterresultatet for regression med SciPy, tiden
minimeringen tar och det slutgiltiga felet i approximationen. Resultatet ar for regressioner pa

anpassning av modell (2.24) till data genererad fran samma modell. Varden inom parantes anger
avvikelse fran forviantat varde. I forsta kolumnen anges forst brusniva och sedan antalet iterationer
som minimeringen kors. Gront betecknar en avvikelse pa < 0.1 %, gult en avvikelse mellan 0.1%
och 3% och rott pa avvikelse >3%.

‘9x9 modell le [GHz] ‘wz [GH7] ‘gl,c [GHZ] ‘gz’c [GHZ] ‘gl,g [GHZ] ‘ozl [GHZ] ‘az [GHZ] ‘ a. [GHZ] H Tid ‘MSE [GHZ]‘

0 klz, 1k

4.000

4.500

0.04998

0.04998

0.005042

-0.2500

-0.2500

-0.2500

. 10-3
(x0 = exakt) || (0%) | (0/%) | (0.04%) | (0.04%) | (0.84%) | (0%) | (0%) | (0%) | >°min| 1.0-10
0 kiiz 2031 | 4477 o P
0.1k (0.775%) | (0.511%) ° :
0 Kz 2000 | 4501 02478 | 02455 | 0.2472 [ 7
1k 0%) | (0.022%) (0.88%) | (1.8%) | (1.2%) ||* :
0 Kz 4000 | 4500 | 005000 | 0.05000 | 0.005000 | -0.2500 | -0.2500 | 02500 || o0 | | 1o o0
10k (0%) (0%) (0%) (0%) (0%) (0%) (0%) (0%)
100 kiz || 4000 | 4.499 02518 | 02493 | 02493 [, T 1,
1k 0%) | (0.022%) (0.72%) | (0.28%) | (0.28%) ||* :
100 kbz || 4.000 | 4.500 0.04999 | 0.005039 | -0.2500 | -0.9500 | 02500 | .0~
10k %) | (0%) %) | (0.02%) | (0.78%) | (0%) | (0%) | (0%) :
1000 kiiz || 4.001 | 4.502 02079 | 02512 | 02443 [T
1K (0.025%) | (0.044%) (0.84%) | (0.48%) | (2.28%) || :
1000 kKiz || 4.000 | 4.500 | 0.05003 | 0.04992 02501 | 02500 | 02500 | .o | 10 10
10K 0%) | (0%) | (0.06%) | (0.16%) 0.04%) | (0%) | (0%) :
100?;}12 4000 | 4500 | 0.04999 | 0.05002 | 0.04996 | -0.2500 | -0.2500 | -0.2500 | ., .| o
(912 = 0.05) (0%) (0%) (0.02%) | (0.04%) | (0.08%) (0%) (0%) (0%) )
10 Milz 2000 | 4500 | 0.05014 | 0.05035 02498 | 02502 | 0300 [0 | o4
50K %) | (0%) | (0.28%) | (0.7%) (0.08%) | (0.08%) | (0%) :
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C. Ytterligare regressionsresultat

C.2 Regression pa realistisk data

Tabell C.2: Tabell som sammanstéller parameterresultatet for regression med SciPy, tiden
minimeringen tar och det slutgiltiga felet i approximationen. Resultatet ar for regressioner pa
anpassning av modell (2.24) till data for de lagsta 10 energiegentillstanden given fran den mer

realistiska modellen. I forsta kolumnen anges antalet iterationer som minimeringen kors och sedan
brusniva. Vardet inom parantes anger avvikelsen fran den ¢versta raden med méatvirden. Dar gront
ander < 0.1% avvikelse, gult mellan 0.1% och 1% och rott > 1% avvikelse.

Regz:;‘Sk wi [GHz] | wa [GHz] |g1.c [GHzl|g2.c [GHZ]|g12 [GHz]| a1 [GHz] |a2 [GHZ]| o [GHZ] || Tid |MSE [GHz]
ij;{z 8.9926 | 44929 | 0.05067 | 0.05486 |-0.005484 | -0.2985 | -0.2885 | -0.3126 || ) | oo
(x0 = exakt)]| (/A | (N/A) | (N/A) | (N/A) | (NJA) | (N/A) | (N/A) | (N/A)
1k 8.0925 | 4.4928 | 0.05092 | 0.05465 [-0.004336] -0.2983 [ -0.2881 [ 03128 [|, .~ . [ " .o
0 kHz__||(0.0025%)|(0.0022/%)| (0.49%) | (0.38%) | (26.48%) | (0.067%) | (0.139%)| (0.064%) ||~ '
5k 8.9927 | 44929 | 0.05067 | 0.05486 |-0.005484| -0.2085 | -0.2885 | 03126 || .~ T "
0KHz [|(0.0025%)| (0/%) | (0%) | (0%) | (0%) | %) | (0%) | (0%) :
10k 8.0027 | 44929 | 0.05067 | 0.05486 |-0.005484| -0.2085 | -0.2885 | 03126 |[, ~ T "
0 kHz (0.0025%)| (0%) (0%) (0%) (0%) (0%) (0%) (0%) '
100k 8.0927 | 44929 | 0.05067 | 0.05486 [-0.005484] -0.2085 [ -0.2885 | 03126 || 4h | . ..
0kHz |/(0.0025%)|  (0%) %) | (0%) | (0%) | (0%) | (0%) | (0%) ||15 min|
5k 3.0026 | 4.4929 | 0.05067 | 0.05486 |-0.005499| -0.2985 | -0.2885 [ -0.3126 ||, |~ " oo~
100 kHz ©%) | /%) | 0% | (0%) |©0273%)| 0%) | (0%) | (0%) '
5k 8.0927 | 44929 | 0.05069 | 0.05489 |-0.005562| -0.2086 | -0.2885 | 03125 [ .~ T~ " O
1 MHz_||(0.0025%)|  (0/%) _|(0.0395%)|(0.0547%)| (1.402%) | (0.033%) | (0%) |(0.0320%) '
5k 8.0927 | 44981 | 0.05030 | 0.05514 [-0.005884] -0.2084 [-0.2895 [ 08128 [[ .~ T ..
10 MHz__||(0.0025%)|(0.0045/%)| (0.736%) | (0.508%) | (6.798%) |(0.0335%)| (0.345%) | (0.096%) '
10k 8.0927 | 44931 | 0.05030 | 0.05514 |-0.005884| 0.2984 | -0.2895 | 03128 ||, 1~ =~
10 MHz_||(0.0025%)|(0.0045/%)| (0.736%) | (0.508%) | (6.798%) |(0.0335%)|(0.345%) | (0.096%) '

IV



D

Kod

Vi har for &ndamalet presenterat i Kapitel 1 utvecklat tre kodprogram med olika funktion.

Ett av programmen implementerar den Bayesianska inferensen genom slice samplaren. Koden anvan-
der kodbibilioteket PyMC och antar en form av anvindarexempel for den specifika implementationen.
I koden har de introducerade modellmatriserna definerats for anvandaren att anpassa dessa till valfri
data. Aven a-prioriférdelningarna och datan som anvinds for resultaten i denna rapport ér definerade
i detta program. For den som vill utveckla eller anvinda detta program rekomenderas att omdefi-
nera dessa for den undersokning som ska goras. Mer specifikt dr programmets funktion beskrivet i
Kapitel 3.

Detta program stottas av en kod som ar utvecklad for att ta fram matrisrepresentationen av hamilto-
nianmodellen, vilken beskrivs i Kapitel 2. Programmet utnyttjas for att undvika fel i berakningen av
dessa. Nodvandigheten motiveras av att modellmatriserna ar stora och innehaller manga berdkningar
latta att gora fel i for hand. Utstrackningen av programmen i dagslaget ér att de ar sjalvstindiga,
alltsa maste den genererade matrisen manuellt defineras i det Bayesianska inferensprogrammet.

Som en alternativ metod har vi utvecklat ett program for att utféra samma anpassning med en
minimeringsregression. Programet ar designat for att med hjalp av pythonbibilioteket SciPy optime-
ra parametrar till att minimera en kostnadsfunktion. I programmet ar kostnadsfuktionen definerad
som MSE mellan egenvéirdena for modellen och energiegenvéirdena i datan. Programmet har en léitt
struktur och bestar av en funktion som genererar de slutgiltiga parameterviardena och sparar alla
iterationers parameterviarden till en excelfil.

Koden finns att tillgd i ett Git-repository som aterfinns héar.


https://github.com/Lionfish30/Kandidatarbete-Bayesiansk_Inferens_2024
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