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Sammanfattning

I detta examensarbete presenteras Gleasons sats och ett elementért bevis fér densam-
ma. Gleasons sats ar betydelsefull inom den matematiska uppbyggnaden av kvantmekanik.
Den karakteriserar matt pa slutna underrum av separabla Hilbertrum av dimension minst
3. Satsen kan formuleras i termer av si kallade ramfunktioner (funktioner dir summan
av antagna varden pa en ortonormalbas dr konstant) och innebér att alla begransade
ramfunktioner i Hilbertrum av dimension minst 3 maste vara pa formen (Az,z), for
nagon sjilvadjugerad operator A. Beviset genomfors forst for R?, genom huvudsakligen
geometri pa enhetssfaren och konvergensargument for tal-, punkt- och fuktionsféljder.
Dérefter visas att giltigheten i R® implicerar satsen i allménna Hilbertrum av hogre
dimension.

Bevisgangen foljer i stort idéerna fran Cooke, Keane och Moran i [2]. Fortydliganden,
motiveringar, omstruktureringar och dndringar har gjorts med malet att gora beviset
mer tillgdngligt och korrekt. Bland annat har ett inledande lemma inom envariabelanalys
expanderats, en brist i beviset av det geometriska lemma 5 (Piron) korrigerats, och ett
felaktigt topologiskt resonemang i ett bevis ledde till den kraftigt omarbetade proposition
2 om ramfunktioners extremvirden. Utvidgningen fran R till allménna Hilbertrum utgar
ifran orginalbeviset av Andrew M. Gleason [6].

Abstract

This paper aims to present Gleason’s theorem and a full proof, by the most elementary
methods of analysis possible. Gleason’s theorem is an important theorem in the mathe-
matical foundations of quantum mechanics. It characterizes measures on closed subspaces
of separable Hilbert spaces of dimension at least 3. The theorem can be formulated in
terms of so-called frame functions. It states that all bounded frame functions, on the
specified Hilbert spaces, must have the form (Azx,z), for some self-adjoint operator A.
The theorem is proved by first proving the statement in R?, through mostly geometric
arguments on the unit sphere, and methods relating to convergence of sequences. It is
then shown that this implies the theorem in general Hilbert spaces of higher dimension.

The bulk of our proof follows the ideas of Cooke, Keane and Moran [2] with some own
additions and clarifications in order to make it more accessible and correct. A lemma of
single-variable analysis has been expanded, an oversight in the proof of the geometric
lemma 5 (Piron) has been fixed and an erroneous topological argument has led to the
much rewritten proposition 2 about extremal values of frame functions. The motivation
for the sufficiency of the proof in R? for higher-dimensional Hilbert spaces follows the
ideas of the original proof by Andrew M. Gleason.



Popularvetenskaplig presentation

Tror du att du vet saker med sidkerhet? Da har du kanske fel! Gleasons sats, som vi presenterar
i detta arbete, visar hur osdkerhet, eller sannolikheter, kommer in i var mest grundldggande
fysikaliska teori: kvantfysiken.

Gleasons sats dr dock en matematisk sats, vilket innebar att den inte &r beroende av
experimenten i fysik. Den handlar om matematiska idéer, som t.ex. kallas "Hilbertrum”, och
som har att géra med bestdmda samband, med geometri och med tal. Och i matematik kan
man faktiskt komma till sdkra slutsatser. Det enda som krévs for att man ska tro pa Gleasons
sats dr att kontrollera eller lita pa att vi har tdnkt rétt i varje bevissteg som vi gar igenom i
rapporten. Det dr daremot inte sjalvklart att Gleasons sats, eller dessa "Hilbertrum”, skulle
passa perfekt for kvantfysik. Det hénger pa experiment, och det skulle kunna vara fel. Men
det har visat sig passa oerhort bra. Det var faktiskt kvantfysikens framvéixt som ledde till
denna matematiska upptéackt.

Kvantmekanik ar en oerhort framgangsrik och tillampbar teori inom fysiken, men &dven en
av de mest ointuitiva. Kvantteorin beskriver saker pa pytteliten skala. Och den mikroskopiska
véarlden verkar inte ga att beskriva pa samma sétt som den makroskopiska varld vi lever och
verkar i. Larobocker beskriver girna smapartiklar (t.ex. elektroner) som sma bollar. Sma
bollar ser ut pa ett visst sitt, kan snurra at ett visst hall, och flyga fram i rummet lings en
viss bana. Men elektroner ar inte sma bollar, dom &r bade—-och-varelser, som kan snurra (eller
nagot som liknar att snurra) at ett visst hall till 80 %, men at det andra hallet till 20 %. Det
verkar till och med som att en elektron kan ta tva olika vdgar pa en gang!

Sa lange man later en sddan elektron vara, sa fortsitter den att leva i ett bade—och-tillstand.
Men om man gor en kontroll av elektronen, t.ex. ta reda pa hur den spinner, sa far man ett
bestdmt resultat, at det ena hallet eller 4t det andra hallet, men eftersom elektronen var
lite bade—och, sa gar det inte att veta exakt vilket resultat man kommer fa. Den rdkneregel
som man anvinder sig av for att rdkna ut denna sannolikhet kallas Borns regel. Man kan
fraga sig varifran denna regel kommer, och den verkade linge vara ett grundantagande; ett
axiom. Men i och med Gleasons sats sa fas en forklaring till Borns regel: det dr den enda
sannolikhetsregel man kan ha utifran hur elektronens tillstand (eller andra kvanttillstand)
beskrivs matematiskt!

Det gar nog inte att dverdriva den viktiga rollen som Gleasons sats har, mycket tack vare
dess grundlaggande roll inom kvantteorin. En stor del av den teknik som vi idag tar for givet
har bara varit mojlig att utveckla tack vare kvantfysik, som ocksa har enorm betydelse for
var forstaelse av kemi, och alla dess tillampningar. Men Gleasons sats &r betydelsefull d&ven ur
ett rent matematiskt perspektiv.

Gleasons sats bevisades for forsta gangen 1957 i [6]. Detta r ett matematiskt tungt arbete,
och beviset har fatt rykte av att vara svargreppbart. Var ambition med detta kandidatarbete
har varit att gora beviset av satsen tillgdngligt och begripligt for fler. Till storsta del har
arbetet varit en litteraturstudie dér vi satt oss in i redan skrivna bevis av satsen. Vi har
darifran arbetat med att gora fortydliganden och utveckla resonemang , samt ldgga de utvalda
pusselbitarna i en sa logisk och pedagogisk ordning som méjligt. Utifran den artikel som vi
framst har utgatt ifran, har vi till och med lyckats korrigera vissa matematiska fel.
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Forord

Denna rapport har skrivits med syftet att gora ett bevis till Gleasons sats tillgdngligt for
matematikstudenter med kunskaper pa kandidatniva i matematisk analys. Artikeln baseras
pa beviset som presenteras av Cooke, Keane & Moran i [2] och dven pa Gleasons originalbevis
i [6]. Mycket av arbetet har bestatt i att expandera, motivera, fortydliga, omstrukturera och i
vissa fall korrigera bevisstegen i [2]. Stycken dédr vi uppfattar oss ha bidragit inte bara med
tydlighet utan &ven med matematisk korrektion innefattar lemma 5 och proposition 2. Lemma
2 har expanderats kraftigt.

Forfattarna, som studerar pa programmen Teknisk fysik och Teknisk matematik vid
Chalmers tekniska hogskola och pa Matematikprogrammet vid Goteborgs universitet, ar
tacksamma till docent Michael Bjorklund for hans handledning och kritik och till Maria
Roginskaya och Marina Axelson-Fisk for deras uppmuntran och respons gillande rapporten.

Nedan féljer en lista 6ver forfattarnas individuella direkta bidrag, utan inbérdes ordning,
till varje delkapitel i rapporten

e Populirvetenskaplig framstéllning: Johan/Lorents
e Abstract, sammanfattning, férord: Johan/Lorents
e 1: Johan
2: Johan

3.1: Johan/Lorents

e 3.2: David/Lorents/Therese

e 3.3: Johan

e 3.4: David (lemma 4), David/Lorents (lemma 3 och korollarium 1)
e 3.5: Lorents (lemma 5), David (korollarium 2)
e 4.1: Lorents

e 4.2: David

e 4.3: David

e 4.4: Lorents

e 4.5: Therese

e 4.6: Johan

e A.1: David

e A.2: Therese

e A.3: Johan

Med direkta bidrag menas huvudsakligt forfattande av text. Utover de direkta bidragen har
alla medforfattarna hjilpt till med de flesta delkapitel.



1 Inledning

Denna rapport ar delad i tva huvuddelar. I den férsta introduceras begrepp och visas lemman
som anvands upprepade ganger i det egentliga beviset av Gleasons sats. Déarefter genomfors
beviset i R3, varpa det bevisas att detta medfér satsens giltighet dven i Hilbertrum av hogre
dimension. Men innan detta ger vi en kort utblick, historik, och introduktion till Gleasons
sats (utan att de ingdende matematiska begreppen definieras).

Gleasons sats formulerades och bevisades forst av Andrew M. Gleason ar 1957 i [6] och
faststéller formen av métt pa slutna underrum till Hilbertrum av dimension minst 3. Detta
som l6sning pa problemet, formulerat av George W. Mackey (se [7]), att karakterisera alla
sddana matt. Det Gleason fann var att dessa matt maste anta formen pu(A) = Tr(TP,), dér
T ar en positivt semidefinit sjalvadjugerande operator och P, &r en projektionsoperator pa
underrummet A. Detta resultat kallas Gleasons sats.

Begreppet kvanttillstand introducerades av John von Neumann i [8] och definierades som
en positiv och normaliserad linjér funktional p. Linjariteten i denna definition uppfattades
som patvingad och métte kritik. Ur detta myntades begreppet kvasitillstand som definierades
med hjalp av det svagare villkoret kvasilinjaritet. Med kvasilinjaritet hos p menas i detta
sammanhang att p(aA + B) = ap(A) + Bp(B) giller for alla kommuterande element A, B.
Det visade sig, som en konsekvens av Gleasons sats, att alla kvasitillstdnd pa Hilbertrum av
dimension minst 3 i sjdlva verket ar kvanttillstind. Detta svarade dédrigenom pa kritiken av
definitionen av kvanttillstand.

En annan konsekvens av Gleasons sats ar att den utesluter existensen av sannolikhetsmatt
som endast antar vardena 0 och 1. Under en tid ansags detta motbevisa teorier med sa kallade
dolda variabler. Detta visades av Bell i [1] endast gélla teorier med icke-kontextuella dolda
variabler (eng. non-contextual hidden variables), men teorier med kontextuella dolda variabler,
som exempelvis Bohmsk mekanik, har inte bevisats vara inkonsistenta med Gleasons sats.

Originalbeviset i [6] av Gleasons sats har fatt ett rykte av att vara invecklat och svar-
greppbart. Detta och dess roll i den matematiska uppbyggnaden av kvantmekanik motiverar
framtagandet av ett mer elementért bevis. Ett fullstdndigt elementért bevis gavs 1985 i [2] av
Cooke, Keane och Moran och det ar deras idéer vi till storsta del foljer i vart bevis, med egna
inslag och fortydliganden for att omstrukturera och gora det mer tillgéngligt. Motiveringen till
att beviset i R? ar tillrickligt dven for Hilbertrum av dimension minst 3 féljer originalbeviset
av Andrew M. Gleason.

2 Formulering av Gleasons sats

For att ge ldsaren en kénsla for riktningen inleder vi denna rapport med att formulera
Gleasons sats i sin mest vedertagna form, och ge en kort, ganska teknisk, kommentar till
denna. Dérefter ger vi en ekvivalent formulering av satsen, som &r den version som kommer
att bevisas i denna rapport. Terminologi for denna formulering foljer i stycke 3.1.

Gleasons sats i sin vedertagna form ir en sats om méatt' pa separabla? Hilbertrum? av
dimension minst 3. Satsen lyder [6]:

Sats 1. Lat p vara ett mdtt pa slutna underrum av ett (reellt eller komplext) separabelt
Hilbertrum av dimension minst 3. Dd finns det en positivt semidefinit sjalvadjungerad sparklass-
operator T' och en ortogonalprojektionsoperator P, pa underrummet A sadant att

H(A) = Te(TP,),
for alla slutna underrum A.

Enligt Hilbertrum-formuleringen av kvantmekanik associeras varje fysikaliskt system med
ett Hilbertrum 5#. Endimensionella underrum till 5 representerar tillstand hos systemet

Hnformellt beskrivet dr ett matt pa en mangd en tilldelning av positiva tal till delméngder av méangden,
dar talen kan uppfattas tillskriva delméngderna en storlek.

2Separabel: som har en uppréknelig tit delmingd. T4theten innebér att varje omgivning till varje element
av grundmaéngden ska innehélla ett element i delméngden; t.ex. ar @ tit i R.

3Ett Hilbertrum é&r ett fullstindigt vektorrum utrustat med en inre produkt. Fullstindigheten innebér att
alla Cauchyfoljder i rummet konvergerar. Det finns alltsa inga ”saknade punkter”.



och varje observabel motsvaras av en sjalvadjungerande operator A pa #. Denna formulering
ar ekvivalent med John von Neumanns (se [8]), tack vare Riesz representationssats, som anger
korrespondensen mellan linjara funktionaler i #* och endimensionella underrum av 7. Vi
kan modellera kvanthéndelser som ett sa kallat lattice av dessa underrum. Gleasons sats ger
oss mojlighet att ankyta sannolikheter till dessa underrum/kvanthandelser.

En alternativ formulering av Gleasons sats, som bevisas i denna rapport, dr centrerad
kring begreppet ramfunktion, och lyder [4]:

Sats 2 (Gleasons sats). Varje begrinsad ramfunktion f pa ett reellt eller komplext separabelt
Hilbertrum av dim(s¢) > 3 dr reguljdr.

3 Forberedande definitioner och lemman

Ett centralt begrepp i formuleringen och beviset av Gleasons sats dr ramfunktioner. Dessa
borjar vi studera i det forsta delkapitlet. Vi introducerar dérefter notation och terminologi
som kommer anviandas rapporten igenom. Till sist i detta kapitel bevisar vi fyra lemman som
behévs for beviset av Gleasons sats.

3.1 Ramfunktioner och deras egenskaper

Vi definierar forst begreppet ram, dérefter begreppet ramfunktion. Lat darvid V vara ett
separabelt, reellt eller komplext, Hilbertrum med en inre produkt (-, -} och norm ||z|| = \/(z, =)
och 14t dim V = n. Lat S"~! beteckna enhetssfiren i V. Vi kommer huvudsakligen studera
enhetssfiren i R?, och later darfor denna speciellt betecknas S.

Definition 1. En ortonormal méngd {v,,vs,...,v,} C S""! kallas en ram i V.

Definition 2. En ramfunktion dr en reellvird funktion f : S"~' — R sddan att Y. | f(v,) =
w(f), oberoende av valet av ram (v;). w(f) kallas vikten av f.

Definition 3. En ramfunktion f som kan skrivas pa formen f(x) = (x, Azx), for ndagon
symmetrisk (om V dr reellt) eller hermitesk (om V dr komplext) linjar avbildning A kallas
for en reguljar ramfunktion.

I lemma 1 ges fem viktiga egenskaper for ramfunktioner pa S. Egenskap (iv) forutsitter
att funktionen antar ett maximi- och ett minimivérde.

Lemma 1. Om f och g dr ramfunktioner pa S gdller foljande

(i) wlaf)=oaow(f), a € R
w(f+g9) =w(f) +w(g).

(it) f(=s)=f(s), s€S.
(iii) Om p,q,p’,q € S ligger pa samma storcirkel pa S ochp L q, p' L ¢, sd gdller
fo)+ fla) = f(") + f(d).
(iv) Lat f(p) = maxs f och ming f = m. Dd finns det ett ¢ € S sadant att p L q och
flq) =m.

(v) Lat supg f = M < oo, infg f =m > —o0, £ > 0 och tag ett s € S sd att f(s) > M —¢&.
Da finns det ettt € S sadant att s Lt och f(t) <m +E&.

Notera att (i) innebér att mingden av alla ramfunktioner utgor ett vektorrum.
Bevis (i). Med ramfunktioner f och g samt en ram (v, v,,v;), har vi

3

3
w(af) = Zaf(’ui) = aZf(vi) =oaw(f), VaecR.

i=1



3 3 3
w(f+9) =Y (fw)+gw) =D f)+> g(v)=w(f)+w(g)
=1 = =
O
Bevis (ii). Tag en ram (r,s,t) i S. Antag att vikten av f &r w(f) = w. D4 har vi att
fr) + f(s) + (1) =
Eftersom &ven (r, —s,t) dr en ram pa S, har vi att
fr)+ f(=s)+ f(t) =
Genom att subtrahera dessa tva ekvationer far vi saledes att f(—s) = f(s). O

Figur 1: Hlustration till beviset av egenskap (iii) for ramfunktioner. Vektorn mot r pekar ut
ur bilden, sa att alla de fem markerade punkterna ligger pa enhetssféren S.

Beuvis (iii). D& p,q,p’,q’ € S alla ligger pd samma storcirkel, enligt figur 1, kan vi vilja r € S
ortogonal mot p, q,p’,¢'. Eftersom p L g och p’ L ¢’ har vi att (p,q,r) och (p’,¢’,r) &r ramar.
Enligt definition av ramfunktion har vi da

fp)+ flq) + f(r) =woch f(p') + f(¢') + f(r) =

dér w = w(f) ar vikten av f. Genom subtraktion av dessa tva ekvationer och forenkling far vi

f)+ flg) = f&") + f(d).
O

Bevis (iv). Antag motsatsen, det vill siga att for alla ¢ pa ekvatorn E, relativt nordpolen
p* giller f(q) > m. D& antas minimum nigonstans utanfér ekvatorn, sig vid ¢’. VAlj nu ett
p’" L ¢ och ett g L p pa storcirkeln som definieras av p och ¢’. Vi far:

fo)+£@) = f@) = f(d) = M+ fl9) = f@)—m > M+m—-M-m=0
Den strikta olikheten strider mot (iii), och pastdendet ar bevisat. O

Bevis (v). Givet s € S sddant att f(s) > M — &, tag 6 > 0 sadant att f(s) > M — £+ § och
tag t’ sddant att f(t') < m + 0. D4 finns det en storcirkel pa S som gar genom béade s och t'.
Vélj nu s’ och ¢ pd denna storcirkel sddana att s L t och s’ L t'. D& ger (iii) att

J&)=f()+f{t")=fls)<M+m+d—(M—-E+0)=m+E.
Det vill sidga, det finns ¢t € S sadant att s L ¢ och

ft) <m+ &

4E, definieras formellt i avsnitt 3.2



3.2 Notation och terminologi

Vi infér hér lite suggestiv terminologi. Enhetssfiren i R® betecknas S. Relativt en given
vektor p € S, dér p ar att betrakta som sfidrens nordpol, definierar vi norra halvklotet, IV,
och ekvatorn, E,, enligt f6ljande:

N, ={se S:(p,s) >0}
E,={seS:(ps)=0}
Eftersom vi betraktar normerade vektorer ser vi att (p, s) = cos(é(p, s)), dir 0(p, s) dr den

minsta vinkeln mellan p och s.
Relativt p definierar vi ocksa latituden® for s € N, som

L(s) = (p, )",

Med denna definition ér [ en ramfunktion.%

For varje s € N, \ {p} finns det en unik vektor s* € N, som #r den nordligaste (med
maximal latitud [,) vektorn ortogonal mot s.” Denna uppfyller [,(s) + [,(st) = 1. Vi kan
genom st definiera sluttningen genom s som

D, ={teN,\{p}:tLst secN,\{p}}

Det vill séga, for s € N, \ {p, E,}, ar D, den halva storcirkel p4 N, som har s som sin
nordligaste punkt, men da s € E giller D, = E,. I specialfallet d4 s = p kan s* vara vilken
punkt som helst pad F,, och vilken halv-storcirkel som helst pa N, genom p kan kallas en
sluttning till p.

3.3 Lemma om tillrackliga villkor for en enhetsfunktion

Lemma 2. Ldt C vara en dndlig eller uppriknelig delmdangd av intervallet (0,1). Antag att
f:00,1]\ C = R ar en funktion sadan att

(i) f(0) = 0.
(i) Om a,b € [0,1]\ C och a < b, sd gdller att f(a) < f(b).
(iii) Om a,b,c € [0,1]\ C och a+ b+ c =1, sa galler att f(a) + f(b) + f(c) = 1.

Da galler att
fla)=a, Vael0,1]\C.

Bevis. Lat f vara en funktion som uppfyller satsens villkor. Definiera méngden
C={z:IreQ,cecCsiattz=rceller z=7(1—c)} (3.1)

Vi noterar att C' C C, att C ar sluten under multiplikation med r € @ och att C' som mest
ar uppriknelig. Darmed finns 6verupprikneligt manga a € (0,1) \ C. Tag ett sadant a och
definiera

Q. = {r € Q sddana att ra € [0,1]},

eller ekvivalent Q, = [0,1/a] N Q. For alla r € Q, géller att ra,1 —ra € [0,1] \ C = D;.
Detta inses lidtt genom att anta motsatsen, som leder till att a € C, vilket dr en motségelse.
Vi kan d&, for varje a € (0,1) \ C, definiera funktionen

9u(r) = f(ra), Vre Q..

Aterstoden av beviset dr uppbyggt i fyra delar, i vilka vi visar

5Ej att forvixla med den geografiska definitionen av latitud, som dr vinkeln relativt ekvatorialplanet.
SDetta inses genom att lita en godtycklig ram fungera som bas i rummet, och betrakta lingden av p

uttryckt i denna bas. For formellt bevis av detta och av vad som kan ses som det omvéinda pastaendet, se A.1.
"Detta geometriskt intuitiva pastiende bevisas formellt i A.1.



1: g, (r+7)=g.(r)+ g.(r"), for alla r,r" € Q, sddana att &ven r + 1’ € Q,

9.(r) =rg,(1) =rf(a), VreqQ,.
f(a) =a, Yac[0,1]\C.

ho®y

f(a) =a, Ya€[0,1]\C.

Steg 1: Tag r,r’ € Q, sddana att aven r + 7’ € QQ,. Genom att notera att ra,r’a och
1 — (r 4+ r")a summerar till 1 och ligger i definitionsméngden till f far vi enligt (iii) att

flra)+ f(r'a) =1—f(1 = (r+1")a)

och pa samma vis géller att

1—f(1—(r+r"a)= f((r+r)a).

Om vi kombinerar dessa tva ekvationer far vi att

flra)+ f(r'a) = f((r +1")a)

= 9a(r) + 9u(r") = gu(r +17) (32)
Steg 2: Vi paminner om att villkoret r € Q, ar ekvivalent med att r € [0,1/a] N Q. Tag
ett sidant r. Vi kan da skriva r = £, p € N och ¢ € N\ {0}. D4 géller &ven att % €10,1/a]NQ.

Genom upprepad anvindning av ekvation (3.2) far vi

P 1 1 1
o\ — ) = Ga -+..+ - =DPGa\ — |>
q q q q

och eftersom 1 < 1/a finns g,(1), vi far da

Genom att kombinera dessa tva ekvationer kommer vi fram till att

9.(r) = rg.(1) = rf(a).

Steg 3: Vi noterar forst att f(1) = 1 och f(0) = 0 enligt (i) och (iii). For godtyckligt
ac(0,1)\C, 14t t € (a,1)\ C vara nira 1 sadant att at € [0,1]\ C och tag foljder z, a
och y, \yail0,1/t]N Q. Detta medfor da att z,t,y.t € [0,1] \ C, enligt tidigare resonemang.
Det finns sddana foljder z, och y, eftersom @ &r en tit delmingd i [0, 1], och ddarmed kan
dven alla tal i (0,1) \ C approximeras godtyckligt bra med rationella tal. D giller enligt (ii)
att

f(z,t) < flat) < f(yat)
<

= z,.f(t) < flat) < y. f(t)
och genom att lata z,,,y, ga mot a far vi
af(t) < f(at) < af(2). (3.3)

Notera att for alla N € N finns det ey € [0,1] \ C sadant att Ney € [0,1] \ C och att
a(l —ey) €10,1]\ C. Med ett sadant €, géller att

0< f(Ney)=Nf(ey) <1

:>0§f(eN)§l

=



eftersom f dr begrinsad ovanifrdn av 1 och underifran av 0. Genom att lita ty =1 — ey €
[0,1]\ C géller da att foljden ty 1 och

fltn) =1—flex) = 1.

Genom att ersétta t — ty i ekvation (3.3) och lata ¢y — 1 far vi att
fla) =a,Va€[0,1]\C,

dér vi ocksa anvint att f(1) =1 och f(0) = 0.

Steg 4: For a € (0,1) \ C tag nya foljder z, 7 a och y, \,a i (0,1)\ C. Dessa foljder
existerar eftersom méngden (0,1) \ C — tack vare att C ér uppriknelig — &r tét i [0, 1], vilket
innebér att varje a € (0,1) \ C kan approximeras godtyckligt bra med tal i (0,1) \ C. Enligt
(ii) och steg 3 géller da

f(@.) < fla) < fy.) &z, < fla) <.
och genom att lata z, och y, ga mot a far vi till slut att
fla) =a,Va € [0,1]\ C,

dér vi aterigen anvént att f(1) = 1 och f(0) = 0. O

3.4 Tva lemman om ramfunktioner

Som fortsattning pa avsnitt 3.1 bevisar vi hér tva lemman och ett korollarium for ramfunktioner
pa S, dessa kommer att senare anvindas for beviset i R3.

Lemma 3. Ldt f vara en begrinsad ramfunktion som, for nagot p € S, dr konstant pd E,
och uppfyller

f(p) > sup f —e
for nagot € > 0. Da gdller att
fla) > f(b) —€, Va,be N,\{p} dir be D,.
Bevis. Enligt (v) i lemma 1 géller att
fle) < ir;fere Ve e E,.

Lat de tva punkterna a,b € N, vara givna sadana att b € D,. Véilj sedan b, € D, sa att b L b,
och a, € D, N E, vilket innebér a | a, (Halvcirkeln D, har mittpunkten a och &ndpunkter
pd E,.). Da de fyra punkterna dr parvis ortogonala och ligger pa D, som &r en del av en
storcirkel, far vi enligt (iii) i lemma 1

f(a) + flas) = f(b) + f(ba). (3.4)
Med f(a,) = f(e) ger detta
fla) = f(b) + F(ba) = fle) > [(b) + f(by) —inf [ —e> f(b) —e.
O

Korollarium 1. Om vi i forutsatiningarna for lemmat ovan sdtter e = 0 och kraver likhet i
olikheten, har vi, under annars samma antaganden,

f(a) > f(b) Va,be N, dir be D,.

Bevis. Inses enligt beviset ovan, men med hdnvisning till lemma 1 (iv) istéllet for (v), samt
genom att tillata likhet i den sista olikheten och byta de bada féregdende mot likheter. [



Lemma 4. Lat f vara en ramfunktion, lat p € S vara godtycklig, och lat p: S — S beteckna
rotationen av sfiren ett kvarts varv moturs relativt p. Dd dr ramfunktionen

f(s)+ f(ps), (s€9)

konstant pa E,.

Bevis. Lat f, p och p vara som ovan, och 14t e, € E, vara fix. Tag godtycklig e, € FE,.
Uppenbarligen géller det att e, 1 pe,, e, L pe,, samt att e, pe,, e, och pe, ligger pad samma
storcirkel E,. Egenskap (iii) i lemma 1 implicerar da att

flen) + f(per) = flea) + f(Pea).

3.5 Pirons geometriska lemma

Lemma 5 (Pirons geometriska lemma®). Ldt s,t € N,, for givet p € S, sd att I(s) > I(t). Dd
finns det en dndlig foljd (s,)!", dir s = s,, t = s, och det gdller for varje s,., att s,, € D,,.

Y

Bewvis. Vi kan uttrycka lemmat suggestivt som att det gar att "na” ¢ fran p genom att ”gd’
ett antal "steg” fran p, dar ett steg definieras som ett stycke sluttning fran utgangspunkten.
Vi anviander detta uttryckssétt fritt i beviset.

For de fall da s = p eller da ¢ ligger pa ekvatorn ar slutsatsen enkel: Lat & ena sidan
s = s, = p. Eftersom varje halv storcirkel genom p rédknas som sluttning till p kan vi komma
till ¢ med ett enda kliv, ldngs den halv-storcirkel som innehaller bade p och ¢. Lat & andra
sidan ¢ € E. I detta fall gar det att nd ¢ frdn godtyckligt s, i tva steg, eftersom D, skér
ekvatorn i exakt tva punkter, och sluttningen for en punkt pa ekvatorn ar hela ekvatorn.

For att genomféra beviset for s,t € N,\{p, E,}, 6verfor vi problemet fran en sfir till ett
plan, ndmligen planet som tangerar sfaren i nordpolen p. Betrakta den s.k. centralprojektionen
av norra hemisfiren till detta plan, med sfirens centrum som projektionscentrum, som illustr-
eras i figur 2. Detta innebér att varje punkt s € N, \ E, avbildas pa punkten dar stralen fran
sfirens mitt, genom s, skir planet. Vi observerar att latitudcirklar® pa grund av symmetri
avbildas pa cirklar pa planet. En sluttning D, till en punkt s € N, avbildas pa en rat linje,
som tangerar bilden av latitudcirkeln till s, som visas i figur 3.1 Eftersom projektionen &r
en bijektion mellan N, och projektionsplanet kan vi for enkelhets skull uteldmna uttrycket
"bilden av”, och lata sammanhanget avgéra om vi &r i sfaren eller planet nér vi refererar till
punkter, sluttningar och sa vidare.

Figur 2: Centralprojektion av punkten s pa norra hemisfaren, till projektionsplanet som
tangerar i nordpolen p.

Beviset sker i tva delar. Forst visar vi att man fran en punkt s, _, rakt norr om méalpunkten
t, alltid kan ga till ¢ i tva steg. Dérefter visar vi med trigonometri och ett gransviardesargument

8Ett alternativt bevis ges i A.2.

9En latitudcirkel eller parallellcirkel &r en cirkel pa en sfiar dér alla punkter har samma latitud.

10Detta inses genom att betrakta planet som innehaller sluttningen. Eftersom sluttningen é&r en del av en
storcirkel gar detta plan genom sfirens centrum, och skér naturligtvis projektionsplanet i en linje. Att linjen
och parallellcirkelbilden har exakt en punkt gemensamt innebér tangering.



Figur 3: Projektion av latitudcirkel och sluttning D,, till planet som tangerar sfirens nordpol.

att man fran en godtycklig startpunkt s, med hogre latitud &n ¢, alltid kan g4 till en sddan
punkt som s,_, (som ligger rakt norr om malpunkten ¢) i ett &ndligt antal steg.

Den forsta delen kan inses med en enkel geometrisk konstruktion, som illustreras i figur 4.
Nér vi gar frédn s, _, lings D, _, till en punkt s,_,, bildar punkterna p, s,_,, ¢ en triangel
i planet dér vinkeln £ps, ,t dr intressant. For ett (for) kort steg langs D, _, &r triangeln
trubbvinklig; f6r ett (for) langt dr den spetsvinklig. Nar vinkeln ar riat utgor striackan s, _,t
ett stycke av D, _ ,ochvihart=s,€ D, _

1t

Sn—1

p Sn—2 t =3y

Figur 4: lustration i projektionsplanet av hur det alltid fran en punkt s, _, gar att nd en
punkt ¢ = s,, rakt séderut, genom att félja tva sluttningar.

For den andra delen, vars idé visas med ett exempel i figur 5, later vi ¢ beteckna vinkeln
mellan stralarna fran p till s, och till ¢. (Lat s,, istallet for s,_, beteckna en punkt pd samma
longitud som t.) Dela ¢ i n lika delar. Lat s,,, for varje i € [0 .. n — 1] vara punkten pa D,,
sd att £s;ps, ., = ¢/n. Betrakta de n ratvinkliga trianglarna som bildas av s;ps, ;. Om d, ar
avstandet mellan p och s;, har vi

d.
' = cos (f) <1.

dipy n
Genom att anvanda en kand olikhet for cosinus far vi
p? d;
1- o < cos(p/n) = i <1

Slutligen observerar vi att alla led i denna olikhet &r positiva f6r n > 3 (ty |¢| < 7). Detta
innebar att for n > 3 géller

2 n
(1 L4 ) < cos™(p/n) = Go <1.

2n2 .

|

Eftersom (1 — %)" = (1= -F)" — e~™/V2em/V2= 1 innebér detta att

d, — d,. Darmed ligger s,, for stora n ndrmre p dn vad ¢ gor, alltsa rakt norr om ¢. O

Korollarium 2. For givet p € S och e € E,, lat s,t € N, \ {p} vara tvd punkter som ligger
pa storcirkelsegmentet mellan p och e, sadana att 1(s) > I(t). Dd finns det ett r € N, \ {p}
sadant att r € D, ocht € D,.

Bevis. Da s ligger rakt norr om ¢ kan vi enligt beviset av lemma 5 ovan finna ett sidant
T, N



Figur 5: Hlustration i projektionsplanet av hur en punkt s; kan nas fran punkten s, i n =3
steg, déar s; har en latitud mellan den for s, och t.

4 Gleasons sats

Nu kan det egentliga beviset av Gleasons sats paborjas. Vi formulerar forst den allménna
satsen igen, och ger dirpa en formulering specifikt for R3. Dérefter bevisar vi den sistndmnda
formuleringen, for att sedan visa hur detta ger satsens giltighet i allm&nna Hilbertrum av
dimension minst 3. Slutligen ger vi i avsnitt 4.6 exempel pa en ramfunktion i R? som illustrerar
att satsen ar falsk i dimension tva. (Dér visar vi dessutom att den &r trivialt sann i R.)

4.1 Formulering av Gleasons sats i R?

Som beskrivet i avsnitt 2 kan Gleasons sats formuleras som pastdendet att begrdnsade
ramfunktioner, i allminna separabla Hilbertrum, av nédvindighet ar reguljara. Vi paminner
om denna formulering:

Sats 3 (Gleasons sats). Varje begrinsad ramfunktion f pa ett reellt eller komplext separabelt
Hilbertrum av dim(s€¢) > 3 dr reguljdr.

Enligt definition 3 innebér reguljaritet for en ramfunktion f pa S att denna kan skrivas
pé formen f(s) = (s, As), dir A dr en symmetrisk matris.!! Enligt spektralsatsen kan en
sddan matris diagonaliseras: skrivas som A = PTDP, (dir P ér en ortonormal matris med
A:s egenvektorer som kolonner, och D ar en diagonalmatris A:s egenvéirden (som &r reella)
lings diagonalen).

Eftersom P #r en basbytesmatris, innebér detta att f(s) = (s, As) = (s, PTDPs) =
(s',Ds'y, dar s’ &r s uttryckt i en lamplig bas, som vi betecknar (v, v,, v;).

Det storsta och det minsta egenvérdet till matrisen A (som definierar en kvadratisk form
genom (s, As)) ger formens supremum M respektive infimum m pa enhetssfiren. (Se appendix
A.3.) Om (z,y, z) betecknar koordinaterna for s i basen (vy,v,,v;), kan darfor f skrivas som

f(s) = Ma? + ay® + mz> (4.1)

dér o € [m, M] s att m + a+ M = w(f). Eftersom koordinaterna i kvadrat &r latituden med
avseende pa respektive basvektor (22 =1, (s), y? =1,,(s), 22 =1,,(s)), och varje latitud &r
en ramfunktion,'? si &r ocksd f en ramfunktion (enligt lemma 1 (i)).

Vi kan med denna motivering ge foljande formulering av Gleasons sats i R>:

M Egentligen en symmetrisk avbildning, som kan representeras av en symmetrisk matris. Vi identifierar for
enkelhets skull i detta stycke avbildningar med sina matriser och vektorer med sina representationer i given
bas.

12Detta bevisas i appendix A.1.



Sats 4 (Gleasons sats i R?). Ldt f vara en begrinsad ramfunktion i R? och definiera
M =sup f
S
m = inf f
S
a=w(f)—M-m
Da finns det en bas (v, v,,v3) sadan att
f(s) = (s, Ds) = Mz* + ay® + mz?

for alla s € S dar (z,y,z) dr koordinaterna for s med avseende pd basen (vy,v,,vs).

4.2 Bevis i R? for en speciell familj av ramfunktioner

I detta avsnitt formulerar och bevisar vi en begrdnsad version av Gleasons sats som géller for
en speciell familj av ramfunktioner. Vi paminner forst ldsaren om att E, betecknar sfirens
ekvator relativt p, och att N, betecknar sfirens norra halvklot relativt p. For en diskussion
om och formell definition av dessa begrepp, se avsnitt 3.2.

Proposition 1. En begrinsad ramfunktion i R3 som antar sina extremvdrden, samt ér
konstant pa ekvatorn relativt den punkt ddr den antar maximum, dr requljdr.

Bevis. Lat f vara en begransad ramfunktion som antar sitt maximum M pa nagon punkt
p € S, och som antar det konstanta virdet m pa E,.
Antag forst att m = M. Enligt (iv) i lemma 1 existerar det en punkt t € E, (¢t € S och
t 1 p) sddan att f(t) = infs f, vilket innebér att f(¢t) = M = infs f. D& f bade ar uppat och
nedat begrdnsad av M far vi
fls)=M, VselS,

och vi ser att f(s) = (s, MIs), dar I ar identitetsmatrisen.
Antag nu att m # M. Fran f bildar vi en normaliserad ramfunktion g, enligt

_ f(s)—m
g(s) = —
For g géller att

gle)=0=1infg(s) Ve€ E, och g(p)=1=supg(s),

seS ses

samt att w(g) = 1, eftersom g(p) + g(e,) + g(e,) = 1 {6r godtyckliga e,, e, € E,,.

Lat nu a,b € N, vara godtyckliga punkter sddana att I,(a) > [,(b). Enligt lemma 5 finns det
en foljid s, ...,s, dir s, = a, s, = b och det géller att s,,, € D,, for allai € {0,1,...,n—1}.
Upprepade anvindningar av korollarium 1 ger oss

9(50) > g(81) = -+ = g(s),
varfor vi kan dra slutsatsen
g(a) > g(b), Va,be N, :l,(a)>1,(b). (4.2)
Vi definierar nu, fér [ € [0, 1], latitudcirkeln L,:
L ={seN,:l,(s) =1}
Pa samma intervall definierar vi ocksa de tva funktionerna

g(l) = sup g(x), och g(I) = inf g(x).

el zel;
Av (4.2) far vi att g och g dr vixande, samt att

g(l) < g(l), Vil €[0,1):1, <1,. (4.3)

10



Vi pastar att g = g pa [0, 1], forutom i mojligen dndligt eller upprékneligt odndligt manga
punkter. For att visa detta later vi C' C [0,1] beteckna méngden av alla punkter dir g # g.
Notera att det faktum att g och g &r vixande, tillsammans med (4.3), implicerar att samtliga
intervall i {(g(c), g(c)) : ¢ € C} ar parvis disjunkta. Lat nu

Mn{cec:g(c)g(cpl}.

n

P& grund av det foregidende konstaterandet ar |M,,| < n. Detta visar att C, som kan skrivas
som

c={Jnm..

ar en uppraknelig union av dndliga méngder, och darfor sjalv ar dndlig eller uppréakneligt
odndlig.

Lat nu Iy, 15,15 € [0,1] \ C vara godtyckliga sadana att Zf’zl I, = 1. D4 existerar'® en ram
(vy,v5,05) 1 N, sadan att I,(v,) =1, i = 1,2, 3. Eftersom [, ¢ C ar g(l,) = g(l,), vilket innebér
att g ar konstant pa L, ,i = 1,2,3. Detta medfor att B

'

3 3 3
g =) gll) = g(v) =w(g) =1.

Detta, tillsammans med det faktum att C' antingen ar dndlig eller upprikneligt odndlig, gor
att g (sa vél som g) uppfyller villkoren for lemma 2, si att

g(l)y=g() =1, VIel[0,1]\C.

Vi visar nu att detta implicerar att C = (). Antag motsatsen, och tag godtyckligt ¢ € C.
Maéngden (g(c), g(c)) \ C ar icketom — i sjdlva verket dr den éveruppraknelig — varfor det finns
ett x € (g(c), g(c)) sddant att g(z) = g(x) = z, sa att

g(c) >z =g(x), och g(z)=x>g(c).

Beroende pé huruvida ¢ < z eller < ¢ s kommer en av olikheterna ovan motséiga (4.3), och
vi konstaterar att ¢ ¢ C; en klar motsigelse till vart antagande. Darmed géller det att C' = 0,
vilket leder oss till att

9(s) = g(,(s) =L, (s) = (5,p)*, (s € N,).

Egenskap (ii) i lemma 1 visar att resultatet i sjéilva verket géller {or alla s € S, och definitionen
av g ger oss till slut

f(s) =m

(s p)? = fls) = m+ (M = m) (s, (s€S).

Véljer vi q,r € E, sa att (p,q,r) dr en bas ser vi alltsa att

f(S) =m+ (M - m)(s,p>2 = M<S,p>2 + m(l - <S7p>2)
— M{s,p)? + m{{s,0)® + {s,7)%) = Ma? + my? + m22,

dar s = (z,y, z) med avseende pa (p,q,r). Om vi sitter

M 0
D=10 0
0

Y

0
m
0 m
ser vi att f(s) = (s, Ds), (s € S). O

13Ett bevis for detta aterfinns i appendix A.1
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4.3 Begrinsade ramfunktioner i R?® antar sina extremvirden
Proposition 2. En begrinsad ramfunktion antar sina extremuvdrden.
For att kunna bevisa denna proposition behdver vi féljande lemman:

Lemma 6. Om (f,)>° dr en funktionsfoljd fran S till godtyckligt slutet intervall av rella tal,
och I C S ar upprikneligt oindlig, sa finns det en delfoljd till (f,,)$° som konvergerar pa I.

Bevis. Lat I vara uppréikneligt odndlig. Vi kan utan att paverka allméngiltigheten anta att
I=1,2,.... Lat a,b € R vara godtyckliga med a < b, och lat (f,)$° vara en funktionsfoljd
i [a,b]. L&t F beteckna rummet av alla funktioner fran S till [a,d]. For godtycklig f € F
och i € I 1ater vi m,(f) beteckna koordinaten av funktion f i underrummet [a, b];. Eftersom
[a,b], ir kompakt kan vi finna en delféljd (f})> av (f,)° sadan att (m,(f1))> konvergerar i
[a,b],. P4 samma siitt kan vi fér k = 2,3, ... finna en delfdljd (f*)> av (f¥=1)> sadan att
(7 (£*))>° konvergerar i [a, b],.

Sétt nu (g,)%° = (fL, f2, f2,...). D& ir (g,)° en delfsljd till (f,)> som konvergerar pa
1. O

Lemma 7. Om (f,)° dar en foljd av ramfunktioner fran S till godtyckligt slutet intervall
av rella tal, som konvergerar pa en upprikneligt odndlig delmdngd I C S, sa finns det en
ramfunktion f sadan att
lim f,(i) = f(i), Viel.

Bevis. Lat I vara upprékneligt odndlig, 14t a,b € IR vara godtyckliga med a < b, och 14t (f,,)S°
vara en foljd av ramfunktioner i [a, b] som konvergerar pa I. Lat F' beteckna rummet av alla
funktioner fran S till [a,b], och lat F, C F vara delméngden av dessa som ar ramfunktioner.
Vi pastar att F, ar sluten i F.

For att se detta, 14t g € F'\ F, vara godtycklig. D4 finns det tvd ramar (v,,v,,v3) och
(v4, v5,v,) sddana att

Betrakta den 6ppna méangden

Bass ={f € F:max(|f(v,) —g(v,)|) < A/6,i=1,2,...6}.
For godtycklig h € B, sitter vi §, = h(v,) — g(v;), for i = 1,2,...,6, sa att |0,] < A/6. Vi
far

3

Z(g(vi) + 0, = 9(viys) = 0iys)

i=1

3

Z(éwra - 6l)

i=1

>

3
E:M@J—hwﬁgﬁ_

i=1

3

Z(éwra - 6l)

i=1

=A-— >A-A=0,

3
Z(Q(Ui) - g(”ws))‘ -

=1

s& att h € F'\ F,, vilket betyder att '\ F, ir 6ppen. D& &r komplementet (F \ F,)¢ = F.,
slutet.

Eftersom F' &r en produkt av kompakta rum &r den kompakt, enligt Tychonoffs sats
[10], varfor dven F,., som sluten delméngd, &r kompakt. Antag nu att det inte finns nagon
ramfunktion f sadan att f,(i) — f(¢) pa I. Till varjei € I och n =1,2,... bildar vi

Mm:{feF:V@}—Mnﬁ@w>1},

n— oo n

sé att J,., oo, U, ar en oppen Gvertdckning av F,. Eftersom F, ar kompakt kan vi till
denna 6vertickning finna en dndlig delévertidckning. Da géller det for nagot N < oo och nagon
dndlig delméngd J C I att
N
Uuu..

jeJ n=1

12



dr en Oppen Overtdckning av F,.. Explicit betyder detta att det, for alla j € J, inte existerar
ndgon ramfunktion f € F, sddan att |f(j) — lim, . f.(j)| < &, vilket motséger att (f, )%
konvergerar pa I. |

Nu har vi det som behovs for att kunna visa proposition 2.

Bevis av proposition 2. Lat f vara en begrédnsad ramfunktion, och sitt M = sup, g f(s),
samt m = inf,.5 f(s). Vi antar att f ej &r kontinuerlig, eftersom satsen annars ar trivialt
sann, da S ar kompakt. Lat (p,)>° vara en f6ljd i S sddan att

lim f(p,) = M.
Eftersom S &ar kompakt kan vi anta att p, — p fér nagon p € S. Vi kan dessutom utan
problem exkludera eventuella punkter i féljden som ligger pa sédra halvklotet relativt p, och
kan darfor anta att (p,)>° ar en {6ljd pa N,.
Vi &mnar nu att utifrdn f bilda en f6ljd av ramfunktioner som godtyckligt vil approximerar
en ramfunktion som antar supremum i punkten p. Med detta i atanke later vie € E, bestdmmas
godtyckligt. For varje fixt n > 1 definierar vi p,, : S — S som rotationen av S sddan att

pn(p) =p., och p,(c,)=p,

dér ¢, ar den punkt i storcirkelsegmentet mellan p och e sidan att (c,,p) = (p.,p). Ett
exempel pa en sadan rotation, betraktad som en sammanséttning av tva rotationer, illustreras
i tva steg i figur 6 nedan.

Figur 6: Hlustration av rotationen p, = p,(p,). Rotationen p, tar p till p,, medan rotationen
P, tar ¢, till p. De ljusgra punkterna, samt den ljusgra linjen, &r projektioner pa ekvatorplanet.

Vi definierar nu f,(s) = f(p.s),(n = 1,2,...). Lat p : S — S beteckna rotationen av
sfaren ett kvarts varv moturs kring p, och séatt

G.(8) = f.(s)+ fu(Ps), (n=1,2,...).
Vi noterar foljande tre egenskaper for varje g,,:
1. g, &r konstant pa E,.
2. sup, ¢ g.(s) <2M.
3. inf,c5 g.(s) > 2m.

(1): Detta foljer direkt fran lemma 4.
(2), (3): Dessa foljer direkt fran att sup__q f(s) = M respektive att inf .5 f(s) = m.

Nu definierar vi médngderna C, pC C S enligt
C={c,:n=1,2,...}, och pC:={pc,:n=12,...}.
Observera att C innehéller punkter godtyckligt ndra p, da rotationer bevarar avstand pa S:

||c‘n _p” = ”pncn - pnp” = ”p _pn” —+0dan— oo
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Eftersom C'UpC U {p} ér upprékneligt oéndlig kan vi enligt lemma 6 finna en delfoljd (f,, );
som konvergerar pa CUpC' U {p}. Enligt lemma 7 kan vi finna en ramfunktion g, : S — [m, M]
sadan att

lim ., (¢) = g,(c), VeeCUpCU{p}.

Definiera nu ramfunktionen
9(s) = g.(s) + g.(Ps).
Da géller, for alla ¢ € C,

lim g, (c) = lim (£, (c) + ., (Bc)) = g.(c) + g.(be) = g(c).
Vi skall nu visa f6ljande egenskaper {or g:
1. g(p) = 2M.

2. g ar konstant pa E,.
(1): Vi har att

9(p) = 29,(p) = 2 lim f, (p) = 2 lim f(p,, p) =2 lim f(p., )= 2M.

(2): Detta &r, som tidigare, en direkt konsekvens av lemma 4.

I och med dessa tva egenskaper uppfyller g hypotesen i proposition 1, och ar déarfor
kontinuerlig.

Lat € > 0 vara godtyckligt. Pa grund av att C' innehaller punkter godtyckligt nira p, av
att g(p) = 2M, och av att g dr kontinuerlig, kan vi finna en punkt ¢ € C sadan att

g(c) >2M — ¢
vi fixerar ett sddant c. For tillrackligt stora n far vi

llew = pll < lle=pl,

sé att I(c,) > I(c). Detta i samband med att ¢, och ¢ ligger i storcirkelsegmentet mellan p
och e medfor enligt korollarium 2 att vi kan finna r € N, sddant att

rebD och ce D,.

cn?

Vidare, for n =1,2,... ger oss olikheten sup,_, g, (s) < 2M att

0 >supg,(s) —2M = g,(p) > supg,(s) — 2M + g.(p)

s€S s€S

= g.(p) > supg,(s) —2M +g,.(p) — ¢

seS

= g.(p) > supg,.(s) — 0.,

s€S

dar 4, = 2M — g, (p) + €. Vi anvénder nu lemma 3 och ser att

gn(cn) > gn(r) - 571’ och gn(r) > gn(c) - 5717

sa att
gn(c,) + 06, > g.(r) > g.(c) — 3, = g.(c.) > g.(c) —26,.
Eftersom
gn(ca) = f(pucy) + flpnuben) < f(p) + M,
och lim,, ,_ d, = € far vi

f(p)+ M >liminfg, (c,)> lim (g, (c) —26,,) = g(c) — 2 > 2M — 3¢,
sd att f(p) = M, eftersom e kan goras godtyckligt litet. Detta innebér ocksa att funktionen

—f antar maximum —m, si att f antar minimum m. Enligt (iv) i lemma 1 géller da
f(e) =inf,cs f(s) = m, for ndgot e € E,. O
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4.4 Bevisi R?

Vi vill nu visa att proposition 1 och proposition 2 ovan tillsammans implicerar Gleasons sats
som den ar formulerad i avsnitt 4.1.

Lat f vara en begridnsad ramfunktion. Enligt proposition 2 antar f sina extremvérden,
som vi kallar M och m. Lat (p,q,r) vara en hogerorienterad ram sd att: supg f = f(p) =
M; infs f=f(r)=m; f(¢g) =a (M >a>m). (Enligt (iv) i lemma 1 finns ldmpliga p och
r. Déarefter kan vi vélja ¢ sd att vi far hogerorientering.)

Lat nu (z,y, z) beteckna koordinaterna for s € S i basen (p, ¢, ), och 1at g vara funktionen:

g(s) = Mz? + ay® + mz? = Ml,(s) + al,(s) +mi,(s). (4.4)

Eftersom g &r en linjirkombination av ramfunktioner dr ocksa g en ramfunktion. (Det
verifieras enkelt att w(g) = M + a +m.) Om vi visar att f = g, s& har vi bevisat Gleasons
sats i IR3 s& som den dr formulerad i sats 4.

Lemma 8. Ldt ramfunktionerna f och g, basen (p,q,r) och koordinaterna (x,y,z) vara
definierade enligt ovan. Pa de sex storcirklarna S; € S (i =1,...,6) som definieras av x = +y,
x = +z respektive y = +z, gdller da f = g.

Bevis. Lat p, 7 beteckna transformationerna som roterar rummet 90° positiv led runt respek-
tive axel. Betrakta sedan funktionen f(s) + f(ps). Enligt lemma 4 &r denna konstant o + m
pa E,. Den antar sitt maximum 2M fér s = p. Detsamma géller {6r g(s) + g(ps). Ddarmed har
vi enligt sats 1:

f(ps) + f(s) = g(ps) + g(s)

=m+ (M —m)z> (4.5)

Genom att betrakta —f och —g, som antar sina suprema —m i r, ser vi dven:

f(?s)+ f(s) = g(Ps) + g(s)). (4.6)

Lat nu s, € S, for i = 1,...,6 beteckna godtyckliga punkter pa respektive storcirklar.
Vi definierar sex transformationer i = 1,...,6 sa att transformation i avbildar s, € S, pa
—s,. Likheterna verifieras genom att anvinda p(x,y, z) = (z, —z,y) och #(z,y, 2) = (—y, x, 2)
enligt den forsta raden:

ppr(x, x, z) = pp(—x, 2, 2) = p(—x, —z,2) = (—x, —x,—2) = —8;
Fpp(s;) = —s,
fﬁﬁﬁf(%) = —383
Pro(sa) = —s. (4.7)
PrP(ss) = —$s
PPP(se) = —ss

Nu kan de sex likheterna f(s;) = g(s;) visas. Vi exemplifierar med f(s,) = g(s,). Likhet-
erna nedan foljer i ordning ur ekvation 4.6, 4.5 och 4.6 med s = #ps,, s = ps, respektive
s =8,

f(DPpss) + f(7pss) = g(pFpss) + g(Ppss) (1]
f(7pss) + f(Pss) = g(FPss) + g(psa) [2]
f(Bsa) + f(s1) = g(Dsa) + g(s4) [3]

A

Den ledvisa summan [1] — [2] 4 [3] med anvédndande av (4.7) ger:

f(=84) + f(53) = 9(=s.) + 9(s4)

Egenskap (ii) i lemma 1 ger den 6nskade likheten f(s,) = g(s4). De 6vriga fem likheterna
visas analogt.'4 O

MAtt visa f(s3) = g(ss) krdver ett motsvarande system av fem ekvationer, dir den andra och fjirde
subtraheras fran summan av de tre 6vriga.
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Bilda h = f — g. Eftersom ramfunktionerna utgor ett vektorrum (enligt (i) i lemma 1)
ar h en ramfunktion. Enligt lemmat ovan &r h noll pa de sex storcirklarna S;. Speciellt ar
h(p) = h(q) = h(r) = 0, vilket innebér w(h) = 0. Beviset slutfors genom att visa h = 0. Detta
uppnas genom att med M’ :=sup,h och m’ =infgh forst visa M’ + m’ = 0 och darefter
M = 0.

Det finns en ram (p',q¢’,7’) sd att h(p’) = M’; h(r') = m/, enligt proposition 2 och
lemma 1 (iv). Véilj ¢ s att ramen &r hogerorienterad, och 1at h(q') = o'. Eftersom w(h) = 0
ar M’ +m' + o = 0. Fran lemma 4 foljer att o ar maximivirdet av h pa storcirkeln
ortogonal mot p’ (dvs E,/).'> Eftersom S, korsar E, i minst tv4 punkter, och h(S,) = 0, foljer
suph(E, ) = o' > 0. Av lemma 1 (iii) f6ljer ocksd att o’ &r minimivirdet av h pa storcirkeln
ortogonal mot 7/. Aven denna skéirs av S, i minst tva punkter, varfor pd samma sitt o/ < 0.
Det ger oss @’ = 0 och darmed M’ +m’ = 0.

Lat (2,4, 2’) vara koordinaterna for s’ € S i basen (p’,¢’,7’), och lat s/ € S/ (i =1, ...,6)
vara godtyckliga punkter pa de sex respektive storcirklarna som definieras av =’ = &v/,
' = +2' och y/ = +2’. Enligt lemma 8 kan h i denna bas, pa dessa cirklar, skrivas h(s’) =
M'z"? + a'y'? +m'2"%. Med insatta viirden for o’ och M’ enligt ovan fis h(s]) = M’(x'? — 2'?).
Detta giller speciellt pa storcirkeln S, dar punkterna s, har formen (z/, ', 2"). Vi har alltsa:

h(z' 2, 2) = M' (2 — 2'%) (4.8)

Om M’ # 0 ar uttrycket ovan noll i exakt fyra punkter. Vi kan darmed visa M’ = 0 genom
att visa att h(z’,2’,2’) har minst fem nollstillen. Detta gor vi genom att visa att storcirkeln
S7 maste skdra de sex storcirklarna S;, dar h = 0, i sex olika punkter (eller ssmmanfalla med
nagon av dem). Vi delar upp méjligheterna i tre olika fall (det allménna fall 1 illustreras i
figur 7), efter foljande observation:

Av storcirklarna S; (dar x = +y, © = £z, y = +2) gar S,, S5, S5, och inga andra, genom
punkterna (x,z,x) och (—z, —z, —x). Mark ocksa att eftersom (x,z,z) och (—z, —z, —x) ar
antipoder (motsatta punkter pd sfiren) gar varje storcirkel antingen genom bada punkterna
eller genom ingendera.

(1’, Y, Z) =
(z,z,x)

Figur 7: I det allménna fallet skir storcirkeln S storcirklarna S;, S; och S; i sex punkter.

Fall 1: Storcirkeln S] gir inte genom punkterna (x,x,z) och (—z, —z, —z). D4 skar 5!
storcirklarna S;,S; och S; i sex olika punkter, vilket innebér sex nollstéllen for h(x’, 2’, 2’).

Fall 2: S! gir genom punkterna (z,z,x) och (—z, —z, —x), vilket innebér tva nollstéllen
for h pa S!. Storcirklarna S, och S, har de tva gemensamma punkterna (z, —z, —x) och
(—x,x,2). Antag att S! inte gir igenom dessa punkter. D& skir S cirklarna S, och S, i fyra
punkter. Eftersom de forsta tva nollstéllena inte ligger pa S, eller .S, innebér detta totalt sex
nollstéllen for h pa S7.

15Detta inses som féljer: Lemma 4 innebér att max h(s) pa E,/ antas for det s d& h(p's) &r som minst.
Eftersom ¢’ € E,» och h(§'q') = h(r') = infs h féljer att max h pa E &r h(q') = o'
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Fall 3: S! gar genom de fyra punkterna (z,x, ), (—z, —x, —x), (¢, —x, —x) och (—x, z,x).
Det finns emellertid endast en storcirkel som gar genom dessa fyra punkter. Genom att
betrakta koordinaterna ser vi att denna cirkel skrivs y = 2 i (p, ¢, 7)-systemet. Cirkeln S/
sammanfaller alltsa med Sy, pa vilken vi vet att h ar identiskt noll. Satsen ar bevisad.

4.5 Gleasons sats for Hilbertrum av hogre dimensioner

Vi ska nu motivera att det ricker att visa Gleasons sats for R? for att den skall gilla for alla
Hilbertrum av dimension minst tre. Vi kallar detta for en reduktion till R® och den kommer
att utforas i fyra steg:

Steg 1: Definition av Hilbertrum och viktiga egenskaper for ramfunktioner pa Hilbertrum.
Steg 2: Regularitet for ramfunktioner pa tvadimensionella komplexa Hilbertrum.

Steg 3: Regularitet for ramfunktioner pa Hilbertrum av dimension minst 3.

Steg 4: Overgang fran R? till godtyckligt Hilbertrum av dimension minst 3.

Vi har valt att {6lja bevisgdngen som Gleason anvénder i sitt originalbevis [6]. Detta
eftersom Gleasons bevisning direkt &r kopplad till ramfunktioner.

Steg 1:

Definition 4. FEtt linjdrt vektorrum V' éver en kropp D kallas for ett Hilbertrum om det dr
fullstindigt och det finns en linjdar inre produkt (-,-) : V. x V +— D som for alla x,y,z € V
uppfyller

(i) {ax, By) = af (z,y) (iii) (x,x) >

(i) (x+y.2) = (@.2) +{.2) x‘r
(r,y+ 2) = (z,y) + (, 2) (iv) (z,y)

0 och (x,z) =0 omm xz =0
(y, )
dir B och (y, ) stir for komplezkonjugatet av B respektive (y,z) i de fall di D = C. Vi siger
att Hilbertrummet ar reellt om ID = R och komplext om D = C.

Definition 5. Om & dr ett reellt linjart underrum till ett komplext Hilbertrum €, da sdger
vi att A ar fullstindigt reellt om den inre produkten enbart antar reella vdarden pa J x & .

Om 7 i definition 5 dessutom &r slutet s& ar det dven ett reellt Hilbertrum med avseende
pa samma inre produkt eftersom slutenheten medfor fullstandighet med den inducerade
normen. Notera att varje andligt dimensionellt underrum till ett Hilbertrum &r slutet. Vidare
galler det att restriktionen av en ramfunktion f till J# ocksd dr en ramfunktion f|, (om &n
med annan vikt) eftersom en ortonormal bas for J# kan utvidgas till en bas for hela JZ.

Lemma 9. Lat 57 vara ett reellt Hilbertrum. Om [ dar en begransad reguljar ramfunktion sa
gdller att
[f(z) = fy)l <2M|lz —yl, Vz,yeH

Bevis. Eftersom f ar begransad och reguljar enligt antagande sé finns det en reell positiv
konstant M < oo sddan att sup |f(x)| = sup | (z, Tx)| < M for ndgon begriansad symmetrisk
linjar operator T'. For T géller det att | T|| = sup || Tz|| < M for alla z € 5 med ||z|| = 1.

Tag nu tva enhetsvektorer z,y i 5. Da kan vi anvinda att den inre produkten i ett
reellt Hilbertrum &r symmetrisk tillsammans med att operatorn T dr symmetrisk sa att
(y, Tx) = (x, Ty) och vi far att

(r+y, T(x—vy)) = (&, Te) = (2, Ty) + {y, Tz) — (y, Ty) = f(z) = f(y).
Med detta resultat och upprepad anviandning av Cauchy-Schwartz olikhet fas att
[f@) = fW)] =[{x+y,T(@-y)| <|Tlllz+yllz—yll < 2M|z —y|
for nagra enhetsvektorer x,y € 2. O

Féljande lemma ger en egenskap hos reguljara ramfunktioner som kommer att vara mycket
anvandbar i bevisningen framéver.
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Lemma 10. Antag att f dar en reguljar ramfunktion for ett reellt eller komplext Hilbertrum
S och ldt X vara en komplex eller reell skalar med |A\| = 1. Da dar f(\z) = f(x).

Bevis. Lemmat foljer direkt ur egenskaperna for inre produkter pa reella och komplexa
Hilbertrum och det faktum att f ar reguljar. Detaljerna lamnas at lasaren. O

Steg 2:

Lemma 11. Lat f vara en begrinsad ramfunktion pa ett tvadimensionellt komplext Hilbertrum
FC och antag att restriktionen av f till varje fullstindigt reellt underrum till 7€ dr reguljar.
Da ar f reguljir pa hela 2.

Bevis. Borja med att definiera M := sup f(v), v € . Eftersom enhetssfiren utgor en
kompakt méngd av enhetsvektorer finns det enligt Bolzano-Weierstrass sats en konvergent
delfoljd av enhetsvektorer x, som kan arrangeras sa att x, — x och f(z,) = M da n — oo.

Konstruera nu \,, = Iéiﬁ;\ sddan att A, dr en komplex skalir med |\,| = 1. D4 har vi
att A\, — 1 ndr n — oo sd att \,x, — x. Vidare ar det latt att kontrollera att A\, x, ocksa &ar

en enhetsvektor i .2 och att den inre produkten (A, z,,z) &r reell eftersom

Ly L) = T,,T :M T,,T :m
s ) = 2 (0 T) = T o P = Ty R

Enligt definition 5 medfor detta att A,z, och x spanner ett fullstindigt reellt underrum
J, till A for varje n. Enligt antagandet i lemmat vet vi darfor att f ar reguljir pa alla
,. Vidare kan vi ocksd definiera M, := sup |f(v)|, v € J, {6r ndgon positiv reell konstant
M, < o0 i K, eftersom f ar begrinsad.

Nu kan vi med hjilp av triangelolikheten samt lemma 9 och 10 skriva

[f(@) = M| = |(f(z) = f(A2.)) + (f(A2,) = M)| <
< |f(z) = f(Auz,) (z,) = M| <2M, ||z — Az, || + | f(x,) — M| VneN,

fran vilket vi ser att f(x) = M eftersom 2M,, ||z — A\, z,. | + | f(z,) — M| — 0 d&d n — oo.
Vi fortsdtter genom att definiera en hjilpfunktion F' pa 5 enligt

Flv) = {|’U|| (e ) omwv #0, veEH
F(0)=0

som &r en kvadratisk form pa varje fullstdndigt reellt underrum till 7 pa grund av regulari-
tetsegenskapen hos f pa dessa. Genom att aterigen anvdnda lemma 10 inses ocksa att F' har
egenskapen att F(\v) = |A\|?F(v) for alla vektorer v € # och skalirer A (18t u = A/|)\| s
att |u| = 1). Vi ska nu visa att F' ar en kvadratisk form pé hela 2.

Lat W vara vikten av f i 2 och lat y vara en enhetsvektor i 47 som &r ortogonal mot
enhetsvektorn z sddan att f(x) = M. Eftersom z och y utgor en ram i 5 och dim(5#) = 2
giller att F(y) = f(y) = W — f(z) = W — M. Det géller ocksa att x,y spanner ett fullstindigt
reellt underrum till 52 sa vi vet att F' ar en kvadratisk form pa (z, y)-underrummet. Dessutom
vet vi att F' antar sitt storsta viarde pa enhetscirkeln i x eftersom vi arrangerat det sa att f
antar sitt maximum dar. Detta ger oss att F' representeras av en diagonalmatris i xy-basen

s& att
F(v) = F(ax + By) = o*F(x) + B*F(y) = o*M + B(W — M)

for alla vektorer v i (z,y)-underrummet eftersom varje v déar kan skrivas som en linjarkombi-
nation av x och y med reella koefficienter a, (3.

Vi ska nu visa att utvidgningen av detta resultat till hela # ar sann. Borja med att
notera att varje vektor i  kan skrivas som en linjairkombination av samma enhetsvektorer x
och y men med komplexa koefficienter, det vill sdga v € 7 — v = Az + py, A\, u € C. Vidare

kan vi konstruera en vektor y' = ‘”"/\‘y Det &r latt att kontrollera att ||y’|| = 1 och (y/,x) =0,
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2
séledes #r dven 3’ en enhetsvektor ortogonal mot . Eftersom F(A\v) = |\|>F(v) och ’I—;“‘ =1

for alla skaldrer A kan vi skriva

Al

F(”):R' )

2F(/\x+uy):F<

(Az + uy)> = F([Nz + |uly') = [NPM + [p*(W — M)

dér vi i den sista likheten anvant att F(y') maste vara lika med F'(y) eftersom vikten for f ar
konstant for alla ramar i 2.

Detta visar att F' dr en kvadratisk form for alla vektorer v € .7 och siledes kan skrivas
som F(v) = (v, Tv) dir T &r en hermitesk linjir operator som relativt xy-basen representeras
av diagonalmatrisen

M 0
0 W-M|"
Till sist anvinder vi att F'(z) = f(x) for alla enhetsvektorer x € 5 sa att f(z) = (z, Tz)
vilket visar att f &r reguljar pa hela 2. O

Steg 3:

Lemma 12. Antag att f ar en begrinsad ramfunktion for ett reellt eller komplext Hilbertrum
JC och antag att restriktionen av f till varje tvadimensionellt underrum till 7€ dr reguljdar.
Da ar f reguljir pa €.

Beuvis. 1 detta bevis anvinds en metod som técker bade det reella och komplexa fallet samtidigt.
P& alla stéllen dar komplexkonjugat forekommer fas det reella fallet automatiskt i och med
att komplexkonjugatet av ett reellt tal ar talet sjalvt. Samma géller for fallen dér realdelen
anvands.

Borja med att definiera en hjdlpfunktion F' pa samma sétt som i foregaende lemma;:

Flo) = {||v|2f (W) omv £0, ve A

0 omv=0

Enligt antagande ar f reguljir pa varje tvadimensionellt underrum till 7 sa att restrik-
tionen av F' till dessa ér en kvadratisk form. En kvadratisk form &r i sig restriktionen av en
symmetrisk bilinjér eller hermitesk form B(z,y) till B(z,x) i det reella respektive komplexa
fallet. Alltsa finns det en symmetrisk bilinjar eller hermitesk form A, pa varje tvadimensionellt
underrum 7 till 7 sadan att

F(z) = A, (z,z) for alla x € .

For varje par av vektorer i x,y € S dir y # Az for ndgon skaldr A\ sé finns det ett
tvadimensionellt underrum till 7 som innehaller bade = och y. Om diremot y = Ax sa ar
A (2,y) = A, (2, \x) = MNA,(2,7) = M\F () vilket ir oberoende av valet av underrum. Detta
gbr att vi kan definiera en form A enligt

A(z,y) = A (z,y)omzx €Em, y €T

som ar definierad pa hela 7 x 7.

Vi vill nu visa att formen A &r en symmetrisk bilinjar eller hermitesk form pa 7 x J¢ for
att sedan kunna anvéinda en liknande metod som i foregaende lemma for att visa att detta
implicerar att f ar reguljir pa hela J2.

Som noterades ovan tillhor varje par av vektorer i 77 antingen ett tvadimensionellt eller
endimensionellt underrum dir det senare fallet innebar att A, (z,y) = AF(x) oberoende av
valet av underrum. Saledes kan vi anvéinda egenskaperna for formerna A, for att harleda
foljande egenskaper for formen A for alla vektorer z,y € 5 och skaldrer «, 5 € C eller R:

(1) Aoz, By) = aBA(z,y) (3) 4Re A(z,y) = F(z +y) — F(z —y)
(2) A(z,y) = Ay, ») (4) 2F(2)+2F(y) = F(z+y)+ F(z—y)

19



Genom att byta ut z och y mot iz och iy i (3), fas dven
(3) 4Im A(x,y) = F(ix +iy) — F(iz — iy)
Anvéndning av (3) och (4) ger nu
8ReA(x,y) + 8Re A(x,y) =2F(x 4+ 2) —2F(x — 2) + 2F (y + 2) — 2F (y — 2)
=Fla+y+22)+Fla—y)—Flz+y—2z2)— F(z—y)
=4ReA(z +y,22) =8Re A(x + vy, 2)

varav vi ser att

ReA(z,2) + Re A(y, z) = Re A(x + y, 2). (4.9)
Och pa samma satt men med (3') och (4) fis att

Im A(x, 2) + Im Ay, 2) = Im A(x + y, 2). (4.10)
Addition av ekvation (4.9) och (4.10) ger d&
Az, 2) + Ay, 2) = Az +y, 2) (4.11)

och ekvation (4.11) tillsammans egenskap (1) och (2) visar att A &r en symmetrisk bilinjar
eller hermitesk form pa hela 7 x 2.

Eftersom 27 i detta lemma kan vara odndligdimensionellt maste vi &ven visa att A ar
begriansad for att det skall finnas en symmetrisk eller Hermitesk linjér operator 7' sa att
A = (x,Ty). Att visa att A dr begrinsad 4r detsamma som att visa att det finns en konstant
C < oo sddan att |[A(z,y)| < C|lz|||ly| for alla z,y € 2.

Inledningsvis noterar vi att |A|C||z||||ly|| = C|lz||||ly|l om |A| = 1. Sdledes kan ett smart val
av A goras sd att A(Az,y) € R och

1Az, y)| = 4A[Ae,y)| = 4ReA(\z, ) = Fha +y) — F(a — y)

AT 4y AT —y
_ 2p( ATTY ) 2 < 2 2
Az +y|*f <|/\x+y> Az —y|*f (|/\x_y|> < M([Az +ylI” = Az — ylI?)

= 2M((Az,y) + (y, Ar)) < 4M | Xe|lyll = 4M || |[[y]]

dér vi anvént att f ar begrdnsad och att M := sup f(x). Alltsd 4r A begriansad och enligt
Riesz representationssats for Hilbertrum finns det da en begrénsad hermitesk eller symmetrisk
operator T s att representationen av A i 2 ar A(z,y) = (x,Ty) med avseende pa den inre
produkten i 7.

P4 samma sétt som i foregiende lemma far vi nu att f(x) = F(z) = A(x, z) = (x, Tx) for
alla enhetsvektorer i 7. Och dérmed har vi visat att f &r reguljar pa hela 2. O

Steg 4:

Sats 5 (Gleasons sats). Varje begransad ramfunktion pd ett reellt eller komplext Hilbertrum
med dim(J%) > 3 dr reguljar.

Bevis. Gleasons sats for R? formulerades formellt i avsnitt 4.1 och i kort séger den att varje
begrinsad ramfunktion i R? &r reguljir. Detta &r all information vi behéver for vart radande
bevis.

Vi paminner oss om att en ramfunktion for ett Hilbertrum blir en ramfunktion genom
restriktion till ett fullstdndigt reellt underrum. Vidare géller det att varje tvadimensionellt
fullstdndigt reellt underrum till ett Hilbertrum 2 med dim(s#) > 3 kan baddas in i ett
fullsténdigt reellt tredimensionellt underrum, lat oss kalla det % .

Denna egenskap dr mycket anvindbar eftersom # #r isomorft med R? (observera att
R3 ocksd utgér ett Hilbertrum tillsammans med en vildefinierad inre produkt). Det vill
siiga, det finns en bijektiv linjir avbildning ¢ : # + R? siddan att den inre produkten
bevaras: (z,y) = (¢(z), ¢(y)) for alla z,y € # . Alltsa giller Gleasons sats for R? dven i ¢
och eftersom varje tvadimensionellt fullstdndigt reellt underrum till 5 kan baddas in i &
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samt tack vare restriktionsegenskapen for ramfunktioner sé visar detta att varje begransad
ramfunktion f &r reguljar pa varje tvadimensionellt fullstdndigt reellt underrum till J#.

Nu kan vi anvinda lemma 11 pa varje tvadimensionellt komplext underrum till J# vilket
visar att varje f enligt ovan dr reguljar pa alla tvadimensionella underrum till J#. Detta
medfor att dessa ramfunktioner f &ven uppfyller hypotesen i lemma 12 vilket visar att varje
begransad ramfunktion pa .7 ar reguljér. O

4.6 Gleasons sats i R och R?

Som tidigare nimnts dr Gleasons sats trivialt sann i IR, men falsk i R2. For fallet R noterar
vi att SO = {—1,1}, och tack vare (ii) i lemma 1 giller att f(1) = f(—1). Vi kan allts& skriva

f(@) = (2, f(D2) = f(1)2? for © € {~1,1}.

For att visa att Gleasons sats inte géller i R? studerar vi funktionerna {cosnf} for n € Z*.
Notera forst att alla vektorer € R? med norm 1 kan skrivas som funktion av vinkeln @ fran
nagon av koordinataxlarna, vilket gor att vi kan skriva

f(z) = f(cosf,sinb),0 € [0,27),

for alla ramfunktioner f : S — R. Vi kan &dven skriva alla par av ortonormala vektorer i
R? som {(cos®,sin@),(cos( + 7/2),sin(0 + m/2))} for ndgot 6 € [0,27). Lat oss nu studera
funktionerna pa formen

f(cosB,sin @) = cosnd =: h(6),0 € [0,27),n € Z".
For att h ska vara en ramfunktion méaste vi ha att
h(0) + h(0+7/2) =¢, VO €[0,2m),
eller ekvivalent formulerat att
cosnf + cos (n@ + %) =c, VO€l0,2n).
Med hjap av trigonometriska identiteter far vi att
cosnf + cos nf cos %T — sinnfsin n%r =c¢, VOel0,2m).

For att forenkla denna ekvation tar vi n sddant att cos 5+ = —1, det vill siga sddant att

M= (2k+1)m & n=22k+1) for k € Z". Genom detta val av n och férenklingar far vi nu
att
h(8) + h(6 4+ 7/2) =0,

for alla 6 € [0,27), det vill siga h &r en ramfunktion for dessa n med vikt noll. Vi vill alltsa
studera
h(0) = cos (29(% + 1)>,k AR

Antag nu att vi kan skriva
h(0) = (u, Au), V0 € [0,2n),
for ndgon symmetrisk matris A € R?*? och déir u = (cos @, sin ). Detta ger att

1 20
cos (20(2k + 1)) = (u, Au) = i(a11 + ag) + (ay; — aQQ)% + a,, sin 26,

maéste galla for alla 6 € [0, 27) och vi vill nu vélja a,;, a;, och a,, sddant att det giller. Genom
att lata 6 anta vardena {0,7/4,7/2} far vi att a;; = 1,a:, = 0 och a,, = —1. Detta ger da

(u, Au) = cos 20 = cos20(2k + 1),
men detta géller endast for £ = 0. Vi kan alltsa dra slutsatsen att
PA € R¥?: f(u) = (u, Au), VE #0,

och vi kan dérmed ocksa dra slutsatsen att Gleasons sats inte géller i tva dimensioner.
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A Ovriga bevis och berikningar

A.1 Latituder och ramar

Sats 6. Om (v;,v,,v;) dr en ram i N, for given p € S, sd gdller

3
D i) =1.

Vidare, om 1,,1,,1l; € [0,1] sddana att Zil l; =1 sd finns det en ram (vy,vy,v3) @ N, sadan
att l(v,) =1,,i=1,2,3.

Bevis. Lat p € S vara godtycklig. Antag att (v,, v,, v5) &r en ram. Den utgér di en ortogonalbas

i R3, och vi kan skriva
3
p=> (v,pp.
i=1

Da ||pl| = ||vill = ||v=]| = ||vs|| = 1 far vi med hjilp av Pythagoras sats
3 2 3 3
L= [lpll” = | > _tvopdof| =3 (o) Plo® = 3 (v, p)*.
i=1 i=1 i=1

Per definition géller (v,,p)? = I(v,), s& att

3
Zl(vi) =1

For andra delen av satsen, antag att l,,l,,1; € [0,1] &r valda siddana att Zil [, =1. Om
[, = 1 for nagot i € {1,2,3} sa kan vi vilja v, = p och v,,v; € E, sddana att v, L vs;, och
beviset ar klart.
Antag att [, € [0,1),7 = 1,2,3. Lat oss forst valja godtycklig v, € N, sddan att I(v,) = I;.
Betrakta vektorn v;-, ortogonal mot v,, som erhélles genom att rotera v, ett kvarts varv mot
p. Vi far

I(v}) = cos? (v, p) = cos®(A(vy, p) — m/2) = sin? O(v,, p),
dér 0(a, b) betecknar den minsta vinkeln mellan a och b. Eftersom cos? §(v,, p) +sin? 8(v,,p) =
1, far vi

I(vh) =1—cos? (v, p) =1 —I(v,).

Genom att rotera v~ runt v, kan vi alltsd nd punkter pa alla latituder [ sidana att [ < 1—1I(v,).
Eftersom [, = 1—1, —l; < 1—1(v,) kan vi da finna en vektor v, sidan att v, L v, och l(v,) = I,.
Vi later nu antingen v, = v, X v, eller v, = —v, X v,; valet gors sa att vy, € N,. Eftersom
(vy,v,,05) dr en ram ger da forsta delen av beviset att

> i) =1

3
i=1

Vi far da
o) =1—=1l(v,) = l(vs) =1=1, — I, = ;.
O

Lemma 13. For givet p € S och varje s € N, \ p finns det en unik vektor s* € N, som dr
den nordligaste (med mazimal latitud 1) vektorn pa N, som ocksd dr ortogonal mot s.

Bevis. Lat v, == s, v, := s+, v, == tv, X v, s& att (vy,v,,v;) &r en ram pa N,,.

Eftersom [(v,) + I(v,) + I(vs) = 1 och v, &r fix, innebér ett maximerande av I(v,) ett
minimerande av I(v,), som antar det minsta virdet 0 pa E,. Storcirklarna {p*} = E, och
{51} skir varandra i tva punkter; till nigon av dessa behéver vi alltsé vilja vs.

vy Lp (ty vs € E,),v; L v, och vy L v, begrénsar v, till att ligga i samma plan som p och
v;. Att v, L v, innebér endast tva mojligheter for v, € S, och endast en av dessa ligger pa N,,.

v, = s* fas alltsd genom att vrida v, 90° mot p. O
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A.2 Pirons geometriska lemma (alternativt bevis)

Lemma 14 (Pirons geometriska lemma). Lat s,t € N, \ {p, E,} sd att I(s) > l(t). Dd gar
det att na t fran s genom en dndlig foljd (s,)?, ddr varje s, € D,, | for1<i<n.

Bevis. 1 detta bevis har vi dven f6ljt idéerna fran Claude, Hertling och Svozil [9].

Studera tangentplanet H som gar genom p. Lat h(q) vara skdrningen av linjen som gar
genom origo och punkten ¢ € N, med planet H. D& ar h en bijektiv avbildning, h : N, — H
sd det réicker att visa lemmat fo6r avbildningarna h(s) och h(t).

Det giiller att nordpolen avbildas pa sig sjalv sa att h(p) = p. Om ¢ ar en punkt pa N,
sd dr avbildingen av alla punkter med samma latitud som ¢ en cirkel h(l(q)) centrerad i p.
Sluttningen D, till samma punkt avbildas som en linje h(D,) som gar genom h(q) och &r
tangent till A(I(q)). Avbildingarna av s,t pad H &r alltsd punkter h(s), h(t), och vi vill visa att
det gar att komma till 2(t) fran h(s) genom en foljd (h(s,))", dar h(s;,) € h(D,, ), 1 <i < n.

Lat h(s) = h(s,). Da delar h(D,,) H i tva halvplan och vi far tva olika fall beroende pa
om h(t) ligger i halvplanet som innehaller p eller inte.

Fall 1:

Antag att h(t) ligger i halvplanet begrénsat av h(D,,) som inte innehaller p. Da gar det
att na h(t) i tva steg enligt figur (8).

h(D&]) h(DSo)
//// h(l)
hﬁnf 7777777 . h(so)

Figur 8: Illustration av att om h(t) ligger i halvplanet av H som inte innehaller p, kan man
nad h(t) frén h(s,) i tvd steg genom att vilja h(s,) pd h(Ds,) smart

Fall 2:

Att visa det andra fallet da h(t) ligger i halvplanet som innehéller p kriver daremot
lite mer arbete. Lat ¢ vara vinkeln i planet mellan h(s) och h(t). Vi kan vandra runt norra
halvklotet fran h(s) till en punkt pa linjen som gar genom p och h(t) i m steg genom att valja
en foljd av punkter h(s,) € h(D,, ) sadana att vinkeln mellan h(s,) och h(s,_,) ar ¢/m.

Lat d; beteckna avstandet mellan p och h(s,) sd att d, och d,, dr avstanden mellan p och
h(so) respektive h(s,,). Vi vill visa att d,, — d, d& m — oo eftersom det innebér att h(t)
ligger i halvplanet begriansat av h(D, ) som inte innehaller p {6r stora m. Det vill séga, vi
har aterfatt det forsta fallet och lemmat ar visat.

For varje 4 géller det att

d; =d,,, cos(¢/m)

sa att
dy = d, cos(¢/m) = d,cos(¢p/m)* = ... = d,, cos™(¢/m)

d
Do — cos(6/m)
Vi vill alltsé visa att d,/d,, — 1, m — oo vilket foljer av att cos(¢/m)™ — 1, m — oo.
Vi visar det sista pastdendet genom att visa att log(cos(¢/m)™) — 0, m — oo. For stora
m kommer ¢/m att vara litet si vi kan anviinda oss av att cos(z) = 1 — 22/2 + O(z*) och
log(1+ ) = 2 + O(2?) for sma x. Lat = ¢/m. D& far vi att
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log(cos™ (¢/m)) = mlog(1 — 6%/2m? + O(m~*)) =
m(—¢?/2m? + O(m™)) = —¢?/2m + O(m™3).
Och
lim —¢?/2m + O(m™3) = 0.

m— oo

A.3 Kvadratiska former pa enhetssfiren

Sats 7. Ldt f: S? — R vara en ramfunktion med vikten w(f) pd formen
f(z) = (x, Az)
dir A € C3*3 Gr en hermitesk matris. Dd kan f skrivas pd formen

FW) =y, ye,ys) = My? + ay? + my?

dar vi betecknar

M = sup f(z)
zess

m = sup f(x)
zesd

a=w(f)—M-—m.

och y = (Y1, 9, ys) € S°.

Beuis. Det finns enligt spektralsatsen, eftersom A &r en hermitesk matris, en ortonormal bas
for C3 av egenvektorer {v,}>_, till A och alla egenviirden {\,}>_, till A &r reella. Vi kan utan
inskrdnkning anta att A\; > A, > \;. Lat nu matrisen Q ha v,, v, och v; som kolonner ordnade
i den ordningen, med basbytet r = Qy <= y = Q 'z = QT2 kan matrisen A skrivas som

A=QDQT — QTAQ=D
dir D € R3 ér diagonalmatrisen med egenviirdena till A pa diagonalen. Notera forst att

3 3
el = 1S o) vl = 3 v vl = 3 | (@, 0,)

=1 i= i—

w

2 2 _

v;

= 23: (viTx)2,

i=1

(x,Az) = 2T Az = 27 QDQ"x = (QT ) D(QTx) =
: 3

= i: MY () = Al

i=1 i=1

P& samma vis far vi att

(x,Az) = 2T Az = 2TQDQTz = (QT:E)TD(QTx) =

3
—Z)\ vl'z) 2> Z z)\3|\x||2.

Tillsammans har vi alltsa att

ol lz]* < (, Az) < Ay fJao]”.
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Eftersom f ar kontinuerlig pa enhetssfaren antar f sitt supremum och infimum dér. Vi begransar
nu definitionsméangden till enhetssfaren och vi far da olikheterna

As < (z, Ax) < Ay, Voillz]| =1
Betrakta nu funktionsvardena av f i v,
flvy) = vlTAvl =\

ochi v,
fvy) = vl Avy, = \,,

eftersom dessa dven &r évre och undre begransning for f maste alltsd A, = max, g f(z) = M
och A\; = min, s f(z) = m. Den sista likheten i satsen visas genom att notera att (v, v,, vs)
utgdr en ram vilket ger, eftersom f &r en ramfunktion, att

fo) + f(va) + f(vs) = w(f) <= M+ X, +m = w(f)
> h=w(f)—-M-m=aqa.

Till sist har vi att

3
T
(w, Ax) = 2" Az = (Qy) AQy) =y"QTAQy =y" Dy => Ay’

i=1
_ 2 2 2
= f(Y1,42,9s) = My; + ay; +my;,

dar y,,y,, ys ar koordinaterna for x i egenbasen till A. Slutligen noterar vi att
T
Iyl = llQ"=|]> = (QT2)” QT = 2"QQ"z = ||=[]?,

detta visar att z € S = y € S°. O
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