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Populirvetenskaplig presentation

Det &r kiint att varje dndlig graf i R® kan ritas utan att kanterna korsar varandra. Pa 1960-talet
undersékte Kolmogorov och Barzdin [I] i hur liten volym en sadan graf kan existera. Detta ér
intressant ur ett datavetenskapligt perspektiv, nidmligen att konstruera ett néitverk i en sa liten
volym som mdjligt. Kolmogorov och Barzdin visade, genom att explicit konstruera en sadan graf,
att varje 3-reguljir graf med n noder far plats i en sfir med radie ungefir \/n. En naturlig fraga
att stilla sig dr om detta &ir den minsta mojliga volymen. For att svara pa denna fraga definierade
de en variant av det som idag kallas expandergrafer och lyckades déarefter visa att en sfir med
radie y/n faktiskt 4r den minsta méjliga volymen. Namnet expandergrafer myntades dock forst av
Pinsker, som studerade dessa under samma period [2].

Expandergrafer kidnnetecknas av att de har fa kanter, dr véldigt sammanhéngande och att den
kortaste vagen mellan tva noder &r liten i forhallande till antalet noder i grafen. Det innebér att
om en eller ett par kanter tas bort fran grafen sa dr den fortfarande sammanhingande. En praktisk
tillampning av sadana grafer kan vara att bygga broar mellan en méngd Oar. I ett sddant scenario
vill man ha sa fa broar som mojligt dir det fortfarande ska vara mojligt att ta sig fran en 6 till en
annan trots att nagra, slumpvist valda, broar har havererat.

Kraven att grafen ska ha fa kanter och samtidigt vara mycket sammanhéngande &r motstridiga,
vilket gor att det inte &r uppenbart att sadana grafer existerar 6verhuvudtaget. Med hjilp av
sannolikhetsteori dr det mojligt att visa att for vissa bipartita grafer dr andelen expandergrafer
mycket stor. Det visar sig faktiskt att sannolikheten att en sadan graf inte &r en expandergraf gar
mot 0 da antalet noder 6kar. Detta resultat ger dock ingen explicit konstruktion av en expandergraf,
vilket man #r intresserad av i praktiska sammanhang. Ar 1973 gav Margulis ett exempel pa en
explicit konstruktion av en 8-reguljir expandergraf [3]. Sedan dess har andra metoder utvecklats
for att konstruera expandergrafer, men dessa kridver mer avancerad matematik.

De matematiska metoder som anvénds for att studera expandergrafer kan ocksa anvéndas for att
studera grupper, genom att betrakta en sa kallad Cayleygraf som konstrueras utifran en grupp
och en symmetrisk delméngd av denna. Till exempel kan man visa att Cayleygrafen av gruppen
SLy(F,) for en tillrdckligt stor symmetrisk delméngd har diameter som mest tre. Detta innebér
att varje nod ligger hogst tre kanter fran varje annan nod.

Vidare har expandergrafer tillimpningar inom datalogi, till exempel vid konstruktion av felrdttande
koder. En felrittande kod &r en metod for att aterstilla korrumperad data till sitt ursprungliga
skick. Korrumpering av data kan ske pa grund av brus eller fysisk degradering och &r vanligt vid
datalagring och datadverforing. Detta gor idag felrittande koder till ett viktigt begrepp.

Claude Shannon och Richard Hamming anses vara pionjirerna bakom felrdttande koder pa grund
av deras banbrytande arbete inom informationsteori runt ar 1950. Detta arbete lade grunden for
all den teori som ligger bakom de koder som anvénds inom felrdttning idag. Robert G. Gallager var
den som borjade att titta pa koder i termer av grafer, men begriansade sig till glesa, slumpméssiga
grafer. Denna klass av koder kallas for LDPC-koder dér akronymen star for low-density parity check.
Dessa koder var pa sin tid opraktiska att anvéinda, men har pa sistone visat sig konkurrenskraftiga.
Da glesa, slumpmiissiga grafer, med hog sannolikhet, dr expandergrafer insag Daniel Spielman att
denna egenskap kunde anvindas for att analysera kodernas prestation [4]. Denna typ av grafer kom
att kallas expanderkoder och deras forskning visade sirskiljande egenskaper som att de déribland
kunde ritta fel pa linjar tid [5].



Sammanfattning

Forst bevisas existensen av expandergrafer med Margulis konstruktion och de spektrala egen-
skaperna hos Markovoperatorn. Déarefter visas att egenrummen till Markovoperatorn definierad
pa en Cayleygraf av SL(2,F,) har stor dimension, vilket anvéinds fér att bevisa Gowers sats
for SL(2,Fp). Slutligen studeras bipartita expandergrafer i samband med felrdttande koder,
och de visas ge upphov till avkodningsalgoritmer med linjar tidskomplexitet.

Abstract

First, the existence of expander graphs is proved using Margulis construction and the spectral
properties of the Markov operator. Second, the Markov operator defined on a Cayley graph
of SL(2,F,) is shown to have large eigenspaces, which is then used to prove Gowers theorem
for SL(2,F,). Finally, bipartite expander graphs are studied in the context of error correcting
codes, and are shown to provide linear time decoding algorithms.
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Forord

Under kandidatarbetets gang har en gruppdagbok samt individuella tidsloggar forts. Gruppdagbo-
ken ar skriven i kronologisk ordning och beskriver i detalj de olika arbetsfaserna i kandidatarbetet.
Den innehaller d&ven de olika beslut vi valt att ta samt reflektioner kring dessa. De individuella
tidsloggarna anger mer specifikt antalet timmar en viss forfattare dgnat at en aktivitet.

Nedan presenteras de huvudsakliga forfattarna fér de olika avsnitten i rapporten. Samtliga forfattare
har dock, mer eller mindre, bidragit till alla avsnitt.
Kapitel 2:

e Grafteori: Christian

e Valens, expansion och exempel pa dessa: Johan
Kapitel 3:

e Definition av expandergrafer: Johan

e Spektral expansion: Stefan
Kapitel 4:

e Fram till och med Ekvation @D: Andreas

e Resterande: Tomas

Kapitel 5:

Inledning: Andreas
e Frobenius sats: Andreas och Stefan
e Lemma [5.3k Stefan
e Lemma [5.4] och Gowers sats: Tomas
Kapitel 6:
e Lemma 6.18: Andreas
e Inledning, grundliggande informationsteori, linjira koder: Christian
e Inledning, grundliggande informationsteori, expanderkoder: Johan
Bilaga A:
e Hela kapitlet: Stefan
Bilaga B:
e Definition [B.1] och Lemma [B.3k Tomas
e Definition [B.2] och avslutande observation: Stefan
Bilaga C:
e Fram till och med Proposition Andreas
e Resterande: Tomas
Bilaga D:
e Hela kapitlet: Andreas
Bilaga E:
e Fram till och med Ekvation (32)): Tomas

e Resterande: Andreas



1 Inledning

En expandergraf dr en familj av grafer som uppfyller vissa restriktiva villkor. Dessa villkor ger
graferna i familjen tva motstridiga egenskaper: de &r glesa men samtidigt vildigt sammanhéngande.
Egenskaperna gor expandergrafer anvindbara i bade teoretiska och praktiska tillimpningar. I en
forsta bemotelse dr det dock svart att hitta ett exempel pa en graf som satisfierar de restriktiva
villkoren som definierar expandergrafer. Den férsta delen av denna litteraturstudie dr darfér &mnad
at att bevisa att expandergrafer faktiskt existerar. Dérefter kommer vi att studera expansion i
grupper, och till sist anvénds expandergrafer for att konstruera felrdttande koder.

Bade Kapitel 2 och Kapitel 3 bygger pa [4]. T Kapitel 2 ges grundlidggande definitioner och resultat
inom grafteori. Darefter ges i Kapitel 3 definitionen av en expandergraf. Det visar sig da att
svarigheten i att konstruera en expandergraf ar att dess expansionkonstant maste vara strikt storre
dn noll da antalet noder i grafen gar mot odndligheten. Resterande del av Kapitel 3 dgnar sig
dérfor at att studera kopplingen mellan expansionskonstanten och det minsta nollskiljda egenvirdet
A1 till den linjidra operatorn I — M, diar M betecknar Markovoperatorn, i syfte att begréinsa
expansionskonstanten underifran. Den undre begrinsningen ldgger sedan grunden for beviset av
att expandergrafer existerar, som ges i Kapitel 4 och baseras pa [3]. Beviset anvénder sig av
Margulis konstruktion, vilket &r en speciell graf pa vilken \; ar strikt storre &n noll. Tillsammans
med den undre begrénsningen visas att grafens expansionskonstant ar strikt stérre &n noll, och att
grafen ddrmed dr en expandergraf.

Egenvirdena till Markovoperatorn har &dven stor betydelse ndr det kommer till expansion av
delméngder i grupper. I Kapitel 5 foljer vi [6] och bevisar Gowers sats. Denna séger att om en
symmetrisk delméngd A till gruppen G = SL(2,F,) ar tillrdckligt stor sa kommer dess trippel-
produkt, det vill siga méngden av alla produkter abc dir a,b,c € A, att bli hela gruppen. Detta
gor vi genom att visa att egenrummen till Markovoperatorn ér representationer av G. Med hjélp
av Frobenius sats kan vi da séga att egenrummen har hég dimension och dérefter att egenvéirdena
A # 1 till Markovoperatorn dr véldigt sma. Detta &r nyckelidén i beviset av Gowers sats. Motive-
ringen till att studera detta problem &r att det finns grupper, till exempel Z/2kZ, som har stora
delméngder vars produkter aldrig kan bli hela gruppen. En f6ljd av Gowers sats &r att diametern
till Cayleygrafen I'(G, A) dr som mest 3.

Avslutningvis aterkommer vi till expandergrafer i Kapitel 6 i samband med felréittande koder. Ka-
pitlet inleds med grundliggande informationsteori som ar gemensam fér samtliga koder. Dérefter
definierar vi en sérskild klass av koder, sa kallade linjiara koder. Vi studerar sedan de linjira ko-
dernas paritetsmatriser i termer av grafer for att skapa koder. Om dessa grafer &r expandergrafer
med bra nog expansion, kan vi sedan visa att dessa koder har ett stort avstand och en avkodnings-
algoritm som kan avkoda pa linjir tid. Denna analys grundas pa materialet i [3].



2 Grafteori

I detta kapitel definierar vi och ger exempel pa de mest grundldggande begreppen inom grafteori.
Det ska ge oss en bra forstaelse for de koncept som introduceras i kommande kapitel, varvid
expandergrafer bland annat definieras.

Definition 2.1. (Graf) En graf I' = (V| E,ep) ges av tva méngder V och E, som motsvarar en
nod- respektive kantméngd, och en dndpunktsavbildning

ep: BE—V® (1)
dir V® &r mingden av alla delméingder av V' med kardinalitet 1 eller 2.

Med denna definition studerar vi endast oriktade grafer. For riktade grafer behévs en annan defi-
nition som skiljer mellan start- och slutnoden for varje kant.

Andpunktsavbildningen beskriver specifika noder i V som kopplas samman av en given kant. Ex-
empelvis, om «a € F sa bestar ep(a) av de noder som dr dndpunkter till . Om det existerar tva
distinkta kanter o och § sa ér de angrdinsande i nagot € V om x € ep(a) Nep(fB).

En viktig egenskap hos en graf dr dess valens. Antalet kanter i " for vilka en nod = € V utgér en
andpunkt kallas for valensen, eller graden av x, och skrivs val(z) eller deg(x). En graf dir graden
dr lika for alla noder kallas for reguljir, eller d-requljir for graden d > 0. Nedan ges tva exempel
pa reguljira grafer, foljt av ett exempel pa en icke-reguljér graf.

Exempel 2.2. (Cyklisk graf) Lat m > 1 vara ett heltal. For en m-cyklisk graf C,, & nodméngden
Vin = Z/mZ, kantméngden E,, = Z/mZ och &ndpunktsavbildningen ep(i) = {i,7 + 1} dér ¢ €
Z/mZ. For varje nod i € V,,,, da m > 2, ser vi att precis tva kanter #r angrinsande. Det betyder
att valensen av varje nod &r 2 och dérmed att grafen &r 2-reguljir. Om m = 1 bestar motsvarande
graf endast av en nod med en kant som gar fran noden till sig sjalv. I det fallet ar grafen 1-reguljar.

Exempel 2.3. (Komplett graf) Lat m > 1 vara ett heltal. For den kompletta grafen K, &r
Vi =A{1,....m}, B, = {(z,y) | ¢ <y, z,y € Vi} och ep((z,y)) = {z,y}. Mellan varje par av
noder finns det alltsa exakt en kant. Detta betyder att valensen av varje nod &r m — 1 och ddrmed

att K, dr m — l-reguljér.

Exempel 2.4. (Stig) Lat m > 0 vara ett heltal. For en stig P, av lingd m dr nodméingden
Vin = {0, ..., m}, kantméngden F,, = {1,...,m} och &ndpunktsavbildningen ep(¢) = {i —1, i} dér
1 <i < m. En stig dr alltsa lik en cyklisk graf, men mellan den forsta och den sista noden saknas
en kant. Sa den forsta och sista noden har alltid valens 1, medan 6vriga noder har valens 2. Den
cykliska grafen ar alltsa reguljir for m = 0 och m = 1, och icke-reguljéar for m > 2.

Mellan varje par av noder i en graf finns det ett naturligt sétt att sdga vad avstandet mellan de
ar. Detta gor ocksa att vi kan definiera diametern av en graf. Denna anger hur néira noderna i en
graf dr varandra.

Definition 2.5. (Distans) Lat I' = (V, E, ep) vara en graf. For alla x, y € V ges distansen mellan
z, y i I' antingen av lingden av den minsta mojliga stigen mellan dessa tva noder, givet att en
sadan stig existerar, annars +oco. Beteckningen f6r distans &r dr(z,y) och definieras som

dr(z,y) = min{l(y) | v dr en stig mellan z och y} € {0,1,2,...} U {+oo} (2)

dér I(y) &ar lingden av stigen «. En graf 4r sammanhingande om och endast om dr(x,y) dr dndlig
for alla z, y € V. Alltsa, det finns minst en stig mellan varje par av noder.

Definition 2.6. (Diameter) Lat I' = (V, E,ep) vara en graf. Dess diameter beskrivs som den
langsta distansen mellan tva noder i I' och betecknas

diam(T") = sup dr(z,y). (3)
z,yeVv



Grannmatrisen for en graf I' 4r ett sétt att representera grafen. Denna ger en 6verblickande bild
av grafen och kan anvindas da man vill bestimma antalet stigar mellan tva noder.

Definition 2.7. (Grannmatris) Lat T’ = (V, E, ep) vara en #ndlig graf. Matrisen Ar(a(x,y)) kallas
for grannmatrisen, déir V' indexerar bade raderna och kolumnerna i Ar och a(z,y) anger antalet
kanter mellan noderna z, y € V,

a(z,y) =[{a € E | ep(a) = {z,y}}|. (4)

Grannmatrisen dr symmetrisk, vilket anspelar pa att kanternas riktning kan omvéndas. Med detta
i atanke kdnnetecknar vi dessa kanter som icke-orienterade.

Definition 2.8 (Cheegerkonstanten). Lat I' = (V, E, ep) vara en éndlig graf. Méngden av kanter
som gar mellan tva disjunkta delméngder av noder Vi, Vo C V skrivs

E(V1,Va) ={a € E | ep(a) N V1 # 0,ep(a) N Va # 0}.

D4 endast en delméngd specificeras tas den andra delméngden att vara komplementet, £(V) =
E(V1,V \ V1), alltsa resten av noderna. Cheegerkonstanten h(I") definieras da som

h(T) :mm{'ﬁ(gfv)' 0 #£W CV,|W| < ;|r}.

Ibland kallas Cheegerkonstanten dven for grafens expansionskonstant. Vi noterar att kvoterna i
méngden, och ddrmed Cheegerkonstanten, &r ickenegativa. Denna &r noll om och endast om grafen
inte d&r sammanhéngande.

Exempel 2.9 (Cheegerkonstanten for cykliska grafer). Det géller att |E(W)| = 2 for varje val av

Cyn, dér m > 2. For jimna val av m kommer |W| vara hégst 2t och fér udda val 1. Detta ger

_ 4 : _ _4
h(Cp) = - respektive h(Cy,) = —=5.
Exempel 2.10 (Cheegerkonstanten fér kompletta grafer). Tack vare symmetri kan vi vélja en
godtycklig delméngd av storlek j. Vi far da foljande uttryck for Cheegerkonstanten,

.1 .
hKy,) = 1£}1Sn% 3|c‘,’({17 R IE
Varje nod i denna méngd har m — j kanter kopplade till dess komplement. Totalt blir antalet kanter
j(m — j) och vi far
. . m
h(Kp,) = léljl_lgn%m—] =m— {ZJ .
Definition 2.11 (Nodexpansion). Méngden av alla noder i W€ som gar att na ifran W med endast

ett steg skrivs
OW ={z eV |xz¢Wdr(z,y) =1 for nagot y € W}.

Vi kan nu inféra en alternativ definition av Cheegerkonstanten,

~ . [ |OW] 1
h(T) = — < =T ¢.
) =win {2 0 2w cvipw < i
Denna definition tar inte hénsyn till att flera noder i W kan ha en kant till samma nod i W*.
Nedanstaende lemma visar dock att det finns en koppling mellan A(T") och h(T).

Lemma 2.12. LdtT = (V, E,ep) vara en dndlig, icke-tom graf med uppat begrinsad valens v. For
en godtycklig delmdngd W C 'V gdller

%‘g(W” < [oW] < [E(W)].

Bevis. Den hogra olikheten foljer direkt av att flera noder i W kan ha en kant till en och samma
nod i We¢. Den vinstra olikheten foljer av att for varje nod i OW sa ar antalet kanter som ifran
denna gar in i W som mest v. O



3 Expandergrafer

I detta avsnitt kommer vi definiera vad en expandergraf &dr och dérefter presentera och bevisa en
sats som #r vildigt anvindbar da man vill bevisa att en familj av grafer dr expandergrafer.

Definition 3.1 (Expandergrafer). En familj (T';);c; av dndliga, icke-tomma, sammanhéingande
grafer sdgs vara en familj av expandergrafer om det finns konstanter v > 1 och h > 0 sa att

max val(z) < wv
z€V;

h([;) > h >0
dér det finns ett dndligt antal ¢ € I sa att |V;] & som mest N for alla N > 1.

Den intuitiva tolkningen av ovanstaende definition #r att (I';) dr expandergrafer om graferna i fa-
miljen Okar i storlek samtidigt som gradtalet dr begrénsat och Cheegerkonstanten haller sig borta
fran noll. Vi noterar ocksa att (I';) maste vara odndligt stor, fér om familjen endast innehaller
dndligt manga sammanhingande grafer med begriansat gradtal kan man sitta h till den minsta av
grafernas Cheegerkonstant och v till det storsta gradtalet och fa en expanderfamilj. Fran exemplen
i forra kapitlet kan vi se att den cykliska grafen dr vildigt gles, men inte starkt nog sammankopp-
lad. For den kompletta grafen har vi istéllet att denna graf &ar vildigt val sammankopplad, men
inte gles nog for att uppfylla kriteriet for expandergrafer.

Nir det kommer till expandergrafer sa kvittar det om man definierar Cheegerkonstanten som
(12.8) eller (2.11)). Det vill sdga, om en graf &r en expandergraf enligt den ena definitionen sa &r den
dven en expandergraf enligt den andra och vice versa. Detta foljer enkelt av Lemma (2.12]).

Vi kommer nu bevisa att for att bestdmma huruvida en familj grafer 4r en expanderfamilj kan
man titta pa det minsta nollskiljda egenvirdet till en linjar operator I — M, som vi betecknar
med A1 (I") (nedan kommer vi visa att alla egenvérden till denna operatorn ér reella, sa vi kan tala
om det minsta egenvirdet till denna operator). Detta kriterium kommer att anvindas i Margulis
konstruktion av en familj av expandergrafer i kapitel 4. Operatorn I &r identitetsoperatorn pa
vektorrummet L?(T') = {f : Vo — C} och M &r Markovoperatorn, som vi definerar nedan. Mer
precist har vi féljande sats.

Sats 3.2. En familj (T';);cr av dndliga sammanhingande grafer dr en expanderfamilj om antalet
noder gar mot odndligheten och det finns konstanter v > 1 och A > 0 sa att maXze vy, deg(z) <w
och M\ (I';) > X gdller for alla i € I.

Denna sats foljer omedelbart fran féljande sats, som vi kommer att bevisa nedan.
Sats 3.3. Antag att T' dr en dandlig sammanhdngande graf. Da gdller

2’U+

M) € ),

(

dir vy = maxgevy deg(x) och v— = mingey, deg(z).

I resten av detta avsnittet kommer vi anta att I' 4r dndlig och sammanhéngande. Markovoperatorn
M : L?(T') — L?(T") definieras genom

_ 1
~ deg(a)

Mo(x) Z a(a?,y)go(y), (5)

yeVT

for ¢ € L*(T), déir a(x,y) ér elementen i grannmatrisen. Detta &r en linjir operator pa L?(T'). Vi
definierar en inre produkt pa L?(T") genom

(o) = O pla)ila) des(), (6)

zeVr



dir N =5 cEVE deg(z). Med avseende pa denna inre produkten ér M en sjilvadjungerad operator.
For om ¢, € L*(T') s har vi

(M, ) = Z Mo(x)(x) deg(x)

$€Vr

- ]172 (degl(a;) ZF a(fE,y)gp(y))@deg@)

=3 3 o) (qany O ala)u(e) dealy

yEWR zE€Vp
= (o, M1p).
Vi kommer ocksa behova foljande egenskap hos M.
Sats 3.4. Egenrummet till M hérande till egenvirdet 1 bestar av alla konstanta funktioner pa T.

Bevis. Att en konstant funktion &r en egenvektor med egenvirde 1 foljer direkt fran definitionen av
M, om man noterar att deg(z) = >_ .y, a(v,y). Anta nu att ¢ € L?(T) dr en egenvektor hérande
till egenvirdet 1, det vill siga M(z) = p(x) for alla z € Vp. Om ¢ inte &r en konstant funktion sa
finns en nod zg sa att p(xg) = mingew. @(z) och sa att xg har en granne yg sa att ¢(yo) > ©(xo)
(héir anvénder vi att T &r dndlig och sammanhéngande). Da har vi

: > alzo,y)e(y)

des(ro) 2t

> Sy (Pl (des(a0) = 1) + olu0))

Denna olikheten dr ekvivalent med olikheten ¢(zg) > ¢(yo), vilket motsédger antagandet ¢(yo) >
(o). Alltsa maste ¢ vara en konstant funktion. O

o(x0) =

Eftersom bade I och M ér sjilvadjungerande operatorer pa L?(T") &r #ven I—M en sjilvadjungerande
operator pa L?(T'). Eftersom 1 &r ett egenviirde till M vars egenrum bestar av alla konstanta

funktioner pa T', sa ar 0 ett egenvirde till I — M med samma egenrum. Eftersom I — M &r

sjalvadjungerande ligger alla egenvektorer till I — M horande till egenvérden skiljda fran 0 i det

ortogonala komplementet till delrummet av L?(T") bestaende av konstanta funktioner. Begrinsar

vi I — M till att verka pa detta delrum far vi en ny sjilvadjungerad operator, vars minsta egenvirde

ar lika med Ay (T"). Med hjélp av Sats far vi en formel for A;(I") som later oss relatera denna

siffra till Cheegerkonstanten for I':

I =M)p, )
M) = min S

Lemma 3.5. For alla p € L?(T") giller

(I = M)p, ) 2N > al@y)lex) - ey). (7)
z,yeVr

BmmwwMFwwmwmwmﬂmmm

2N Z (@, y)|e(x N Z lo(x)|? deg(x) = %H(pH?
zYEVr %
och
% > ala,y)e(z)e(y)
JYEVD
21\[ (degl(y) Z (x,y)go(x)) (y) deg(y) (M, o)
Wi
foljer formeln. -



Definition 3.6. Lat S vara en méingd och T en delméngd av S. Den karaktéristiska funktionen

av T definieras som
1, omxeT
xr(r) =

0, annars,
for x € S.
Det enda vi behover nu for att bevisa Sats ar foljande tva hjilpsatser.
Lemma 3.7. Lat W C Vr och definiera ow = xw — (1, xw). Da gdller

_ lem)]

(I = M)pw, pw) = N

och
(ow,ew) = (L, xw) (L, xwe)-

Bevis. Stoppar vi in den reellvirda funktionen ¢y i formel sa far vi

1
(I = M)ew,ow) = 5= Y alzy)(ow(@) = xw®)*,
z,yeVr
eftersom konstanterna (1, xyy ) tar ut varandra. De enda termerna i denna summan som &r noll-
skiljda svarar mot par (z,y) av grannoder, ddr den ena ligger i W och den andra i W¢. Varje
sadant par riknas tva ganger i denna summan. Varje sadan term &r lika med antalet kanter som

binder samman ett saidant par av noder. Alltsa dr summan lika med 2|E(W)|, och vi far
2| _ )]
2N N

Vi beriiknar nu {pw, ow). Notera att funktionerna ¢w = xw — (1, xw) ir ortogonala mot del-
rummet av L?(T') bestdende av konstanta funktioner. Fér vi har (1, o) = (1, xw) — (1, xw) = 0,
eftersom (1, xw) = % > cve Xw (z) deg(z) dr reellt. S& vi har

(I = M)ow, ow)

(ew, xw — (Lxw)) = (xws xw) — (1, xw)>.
Eftersom (xw, xw) = (1, Xw) = & Y zew deg(z) =: pw sé far vi
(ew,ow) = pw (1 — pw) = pwpwe = (L, xw)(L, xwe),

dar vi har anvant att

1
L = (V= Y des(a))
zeW
1
= Z deg(x) = pwe = (1, xwe).
zeWe
O
Lemma 3.8. Om W C Vr sa giller
(v)? [W[we|
N(1,x 1, xwe) > —_
< W>< w > vy |VF|
Bevis. Vi har
N(Lxw) = Y xw(z)deg(z) = Y deg(z) > [Wlo_.
zeVr zeW
Vi har ocksa 5 deg(x) -
rewe deglz “lo_
<1aXWC> = W > | | .
Ywevy deg(z) — [Vivg
Multiplicerar vi dessa tva olikheterna sa far vi pastaendet. O



Vi kan nu bevisa Sats 3.3
Bewvis av Sats[3:3 Vi har

0@ L1 (@, ) Z#WCVr, |W|<|vr|/2 (ow, ow)

eftersom @y dr ortogonal mot dom konstanta funktionerna. Lemma [3.7] ger oss da

1
|€(W)| N<17 XW><1a XWC> .

(D) < min
e#WCVr, |W|<|vr|/2

Anvinder vi nu Lemma s& far vi

Vo
A(T) < min W) LG
' GAWCV, |W|§’Vp‘/2| |(U*)2 (W[wel
Eftersom vi antar att ‘W| < ‘Vp|/2 sa géller

Vo | IR SRR S

wel W] T 15

1
Vr

Alltsa far vi

’g(W)| 2’U+ 2'U+
)\1 F >~ =
1)< oW CVe, |W|<|vr|/2 ‘W‘ (v-)? (vo)?

4 Margulis konstruktion

De harda kraven for att en familj av grafer ska vara en expanderfamilj gor det inte uppenbart
att sadana grafer skulle kunna finnas. I Appendix [E] ges ett probabilistiskt bevis av existensen av
expandergrafer. Detta bevis sdger dock ingenting om hur man explicit konstruerar sadana grafer,
nagot som &r intressant i praktiska sammanhang. I detta avsnitt ska vi ge ett konkret exempel
pa en expandergraf, ndmligen Margulis konstruktion, och visa att den uppfyller kraven for expan-
dergrafer. I beviset underscker vi en familj av grafer vars noder ar elementen i en abelsk grupp.
Graferna kommer vi se &r sammanhéngande och definieras dessutom pa ett sadant sétt att de blir
reguljdra. For att visa att graferna dr en expanderfamilj riicker det da, enligt Sats[3.3] att visa att
det minsta nollskilda egenvérdet \; till I — M for alla grafer i familjen &r storre &an eller lika med
négi)t positivt k. Detta gor vi genom att anvinda fouriertransform och istéllet visa en olikhet for
(M f, f). Denna kommer vi kunna bevisa genom att géra konkreta beriikningar.

Utgangspunkten for konstruktionen dr de fyra matriserna:

O K e}

Med hjalp av dessa kan vi definiera de fyra linjéra avbildningarna
Ai(p) = Tap, Ao(p) = Top, A7 () = T7 'y A3 (0) =Ty ',
och de fyra affina avbildningarna
Bi(u) = Tip+e1, Ba(p) = Top+ ez, Byt (n) =T 'u— T ter, By'(p) =Ty 'p— T ea.
Vi later nu S vara en symmetrisk méingd som innehaller dessa avbildningar, ndmligen

S = {AitlvAétl?Biﬂ7Bét1}



Familjen av grafer vi ska undersoka &r I',, = (V,,, E,., ep) dér V;, dr den abelska gruppen (Z/nZ)?,
och kantméngden ges av

E,={(s,n) | s€S, nevVp}/~,

dér (s,p) ~ (s', ') om och endast om p' = su och s’ = s~'. Andpunktsavbildningen definieras
sedan som (s, ) — {u, su}. De atta grannarna till en nod p, dir en granne kan férekomma flera
ganger, ges alltsd av alla sy dir s € S. Figur (1] illustrerar hur noden (1,0)T kopplas till dess
grannar i fallet da n = 4. Notera speciellt att vi endast &r intresserade av resten vid division med
4 av resultatet som fas genom att stoppa in vektorn i de affina- och linjira avbildningarna.

(5)

Figur 1: Grafen T',, i fallet d& n = 4. Denna visar endast hur (1,0)7 kopplas till dess grannar.

For en nod pu = (x,y)" giller det att By (A7 (1)) = p + e1 och att Bo(Ay (1)) = p + eq vilket
betyder att grafen &r ssammanhéngande. Eftersom graferna I';, dessutom &r 8-reguljira sa siger Sats
att om det finns A > 0 sd att A\ (T',) > X for alla n i ZT si dr familjen (') en expanderfamilj.
Vi bevisar att det finns ett sadant A genom att visa att det finns ett § < 1 sa att

(M <SIFI?, Ve LXT,), fLl. (8)

Detta ar for att om galler sa foljer det att

(I=DMFf) =17 = (MEF) =@ =) IfII°, fL1

vilket betyder att
I-M
i {AD5)
oAfLL ISl

A () >(1-6)>0.

Eftersom graferna (I',,) &r 8-reguljara blir Markovoperatorn, definierad i Ekvation , av formen

Mf(n) = ﬁ S flsn)
ses
= SO (Aap) + FAT )+ F(Aam) + F(A7 )

+ f(Bip) + f(By ') + f(Bap) + f(By ')

Sats 4.1. Det finns ett § < 1, oberoende av n, sd att for f € L?>(T,,) med egenskapen att f11
gdller det att
(M, )] < 8] fI1%.



For att att bevisa ovanstaende sats ska vi istéllet studera Fouriertransformenerna av M f och f.
Detta &r for att villkoret fL1 dr ekvivalent med f(0) = 0 som é&r littare att hantera. Med hjélp
av (C.2)) kan vi formulera det ekvivalenta pastaendet till Sats

(M f ) <OIfIP, Vf € L () med f(0) =0 (9)
Fran (C.1)) ser vi att fouriertransformen for f € L?(T,,) #r av formen

f) = 5 3 @),

wEVn

dar

e27rz

pex
no,

Xu(z) =
Genom att utveckla den inre produkten i vénsterledet i Ekvation @D och anviénda Ekvationerna

—, far vi att

1 Py Py
5 2 (A fT ) + 0+ ) fIT )
HEVL\O
(L4 X (=) F(Topt) + (14 xu(—e2)) f(T10) | F )| (10)
<6 > |fwP
nEV,\0
Notera att vi exkluderat 0 ur de p vi summerar 6ver. Detta kommer fran att f (0) = 0, och

observationen att termen da p = 0 i summan darfor blir noll. Anvindning av triangelolikheten i
vénsterledet introducerar faktorer

T
1 X ()| = 2 cos T2,

i summans termer. Det motiverar definitionen av en funktion v : V,2 — R med foljande egenskaper:
for alla pu, v € V;,\{(0,0)} giller att

Y, v)y(v, p) = 1, (11)
och
s _ T _
| cos (31, Top) + (1, Ty ') + | cos 22 (3, Tip) + (T ') <46 (12)

For att se varfor defintionen av ~ dr motiverad, 1at forst G(u) = | f|. Tringelolikheten, och olikheten
2ab < ya® + %bQ, under antagandet att v > 0, ger da att vinsterledet (VL) i Ekvation ar

—_

Vi<- [Il +xu(e1)|G(Ty ' )G (k) + 1+ xu(e2)|G (T )G (p)
neVy\0

+ 11+ xu(—e)|G(Top)G (1) + 1+ xpu(—e2)|G(Tip) G (1)

oo

s s
| cos “E (1 Top) + (T, ) + | cos 2 (31, Tupe) +7(Tipe, )| G ()

1 T _
<72 [ICOS = 1O T3 ) (s To)
HEVL\O

+ | cos %M\(v(uvalu) + (s, Tip)) | G* ()
<5 3 1w,

/—"GVn\O



dér vi i den andra olikheten har anvint Ekvation , i den tredje olikheten substitutionen p’ =
Tjil u (notera att TjjE V,, = V,,, och att p-komponenten i cosinusfaktorn inte paverkas av respektive
substitution), och i den sista olikheten Ekvation ([12). Detta betyder att om vi kan finna en positiv
funktion v med egenskaperna i Ekvation och ([12]) sa ar Sats bevisad.

For att definiera « infér vi forst en partiell ordning < pa V,,. For alla p = (u1, u2) € Vp,, lat

o) = {’” )

<
n—pj g s

3 wIs

Hj <
Hj <

Vi séiger da att p < p/ om a(p1) < a(p)) och a(pz) < a(ph), och en av olikheterna #r strikt. I
annat fall siiger vi att p och p/ dr ojimforbara. Definitionen av v tas da till att vara

a p<p
Y ') =L p<pf ,
1 p,p ojgmforbara

dir o = 5/4. Denna definition av ~y satisfierar uppenbarligen Ekvation . For att se att den ocksa
satisfierar Ekvation (12)), 14t oss betrakta tva fall: (i) a(u1) + a(po) > 2, (i) a(u1) + a(ps) < 2.
I fall (i) kan vénsterledet i Ekvation overskattas genom att ta alla ~y till att vara «. Vi vill da
visa att

T, o 86
T NULLN 13
cos(T24) + eos(ZE2) < &2 (13
for nagot 6 < 1. Av symmetri dr det tillrickligt att betrakta fallet da 0 < pi,us < n/2. Da
ar |cos “EL| = cos B4 och a(p;) = ;. Notera att cos ™62 dr minskande for ett givet py, varfor

maximum av vansterledet i Ekvation antas vid po = n/2 — py. Vi far alltsa uppskattningen

cosw+cos%§cos%+cos<z—E) :\/isin(z—i—w) g\@.
n n n 2 n 4 n

vilket visar att v satisfierar Ekvation ifall (i) for 0.84 < 6 < 1.

I fall (ii) dverskattar vi vénsterledet i Ekvation genom att ta cosinusfaktorerna till att vara 1.
Vi vill da visa att

Y(p, Tope) + (e, Ty ) + v (e, Top) +y(p, T ) < 46, (14)

for nagot § < 1. Antag forst att a(p1) = a(ue). Da har vi antingen pq = po eller p3 = n — ps. Om
11 = po fas

a(pn — 2p2) = a(—p1) = alp)
apz — 2p1) = a(—p2) = a(uz)
a(pn + 2p2) = a(3p1) > a(p)
alpz + 2p1) = a(3p2) > alpz)

dér vi i de tva olikheterna har anvént att

i <n/4 = 3u; <3n/4 = n/4<3u; < 3n/4,
alltsa att 3u; ligger nirmare n/2 &n p,;. Detta visar att v(u, T; 'p) = ~v(u, Ty 'u) = 1, och
Y(p, Tip) = v(p, Top) = 1/, vilket satisfierar Ekvation for 0.9 < § < 1. Samma resultat
fas da M1 =N — Ua.

Antag nu att a(u1) > a(ps2). Vi har da fsljande fyra fall att skilja mellan.
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n/2>pu > pug >0
n/2<p <py<n
n/2>p >0 och n/2<ps <n
n/2<p; <n och n/2>pus >0

Om till exempel n/2 > 1 > 0 och n/2 < ps < n, kan vi skriva n/2 > gy > o > 0, dér 17 = pa,
och pis = n — po. Men eftersom

a(pn = 2p2) = a(fy — 2n + 2/i2) = a(fy + 242)
a(pe — 2p1) = a(n — fiz — 2/i1) = a(fz + 2401)
a(pr +2u2) = a(f + 2n — 24iz) = a(f — 24i2)
a(pz +2u) = a(n — iz + 24i1) = a(fiz — 24i1)

ser vi att detta resultat foljer av resultatet da n/2 > 1 > pe > 0. Motsvarande kan visas for de
andra fallen, varfér det dr tillréickligt att betrakta fallet da n/2 > g > p2 > 0. Vi far da att

= g2 >0 = py =2 > —pp > —py = —py < pin — 22 < pp = Y(p, Ty 'p) = o
fro <Mj2 =1 = A 2pe <n—py o= < oA 2pp <n—pm o= y(p,Tip) =

p<n/2—pe = po+2m <n—pp = pp < pz+2m <n—pp = y(p, Top) =
fiz — 1 <O = po— 21 < —piy < —pp = po—n < pop—2n < —py = y(u, Ty 'p) =2

a
1
[0}

Alltsa giller Ekvation for 0.92 < § < 1. Samma resultat fas da a(pe) > a(p1), vilket ses med
omnumreringen 1 +— 2. Alltsa finns ett § < 1 sa att -y satisfierar Ekvation och Ekvation ,
och Sats ar dirmed bevisad.

5 Gowers sats

Vi borjar detta kapitel med att studera den cykliska gruppen G = Z/2kZ dér k > 1 ér ett heltal.
Vi later A och B vara delméngderna

A={g€G|gudda} och B={geG]|gjimn}.

Om ay, as € A sa giller det att a1 +ag € B. Detta tillsammans med observationen att A+{1} = B
ger oss att A+ A = B. Genom ett liknande resonemang inser man att B + A = A. Vi far da att

A, mudda

mA:A+A+~--+A:{
—_— B, m jimn

m stycken

Detta betyder att mA aldrig kan bli hela G oavsett virdet av m trots att A innehaller hélften
av alla element i G. Vi kommer hérnést visa att detta inte &r nagot som giller for gruppen

SL(2,F,). Namligen, om A &r en tillrickligt stor delméngd sa kommer dess trippelprodukt att bli
hela SL(2,F,).

Sats 5.1 (Gowers). Lat p vara ett primtal. Om A C SL(2,F,) dr en symmetrisk delméngd, och
|A| > 2|SL(2,F,)|%?, dd dr A® = SL(2,F,).

I beviset anviinder vi att egenvirdena A # 1 till Markovoperatorn M : L?(G) — L?*(G), som
definieras enligt

M) = ﬁ S fas), (15)

ar till beloppet mycket mindre &n 1, da G = SL(2,F,). Gruppen G tillsammans med dess sym-
metriska delméngd A bildar Cayleygrafen I'(G, A) till G. Detta dr en oriktad A-reguljir graf utan
multipla kanter med gruppelementen i G som noder. Tva noder g,h € G har en kant mellan sig
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om och endast om det finns a € A sa att ga = h. Detta gor att vi kan tolka funktioner pa gruppen
som funktioner pa dess Cayleygraf och att Markovoperatorn i motsvarar Markovoperatorn i

(-

En féljd av Gowers sats &r att diametern, definierad i (3)), av motsvarande Cayleygraf I'(G, A) &r
som mest 3. Detta &r for att om g, h € SL(2,F,) s& finns det aq,az,a3 € A s att ajazas = g~ 'h
och dédrmed g(ajasas) = h. Detta #r intressant for att trots att A dr véldigt liten i forhallande till
G asymptotiskt sa dr noderna i I'(G, A) inte mer #n 3 kanter ifran varandra.

Innan vi kan bevisa Gowers sats sa behover vi forst nagra hjilpsatser. Speciellt viktig &r Frobenius
sats som presenteras och bevisas nedan.

Sats 5.2 (Frobenius). Lat G = SL(2,F,) ddr p dr ett primtal och ¢ : G — GL(V) vara en
icke-trivial unitdr representation av G. Da dr d, = dim(V') > %.

Bevis. Om p = 2 &r det uppenbart att olikheten géller eftersom varje representation ér atminstone
av grad 1. Vi antar dérfor i fortséttningen att p > 3. Fran (D.2) vet vi att

1 1 1 0
T1 = |:0 1:| och TQ = |:1 1:|

genererar gruppen G. Eftersom ¢ ér icke-trivial betyder det att o(T1) # I eller p(Ts) # I. Detta
ar for att varje element g € G kan skrivas som en produkt av 77 och T5, sa om bade o(Ty) = I
och ¢(T) = I skulle det da folja att ¢(g) = I, eftersom ¢ &r en homomorfi. Vi kan anta utan
inskrdnkning att o(T}) # I. Eftersom (7)) &r unitér, och ddrmed normal, sa foljer det fran
att ¢(T1) &r diagonaliserbar. Detta innebér att det maste finnas ett egenvérde A till ¢(T7) som
ar skiljt fran ett, f6r annars hade det funnits en bas (e1,...,e,) av V sa att (T} )e; = ¢; for alla
i=1,...,n, vilket endast &r mdojligt om ¢(T7) = I.

Om p € F}, sa har vi

A TR AR A

dir p? € F,. Notera att detta &r véldefinierat, f6r om m = 12 + kp sd har vi

T K R L A PR
0 1] Tlo1 o1

eftersom

Detta medfor att

Vi gor nu den enkla observationen att A** har egenvirdet M eftersom A Ar ett egenvarde till
A. Fran foljer det att varje egenvirde till A®” ocksa #r ett egenvirde till A. Fér antag att
T dr ett egenvirde till A*”, och att u fir en egenvektor som hér till . D& har vi AT 1u) =
T 1AW TT 'y = T1 AWy = 7(T'u). Alltsé &r d& 7 dven ett egenvirde till A. Eftersom A # 1
innebér detta att A har minst lika manga olika egenvérden som det finns olika kvadrater i Fy. For
att bestimma antalet sadana kvadrater studerar vi féljande homomorfi

¢:F,—F,, T 2.

12



Att ¢ ér en homomorfi foljer av att for g,h € F}, sa giller

d(gh) = (gh)* = ghgh = gghh = ¢(g)¢(h)

dir vi anvént att Fj &r abelsk. Eftersom Fj/ker(¢) ér isomorf med ¢(F;) far vi att |¢(Fy)| =
|F5|/| ker(¢)]. Notera att ker(¢) = {x € Fj | #* = 1} = {1,—1}. Alltsa &r antalet kvadrater i F
lika med (p — 1)/2. Eftersom egenvektorer till olika egenvirden ér linjért obereoende foljer det att

d, = dim(V) > %.
O

Lemma 5.3. Lat G = SL(2,F,), och lat A C G vara en symmetrisk delmingd. Egenvirdena A # 1
till Markovoperatorn uppfyller olikheten

2|G|

A=\ G-mr

Bevis. Vi borjar med att berdkna sparet av M?2. Vi har
S Mg = [ S5 s
SEA s€cAteA
Sparet av M? ges da av
2
ZM 0z(2 |A|2 Z Z 0z (2st) ‘A|2|G||A‘
zeG z€G s,teA

A andra sidan vet vi att sparet av M ges av summan av dess egenvirden, da M &r en sjilvadjungerad
operator. Det foljer att sparet av M? ges av summan av kvadraterna av egenvirdena till M. S& vi

har G
= _ 2
A = 2N

dir \; #r egenviirdena till M. Notera att antalet ganger en term A\? férekommer i summan ovan #r
minst lika stor som den geometriska multipliciteten av A;.

Vi ser enkelt att Mm, = m,M, dér 7 &r den reguljira representationen. Om A &r ett egenvirde
till M, och v &r en egenvektor horande till A sa géller Mmv = 1gMv = mgAv = Amgv. Alltsa &r
egenrummet horande till A ett G-invariant delrum, sa om vi begréinsar 7 till detta egenrum far vi
en representation av G som inte dr trivial om A # 1. Av Lemma [B.3| och Sats[5.2] foljer da att detta
egenrum har dimension storre én eller lika med (p — 1)/2. Av detta far vi foljande uppskattning:

6l p—1,
ks o

for varje A\; # 1. O
Nedan betecknar x den karaktéristiska funktionen given i Definition
Lemma 5.4. Lit A C G. Om (Mxa,xga-1) #0, for alla g € G, sd ir A> = G.
Bevis. Antag att A3 # G. DA finns ett g € G sadant att g ¢ A3. Olikheten
0 # (Mxa,xga-1) |G|| |ZZXA za)Xga-1(z)
z€G acA

kan gilla endast om det finns ett = € G sadant att za € A och 2 € gA~!. Men det implicerar att
x € A% och g € xA, och alltsa g € A3, vilket &r en motsigelse. O

13



Vi ar nu redo att bevisa Gowers sats.

Bevis av Sats[51l Lat e;, med i € {0,...,|G|— 1}, beteckna baselementen i en ON-bas fér L*(G)
bestaende av egenvektorer till M, och lat g vara ett element i G. Med den omvénda triangelolikheten
blir

[(Mxa, xga-1)] = [Mo{xas o) (€0 Xga—1) = | D Xilxa, ei) e, xga—1)l; (17)

i>1

efter att ha utvecklat y 4 i egenbasen. Lat oss beteckna egenvirdet 1, som hor till de konstanta
funktionerna, med \g. Den motsvarande vektorn i egenbasen, ey, kan véljas till funktionen som &r
lika med 1 pa alla noder. Genom att skriva ut summan for respektive skaldrprodukt syns att

_ AP
ER
Vidare kan den andra termen i hogerledet av Ekvation uppskattas med Cauchy-Schwarz olikhet
enligt

|>‘O<XA760><607X9A_1>‘ (18)

|Z>\i<XA76i><€i7XgAfl>|SI?Z‘CIIXP\H > lxarenl? D [ei xga-1)I2. (19)

21 i>1 i1
Notera att ‘A|
3 lovar el < 3 lovas el = lixall® = -

i>1 i>0

dér den nést sista likheten foljer av att egenbasen &r ortonormal. P4 samma vis kan den andra
summan i hogerledet av Ekvation uppskattas med |A|/|G|. Tillsammans med Lemma [5.3| blir

alltsa
2| A|
Ailxa, e e Xga-1)| < | ————. 20
|Z Ocaselen o)l <\ o= (20)

Sammantaget far vi med insédttning av Ekvation och i Ekvation att

|A)? 2|A]
Mya, xoa)| > 20— .
|< XA; XgA >| |G|2 (p_ 1)|G|

(21)

Hogerledet i Ekvation [21] &r strikt storre &n noll om

21 /3\G|1 /9
(p—1)H?
och med |G| given av Proposition giller for alla p > 2 att
9l /3| G|1 /9
PRV
Enligt satsens hypotes #r |A| > 2|G|3/?, och resultatet foljer dirmed av Lemma

Al > [eliche

1< <2. (22)

6 Felrattande koder

I detta kapitel kommer vi att skicka meddelanden som bestar av symboler fran ett visst alfabet. Vid
overforing av detta meddelande kan symboler forédndras, bli olésliga, tillkomma eller falla bort enligt
olika monster. Har kommer vi att begréinsa till oss till fallet da symboler singlas, alltsa byter virde
inom alfabetet. Oavsett hur ett meddelande dndras vid 6verforing kommer detta meddelande kunna
tolkas som ett legitimt meddelande. Det finns alltsa ingen mojlighet att veta att nagon dndring har
skett. Déarfor kommer vi att avbilda samtliga meddelanden pa lingre meddelanden med hjilp av
redundant information. Dessa ldngre ord kallas kodord och &r mer utspridda. Om kodord skickas
istéillet kommer dessa alltsa behova ett storre antal fordndringar for att denna férvéaxling kommer
att ske. Eftersom ett stort antal fel &r osannolikt kommer troligtvis det mottagna kodordet var
mest likt det ursprungliga kodordet. Med hjilp av expandergrafer kan vi sedan skapa koder som
gor detta.
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6.1 Grundliggande informationsteori

For att kunna tala om hur koder fungerar och hur bra dessa koder presterar behover vi forst
definiera dessa begrepp och relevanta matt.

Definition 6.1 (Alfabet). Ett alfabet ¥ &r en dndlig méngd av symboler. Antalet symboler |X]| i
ett alfabet betecknas ¢. Vi later &ven X" beteckna rummet av n-tupler med element tagna fran 3.

Dessa tupler beskriver alla de ord som symbolerna i alfabetet bygger upp.

Definition 6.2 (Kod). En kod C fran ett alfabet ¥ &r en delméingd av X". Elementen i C' kallas
for kodord.

Det &r alltsa kodorden som de olika meddelanden kommer att avbildas pa. Om dessa avbildningar
ligger langt ifran varandra kommer det som sagt krédva ett stort antal fel for att tvetydighet ska
kunna uppsta.

Definition 6.3 (Hammingavstand). Hammingavstandet, dg, mellan z,y € X" definieras

du(z,y) = |{i | 2 # yi}.

Denna definition beskriver alltsa antalet koordinater dér tva tupler skiljer sig at och kan visas vara
en metrik pa X™. Antalet fel kan nu definieras som ett avstand i den hér metriken. Detta kommer
visa sig vara viktigt for hur felrobust en kod kan vara.

Definition 6.4 (Avstand). Avstandet, d, for en kod, C C X" definieras som

d(C) = min dg(c1,c2)
c1#c2

dér c1,c0 € C.

Varje par av kodord kommer alltsa att ha ett utrymme mellan sig som inte ingar i méngden C. Da
vi har begrinsat oss till att bara skicka kodord betyder detta att om vi mottar ett ord som inte
ar ett kodord sa maste ett fel ha uppstatt och felet uppticks. Da antalet fel mest troligt &r litet
kommer vi att anta att det kodord som ligger ndrmast det mottagna ordet i Hammingavstand &r
det ursprungliga kodordet och felet réittas till detta. Det storsta antalet fel som kan upptéckas eller
rittas beskrivs av foljande lemma.

Lemma 6.5. For en kod med avstand 2t + 1 gdller att 2t fel kan upptickas och att t fel kan rittas.

Bevis. Vi later u beteckna det skickade kodordet och v vara det mottagna ordet. Vi antar att
antalet fel hos v &r dy(u,v) < 2t. I sa fall kan inte v inte vara ett kodord eftersom avstandet
annars hade varit 2¢. Antingen sa dr det mottagna ordet det ritta kodordet eller sa &r det inget
kodord alls. I sa fall upptécks felet.

I det andra fallet antar vi att antalet fel hos v dr dy(u,v) < t. For ett annat kodord ' har vi
dp(u,u’) > 2t 4+ 1. Triangelolikheten ger oss

dH (ua u/) < dH (u7 U) + dH (Ua u/)'

Vidare har vi att
dig(v,u') > dg(u,u’) —dg(u,v) > (2t +1)—t=t+1

vilket innebér att felet rittas till v da detta kodord ligger ndrmast. O

Definition 6.6 (Hastighet). Hastigheten, r, fér en kod, C' C ¥", definieras som

log |C|

r(@) = nlog|3|’

Hastigheten visar alltsa proportionen av den kod som &r anviindbar (icke-redundant). Ju mer
redundant kod, desto hogre sannolikhet att atgéirda fel pa bekostnad av att hastigheten minskar.
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6.1.1 Begrinsningar

Vi kommer nu att hérleda en undre och en 6vre grians pa en kods storlek givet att koden har en
viss ldngd och ett visst avstand. For att gora detta behover vi forst foljande definition.

Definition 6.7 (Hammingsfir). Hammingsfiren, H, med radie r kring z € ¥" 4r méngden
H(z,r)={y e X" [ du(z,y) <r}.
Vi behover dven storleken pa denna méangd, dess volym.

Lemma 6.8 (Hammingsfirens volym). Antalet element i H(z,r) da x € X" fas av

) =3 (7)1

=0

Bevis. Alla element som ligger pa avstand 4 fran x fas genom att singla ¢ olika koordinater hos x.
Om nagon koordinat hade singlats fler &n en gang hade detta element inte lingre legat pa avstand
1 fran x. Antalet element pa ett givet avstand fas dirfor kombinatoriskt genom att placera ut dessa
singlingar. Det finns (’Z) sitt att placera ut singlingarna och (q — 1) siitt att viilja vilka symboler
som elementen singlas till. Vi summerar sedan for varje individuellt avstand. O

Vi borjar nu med att visa den undre gransen.

Sats 6.9 (Gilbert-Varshamovs grins). Det existerar en kod C C X" for alla avstind d < n sd att

n

q
>0 (g =1y

Bewts. Vi visar detta genom att studera en girig algoritm som med exponentiell komplexitet bygger
saddana koder. For denna definierar vi férst méngderna S = X" och C = (). Vi viljer ett godtyckligt
element x € S, lagger detta element i C' och tar sedan bort alla element som ligger pa ett avstand
mindre én d fran z. Detta upprepas tills S dr tom. Eftersom |S| = ¢™ fran borjan och antalet
element som tas bort vid varje iteration &r 6vre begridnsat av Hammingsfirens volym fas antalet
iterationer (och dérmed antalet kodord) att vara minst kvoten mellan dessa storheter. O

IC| >

Den 6vre griansen géller for samtliga koder. Koder for vilka likhet géller kallas for perfekta koder.

Sats 6.10 (Hammings gréins). Alla koder C C ¥™ med avstand d < n uppfyller

n

C q
S SN PR

dir t = {%J

Bevis. Enligt Lemma kommer alla element i H(x,t) dir = &r ett kodord att riittas till detta
kodord. Detta betyder att inga par av sadana Hammingsfarer kommer att ha nagon ¢verlappning
da det i sa fall hade ratt tvetydighet. Koden kan dérfor delas upp i ett antal sadana sfirer; en for
varje kodord. Det totala antalet element i samtliga sfirer |C||H (z,t)| kommer dock att vara &vre
begrinsat av storleken pa X", alltsa ¢™ och resultatet foljer. O

Fallet da likhet géller mellan avstand och langd &r trivialt for bada gréanser.

6.1.2 Linjira koder

Expanderkoder tillhér en viktig underklass av koder som kallas linjéra koder. Vi kommer hér att
inféra teori som behovs for att studera dessa koder.

Definition 6.11 (Linjir kod). Lat ¥ vara en &ndlig kropp och lat C vara ett linjért underrum till
>". Da sédgs C vara en linjir kod.
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Varje kodord kan nu uttryckas som en linjirkombination av basvektorer i C'.

Definition 6.12 (Generatormatris). Lat C' vara en linjir kod av dimension k. Om kolonnerna i
en matris G = £"*F spinner C sigs denna vara en generatormatris for C.

Vi kan med hjilp av generatormatrisen koda ett meddelande 2 € ¥ genom en linjér avbildning till
ett kodord Gz € C. Generatormatrisen kan viljas sa att det ursprungliga meddelandet aterfinns i
borjan av kodordet. Detta kallas for standardform och skrivs

I,
G =
(»)
dar I, ar identitetsmatrisen av storlek k£ och P ar en n — k x k-matris.

En linjar kod kan dven definieras utifran kdrnan till det linjira underrummet for en annan
linjar kod.

Definition 6.13 (Dualkod). For en linjir kod C C ¥, sd ér dess dualkod, C*, definierad
Ct={ze%X"|(2-¢)=0, Vee C}
dir (z-¢) = > | z¢; &r den inre produkten dver X.

Med detta kan vi definiera paritetsmatrisen som vi kommer att anvinda oss av for att skapa
expanderkoder.

Definition 6.14 (Paritetsmatris). Generatormatrisen fér C1, déir C' C X" #r en linjir kod av
dimension k, kallas for paritetsmatris for C' och betecknas H = L(n—k)xn,

Detta betyder alltsa att C = {¢ € ¥™ | Hc = 0}. Vi noterar att varje rad i paritetsmatrisen
motsvarar ett bivillkor som koordinaterna hos de tillatna kodorden maste uppfylla. Varje enskild
rad beskriver en summa som fér koordinaterna maste vara noll.

Sarskilt giller da att standardformen av G har paritetsmatris

H=(-P" I,_}).
Vi kommer dven behova foljande lemma.

Lemma 6.15 (Avstand {or linjira koder). Lat C C X™ wvara en linjir kod. Avstandet for C ges
da av

d(C) =w(C) = IIIélélw(fE)
z#0

dir w(z) = dg(x,0) betecknar vikten av ett kodord x, alltsa antalet nollskilda koordinater i x.
Bevis. Vi viljer z, y € C sa att d(C') = dy(z,y). Enligt antagandet i lemmat géller da att
d(C) = du(z,y) = du(z —y,0) = w(z —y) = w(C).
Omvint giller for nagot « € C dven att
w(C) = w(z) = duy(x,0) > d(C).

Alltsa, ekvationerna ovan dr ddrmed ekvivalenta med att d(C) = w(C). O

6.2 Expanderkoder

En linjar kod kan alltsa definieras utifran dess generatormatris eller dess paritetsmatris. Strukturen
pa paritetsmatrisen kan illustreras med sa kallade bipartita grafer. Med hjélp av expansionkrav
och grafteoretiska resonemang kommer koden fran denna graf sedan att studeras. Hadanefter &r
alfabetet ¥ = {0,1}.

17



Definition 6.16 (Bipartit graf). En graf I' = (V, E,ep) ér bipartit om dess nodméngd V kan
delas upp i tva disjunkta samt icke-tomma delméngder Vj respektive V; sa att varje kant har en
extremitet i V) och en i V7, sa att

ep(a) N ‘/03 ep(a) N Vl 7{ Q)v acekl

For denna typ av graf ricker det att partitionera de tva delgraferna vilket ger upphov till féljande
variant av Cheegerkonstanten.

Definition 6.17 (Bipartit expansion). For en dndlig graf I' = (V, E,ep) med en uppdelning
V =V, U V; skrivs den bipartita expansionen

h(P) = min(ho, hl)

dér oW
Vi
hi:min{||W|| |WCV1,1<|W\<| |}

Aven denna definition kan anvindas for att definiera expandergrafer.

Lemma 6.18. Lat ' = (V, E,ep) vara en dndlig bipartit graf med uppdelning V.= Vo U Vq och
med uppat begrinsad valens v > 1. Antag dven att |Vo| = |V1|. Da gdller

ML < ey < oh).

Bevis. Vi borjar med att bevisa den hégra olikheten. Vilj godtyckligt W C V;, |[W]| < % fori =0
eller 4 = 1. Fran (2.12)) vet vi att
W[ _ LlEW)| _ 1

- > —h(D).
W] — v |W] *v()

vilket betyder att vh(T") > h(T). For att bevisa den vinstra olikheten kan vi antaga att h(I') > 1.
Detta ér for att om A(T) < 1 sa giller olikheten trivialt. Sitt dirfor A(T') = 146 dir § > 0. Vi vill
alltsa visa att h(I") > g. Vi gor detta genom att vilja godtyckligt W C V, |[W| < “;—l Vi kan gora
en uppdelning av noderna i W genom W = Wy U Wy dar Wy ar de noder i W som ligger i V{y och
Wy &r de noder i W som ligger i V4. Vi kan antag utan inskrdnkning att |W;| < |Wy|. Eftersom

W1 och Wy ér disjunkta far vi att [W| = [Wy| + |[W1| < 2|Wp| sa att |[Wy| > |2ﬂ Vi kommer nu
att dela upp i tva fall beroende pa storleken av |[Wp).

o (|Wh < L;') Fran definitionen av A(T) far vi

oW |
W

|OW)|
[Wol -

1+671(I‘)min(ho,hl)ghomin{| | WV, 1 <|W| < |VO}

sa att |OWy| > (1 + §)|Ws|. Antalet olika noder i OW, som ligger i Vi men ej i W ges av
[OWo| = [OWo N Wi| = (14 6)[Wo| — [Wh| = (14 6)[Wo| — [Wo| = 6[Wol.

Eftersom 6|Wo| > 2|W/| far vi
W)l low| _ 8
w2

(23)

o (|Wy| > ‘Vol) I detta fall vet vi att det finns en delméingd A till Wy med storlek [VT‘—‘ Vi

kommer for enkelhetens skull anta att |A| = @. Vi har
|0A] _ [0Wy|
1+46< — <
Al — [Vol/2
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sa att [OWy| > (1 +5)@. Eftersom |V| = |Vp| + |V4] och |[Vo| = |V4] far vi att W] =
[Wol + |Wh| < |V = @ och speciellt |W7] < @ Antalet noder i 0W, som ligger i V; men
ej i Wy ges av

\% % \% % v
|OWo| — |OWo N W, | > (1 + 5)M — Wil > 1+ 5)M _ Il _ JM = 5u.
2 2 2 2 4
detta tillsammans med att |[W] < \2L| ger oss att antalet noder i W, som ligger i V; men ej
i W1 &r minst § ‘%l Vi far da att
EW)| _ [ow] _ 6
> > (24)
(W w2
Ekvation tillsammans med ger oss till slut att A(I') > 2. O

Innan vi definierar expanderkoder kommer vi snabbt att ga 6ver hur vi kommer att koppla bipartita
grafer till paritetsmatriser. Vi later Vj ha lika manga noder som antalet kolonner hos paritetsmatri-
sen och V; lika manga noder som antalet rader hos paritetsmatrisen. En etta pa plats (4, j) betyder
da att det gar en kant mellan en nod i € V; till en nod j € V;. Till exempel fas grafen i Figur 2]
fran

1 1 0 0 1
H=1(0 1 1 0 1
0O 0 1 1 1

Vo Vi

Figur 2: Ett exempel pa en bipartit graf fran en paritetsmatris.

Vi kan nu definiera expanderkoder.

Definition 6.19 (Expanderkod). Om paritetsmatrisen f6r en linjir kod beskrivs av en bipartit
expandergraf I' = (V, E, ep) med uppdelning V' = VU V; dir Vj dr k-reguljir sigs denna kod vara
en expanderkod.

Det var Robert G. Gallager som vid 1969 forst studerade detta séitt att skapa koder pa genom att
anvinda slumpmiissiga glesa grafer. Detta utvecklades sedan vidare vid 1996 av Daniel A. Spielman
som visade foljande tva satser [3].

Vi kommer att borja med att visa att en expanderkod har ett stort avstand.

Sats 6.20 (Avstand for expanderkoder). Lat I' = (V, E,ep) vara en bipartit expandergraf med
uppdelning V- = Vo U Vi ddr Vy dr k-requljir sa att hg > g For koden fran denna graf gdiller da

d(C) > ho|W| (25)
dar W C Vi dr mdngden for vilken hg antar sitt minsta virde.
For att kunna fullborda satsen med dess bevis behover vi forst féljande lemma.

Lemma 6.21. Lat T = (V, E,ep) en bipartit expandergraf med uppdelning V.= Vo UV; sa att Vj
ar k-requljir och hg > % For varje delmingd W C Vqy existerar i sa fall ett y € V1 sa att

o{yyn W] =1
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Bevis. Antag att detta krav inte giller for W. D& har varje y € 9(W) minst tva grannar som
befinner sig i W. Antalet kanter som i sa fall limnar W &r atminstone

20(W) > 2§|W| = klw].

Detta &r en motségelse eftersom Vg ar k-reguljar och antalet kanter som ldmnar W egentligen &r
exakt k|WV]. O

Med detta lemma framfort kan vi nu bevisa avstand for expanderkoder.

Bevis. Vi antar att d(C) < ho|W|. Enligt Lemma[6.15] existerar dé ett nollskilt kodord w vars vikt
ar som mest ho|W|. Vi definierar méngden av noder dédr detta kodord har koordinater lika med
ett, X = {i | w; = 1}. Det finns enligt Lemma da ett y € 9(X). Denna nod y motsvarar
en paritetssumma 6ver ett kodord enligt konstruktion. Enligt definitionen for paritetsmatris skall
denna summa dock vara noll och vi har en motségelse. O

Forutom att expanderkoder har ett stort avstand har dessa koder dven en algoritm som kan
avkoda pa linjér tid. Denna gar ut pa att vid varje iteration singla en godtycklig koordinat som
har majoriteten av dess bivillkor ouppfyllda. Da vi endast har tva symboler att jobba med rader
det inga tvivel om vilket virde man singlar till.

Sats 6.22 (Avkodning for expanderkoder). For en expanderkod med hy > % sa avkodar en sadan
algoritm det mottagna ordet v till det ursprungliga kodordet u efter ett linjirt antal iterationer om
antalet fel ar firre dan % dir W C Vi dr mdngden for vilken hg antar sitt minsta vdrde.

Bevis. Vi definierar felméngden E = {i | u; # v;}. Om denna &r tom &r vi klara, annars antar vi
att |E| < ho|W/|. Vi delar upp méngden 9(F) i uppfyllda bivillkor S och ouppfyllda bivillkor U
och noterar att

3
S| +1U]=10(E)| > k| E].
Vi noterar dven att antalet kanter som gar mellan E och 9(F) dr som minst
|U| + 2|S| < k|E].

Dessa olikheter ger tillsammans att

1
U] > 3HIE]. (26)

Detta betyder alltsa att sa linge det finns ett fel finns det en koordinat i E' som har fler &n %
ouppfyllda bivillkor. Dessutom innebér detta da att algoritmen kommer att kora sa lidnge det
finns fel. Eftersom varje singling fran borjan kommer att ha fler ouppfyllda bivillkor &n uppfyllda
kommer U att krympa.

Sa linge |E| < ho|W| géller kommer algoritmen att avbryta pa kodordet nirmast det mottagna
ordet. Varje singling motsvarar att E minskar eller 6kar med ett element. Men {6r att | E| nagonsin

ska kunna 6verskrida denna grins maste det finnas en felméngd F sa att |E| = ho|W]|. I sa fall maste
U] > k% enligt (26). A andra sidan hade vi fran antagandet om antalet fel att |U| < k%
fran borjan. O
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A Linjar algebra

Definition A.1l. Sparet av en kvadratisk matris &r summan av dess diagonalelement. Om A &r
en kvadratisk matris sa betecknar vi dess spar med Tr A.

Tr AB = Z Zaijbji = ZZ bjiaij = Tr BA.
% 7 7 i

Av detta foljer att Tr(T~1AT) = Tr(TT-*A) = Tr A. Detta betyder att om A och A’ #r tva
matriser som representerar samma linjéira avbildning i olika baser sa dr Tr A = Tr A’. Alltsa kan
vi definiera sparet av en linjir avbildning som sparet av nagon matris som representerar den.

Vi har

Sats A.2 (Riesz representationssats). Lat H wara ett dndligtdimensionellt Hilbertrum. Om f dr
en linjar funktional pa H sa finns en unik vektor v € H sa att f(u) = (u,v) for alla w € H.

Om A &r en linjir operator pa det dndligtdimensionella Hilbertrummet H och v € H sa kan vi
definiera en linjir funktional pa H genom u — (Au,v). Enligt Riesz representationssats sa finns
da en unik vektor A*v € H sa att (Au,v) = (u, A*v). Avbildningen v — A*v definierar en linjér
operator pa H, som vi kallar fér adjugatet av A och betecknar med A*. Om vi skriver ner matrisen
av A i en ortonormal bas sa far vi matrisen av A* i samma bas genom att ta det Hermiteska
konjugatet av A (d.v.s. matrisenelementen av A* dr @;; om matriselementen av A &r a;;).

Definition A.3. En linjir operator A pa ett Hilbertrum H &r unitir om A~ = A*.

Definition A.4. En linjir operator A pa ett Hilbertrum H &r sjilvadjungerande om (Au,v) =
(u, Av) giller for alla u,v € H, det vill siga A = A*.

Sats A.5. Antag att A dr en sjilvadjungerande operator pa ett Hilbertum H. Da dr alla egenvdirden
till A reella, och egenvektorer horande till olika egenvdrden dr ortogonala.

Bevis. Antag att A dr ett egenviirde till A, och att x € H &r en egenvektor horande till A. Vi har

A =Nz, z) = Mz, ) — XMz, z)
= (A\z,z) — (z, \x)
= (Ax,z) — (x, Az) = 0.

Eftersom (z,x) # 0 sd maste A = A, vilket visar att A ir ett reellt tal.

Antag nu att p # A dr ett annat egenvérde till A, och att y € H &r en egenvektor horande
till p. Pa samma sétt som innan har vi

(A= p)(z, y) = (Az,y) — (z, Ay) = 0.
Eftersom A # p sd maste (z,y) = 0. Alltsa dr = och y ortogonala mot varandra. O

Sats A.6. Om A dr en sjilvadjungerande operator pa ett dndligtdimensionellt Hilbertrum H sa
har A en ortonormal egenbas.

Bewis. Vi bevisar satsen genom induktion pa dimensionen av H. Pastaendet dr uppenbarligen sant
om dim H = 1. Antag nu att pastaendet &ar sant for alla Hilbertrum av dimension ldgre &n n, och
att dim H = n. Lat A\ vara ett egenvérde till A och lat u vara en egenvektor horande till A. Lat
U= (v)t. Dadr H =U @ (u). Eftersom A #r sjilvadjungerad sa foljer det att U &r ett invariant
delrum. Eftersom dim U < n sa finns enligt induktionsantagandet en ortonormal egenbas B till A
begrénsad till U. Later vi e € (v) vara en normerad vektor sa dr B U {e} en ortonormal egenbas
till A. O

Lemma A.7. Om A och B dr kommuterande operatorer sa dr varje egenrum till A ett invariant
delrum till B.
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Bevis. Lat A vara ett egenviirde till A, och u en egenvektor horande till A. Vi har da ABu = BAu =
ABu, vilket visar att Bu &r en egenvektor horande till . O

Definition A.8. En operator A pa ett Hilbertrum &r normal om AA* = A*A.

Sats A.9. Om A dr en normal operator pa ett dndligtdimensionell Hilbertrum H sa har A en
ortonormal egenbas.

Bevis. Skriv A = B+iC,dar B = A'EA* och C = 424~ D4 #r B och C sjilvadjungerande. En enkel
utrdkning visar att BC' = CB. Det foljer av sats att vi kan skriva H = E(A1)®---®E(Ng), dér
E(\;) dr egenrummen till B. Eftersom varje £(\;) ér invariant under C, och C ir diagonaliserbar,
sa kan vi hitta en ortonormal egenbas B; till Cl¢(y,) for varje i. Da &r B = | J,; B; en ortonormal bas
som #r en egenbas bade for B och C. Eftersom A = B + iC sa foljer det att B &r en ortonormal
egenbas for A. O

Korollarium A.10. En unitdr operator A pa ett andligtdimensionellt Hilbertrum H har en orto-
normal egenbas.

Bevis. Vi har AA* = AA ' =T = A"1A = A*A. Alltsa dr A normal, och pastiendet foljer fran
Sats [A9 O

Sats A.11. Antag att A dr en sjilvadjungerande operator pa ett dndligtdimensionellt Hilbertrum
H. Det minsta egenvdirdet till A dr da lika med

. {Az,x)
min .
0#zeH (x,I)

Bevis. Lat A\ < Ay < ... < A\, vara egenvirdena till A. Enligt Spektralsatsen (A.9) sa finns det
en ortonormal bas ey, e,...,e, av H sd att Ae; = \; fori=1,2,...,n. Omz =) x;e; sa har

V1
(Az,z) D00 Nl
<I,$> Z?:l |x’b|2 .

Detta uttrycket dr storre dn eller lika med A1, och vi far likhet om vi stoppar in x = e;. Av detta
foljer satsen. O

B Representationsteori

Definition B.1. En homomorfi ¢ : G — GL(V) kallas en linjér representation av gruppen G. Om
dim V = n ségs ¢ vara n-dimensionell, eller vara av grad n. Vidare gor vi foljande defintioner:

(1) Ett underrum U till V séigs vara G-invariant om ¢(g)U = U for alla g € G.

2) Om det inte finns nagot dkta och icketrivialt G-invariant underrum till V', kallas ¢ irreducibel.

)
(2)
(3) Om ¢(g) #r unitér for alla g € G, kallas ¢ unitér.
(4) Om ¢(g) =1I for alla g € G, kallas ¢ trivial.

Samtliga representationer vi betraktar dr linjira. I fortséttningen betonar vi dérfor inte detta, och

talar enbart om representationer.

Definition B.2 (Den reguljira representationen). Representationen 7 : G — GL(L*(G)) som
definieras genom

mof(z) = f(g_lx)v

kallas for den reguljéra representationen.

Lemma B.3. Den reguljira representationen m av en grupp G dr en unitdr representation.
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Bevis. Lat f,h € L*(G). For ett godtyckligt g € G &r

<7rg(f)7 g |G| ng 117 113)

zeG

W|2:f

z'eG
= ([, h)
dér den nést sista likheten foljer av att ¢G = G for alla g € G. O

Avslutningsvis noterar vi att funktionerna 4, som defineras av

1. g =
5Am{dz#i

bildar en bas i L?(G).

C Fouriertransform pa (Z/nZ)?

Méjligheten att kunna fouriertransformera funktioner i L?(G), vektorrummet av alla funktioner pa
en grupp G, ger ett kraftfullt verktyg till att studera funktioner definierade pa en grupp. I L?(G)
definierar vi en inre produkt genom

f.g ‘G|Zf

z€G

Vi kan nu notera att denna skaldrprodukt OGverensstdmmer med skaldrprodukten av funktioner
definierade pa en reguljér graf I' vara noder dr elementen i G, se Ekvation @ Detta innebér att
vi inte behover géra nagon skillnad mellan L?(T") och L?(G) nir det giller fouriertransform av
funktioner som ligger i dessa vektorrum.

I fortsiittningen av detta avsnitt later vi G vara den abelska gruppen (Z/nZ)2. Speciellt giller
det da att |G| = n?. I detta fall di G &r en abelsk grupp visar det sig att fouriertransformen blir
speciellt enkel.

Definition C.1. Fouriertransformen é&r en linjir avbildning
L*(G) = L*(G)
=17

definierat som

zeG

diir x, () = €2™5° dr de si kallade karaktéirerna for G.

Med - menar vi den vanliga skaldrprodukten i R?. En viktig egenskap for {Xu}uea ar att de utgor
en ON-bas for L?(G). Detta inses genom att notera att dim(L?*(G)) = |G| och beriikna

it e P )0 1, a=b
(Xas Xp) = |G|ZXa (z) |G|ZZ c? :{0, aF#b

zeG z1=0z2=0

dér den sista likheten fas genom att observera att den inre summan &r en geometrisk serie. Utifran
detta kan man da fér varje f € L?(G) skriva

F@) = (Foxuxu(@) =D f(w)

pneG neG

Denna formel for f kallar vi for inversionsformeln.
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Proposition C.2 (Plancherels sats). For f,g € L2(Q) gdller det att (f,g) = |G|(f,9)

Bewvis. Genom att anvanda definitionen av fouriertransform tillsammans med inversionsformeln far
vi

f.9 |G|Zf Zf )3 ()X (y)

y HEG

=> 4w Zf Wxu() =Y 9w f(w) = |GI(f. §)-

neG yEG neG
O

Vi kommer nu att underséka nagra riikneregler for fouriertransformen av funktioner i L?(G). Lat
f € L*G), Ae GL(2,Z/nZ) och ¥(x) = f(Ax), di &r

—2771’%
b(p) |G| > ()

zeG
—2mi et
|G| Z f(Az)e
zeG
- A
Z f —2m
|G| z'eG
Vi ser att
e Aflxl _ MTAfll,/ _ ((Afl)Tﬂ)Tx/ _ (Afl)Tu . x/,
sa . A
D) = F((AT)Th) (27)
Om istéllet ¢(z) = f(x + a), s &r
“ 1 pew
elp) = @l Y(x)e ™
zeG
1 2mi =
el f(z+a)
zeG
= & 2 flae e
‘ l z’eG
= xu(a)f(1)- (28)
Det foljer nu av Ekvation och Ekvation att om Y (x) = f(Az + a), sa dr
b(1) = xu(@) fF((A™H) ). (29)

D Gruppen SL(2,F),)

I detta avsnitt ska vi studera ett par viktiga egenskaper hos den speciella linjdra gruppen SL(2,F,)
dar F, = Z/pZ = {0,1,2,...,p — 1} for ett primtal p. Denna grupp bestar av alla 2 x 2-matriser
med determinant 1 och koefficienter i F,, nédmligen

SL(2,FP):{[Z b}|abcdeF och ad — bc—l}

Tva element i SL(2,F,) multipliceras enligt vanlig matrismultiplikation med tillagget att man
maste lédgga till eller dra ifran multipler av p sa att koeflicienterna ligger i F,. Om till exempel

p =>5 far vi att
2 0] 1 11 [2 2
{0 3} {2 3]{1 4}6‘%(2":5)
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och )

2 2] 4 =2 4 3

[1 4] - [_1 . ] - [4 2} € SL(2.Fs).
Storleken av SL(2,F,) kan bestdmmas genom att studera den nérbesldktade gruppen GL(2,F))
som bestar av alla 2 x 2-matriser med nollskild determinant och koefficienter i F,. Determinanten
kan man se som en homomorfi fran GL(2,F,) till den multiplikativa gruppen Fj = {1,2,...,p—1}

av F,,. Denna observation tillsammans med att kdrnan till determinantfunktionen &r SL(2,F,) gor
att vi kan bestimma storleken av SL(2,F,)

Proposition D.1. [SL(2,F,)| = p(p* — 1).

Bevis. Determinantfunktionen det : GL(2,F,) — {1,2,...,p — 1} = F; &r en homomorfi eftersom
determninanten &r multiplikativ. Vidare &r denna homomorfi surjektiv eftersom for a € F, ar
a 0
det [0 1] =a.

Kérnan till denna homomorfi, det vill séiga de matriser som avbildas pa enheten i Fy, &r SL(2,F,).

Forsta isomorfismsatsen séiger da att GL(2,F,)/SL(2,F,) = F;, vilket ger oss

_|GL2,Fy)| _ |GL2,Fy)|
|Fx p—1

ISL(2,Fp)|

Det aterstar nu att bestdmma storleken av GL(2, F,,). Detta gor vi genom ett enkelt kombinatoriskt
argument. Antalet mojliga alternativ for den forsta raden ér (p? — 1). Detta dr for att det totala
antalet alternativ for den forsta raden dr p? men for att fa en inverterbar matris méaste vi ta bort det
alternativ som matsvarar en nollrad. Antalet alternativ for den andra raden blir dérefter (p* — p).
Detta #r for att vi fran det totala antalet alternativ fér den andra raden, p?, tar bort alla multiplar
av den forsta raden. Genom att gora detta blir raderna linjédrt oberoende och motsvarande matris
inverterbar. Vi far da att

|GL(2,Fp| = (»* = 1)(p* —p) =p(p* = 1)(p— 1)

och dirmed &r [SL(2,F,)| = p(p? — 1). O
Proposition D.2. De tva matriserna
le(l) 1 och ng[i ﬂ
genererar SL(2,F,).
Bewvis. Eftersom ) )
H:éf mhwzﬁg]

riicker det att visa att matriser av formen T¥ och TY dér z,y € F, genererar SL(2,F,). Vi gor
detta genom att dela upp i olika fall. Om b # 0 kan vi skriva

R P | o B
R

Om b =0 och ¢ =0 &r a # 0 och vi kan skriva var matris som
a O]_ |1 offt 1] 1 o]|1 =
0 a'] |2 1|0 1f|la—1 1](0 1

I samtliga fall har vi skrivit ett element i SL(2,F,) som en produkt av element av den 6nskade
formen. O

Om ¢ # 0 kan vi skriva
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E Probabilistiskt bevis av expandergrafers existens

Vi visar hér att expandergrafer existerar genom att betrakta en reguljéar bipartit graf dar kanterna
viljs slumpmiissigt. Beviset foljer i fotsparen av [4].

Lat n > 2 och k > 3, och l1at & = (04, ... ,03) vara likformigt och slumpmissigt vald ur S¥, dir
Sy, dr méngden av alla bijektioner fran {1,...,n} till sig sjilv. Vi definierar forst en bipartit graf

e = (Vou, Ep,ep) med hérnen V;, = Vo U Vy, dér

Vo={(0):1<i<n}, Vi={(1):1<i<n}.
Kanterna definieras sedan enligt
E,={(@,0;():1<i<n,1<j<k},
och dndpunktsfunktionen tas till att vara
ep((i,05(#))) = {(1,0), (0;(i), 1)}-
Notera att alla horn i Vi har grad k per konstruktion, och att alla horn i Vi ocksa har grad k

eftersom varje o; &r en bijektion. Alltsa &r grafen k-reguljér. Ett exempel pa hur grafen ser ut da
n =5 och k = 2, med permutationerna (1452)(3) och (1)(2543) visas i Figur

Eftersom o ar likformigt slumpméssigt vald ar

[{o : T%" har egenskap P}

P har egenskap P) = S

Figur 3: Ett exempel pa hur en av graferna i familjen ser ut, da n = 5 och k = 2, med permuta-
tionerna (1452)(3) och (1)(2543).

Sats E.1. Lat k > 3 vara fix. Det existerar ett hy > 0 sadant att

lim P(h(T) < hy) = 0. (30)

n—roo

Definition E.2 (Grafavbildning, Grafisomorfism). Lat I'; och I'y vara grafer. Ett par (f, f«), dir
f Vo, = Vp, och f, : Er, — Er,, kallas en grafavbildning om f(ep(«)) = ep(f.(a)) for alla
a € Er,. Om f och f, &r bijektiva kallas (f, f) en grafisomorfism fran T'y till T's.

Lemma E.3. LatT'y och T's vara grafer, och antag att det finns en grafisomorfism (f, f«) fran Ty
till Ty. Da dr |OW| = |0f(W)| for alla W C Vr,.

Bevis. Lat w; € W, och lat A; vara méngden av alla grannar till w; som inte ligger i W. Notera att
Med villkoret for grafavbildningar kan vi visa att f(A;) dr méngden av alla grannar till f(w;) som
inte ligger i f(W), vilket ger att |0f(W)| = |U; f(A;)| = [OW]. O
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Bevis av Sats[EJl Av Lemma (6.18)) foljer att

P(R(T(M) < hy) < P(M(TU) < 2hy + 1).
Lat 0 = 2hy, och beteckna sannolikheten i vinsterledet med p,,. Enligt Definition har vi att
B(F,(,")) = min(hO(I‘,(,")), hl(I‘S,"))), och ytterligare en overskattning ger att
P < P(ho(T8) <6 +1) 4+ P(hi(T0V) < 6 +1).

Notera att £, = {(i,0;(i)) : 1 <i <n,1 <j <k} ={(o; Yi),i) 11 <i<n,1<j <k} sdatt
hi (F,(,n)) = hO(F(n_) ). Men eftersom (S¥)~! = Sk fas foljakthgen att

pn <2P(hg <5+1)<2 Y P(0,W] < (5 +1)|W]), (31)
WcVy
[W|<3Vo

dér vi i den andra olikheten har utnyttjat att P(ho < 0 + 1) inkluderas i summan.
Lat nu W C Vp med |[W| = £ < %, och lista hornen i V4 enligt

(1,0), (22,0),...,(x¢,0), (x41,0), ..., (s, 0),

déar W = {(21,0), (2,0),...,
tionen g : N,, — N,, enligt g(
definierade enligt

(2¢,0)}. Lista ocksa hornen i V4 pa motsvarande vis. Definiera funk-
x;) = i, vilken har en invers g~!(i) = x;. Paret (f, f.) med f och f,

f((x,O)) - (g(x),O), f((xv 1)) - (g(f), 1)
fe(@,05(2))) = (9(x), 9(0;(2)))

kan visas vara en grafavbildning. Notera att f och f, &r bijektiva, ty de har inverserna
{f—%(x,o» (971(2),0), S7H (@, 1) = (97 (@), 1)
[ (@,04(2)) = (97 (@), 97 (05(@)))

Alltsa &r (f, f+) en grafismorfism. Eftersom f(W) = {(1,0),...,(¢,0)} foljer enligt Lemma [E.3| att
Ekvation ar ekvivalent med

<2 Y, ( ) (105{(1,0),...,(£,0)} < (5 4+ 1)0). (32)
1<e<2
Om vi nu later endast den f6érsta permutationen, o1, i o verka pa {(1,0),...,(¢,0)} far vi méingden

I, C Vi med storlek £ eftersom oy dr en bijektion. Detta innebér att

P([0o{(1,0),..., (£,0)} < (6 + 1)f)

= P[00, {(1, )7 - (GO)H\L| < 60)
SP([(0\0, {(1,0), -, (6,00 )\Le| < [6¢])
<P([(905005 {(1,0), .., (6,00 D\Le| < [5¢]),

- (¢
dér den sista olikheten foljer av att om (og,...,0%) verkar pa {(1,0),...,(¢,0)} och avbildas pa
som mest |§¢] element utanfor I, s maste endast o9 och o3 tillsammans avbildas pa som mest |[§/]
element utanfor I,. Dessutom, att oo och o3 avbildas pa som mest | 6] element utanfor I, implicerar
att A C (I, UE) for nagon E som ér en delméngd i Vi\Ip, dir A = (0y,00,{(1,0),...,(¢,0)}). Vi
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far da att

P(|(95,005{(1,0), ..., (£, 0))\Le| < |64])
<P( |J Acmup))

|E|=[5¢]
< Y PAC(LUE)
|E|=]5¢]
Z P((aa2{(170),7(€70)}) C (IZ UE))2
|E|=|6¢]
:(nw_ef) P((9,,{(1,0),..,(£,0)}) € (I, U Ey))?

<(L5€J>P((802{(1,0)7...7(8,0)}) C (I, UEE))Q

dir E, #r en fixerad delmingd av V7 med storlek [§4] som &r disjunkt med I,. I den tredje och
fjarde likheten har vi anvint symmetri och att o9 och o3 &r oberoende av varandra. Eftersom oo
ar en bijektion géller det att

+ o0 e+ (o0 -1 14|

P((00,{(1,0),...(£,0)}) € (I UEy) = -

n n—1 ~~Tn—f0+1
(4 o)) (n —0)!
(L)) n!

Vi far da tillslut att
e 3, 000 () (5 = 5 et o

Resterande del av beviset gar ut pa att visa att ovanstaende summa gar mot noll. Detta gor vi
genom att dela upp summan i tva serier vid m,, = In(In(n)), som ska vara stort, sa att

M, 71,/2
lim S, = hm E ap + E ag).
n—oo

=1 b=mp+1

I den forsta av dessa summor uppskattar vi termerna uppat som

(20)1)” (2ma))? _ ¢(@my)matie—tme
U)o "

dér vi anvint att n! < e - n"T1/2e7" for alla positiva n. Detta ger oss
)Alanrlefélm71

Zae 2m .

Vi visar att ovanstaende uttryck gar mot noll da n gar mot odndligheten genom att visa att dess
logaritm gar mot minus odndligheten.

<mn62(2mn)4m"+164m"
In
n

) = In(m,)+2+ (4m, +1) In(2m,,) — 4m,, —In(n) — —oo da n — oco.

Det aterstar nu att visa att den andra summan gar mot 0. Vi undersoker logaritmen av dess termer
och anvénder att In(k!) = kln(k) for stort k. Detta ger oss foljande form for termernas logaritmer:

In(ag) = (n — £)In(n — €) + 2(¢ + 60) In(¢ + 6¢) — £In(¢) — (n — 6¢) In(n — 66) — 35¢1n(5¢), (34)
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dér vi gjort approximationen |0¢]| & 6¢. Den forsta och fjérde termen i blir

(n=0lnn—4£)— (n—380)1In(n— ) =nln(n — £) — £1In(n — £) — nln(n — 6¢) 4+ 6¢1n(n — 6¢)
=nln(l — %) —{In(1 — é) —nln(1 — %)
ol
+64In(1 — ;) +£4(6 — 1)In(n)

<(n—4£)In(1- g) —(n—40)In(1 — %) +4(6 —1)In(n)

4

:e(z_mn(llg;) +4(6 —1)In(n)

n

dér vi i den forsta likheten faktoriserat ut n fran varje logaritm och vid den forsta olikheten anvént
att 0 < 1. Genom att séitta % =z dér z € (0, %} och gora en plot ser man litt att foljande olikhet

géller for sma §
n 1-4£
(Z—l)ln (1 (&) <(06-1).

n

Detta ger oss tillslut att den forsta och fjéirde termen i begréinsas uppat av (6 — 1)¢ + ¢(§ —
1)In(n). Genom att anvéinda att In(1+0) < d kan vi uppskatta den andra, tredje och femte termen

i som
204 00) In(€ 4 6¢) — £1n(L) — 36¢1In(0¢) < (2(1 4 6)d — 351n(d))¢ + £(1 — &) In(¢),

vilket da ger oss foljande uppskattning for logaritmen av ay:

In(ay) < (2(140)0 —30In(d) +5 — 1)+ £(6 —1)1In ( ) <cl+4(6—1)In(2)

n
1
dér ¢ = (2(140)d —35In(d) + 6 — 1). Eftersom (c+ (6 —1)In(2)) = —f &r negativ for sma ¢ géller

det att
n/2 n/2

—Bn/2—mn) _q
< 28 _ gpmar) €T 21 .
Z ap < Z e e = —0dan— o
b=my+1 b=my+1
vilket bevisar Sats 4.1 O

Sats 4.1 siger att det for varje tillriickligt stort n finns ett o € S¥ sa att h(FE,n)) > hg. Detta
tillsammans med att graferna F((,") ar k-reguljira for alla n implicerar att expandergrafer maste

existera.
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