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Effektiv parallell slumptalsgenerering pa GPU:er
Jakob Aasa, Robin Johansson, Marcus Lundberg
Institutionen fér Rymd-, geo- och miljovetenskap
Chalmers University of Technology

Abstract

This work compares several popular pseudo-random number generators implemented on
a graphics processing unit (GPU). We consider generation for both uniform and normal
distributions. The generators have also been tested using a selection of test algorithms to
assess the quality of the output. As a final verification the generators have been tested
in-situ on a simulation code.

We chose to implement and test five different algorithms for generating uniform distributed
numbers and three for generating normal distributed numbers. The generators were im-
plemented with an object oriented programming approach in C++ using Nvidia’s CUDA
framework. We have also included generators from Nvidia’s own random number genera-
tor library, cuRAND, to compare with our own. The test algorithms were implemented in
C++ and CUDA as well.

Our results show that some algorithms are not suited for use on GPUs, while other more
GPU customized algorithms perform admirably. The results from the simulation code show
that all of the generators except Wallace provide good output. The running time of the
simulation code is about 100 to 250 times faster on the GPU depending on implementation
compared to CPU. From our results we can recommend the Linear Congruental Generator
(LCG) for generating uniform numbers if perfomance is a priority, and combining it with
the Box-Muller Transform for generating normal distributed numbers.

Sammandrag

Detta arbete jamfor prestanda och kvalitet for nagra populdra slumptalsalgoritmer im-
plementerade pa GPU:er. Bade likformigt férdelade (uniformt) och normalférdelade pseu-
doslumptalsalgoritmer har implementerats i generatorer och jamforts. Generatorerna har
dven blivit testade med ett urval av testalgoritmer for att granska kvalitén pa de produ-
cerade slumptalen. Som ett slutgiltigt test har generatorerna korts pa simuleringskod.

Vi har implementerat och testat fem olika algoritmer fér att generera uniformfordelat
distribuerade tal, och tre stycken for att generera normalférdelat distribuerade tal. Ge-
neratorerna ar implementerade med ett objektorienterat tillvigagangssatt i C++ Nvidias
Cuda-ramverk. Nagra av Nvidias egna implementationer har kapslats in for att jamfora
med arbetets egna. Testalgoritmerna har &ven de varit implementerade i C++ och Cuda.
Resultaten visar att nagra algoritmer inte ar lampade for att koras pa GPUer, medan andra
mer GPU-anpassade sddana presterar betydligt battre. Resultaten fran simuleringskoden
visar att alla generatorer forutom Wallace ger bra slumptal. Kortiden for simuleringsko-
den &ar ungefar 100 till 250 ganger snabbare pa GPU jamfort med CPU, beroende pa
implementation. Vi rekommenderar en linjar kongruensgenerator (LCG) for att genere-
ra uniformfordelat distribuerade tal. For normalférdelade sddana rekommenderar vi en
kombination av LCG och Box-Muller-transformen.

Keywords: gpu, prng, lcg, wallacegenerator, boxmuller, mtgp.
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1

Inledning

Pseudoslumptal, eller deterministiska foljder av tal som framstar som slumpmaéssiga, har
manga anvandningsomraden inom bland annat datorgrafik, kryptografi och simuleringar.
Dessa tal har under lang tid for det mesta genererats pa vanliga fa- eller enkeltradade
processorer. Pa senare tid, i och med den stadigt 6kande berdkningskraften i grafikproces-
sorer (GPU) gentemot traditionella processorer (CPU), har det framkommit en 6nskan av
att kora olika sorters berdkningar pa GPU:er istéllet, och ett av dessa &r just generering
av pseudoslumptal [1]. Idag gors detta genom ramverk speciellt anpassade for grafikkort.

En begriansning av GPU:er ar att berdkningarna behover vara massivt parallelliserbara
(se Avsnitt 3) vilket ocksa slumptalsberdkningar i manga fall 4r. Arbetet undersoker ett
antal olika slumptalsalgoritmers anpassningsbarhet for GPU:er och deras prestanda.

1.1 Diffusionssimulering

Ett specifikt behov av pseudoslumptal uppkommer i stokastiska simuleringar, dér mycket
av simuleringstiden kan ga at att generera pseudoslumptal. Vi applicerar algoritmerna pa
en simulering for hur partiklar sprider sig i vétska [2], sa kallad partikeldiffusion, for en
mer praktisk indikator pa eventuella prestandavinster.

En korning bestar av ett antal experiment dér varje experiment innehaller ett stort antal
oberoende partiklar. Partiklarna ror sig helt slumpmaéssigt i en volym och kan simuleras
oberoende av varandra.

Idén ar att simulera hela volymen, men endast samla in data fran ett litet utsnitt av
den, detta skulle likna verkligheten dér ett mikroskop endast samlar in data fran en liten
méngd av provet. Informationen som sparas ar avstandet partiklarna fardats (r) samt
antalet tidssteg (N) inuti volymsnittet, da partikeln ldmnar volymsnittet berdknas ett
MSD-vérde

1 XN
MSDapprox = > dr? (1.1)
i
dér dr; ar langden pa den i’te forflyttningen inuti volymsnittet. Det teoretiska MSD-véardet

ar
MSDyeori = 2dD6t (1.2)
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dér d dr antalet dimmensioner, D &r diffusionkoefficienten, och dt &r tidssteget i simulatio-
nen. Utifran Ekvation 1.1 och 1.2 kan den approximerade diffusionskoefficienten beréknas

som
MSDapprox

Dapprox = 2dst

Tiden partikeln befinner sig i snittet bor vara ungefar geometriskt fordelat.

En stor del av implementationens berdkningstid anvénds for att generera bade uniform-
och normalfordelade slumptal vilket ar varfor simuleringen ar relevant for detta arbete.

1.2 Syfte och mal

Syftet med arbetet ar att undersoka for- och nackdelar med olika slumptalsgeneratorer
och jamfora dem med varandra med inriktning mot bade ren prestanda men ocksa for en
exempelimplementation for mer praktiska tester.

Malet ar att beskriva ett antal olika firdiga slumptalsgeneratorer for normal- och likfor-
migt fordelade slumptal och implementera dem fér GPU:er. Dessa ska sedan analyseras
med avseende pa prestanda, minnesanvandning och slumptalkvalité men ocksa anvindas
i kod for diffusionssimuleringen. Som slutsats av var analys ska det tas fram rekommen-
dationer pa slumptalsgeneratorer for olika anvindningsomraden.

1.3 Avgransningar

Arbetet kommer att berdra fem olika uniformférdelade generatorer och tre stycken nor-
malférdelade. Dessa kommer testas med ett antal olika egenskrivna implementationer ur
TestUO1-biblioteket [3] samt ENT-programmet [4]. Generatorerna appliceras pa diffusions-
simuleringen. Arbetet innehéller prestandatester och analyser Over samtliga generatorer.
Arbetet behandlar endast GPU:er fran grafikkortstillverkaren Nvidia.

1.4 Upplagg

Arbetet ger en omfattande teorigenomgang av hur slumptalsalgoritmerna som behand-
las fungerar, hur man kvalitetstestar dessa, samt hur en grafikprocessor ar uppbyggd. 1
Avsnitt 4 presenteras mer praktiska implementationsdetaljer och vilka optimeringar som
genomforts. Resultat fran kvalitet- och prestandamétningar redovisas i Avsnitt 5, med en
pafoljande diskussion i Avsnitt 6.
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Maénga anviandningsomraden inom simulering och grafik anvinder sig av nagon form av
slumptal i sin kod, ett exempel &ar ray tracing. Den snabbaste och mest vanliga versionen av
dessa ar sa kallade pseudoslumptal, tal som genereras deterministiskt genom algoritmer,
och vars mal ar att i storsta man efterlikna dkta slumpméssighet. Alternativen till dessa
ar sanna slumptal som tas fran méatdata, vilka har anvindningsomraden men &r avsevart
mycket langsammare [5].

Bra slumptalskvalitet definieras av hur slumpmaéssigt foljder av slumptalen verkar, och
hur bra de féljer den givna fordelningen. Om man till exempel genererar slumptal med
en normalfordelning N(0,1) sd véntas talen folja fordelningen i storsta méan. Slumpmés-
sighet ar extra viktig da hela meningen med pseudoslumptal ar att de ska efterlikna dkta
slumptal. Hur man analyserar slumptalskvalitet beskrivs ndrmare i Avsnitt 2.5.

Under aren har ett antal algoritmer med olika egenskaper tagits fram. For olika anvind-
ningsomraden dr vissa egenskaper mer viktiga &n andra. Det finns de applikationer dér
god prestanda ar mest viktigt, for andra ar det god slumptalskvalité. I sidkerhetskritiska
program ar det sédrskilt viktigt att nédsta slumptal inte kan férutspas, och det finns da
kryptografiskt sikra algoritmer som &r specialiserade pa just detta [6].

En slumptalsgenerator (PseudoRandom Number Generator, PRNG), kan ses som tva funk-
tioner: f och g, dir f fordndrar tillstandet som generatorn befinner sig i, och g anvénder
nuvarande tillstdnd for att producera ett resultat: sjilva slumptalet i sig. I ménga fall &r
g(n) = n (identitetsfunktionen), vilket betyder att generatorns tillstand direkt blir det
producerade slumptalet [6].

Starttillstandet for att paborja slumptalsgenereringen brukar kallas seed eller fré. En gene-
rators period definieras som antalet tillstand som produceras innan generatorn nar tillbaka
till starttillstand [7].

I fo6ljande avsnitt finns beskrivningar av nagra olika uniformférdelade generatorer, som
ar utvalda for deras popularitet (LCG, Mersenne twister), anpassning for exekvering pa
GPU:er (MTGP, Philox) eller utlovad prestanda (Threefry). Arbetet tacker ocksa nag-
ra populdra normalférdelade generatorer: Box-Muller (se Avsnitt 2.4.1), Ziggurat (Avsnitt
2.4.2) samt Wallace Gaussian Generator (Avsnitt 2.4.3), ddr bade Box-Muller och Ziggurat
ar vanliga i applikationer, och Wallace ar ett annorlunda angreppsséitt pa normalfordel-
ning.
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2.1 Linjar kongruensgenerator

Den kanske enklaste slumptalsgeneratorn ar en linjar kongruensgenerator (LCG), som
anviander en given faktor a, konstant ¢ samt modulusoperatorn, modulus m, fér att fran
ett tidigare tal generera ett nytt slumptal - denna definition visas i Ekvation 2.1. LCG
anvands som standardgenerator i bland annat programspraken Java [8] och ANSI C [9].

ni+1 = f(n;) = (a X n; +¢) mod m

(2.1)
g(n) =n

En férdel med LCG &r att algoritmen kompileras till relativt fa instruktioner d& den i

princip bara bestar av enkel aritmetik. Darfor blir LCG prestandaeffektiv jamfért med

manga andra mer komplicerade PRNG:er. Dessutom beror det nya tillstandet endast pa

det forra slumptalet, sa varje generator behéver minimalt minne for att spara tillstandet.

Ett problem med algoritmen ar dock bristande slumptalskvalité, déar lagre bitar i talet inte
ar lika slumpméssiga som hogre. Detta fenomen kan ses i Figur 2.1 dar monstret for bit 0
(Figur 2.1a) dr betydligt mindre slumpméssigt &n monstret for bit 5 (Figur 2.1b).

(a) Bit 0 (b) Bit 5

Figur 2.1: Monstret skapas genom att for varje pixel generera ett slumptal, maska
ut bit x, och om den ar 1 sa blir pixeln vit, annars svart.

Kvalitetsproblemet 16ses enklast genom att justera g till att skifta ner hogre bitar. Detta
okar kvalitén men det innebér ocksa att det resulterande slumptalet &r mer begrénsat i sin
storlek. Ett exempel dr Javas PRNG som anvinder sig av 48-bitars tillstand och skiftar
bort de lidgsta 16 bitarna for att producera ett 32-bitars tal [8]. Generatorns period &r 248.
Denna variant, med Javas egna konstantvirden, visas i Ekvation 2.2. Operatorn >> &r
bitvis hogershift.

niv1 = f(n;) = (25214903917 x n; +11) mod 2*®

g(n) =n>>16 (22)
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2.2 Mersenne twister och MTGP

En annan vanlig generator &r Mersenne twister [10] som anvinds av de flesta mjukvaru-
system och kodbibliotek, och dr dessutom standardimplementationen i ett flertal sprak
som Python [11], Ruby [12] och Julia [13]. Generatorns period &r ett mersenneprimtal,
ett primtal som kan skrivas pa formen 2¢ — 1,k € N, vilket ocksa &r inspirationen till
namnet pa generatorn. Makoto Matsumoto och Takuji Nishimura introducerade Mersen-
ne twister 1998 med en foreslagen period P = 219937 — 1, vilket har lett till att de flesta
implementationer anvinder sig av just detta primtal. En viktig aspekt som talar for denna
implementation, MT19937, ar att den langa perioden leder till att slumptalsgenerationen
héller god kvalité och den ar dessutom relativt snabb. En nackdel dr dock den stora till-
standsbufferten, hela 2.5 kB!, vilket gér denna implementation problematisk pa GPU:er
dér minnet ar begransat.

Det finns andra versioner av Mersenne twister, till exempel en variant som har mindre
minnesavtryck. En mer intressant typ for detta arbete &r MTGP [14], som &r speciellt
anpassad for parallell exekvering. MTGP fungerar liknande som Mersenne Twister, men
dér den stora skillnaden ar att tillstandet delas mellan flera parallellt exekverande enheter.
Denna algoritm finns beskriven i Ekvation 2.3, dir f dr en rekursiv funktion som utfor ett
antal specifika bitoperationer pa parametrarna. Funktionen h ar en del av g och anviands
for att battra kvalitén pa slumptalen med ytterligare bitoperationer. Konstanten m &r
specificerad av implementationen, men kan exempelvis vara n/2. Operatorn @ ar bitvis

XOR (exclusive OR).

Tpti = [(Tmai, Tit1, %), 1 <m < n

2.3
9= Tpyi © M Xm—144) 23)

Ett mojligt problem med att exekvera f parallellt &r om ett eller flera av argumenten inte
riknats klart &n av en annan trad eller tradar. MTGP-algoritmen &dr dock utformad pa
ett sddant sétt att om berdkningsbufferten ar tillrackligt stor sa fordndrar tradarna inte
varandras argument och de kan d& exekveras parallellt. Det kravs att tillstandsbufferten
ar minst 2n — m stor for att n — m tradar ska kunna parallellt exekvera algoritmen utan
att paverka varandra [14].

2.3 Counter based random number generators

En nackdel med konventionella slumptalsgeneratorer ér att de kréaver ett tillstand (sta-
te) for att generera ett nytt pseudoslumptal och implicit innebér det att for att generera
det n:te slumptalet krivs det berdkning av det n — 1:ta. Salmon et al. presenterar istéllet
Counter based random number generators (CBRNG) [6], eller riknare-baserade slumptals-
generatorer som undviker denna begrinsning genom att vara konstruerad sa att genera-

! Artikeln némner storleken 624 ord (word), och definierar ett ord som 32 bitar, 4 byte. D& blir
minneavtrycket: 624 ord = 624x4 bytes ~ 2,5 kB. Pa ett 64-bitars system blir det dubbelt s& stort,
5 kB
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torerna tar in tva varden; en counter, riknare, samt en key, nyckel. Nyckeln kan séttas sa
att varje strom av generatorn har en egen och sedan inkrementeras rédknaren, som da &r
tillstandet for varje gang ett nytt slumptal behovs. Detta innebér att tillstandsfunktionen
f ar en enkel addition till rdknaren och att g istéllet gors mer komplicerad. Férdelen blir
att det ar enkelt att starta upp ett stort antal generatorer med samma tillstand och ge
varje en egen nyckel.

Konceptet hiarstammar fran hur blockchiffer krypterar, dir en fordndring av en bit i klar-
texten bor ge 50% chans att forandra en godtycklig bit i blockchiffertexten. Enligt Salmon
et al. ger algoritmerna som anvénds till blockchifferna extremt bra slumptal men &r ocksa
for langsamma for de flesta dndamél dér endast slumptalen dr av intresse. Genom att
framfor allt férenkla hur nycklar genereras for varje steg (se Figur 2.2) av krypteringen
lyckades forfattarna astadkomma stora prestandavinster. I detta arbete implementeras tva
av dessa algoritmer, Philox samt Threefry.

Den konceptuella skillnaden mellan Threefry och Philox ligger i att den férstndmnda
bygger pa att en storre méangd steg kors och dar nycklarna inte appliceras lika ofta men &a
andra sidan genereras pa ett mer avancerat sitt. Philox anvinder sig istéllet av firre steg,
men dar berdkningarna i varje steg dr av en mer komplicerad karaktédr. Enligt skaparna
har bada generatorena en period pa atminstone 2'28 for varje nyckel, och totalt finns 264
stycken nycklar [6].

2.3.1 Philox

Philox &r en CBRNG som anvéinder sig av ett Substitution-Permutation Network (SP-
niatverk) (se Figur 2.2). Philox finns i nagra olika utforanden beroende pa hur manga
slumptal som ska genereras at gangen, samt storleken i bitar pa talen som ska genereras.
Varianten som genererar fyra heltal at gdngen anvinder en modifierad Feistel-funktion

L, = Bp(Rp—1) =mullo(R,_1,M) (2.4)

R, = Fk(Rn—l) @ L1 = mulhi(Rn—ly M) ® kn-1® Lp-1, .
for substitutionsdelen fo6r varje par (S-box) Dér @ &r en bitvis XOR-operation, mullo tar
de lagre W bitarna av en W x W-bitarsmultiplikation och mulhi tar de hogre. Dessa
par permuteras sedan med varandra (P-box). Tva kopior av Ly, Ry dr da de ursprungliga
raknarna som skickas in i generatorn och genom ett antal rundor itereras tills en tillrackligt
bra slumpniva har natts.

M &r en fast konstant for varje S-box. Nyckeln k adderas med en konstant varje runda,
pa formen

ko = Fran anvandaren

kp = kn_1 +C mod 2V

Salmon et al. har tagit fram lampliga konstanter genom att understka nér foréndringen
blir storst pa sa fa rundor som maojligt.

6
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Plaintext
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| Permute |

[ Mix | [ Mix | [ Mix || Mix |
1

| Permute |
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Subkey 1 —>| H ‘
AR

Figur 2.2: Figuren visar en ¢verblick 6ver ett SP-natverk. En klartext tas in och
i ett flertal steg mixas och permuteras till en krypterad variant. Mellan vissa steg

appliceras dven en nyckel for att forhindra avkryptering.
(Public Domain)
[CCO 3.0 (https://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/deed.en)], via Wikimedia Commons

2.3.2 Threefry

Threefry &r en CBRNG [6] som baseras pa en forenklad variant av Threefish-chiffret som
anvands till Skein-hashfunktionen [15]. CBRNGn anvinder samma typ av SP-nédtverk
(se Figur 2.2) som Threefish men forenklar genom att ta bort en extra modifiering av
nycklarna. Threefry finns i modifierade varianter som kan variera antalet iterationsrundor,
antalet slumptal som genereras at gangen samt ord-storleken mellan 32 och 64 bitar.

Threefry anvinder sig av enkla matematiska operationer for att modifiera sitt tillstand:
XOR, addition samt roterande skift-operationer av bitar. S-boxen anvénder sig av tva ord
i taget, dir det ena resultat dr en addition av de tva orden, medan det andra resultatet
ges av att det forst bitroteras med en konstant for varje runda innan en XOR-operation
gors med det forsta resultat. Efter detta permuteras alla orden och fortsétter koras. Var
fjirde runda adderas en nyckel till alla orden.
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Threefrys algoritm for en ord-storlek pa 32 bitar som genererar 4 tal &t gangen &r som
foljer:

e FoOr den nuvarande rundan d av totala antalet rundor O, ..., N, ges

{(ch + kq/4;) mod 232 omd mod4=0
€d,i ‘=

VUd,is annars.

Har ar vg; det i:te slumptalet under d:te rundan och kg4 ; ar nyckeln som appliceras
var fjarde runda.

e Varje par mixas i varsin S-box genom funktionen

(fa,25> fa2j+1) = MIXg j(eq,25, €d,2j+1)
med j = 1,2 dér

Yo := (2o + 1) mod 232

(1'071'1) = MIX(yO7y1) = {
Y1 = (.1}1 << R(d mod 8),j) © yo,

R ar en samling konstanter, <<< &r bitvis vansterrotation.

o Slumptalen for nésta runda permuteras till slut genom permuteringsfunktionen (i)
som definieras enligt 7(0) = 0, 7(1) = 3, 7(2) = 2, 7(3) = 1. Slumptalet till nésta
runda blir d& vgt1,i == fax()-

e Denna process upprepas tills dess att den 6nskade mangden rundor uppnatts och
slutligen returneras eq ;.

Nycklarna ko, 3 skapar hjalpnyckeln k4 enligt k4 = Ox1BD11BDA @© ko @ - -- @ k3. Efter
detta roteras nycklarna enligt

d/ai = {k(d/4+i) mod 55 for i = 0,1,2

Konstanten som anvénds for att skapa hjalpnyckeln k4 syfte ar enligt skaparna att se till
sa att k4 inte kan bli 0.

2.4 Normalfordelade slumptal

Néastan alla pseudoslumptalsgeneratorer genererar uniformférdelat distribuerade tal. I manga
statistiska och fysikaliska tillampningar behévs det istédllet normalférdelade sadana. Det
finns en generator (se Wallace Gaussian Generator i Avsnitt 2.4.3) som skapar normalfor-
delade men den behéver en distribution av normalférdelade tal som fré vilket innebér att
behovet av att pa nagot sitt transformera om en uniformtférdelat distribution av tal till
normalférdelade sadana kvarstar.
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2.4.1 Box-Muller-transformen

Box-Muller-transformen [16] &r en metod som anvénder sig av tva oberoende uniformfor-
delade slumptal, Uy, U, € (0,1), for att skapa tva oberoende normalférdelade slumptal
Xl, XQ dar

X1 = (—2InU;)Y? cos (2r x Us)

2.5
Xy = (—2InUy)Y?sin (21 x Us). (25)

Att detta ger normalférdelade slumptal visar Box och Muller med att hanvisa till inver-
serna som blir

—(X7+X3)
Uy = e%
. 1 ) X, (2.6)
= —— arctan —.
2 2w X1
Ur detta kan den gemensamma tathetsfunktionen
1 -(x24x2) 1 —x2 1 —x2
FX1, X)) =—e 2 = =——e 7 x —e 2 = f(X1)(Xa) (2.7)

2m V2 V2m

berdknas, som férutom att visa att X;, Xo ar normalfordelade dven visar att de ar obe-
roende av varandra. Box-Muller-transformen &r en tidig och ganska langsam metod pa
den dr implementerad pa CPU:er jamfort med modernare varianter som Ziggurat [17] och
Polar-metoden [18]. Box-Muller har dock en utmérkande férdel jamfért med andra meto-
der i det att det alltid &r samma kod som kors, det vill siga den grenar sig inte och inga
specialfall behover tas hansyn till jamfért med exempelvis Ziggurat.

2.4.2 Ziggurat

Ziggurat[17] ar en forkastande metod for distributioner med avtagande téthetsfunktion f,
eller unimodal symmetrisk sidana dér bada sidor ar avtagande (exempelvis normalférdel-
ning). En enkel men extremt ineffektiv forkastande metod hade genererat tva uniforma tal
X,Y i ett rektangulirt omrade som innefattar hela distributionens téthetsfunktion (for
halva N(0,1) skulle alltsd X € [0,00),Y € [0,1/v/27]. Slumptalet X accepteras forutsatt
att Y < f(X) vilket resulterar i att de accepterade talen foljer distributionen.

Ziggurat skapar istéllet n — 1 rektanglar som tillsammans med en basregion av samma
area A tédcker distributionens férdelningsfunktion (se Figur 2.3). Da alla regioner har
samma area kan en region slumpméssigt véljas dar ett par av uniforma slumptal som
formar en punkt inom rektangeln kan testas. Ziggurat utnyttjar att férdelningsfunktionen
ar avtagande for att nidstan alltid behova generera endast ett tal. Ett specialfall uppstar
for basregionen som da bestar av en rektangel samt 'svansen’. Nar ett slumptal placeras
i basregionen kan det inte forkastas da hela regionen ligger under férdelningsfunktionens
kurva och det genererade talet behéver ddrmed hanteras annorlunda.
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0.4

0.35

2
f(x)=1/(2m) "2 2

)
e
o
3

T

Figur 2.3: Figuren visar sex rektanglar samt basregion med ’svans’ som ziggurat-
metoden kan anvinda sig av for en normalférdelning. Rektanglarna och basregionen
ar av identisk area.

Ziggurats algoritm &r sedan som foljer:

en slumpmaissig region 0 < ¢ < n av n rektanglar samt basregion valjs ut.

o Ett virde z = Upx; genereras dir Uy € [0,1) &r en uniform slumpméssig variabel
och z;,7 # 0 ar den nedre punkten pa rektangeln, da ¢« = 0, berdkna x = Uy A/ f(xg).

e Om z < x4 ar slumptalet accepterat och algoritmen &r klar. Notera att om ¢ =
0,x > ;41 s& krévs ett specialfall, se nedan.

o Annars genereras ett nytt virde y = y; + U1 (yi+1 — yi) som jamfors med fordelnings-
funktionen f(z). Om y < f(x) accepteras slumptalet och algoritmen é&r klar.

e Annars borja om fran borjan da den genererade (x,y)-punkten inte ligger inom

distributionens fordelningsfunktion.

For specialfallet da ¢ = 0 och « > z;411 behéver en variabel fran ’svansen’ genereras. For
det foreslar Marsaglia [19] foljande:

o Generera z = —In(Uy)/xg, y = —In(Us) tills y +y > x X x.

e Returnera xg + x.

Algoritmen transformerar om svansen till enhetsintervallet och genererar slumptal fram
tills det att man hittar ett utfall som ligger inom svansen, som da accepteras.

Genom att lata xg = 3,442619855899 for en 128 remsor hog Ziggurat visar Marsaglia att
arean for varje rektangel och basregion kan berdknas och sannolikheten att endast ett
slumptal behéver genereras blir 97, 98%.

10
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I Marsaglias originalimplementation av Ziggurat finns ocksa nagra brister med slumpta-
lens kvalité: En for enkel slumptalsgenerator anvinds for de ursprungliga uniforma talen
samt att de minst signifikanta bitarna anvindes for att vélja det vertikala indexet vilket
medfor en korrelation i ett tals storlek och dess minst signifikanta sista siffror. Mathworks,
som anvinder Ziggurat-algoritmen for sin normalférdelade slumpgenerator randn i Mat-
lab anvénder istéllet tva stycken Mersenne twister-genererade 32-bitars slumptal dér 8
bitar anvénds for det vertikala indexet och 52 av de resterande 56 bitarna anvinds for att
konstruera ett double-flyttal [20].

2.4.3 Wallace Gaussian Generator

Wallace Gaussian Generator [21], forkortat Wallace, &r en algoritm som anvénder sig av en
redan tidigare genererad samling (pool) av n normalférdelat distribuerade slumptal for att
generera n nya. Normalférdelningen behalls i den nya poolen genom matris-multiplikation
pa den gamla. I en artikel fran 1996 presenterar C. S. Wallace denna metod, som namn-
givits efter honom. Hans process bestar av att lata poolen vara K x L stor och i en runda
tas K tal ur poolen till en vektor X;, som multipliceras med en ortogonal matris A;,
Xit1 = A;X;. Da samlingen har storleken K x L sa ar en iteration av algoritmen L run-
dor. Ett exempel pa algoritmen visas i Figur 2.4. Matrisen A; viljs sSlumpmaéssigt for varje
runda ur méngden Ay, ..., Ag, dir k ar antalet iterationer som kors. Férdelen med att dela
upp iterationer i rundor pa detta séitt dr att varje runda kan exekveras oberoende av de
andra da ett tal i den gamla poolen endast anvinds i en runda.

pool a | = a 4 a ay as a ay
Runda 1 Runda 2
pool b by by b, by by b; bg by

Figur 2.4: Denna figur forestéller en iteration av Wallace-algoritmen, dir K =
4, och antalet rundor: L = 2. Rundorna hamtar, efter varandra, de K talen fran
slumpméssiga platser i poolen a, utfor matrismultiplikation och skickar resulterande
tal till b.

Anledningen till att man skulle vilja kora flera iterationer innan man returnerar sina slump-
tal till anvindaren &r for att 6ka slumptalskvaliteten. For att den ska vara tillrackligt bra

11
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sa bor varje tal i ursprungspoolen till slut paverka alla tal i slutpoolen. Wallace l6ser detta
genom att tolka poolen som en matris med K rader och L kolumner. Efter varje iteration
transponeras poolen genom att byta plats pA K och L. En annan metod som foreslas
ar att samlingen permuteras vid varje iteration, vilket tillsammans med transponeringen
leder till tillréckligt bra kvalitet enligt C. S. Wallace [21].

Lee Howes och David Thomas visar i en artikel en variant av Wallaces generator som
ar anpassad for GPU-exekvering [5]. De later K vara 4 och varje runda exekveras av en
trad som parallellt hdmtar in 4 tal frdn en pool och utfér berdkningarna. Detta sitt att
exekvera algoritmen visas i Figur 2.5. Denna metod &r mojlig eftersom varje tal i den dldre
samlingen endast anvénds en géng per iteration. Det innebér att varje runda kan arbeta
oberoende av de andra.

pDDl a b 4 e bt} 4y a 35 a7
Trad 1 Trad 2
pool b by by b, by by b; bg by

Figur 2.5: Detta exempel anvander parametrarna K = 4, och antalet steg L = 2.
Varje runda i Wallaces ursprungsalgoritm exekveras har parallellt av en trad. Till
skillnad fran ursprungsalgoritmen plockas inte de K talen per trad fran godtycklig
plats i poolen utan varje trad hamtar ett tal var per K; i K;..K4. Anledningen till
detta finns beskrivet i Avsnitt 4.2.3.

2.5 Test av pseudoslumptal

I detta avsnitt beskrivs teorin bakom de statistiska tester som anvinds for att avgora
kvaliteten av slumptalsgeneratorerna. For varje test ges en 6verblickande beskrivning, en
kort hirledning samt en sammanfattning.

De tester som har valts &r x2-testet och Kolmogorov-Smirnov-testet. Testerna har valts
for att de ar bra pa att avgbéra hur vidl métdata foljer en underliggande distribution.
I fallet for simulationskoden och uppskattningen av diffusionskonstanten ar det viktigt

12
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att slumptalen foljer normalfordelningen vil, det ar inte lika viktigt att slumptalen &r
oberoende sinsemellan.

Testerna kan anvindas separat eller tillsammans med varandra vilket rekommenderas av
Knuth i The Art of Computer Programming [22], kombinationen av testerna beskrivs i
Avsnitt 4.3.

2.5.1 Chi-kvadrattestet

Y2-testet dr ett vanligt statistiskt test som anvinder sig av en teststatistika och som
avgor hur vil en méingd data foljer en underliggande distribution. Utifran diskret data
(eller kontinuerlig data som diskretiserats) berdknas en teststatistika som jadmfors med
tabellviarden. Jamforelse med tabell ger information om hur sannolikt det erhallna virdet
ar. Om virdet ar for osannolikt kan detta anvindas som motivation for att en hypotes
skall motbevisas.

Grunden for testet ligger i att en underliggande distribution kan representeras av K
stycken intervall med sannolikhetstatheterna pi,p2, ps3,...... , px, dér ZZ-K p; = 1. Givet N
stycken diskreta oberoende maéatpunkter sorteras dessa in i de K intervallen vilket ger
T1,Xo,T3,..... , T, dar ZZK x; = N, och x; anger antalet matpunkter inom det i:te inter-
vallet.

Teststatistikan bygger pa skillnaden mellan antalet matpunkter i ett specifikt intervall och
det forvintade antalet méatpunkter for samma intervall, skillnaden kvadreras och norma-
liseras vilket ger teststatistikan

dir den andra formen ar en kompaktare och mer lattanvind form som erhallits efter
anvandning av att ZZK p; = 1 och att ZZK x; = N [22].

Den erhallna teststatistikan i Ekvation 2.8 beror pa hur bra matdatan foljer den under-
liggande distributionen. Méatdata som f6ljer distributionen vél kommer att ha ett relativt
lagt viirde pa x? (skalan pa x? beror pa v), teststatistikan kommer att ha ett relativt hogt
virde for data som avviker mycket fran distributionen. I fallet d& slumptal studeras ska
teststatistikan varken vara for hog eller for lag?. En 1ag teststatistika tyder pa att datan
inte &r tillrackligt slumpartad och en for hog teststatistika tyder pa att slumptalen inte
foljer den underliggande distributionentillrackligt vil [22].

For att avgora om den erhéllna teststatistikan &r sannolik eller ej behovs sannolikhetstét-
hetsfunktionen (PDF) f (X, v), samt den kumulativa fordelningsfunktionen (CDF) F (X, v),
for x2-férdelingen. PDF for y2-fordelningen [23] dr

F(X,v) = W;()XS—le—é‘ (2.9)

dér v &r antalet frihetsgrader (v = K — 1) och déar T' (¥) dr gammafunktionen med para-

metern % .

2Vad som anses vara hégt och lagt avgors av en signifikansniva som oftast ér 5%.
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CDF:en beréknas utifran PDF:en given i Ekvation 2.9 pa foljande sétt:

F(X,l/):/oxf(:rr,l/)dx
1

TP (g) Jy

X
Z_l - v . x
13 —1)'ze (5 —1)le 2
= qu/eT (%) ( V) 1 '(2 1 )i+1 (2.10)
r_1 . 1 v_1_4 X
27T (3) 2 =0 (5 —1-19)!
X ¥l or g
el (GRS e e
r (f) 2 2v/ i=0 (5 —1- Z)‘
dér de tre sista likheterna endast géaller for jamna varden pa v.
CDF-funktionen i Ekvation 2.10 kan approximeras [23] av
A(X,v)
F(X,v)~H|———= 2.11
(o ~u (250 (.11)

dar funktionerna A (z,7), B (r), och H (z) ges som

A(z,r)= (f)é+2—1

9r
B(r)= \/g

1
H(z) = 1 =o

p (z) = 1.591452 4 0.010952% 4+ 0.0665123, = > 0.

Approximationen i Ekvation 2.11 stdmmer bra 6verens med CDF-funktionen i Ekvation
2.10 for stora véarden pa v.

I Figur 2.6 visas PDF:en samt CDF:en for tre x2-fordelningar med olika v. I varje delfigur
visas ocksa vilka virden pa teststatistikan som ligger under 10% eller ver 90%3.

Det finns nackdelar med y2-testet. Det kriver CDF-viirden vid signifikansgrinserna, och
tar inte hénsyn till all data da information om métdatan forloras nir det sorteras in i
intervallen. Andra problem é&r att valet av intervall kan paverka styrkan av testet [22], och
enstaka tester kan ge missvisande resultat. Darfor dr det viktigt att ett stort antal tester
genomfors for palitliga resultat. N maste ocksa vara tillrackligt stort for ett starkt test
(Np; > 5Vi).

En fordel ar att testet ar intuitivt, da den bygger pa skillnaden mellan antalet element per
intervall och det forvintade antalet element for respektive intervall. Dessutom &r x2-testet
latt att implementera. Berdkning av teststatistikan i Ekvation 2.8 &r latt givet simpla p;
och Ekvation 2.11 innehéller inga komplicerade uttryck.

3Detta skulle motsvara de kritiska X viirdena for ett test med signifikansnivan 10% dér de évre
och undre X virdena betraktas separat.
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025 v? PDF | 1 +2 CDF
0.2
0.15
< <
= L
0.1
0.05
0
(a) (b)

Figur 2.6: Figuren visar PDF samt CDF for tre y2-fordelningar med olika fri-
hetsgrader i intervallet [0, 40]. Teststatistikor inom de skuggade omradena har CDF
varden under 10% eller éver 90%.

2.5.2 Kolmogorov-Smirnov-testet

Kolmogorov-Smirnov-testet, forkortat KS-testet, ar ett statistiskt test som férekommer i
tva versioner. Den forsta versionen anvinder tva teststatistikor (Kf\?, K;I) och den and-
ra anvander en teststatistika (Dy), i bada fallen bygger teststatistikorna pa kontinuerlig
mitdata?. Teststatistikorna avgor hur vil en méngd data foljer en underliggande distribu-
tion. Jamforelse med CDF véarden for KS-distributionen avgor hur sannolika de erhéllna
statistikorna &r.

Grunden for testet ligger i att studera skillnaden mellan den empiriska CDF:en for métda-
tan samt CDF':en for den underliggande distributionen. Givet N kontinuerliga matpunkter

1,29, T3,..... , TN, kan CDF:en fér méitdatan berdknas som
<X
Fy (X) = #xT— (2.12)

dir #x < X ar antalet x virden mindre dn X. K']t, och Kjy-statistikorna bygger pa de
storsta skillnaderna mellan den empiriska CDF:en for métdatan samt den underliggande
distributionens CDF. For kontinuerlig métdata &r teststatistikorna definierade [22] som

K= VN _max (Fy(2)~F () (2.13)
Ky=vN_max (F(2)=Fy (@) (2.14)

dér F (z) &r CDF:en for den underliggande distributionen och dar Fy (z) &r CDF:en for
métdatan (se Ekvation 2.12).

I en datorimplementation kan inte x anta alla vérden i intervallet [—oo, o] s& Ekvation
2.13 och 2.14 kan ddrmed inte anvdndas som dem &r utan behover skrivas om for att kunna

4Till skillnad fran y2-testet dér teststatistikan bygger pa diskret data.
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hantera ett fixt antal 2 virden. De nya ekvationerna for att berikna teststatistikorna [22]
blir

K = \/ﬁlrgr%v (]jv ~F (xj)> (2.15)
Ky = \/ﬁlrgnjaév (F (x) — ‘]_Nl> (2.16)

dér z-viardena sorterats i stigande ordning.

CDF jamférelse

T
— normal
_Fdata
0.8+ il
+ AN
0.6+ Ky < . .
LI— \\\ \\\
0.4} K 7
0.2+ il
0 | | | | | | | |
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X

Figur 2.7: Figuren visar CDF-funktionen f6r normalférdelningen N (0,1) (Fpomal)
samt CDF-funktionen for 70 normalférdelade slumptal (Fgata) genererade med Mat-
labs funktion randn.

I Figur 2.7 visas den underliggande normalférdelningens CDF (Fjormar) samt den empiriska
CDF:en (Fgata) for 70 stycken normalférdelade slumptal genererade med Matlabs funktion
randn. Teststatistikorna K} samt Ky, ar markerade i grafen.

Den andra versionen av testet anvinder sig av statistikan Dy [22] som &r definierad som

Dy = mfo@ém [F (2) — Fyv (2)] = max (K§, Ky) (2.17)
De erhallna teststatistikorna beror pa hur bra métdatan foljer den underliggande dis-
tributionen. Data som foljer den underliggande distributionen véil kommer att ha laga
teststatistikor. P4 samma sitt som for statistikan i y2-testet skall inte KS-statistikorna
vara for hoga eller for laga da slumptal studeras, for héga viarden innebér att métdatan
inte foljer den underliggande distributionen tillrackligt bra och fér laga virden innebér
att méitdatan inte ar tillrdckligt slumpfoérdelad. For att avgora vilka véirden pa statistikor-
na som ar godtagbara behtvs CDF:erna for de tva versionerna av testet. For den forsta
versionen [22] &r CDF:en

Fr(X)=1-e2X 2>0 (2.18)
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for tillrackligt stora vérden pa N. For den andra versionen av testet [24] &r CDF:en

Fp(X) = v2r 3 e @it/ (3X7), (2.19)
=1

X
Summan konvergerar fort — vid anvindning av Fp (X) bor de 10 forsta iterationerna
racka.
; KS CDF
_FD
_FK

0.8

0.6

0.4

0.2

Figur 2.8: Figuren visar CDF-funktionen av D respektive K-statistikan for KS-
fordelningen i intervallet [0, 2]. Teststatistikor inom de skuggade omradena har CDF-
viarden under 10% eller 6ver 90%.

I Figur 2.8 visas CDF:en for K-teststatistikorna (Fx) samt D-statistikan (Fp), det dr dven
markerat vilka statistika virden som motsvarar CDF-varden under 10% respektive over
90%.

Precis som y?-testet si har finns det dven for- och nackdelar med KS-testet. Testet &r
intuitivt da den bygger pa den maximala skillnaden mellan métdatans CDF och den
underliggande distributionens CDF. Den tar ocksa hansyn till all méatdata, till skillnad
fran y2-testet. CDF-funktionen beror endast pa teststatistikan, till skillnad fran x?-testet
déar fordelningen &ven beror pa v. KS-testets styrka ar oberoende av N, och ar ocksa
enkelt att implementera. CDF-funktionerna i Ekvation 2.18 och 2.19 &r korta och latta
att berdkna. Teststatistikorna ér ocksa simpla att berdkna. Den enda stora nackdelen med
KS-testet ar att den kréver CDF-véirden vid signifikansgrénserna.

17



2. Slumptalsteori

18



3

GPU-teori

En grafikprocessor (GPU) &r en typ av processor som specialiserar sig pa parallella berak-
ningar med fokus pa flyttal (decimala tal). Den anvinds framst till grafik, bildbehandling
och andra aritmetiskt tunga applikationer dar ett stort antal berdkningar kan ske oberoen-
de av varandra, sa kallad massivt parallelliserbara arbeten. Program inom dessa omraden
kan fa en betydlig prestandaférbattring genom att kéras pa en GPU jamfért med en CPU,
som har fokus pa generell exekvering och snabb minnesatkomst i form av ett hoghastig-
hetsminne som ligger pa processorn (cache). En GPU har betydligt fler berdkningsenheter
jamfort med en CPU, dir mycket plats istéllet tas upp av hoghastighetsminnet [25]. Skis-
sen i 3.1 visar skillnaden i design mellan dessa processorer. Detta avsnitt behandlar endast
GPU-tillverkaren Nvidias GPU-arkitektur, da det ar deras ramverk och grafikkort vi an-
vander i detta arbete.

Control ALU ALU

ALU ALU

CPU GPU

Figur 3.1: Bilden visar den konceptuella skillnaden i arkitekturen av en CPU kont-
ra GPU. Berdkningsenheter ar grona och minnesenheter rod-orange. ALU star for

“Arithmetic Logic Unit”, vilket ar en enhet som utfér aritmetiska berdkningar.
Licens: Nvidia (Nvidia Cuda Programming Guide version 3.0)
[CC BY 3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by/3.0)], via Wikimedia Commons

Fran borjan var GPU:er endast anpassade for berdkningar relaterade till grafik, men intres-
set vixte for andra anvidndningsomraden som simulering och bildbehandling. Det visade
sig att sddana berdkningar var mycket parallelliserbara. Detta ledde till att Nvidia an-
passade sina grafikkort for generella berdkningar och introducerade CUDA, en arkitektur
och medféljande ramverk som mojliggér generell programmering f6r exekvering pa Nvidias
GPUe:er, sa kallad General-purpose computing on graphics processing units (GPGPU).

Den minsta enheten som exekveras pa en GPU kallas trad, och dessa grupperas tillsam-
mans i sa kallade block. Tradar i samma block har tillgdng till ett gemensamt minne vilket
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underldttar for samarbete mellan tradarna. Dessutom finns det ett max antal tradar som
far vara i ett block, s& om man vill anvinda fler tradar maste man ocksa dela upp dem i
fler block.

For att programmera en GPU s& behéver speciella ramverk anvdndas, som Cuda eller
OpenCL. Dessa ger funktionaliteten att skriva och exekvera kernels, vilket &r funktioner
som kor pa en GPU. GPU kallas &ven Device i Cuda-varlden, och CPU kallas Host. Cuda
anviander sig av en Nvidias egna kompilator, NVCC, som kompilerar den GPU-specifika
koden och later en annan kompilator, exempelvis GCC, omvandla CPU-koden. Det betyder
alltsa att programmeraren tydligt maste markera vilka funktioner som ar kernels, vilket
gors genom att skriva __global__ i borjan av typsignaturer. Hjdlpfunktioner till en kernel
taggas med __device__. Dessa kan dven exekveras pa CPU:n om inga Cuda-specifika kod
anvands och taggen __host__ laggs till i typsignaturen [25]. Anledningar till att man skulle
vilja exekvera en funktion pa bide CPU och GPU &r om man vill jimféra prestanda mellan
dem, och da vill man anvinda samma algoritm.

Nvidias GPU:er har egna arkitekturspecifika assemblersprék, dar nyare arkitekturer stod-
jer fler funktioner. Cuda definierar darfor ocksa ett arkitekturoberoende assemblersprak,
PTX, som kan 6versittas till assemblerkod specifik for GPU:n man kér pa [26].

GPU och CPU anvander olika minnen sa om en kernel behdver startvarden sa behdver
dessa flyttas frén CPU- till GPU-minne férst. Cuda &r designat sa att en pekare till minne
pa CPU ser exakt likadan ut som om den hade pekat pA GPU-minne. Man maste darfor
vara extra forsiktig med hur man anvénder sina pekare s man inte rdkar anvinda fel
minne. En CPU-pekare allokeras precis som i vanlig C/C++, for allokering av minne pa
GPU:n behévs Cuda-specifika funktioner som exempelvis cudaMalloc.

Nar kod exekveras ér det extra viktigt att minska minnesanvindning da det i jamforelse
med berdkningshastighet tar lang tid att transportera data mellan minnesenheter och
berdkningsenheter. Detta &r ocksa anledningen till att minnet dr delat upp i en hierarki,
dar snabbare, men mindre minnesenheter ligger ndrmare berdkningsenheterna och storre
langre bort. Denna minneshierarki kan ses i Figur 3.2. Register ligger narmast tradarna
och ar ocksd snabbast, med nackdelen att méngden minne ar véldigt begrinsat. Shared
Memory anvands for att dela pa data mellan flera tradar i ett block - variabler av denna
typ taggas med __shared__. Nar minne allokeras med funktionen cudaMalloc sa hamnar
datan i Global Memory som alla tradar kan ldsa fran och skriva till. En variant som é&r lik
Global Memory ar Local Memory, som anviands nér lokala variabler inte far plats i register.
Det finns ocksa Constant Memory och Texture Memory som tradar endast kan ldsa fran
(read only) med effekten att flera tradar asynkront kan ldsa samma data utan problem
[25]. Pa moderna Nvidia-GPUer ligger Global, Local, Texture och Constant memory i
samma fysiska minne, Device Memory.
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Figur 3.2: Denna figur visar den minneshiearki som finns i en GPU. Minnen som
Register och Shared Memory har snabbare minnesatkomst édn till exempel det storre
Global Memory. Dessutom kan man se vilka minnen som olika tradar har atkomst
till, dar alla tradar i ett block kommer at Shared Memory, men inte varandras
Register. Tradar ar grona och minnesenheter orange. Den ljusare orange avgrinsar

varje block.
Licens: By Nvidia (Nvidia Cuda Programming Guide version 3.0)
[CC BY 3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by/3.0)], via Wikimedia Commons

3.1 Hardvarudetaljer

En GPU bestar av ett flertal Streaming multiprocessors (SM) som exekverar ett eller
flera block samtidigt. Nér ett block har kort klart sa kors ett nytt. Arkitekturen fér en SM
kallas SIMT (Single-Instruction, Multiple-Thread) som méjliggor exekvering av hundratals
tradar for varje SM. SM delar upp varje block i warps, vilket &r en samling av 32 tradar.
Om ett block dr av storleken 128 tradar sa delas den upp i 4 warps [25].

Ett warp exekverar en instruktion i taget, vilket innebér att alla tradar som ska exekvera
instruktionen kor samtidigt, medan resten vintar. Om till exempel kroppen i en if-sats
exekveras av hélften av tradarna s& vantar resten. Det dr darfor mest effektivt att undvika
forgrening (branching) eller att lata alla tradar i ett warp ta samma gren [25].
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SM:s har ett maximalt antal warps som beror pa GPU-arkitekturen. Occupancy defineras
som antalet aktiva warps i ett SM delat med hur manga den maximalt har. Nar ett warp
pausar och inte kan fa nya instruktioner fran SM sa &r det viktigt att det finns ett annat
warp att ge instruktioner till. Det betyder att ju fler aktiva warps det finns, desto mer
effektivt blir utdelningen av instruktioner och darmed fas béttre prestanda [27].

3.2 Slumptalsberiakningar pa grafikprocessorer

Slumptalsgenerering pa GPU:er &r intressant da berdkningar for tidigare ndmnda anvind-
ningsomraden (se Avsnitt 2) ofta sker pa denna hardvara, och det &r da gynnsamt att dven
producera slumptalen dér. Vissa PRNG:er ar anpassade for parallell exekvering, vilket &r
sérskilt anvindbart pd GPU:er da de &r speciellt anpassade for just sddan exekvering. En
GPU kan kora tusentals tradar samtidigt, som da alla kor sin egen generator.

Idag anviands ett flertal olika generatorer pa GPU:er, som lampar sig for olika &ndamal
beroende pa O6nskad prestanda, kvalité och minnesanvindning. Det finns generatorer som
specialiserar sig pa kryptografisk sédkerhet, dir det ska vara sé svart som mdéjligt att kunna
forutspa slumptalsgenerationen och ddrmed utnyttja denna information till sin férdel.
Detta arbete fokuserar dock inte pa slumptalsgenerering av den kvalitén, men anvinder
sig av nagra algoritmer inspirerade av kryptografiska tekniker.

Nvidia har ett antal olika fardiga generatorer i sitt curand-bibliotek [28] som kan anvindas
beroende pa dndamal och krav. Bland dessa finns MTGP (se Avsnitt 2.2) och Philox
(Avsnitt 2.3).
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Ett antal utvalda slumptalsalgoritmer implementerades i ett egetbyggt objektorienterat
ramverk, dessa har sedan testats med egenimplementerade tester for slumptalskvalitén
och prestandaanalyserats med Nvidias verktyg nvprof och nvvp.

4.1 Engine-Factory-ramverket

For att enkelt kunna testa alla generatorer och enkelt kunna byta mellan olika har ett
ramverk anvéints dar varje trad skapar ett egen engine-objekt (generator) ur en huvudklass
som ar en fabrik (factory).

I borjan av varje programkorning allokeras plats i grafikkortets globala minne (Global
Memory) for tillstand och andra variabler som behovs lokalt vilket gors genom en initia-
liseringsfunktion. Varje fabrik har en seed-funktion for att fylla det globala minnet med
starttillstand for varje generatorobjekt. Denna funktion visas i Listing 4.1 med LCG som
exempelgenerator. Sedan kan varje trad hamta data genom att ladda in en referens till
den globala datan och anvéinda sitt trad-ID for att hdmta sitt tillstand.

Listing 4.1: Funktionen seed for LCG. Skriver i Cuda C++.

template<class tSeq> inline
void seed (LCGGlobalData& aData, tSeq& aSeq, std::size_t aThreadCount){

// Temporary buffer
std :: vector<std ::uint64_t> buf(aThreadCount);

// State size
const std::size_t bytes = aThreadCount % sizeof(std::uint64_t);

// Generate new state and move to GPU memory
std :: generate (buf.begin (), buf.end(), aSeq);
cudaMemcpy (aData . states , buf.data(), bytes, cudaMemcpyHostToDevice);

Varje kernel behover ladda in en egen kopia av generatorn genom att kalla pa en factory
engine_state_load-funktion som returnerar ett generatorobjekt. Dessa objekt kan sedan
enkelt kallas pa for att returnera ett slumptal genom en definierad operator ()-funktion
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dér algoritmen for generatorn dr implementerad. En exempelimplementation i Cuda C++
for denna generator finns i Listing 4.2.

Listing 4.2: Funktionen operator() for LCG.

___device_ inline
auto LCGEngine:: operator () (const LCGGlobalData&) —> result_type {

// Update state
this—state = (LCG::a * this—>state + LCG::c) & LCG::m;

// Return number
return (std::uint32_t)(this—state >> 16u);

Vid slutet av en kernels korning kan tillstandet som generatorn har sparas genom att
en engine_state_store-funktion anvinds. Denna funktion flyttar 6ver tillstdndet som
ligger internt hos traden till det globala minnet. Vid en ny koérning av kerneln kan ett nytt
engine-objekt anvinda den globala datavariablen och kernelns trad-ID for att fortsitta
korning fran det sparade tillstandet.

Genom att lata definiera ett typename result_type kan datatypen som returneras snabbt
dndras for exempelvis 32-bitars respektive 64-bitars heltal fér de generatorer som stodjer
det.

4.2 Implementationsdetaljer for generatorer

Da generatorerna skiljer sig at och pa olika sétt anvinder grafikprocessorns resurser fol-
jer nedan detaljer for de olika implementeringarna. Alla uniformt férdelade generatorer
producerar 32-bitars tal i vara implementationer.

4.2.1 Philox och Threefry

Da bade dessa generatorerna ar rdknebaserade CBRNG, sa ser dess implementationer
véldigt lika ut bortsett fran sjilva slumptalsalgoritmen. Var implementation stédjer endast
32-bitars integer-generering av fyra tal at gangen for att totalt generera 128 bitar slumptal
vid varje anrop till generatorn. Generatorobjekt seedas fran bérjan med samma tillstand
(ett heltal) till alla generatorer, vilket fungerar eftersom varje generator anvinder sitt
trad-ID for att skapa nycklar som resulterar i att varje tal blir unikt [6]. Alla konstanter
sparas som const for att kompilatorn ska kunna optimera bort minnesintruktioner och
anvanda talen direkt.

Eftersom bada algoritmerna genererar fyra tal at gangen kan efter ett anrop tre stycken
sparas undan och genom kontrollsatser returneras direkt vid foljande anrop. Detta ger
inga problem med warps, eftersom sa ldnge en multipel av 32 tal returneras kommer alla
tradar ga genom samma kodgren. Nér fyra tal sedan har returnerats kors ett nytt pass
igen.
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Philox-generatorn anvinder intrinsic-funktionen _umulhi for att plocka de 6vre 32 bitarna
av en 32-bitars integer-multiplikation, detta resulterar i att en onddig konvertering till 64
bitar och tillbaka kan undvikas.

4.2.2 Ziggurat

Ziggurat-implementeringen dr en rak implementering av algoritmen beskriven i Avsnitt
2.4.2 med fa optimeringar, for mer detaljer se Marsaglias originalpapper [17].

Ziggurat-metoden ar mycket snabbare dn bade Box-Muller-transformen da den implemen-
teras pa traditionella processorer [17] men dock ej hér [5]. En avgorande nackdel dr som
tidigare ndmnt att algoritmen bara gar optimalt 97,98% av fallen och i resterande fall
behdver ta en ldngre viag for att generera ett tal. Prestandavinsten férsvinner pa grund av
grafikkortets warp-struktur da sannolikheten ar 1 — 0,97983% = 47,95% att en trad i ett
warp tar en langre vig genom algoritmen, sa att resten av warpet behover vinta.

4.2.3 Wallace Gaussian Generator

Wallace-implementationen har sitt tillstand i Shared Memory vilket innebér att varje block
har en egen pool. Denna variant ar betydligt snabbare &n en implementation dar alla
tradar delar pa poolen som i sidana fall skulle anvinda sig av Global Memory (se Avsnitt
3). Dessutom sparas talen i grupper om fyra, for att effektivisera himtningen fran minnet.

For matris-transformeringen finns fyra olika matriser som véljs slumpméssigt av tradarna.
Viktigt att notera ar att alla tradar i ett warp alltid véljer samma matris. Det leder till
hélften sa lang kortid jamfort med en variant dar varje trad sjilv véljer matris.

Dessa matrisoperationer innebér tyvérr prestandaproblem om man inte &r forsiktig. Ska-
paren av algoritmen, C. S. Wallace, foreslar att sdtta dimensionen K = 4 och anvénda
Walsh-Hadamard-matriser for att minska berdkningarna. Sddana matriser har egenska-
perna att de dr ortogonala, dimensionerna ar tvapotenser, och alla element ar +1. Med
matrisdimensionerna 4 x 4 s& blir en matris-vektor-multiplikation endast 7 additioner/-
subtraktioner och en multiplikation med 0.5 [21] - ett exempel visas pa nésta sida.
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Denna metod innebér alltsa att de fyra matriserna i implementationen &r varianter av
matrisen A; i exemplet ovan. Eftersom K = 4 sa tar varje trad i implementationen 4 tal
fran poolen for att applicera pa nagon av matriserna.

Ett problem ar hur talpoolen permuteras pa ett effektivt sdtt. Om man flyttar runt alla
talen pa ett slumpméssigt sitt for att fa en permutation sé skulle det vara véldigt inef-
fektivt. Implementationen av Lee Howes och David Thomas [5] 16ser detta med en annan
teknik som grundar sig pa att alla tradar har unika id. Om K = 4 s& har poolen stoleken
4 x antal tradar, och man later da alla tradars id forédndras med en slumptalsgenerator, i
detta fall en LCG (Avsnitt 2.1) med perioden lika med antal tradar. Det ar da garanterat
att varje trad inom detta intervall far ett unikt index, vilket tas ur poolen. Detta uppre-
pas fyra ganger for att hdmta de fyra slumptal varje trad behéver, och vid varje gang sa
anpassas indexet ocksa till vilken del av poolen man hidmtar fran. Om man till exempel
tolkar poolen som K rader och L kolumner sa skulle berdkningen se ut som foljande:
LCG(id) + (i x antal tradar), ddr ¢ 4r nuvarande omgéang i hamtningen [5].

Med denna metod sa kan man dock inte na alla méjliga permutationer, for om poolen har
storlek n sa finns det n! permutationer. Metoden kan dock bara na: 4! x antalet tradar.
Detta beror pé att for varje omgang far en trad endast ta ett av talen, men for att kunna
na alla permutationer s maste en trad kunna ta flera tal i f6ljd. Det enklaste exemplet &r
nér talen for trad 1 ar de pa plats 0, 1, 2, och 3 i poolen, och fortsatt for ndsta trad. Denna
metod anvéinds darfor tillsammans med transponeringen for att sikra slumptalskvalitén.

C. S. Wallace papekar i sin publikation [21] att poolens egenskap att den haller N(0,1)
efter tid borjar forsvinna. I hans implementation sa ar det pa grund av att heltalsaritmen-
tiken inte dr helt exakt, och i detta fallet dr det liknande problem med flyttalsaritmetik.
Dérfér rekommenderar han att man skapar en ny pool var 2000:e passering for att be-
halla egenskaperna. Denna pool kommer fran en annan generator, i vart fall en Mersenne
Twister + Box Muller pa CPU:n.
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Han foreslar dessutom att man anvinder y2-korrektion for att behalla fordelningen. Denna
korrektion beréknas enligt ekvationen nedan [29], dir n &r ett slumptal ur N(0,1) och v ar
storleken pa poolen. Variabeln s multipliceras sedan med varje tal i poolen. Detta utfors
varje genomgang.

5 (n++2v—1)2
Xl/ = 2

s =1/ 03/v)

Det finns ett antal skillnader mellan implementationen som Lee Howes och David Thomas
har gjort och var. Den mest signifikanta dr att deras implementation endast transformerar
med en matris medan fyra olika matriser anvinds hér, vilket teoretiskt ska leda till battre
slumptalskvalité. Eftersom deras variant d&r mer pseudokod &n en riktig implementation sa
saknas vissa detaljer som omdjliggdér en ordentlig jadmforelse mellan implementationerna.

4.2.4 Curands generatorer

De Curand-generatorer vi har valt att inkludera &r MTGP och Philox. De har anpassats
till det ramverk som resterande &r skrivna for (se Avsnitt 4.1), for att fa egenskapen att
tillstandet bevaras mellan kernelkérningar dven for dessa.

Curands egna ramverk anvénder sig inte av den objektorienterade paradigmen, som Engine-
Factory, utan bestar istéllet av en samling funktioner, dar den viktigaste ar funktionen
curand, som returnerar ett slumptal utifran det tillstind som anges som argument. De
bada generatorerna initialiseras pa olika sétt, dar Philox anvinder sig av funktionen
curand_init medan MTGP behover andra funktioner dar man specificerar langa struk-
turer av konstanter.

Den implementation av MTGP som Curand har gjort bor inte anvéndas pa fler &n 200
block och 256 tradar per block som standard. Detta beror pa storleken pa de parametrar
som foljer med biblioteket. Det dr mdojligt att skapa sina egna parametrar och anvéinda
istallet [28].

4.3 Implementation av tester

I foljande stycke beskrivs implementationen av de statistiska tester som utférts samt vilka
approximationer som gjorts. Algoritmerna for testerna gas igenom mer noggrant i detta
stycke dn vad de gjordes tidigare i Avsnitt 2.5.1 och 2.5.2.
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4.3.1 Chi-kvadrat kombinerat med Kolmogorov-Smirnov

Upprepa L ganger
Upprepa M ganger
e Generera N st slumptal

e Sortera in i K st intervall

e Berdkna Xz statistika

|—>M st X2 statistikor

e Berakna DM statistika

—|_ st DM statistikor

e JAmMfor DM statistikorna med CDF varden

Figur 4.1: En forenklad schematisk beskrivning av algoritmen for ett y?-KS-test.

Figur 4.1 visar en schematisk bild 6ver de viktigaste delarna av algoritmen foér det kombi-
nerade y2-KS-testet.

Intervall uppdelning
T T T T _N 0’1
04y TN
0.3F / \ .

o020 i
0.1+ J o) i
0
-4 -3 2 a - 0 1 Ja] 2 3 4
X

Figur 4.2: Grafen visualiserar hur intervallen valts. For intervallen i figuren ar
K =10.

Val av intervall 6ver vilket slumptalen sorteras &r inte specifikt fér algoritmen och kan
valjas godtyckligt. For detta projekt har ett intervall valts vars utseende motsvaras av det
i Figur 4.2. Axeln delas in i K — 2 delintervall vardera med bredden dx, de tva resterande
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delintervallen stracker sig mellan +a och oo pa respektive sida. §x viljs s att p; = py =
pK_1 = pr. For att finna dx anvinds en iterativ metod for att 16sa ekvationen

dér Fy (z|u,v) & CDF-funktionen fér en normalférdelning med parametrarna p och v. I
implementationen har en approximation av CDF-funktionen anvénts

1
1+ e*p(x)
p (z) = 1.591452 4 0.010952% + 0.066512>

F(2|0,1) =

som géller fér 4 =0 och v = 1.

Efter indelning av slumptalen i delintervallen beriknas y2-statistikan uifran Ekvation 2.8.
D& M x2-statistikor beriknats tas den empiriska CDF-funktionen fram och jamfors med
den underliggande y2-fordelningens CDF-funktion, detta ses i Figur 4.3. Dj;-statistikan
beréknas och proceduren upprepas till L D -statistikor tagits fram. Dessa jamféres med
CDF-funktionen for KS-férdelningen och det avgors hur manga D ps-statistikor som ligger
utanfor den satta signifikansnivan. Nér testet ar klart erhélls en procentsats fér hur stor
andel av de L stycken D -statistikorna som ligger utanfor signifikansnivan, denna procent
anvands for att avgora kvalitén av generatorn testet korts for. En annan kvalitetskontroll
ar att visuellt granska jamforelsen mellan en méngd av y2-statistikors empiriska CDF-
funktion med den underliggande férdelningens CDF-funktion sa som gjorts i Figur 4.3.

Framtagning av DM

_Fx2 (undérliggande) ‘ ‘
08 *_sz (empirisk) |
0.6+ |
w e Dy,
o4 A r-----""" .
0.2+ |
0 | | | | 1
0 5 10 15 20 25 30
2
X

Figur 4.3: En plot éver den empiriska x2-CDF-funktionen och den underliggan-
de CDF-funktionen. y2-statistikorna ar skapade utifrdn slumptal genererade med
minstd_rand0 fran C++ biblioteket <random>.
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4.3.2 Dubbelt Kolmogorov Smirnov

Upprepa L ganger
Upprepa M ganger

e Generera N st slumptal

e Berdkna DN statistika

L Mst D statistikor

e Berakna DM statistika

—|_ st DM statistikor

e JAmfor DM statistikorna med CDF varden

Figur 4.4: En forenklad schematisk beskrivning av algoritmen for ett KS-KS test.

KS-KS-testet ér likt x2-KS-testet pa manga sitt, skillnaden &r att slumptalen inte sorteras
in i intervall for vilka en y?-statistika berdknas utan istillet tas en Dy statstika fram for
varje set av N slumptal, detta ses i Figur 4.5.

Framtagning av DN

_i:N (underl‘iggande)
7_FN (empirisk)

0.8

0.6 ]
. ST == DN
0.4 |
0.2 |
0 : | | | | | | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figur 4.5: Grafen visar en jamférelse mellan den empiriska CDF-funktionen
(rod linje) for 100 normalférdelade slumptal genererade med minstd_rand0 fran
<random> biblioteket, samt CDF-funktionen for den underliggande normalfordel-
ningen (bla linje). Den framtagna D y-statistikan ar utmérkt.
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Da M D y-statistikor tagits fram berdknas en Dj/-statistika (se Figur 4.6). P4 samma
sitt som for x2-KS-testet upprepas processen tills L stycken D js-statistikor erhallits. Nér
testet ar klart anvinds andelen D js-statistikor som ligger utanfér det godtagbara omradet
som ett matt pa slumpgeneratorns kvalité. P& samma sitt som for xy2-KS-testet kan viss
information ges ifran att granska jamfoérelsen mellan den empiriska CDF-funktionen for
slumptalen och CDF-funktionen fér den underliggande normalférdelningen sa som gjorts
i Figur 4.5.

Framtagning av DM

_FD (uﬁderligganae) ‘ |
0.8 7_FD (empirisk) |
0.6+ i
1 Y " Aniiial eI P
0.4+~ .
0.2+ i
o |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
I:)N

Figur 4.6: Grafen visar jamfoérelsen mellan den empiriska CDF-funktionen (rod
linje) for 100 D y-statistikor, samt CDF-funktionen f6r den underliggande normal-
fordelningen (bla linje). Den framtagna D y-statistikan ar utmérkt.
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Resultat och Analys

Prestandamétningar har gjorts pa tre olika grafikkort: GTX 1060, GTX 780 och Tesla K40.
Det sistndmnda grafikkortet ligger pa C3SE:s (Chalmers Centre for Computational Science
and Engineering) berdkningskluster Hebbe. Métningarna med GTX 1060 samt Tesla K40
har kérts pA GNU/Linux-baserade system medan GTX 780 har korts pa Windows 10.
Kompilatorinstallningarna har valts for maximal prestanda (flaggan -O2 har getts vid
kompilering). Alla métningar har gjorts ett antal ganger for att ge palitliga resultat.

Grafikkort ‘ Kompilator NVCC-version
GTX 1060 | GCC g++ 4.94 | 8.0.44
Tesla K40 GCC g++ 5.4.0 | 8.0.44
GTX 780 Visual C++ 19.0 | 8.0.44

For att reflektera 6ver olika generatorers prestanda sa behovs mer information. Denna kan
fas genom att kora koden med Nvidias profileringsprogram nuvprof samt nvvp (Nvidia visual
profiler) [30]. nvup later anvéindaren analysera prestanda for en enskild kernel och avldsa
parametrar som occupancy, antal minnesatkomster, anledningar till att exekveringen av
kerneln stannar upp (stalls), och fordelningen av olika sorters instruktioner. Det &r ocksa
utifran denna information som vi har optimerat generatorerna.

5.1 Val av konfiguration

Prestanda for de olika generatorerna uppskattas med ett flertal olika métningar med olika
konfigurationer. Generatorer som anvéander shared memory (Wallace) ar de enda som pa-
verkas av blockstorleken relativt méangden block. Detta forutsétter dock att blockstoleken
ar en multipel av 32, sd att hela warps anvinds. Vi har dérfor valt att kora 1024 tradar
per block och sedan anpassa antalet block for prestandaméatningar. For MTGP finns det
dock en 6vre begriansning i antalet block och tradar (se Avsnitt 4.2.4 s& vi later varje
generatorinstans arbeta extra for att totalt generera lika manga tal pa en korning.

For att jamfora generatorernas prestanda med varandra méter vi ndr endast slumptalsge-
neratorna kors pa kerneln, detta for att eliminera andra faktorer som skulle kunna paverka
maétresultaten. Eftersom slumptalsgeneratorer oftast anvinds inbdddade i annan kod har
vi &ven métt korningstiden pa en simulationskod for att se hur snabba vara implemente-
ringar &r i ett mer praktiskt scenario.
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Figur 5.1: Graferna visar hur prestandan skiljer sig nar mangden tradar jamfort
med mangden tal varje trad genererar har ett inverst forhallande. Varje punkt i varje
graf representerar tiden det tar att generera 1024 x 81920/z x x = 83886080 tradar,
dar x ar antalet block.

Vi méter kernel-kortid i alla métningar, matningen borjar precis innan kernel startar och
avslutar nir den ar klar. Alla métningar har gjort flera ganger och resultaten som visas
ar ett medelvéirde av dessa.

I Figur 5.1 méts tiden det tar att generera en fast mangd tal med ett inverst forhallande
mellan totala médngden tradar och antal tal varje trad genererar (antalet iterationer). Fran
detta kan vi se hur korningstiden paverkas av blockméngden kontra hur mycket arbete
varje enskild trad méaste jobba for att generera totalt sett samma méngd slumptal. Detta
gors for nagra olika generatorer for att fa en uppfattning om vilken konfiguration ar rimlig
att kora de foljande testerna i.

Graferna i Figur 5.1 visar att sa linge inte ett program startar véildigt manga tradar som
gor genererar valdigt fa tal sa spelar det ingen storre roll for prestandan vilken konfi-
guration man véaljer. Det omvénda géller ocksa, dar grafikkortet behéver en viss mangd
tradar att jobba med fér optimal prestanda. Den nedre grinsen av méngden tradar som
behdvs for bra prestanda beror dven pa vilken grafikprocessor som anvénds dé olika GPU-
er kan exekvera olika méngder tradar samtidigt. Detta eftersom grafikkort pa marknaden
presterar olika beroende pa segment, ofta genom att ha farre antal SM for svagare kort.

Utifran resultatet i Figur 5.1 har vi valt att gora de fortsatta mitningarna i en konfigura-
tion om 200 block och 1024 tradar per block, férutom Curands MTGP som pa grund av
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Figur 5.2: Graferna visar hur lang korningstid det ar for att generera respektive
méngd slumptal for en kernel. Konfigurationen ar 200 block och 1024 tradar per
block. Resultaten ar medelvarden 6ver 5000 matningar.

dess implementation istéllet kommer kéra 256 tradar per block och generera fyra ganger sa
manga tal per trad. Valet av 200 block gjordes eftersom prestandan for alla generatorerna
overlag varierar valdigt lite med méngden block och MTGP-implementationen inte bor
koras med fler [28]. Vi kommer istéllet variera antalet slumptal varje trad genererar for
att jamfora prestandan i olika scenarion.

5.2 Uniformfordelade generatorer

De inledande testerna som ses i Figur 5.2 visar att alla grafikkorten har liknande prestan-
da, ddr GTX 1060 i genomsnitt presterar nidgot battre &n de 6vriga. GTX 780 presterar
i sin tur ndgot battre &n Tesla K40, som den delar arkitektur med. Vi kan se att Cu-
rands implementation av Philox presterar vildigt daligt nar fa tal genereras per trad men
verkar bli mer prestandaeffektiv med fler tal per trad. Pa grund av detta véljer vi att
analysera hur méngden tal per trad paverkar prestandan. Eftersom prestandaskillnaderna
ar liknande for de olika generatorerna har vi valt att gora foljande prestandanalyser och
kora simulationskoden pa GTX 1060. Métningarna for GTX 780 har varit nagot opalitliga
medan de andra GPU:erna har varit vildigt stabila 6ver métningarna, vi tror det har att
gora med att Windows anvénder grafikkortet samtidigt.
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Figur 5.3: Grafen visar tid per iteration for uniformt fordelade generatorer nar
méngden iterationer varieras. Tiden t for ett antal n iterationer ar justerat med ¢ /n.
Tiden for varje punkt pa grafen ar ett medelvarde av 5000 korningar.

Som man kan se i Figur 5.3 sa & Curand/Philox minst prestandaeffektiv i bérjan, men
kommer ikapp MTGP ju fler tal som genereras. Detta tyder pa att startkostnaden for att
bérja producera tal med MTGP &r ldgre &n Curand/Philox men den arbetar mer langsamt
och blir darfér av med sitt prestandadvertag med tiden. Man kan se att Threefry &r hackig,
det beror pa att algoritmen ar extra effektiv vid multiplar av fyra. Detta dr en konsekvens
av implementationen som beskrivits ndrmare i Avsnitt 4.2.1. Det ar intressant varfér Philox
inte visar samma beteende da den fungerar pa samma sétt, vi har dock ingen bra férklaring
till detta.

Den snabbaste generatorn ar LCG, som bade har lagst startkostnad och &r fortsatt snab-
bast oavsett madngden tal som genereras. Detta beror delvis pa att tillstandet utgors av
endast ett tal, vilket far plats i ett register. Dessutom &r det véldigt f& aritmetiska in-
struktioner. For extra prestanda kan man byta till en annan LCG-variant som inte shiftar
bort bitar, och da bli av med en instruktion, men med bieffekten att kvalitén paverkas
negativt av de lagre bitarna, som far vara kvar (se Avsnitt 2.1).

Bland de snabbare generatorerna finner vi dessutom Philox och Threefry. Det beror pa
att de ar aritmetiskt tunga, och arbetar med minimalt minne. For Philox dr 85% av alla
instruktioner heltalsaritmetik, och fér Threefry ar det 75%. Bada har ocksa hog occupancy,
dar Philox har 89,2% och Threefry 91,5%. Det ar sa bra att en av de stora anledningarna
till att ett warp pausar (vintetid), ar att det &r redo att exekvera men SM ger order till
ett annat warp just da. For Philox ar detta anledningen till hela 18% av all vantetid. I
beskrivningen av denna typ av véntetid (not selected) sa papekar Nvidia att man till och
med kan sénka occupancy for att hoja prestanda [30].

Det finns en betydande prestandaskillnad mellan Curands Philox-implementation och den
vi har gjort for ett mindre antal iterationer. Det 4r samma algoritm, s& resultatet ar vid en
forsta blick forvanande. Vid en djupare analys for 100 iterationer kan man se att Curand-
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versionen anvander sig av betydligt mer Local Memory &n var implementation. Hela 16,2
miljoner atkomster till L2 Cache gors av Curand-MTGP vilket ar en stor skillnad jamfort
med var Philox, som endast gor 51 tusen atkomster. I den genererade assembler-koden
kan man ocksa se betydligt fler minnesinstruktioner for Curands version. Detta innebér
en prestandaforlust — nvvp visar pa att 29% av all vintetid (stalls) &r tradar som véntar
pa att minnet ska hdmtas (memory dependency [30]). Detta &r operationer som gors i
boérjan ndr Curands tillstand laddas in vilket medfor att ju fler iterationer som kors desto
ndrmre i prestanda kommer den var implementation av generatorn vilket ocksa kan ses i
Figur 5.3.

Mersenne Twister dr inte med i graferna d& den &ar flera storleksordningar langsammare
dn de andra generatorerna. Det tar hela 38, 8 ms att generera 100 slumptal pa GTX 1060.
Det &r ungefiar 46 ganger ldngre tid d4n for Curands Philox-generator. Under exekveringen
sker det 293 miljoner minnesatkomster till Local Memory. Anledningen till detta &r att
varje generator har 2,5kB minne att halla reda pa, vilket inte far plats i lokala register
och sparas dérfor i Local Memory istéllet, som har betydligt hogre vintetid &n register.

Bortsett fran Mersenne twister sa &r MTGP den generator som har sdmst prestanda.
Detta syns i Figur 5.3, dir MTGP efter ett antal iterationer med marginal blir minst
prestandaeffektiv. Implementationen ar dessutom direkt opassande for applikationer med
mer &n 200 block och 256 tradar per block. Precis som Mersenne Twister sa har MTGP ett
stort tillstand, vilket innebdr manga minneshdmtningar. Detta saktar ner generatorn da
ungefar 67% av all vantetid d&r memory dependency. Synchronization, vilket ar néar tradar
vantar pa att andra ska hinna ikapp [30], star for cirka 15%. Denna aspekt ar dock direkt
kopplad till sjidlva algoritmen, dar man inte vill att tradar ska boérja lasa pa tillstand som
inte rdknats fram &n, sa ingen optimering kan ske i det omradet.

5.3 Normalfordelade generatorer

For normalférdelade slumptal s& har vi valt att testa kombinationerna Box-Muller + LCG,
Box-Muller + Philox, Ziggurat + LCG, Ziggurat + Philox samt Wallace med olika antal
iterationer (se Figur 5.4). Som man kan se 4r Wallace hackig i grafen, vilket beror pa att
den alltid genererar multipler av 4 slumptal. Wallace har en viss uppstartskostnad men
blir snabbt den mest prestandaeffektiva generatorn nér fler iterationer kors. Langsammast
ar kombinationen av Ziggurat och Philox.

Det &r tydliga skillnader mellan Box-Muller 4+ Philox och Ziggurat + Philox. Den forst-
ndmnda &ar tva till tre ganger snabbare, och problemet ligger huvudsakligen i sjilva
Ziggurat-algoritmen. Det nidmns i Avsnitt 4.2.2 att det i teorin ar 47,95% risk att en
trad i ett warp maste ta en alternativ exekveringsvig (gren, branch), vilket leder till att
resten av tradarna i warpet maste vanta. I praktiken har nvvp matt hela 59% alternativa
exekveringar, och 75% av alla instruktioner exekverade ér inaktiva/vintande och darmed
bortkastade. Endast 18% av exekveringen ar heltalsoperationer. Box-Muller + Philox, &
andra sidan, har inga alternativa grenar och kor darfor pa 100% effektivitet. Dessutom
bestar generatorn av 20% flyttal-instruktioner, vilket en GPU é&r speciellt optimerad for.

En liknande jamforelse kan goras mellan Box-Muller + LCG och Ziggurat + LCG. For
Ziggurat-implementationen sa ar det 59% alternativa exekveringar, samma som for Philox.
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Figur 5.4: Grafen visar tid per iteration for normalférdelade generatorer nar mang-
den iterationer varieras. Tiden ¢ for ett antal n iterationer ar justerat med ¢/n. Tiden
for varje punkt pa grafen ar ett medelviarde av 5000 korningar.

Detta ar ett klart bevis for att det ar Ziggurat-delen av algoritmen som star for alla
alternativa exekveringar i dessa fallen.

Den snabbaste av alla varianterna, Wallace, har inga alternativa exekveringar och 99%
occupancy. Detta tillsammans med det stora antalet flyttalsinstruktioner, 33%, bidrar
till valdigt bra prestanda. Méatningarna av enskild generator-prestanda (Figur 5.3 samt
5.4) har visat att Wallace ar snabbare &n vissa av de uniformt férdelade generatorerna,
exempelvis Threefry och Philox.

Den storsta anledningen till att tradarna som koér Wallace-implementatinen méste vénta
ar synkroniseringen. Likt MTGP sa maste tradarna i vissa delar av algoritmen vénta pa
att alla andra tradar kommit ikapp sa att de exempelvis inte forsoker hdmta gamla virden
som inte uppdaterats an. Detta star for 39% av all vantetid. Denna aspekt gar inte att
optimera da den ar djupt forankrad till algoritmen i sig. Till skillnad fran méanga av de
andra generatorerna sa paverkas Wallace inte alls av nagon memory dependency - det &r
endast 1,61% av all vantetid.

5.4 Simulationskod

Som man kan se i Figur 5.5a &r Wallace, utan korrektion, snabbaste generatorn med LCG
téitt efter. Med y2-korrektion (se Avsnitt 4.2.3) blir dock algoritmen nistan dubbelt si
langsam och lyckas d4ndé inte mota referensvirdet (se Figur 5.5b). Vi valde att inte testa
Ziggurat da den alltid presterar sdmre &n Box-Muller-transformen i tidigare resultat.

Man kan ocksa se att osdkerheten for Wallace ar stor, vilket indikeras av de svarta staplarna
som visar standardavvikelsen av matdatan. Alla de andra generatorerna ger en mycket néra
approximation med minimal osdkerhet vilket tyder pa bra kvalitet..
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Figur 5.5: Dessa figurer visar prestanda (Figur 5.5a) och precision (Figur 5.5b)
for diffusionssimuleringen. Referensvirdet pa diffusionen ar i detta fallet 2,5 och
indikeras med orange linje. Wallace har tvd métningar, en gdng med y2-korrektion

(WallaceChi).

Intressant nog &r Curands Philox ndgot snabbare d4n var Philox. Detta beror formodligen
pa det stora antal iterationer som genomfors i simulationen, dd Curands implementation
har storre startkostnad men kommer ikapp Philox ju fler tal varje generator genererar.
Detta kan ses i Figur 5.3.

For en jamforelse med traditionella processorer sa gjordes dven métningar med samma
parametrar déar for simuleringskoden, d& pa en Intel i5-6500. Nér vi anvinde oss av C++
standardbiblioteks slumptalsgeneratorer tog det i snitt, med liten osdkerhet, runt 54300
ms. Detta ar att jamfora med endast 220ms fér en kombination av Philox och Box Muller-
transformen pa GPU.

5.5 Statistiska resultat

Resultaten for Wallace har inte inkluderats i Figur 5.6 av den anledningen att de inte &r i
nirheten av de férvintade resultaten (se Tabell 5.1). Fran Figur 5.6 framgar det att ingen
av generatorerna (LCG, Philox och Threefry) har mycket simre kvalité &n de andra. De
tva y2-KS-testerna ger liknande resultat for alla generatorerna; stor andel misslyckade tes-
ter vid undre gréansen for N = 2560 och stor andel misslyckade tester vid 6vre grénsen for
N = 25600. Slutsatser som kan dras fran y2-KS-testerna ar att de genererade slumptalen
inte ar tillrackligt slumpmaéssiga da 2560 tal studeras men att de &nda foljer normalfor-
delningen bra. Nar 25600 tal studeras f6ljer talen inte normalférdelningen vél men de har
bra slumpméssighet.

For KS-KS-testet med N = 256 tycks Philox ha lite battre kvalité &n de andra generatorer-
na, som Gverlag har en stor andel misslyckade tester bade vid 6évre och undre gransen. For
det andra KS-KS-testet med N = 2560 &r Threefry den generator som visar simst resultat.
Utifran alla fyra testerna gar det inte att dra ndgon definitiv slutsats om vilken genera-
tor som har bést slumpmaéssig kvalité. Vad som kan sidgas dr att enligt KS-KS-testerna
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Figur 5.6: De fyra plottarna visar andelen misslyckade korningar for de 4 olika
testerna som utforts for LCG, Philox och Threefry. De svarta horisontella linjerna
indikerar de forvantade antalet misslyckade kérningar (2.5, 5.0 respektive 10%).

foljer generatorerna normalférdelningen vill och slumpkvalitén &r bra. y2-KS-testerna ger
motstridiga resultat — en mojlig anledning diskuteras i kapitlet 6.

Anledningen till att inte data fran Wallace generatorn inkluderats i Figur 5.7 dr att stan-
dardavvikelsen vixer d& generatorn anviands utan att ett nytt seed anvinds som initial-
tillstand [21], ddrmed &r det klart att Wallace inte foljer normalférdelningen N (0, 1) efter
ett antal kernel-anrop. Vad som kan ses i figuren ar att de tre generatorerna tycks folja
normalférdelningen bra lokalt, slutsatsen fran y2-KS testet dr dock att generatorerna inte
foljer normalférdelningen bra globalt.
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Figur 5.7: Plotten visar de empiriska CDF funktionerna fér 100 slumptal genere-
rade av LCG, Philox och Threefry.
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Figur 5.8: Plotten visar de empiriska CDF funktionerna for 100 x? statistikor
erhdllna fran Lcg, Philox, Threefry samt Wallace med och utan y? korrektionen.
Wallace x? statistikorna ar skapade fran slumptal genererade efter 100-200 kernel-
anrop.

I figur 5.8 syns téicken pa att chi? statistikor frin Wallace genererade slumptal efter 100-
200 kernel-anrop inte lingre foljer x? fordelningen, den x? korrigerade Wallace generatorn
foljer fordelningen lite battre. Det tyder pa att Wallace inte heller foljer NV (0,1) vilket
ocksa kan ses i datan i tabell 5.1. Det ses att y? statistikor fran de resterande generatorerna,
(LCG, Philox och Threefry) foljer distributionen vél.
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GENERATORER
TEST N P LCG | Philox | Threefry | Wallace
55 UNDRE | 34 | 3.42 3.34 00
' OVRE | 23 | 234 2.51 98.69 99.51
N UNDRE | 5.94 | 6.28 5.84 0.010
X~KS | 2560 | 5.0 OVRE | 462 | 4.35 4.41 98.96 99.65
10.0 UNDRE | 12.19 | 11.54 12.23 00.01
OVRE | 9.35 | 9.08 9.16 100 99.86
5 s UNDRE | 2.21 | 2.23 2.13 00
' OVRE | 549 | 5.47 5.65 100 100
) UNDRE | 4.69 | 4.81 4.37 00
XK 125600 1 5.0 OVRE | 9.15 | 9.34 9.61 100 100
10.0 UNDRE | 9.22 | 8.79 8.93 00
OVRE | 16.45 | 16.47 16.83 100 100
5 s UNDRE | 2.84 | 2.5 2.8 00
' OVRE | 2.95 3.5 3.5 98 99.9
UNDRE | 547 | 5.4 6.3 00
KS-KS ) 256 | 5.0 OVRE | 6.09 4.6 6.5 98.4 99.9
10.0 UNDRE | 11.27 | 11.5 10.9 00
OVRE | 1154 9.9 11.2 98.9 100
55 UNDRE | 2.8 2.7 2.9
' OVRE | 22 3.5 2.2
UNDRE | 5.8 7.3 6.5
KS-KS | 2560 | 5.0 OVRE | 438 4.9 4.0
10.0 UNDRE | 11.4 | 11.9 13.3
OVRE | 9.7 10.3 8.0

Tabell 5.1: Tabellen innehéller resultat for x2-KS- och KS-KS-testerna for samtliga
generatorer. Angivit dr andelen misslyckade test i %. For y*-KS-testen géller: K =
20, M = 100 och L = 10000. For KS-KS-testen galler: M = 100 och L = 1000.
I kolonnen markerad P finns signifikansgrinserna for varje test. Under och Over
syftar pa andelen misslyckade test vid den undre respektive 6vre signifikansgrénsen.
For Wallace ar tva virden angivna, med och utan y2-korrektion. Wallace har bara

testats med ett KS-KS-test, i det testet anvandes N = 1024.
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Diskussion och Slutsats

Vi har i denna rapporten presenterat olika algoritmer som genererar pseudoslumptal, och
gett en teknisk och matematisk bakrund till dessa. Dessutom har GPU:n som plattform
beskrivits, med fokus pa de delar som har paverkat vara implementationers prestanda.
Analysen av de olika generatorerna har bestatt av prestanda- och kvalitémétningar och
jamforelsen mellan dessa har varit med avsikten att rekommendera olika generatorer for
olika anvindningsomraden.

Att de tva x2-KS-testerna ger samma resultat oavsett generator kan vara relaterat till
val av intervall (se Figur 4.2). Knuth skriver i sin artikel The Art Of Computer Pro-
gramming [22] att y’-testets styrka beror pa val av intervall och antalet mitdata. Han
ndmner specifikt att for ett starkt test ska intervallen vara av samma storleksordning
(p1 =~ p2~p3----- Pr—1 =~ pi ). For K = 20 erhalls med indelningen beskriven i Avsnitt
4.3.1 intervall sannolikheterna

pl 1] = B.BRB352
pl 2] = B.PRE353
pl 3] = B.B14655
pl 4] = @.8235867
pl 5] = @.B36536
pl 6] = B.B51516
pl 7] = B.BEBTEG
pl B] = @.BE40Q3
pl 2] = @.897714
plia]l = @.1@4B827
pli11] = @.1@4B627
pliz] = @.897714
pl13] = B.BB4503
pl14] = B.BEETER
pl15] = @.B8515816
plie] = B.B36536
pl17] = @.823867
pl18] = B.B14655
pl1g] = @.BRB353
plza] = @.BRE352

som inte alla #ir av samma storleksordning. En annan forklaring till resultaten for y2-KS-
testerna kan var laga antalet slumptal. Knuth rekommenderar att N x p; >> 5Yi [22]
vilket uppfylls for N > 600 d& K = 20. For det forsta y2-KS-testet ar N = 2560 vilket
uppfyller N x p; >> 5Vi men kan &nd& vara en aning lagt.

Var implementation av Philox presterar ungefér likvirdigt jamfért med Curands version da
méngden tal som varje trad genererar 6kar. Detta gor att vi kan rekommendera Curands
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version av Philox for en fardig implementation av en ganska komplicerad generator. Philox
ar langsam jamfort med LCG enligt vara métningar men har & andra sidan en betydligt
langre period. Detta gor att vi kan rekommendera Curands version, om LCG:s korta period
inte racker for en applikation och den extra prestandan inte behovs.

Den generator som har visat sig vara absolut mest prestandaeffektiv i alla prestandates-
ter &r LCG, som har vildigt 1lag startkostnad och dr snabbaste algoritmen vid méanga
iterationer. Enligt vara tester &r dessutom LCG ungefir lika slumpméssig som de andra
generatorena. Vi kan dérfor rekommendera den LCG vi har testat till den anvindare som
prioriterar hog prestanda. Vid anvindning av andra parametrar, som de i ANSI C [9], sa
géller dock inte denna rekommendation d& slumptalskvaliteten paverkas.

Resultaten for Mersenne Twister tyder pa dess olamplighet for parallella applikationer.
Den har stor startkostnad pa grund av sitt stora minnestillstdnd, vilket &r opassande nér
en stor méangd generatorer behévs. Mersenne Twister passar bra pad en CPU for att man
endast brukar skapa en eller ett fatal instanser av generatorn och bieffekterna minskar
dirmed. Aven den GPU-anpassade varianten MTGP visar pd bristande prestanda i paral-
lella applikationer. Eftersom implementationen ocksa ar begrdnsad av antalet tradar och
block sa kommer inte MTGP vara anvindbar for storre parallella applikationer. MTGP
ar dessutom kranglig att anvinda da den inte f6ljer resten av ramverket som Curand [28]
anviander. Andra generatorer anvinder samma funktioner for att initialisera tillstandet,
medan MTGP anvénder sig av en egen variant. Detta beror pa alla extra konstanta pa-
rametrar som algoritmen kraver. Det dr darfor inte en generator som bor anvidndas om
nagon annan finns tillginglig, varav det finns flera i Curand.

Av de olika metoderna for normalférdelade slumptal visar sig Box-Muller + LCG vara
snabbast, tatt foljt av Wallace Gaussian Generator. Analysen av Box-Muller har péavisat
att den ar utméarkt som metod i parallella applikationer pd GPU da den saknar alterna-
tiva exekveringar som Ziggurat. Det &ar alltsa ett resultat som &ar motsatsen till liknande
jamforelse pa CPU, dar Ziggurat anses vara den snabbare av algoritmerna [5].

En intressant metod dr Wallace, som har lyckats hélla vildigt god prestanda och samtidigt
vara en relativt komplicerad algoritm. Ett problem med den ar dock att den ar beroende
av att det finns Shared Memory tillgangligt, och passar darfor daligt i applikationer som
anvander sig mycket av denna minnestyp, nagot som ocksd papekas av Lee Howes och
David Thomas i deras artikel [5]. Om man dessutom tar i dtanke vilken av dessa metoder
som &r enklast att implementera for en anvindare, sa dr Box-Muller ett sdkert kort for
bra prestanda och enkelhet. Ziggurat bor i allménhet undvikas pa GPUer, och Wallace
ar ur prestandasynvinkel ett bra alternativ om man inte anvinder LCG som sin uniformt
fordelade generator, da Wallace ar snabbare &n de andra alternativen vi presenterat (se
Figur 5.4).

Nackdelen med Wallace ar att resultaten i diffusionssimuleringen var katastrofalt daliga.
Detta beror sannolikt pa tva faktorer. Dels att var implementation seedar om pa CPU-
sidan. Wallace behover seedas om efter ett antal pass genom algoritmen och simuleringen
som kors helt pa grafikkortet kan inte gora detta. Vi har ocksa funnit att dven med y2-
korrigering och ett farre antal pass s& blir resultat trots det fortfarande daligt om &n
nagot béattre, men da ocksa med betydligt simre prestanda. Detta innebér att vi inte kan
rekommendera Wallace-generatorn for nagot anvindningsomrade.
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6.1 Framtida arbete

For ett mer tillforlitligt y2-KS-test bor ett annat val av intervalluppdelning géras, den bés-
ta intervalluppdelningen skulle vara det som uppfyllde (p; = pa = p3-+---- PK—1 = DK )- Att
utfora x2-KS-testerna for fler slumptal (stérre N) skulle ocksa kunna ge mer tillforlitliga
resultat.

De tester som utforts ar priméart anpassade for att avgéra huruvida métdata tillhér en
underliggande distribution, i vart fall om slumptalen kan anses komma fran en normal-
fordelning. Fler tester skulle behéva utforas som &r mer anpassade att studera slump-
maéssigheten av métdatan, t.ex olika former av korrelationstester som testar huruvida
slumptalen dr oberoende varandra som Knuth’s Serial correlation test [22] eller smultin
fran TESTUO1 [3]. For att upptécka periodiciteter i slumptalen skulle en spektralanalys
(fouriertransform) behéva utforas pa de uniformt distribuerade slumptalen, periodiciteter
i LCG generatorn samt dess korta period skulle ddrmed kunna upptéckas.

Det finns ett antal algoritmer vi inte har analyserat i denna rapport, som skulle vara
intressanta for vidare analys inom omradet. En sorts generatorer som inte har undersokts
ar kombinerade algoritmer - dir man samlar ihop flera olika algoritmer f6r att ge béttre
slumptalskvalité. Ett exempel pa en sadan generator ar den kombinerade Tausworthe-
generatorn [5]. Algoritmer som &r implementerade i Curand [28] men som vi inte analyserat
ar XORWOW, och MRG32. Det finns &ven en variant av Wallace Gaussian Generator som
ar specialiserad for vektorprocessorer [31].

Det ar mojligt att utveckla de olika algoritmerna for att passa in i det ramverk som Curand
ar byggt pa, for att enkelt kunna integrera dessa med existerande kod i industrin. Da kan
man publicera koden som ett bibliotek, med en prestandaanalys som passar in val pa det
ramverket. En djupare jamforelse mellan var Philox och Curands motsvarighet hade ocksé
varit av intresse.

Polar-metoden &r en algoritm for generering av normalférdelade slumptal av Marsaglia
[18]. Den ersitter ofta kostsamma sin och cos-funktioner med logaritmer fér prestanda-
vinster. Nackdelen dr dock densamma som Ziggurat, att dnden av svansen fortfarande
behdver genereras separat och dédrmed tappas prestandavinsten i GPU-sammanhanget.
Dérfor anser vi att en analys av Ziggurat var tillrdcklig for detta arbete, men en framtida
analys kan gynnas av att ta hénsyn till fler metoder som denna.

En typ av programmeringsstil for GPGPU som undersoks i dagslaget ar persistent threads
[32]. Nuvarande praxis for arbete som utférs pa GPU:er &r att data som ska berdknas
skickas som en méngd jobb till grafikkort, dér kortet sedan sjilv startar upp jobben i
form av tradar. Dessa tradar stdngs sedan ner direkt nar de ar klara for att gora plats for
nya som scheduleras av grafikkortet. Persistent Threads kringgar istéllet denna paradigm
genom att man startar upp en fast méngd tradar som jobbar tills hela arbetet ar slutfort.
Detta skulle kunna vara av intresse inom pseudoslumptal-generering men enligt K. Gupta
[32] finns ej nagot praktiskt stod inom Cuda for det.
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Ordlista

CBRNG

Counter based random number generator.

CDF

Cumulative Distribution Function.

CPU

Central Processing Unit.

CUDA

Tidigare akronym fér Compute Unified Device Architecture men numera endast
CUDA..

DRAM

Dynamic Random Access Memory.
GCC

GNU Compiler Collection.
GPGPU

General-purpose computing on graphics processing units.

GPU
Graphics Processing Unit.

MSD

Mean Square Distance.

NvCC
Nvidia CUDA Compiler.

OpenCL
Open Computing Language.

PDF
Probability Density Function.
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PRNG

PseudoRandom Number Generator..

SP-natverk

Substitution-Permutation Network.
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Bidragsrapport

Hér foljer en beskrivning av hur vi har delat upp arbetet och arbetat under detta pro-
jekt. Jakob Aasa har lagt 260 timmar, Robin Johansson har lagt 300 timmar och Marcus
Lundberg har lagt 310 timmar.

Ansvarsomraden

Arbetet har varit uppdelat som saddant att Robin Johansson primért fokuserat pa testal-
goritmerna for slumptalen och deras implementation. Jakob Aasa och Marcus Lundberg
har last artiklar och valt ut vilka algoritmer for slumptalsgenerering som skulle behandlas
samt implementerat dessa. Jakob Aasa har i storre utstriackning jobbat med att ta fram
resultat och presentera dessa medan Marcus Lundberg har analyserat resultaten. Rap-
portskrivandet har till storsta del varit uppdelat pa liknande sétt ddr gruppmedlemmarna
har skrivit om den del de jobbat med.

Planering och informationshidmtning

Forsta veckorna av arbetet lades mycket tid pa att ldsa pa och komma underfund med
vilka algoritmer som fanns och var intressanta att implementera. Mycket tid lades &ven
pa att bekanta sig med C++ och Cuda dd medlemmarna i gruppen hade lite eller ingen
tidigare erfarenhet av dessa.

Planeringen var strukturerad sa att testalgoritmerna kunde arbetas pa parallellt med
implementering av generatorer.

Resultat och analys hamnade efter implementeringarna var klara, da det visade sig vara
svart att gora dessa parallellt med implementeringarna.

Metoder

Metoderna som anvints har, férutom mycket lasning av artiklar knutna till &mnet, varit
att skriva kod och testa den skrivna koden samt analys. Kodskrivandet har f6ljt resterande
delar av rapporten, déar varje medlem har skrivit for det den varit ansvarig fér. Se rubrik
Huvudansvarig forfattare for avsnitt nedan for mer detaljerad uppdelning.

Genomforande

I genomférandet har var handledare Markus Billeter skapat det ursprungliga ramverket
som vara implementationer anvinder sig av. Jakob har implementerat Philox, Threefry,
samt Ziggurat-generatorerna medan Marcus har gjort LCG, Mersenne Twister, Wallace
och Curand-anpassningarna.
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Testerna av slumptalens slumpméssighet har valts ut och skrivits av Robin.

Jakob har kort prestandastester och tagit fram métdata och sedan tolkat datan i Excel

for att ta fram grafer for visuell analys.

Marcus har genom att anvinda programmet nvvp analyserat korningar av generatorerna.

Jakob och Marcus har jobbat mycket gemensamt med att diskutera vilka prestandaresultat
som ar relevanta for analysering. Robin har pa egen hand valt vilka samt implementerat
kvalitétsanalyser av generatorerna och analyserat den resulterande datan.

Arbetsprocessen har varit mycket kreativ da en en ganska vag projektformulering be-
hovdes konkretiserats i flera steg. Gruppen har gemensamt bestdmt mycket med en del

handledning av handledaren vad som ska fokuserats pa.

Huvudansvarig forfattare av avsnitt

Avsnitt Ev. underavsnitt Huvudansvar

Inledning JA
Slumptalsteori LCG ML
Mersenne twister ML
CBRNG JA
Box-Muller 4+ Ziggurat | JA
Wallace Gaussian ML
Test av pseudoslumptal | RJ
GPU-teori Arkitektur... ML
Slumptalsberdkningar.. | ML
Metod Engine Factory JA
Philox & Threefry JA
Ziggurat JA
Wallace ML
Curands ML
Tester RJ

Resultat och Analys JA, ML

Uniformt JA, ML

Normalfordelade JA, ML
Statistiska tester RJ

Diskussion och Slutsats Gemensamt

Jakob Aasa, Robin Johansson och Marcus Lundberg, Géteborg, Maj 2017
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