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Forord

Denna kandidatuppsats ar skriven vid Institutionen for Matematiska vetenskaper pa Chalmers
tekniska hogskola och Goéteborgs universitet. Vi vill tacka var handledare Axel Ringh for hans
stora engagemang och de intressanta diskussioner vi haft tillsammans.

Nedan listas den eller de huvudforfattare som skrivit de olika avsnitten och nédvéndiga delar
som tillhor rapporten. Utéver detta har individuella tidsrapporter skrivits samt en gruppdagbok
som vi turats om att skriva och skicka in. Loggbockerna innehaller mer ingéende detaljer kring
varje persons bidrag till rapporten.

e Linnéa Holmberg: Jag har skrivit en stor del av den populédrvetenskapliga presentatio-
nen samt varit medforfattare till bade Sammanfattning, Abstract och Férord. Jag har skrivit
delar av avsnitt 2.1 Grundliggande optimeringslira och gjort figur [3|1 avsnitt & Interpola-
tion och styrning mellan férdelningar av agenter. Jag har varit med och reviderat mycket
i avsnitt 4.1 Hdrledning av Sinkhorniterationerna for bimarginella optimaltransportproblem
med likhetsvillkor och skrivit delar till avsnitt 4.2 Hdrledning av Sinkhorniterationerna for
multimarginella optimaltransportproblem med likhets- och olikhetsvillkor. Det var dock nér vi
borjade skriva pa avsnittet i fraga och det var fa delar som stannade kvar till slutversionen
da det skrevs om. Jag har skrivit stora delar av avsnitt 6 Diskussion och slutsats, men i ett
utbrett samarbete med Emelie fatt fram den slutgiltiga versionen. Jag har dven varit medfor-
fattare till Appendiz A samt skrivit in bevis av lemmana i Appendiz B med var handledare
Axel Ringhs hjilp.

e Emelie Lemann: Jag har reviderat en stor del av den populdrvetenkskapliga texten, samt
gjort nagra tilldgg och omskrivningar av vissa delar. Jag har skrivit vissa mindre delar i
2.1 Grundliggande optimeringslira. I 2.2 Matchningsproblemet var jag med och pabérjade
avsnittet, och skrev en ganska stor del som sedan skrivits om till slutversionen. Jag var med-
forfattare till avsnitt 2.8 Optimaltransport och paborjade hela det avsnittet. I det avsnittet
skrev jag valdigt mycket, dock blev en del av min text omskriven da vi gjorde dubbelt ar-
bete eftersom det dven skrevs om optimaltransport i avsnitt 3 da. I avsnitt 8 Interpolation
och styrning mellan férdelningar av agenter har jag ocksa varit med och skrivit en del i,
men jag har framst gjort omformuleringar och en del omskrivningar av vissa av delarna. Jag
var dven medforfattare till 4.1 Hdarledning av Sinkhorniterationerna for bimarginella optimal-
transportproblem med likhetsvillkor och var med och reviderade en del i avsnitt 4.2. T avsnitt
6 Diskussion och slutsats har jag &ven dar reviderat en hel del och gjort nagra tilladgg, samt
gjort vissa omskrivningar.

e Elias SoOrstrand: Jag var medforfattare till Sammanfatining och Abstract. Jag var ocksé
huvudforfattare for 1 Inledning och skrivit vissa satser i 2.1 Grundliggande optimeringslira
som inte alla kom med i den slutliga versionen. Avsnitt 2.2 Matchningsproblemet var jag &ven
medforfattare for, dartill skrev jag ocksa en stor del i 2.3 Optimaltransport som sedan blev
struken da borjan av 8 Interpolation och styrning mellan férdelningar av agenter var mycket
lik. Jag har &ven reviderat en del i 4.1 Hdrledning av Sinkhorniterationerna for bimarginella
optimaltransportproblem med likhetsvillkor. Dartill har jag ocksa vart medforfattare till 5.1
Tilldmpningar med dynamik. I Appendiz har jag skrivit C' samt lagt till korta férklaringar
till koden i D. I borjan av projektet skrev jag ocksa nagra sidor i rapporten om vad vi hade
tagit upp pa motena med Axel. De sidorna handlade om det som skrivs om i 4.1 Harledning
av Sinkhorniterationerna for bimarginella optimaltransportproblem med likhetsvillkor samt
négon sida om olikhetsvillkor. Utéver detta samarbetade jag med Alfred for att skriva l6saren
till matchningsproblemet som visas i Appendiz D i filen matching-1p.j1.

o Alfred Wéarnséiter: Jag har skrivit delar av avsnitt 2.1 Grundldggande optimeringslira
samt reviderat och bearbetat mycket pa avsnitt 2.2 Matchningsproblemet. Ar huvudforfat-
tare till avsnitten 2.8 Optimaltransport, 3 Interpolation och styrning mellan férdelningar av
agenter, 4.1 Hdarledning av Sinkhorniterationerna for bimarginella optimaltransportproblem
med likhetsvillkor och 4.2 Hdirledning av Sinkhorniterationerna for multimarginella optimal-
transportproblem med likhets- och olikhetsvillkor. Medforfattare till 5.1 Tillimpningar med
dynamik. Skrivit 5.2 Utrymning ur labyrint. Medforfattare till Appendiz A. Skrivit Appendiz



B och ansvarat for Appendiz D. Utdver detta har jag skrivit all kod i projektet (férutom de-
lar av matching-1p.jl dér jag samarbetade med Elias). Koden &r skriven i programspraket
Julia och visas i Appendiz D. Koden har anvénts for att generera bilderna som visas i figur

[} 2} @ och B}

Utéver detta har vi tillsammans haft manga méten med var handledare och gatt igenom viktiga
koncept. Dértill har handledaren ocksd kommit med feedback om rapporten som alla har varit
med och reviderat. Dessutom har vi tillsammans skrivit planeringsrapporten samt gjort mycket
litteraturstudier inom omradet.



Popularvetenskaplig presentation

Virlden och dess invanare, djur som ménniskor, dr konstant i rérelse. Oavsett om det handlar om
att djuren pa savannen ska ta sig till vattenhalet eller att du pa morgonen ska ta bilen till din
arbetsplats. Rorelse, eller mojligtvis transport och det mest effektiva séttet att genomfora det ar
nagot vi kommer att prata mer om. Lat oss mala upp en bild diar du antingen kan ta en kortare
vag till arbetsplatsen men som oftare dr mer trafikerad, eller en omvag med farre kder. Dé kan vi
stilla oss fragan: vilket alternativ gar snabbast? Detta dr nidgot som skulle kunna beskrivas som
ett optimaltransportproblem, vilket dr vad vart arbete handlar om.

Nér det kommer till liknande situationer kan man basera ett beslut pa tidigare erfarenheter och
ta flertalet fér- och nackdelar i berdkning och stdlla dessa mot varandra. Men nér problemstall-
ningen skalas upp, och det inte ldngre handlar om sin egen bil och sin egen fard till arbetsplatsen,
utan det i stédllet kan handla om alla bilar i din stad och vilka vigval de ska ta nar de kor till
arbetsplatsen pa morgonen. En situation dér vi har betydligt fler objekt, i vart fall bilar, och dér
vi dessutom vet varje bils start- och slutpunkt, blir det mer komplicerat. Detta exempel kan i sin
tur rikta sig till hur optimaltransport kan hjélpa till med att planera infrastrukturen i en stad
péa bésta sétt. Inte bara med att planera bilvigar utan &ven andra transportvigar till exempel
sparvagnsrils, cykelvagar och gangbanor. For en enskild person blir det svart att logiskt tdnka ut
ett forslag och i stéllet kan problemet stillas upp matematiskt. Det matematiska problemet kan
sedan 10sas av en dator vilket ger den snabbaste rutten for alla, totalt sétt.

Det finns flertalet problematiska aspekter med datorn och dess sétt att resonera, bland annat
att den inte resonerar, utan gor vad den ar tillsagd att gora. Ett exempel ar det faktum att datorn
inte automatiskt, som vi ménniskor, tar i beaktande att bilarna maste halla sig pa vigen och att
det inte 4r mojligt att kora genom ett hus. Datorn kan ocksa ha svart att veta om korviagen ar den
mest lAmpliga for bilen och kan darfor raka vélja en vig som bilen rentav inte far koéra pa. Finns
det dessutom tillrackligt med bilar och vigar vixer problemet till ett extremt stort kombinatoriskt
problem, speciellt om datorn rakt av ska testa alla kérvagar for varje bil innan den kan bestdmma
sig for vilken vig som &r den optimala. Men med omskrivningar, begréansningar av problemet och
stegvisa algoritmer kan liknande problem som sambhaéllet stoter pa 16sas med hjalp av datorn pa
ett smidigt vis. Det kan vara omskrivningar i form av ett litet extra tilligg som ger en mer exakt
16sning eller approximation. En ytterligare begrinsning kan vara i form av ett extra krav pa hur
manga punkter man far anvénda sig av i en algoritm. Dessa omskrivningar, nya uppstéllningar av
det generaliserade problemet och metoden bakom att approximera det optimala virdet &r nagot
denna rapport kommer att fordjupa sig i.

Utéver ndmnt exempel av optimaltransport finns det ett mycket djupare och bredare filt &n
vad det vid forsta anblick tycks vara och exemplen kan modelleras mer komplexa. Likt féregéaende
problemstéllning kan datorn anvéndas for att numeriskt hitta det optimala vérde for det enklaste
av exempel, men problemen kan &ven modellera hinder med en egenbestdmd kostnad. Detta gor
det intressant, ar det kostnadsméssigt vért att riskera att fa leriga skor for att ta en genvig
genom skogen eller att komma nagra minuter forsent for att i stillet ga runt? Ar det en litt
stig eller behévs det klattras ned for en bergsknall och skulle detta paverka beslutet? For att
utveckla optimaltransportproblemet ytterligare kan faktorer som acceleration, tid, hinder med
olika kostnader med mera gora det mer invecklat och komplicerat, vilket numeriskt kan 16sas
och kan ddrmed modellera verkligheten pa ett mer riktigt vis. For detta krévs likt tidigare en
matematisk modell. I denna rapport kommer vi hérleda en liknande sadan modell for en klass
av optimaltransportproblem som kan 16sa flera olika typer av problem, och tillampa modellen pa
snarlika exempel som vi beskrivit hér. Men i stéllet for att underséka bilar och deras fard till
arbetsplatsen kommer vi undersdka hur sa kallade agenter pa smidigast sétt rymmer ut fran en
labyrint och hur en svirm agenter agerar ndr de behover ta hansyn till ett hinder i rorelse.

I en vérld dér effektivitet, produktivitet och snabbhet vardesétts, ar det optimering vi soker. I
en sadan vérld kan optimering snart ses som méanniskans nya bésta vian, om inte annat ett otroligt
verktyg for att bade individens, samhéllets eller hela ldnders samverkan ska g& som en dans.



Sammanfattning

Syftet med denna rapport dr att hirleda och implementera en lésare for en typ av multimar-
ginellt optimaltransportproblem. Denna typ av multimarginella optimaltransportproblem kan
anviandas for att modellera och berdkna hur en svirm av agenter ska styras pa ett optimalt
satt. For att gora detta anvinds savil interpolation, entropisk regularisering och Sinkhorni-
terationer. Losaren testades pa tva olika fall. I det forsta fallet startade svirmen av agenter
enligt en viss fordelning i ett 100 x 100 rutndt och deras mal var att fordela sig jamnt Gver
hela rutnétet. Dessutom placerades ett hinder i modellen som forflyttade sig genom rutnétet
over tid. I det andra fallet behévde 16saren hitta en optimal vdg ut genom en labyrint.

Nyckelord: optimaltransport; matchningsproblem; tilldelningsproblem; agenter; interpola-
tion; multimarginellt; entropisk regularisering; Sinkhorniterationer;

Abstract

The purpose of this report is to derive and implement a solver for a multimarginal optimal
transport problem. This type of multimarginal optimal transport problem can be used to
model and calculate how a swarm of agents should be controlled in an optimal way. Interpola-
tion, entropic regularization and Sinkhorn iterations are used in order to do this. We applied
the solver to two different cases. In the first case, the agents started according to a certain
distribution inside a 100 x 100 grid and their goal was to evenly spread out. Furthermore, an
obstacle was placed in the model that moved through the grid for each time step. In the last
case, the algorithm was required to find an optimal way out through a maze.

Keywords: optimal transport; matching problem; assignment problem; agents; interpolation;
multimarginal; entropy regularization; Sinkhorn iterations
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1 Inledning

Optimaltransport &r ett omrade inom matematik som handlar om att pa ett sa effektivt sidtt som
mojligt forflytta nagot fran punkt A till B. En av de viktigaste hédndelserna i optimaltransport var
1781 [I] da den franske matematikern Gaspard Monge skrev artikeln Mémoire sur la théorie des
déblais et des remblais vilket var den forsta rapporten skriven om optimaltransport [2] s. 29].

Artikeln besvarade fragan om hur man minimerar kostnaden for att flytta jord fran x antal gru-
vor till y antal byggnadsplatser [2 s. 29|. Dérefter var det inte manga genombrott inom forskningen
om optimaltransport fram till 1930 da A.N. Tolstoi publicerade en artikel som behandlade 16sning-
ar for optimaltransportproblemet [3] [4, s. 362]. Som en {6ljd av Tolstois publikation 6kade intresset
for optimaltransport, speciellt under 1940-talet da ménga framsteg gjordes [5]. Stora framsteg inom
faltet gjordes av Leonid Kantorovich, som ofta anses vara grundaren till linjdrprogrammeringen
[2, s. 31] [6, s. 220] [T, s. 591]. Andra framsteg gjordes bland annat av George Dantzig som under
1949 lyckades 16sa optimaltransportproblemet numeriskt med hjélp av linjarprogrammering [5] [8].

Under det senaste artiondet har optimaltransport utvecklats snabbt och anvénds inte ldngre
uteslutande till att flytta jord. I stéllet har optimaltransport hittat tilldimpningar inom till exempel
cancerscreening [9], fargoverforing mellan digitala bilder [I0], maskininldrning [11], ekonomi [12]
och utvecklingen av sjédlvkérande bilar [I3].

I rapporten kommer vi betrakta det sa kallade matchningsproblemet och se att detta kan ses
som ett specialfall av det diskreta optimaltransportproblemet. I ett sddant problem &r malet att tva
méngder av sa kallade agenter bijektivt skall paras ihop med varandra pa ett optimalt séitt. Agen-
terna kan representera néstan vad som helst beroende pa anvidndningsomradet. Konkreta exempel
som skulle kunna dyka upp i praktiken &r bilar, jordhégar, atomer eller liknande. Om agenterna
ar tillrackligt manga kan de i stéllet representeras som en distribution eller som en massdensitet.
Ett problem som uppstar ar att den naiva 16sningsmetoden till matchningsproblemet har en kom-
plexitet som véxer enligt n!, vilket &r problematiskt redan vid relativt sma berékningar. For att
underlédtta berdkningarna gar det att formulera om problemet med hjilp av linjarprogrammering,
[14, s. 57-58] vilket &r en viktig observation som mycket i rapporten bygger pa.

Genom att ldnka samman fler optimaltransportproblem kan man formulera det sé kallade inter-
polationsproblemet. Till skillnad fran det enklare matchningsproblemet ska detta problem tolkas
som att hitta den f6ljd av fordelningar som agenterna ska gé igenom for att ta sig fran nagon given
startfordelning till nagon given slutfordelning. Problem av den hér typen ger upphov till mycket
stora linjarprogrammeringsproblem, och ett av projektets mal &r att undersdka numeriska metoder
for att 16sa dessa approximativt. For detta kommer vi anvinda oss av begreppen entropisk regula-
risering och Sinkhorniterationer [I5]. Teorin kommer demonstreras genom att vi implementerar en
numerisk algoritm for att approximativt 16sa interpolationsproblemet. Denna kommer sedan koras
pa storskaliga exempel for att belysa dess effektivitet och méangsidighet.

2 Bakgrund

I detta avsnitt presenteras bakgrundsmaterialet som resten av rapporten bygger pa. Avsnittet ar
uppdelat i tre delar. Avsnitt bestar av en introduktion till grundlaggande optimeringslara dar
ett flertal vilkinda resultat presenteras. I avsnitt [2.2] presenteras matchningsproblemet dér en viss
relaxeringsprocess leder till formuleringen av ett optimaltransportproblem. Sist utvecklas teorin
om optimaltransport i avsnitt 2.3

2.1 Grundliggande optimeringslira

Matematisk optimering &r det omrade inom matematiken som behandlar olika tekniker for hur
man utifran en given funktion kan hitta ett, i nagot avseende, optimalt virde péa funktionen givet
vissa begransningar. I denna del av avsnittet ger vi en kortfattad sammanfattning av de delar av
optimeringslira som &r relevanta for projektet. Framstéllningen &r delvis en adaption av [16] s.
1-2].



Ett generellt optimeringsproblem kan formuleras som

minimera  f(z)

2.1
da  fi(z) <b;, fori=1,...,m, (2.1)

dér variabeln = € R™ i problemet kallas for optimeringsvariabeln. Funktionen f : R® — R kallas
for malfunktion och funktionerna f;(x) : R® — R for i = 1,...,m kallas for bivillkorsfunktioner.
Bivillkorsfunktionerna ger tillsammans med konstanterna b; € R fér ¢ = 1,...,m problemets
bivillkor. For att underldtta framstéllningen definierar vi méngden S av tillatna l6sningar som

S:={xeR": fi(z)<b;, fori=1,...,m}.
Med denna notation kan vi skriva

minimera  f(x)

2.2
da x€S. (22)

Vi definierar nu vad som menas med begreppet global minimipunkt till (2.2]).

Definition 2.1 (Global minimipunkt, [I7, s. 82]). Vi séger att * € S ar en global minimipunkt

till om
fz*) < f(z), Vzelbs.

For att kunna definiera begreppet lokal minimipunkt méste vi ha begreppet boll.

Definition 2.2 (Boll i R™). En boll B,.(z) C R™ centrerad i punkten z € R™ definieras som
B(a) ={y e R" : [z —ylla <7},
dér ||-||2 betecknar den euklidiska normen.

Med hjéalp av detta kan vi definiera begreppet lokal minimipunkt.

Definition 2.3 (Lokal minimipunkt, [I7, s. 82]). Vi siger att * € S &r en lokal minimipunkt till
(12.2) om
Je > 0sa att f(z*) < f(x), VaeSNB(z%).

Vi definierar d&ven begreppen konvex mangd och konvex funktion.

Definition 2.4 (Konvex méngd, [I7, s. 43]). Méngden S &r konvex om
tr+ (1—t)yes,
for alla z,y € S och t € [0, 1].

Definition 2.5 (Konvex funktion, [T, s. 65]). Lat S vara en konvex méngd. En funktion f : S — R
ar konvex om

flz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)
for alla z,y € S och ¢t € [0, 1].

Vi séger att ar ett konvext optimeringsproblem om f &r en konvex funktion och S &r en
konvex méngd. Om i stéllet hade varit ett maximeringsproblem hade vi kravt att f skulle
vara en konkav funktion, vilket innebér precis det som star i definition 2.5 fast med omvéiind olikhet.
Att begransa sig till minimeringsproblem &r inte en inskrénkning eftersom vi alltid kan skriva

maximera flx)=- <mu;1€rgera f(:z:)) .

For konvexa optimeringsproblem har vi foljande viktiga sats.

Sats 2.1 (Konvexoptimeringens fundamentalsats, [17) s. 82]). For ett konvext optimeringsproblem
ar varje lokal minimipunkt &ven en global minimipunkt.



Nedan ger vi nagra andra anvidndbara resultat om konvexa funktioner.
Sats 2.2. [I7, s. 94] Antag att f : R™ — R &r konvex och differentierbar pa R™. Da géller det att
" ar ett globalt minimum till f pd R" < Vf(z*) = 0,
dir 0 = (0,...,0)T € R".
Sats 2.3. Linjdra funktioner adr konvexa.
Bevis. Se Appendix [A] O

Sats 2.4. Positiva linjarkombinationer av konvexa funktioner &r konvexa.

Bevis. Se Appendix [A] O

Om vii (2.1) har att f, f1,..., fi, ar linjira funktioner kallar vi detta for ett linjirprogramme-
ringsproblem. Bivillkoren definierar i detta fall den sa kallade polytopen

P:={zeR": fi(x)<b fori=1,...,m} (2.3)

av tilldtna 16sningar. Vi séiger att z € P #r en extrempunkt till P om #z,5 € P och t € (0,1) sa
att * # y och z = tx + (1 — t)y. Uttryckt i ord betyder detta att extrempunkterna till P ar de
punkter som inte gar att skriva som strikta konvexkombinationer av andra punkter i P.

For linjarprogrammering har vi féljande centrala resultat.

Sats 2.5. [18] sats 2.7] Anta att vi har ett linjirprogrammeringsproblem och att det finns &tminsto-
ne en extrempunkt i dess polytop P av tillatna lésningar, dar P definieras av (2.3)). Anta vidare
att det existerar en optimal 16sning. Det existerar da en optimal 16sning som &r en extrempunkt
till P.

Vi definierar nu begreppet dubbelstokastisk matris och permutationsmatris.

Definition 2.6 (Dubbelstokastisk matris, [19, s. 9-11]). En dubbelstokastisk matris A € RfXN
ar en matris som uppfyller
A1=1 och AT1=1,

det vill sidga att varje rad och kolumn summerar till 1.

Definition 2.7 (Permutationsmatris). En permutationsmatris 4r en dubbelstokastisk matris dér
varje element &r antingen 0 eller 1. En permutationsmatris &r med andra ord en kvadratisk binér
matris dér varje rad och varje kolumn har exakt en etta.

Polytopen R av alla dubbelstokastiska matriser definieras som
R:={AeRY*™ : A1=10ch AT1=1}.

Extrempunkterna till R definieras helt analogt med extrempunkterna till P, det &r alltsa de ma-
triser som inte gar att skriva som en strikt konvexkombination av andra matriser i R.

Slutligen aterger vi en av Birkoffs satser om hur permutationsmatriser och polytopen av alla
dubbelstokastiska matriser hinger ihop.

Sats 2.6. [20] Varje permutationsmatris &r en extrempunkt till R och varje extrempunkt till R &r
en permutationsmatris.



2.2 Matchningsproblemet

Som en introduktion till optimaltransport betraktar vi forst ett specialfall av detta som handlar
om att berdkna optimala ihopparningar. Under denna del av avsnittet hdnvisar vi till [21].
Lat (N 2N
1) . 2) ._
)= {xi }izl och z? = {xj }jzl
vara tvd mangder av agenter dar xz(-l) eRYfori=1,...,N;1 =1,2 och d € N. Rummet som

agenterna tillhor, vilket &r R? i detta fall, kallar vi for tillstandsrummet. Vi definierar matchnings-
problemet mellan (") och 2 som optimeringsproblemet

minimera 2.4
d€perm({1,2,...,N}) Z’ 2’ (2:4)
dar perm({1,..., N}) ar méngden av alla permutationer av méngden {1,..., N}. En permutation

¢:{1,..,N} = {1,..., N} &ar en bijektiv avbildning fran méingden {1, ..., N} till sig sjilv, och ¢(7)
ar alltsa bilden av ¢ under ¢.

Problemet som definierats i ska tolkas som att hitta den bijektion mellan agenterna i
(1) och agenterna i (2 som minimerar summan av det kvadrerade avstandet mellan paren med
avseende pa den euklidiska normen. I figur [I] visas ett exempel pa hur en sddan optimal thopparning
ser ut.

1.0
oo

0.8 &
0.6

.\../.
| /

*——o
0.2
0.0 L L L L )
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 1: En 16sning pa ett matchningsproblem, definierat i , dér det finns 11 agenter, alltsa
N = 11, som ska paras ihop. Agenterna som paras ihop &r de blda och réda punkterna och
linjen emellan illustrerar den optimala matchningen. Det optimala virdet fas dd summa av alla
léngder i kvadrat &r sa liten som mojligt.

Det naiva séttet for att hitta 16sningen till matchningsproblemet &r att generera alla mdojliga
permutationer, berédkna deras kostnader och sedan jamfora for att se vilken permutation som &r
optimal. Detta leder till en kombinatorisk explosion och gor att &ven smé exempel tar for lang tid
att berékna.

En annan metod for att 16sa det kombinatoriska problemet boérjar med att vi omformule-
rar matchningsproblemet som ett linjiirprogrammeringsproblem med heltalsbivillkor. Lat darfor

.. 1 2 .
C = [Ciju\szl € RVXN dar Ci; = Hx( ) ) vara en matris som representerar kostnaderna

I+



for varje ihopparning. Matchningsproblemet kan d& formuleras som

minimera  (C, M)
Me{0,1}NxN

N
da ;Mij:L fori=1,...,N 25)

N
> My=1, forj=1,...,N,
=1

dér vi anvént den inre produkten

N N
<C’7 M> = Z Z CZ]MZJ
i=1 j=1

Bivillkoren i (2.5 kraver att M &r en permutationsmatris. Det garanterar att varje agent i ena
méngden paras ihop med exakt en agent i den andra méngden, vilket gar att uttrycka som
1) )

1, om agent x; ' paras ihop med x§2

M, - {
0, annars.

Det betyder i sin tur att (C, M) helt enkelt 4r kostnaden for ihopparningen som svarar mot matrisen
M. Det ar séledes enkelt att se att formuleringen (2.5) ar ekvivalent med den i ([2.4).
Betrakta nu det relaxerade problemet

minimera (C, M)
MeRY*N

N
da » My =1, fori=1,...,N (2.6)
j=1 )

N
> My =1, forj=1,...,N,
i=1

dér vi tagit bort heltalsbivillkoren. Detta &r ett linjairprogrammeringsproblem dér polytopen av
tillatna 16sningar ar mangden av dubbelstokastiska matriser. Polytopen har atminstone en extrem-
punkt, och eftersom den adr kompakt och icke-tom vet vi &ven att det existerar en optimal 16sning
till . Saledes &ar forutsdttningarna for att anvinda sats uppfyllda, och vi kan dra slutsatsen
att det existerar en optimal 16sning till som &r en extrempunkt till polytopen av dubbels-
tokastiska matriser. Men vi vet enligt sats [2.0] att alla sidana punkter #r permutationsmatriser.
Med andra ord vet vi att det existerar en optimal 16sning till som &r en permutationsma-
tris, vilket innebar att , och antar samma optimala virde, och om man har en
optimal 16sning till ett av problemen har man en optimal 16sning till alla. Av dessa &ar ett
linjérprogrammeringsproblem som kan l6sas effektivt.
Problem ir ett specialfall av ett diskret bimarginellt optimaltransportproblem. Ett gene-
rellt sddant problem kan skrivas som
minimera (C, M)
MeRY*N
N
da Y M=, fori=1,...,N

J=1
N
ZMij:,ugJ, ff)I‘j:L...,N,
i=1

dér i1, po € RY, och dér vi kréiver att

N N
E Hi,5 = E H2,i-
j=1 i=1



De tva vektorerna py och ps kallas for problemets marginaler och M kallas for transportplanen.
Specialfallet (2.6) fas genom att lata pu; = uo = 1. Foljaktligen kan vi ur detta perspektiv forsta
optimaltransport som en form av mer generella matchningar mellan fordelningar.

2.3 Optimaltransport

Vi fortsétter dven i denna del att hénvisa till [21]. T avsnitt introducerades det diskreta bimar-
ginella optimaltransportproblemet . Problemet ska tolkas som att hitta den transportplan M
som minimerar kostnaden att transportera massan fran den givna marginalen p; till den andra
givna marginalen uo. Notera att vi nu anvénder begreppet massa eftersom vi relaxerat heltalsbi-
villkoret.

En visualisering av ett exempel av diskret optimaltransport visas i figur[2] dér kostnadsmatrisen
Cij=li—j |2 har anviints. Transportplanen visas i figuren som ett rutnit diir varje ruta motsvarar
en massforflyttning fran en punkt pa p; till en pa po, dér ljusare firg motsvarar att mer massa
forflyttats. Det syns tydligt att det &r storst transportaktivitet vid de punkter pad marginalerna

dar det finns som mest massa.
--IIII|||||IIII-_

Figur 2: En visualisering av den optimala transportplanen for ett diskret optimaltransportpro-
blem pa formen . De réda staplarna dr fordelningen av massa i 1 och den blaa fordelningen
av massa i ps. Kvadraten i mitten ar transportplanen, dér ljusare firg representerar att mer
massa flyttats.

Det dr dven mojligt att formulera en kontinuerlig variant av bimarginell optimaltransport.
Denna tar formen

minimera / c(z1, x2)m(z1, x2) drrdas
meM4 (X xX) XxX

da / m(a:l, .732) d.TQ = 1/1(131)
X

/ m(xy,x2) dry = vo(xa),
X

dér M (-) anvénds for att beteckna méngden av icke-negativa funktioner. Notera att kostnads-
funktionen ¢ € M (X x X) och att marginalerna vy, v € M (X).



Denna form &r praktisk eftersom det ofta ar enklare att modellera problem péa kontinuerlig
form. For att det ska vara mojligt att anvinda numeriska metoder méaste denna dock diskretiseras
till ett diskret optimaltransportproblem. Detta gors genom f6ljande procedur: Anta att X = [a, b]
ar ett interval pa den reella tallinjen. Vi definierar sedan en partitionering av detta intervall med
hjélp av de ekvidistanta punkterna x; :== a + h(i — 1) fér ¢ = 1,...,N + 1 dér h := (b — a)/N.
Denna partitionering kan vi ta hjilp av for att definiera

Cij = c(mi+h/2,a:j—|—h/2), fori=1,...,N; j=1,...,N,

w1 = hvi(z; + h/2), fori=1,...,N,
och o := hve(x; + h/2), forj=1,...,N.

Observera att vq,v9 € M4 (X), medan pq, pg € Rf . Vi approximerar sedan integraler med Rie-
mannsummor, det vill sdga vi gér approximationerna

N N N N
/ C(l’l, xg)m(xl, (EQ) d(Eld(EQ ~ Z Z CijMi/jh2 = ZZ CijMij7
XxX

i=1 j=1 i=1 j=1

N N
h/ m(zi,x2) dvy & Y M;h* = M, fori=1,...,N,
X X -
J=1 j=1

N N
och h/ m(xl,xj)dm%ZM{th:ZMij, forj=1,...,N,
X i=1

i=1

dér vi &ven infort de diskreta variablerna M;; och M;; som relateras genom M;; := Mi’jh2 for
t=1,...,N;j=1,...,N. Med de uppskattningar vi gjort far vi ett diskret optimaltransportpro-
blem pa formen . Analys av eventuella fel som kommer fran denna diskretisering ligger utanfor
ramen for denna framstallning.

Det diskreta bimarginella optimaltransportproblemet gar att generalisera genom att tillata
godtyckligt antal marginaler. Ett sddant problem med L marginaler har formen

minimera (C, M)
MeRN* (2.8)
da P(M) =, forlel_,

déar I'— C {1,...,L} och dér transportplanen M och kostnaden C nu &r multidimensionella matri-
ser, dven kallade tensorer. Den inre produkten betyder alltsd hér

N N
(C, M) = Z Z Ciy,ois Miy i (2.9)
=1 ip=1

och P,(M) € Rf betyder projektionen av transporttensorn ner pa marginal [, det vill sdga

N N N N
PUM)Ji=: Y oo Y > oo > Miy i yivigenoins fori=1,...,N. (2.10)

i1=1 ij_1=1441=1 ir=1

I denna formulering ska M;, . ;, tolkas som méngden massa som forflyttas lings vigen som
bestar av punkterna iy, ...,i; pad marginalerna, dar ¢; € {1,...,N} for l = 1,..., L. Darmed later
den multimarginella formuleringen oss att hantera mer komplexa transportproblem med fler steg
och marginaler.

3 Interpolation och styrning mellan fordelningar av agenter

Vi kommer nu att introducera det sa kallade interpolationsproblemet f6r en svirm agenter. Pro-
blemet ar ett optimeringsproblem som &r uppbyggt av flera optimaltransportproblem och gar att
koppla till en viss grafstruktur. Problemet kan enkelt tillimpas praktiskt, vilket vi kommer att se



i avsnitt 5] Vi kommer att visa att interpolationsproblemet kan ses som en sammansittning av
bimarginella optimaltransportproblem, och att det &r mdjligt att formulera detta som ett enda
multimarginellt optimaltransportproblem. Avsnittet &r en adaption av [21] s. 54-55, 58-62].

Vi borjar med att betrakta det kontinuerliga bimarginella optimaltransportproblemet

T = ini dzrid
(v1,v2) wglj\lﬁr(ggi% /Xqu(xhxz)w(xl,xz) x1dxs
da /w(ml,xg)dxzzyl(xl) (3.1)
X

/ w(x1, x2) dry = va(22).
X

T(v1,v2) ska i denna formulering tolkas som den minsta kostnaden for att transportera svirmen
av agenter fran en given startmarginal v; till en given slutmarginal v5, med avseende pé nagon
kostnadsfunktion q.

Betrakta nu interpolationsproblemet

L-1
. T 3.2
wend e | D T0n ) .

dér vy och vy, dr givna och fixa. Se figur [3] for en schematisk bild Gver grafen som problemet mot-
svarar. Problemet kan tolkas som att hitta de mellanliggande marginalerna v; féor I =2,..., L — 1
som minimerar den totala kostnaden for att styra agenterna fran startférdelningen vq till méalfor-
delningen vy,. Om vi hittar dessa vet vi vilka steg som agenterna tar och kan darfoér styra dem fran
startfordelningen till malférdelningen pa det mest effektiva sidttet med avseende pa kostnadsfunk-
tionen q.

w1

Figur 3: Grafstrukturen som problem ( 2)) representerar. De vita noderna motsvarar kidnda
fordelningar och de gra motsvarar okénda férdelningar. Varje kant motsvarar ett transportsteg
mellan tva fordelningar. Malet i interpolationsproblemet &r att hitta transportplanerna w® for
l=1,...,L —1 (och saledes ocksé de okinda fordelningarna v, ...,vr_1) som minimerar den
totala kostnaden for transporten med avseende pa kostnadsfunktionen gq.

Varje kontinuerligt problem T'(v;,v;41) diskretiseras nu i enlighet med beskrivningen i avsnitt
till ett diskret problem © (g, fy+1) pa formen (2:7). Vi later hir W@ € RY*" beteckna den
diskreta transportplanen fran p; till p; 41 och Q € Rf *N den diskreta kostnaden. Det diskreta
interpolationsproblemet kan alltsé skrivas som

mlnlmera O, 3.3
e Z (bt p41)- (3.3)

Hérnést inser vi att problem (3.3 gar att skriva som

L—1
minimera Z (Q, W) (3.4a)
WO RN XN 1=1,..,L-1
p, 1=2,...,L—1

Wz(jl) Hiis fOI"L:L,N,l:l,

M= I

da L—1, (3.4b)

<.
Il
—

W = g1y, forj=1,...,N;l=1,...,L—1, (3.4¢)

-

S
Il
-



dér vi har skrivit ut definitionen av ©(u;, py+1) och anvént resultaten fran appendix [B som kort-
fattat sdger att minimering av en summa av minimeringsproblem kan skrivas om som ett enda
stort minimeringsproblem &6ver alla variabler.

Vi noterar nu att bivillkoren i for ¢ = 1,...,N; Il = 2,...,L — 1 och i for
j=1,...,N; 1l =1,...,L — 2 inte paverkar méngden av tillatna l6sningar. Ett sidtt att forvis-
sa sig om detta dr att tdnka att vi l0ser optimeringsproblemet i och ser vilka de optimala
véirdena &r for Wi(;) fori=1,...,L—1ochi=1,...,N;j=1,..., N. Dessa bestdimmer helt virdet
pa malfunktionen. Givet dessa virden kan vi sedan alltid vélja virdet pa variablerna i hogerleden i
och s& att bivillkoren blir uppfyllda, féljaktligen kan man se det som att variablerna
inte ldngre paverkar problemet.

Problem kan d& skrivas som

L—-1

minimera Z (@, w)y

1 NXN j__ _
w®OerY N i=1,...L-1

da ZW‘” =g,  fori=1,... N, (3.5)

N

ZWZ.(J,L_D =pur;, forj=1,...,N.
i=1

For att fa problemet pa formen ([2.8) introducerar vi tensorn M € Rf " Eftersom vi tol-
kar M;, . ;. som méngden massa som forflyttas ldngs végen i1,...,4r, dér ¢ € {1,...,N} for
l=1,...,L definierar vi denna implicit genom att kréva att den uppfyller relationen

N N N N
= E to § E T E Mh,~-»7iz—17i,j,iz+2~-»7iL' (3'6)
i1=1 ip—1=11%42=1 ir,=1

Vi behover dven kostnadstensorn C € RY “ Eftersom Ci,,....i, tolkas som kostnaden att forflytta
en enhet massa langs viagen i1, ..., i, definierar vi denna att helt enkelt vara summan av kostnaden
for varje steg, det vill siga

21, - ZQllv'Ll+1’ (37)
darq, e {1,...,N}forl=1,...,L.

Vi visar nu att malfunktionen med avseende pa de nya variablerna blir den inre produkten
definierad i (2.9) mellan kostnadstensorn C' och transporttensorn M. Vi har

N N N N
Z Z Cll, SiL 11, Sin Z Z Qi1,i2 +eet QiL—l»iL)Milqn-yiL

i1:1 ZL:1 11:1 ZL:1
N N N N
= E E Qll,iz E : E :Mll, L
11=112=1 i3=1 i, =1
N N N N N
+ E E leﬂ;g E § § Mlly sTL
ig=1143=1 i1=1144=1 ir,=1 (3 8)
_|_
N N N N
+ E E QiL—l,iL E E MH, UL
2L71:11L:1 7,1:1 ZL72:1
L-1 N N
— @)
= > > QW
=1 =1 j=1



dér vi i forsta likheten anvént (3.7) och i den andra delat upp summan samt utnyttjat att varje
kostnadsterm endast beror pa tva av indexen i summeringen. I sista likheten har vi bytt indexe-

ringsvariabler. Vi har alltsa
L-1

> (@ wW) = (C,M). (3.9)
=1

Genom att substituera (3.6]) och (3.9)) i (3.5) far vi

minimera (C, M)
MeRY (3.10)
da Pl(M):/Ll, f&irlzl,L,

dér vi har férenklat genom att anvdnda notationen fran fér projektionen av en tensor ner
pa en dimension. Vi noterar att dr pa formen (2.8)), det vill séiga ett multimarginellt opti-
maltransportproblem, vilket var vad vi ville astadkomma. Observera att vi hir tekniskt sett borde
siga att vi fortfarande optimerar éver variablerna W och har kvar villkoren som bivillkor.
Dessa kan dock tas bort med samma motivering som tidigare nar skrevs om som .

Notera att vi har endast har villkor pa marginalerna da [ = 1, L. Genom en liknande hérledning
kan vi formulera interpolationsproblemet med ytterligare bivillkor pé agenterna fér de resterande
marginalerna som ett multimarginellt optimaltransportproblem. Det senare problemet har dess-
utom fortfarande samma grafstruktur i kostnadstensorn C. Villkoren behover inte heller endast
vara likhetsbivillkor, utan kan innehalla olikheter. Ett generellt sidant problem &r

minimera (C, M) (3.11a)
MeRY*

da P(M) <y, forlelx, (3.11b)

P(M) =, forlel._, (3.11c)

P(M) >, forlels, (3.11d)

dér méngderna ', ', I'> C {1,..., L} &r disjunkta och dér C fortfarande har formen . Har
ska bivillkoren i tolkas som att det i varje interval i var diskretisering endast far finnas
en viss mangd agenter. Bivillkoren i ska tolkas som innan, vilket innebér att agenterna
maste exakt uppfylla en viss fordelning. De sista bivillkoren i ska tolkas som att det i
varje interval maste finnas minst en viss méangd agenter. Denna pabyggnad &r ett anvindbart
modelleringsverktyg som vi kommer att anvinda i avsnitt

Observera att ar ett linjirprogrammeringsproblem med N variabler. Problem upp-
star da antalet marginaler 6kas eftersom antalet variabler vixer exponentiellt i L. Detta gor att
problemet fort blir ohanterbart berékningsmaéssigt for vanliga 16sningsmetoder for linjarprogram-
meringsproblem. Om vi exempelvis vill interpolera i 50 marginaler i ett system dér agenterna kan
inta nagot av tillstanden i ett 100 x 100 rutnét skulle det innebéra ett linjadrprogrammeringsproblem
med 102%° variabler. Detta kan jimforas med uppskattningar av antalet atomer i den observerbara
delen av universum som ligger mellan 10”® och 1082. Vi soker alltsad nya metoder for att numeriskt
kunna 16sa (3.11)), vilket &r temat fér det néistkommande avsnittet.

4 Entropisk regularisering och Sinkhorniterationer

Detta avsnitt ar uppdelat i tva delar. I forsta delen kommer vi att introducera begreppet entro-
pisk regularisering och déarefter kommer vi att hirleda de sa kallade Sinkhorniterationerna for
ett bimarginellt optimaltransportproblem. Sinkhorniterationerna ger en effektiv numerisk metod
for att berdkna approximativa losningar till optimaltransportproblem. I andra delen generaliseras
resultatet fran forsta delen och hér kommer Sinkhorniterationerna hérledas foér multimarginella
optimaltransportproblem. Eftersom méanga problem, som exempelvis interpolationsproblemet fran
avsnitt 3] gar att formulera som multimarginella optimaltransportproblem &r detta ett viktigt steg
mot att kunna tilldimpa teorin praktiskt. Genom det hér avsnittet hénvisar vi till [21].
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4.1 Harledning av Sinkhorniterationerna for bimarginella optimaltrans-
portproblem med likhetsvillkor

I denna del av avsnittet kommer vi att hérleda Sinkhorniterationerna. Har kommer vi for enkelhe-
tens skull gora detta for det bimarginella fallet dar vi endast har likhetsbivillkor pd marginalerna.
Hérledningen fér det multimarginella fallet med blandade likhets- och olikhetsbivillkor gors i av-
snitt

Betrakta det diskreta bimarginella optimaltransportproblemet

minimera (C, M)
MeRY*N

N
da > My =, fori=1,...,N,
j=1
N
ZMM:‘UQJ, fOI‘j:L,N

=1

(4.1)

Vi har redan konstaterat att det krévs mer effektiva numeriska metoder for att hitta 16sningar till
problem av formen (4.1)). En relativt ny metod for detta beskrivs i [ avsnitt 4] och gar ut pa att
den s& kallade entropiska regulariseringstermen ¢ D (M) adderas till malfunktionen dér € > 0 och

N N

D(M) = 2.2 [ s In(Mij) = M 7 / (4.2)
=1 j=1
00, annars,

dér vi definierar 01ln (0) = 0, eftersom zInaz — 0 dd @ — 01, Termen D(M) kallas {6r en entropi-
term och ¢ kallas for en regulariseringsparameter. Vi far da problemet

minimera (C, M) +eD(M)

MeRY*N
N
da ZM“:MM’ fori=1,...,N, (4.3)
j=1
N
ZMij:pQ,j? fOrj:17,N
i=1

Nar ¢ — 0 gar l6sningen M till mot den optimala 16sningen till [5, proposition 4.1].
Valet att addera just eD(M) for att fa kan tyckas vara godtyckligt, men det kommer att visa
sig att detta leder till en effektiv numerisk metod fér att 15sa problem av formen (4.1)).

Harledningen borjar med att vi Lagrangerelaxerar alla bivillkor i , som vi vet ar ett konvext
problem till f6ljd av lemma [£.2] samt sats [2.4] Vi far d& Lagrangefunktionen

LM\, X)) = (C, M) +eD(M) — N (g — M1) — AT (py — MT1)
diir A1, A2 € RV ir Lagrangemultiplikatorer. Den duala Lagrangefunktionen r, per definition

QD()\l,)\Q) = min ,C(M,)\h)\g) (44)
MeRﬁxN

och det duala problemet kan nu formuleras som

A1, Ag). 4.5
N hax @(AnA) (4.5)

Vi visar nu att (4.4]) dr ett konvext optimeringsproblem genom att anvinda foljande olikhet.
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Lemma 4.1 (Logaritmsummaolikheten, [22] s. 31]). Lat a1, a9, ...,a, and by, ba, ..., b, vara icke-
negativa tal och lat a = " | a; samt b= b;. Da giller det att

Zalln >alnb

med likhet om och endast om det existerar ¢ s att a; = ¢b; for i =1,2,... ., n.
Vi kommer &dven att ha anvindning av féljande hjdlpsats.

Lemma 4.2. Lat D : RV*N — R och definierad enligt (4.2)). Da giller det att D &r konvex, det
vill séga
DA+ (1—-¢)B) <tD(A)+ (1—-1t)D(B)

for alla A, B € RY*Y och t € [0, 1].
Bewvis. Vi har

I
i1
M= 1=

DA+ (1-1)B) [(tAij (L= 0)By) In(tAy + (1~ 1)By)) — (tdy + (1— )Byy)) + 1]

-

@
Il
—
<.
Il
—

(A4 (A + (1= OBy (Bis) — (1As + (1= 0By) +1-+ (1=1)

N

Il
e

N N
{AmlnAm) A”+1} 1tZZ{Bljln Bij) — Blj+1}

1j=1 i=1 j=1

= tD(A) + (1 — ) D(B),

.
I

dér vi anvéint olikheten fran lemma A1l O
Med dessa forberedelser visar vi nu att (4.4]) ar ett konvext optimeringsproblem.

Sats 4.3. Optimeringsproblemet
min ,C(M, )\1,)\2)
MeRY*N

ar konvext.

Bevis. Vi maste visa dels att £(M, A1, A2) &r en konvex funktion i M och dels att RfXN ar en
konvex méngd. Vi noterar att det senare foljer direkt fran att summor och produkter av icke-
negativa tal &r icke-negativa och fortsétter med att bevisa det tidigare.

Eftersom L£(M, A1, A2) dr en linjarkombination med positiva koefficienter av linjira och konvexa
funktioner i M vet vi enligt sats och att L(M, A1, Aa) dr en konvex funktion i M. Alltsé ar
pastaendet visat. O

Enligt satsvet vi nu att lokala minimipunkter till optimeringsproblemet dven ar globala
minimipunkter. Eftersom £(M, A1, A2) dr konvex och differentierbar i M vet vi ocksa enligt sats
att varje minimipunkt ar antingen en stationar punkt eller en punkt pa randen. Med detta som
motivering deriverar vi nu Lagrangefunktionen med avseende pa varje matriselement. Vi far

0
aMij

L(M, A1, A2) = Cij + Aii + Ao j +€ln M.

For att understka om det finns en stationédr punkt M* € Rf *N som dérmed skulle vara optimal,
sitter vi alla partiella derivator till noll. Det ger ekvationen

OZCZ‘J‘—I—)\LZ'—F)\QJ +eln M}

ij

feri=1,...,N; j=1,...,N.
Vi Iser for M; och far

5+ A+ ey
M;, = exp <CJ+1+2‘J> >0

e
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for alla véarden pa Cjj, A1 ; och Ag j, alltsi &r detta en global minimipunkt till (4.4).
Malfunktionen ¢ i det duala problemet (4.5) kan nu skrivas som

p(A1, A2) = (C, M*) +eD(M*) = AT (1 — M*1) = Af (2 — (M*)"1)

i=1 jfl
i=175=1 € £ -
S Cij + A1+ Aoj (4.6)
_ Z Al M1 — Zexp (Jd)
=1 j=1 IS
N N
_ ZAQJ <M2,j - Zexp <_J1€2J>>
J=1 i=1
N N N N
= —EZZ |:eXp <—‘72’2’j> + 1:| - Z ALiMLi — Z >\2,j,u’2,j~
=i i=1 =1

Problemet ldmpar sig nu f6r numerisk 16sning via koordinatvis optimering. For att se detta
boérjar vi med att visa féljande resultat.

Sats 4.4. Optimeringsproblemet [£.5] 4r konvext i varje koordinat, det vill siiga optimeringsproble-
men

A1, A h AL, A 4.7
Allneéﬁgv ©(A1,A2) oc glgﬁ%v (A1, A2) (4.7)

ar konvexa.
Bevis. Mingden av tillatna 16sningar ar RY for bada problemen. Denna mingd &r konvex, vilket
innebar att det endast aterstar att visa att malfunktionerna ar konkava.

For detta aberopar vi sats som séger att den duala Lagrangefunktionen alltid &r konkav.
Alltsa

for alla a, 3,7,5 € RN och t € [0, 1]. Speciellt har vi da
Ptz + (1= t)y, A2) > to(x, A2) + (1 — t)p(y, A2)

for alla 2,y € RY och ¢t € [0,1], med andra ord #r méalfunktionen i det forsta problemet i (4.7))
konkav. Konkavitet for den andra malfunktionen foljer analogt. O

For undersdka om det finns en stationér punkt deriverar vi uttrycket for ¢ i (4.6)) med avseende
pa Aq,; och sétter resultatet till noll. Vi far ekvationerna

N
ago C’LJ + >\1’i + )\27J oo .
0= O :;E’Xp (‘6 —p1i, fori=1,...,N. (4.8)

Vi gor samma sak for Ap ;, vilket ger ekvationerna

N

Op Cij + Ari + Ao L
0= o =D e (_5 — pay, forj=1,...,N. (4.9)

i=1

For att forenkla dessa ekvationer definierar vi
C Al Ao
K;j :=exp (—Jk> , Ui = exp (—1”) och w; :=exp (—2’J) .
€ € €
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Med denna notation blir (4.8))
N
Zul—Kijvj = HU1,i, fori = 1,...,N.
j=1

Loser vi for u;, far vi
H1,i

- N
> =1 Kijv;

Later vi ./ beteckna elementvis division av vektorer kan vi sl& samman ekvationerna till

; , fori=1,...,N. (4.10)

u=p./(Kv). (4.11)
Om vi i stéllet borjar med (4.9) far vi analogt
v = po./(Ku). (4.12)

Iterationsstegen som ekvation och beskriver kallas for Sinkhorniterationer [21] s.
63-64]. Genom att alternera de tva stegen far vi en algoritm som maximerar den duala Lagrange-
funktionen i en koordinat 4t gangen. Algoritmen konvergerar linjart (se [B, sats 4.2]), vilket innebér
att vi nu har en numerisk I6sningsmetod till dualproblemet , vilket &r precis det vi sokte.

For att forsédkra oss om att en optimal 16sning till direkt implicerar en optimal 16sning till
undersoker vi slutligen sé& kallad stark dualitet genom att ta hénsyn till Slaters villkor [16]
avsnitt 5.2.3]. Stark dualitet innebér att de optimala virdena till de tva problemen &r lika med
varandra, med andra ord att dualitetsgapet dr noll [I7, s. 165]. Dértill vet vi att om vi har stark
dualitet och hittar (A}, A\5) optimal till det duala problemet ger detta M* optimal till (£.3).

I vart fall ar S = RY*"N mingden dir D(M) # oo for det primala problemet. Detta ger
relint(S) = {A ERNXN A > O}, det vill sdga mingden av alla strikt positiva matriser. Slaters
villkor séger att stark dualitet rader om det existerar M* € relint(S) s& att bivillkoren i ar
uppfyllda. Sa lange vi har p;, > 0 for [ = 1,2; k = 1,..., N &ar det enkelt att se att detta &r
uppfyllt.

Skulle vi ha en probleminstans dér p;, = 0 for nagra [ € {1,2} och k € {1,...,N}, ség
exempelvis for [ = 1 och & = 1, kan vi inte anvinda Slaters villkor for att visa stark dualitet
eftersom vi d& hade haft M; ; = 0 for j = 1,...,N. Det hade i det fallet inte existerat nagot
tillatet M i relint(S), vilket gor att Slaters villkor blir obrukbart.

Men eftersom vi vet att M; ; = 0 for j = 1,..., N kan vi konstruera ett nytt problem med
dessa variabler fixerade och som ger ett motsvarande dualproblem. For detta problempar har vi da
stark dualitet enligt Slaters villkor. Vi kan sedan fér dualproblemet f6lja hirledningen ovan for att
ta fram en ny variant av Sinkhorniterationerna. Detta kommer i slutdndan leda till att vi i
endast far uppdateringsregler for ¢ = 2,..., N. Men fixerar vi u; = 0 (eftersom det &r detta val
som ger att forsta raden i M blir noll) och infér den artificiella regeln

- M1,1
S S
> =1 Ki,jv;

som enligt definition bara sédger att 0 = 0, kan Sinkhorniterationerna skrivas pa exakt samma form
som innan, det vill séga och . Vi har ovan antagit p;, = 0 for just [ = £ = 1, men
hela proceduren gar att utfora helt analogt for andra och fler val av [ och k.

Vi noterar dven att namnarvektorerna i de elementvisa divisionerna alltid dr positiva om vi antar
att u,v # 0 eftersom K > 0. Fallet v = 0 intréffar da p; = 0, vilket resulterar i att &ven us = 0 och
saledes att v = 0. Det innebér att u = 0 om och endast om v = 0, och u = v = 0 om och endast om
11 = pe = 0. Detta leder till division med noll, men eftersom ett optimaltransportproblem med
nollmarginaler inte ar intressant kommer vi alltid att anta att minst ett element i varje marginal
ar strikt positivt.

U1
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4.2 Harledning av Sinkhorniterationerna fér multimarginella optimal-
transportproblem med likhets- och olikhetsvillkor

I den hér delen hérleder vi Sinkhorniterationerna fér det multimarginella fallet dér vi &ven har
olikhetsvillkor p4 marginalerna. Eftersom hérledningen &r mycket lik den som gjordes i féregéaende
avsnitt fokuserar vi pa de huvudsakliga skillnaderna mellan fallen i stéllet for detaljerna.

Betrakta det generella diskreta multimarginella optimaltransportproblemet givet i . Som
innan borjar vi med att addera den entropiska regulariseringstermen eD (M) till méalfunktionen,
vilket ger

minimera (C, M) +eD(M) (4.13a)
MeRY*

da P(M) <y, forlelx, (4.13b)

P(M) =, forlel._, (4.13¢)

P(M) >y, forlels, (4.13d)

dar
N N
D(M) = 1; . szzjl [Mil,...,iL In(M;, i) — M, i + 1} M, i, > 0Viq,.. 91

00, annars.

LatI' =T'c UT- UT'>. Som innan relaxerar vi alla bivillkor och tecknar Lagrangefunktionen

L(M,A) = (C. M) +D(M) — 3" AD (- Pi(M)
ler

dar A® € RY for | € T #r Lagrangemultiplikatorer. Den duala Lagrangefunktionen blir

©(A) ;== min L(M,A) (4.14)
MeRY*

och det duala problemet kan formuleras som

max A
AW, 1=1,...,L SO( )

da AW eRY, forleTl<
AV RN, forlel-
AD eRN forleTs.
Notera att vi nu pa grund av olikhetsvillkoren méaste tédnka pa de tillatna méngderna for Lagrange-

multiplikatorerna.
Nu deriverar vi Lagrangefunktionen med avseende pa varje tensorelement. Detta ger

)
LM, A) = Ciy iy + D AV vem M,
8Mi1,~-~,iL ler

Om vi pa samma sétt som innan sétter derivatorna till noll och 16ser de ekvationer som uppkommer
far vi den stationéra punkten

Ciy,.i AP

i1y, c

Med samma resonemang som i beviset till sats kan vi visa att (4.14) ar ett konvext optime-
ringsproblem. Eftersom L£(M,A) &r konvex och differentierbar i M vet vi ocksé enligt sats
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att varje stationdr punkt dr en minimipunkt. Det foljer da att M™* &r en minimipunkt till (4.14).
Malfunktionen i det duala problemet kan da, pd samma sétt som i (4.6]), skrivas som

N N C s 4 AD LN
o(A) = L(M",A) = —¢ Z Z {exp (— S 6 €L ) —&-1} _ZZAE)MJ' (4.15)

11=1 1, =1 =1 i=1

Analogt med beviset i sats [I.4] kan vi visa att de koordinatvisa optimeringsproblemen

A(r})lgﬂ)gf e(A), forlel., A}ggﬁzv ©(A), forleT—, och A(Ilr)rgﬂ){fN p(A), forlels

ar konvexa. Vi deriverar dérfor (4.15) med avseende pa varje element i A. Vi far ekvationerna

llx ’1L+Zk€1“ (k) . ) o
Z Z Z ZGXP - Mg, fori =1,...,N.

l)
8A 7,1 1 7,L 1= 1Zl+1 1 7/L 1
(4.16)
Infér vi koordinatbytena
Ciyo A
K, ..i, == exp (—1€L> och ugl) = exp (— ; (4.17)

()

och 16ser for u;, far vi

) =, Z Z Z Z Kipin [ &P, forii=1,...,N

11=1 1= 17,1+1 1 i, =1 kEF\l

som vara Sinkhorniterationer (jamfor med (4.11)) och (4.12) i avsnitt [4.1). Genom att forldnga
braket med ugf) och skriva om som en elementvis ekvation med vektorer far vi

u =u® © . /P(K 0 U), (4.18)

dir ® betecknar elementvis multiplikation och dér vi definierat tensorn

A |

lel’

som ger sambandet M = K ® U. Algoritmen for att koordinatvis maximera dualen &ar alltsa att
i tur och ordning for [ € I' utféra iterationsstegen som beskrivs i . Eftersom vi nu har
olikhetsbivillkor méste vi dock se vad som hiénder om den stationira punkten fran hamnar
utanfor den tillatna méngden.

Pa grund av den koordinatvisa differentierbarheten hos ¢ vet vi att lokala maxpunkter endast
kan intréffa i stationédra punkter eller pa randen. Den tilldtna méangden for Agl) for i € T'< &r [0, 00),
vilket innebér att om den stationidra punkten hamnar utanfér denna maste maximipunkten vara
A(l = 0, vilket motsvarar u( ) = 1. Eftersom bilden av [0, 00) under koordinatbytet i ar [0,1]

justerar vi Smkhormteratlonerna till att vara

u) = min(u® © ./ P(K ©U),1), forleTlx,
och eftersom bilden av (—o0, 0] r [1,00), far vi analogt

u = max(u® © py./P(K ©U),1), forlels,

dér min(a, b) och max(a,b) i uttrycket ovan &r elementvisa minimum och maximum mellan vekto-
rena a och b.

Observera att projektionerna av P (K ®U) kriver N~ additioner om de beriknas naivt enligt
(2.10). Detta &r inte hanterbart. For strukturen hos interpolationsproblemet har vi dock foljande
resultat som underldttar berdkningarna.
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Sats 4.5. [21] sats S1, s. 65] Med beteckningarna ovan géller det att
P(KoU)=wo@ o,

dar
o =Q7 diag(ul_l)QT .QT diag(ug)QTul
och
@1 = Qdiag(u;11)Q ... Qdiag(ur_1)Qur,

dér diag(-) betecknar diagonalmatrisen av en vektor.

5 Tillampningar

Den teori som presenterats i de foregaende avsnitten har givit oss en effektiv metod for att hitta
approximativa losningar till multimarginella optimaltransportproblem. I detta avsnitt tillampar
vi teorin pa konkreta exempel av interpolationsproblemet for att visa metodens effektivitet och
mangsidighet. Eftersom dynamiska system &r centrala i modelleringssammanhang visar vi i avsnitt
.1 hur dynamik kan introduceras genom att vélja en viss kostnadsfunktion. Dérefter kors algorit-
men pa ett storskaligt exempel. I avsnitt [5.2] visar vi sedan hur det dr mojligt att modellera agenter
som tar sig ut ur en labyrint.

5.1 Tillimpningar med dynamik

Hittills har vi latit kostnadsfunktionen, som bestdmmer hur dyrt det &ar for agenterna att rora sig
mellan olika tillstand, vara abstrakt. I detta avsnitt skall vi visa hur man genom ett specifikt val
av kostnadsfunktion kan introducera dynamik for agenterna samt hur detta kan anvindas for att
med hjélp av interpolationsproblemet formulera vad som menas med optimal styrning av en svirm
agenter. Under detta avsnitt hdnvisar vi till [21] s. 53-54].

I avsnitt anvénder vi den euklidiska normen for att formulera ett matchningsproblem mellan
tva méngder av agenter. Vi observerar att

(1)
|z, — ||2—r$é%1£%€a /||'y V|3 dt = rrgn;%era /||u )||3dt
da 7(0):331(1) da  @(t) = u(t)
1 2
(1) =2, x(O):xE e =)

dar problemet i hogerledet ar ett s& kallat optimalstyrningsproblem med simpel dynamik. Pro-
blemet i mellanledet kan ses som att vi vill hitta den kurva fran xl(l) till ;z:§2) som minimerar
kurvldngden. Betrakta nu det dynamiska systemet med linjar tidsinvariant dynamik

i(t) = Ax(t) + Bul(t), (5.1)

dir A € R¥=xds B ¢ Rd=>*du och diir paret (A, B) dr styrbart. Genom att helt enkelt definiera
kostnadsfunktionen

q*B (21, 5) ;= minimera /Hu )||Zdt

u€L2([0.1])
da  #(t) = Az(t) + Bu(t) (5.2)
z(0) =
z(1) = xo,

och anvinda denna i ett optimaltransportproblem pa formen har vi introducerat dynamik
i modellen. Istéllet for att vi nu minimerar summan av de kvadrerade euklidiska avstanden som
agenterna ror sig minimerar vi nu integralen av den kvadrerade normen av styrsignalen. Amplituden
hos styrsignalen &r i manga fall forknippad med nog form av energiférbrukning. Ta exempelvis en
bil: Om bilen gasar kraftigt (hog styrsignal) forbrukar den mer brénsle (energi). Alltsa kan man
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nu se det som att vi minimerar energin som kravs for att styra agenterna fran xEl) till mf) nar de
lyder under dynamiken ([5.1)).
Det &ar aven mojligt att skriva (5.2) pa den slutna formen

qA’B(xl, To) = (332 — expm(A)a:l)TEZ}B (3;2 — expm(A)xl), (5.3)

dér expm(+) dr matrisexponentialfunktionen. Dértill &r X4 g € R%* %= den s4 kallade styrbarhets-
gramianen som definieras enligt

Yap = /o expm(A(1 — 7)) BB expm(AT (1 — 7))dr

for ett styrbart par (A, B) [23] s. 145]. Harledningen fran (5.2) till (5.3 kommer inte demonstreras
i denna rapport.

SLOLN LNV OV N N
MM DRGNS
AR
%[%]%¢[°¢]°2|°3(* 3 "2
i iy ey v e

Figur 4: Losning for ett interpolationsproblem for agenter med dynamik. Varmare farger repre-
senterar tatare fordelning av agenter. Agenterna borjar i en normalférdelning kring medelvirdet
(1/2,1/2), langst upp till vanster, och skall i slutet vara jamnt utspridda 6ver hela enhetskvadra-
ten, ladngst ner till hoger. Det gra omradet representerar det omrade dar agenterna inte far be-
finna sig.

I figur [4] ser vi den approximativa losningen till ett interpolationsproblemet éver enhetskvadra-
ten [0,1] x [0,1]. Har &r startmarginalen p; och slutmarginalen py, givna och visas hogst upp till
vénster respektive liangst ner till hoger. Startmarginalen &r modellerad efter en normalférdelning
kring medelvirdet (1/2,1/2) och slutférdelningen &r en likformig fordelning 6ver alla tillstand i
rutndtet. I detta exempel lyder agenterna under dynamiken

A[O 0} och BF 0},

0 0 0 1
i) L
Vi kan alltsad hér direkt kontrollera agenternas hastigheter. Denna enkla dynamik gor att kost-

nadsfunktionen forenklas till ¢*% (21, 22) = |lz1 — 22]|3 (se appendix [C| for utrikningar). Till-
standsrummet har diskretiserats med hjélp av ett rutnédt bestaendes av 100 x 100 punkter och

det vill sdga
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antalet marginaler #r L = 40. Den anvinda regulariseringsparametern &r ¢ = 10~2. Hindret (det
gra omradet) som dyker upp vid I = 2 och som forsvinner vid [ = 39 4r modellerat med hjilp av
olikhetsbivillkor p& formen dér py, = 0 for de tillstand dér agenterna inte far vara och
., = a for de tillstand dér de far vara. Har &r a ett tal storre &n den totala massan.

5.2 Utrymning ur labyrint

Som ett andra exempel visar vi hur ett problem dér agenterna skall utrymma en labyrint kan
formuleras. Vi later hir kostnadsmatrisen @ = [Qij]%:l i interpolationsproblemet vara definierad

som
i—jl, da li—j|<1
04 = {| | i — j] (5.4)

00, annars,

dér |i—j| betyder avstandet mellan tillstdnd ¢ och j. Denna kostnadsfunktion gor att vi bara tillater
agenterna att rora sig till de tillstand som ligger ndrmast det nuvarande tillstandet. Eftersom vi i
slutet av avsnitt antog att K > 0, kan vi egentligen inte anvéinda co som ett viarde hér. Detta
kan 16sas genom att istéllet anvinda ett tillrdckligt stort tal b. Eftersom kostnaden da agenterna
gor lagliga steg (forsta fallet i ) som storst ar a, dar a ar den totala massan, och antalet steg
maximalt &r L — 1 ser vi att b > a(L — 1) ricker (vilket &ven kan ses fran (3.8)).

Bl 5
i
i

Sh SR 51

2]
il
Eir

S Sn SH ER R
Sn S0 SR R
Sn SN SR B
Sn SA SR ER

Figur 5: Losning for ett interpolationsproblem for agenter vars rorelse styrs av kostnadsfunktio-
nen . Varmare farger representerar tatare fordelning av agenter. Agenterna borjar i nedre
vanstra hornet av labryinten och skall i slutet befinna sig i det 6vre hégra hornet. De gra omra-
dena (det vill sdga labyrintens viiggar) representerar tillstand dir agenterna inte far befinna sig.



I figur [] ser vi 16sningen som algoritmen producerar. Langst upp till vinster syns startfordel-
ningen p1 och langs ner till hoger syns slutférdelningen p;,. Agentsvirmen borjar alltsa langst ner
i vinstra hornet av labyrinten och skall rora sig till det &vre hogra hornet. Labyrintens viggar
(de gra omradena) har modellerats med olikhetsbivillkor p& formen (4.13b). P4 samma séitt som
i foregaende exempel viljs 1, = 0 for de tillstand som ska vara otillgéngliga och p; = a for de
ovriga tillstanden. Labyrinten dr 11 x 11 rutor stor, och antalet interpolationssteg ar L = 40. Den
anvinda regulariseringsparametern ar e = 1/4. Vi ser att agenterna klarar av att 16sa labyrinten.

6 Diskussion och slutsats

Vi har nu kommit fram till och implementerat en l6sare for en klass av optimaltransportproblem,
vilken kan anvindas for att 16sa manga olika typer av problem. Véart framsta fokus har legat pa
det multimarginella fallet. Under rapportens gang har vi hérlett en l6sare till dessa med hjilp av
interpolation, entropisk regularisering och Sinkhorniterationer, och vi har sett att dessa hjélpmedel
kunnat bidra effektivt till att 16sa optimaltransportproblem. Optimaltransport i sig &r dock bade
bredare och djupare &n det vi presenterat, ddr andra typer av problem savil som andra metoder
gar att anvanda sig av, men dér principen av att approximera ett optimalt virde med avseende pa
en viss malfunktion kvarstar.

Optimaltransport, som ndmnt i bade den populérvetenskapliga texten som inledningen, ar ett
aktuellt och populirt verktyg som gar att tillimpa inom manga dmnesomraden. Amnets anvind-
barhet leder till att det forskas mycket inom detta &mne och féltet utvecklas standigt. Mycket av
utvecklingen handlar om att effektivisera numeriska metoder, s att man med samma berdknings-
kraft kan hitta béttre l6sningar snabbare. Realistiska problem inkluderar ofta manga aspekter,
sasom tid, hastigheter, riktningar och hinder. Detta leder ofta till att problemet snabbt vixer, som
vi ocksa sett i denna rapport. I detta projekt har 16sarens formaga att hantera flertalet dimensioner
varit en avgransning, men att arbeta fram en metod som kan utféra berédkningar av detta problem
i flera dimensioner ar nagot dagens matematiker gemensamt forskar inom och ar ett pagaende
forskningsfalt med stor potential.
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Appendix

A Satser och bevis angaende konvexitet
Bevis av sats[2.3 . Lat f : R® — R vara en linjir funktion. D& har vi
flax +by) = af(x) +bf(y),
for alla z,y € R™ och a,b € R. Speciellt har vi d&
fltz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 —t)f(y),
for alla x,y € R™ och ¢ € [0, 1] vilket &r definitionen av konvexitet. O

Bevis av sats[24) Lat w;,...,w, € Ry och lat f; : R® — R for ¢« = 1,...,m vara konvexa
funktioner. Definiera dven g : R™ — R som

Vi har da
o+ (1= ) = Y wihita + (1 09) < S withio) + (1 ()
i=1 i=1
= tiwifi(x) + (-1 iwifi(y) =tg(z) + (1 —t)g(y),
i=1 i=1
dér vi i olikheten anvint definitionen av konvexitet. L]

I rapporten anvander vi oss av Lagrangerelaxering samt dualitet. I den nedanstaende texten
fram till och med sats hénvisar vi till [I7), s. 160]. Vi borjar med att lata

©(A) := infimum L(z, \)

zeX

vara den duala Lagrangefunktionen, definierad som det storsta minstavéirdet av Lagrangefunktio-
nen 6ver X. Vi kan nu skriva det duala problemet som

rnaxi)\mera ©(N)
da A>0.

Med dessa forberedelser kan vi formulera sats [AT1] som séger att det duala problemet alltid &r
konvext.

Sats A.1 (Dualproblemet &r konvext, [17, s. 160]). Lat D, vara den faktiska doménen av ¢, det
vill siga Dy, :={A € R™ : p(\) > —oo}. Da ér D, konvex och ¢ &r konkav pa D,,.
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B Kompletterande resultat for interpolationsproblemet

I detta avsnitt visar vi mer utforligt hur vi gar fran (3.3)) till (3.4) i avsnitt [3] For att underlitta
notationen definierar vi méngderna

Uy pusr) = {X e RN 0 X1 = pyoch XT1 = pyq}, forl=1,...,L—1.

Med denna notation blir det vi vill visa

minimera
iy 1=2,...,L—1

minimera  (Q,W®)| = minimera Z (Q,wy, (B.1)
=1 WO eU (pi,pi41) WO eU(ur,pi41), I=1,...,L—1
- iy l:2,...,L—l

|:L1 L-1
=1

For att visa (B.1)) kommer vi att anvinda foljande tva lemman och f6ljdsats.
Lemma B.1.
minmin f(z,y) = min f(z,y)
x y z,Yy

Beuvis. For att visa pastaendet visar vi att vinsterledet dr mindre an eller lika med hogerledet och
tvirtom. For detta dndamal, lat (z*,y*) = argmin, , f(x,y), vilket betyder att f(z*,y*) < f(=,y)
Vz,y. Vi borjar med att visa att vinsterledet &r mindre &n eller lika med hogerledet. Notera att

minmin f(z,y) < min f(z,y") < f(z*,y") = min f(z,y),
x Yy x z,y

dér den forsta olikheten kommer fran att minimivirdet 6ver y per definition &r mindre &n eller lika
med vardet av funktionen i punkten y*. Den andra olikheten f6ljer pa motsvarande sétt. Harnést
visar vi att hogerledet dr mindre &n eller lika med vénsterledet. Det faktum att f(x*,y*) < f(z,y)
Vz,y implicerar att

f(@,y") < min f(z,y), V.
y
Men min, f(x,y) ér en funktion av x, som vi kallar for g(z). Det foljer dérfor att

fla*y*) <g(z), Ve = minf(z*,y*) <ming(zr) = minmin f(x,y).
T,y T T Yy
Detta visar att min, min, f(z,y) = min, , f(z,y). O

Lemma B.2.
min{g(z) + h(y)} = min{g()} + min{h(y)}.

Bevis. For att visa detta kan vi, till exempel, anviinda lemma [B.1] vilja f(z,y) = g(z) + h(y), och
sedan notera att g(x) ar konstant med avseende pa y, samt att h(y) dr konstant med avseende pé
x. O

Korollarium B.3. Det giller att

min min f(y) = min f(y),

z yeV(x) ye\gﬁ(m)
dér V(z) &r en méngd som beror pa variabeln z.
Bewvis. Genom att infora indikatorfunktionen
0, day € V(x),
0, annars

kan vi skriva

min min f(y) = minmin [f(y) + Iv@(y)} = min [f(y) + IV(z)(y)} = y;néz) f),

dér vi i andra likheten anvint lemma [B.1l O
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Genom upprepad anvindning av lemma [B.2] kan vi skriva

L-1 L—1
minimera minimera  (Q, W®)| = minimera minimera E (Q, WOy,
wi, 1=2,...,L—1 7 WO eU (g, p41) wyy 1=2,...,L—=1 | W)U (g, p141), I=1,...,L—1 =1

Identifierar vi nu = med pg,...,pur—1, y med WO, . WED V(x) med U(uy,pa) X --- X
U(pr-1,p11) och f(y) med

L-1
1
(Q.w)
1=1
kan vi anvanda korollarium for att skriva
L—1 L—1
minimera minimera E (@, W(l)ﬁ = minimera E (Q,wWy,
i 1=2,0, L=1 | W EU (pyypua41), 1=1,...,L—1 WO eU (i), 1=1,...L=1 1=

=1 i, 1=2,...,L—1

vilket avslutar beviset for (B.1)).
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C Forenkling av kostnadsfunktionen fran avsnitt

I detta avsnitt visar vi hur kostnadsfunktionen (|5.3)) kan forenkals till den euklidiska normen om

vi véljer
0 0 1 0
A= [O 0} och B= {O J .

Om vi bérjar med att berékna ¥4 p. Detta ger att

Yap= /o expm(A(1 — 7)) BBT expm(AT (1 — 7))dr

-[fowa((p =) s 4 oo (b 3 0-0)e
_ B (1)].

Vidare kan vi nu berdikna kostnadsfuntionen ¢ 2 (x1, x5), vilket ger

gV B (1, x0) (acg — expm( )J:l)TEZ’lB (332 - expm(A)a:l)
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D Kod

Nedan aterfinns koden som anvénts for att generera alla bilder som anvénts i rapporten. All kod ar
skriven i programspraket Julia. Koden for algoritmen som beskrivs i avsnitt[4]finns i displacement-
interpolation.jl.

Programmet matching-1p. j1 anvéndes for att generera figur [[lmed hjilp av linjarprogramme-

ring.

© 0 N o U A W N e

matching-1p.jl

using JuMP
using GLPK
using Plots

# Denna funktion berdknar och plottar en losning till matchningsproblemet pd enhetskvadraten
# med linjdrprogrammering.
function matching_lp(n, filename)

x0 = rand(Float64, n)

yO = rand(Float64, n)

x1 = rand(Float64, n)

y1 = rand(Float64, n)

c(i, j) = (x0[il-x1[j1)~2 + (yol[il-y1[jl)~2

model = Model(GLPK.Optimizer)

@variable(model, 0 <= M[1:n, 1:n])

Q@objective(model, Min, sum(sum(c(i, j)*M[i, j] for j in 1:n) for i in 1:n))
@constraint (model, cl, M*ones(n) .== ones(n))

Qconstraint(model, c2, M'*ones(n) .== ones(n))

optimize! (model)

20 best_perm_mat = value. (M)
21 Plots.plot()
22 for i = 1:n
23 for j = 1:n
24 if best_perm_mat[i, j] > O
25 Plots.plot!([x0[i], x1[j11, [yo[il, y1[jl]l, color = "black", lw=1.5)
26 end
27 end
28 end
29 Plots.scatter!(x0, yO, color = "blue", markersize = 5)
30 display(Plots.scatter!(x1, yl, color = "red", size = (400, 400), markersize = 5,
31 xlims = (0, 1), ylim = (0, 1), legend = false))
32 savefig(filename)
33 end
34
35 matching_1p(11, "plots/matching.pdf")

Programmet bimarginal-transport.jl anvindes for att generera figur 2] med hjélp av linjér-
programmering.

bimarginal-transport.jl

1 using JuMP
2 using GLPK
3 using Random, Distributions
4 using Plots
5 using Plots.PlotMeasures
6
7 # Denna funktion plottar resultatet till exzemplet som gemereras nedan.
8 function transport_map_marginal_plot(marginal_1, marginal_2, transport_map, filename)
9 margin = -20;
10 bw = 0.8
11 ml = bar(transpose(marginal_1), orientation = :vertical, bar_width=bw, yflip=false,
12 bottom_margin-margin*Plots.px, showaxis=false, ticks=false, legend = false,
13 color = "red", linecolor= '"red")
14 m2 = bar(transpose(marginal_2), orientation = :horizontal, bar_width=bw, xflip=true,
15 right_margin=margin*Plots.px, showaxis=false, ticks=false, legend = false,
16 color = "blue", linecolor= "blue")
17 hm = Plots.heatmap(transport_map, color = :greys, showaxis=false, ticks=false,
18 legend = false, framestyle = :box)
19
20 1 = @layout[_ a; b ¢{0.7w, 0.7h}]
21
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22 display(Plots.plot(ml, m2, hm, size = (600, 600), layout = 1, link = :both))
23 savefig(filename)

24 end

25

26 # Denna funktion genererar och loser ett ezempel av bimarginell optimaltransport.
27 function bimarginal_transport (N)

28 a = pdf.(Normal(N/2, 3/20%*N), 0:1:N-1)

29 b = pdf.(Normal(N/4, 1.5/20%N), 0:1:N-1)/3 + pdf.(Normal(N*3/4, N*1.5/20), 0:1:N-1)/3
30 b =Db .* sum(a) ./ sum(b)

31

32 n = length(a)

33

34 c(i, j) = abs(i - j)~2

35

36 model = Model(GLPK.Optimizer)

37 @variable(model, O <= M[1:n, 1:n])

38 Qobjective (model, Min, sum(sum(c(i, j)*M[i, j] for j in 1:n) for i in 1:n))
39 Q@constraint(model, cl, M*ones(n) .== Db)

40 @constraint (model, c2, M'*ones(n) .== a)

41 optimize! (model)

42 best_perm_mat = value. (M)

43

44 transport_map_marginal_plot(transpose(a), transpose(b), best_perm_mat,

45 "plots/bimarginal_transport.pdf")

16 end

a7

48 bimarginal_transport (20)

I filen displacement-interpolation.jl finns sjélva algoritmen som behandlades i avsnitt [4]

Denna fil kan inte koras for sig utan anvénds i filerna dynamics-example. j1 och maze-example. j1.
displacement-interpolation.jl

1 using LinearAlgebra

2

3 # Denna funktion loser interpolationsproblemet med hjdlp av Sinkhorniterationer.
4 function compute_interpolation(C, mu, types, epsilon, tol)

5 N = size(mu, 2)

6 L = size(mu, 1)

7

8 K = exp.(-C / epsilon)

9 K_inv = inv(K)

10 K_trans = transpose(K)

11 u = ones(L, N)

12

13 function gen_phi()

14 phi = ones(L, N)

15 phi[L-1, :] = K * u[L, :]

16 for 1 in (L-2):(-1):1

17 phil[l, :]1 = K * Diagonal(u[l+1l, :]) * phi[l+1, :]

18 end

19 return phi

20 end

21

22 count = 1

23 max_diff = Inf

24 # I denna loop anvands Sinkhorniterationerna for att berdkna losningen.
25 while max_diff > tol

26 print("Iterationsrunda $(count): Maxdifferens: $(max_diff), " *
27 "Vald tolerans: $(tol)\n")

28 u_prev = copy(u)

29 phi_hat = 1

30 phi = gen_phi()

31 for 1 in 1:L

32 proj = ull, :] .* phi_hat .* phi[l, :]

33 tmp = mu[l, :] ./ projl:]

34 replace! (tmp, NaN => 1)

35 u_tmp = ull, :] .* tmp

36 if types[1l] == '<' # Vi delar upp % fall beroende pd typ av bivillkor.
37 ull, :] = min. (u_tmp, 1)

38 elseif types[l] == '='

39 ull, :1 = u_tmp
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elseif types[l] == '>'
ull, :] = max.(u_tmp, 1)

end

phi_hat = (1 != 1 7 K_trans * Diagonal(u[l, :]) : K_trams * u[l, :]) * phi_hat
end
count = count + 1
max_diff = maximum(abs.(u - u_prev))

end

phi_hat = 1
phi = gen_phi()
projs = zeros(L, N)
for 1 in 1:L
projs[l, :1 = ull, :1 .* phi_hat .* phi[l, :]
phi_hat = (1 != 1 7 K_trans * Diagonal(u[l, :]) : K_trams * u[l, :]) * phi_hat
end

return projs
end

Funktionen i filen plotting.jl anvinds for att rita figur ] och [5] men gér inga berékningar

utan behover indata for att rita ut nagot. Denna fil kan inte heller kéras foér sig utan anvénds i
filerna dynamics-example.jl och maze-example.jl.

plotting.jl

using CairoMakie

# Denna funktion plottar agenternas fordelning och eventuella hinder.
function plot_results(data, obstacle, filename, is_maze)
L = size(data, 1)
n_cols = 8
n_rows = ceil(Int32, L / n_cols)
replace! (x -> isapprox(x, 0) ? -1 : 0, obstacle)
replace!(x -> (x > 0) 7 0 : x, obstacle)
size_cm = 4 .* (n_cols, n_rows)
size_pt = 28.3465 .* size_cm
fig = Figure(resolution = size_pt, fontsize = 12)
count = 1
done = false
for row in 1l:n_rows
for col in 1:n_cols
if count > L
done = true
break
end
dist = reshape(datalcount, :], isqrt(size(datalcount, :1, 1)), :)
if !is_maze

dist = dist .+ (count == || count == L ? 0 : obstacle[count-1, :, :])
ax, _ = CairoMakie.heatmap(fig[row, coll[1, 1], dist, colormap=:jet,
colorrange=(0, maximum(data)), lowclip=:grey80, highclip=:red)
else
dist = dist .+ obstacle[count, :, :]
ax, _ = CairoMakie.heatmap(fig[row, col]l[1, 1], dist, colormap=:jet,
colorrange=(0, 0.9), lowclip=:grey80, highclip=:red)
end

rowgap! (fig.layout, 10)
colgap! (fig.layout, 10)
hidedecorations! (ax)
count = count + 1
end
if done
break
end
end
display(fig)
save(filename, fig, pt_per_unit = 1)
end
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Filen dynamics-example. j1 bygger upp probleminstansen fran avsnitt [5.1 och anvénder sedan
displacement-interpolation. jl for att approximativt 16sa problemet samt plotting. j1 for att
generera figur [

dynamics-example. jl

1 using QuadGK

2

3 include("displacement-interpolation.j1")

4 include("plotting.j1")

5

6 # Denna funktion berdknar kostnadsmatrisen som motsvarar dynamiken definierad av 4 och B.
7 function cost_matrix(grid_points, A, B)

8 N = size(grid_points, 1)

9 # Numerisk integrering.

10 sigma, _ = quadgk(s -> exp(A*(1-s)) * B+transpose(B) * exp(transpose(A)*(1-s)), 0, 1)
11 sigma_inv = inv(sigma)

12 exp_A = exp(A)

13 function cost(x_0, x_1)

14 tmp = x_1-exp_A*x_0

15 return transpose (tmp)*sigma_inv*tmp

16 end

17 # Hdr berdiknas kostnaderna mellan alla par av méjliga tillstdnd.
18 C = [cost(grid_points[i, :], grid_points[j, :]) for i in 1:N, j in 1:N]
19 return C

20 end

21

22 # Denna funktion berdknar rutndtet utifrdn de givna punkterna.

23 function gen_grid_points(points)

24 N = length(points)-1

25 grid = points[1:N] .+ 0.5/N # Vi samplar i mitten av varje ruta.
26 grid_points = hcat(repeat(grid, inner = N), repeat(grid, outer = N))
27 return grid_points

28 end

29

30 # Denna funktion genererar hindret for agenterna.

31 function gen_obstacle(N, n_steps)

32

33 # Parametriserad ellips.

34 r =0.2

35 x_curve(t) = 2#*rxcos.(t)

36 y_curve(t) = r*sin. (t)

37 x_start, x_end = 0, 1

38 y_start, y_end = 0, 1

39

40 h=1/N

41 n_a_pts = 10 * N

42 n_r_pts = 10 * N

43

44 inside(x) = all((1 .<= x .<= N))

45 rotate(p, theta) = [p[1l*cos(theta)-p[2]*sin(theta), p[i]l*sin(theta)+p[2]*cos(theta)]
46 snap(x) = round.(Int32, x / h) .+ 1

a7

48 function transform(pts, t_vec, r_angle)

49 t_pts = zeros(size(pts))

50 for i in 1:size(pts, 1)

51 t_pts[i, :] = rotate(pts[i, :], r_angle) + t_vec[:]

52 end

53 return t_pts

54 end

55

56 function gen_obs(pts)

57 obs = zeros(N, N)

58 pts = snap(pts)

59 for i in 1:size(pts, 1)

60 if inside(pts[i, :]1)

61 obs[ptsli, :1...1 =1

62 end

63 end

64 return obs

65 end

66
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a_pts = range(0, 2*pi, n_a_pts)
r_pts = range(0, 1, n_r_pts)
obs_pts = zeros(n_r_pts*n_a_pts, 2)
for i in 1l:n_r_pts
obs_pts[(i-1).*n_a_pts .+ (l:n_a_pts), :] = r_pts[i] .*[x_curve(a_pts) y_curve(a_pts)]
end

xs = range(x_start, x_end, n_steps)
ys range(y_start, y_end, n_steps)
rs = range(0, 2%pi, n_steps)
obstacle = zeros(n_steps, N, N)

for 1 in range(l, n_steps)
t_pts = transform(obs_pts, [xs[1], ys[11], rs[1])
obstacle[l, :, :] = gen_obs(t_pts)

end

return obstacle
end

# Denna funktion definterar exemplets parametrar, startar lisaren och plottar resultatet
function dynamics_example(N, L, epsilon, tol)
# Definition av matriserna som definierar det dynamiska systemet.

A=
00
00

]

B =1
10
01

[0.5, 0.5]
= [0.2, 0.2]
# Ezempelfordelning. Baserad pd tdthetsfunktionen for en tvddimensionell mnormalfordelning.
f(x, m, s) = exp(-((x[1]1-m[1])~2/(2*s[1]1"2) + (x[2]-m[2])~2/(2*s[2]"2)))
pts = range(0, 1, N+1) # Ekvidistanta punkter som definierar diskretiseringen.
grid_pts = gen_grid_points(pts)
println("Genererar kostnadsmatris...")
C = cost_matrix(grid_pts, A, B)
mu = zeros(L, Nx*N)
types = £ill('-', L)
mu[l, :] = reshape([f(row, m, s) for row in eachrow(grid_pts)], 1, :) # Startfirdelningen.
types[1] = '='
total_mass = sum(mul[1, :])
obstacle = gen_obstacle(N, L-2) # Vi lagger till ett hinder for agenterna.
obstacle = (obstacle .- 1) * (-total_mass)
for 1 in 2:(L-1) # Hindret modelleras med olikhetsbivillkor.
mu[l, :] = reshape(obstacle[l-1, :, :], 1, :)
types[1] = '<!

]
# Parametrar for startfordelningen.
m
s

end

mu[L, :] = reshape(total_mass * ones(N, N) / N~2, 1, :) # Slutférdelningen.
types([L] = '='

println("Berdknar interpolation...")

data = compute_interpolation(C, mu, types, epsilon, tol)
println("Plottar...")
plot_results(data, obstacle, "plots/dynamics-example.pdf", false)
return

end

dynamics_example (100, 40, 0.01, 0.01)

Filen maze-example.jl bygger upp probleminstansen fran avsnitt [5.2] och anvénder sedan

displacement-interpolation.jl fér att approximativt 16sa problemet samt plotting.jl for
att generera figur

1
2
3
4

maze-example. jl

include("displacement-interpolation.j1")
include("plotting.j1")

function cost(x_1, y_1, x_2, y_2)
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if x 1 == x_2 && y_1 == y_2
return O

elseif abs(x_1-x_2) + abs(y_1-y_2) ==
return 1

else
return Inf

end

end

# Denna funktion definierar exemplets parametrar, startar losaren och plottar resultatet
function maze_example(L, epsilon, tol)
maze = [ # Labyrinten som agenterna ska utrymma.

11000000000
01111111110
01010001010
01010101010
01000100010
01111101110
00000001010
01111101010
00000101000
o1111111111
00000000O0O01

]
N = size(maze, 1)
obstacle = zeros(L, N, N)
for 1 in 1:L
obstacle[l, :, :] = maze

end
pts = hcat(repeat(1:N, inner = N), repeat(1:N, outer = N))
println("Genererar kostnadsmatris...")

C = [cost(pts[i, 1], ptsl[i, 2], ptslj, 11, pts[j, 21) for i in 1:(N*N), j in 1:(NxN)]
mu = zeros(L, NxN)
types = £ill('<', L)
mu[l, 1] = 1 # Adgenterna bérjar i ena hornet
types[1] = '='
for 1 = 2:(L-1)
mu[l, :] = reshape(maze, 1, :)

end

mu[L, NxN] = 1 # Agenterna slutar % det motsatta héornet
types[L] = '='

println("Berdknar interpolation...")

data = compute_interpolation(C, mu, types, epsilon, tol)
println("Plottar...")
plot_results(data, obstacle, "plots/maze-example.pdf", true)
return

end

maze_example (40, 0.25, 0.01)

32




	Inledning
	Bakgrund
	Grundläggande optimeringslära
	Matchningsproblemet
	Optimaltransport

	Interpolation och styrning mellan fördelningar av agenter
	Entropisk regularisering och Sinkhorniterationer
	Härledning av Sinkhorniterationerna för bimarginella optimaltransportproblem med likhetsvillkor
	Härledning av Sinkhorniterationerna för multimarginella optimaltransportproblem med likhets- och olikhetsvillkor

	Tillämpningar
	Tillämpningar med dynamik
	Utrymning ur labyrint 

	Diskussion och slutsats
	Referenser
	Appendix
	Satser och bevis angående konvexitet
	Kompletterande resultat för interpolationsproblemet
	Förenkling av kostnadsfunktionen från avsnitt 5.1
	Kod

