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Popularvetenskaplig presentation

Ett vanteviarde ar inom sannolikhetslaran en egenskap som &r av stort intresse vid ana-
lysen av fenomen kidnnetecknade av slumpen. Dessa fenomen kan beskrivas inom mate-
matiken genom modeller som tillimpas inom bland annat riskanalys. Exempelvis kan vi
utifrdn tidigare observationer av jordbavningar uppskatta hur ofta de kommer att fore-
komma framover. Alternativt s kan vi med sddana modeller lista ut ungefiar var vi kan
forvinta oss sprickor lings en vattenledning orsakade av rost. Aven andra mer komplice-
rade modeller med tillhérande slump, sasom virmeledning, kan analyseras.

Viénteviardet av en modell paverkad av slumpen ger oss en insikt i vilket resultat vi kan
forvanta oss. Att uppskatta vantevirdet foljer en enkel men effektiv idé; Vi uppskattar
vantevirdet som medelvirdet av modellens 16sningar /resultat. Nar vi tillimpar modellen,
kanske som en ekvation, och sedan 16ser den med ett berdkningsprogram i datorn approx-
imerar vi vinteviardet genom att ta medelvirdet av resultaten vi erhaller. En svarighet
som kan férekomma vid tillimpningen &r att det, for att fa en bra uppskattning péa det
sOkta viantevardet, kan krévas vildigt manga berdkningar. For var tillampade modell och
berdkningen av medelvirdet/vintevirdet kan detta betyda en vildigt lang berdkningstid
for att uppna bra noggrannhet. Darfor dr det av intresse att hitta varianter av metodi-
ken som anvénds vid berdkningen sa att samma noggrannhet kan uppnas med Kkortare
berédkningstid.

En sadan metod &r vad som anvédnds och utvirderas i detta projekt. Metoden som utvér-
deras dr multilevel Monte Carlo som bygger pa att dela upp storheten som uppskattas i
flera delar dar varje del kallas for en niva. Metoden utvirderas i forhallande till den ovan
beskrivna metoden Monte Carlo som &r vanligare.

Uppdelningen i delar innebér att vi forst tar fram grova uppskattningar fran en modell
och berdknar vinteviardet for dessa 16sningar. Dessa olika delar kallar vi fér nivaer dér
en hogre niva innebédr en béttre approximation. For de forsta, ldga, nivaerna gar det
snabbt att berdkna véntevirdet men i gengild ger dem inte nodvéindigtvis ett korrekt
svar. Dérefter gors samma process med noggrannare approximationer som ska korrigera
det tidigare uppskattade virdet. Detta betyder att vi lagger till allt fler nivaer. Om det
nya resultatet inte heller anses tillrackligt noggrant sa upprepas forfarandet med dnnu
béttre approximationer i s manga steg som kriavs for att resultatet ska bli tillrdckligt
bra.

I detta projekt ar modellen en sé kallad partiell differentialekvation, vilka i olika former
ofta dyker upp for att modellera fenomen inom naturvetenskapen. Losningarna till denna
kommer vara paverkade av slump och det &r till dessa vi vill berdkna vintevérdet. Inled-
ningsvis i projektet gas det igenom noédvandig teori som behovs for implementationen av
metoden samt det som kravs for 16sandet av den ndmnda partiella differentialekvationen.

Vid diskussion och resultat finner vi att den utvirderade metoden, MLMC, presterar
béttre ju fler nivder vi tar med vid berdkningen av vintevirdet, vilket utifran den teo-
retiska bakgrunden ar att forvénta sig. For modellen som vi arbetar med i projektet &ar
dock méangden nivaer som behovs for att fa en bra approximation inte sa manga. MLMC
har darfor inte utnyttjats till sin fulla potential. Mdjliga alternativ for att f& ut mer av
metoden diskuteras. Vi kommer fram till att MLMC inte utnyttjas fullt ut men att vi
anda lyckats visa pa de fordelar den kan ge vid hégre nivaer.



Sammandrag

Rapporten syftar till att pavisa effektiviteten hos metoden multilevel Monte Carlo
(MLMC) som é&r en variant av mer klassiska Monte Carlo-metoder (MC). Detta
gbrs genom att jamfora tidskomplexiteten i forhallande till medelkvadratfelet for
estimatorer som bygger pa dessa tva metoder. Teorin som behévs for att imple-
mentera metoden, som bygger pa vantevirdet for en stokastisk variabels linearitet,
beskrivs ingdende. Vidare presenteras hur savil MLMC som en mer klassisk MC-
metod anvénts for att skatta medelviardet av ett stokastiskt falt som &r 16sningen
till en given partiell differentialekvation. Resultatet visar att MLMC é&r att féredra
da hogre precision krévs for det specifika problem som metoderna implementeras
pa. For att tydligare askadliggora fordelarna med MLMC sa konstateras dock att
ett annat problem hade varit lampligt att vilja for implementationen.

Abstract

This report aims to show the efficency of multilevel Monte Carlo (MLMC). First,
the underlying theory and the implementation of the MLMC method is presented.
A comparison between MLMC and a classic Monte Carlo-method is then made by
computing the time required to approximate a solution for an elliptic PDE including
a stochastic component with a certain mean square error. Results show that MLMC
is preferable when a high accuracy is desired. However, it is also stated that a
more computationally complex problem would be preferable to clearly illustrate the
advantages of MLMC.
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Forord

Vi vill till en borjan tacka vara handledare Annika Lang och Andreas Petersson for deras
engagemang och kunskap som har lett oss genom den matematiska djungeln.

Under projektets gang har en dagbok skrivits pa veckobasis dér arbetet som gjorts under
den gangna veckan redogjorts for. Alla tre gruppmedlemmar har ocksa fort individuella
tidsloggar 6ver den tid de lagt pa projektet.

Alla gruppmedlemmar har i en viss utstrackning bidragit till samtliga delar av projektet.
Arbetet har dock delats upp i olika omraden for att effektivisera arbetet och da har
olika gruppmedlemmar tagit mer ansvar o6ver vissa omraden. Kevin har fokuserat pa
implementationen av MLMC och har tagit ansvar for att utféra alla simuleringar som
kravts for att fa fram resultat under arbetets gang. Dessutom har han ocksa ansvarat for
rapportens formatering i ITEX. Mario har ansvarat for att ta fram och underséka teorin
bakom lésandet av PDE:n och den nédvéndiga teorin bakom det stokastiska faltet. Dimitri
har ansvarat for att undersoka teorin och implementationen av Monte Carlo-metoden och
dven arbetat med en implementation av en finit differens-metod fér 16sningen av PDE:n
vilken vi valde att inte ta med i rapporten pa grund av tidsbrist.

Nedan redogors huvudforfattarna for de olika avsnitten. Trots att det &r nagon som har
huvudansvaret for ett avsnitt sa har de andra bidragit med revideringar och idéer. Om ett
underavsnitt inte finns med i denna sammanfattning antas forfattaren av huvudavsnittet
skrivit dven detta.
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1 Inledning

Fluiddynamik, derivatinstrument och forskning inom artificiell intelligens &r tre till synes
orelaterade omraden. En gemensam faktor for dessa omraden &dr dock att de kan model-
leras och studeras med hjélp av den klass av berdkningsmetoder som kallas Monte Carlo
(MC)[1]. Monte Carlo-metoder &r en klass av berdkningsalgoritmer som anvénder sig av
upprepad simulering av ett stokastiskt fenomen for att sedan kunna dra slutsatser om
vissa egenskaper, sdsom vantevérde.

Trots att MC-metoder kan anvdndas for att 16sa en stor uppsittning av matematiska
problem undkommer de inte sina begrédnsningar. Den storsta begrédnsningen anses vara
tidskomplexiteten, da tiden fér att simulera ett stort antal scenarion ofta kan bli véil-
digt lang[2, s. 1-2]. For att tackla denna problematik har olika varianter av standard
MC-metoden utvecklats som dr menade att minska tidskomplexiteten utan att offra nog-
grannheten i 16sningen. Ett vanligt exempel pd en sddan teknik dr ”control variates”[3].
En relativt ny variant pd MC-metod kallas for multilevel Monte Carlo (MLMC). Den-
na har visat sig vara lovande i en rad olika tillimpningar, s& som vid uppskattning av
vintevardet av 16sningen till stokastiska partiella differentialekvationer[2][3].

1.1 Syfte

Syftet med detta arbete &r att jamfora tidskomplexiteten och noggrannheten hos en
klassisk Monte Carlo-metod (MC) och den relativt nya multilevel Monte Carlo-metoden
(MLMC).

1.2 Problemformulering

Arbetet begrénsas till att tillampa MC och MLMC for att uppskatta vintevirdet av
l6sningar till den elliptiska PDE:n, &ven kallad Poissons ekvation,

Au(x) = f(x), x €D,

U(X)|xeaD =0, (1)

dér hogerledet f ar ett givet stokastiskt falt. Definitionsomradet D = [0, 7] x [0, 7] visas i
Figur 1.1. Randvillkoren och féltet viljs saidana att l10sningen av PDE:n underlattas. Pa sa
sitt kan fokuset falla pa MC- och MLMC-implementationen och de relevanta egenskaper
projektet syftar till att undersoka.
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Figur 1.1: Definitionsomradet D pa vilket 16sningen till (1.1) betraktas.

1.3 Oversikt av genomférande

Nedan listas de olika stegen i projektet.
1. En analytisk 16sning till (1.1) harleds med hjilp av en spektralmetod.

2. En skattning av vinteviardet av l6sningarna till (1.1) utfors med en Monte Carlo-
metod.

3. En skattning av vinteviardet av losningarna genomférs ocksa med en multilevel
Monte Carlo-metod.

4. MC och MLMC-implementationerna jamfors genom att betrakta tiderna som algo-
ritmerna tar for att skatta en 16sning med ett visst fel.



2 Teori

Hér redovisas den teori som krévs for att genomfoéra de berdkningar som gjorts under
projektets gang. Detta inkluderar teori for skattning av vanteviarde med MLMC och MC
samt teori for 16sandet av Poissons ekvation i tva dimensioner m.h.a. spektral dekompo-
sition. En uppséttning grundldggande definitioner som anvinds i framstéllningen finns
presenterade i Appendix A.

2.1 Monte Carlo

Som ndmndes i introduktionen &r Monte Carlo-metoder en klass av berdkningsalgoritmer
som bland annat kan anvindas for att uppskatta vantevirdet E[P] av ett stokastiskt
falt P. MC-estimatorn som tillimpas[3, s. 260] genomfér denna uppskattning numeriskt
genom att for en given punkt x berikna medelvirdet av sekvensen {P)(x)}N, dér
PW(x) Vi€ {1,...,N} och P(x) ir stokastiska variabler som &r oberoende och identiskt
distribuerade.

Definition 2.1 (Monte Carlo-estimator). Givet ett stokastiskt falt P har vi for en sekvens
{PO(x)IN,,x € D, dir P9 (x) dr oberoende och identiskt distribuerade, Monte Carlo-
estimatorn av vantevdirdet som

E[P(x)] = % Z PO (x).

Enligt de stora talens lag[4, s. 193] konvergerar estimatorn néstan sékert mot E[P(x)] d&
N — oo.

Teorem 2.1 (De stora talens lag). Antag att {XD}N, dr en sekvens av oberoende,
identiskt distribuerade slumpuariabler med dndligt vintevirde B[X D] = pu.

Da konvergerar medelvdrdet av dessa ndstan sdkert mot w, det vill sdga

1 N
SNX0 Sy,
Ni:l

da N — .

Nér felet i estimatorerna betraktas anviander vi oss av medelkvadratfelet (MSE), se Defi-
nition A.14. Fér MC-estimatorn givet enligt Definition 2.1 vill vi hdrav understka

N 2
Mm@wwﬂm<;2ywwmmﬁ>,

dir P®(x) &r oberoende och identiskt distribuerade slumpvariabler. For att analysera
detta fel tillimpas den centrala gransvirdessatsen[4, s. 194].

Teorem 2.2 (Centrala grinsvirdessatsen). Antag att { XYY dr en sekvens av obe-
roende, identiskt distribuerade stokastiska variabler med E[X ] = pu och dndlig varians
Var[X ] = 2. Dd har vi att

)

i=1

Ly Z ~ N(0,0%)

di N — oo, d.v.s. att den stokastiska variabeln som utgor vinsterledet konvergerar dis-
tributionsmdssigt mot Z ~ N(0,0?) nir N — .

En direkt konsekvens av satsen ir att distributionen av E[P(x)] for tillriickligt stora N
kan approximeras med A (,u7 %2) dar p = E[P(x)].



Under antagandet att estimatorn inte har niagon bias, se Definition A.14, géiller det att
MSE []E[P(x)]] = Var []E[P(x)]] ,

vilket innebér att MSE for ett tillrackligt stort antal sampels kan approximeras som "—;

2.2 Multilevel Monte Carlo

I detta avsnitt presenteras teori for MLMC-metoden, framst utifran beskrivningen av
metoden i [3].

Lat {Pl}lL:0 approximera det stokastiska faltet P, dir storre [ innebér en battre men mer
berdkningstung approximation av filtet P. Lat sarskilt P, — P da L — oo gélla. Genom
att tillimpa lineariteten av vantevirdet kan vi skriva

L
E(P.] = B[R] + Y E[P — P4],
1=1
dar E[Pp] i sin tur &r en uppskattning till IE[P]. Under projektet bendmner vi alla begrepp
som ror termen P, — P_1,1 > 0, som det aktuella begreppet pa niva [. Exempelvis &r
begreppen “vintevirdet pa niva [” och E[P; — P,_1] ekvivalenta. D4 en punktvis tolkning
av faltet betraktas i projektet har vi, for varje givet x € D, att vintevardet uppfyller

E[PL(x)] = E[Py(x)] + Y E[P(x) — Pi_1(x)]. (2.1)
=1

Tillimpa MC-estimatorn i Definition 2.1 separat pa varje term i summan (2.1), for att
uppskatta vintevirdet av varje niva. Harav kan vi definiera en MLMC-estimator.

Definition 2.2 (MLMC-estimator). Ldit {P,(x)}/~,, x € D, approzimera P(x). Dd
{P(i’l)(x)}fzo dr oberoende och identiskt distribuerade definierar vi MLMC-estimatorn

E[Pr,(x)] som

2 L Q= (00 SILSRRIT (1.0
BIPL ()] = 5 3 P00+ 3 (Z N A0 - B <x>}> .
=1 =1 \i=1

MLMC-estimatorn utnyttjar uppdelningen for att undvika att direkt uppskatta virdet av
E[Pr(x)] genom simuleringar av Pr(x) d& dessa ar valdigt berdkningstunga. I detta fall
kan vi utnyttja att de termer som har en lagre berdkningskostnad vid simuleringen, men
eventuellt en storre varians, kan samplas fler ganger. Att vi kan sampla de ldgre nivaerna
fler gadnger dr mojligt eftersom termerna kan samplas oberoende av varandra[3, s. 261].

Beteckna med C) berdkningskostnaden for ett sampel pa niva [, d.v.s. tiden det tar att
berékna ett sampel av Pj(x) — P_1(x). P4 samma sétt betecknar vi med V; variansen for
sampels pa niva [, d.v.s.

Vilx) = Var[Pi(x) — P ().

Man kan visa[3, s. 262] att antalet sampels N; pa niva [ optimalt véljs till

IV,
Ny =~ all’ (2.2)

dér v &r en konstant.

2.3 Losning av PDE genom spektral dekomposition

Den spektralmetod som nyttjas hir anvinder sig av dekomposition av ekvationens kom-
ponenter i termer av den betraktade operatorns egenfunktioner.



Definition 2.3 (Egenfunktioner & egenvérden tillhérande en operator). For en operator
A dr X ett egenvdrde till A om det finns en nollskild funktion ¢ sa att Ap = Ap. Om detta
villkor ar uppfyllt kallas ¢ for egenfunktion till A.

Framover, nér en l6sning till Poissons ekvation betraktas arbetas endast med funktioner
¢ € L*(D). Hir ir rummet L?(D) definierat som méngden av alla reellviirda kvadratiskt
integrerbara funktioner 1 (x) pa D, d.v.s. alla funktioner ¥ (x) definierade pa D sa att

[ 1060 dx < o,
D
se [b, s. 81].
For L?(D), betrakta méngden av funktioner
{bn.m € L*(D) : n,m € N}.
Om dessa utgor egenfunktioner till Laplaceoperatorn har vi enligt Definition 2.3

A((bn,m) = An,m¢n,m7

dar A\,m € R ér de tillhérande egenvirdena. Om méngden {¢; € L*(D) : i € N} utgor
en komplett bas i L?(D) d& finns det Vu € L?*(D) en unik uppsittning reella konstanter

Ci, 1 € N sa att
x) = Zcz‘¢i(x)
i=1

se [5, s. 84]. For det undersokta problemet kan vi d& ansitta en 16sning u(x) som

x) =2 > Com bnm (%) (2.3)

n=1m=1

Léater vi nu Laplaceoperatorn verka pa u fas

X) = Z Z An,mCnym ¢n,m(x)-

n=1m=1

Om hogerledet f kan utvecklas i samma bas enligt

X) =3 Y bnmbnm(x)

n=1m=1

D4 kan Poissons ekvation (1.1) skrivas om som

ZZ n,m nm¢nm ):ZZ€n7m¢n,m(X)

n=1m=1

Hér noterar vi att eftersom {¢,, ,, } utgdr en bas s ar konstanterna i bada utvecklingarna
unika och darfor identiska for varje term i respektive summa. Det maste alltsa gélla att

An,'mc’nﬂn = gn,m~

Ur detta kan vi 16sa ut
o _ bam
n,m —

s )
)\n,m

vilket vi i sin tur kan sitta in i serieutvecklingen (2.3) av u(x) och ddrmed erhalla en
16sning till Poissons ekvation enligt

Y ). (2.4)

n=1m=1"""

>



2.4 Losning av Poissons ekvation med homogena Dirichlet-randvilkor

Vi véljer att betrakta det stokastiska faltet f i Poissons ekvation (1.1) definierat som

fay)= S Xumsin(na)sin(my) V(ry) €D, (2.5)

n,m=1

dar Xy, ~ N (0, k%(n? + mz)’o‘/z) och k,a < oo dr reella parametrar.

Den valda méngden av funktioner
{sin(nz) sin(my) : n,m € N} (2.6)

att arbeta i valdes da de utgor egenfunktioner till Laplaceoperatorn dver omradet D =
[0,7] x [0,7] [6, s. 164]. Detta kan ses genom att applicera operatorn pa funktionerna

Asin(nz) sin(my)) = —(n? + m?) sin(nz) sin(my) = A m sin(nz) sin(my),

dir Ay = —(n? + m?) ér de tillhérande egenviirdena till egenfunktionerna i méngden
(2.6). Att méngden utgdr en bas i vart omrade kan visas med f6ljande resultat.
Teorem 2.3. Antag att {¢,}5°, dr en ortogonal bas for L?(a,b) och {1}, dr en
ortogonal bas till L?(c,d) och skriv

Xn,m(xv y) = (bn(x)wm(y)
D ir {xn,m}om=1 €n ortogonal bas for L*(D), ddr

D =lab] x[e,d] ={(z,y) :a<x<bc<y<d}.

Se [5, Teorem 4.1] for bevis. Givet att {sin(nz)}>2; utgor en bas i L?(0,7), se [5, Teo-
rem 3.5], utgér méngden (2.6) en bas i L?(D) enligt Teorem 2.3. Hirav kan vi arbeta med
faltet enligt teorin som redogjordes i Avsnitt 2.3 om spektral dekomposition. Vidare kan
vi ockséa notera att funktionerna satisfierar randvillkoret hos det betraktade problemet.
Detta betyder att ndr man hittar en 16sning enligt Avsnitt 2.3 kommer &ven l6sningen att
satisfiera randvilkoren.

For existensen av en svag 10sning[7, Definition 2.40] enligt (2.4) krévs det att varje re-
alisation av det kopplade stokastiska féltet f(x,y) enligt (2.5) i Poissons ekvation &r
tillrackligt glatt[7, Teorem 2.42]. For att uppfylla att f(z,y) ar glatt vdljer vi lampliga
véirden pa « i variansen av koefficienterna X, ,,, sa att konvergensen &r tillrackligt snabb.

2.4.1 Stokastisk konvergens

Konvergensen av hogerledet analyseras for varje punkt och vi utgar fran Definition A.12
av néistan siker konvergens. Foljande lemmal8, Lemma 8] tillimpas for att bestimma
vilka villkor pd parametern « som ger néstan siker konvergens av summan (2.5) som
definierar f(x,y).

Lemma 2.4. Lat {Z,}52, vara en sekvens av centrerade stokastiska variabler och defi-

niera
N
SN = g I
n=1

Sekvensen {Sn}_, konvergerar da ndstan sikert mot S om

iE (27] < oo.
n=1

10



For att visa att f(x,y) uppfyller detta ordnar vi (n,m) € N? och definierar méngden
T={n=01Q,1),72=(1,2),.... 7 = (I,m), Tont1 = (2,1), ..., 7o, = (2,m), ...}
LAt nu for ett givet (z,y) € R2
Sr(z,y) = Xp,msin(nz) sin(my), 7eT.
Givet att X,, , ~ N (O, k2(m? + n2)_a/2) har vi
E[S;] = E[X,, 1, sin(nz) sin(my)]
= E[X,, 1] sin(nz) sin(my)
=0,

och f(x,y) ar alltsd en centrerad stokastisk variabel. Enligt Lemma 2.4 konvergerar se-
kvensen {S;}22, nédstan sidkert om

iE [$2] < <. (2.7)

Ligg mirke till att Var[S,] = E[S?] ty E[S,;] = 0. Hirav noterar vi att
Var[S:] = Var[X,, ,,, sin(nz) sin(my)]
= Var[X,, ] sin?(nz) sin® (my)

o sin?(nz) sin? (my)
(m2 + n2)a/2

Sétt p = a/2. Konvergensanalysen av summan (2.7) 6vergar till att analysera konvergen-
sen av

= - _ > ,sin?(na) sin?(my)
kZ_lV [S'r] Z k (n2+m2)p '

n,m=1

Tillampa att de trigonometriska funktionerna &r begrénsade enligt
sin?(nz)sin®(my) <1 Vn,m € N,V(z,y) € R?,
varfor vi kan uppskatta

ki2
< —F7F.
Var[S;] < W+ )

Eftersom n,m € N och p > 0 géller

(n+m)P < (n® +m?)P

k2 k2
<
(n2 +m?)P = (n+m)P
=
ngl(n2+m2 n%:: n+m

D& k2 ar en positiv konstant som &r oberoende av m och n, forenklas analysen till att
uppskatta konvergensen av dubbelsumman

oo

Z (n +1m)1’ ' (2.8)

n,m=1

Notera att k = 0 ger ett trivialfall som inte betraktas vid konvergensanalysen. Defini-
era ln,m = Givet att alla termer i dubbelsumman ar positiva kan vi definiera

oo
D¢
=1

1
(n+m)e-
diagonalserien tillhérande (2.8) som
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dér varje term c; ges av

J J .
. 1 J
Cj = ;ajfz+1,z = Z (] n 1)p = (j T 1)p

i=1
Enligt proposition[9, Proposition 7.16] géller

o0 1 o0
n;l (m +n)P :;(m
vilket ger oss att (2.8) kan skrivas som
S ] o~ q— 1
;J—;(j+1)p={q=3+1}—q; .
¢ =1 1 — 1
2 D S e D

dér serierna 2212 qp%l och Z;iz q%, ar jamforelseserier som konvergerar for p > 2 re-
spektive p > 1. Harav konvergerar (2.8) for p > 2 och eftersom p = «/2 sa har vi att
den ursprungliga serien (2.7) konvergerar for o > 4. Detta implicerar att det stokastiska
faltet f definierat i (2.5) konvergerar niistan sikert for o > 4, se Definition A.12.
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3 Genomforande

For att jamfora MLMC med vanlig MC 16stes Poissons ekvation (1.1) inklusive randvillkor
genom spektral dekomposition enligt Avsnitt 2.3 upprepade ganger och véantevirdet av
l6sningarna u skattades med de bada metoderna. Som hogerled anvindes det stokastiska
faltet f definierat i (2.5). Samtliga simuleringar under projektet gjordes i MATLAB déar
ett urval av kod finns bifogat i Appendix B.

3.1 Losning av Poissons ekvation med trunkerade komponenter

Simuleringar av det stokastiska filtet f gjordes genom trunkeringar av summan som
representerar filtet (2.5). Betrakta uppskattningen f; med trunkeringen 2¥ definierad
enligt
ok ok
fo(z,y) = Z Z Xo.msin(nz) sin(my), Xpm~N (0, E*(n? + mz)_"‘/2> . (3.0

n=1m=1

En visualisering av detta filt kan ses i Figur 3.1 nedan.

L=0 L=2 L=4
3 3 3 %
) ) ) 0.3
=N =N =N
0.25
1 1 1
{0.2
0 0 0
0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 3
x xr T 10.15
L=6 L =28 L =10
. — 5 — 5 — 40.1
0.05
2 2 2
=N =N =N
0
1 1 1
-0.05
o - 0 0
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
xr x X

Figur 3.1: Illustration av ett sampel av det stokastiska féltet fr(z,y) definierat i (3.1)
vid olika trunkeringar 2% av summan. Distributionsparametrarna ir k = 1, o« = 4.5.

Tillhérande f7, ansattes en approximation uy, av lésningen w till Poissons ekvation (1.1).
Denna approximation ur,(z,y) dr da en losning till ekvationen

AUL(x7y) :fL(xay)v ((E,y) eD. (32)
Genom tillimpning av spektral dekomposition enligt Avsnitt 2.3 kunde siledes finnas att
ok ok

ur(z,y) = Z Z —% sin(nx) sin(my). (3.3)

n=1m=1
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3.2 Numerisk 16sning av Poissons ekvation

For att 1osa Poissons ekvation med trunkerade summor (3.2) numeriskt diskretisera-
des definitionsméingden D = [0,7] x [0,7]. I implementationen representerades varje
realisation av vart falt som ett rutnidt av diskreta punkter. Dessa valdes som ekvidi-
stanta i z- och y-led och antalet punkter S lings varje axel angavs som en parameter
till vara funktioner. Detta gav ett rutnidt med sampelpunkter (z,,ys,) som har index
(szs8y) €{1,2,...,5} x{1,2,...,5} definierade av

Sy — 1
Ts, = T,
S—1 (3.4)
_ sy—l7T
ysy—Sil .

Dér ws, respektive y, &r ekvidistanta och z; = y; = 0 samt rg = ys = 7. Pa detta
rutnét fann vi sedan en approximation av uy, genom att numeriskt berdkna summan (3.3)
som representerar filtet for varje punkt (zs,,ys, ).

Praktiskt gjordes detta i foljande steg:

Algoritm 3.1 Losning av Poissons ekvation med spektral dekomposition

1: Diskretisera definitionsméngden D i ett rutnit med S x .S punkter (dessa representerar
de olika punkterna (zs,,ys,))

2: Berikna N x N matrisen nm(n, m) = n? + m? och lagra den

3: Berdkna S x N matrisen sinvals med virden sinvals(s,,n) = sin(nxg, )
4: Simulera de stokastiska variablerna X, ,, ~ N (0, k%*(n? 4+ m?)=/2)

5: Berdkna S x S matrisen C som C(n,m) = —(71)2(_’;7;"12)

6:

Losningen beriiknas som ur(z,y) = sinvals - C - sinvals”

I MATLAB integrerades sedan denna l6sning i de olika funktioner som implementerar de
MC-/MLMC-algoritmer som anvindes varfor ingen specifik referens till kod kan ldmnas
i detta avsnitt.

3.3 Implementation av Monte Carlo-algoritmen

Monte Carlo-estimatorn enligt Definition 2.1 anvindes for att uppskatta E[u(z,y)] med
en given trunkering av summan vid oL, Tillimpningen av MC pa uppskattningen ur,(x, y)
gav en ny estimator vilken vi betecknar som Er [u(z,y)] och som definieras enligt

~

N
Bifu(r,y)] = Blus ()] = 1 > uf (,9). (35)
i=1

Denna beréknades i varje punkt (zs,,ys,) i rutnétet. Enligt teorin i Avsnitt 2.1 konverge-
rar uppskattningen till Euz (z,y)] i alla sampelpunkter (z,,ys,) d& N — oo. Algoritmen
som tillampades for detta syfte ar som foljer:

Algoritm 3.2 Monte Carlo-implementation

: Bestdm antal iterationer N

: fori=1to N do
Los (1.1) med spektral dekomposition enligt Algoritm 3.1
Lagra 16sningen u(¥ (z,y) for iterationen

end for

: Beriikna MC-estimatorn som sum(u(® (z,y))/N

Denna algoritm motsvaras i programkod av MATLAB-funktionerna MC och MC_sample som
presenteras i Appendix B.1 dir den senare implementeras av den forsta.
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3.4 Implementation av MLMC-algoritmen

For implementationen av MLMC f6r skattning av Elu(z, y)] skapades en MLMC-estimator
enligt Definition 2.2. For att gora detta delades den trunkerade 16sningen uy, (3.3) upp i
flera nivaer [ och for dessa berdknades variansen V; och tidskostnaden C) enligt Avsnitt
2.2. Detta for att sedan berdkna antalet punkter N; for varje niva [ enligt den givna
formeln i (2.2). Med detta kunde sedan MLMC-estimatorn berédknas som

L N

Zuoxy —|—ZZ(ula¢y —u—1(x, y)) (3.6)

=1 =1

3.4.1 Uppdelning av filt i MLMC-nivier

Vi delade upp ur(x,y), se (3.3), i flera nivaer ug(z,y), u1(x,y) — uo(z,y), ..., ur(x,y) —
ur—1(z,y).

For att underlatta notationen definierades

SZE{(n,m)E]NQ:O<n§2l,21_1<m§21}
U{(n,m)E]N2:2171<n§2l,0<m§2l}.

Med detta ficks att

filz,y) — fimi(z,y) Z X, m sin(nz) sin(my)

(n,m)€S;
och saledes
w(x,y) —w—1(z,y) = Z _ _Knm_ sin(nx) sin(my). (3.7
n,m 1

3.4.2 Variansberikning for MLMC-nivaer

Nagra egenskaper av variansen nyttjades for att berdkna Vi(z,y) = Var|u;(x, y)—ui—1(z, y)].
Detta gjordes i en slumpvald punkt (z,,ys,) € D som lag pa rutnétet enligt (3.4) vilket
da ocksa blev den punkt som MLMC-algoritmen optimerades utefter.

For tva oberoende stokastiska variabler Xq, X5 har vi
Var[X; + Xp] = E [(X1 + X5 — B[X1] — E[X,))?

Var [Xl +X2] (Xl +X2)2]

E
=E[X]+ X3 + X1 X,]

=E [X{] + E [X3] + E[X1] E[X;]
E [X7] - (B[X.1))* + E[X3] — (E[Xa])’
Var[X;] + Var[X5].

Da det for u; géller att de stokastiska variablerna X, ,, dr oberoende och att E[X,, ,,] =0

15



s& utnyttjades detta for att hérleda

Vi(z,y) = Var [w(z,y) — w-1(z,y)]

= Var Z — XL”; sin(nz) sin(my)

2 1 2
(n,m)€es; me+
X’n m
= Z Var [ ﬁsm(nx) sin(my)
(n,m)€Ss;
sin?(nx) sin? (my)
= Y Var[ X, m]
2 1 2)2 !
(n,m)€S; (m +n )
B Z sin? (nz) sin? (my)
- 2 4 p2)2+a/2
(n,m)€S; (m +n ) /

Med detta uttryck rdknades sedan variansen ut explicit vilket i programkod represente-
rades av MATLAB-funktionen levelvar som presenteras i Appendix B.2.1.

3.4.3 Berikning av tidskostnad for MLMC-nivaer

Tidskostnaden Cj for att berdkna ett sampel av (3.7) som behévdes i (2.2) for att berékna
N, togs reda pa genom att testa hur lang tid det tog for programmen att berdkna ett
stort antal sampels av (3.7). Detta gjordes genom att testa hur manga sampels som
kunde berdknas under en given tidsperiod och ta den genomsnittliga berdkningstiden.
Algoritmen for detta ar som foljer:

Algoritm 3.3 Berédkning av tidskostnad C;

Starta tid

samples = 0

while tid < tidsgréns do
Berikna ett sampel av u;(z,y) — w—1(x,y)
samples = samples + 1

end while
C = Forfluten tid
l samples

Denna implementerades i MATLAB genom funktionen timecost som presenteras i Ap-
pendix B.2.1.

3.4.4 MLMC-algoritm

Med kdnnedom om variansen Vj(z,y) och tidskostnaden C; implementerades en MLMC-
algoritm for skattning av E[u(z,y)]. Som parameter anvindes ett ungeférligt totalt antal

iterationer
L
Niot = E N;
1=0

Dessa fordelades mellan nivierna genom att lata N; vara N, avrundat till ndrmsta heltal
dar N; definierades av

Denna fordelning gjordes pa grund av att det optimala antalet iterationer enligt (2.2)

skalar med [ som 4/ %’l Med detta implementerades en MLMC-algoritm.
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Algoritm 3.4 MLMC-implementation

1: Bestdm ungefarligt totalt iterationer Ntot

2: Sitt den sammanlagda estimatorn Er [u(z,y)] =0

3: for [ =0till L do

4:  Berdkna N; sampels av u;(z,y) — u—1(x,y) och ta medelvirdet
5. Addera medelvérdet till Ep[u(x,y)]

6: end for

De huvudsakliga MATLAB-funktionerna som implementerades for detta &r MLMC och MLMC_level
vilka presenteras i Appendix B.2. For att berdkna fordelningen av sampels mellan nivaer
anvandes ocksd 1frac i Appendix B.2.1.

3.5 MSE-jamforelse mellan MC och MLMC

For jamforelsen av hur effektivt MC respektive MLMC var {or att skatta E[u(z,y)] till
16sningen u(x, y) av Poissons ekvation (1.1) med hogerledet f(z, y) enligt (2.5) betraktades
vilket MSE, se Definition A.14, som uppnaddes i férhallande till tidskomplexiteten.

MSE betraktades i samma givna punkt (z,,ys,) pa rutnitet som anvindes till att be-
rdkna variansen. Detta gjordes med givna distributionsparametrar k, a och ett fixt antal
sampels S lings varje axel. Dessutom sattes en nivd L som gav trunkeringsnivin 2% for
MC-metoden och maximal trunkeringsniva 2% for MLMC. Med detta kunde sedan MSE
berdknas med MC respektive MLMC och tiden for berdkningen maéatas, vilket gjordes
enligt Algoritm 3.2 respektive 3.4. Algoritmerna for detta presenteras nedanfor.

Algoritm 3.5 Berdkna MSE fér MC

1: for pwr = 1 to maxpwr do

2:  Starta tidsmétning

3:  Berdkna samples stycken MC-estimatorer med N = 2P*"

4:  Stoppa tidsmétning och dela med samples for att fa den genomsnittliga tiden per
estimatorberdkning

5:  Berdkna MSE for medelfdltet och jamfor med uppmétt tidsatgang

6: end for

Algoritm 3.6 Berdkna MSE fér MLMC

1: Berdkna Nl/Ntot

2: for pwr = 1 to maxpwr do

3:  Starta tidsmétning

4:  Berékna samples stycken MLMC-estimatorer med Ntot = 2pwr

5:  Stoppa tidsmétning och dela med samples for att fa den genomsnittliga tiden per
estimatorberdkning

6:  Berdkna MSE for estimatorn och jamfér med uppmétt tidsatgang

7: end for

Dessa algoritmer implementerades i MATLAB genom funktionerna MSE_MC respektive
MSE_MLMC vilka presenteras i Appendix B.1 respektive B.2.

3.6 Konvergenstakt av MC/MLMC

For att jamfora MC- och MLMC-algoritmen utférdes ett antal simuleringar dér nivan L
varierades. Utifran detta ficks en koérningstid T for en viss hogsta niva L och ett MSE 6
férknippat med L.
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Det var da av intresse att finna en funktion g(d) = T', ty konvergenstakten av funktionen
med avseende pad MSE kunde analyseras med hjilp av denna. Uppsittningar (&;,T;)N
av berdknade virden och en modellfunktion ¢(d; 3) anvindes dér 3 ar en parametervektor
som anpassades sa att de uppmétta vardena stdmde sa vil 6verens med modellfunktionen
som mojligt. Under antagandet att g(d;3) = ad®, 3 = [a,b] var det mojligt att istéllet
betrakta ett linjart problem ty

T=yg(6;p) = InT =1n(g(;6)) =blnd + Ina.

For att finna det 8 som passade simuleringsresultaten bést i minsta kvadrat-mening var
det alltsa av intresse att minimera summan

S=>"rl (3.8)

i=1

dar r; = InT; — Ing(d;; 8).

For att gora detta i praktiken anvidndes MATLABs inbyggda implementation av minsta
kvadratmetoden.

En rimlighetsbedéomning av kurvpassningen gjordes genom att betrakta RMSE-felet som
for ett antal observationer (d;,T;)Y., och modellfunktionen g(d; 3) definieras som

/S
MSE =4/ —
RMS N’

dér summan S dr definierad enligt (3.8). Detta matt kunde betraktas som en slags me-
delresidual, vilket sdger hur mycket observationerna avviker fran den passade linjen. Ett
lagre RMSE tyder pa en béttre passning. Utifran kurvpassningen gavs ett antal optimala
viarden pa a, b for bade MC och MLMC pa olika nivaer L.
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4 Resultat

Tva oberoende realisationer av MC- respektive MLMC-implementationen som anvéindes
presenteras i Figur 4.1, respektive Figur 4.2. Vi ser om vi jamfor de totala estimatorerna
i dessa figurer att MC-grafen ser jamnare ut &n MLMC vilket ocksa konstateras som ett
generellt resultat d4 manga sampels gors.

0.02

Es[u(z,y)]

Yy 0 0 x

Figur 4.1: Ett sampel av MC-estimatorn K [u(z,y)] enligt (3.5) med L = 5, k = 1,
o = 4.5 och § = 100.
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Figur 4.2: Sampels av Elu(z,y
estimatorn Ep [u(z,y)] enligt (3.
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Resultatet fran olika MSE-berdkningar presenteras bland annat i Figur 4.3 dér vi har det
resulterande skattade medelfiltet fran tva olika simuleringar med MC respektive MLMC
dad k = 10, o = 8 och L &r 4 respektive 7 i de tva olika fallen. Har ser vi att for L = 7
presterar MLMC-metoden béttre i termer av MSE i forhallande till MC medan for fallet
L = 4 sa presterar metoderna likvardigt. Detta dr ett genomgéende monster for olika
simuleringar att for hogre L sa presterar MLMC béttre i forhéllande till MC.

Om vi jamfér MSE for olika nivaer L d& MLMC implementeras sa kan det konstateras
att berdkningstiden for givet L &r approximativt konstant. For MC géller dock att be-
rdkningstiden okar med nivan L. Denna skillnad askadliggérs i Figur 4.4 dér vi ser att
MLMC-graferna éverlappar varandra medan MC-graferna visar pa att L = 2 ger bést
resultat och L = 6 sdmst.

L=4 L=7
102 R —>-MC || 102 2 MO ]
~o MLMC RN —&—MLMC
= 10 ' = 10'L o
=] ] o
7 100} T o100
g g
=] =}
. _
s 107 ¢ £ 10 |l
10721 10721 ]
103 | S 103 | S~
106 10 104 10 102 107! 106 10° 10 10 102 107!
MSE MSE

Figur 4.3: Genomsnittlig berdkningstid for 100 MC- respektive MLMC-estimatorer for
L = 4 respektive L = 7 plottat mot uppnatt MSE berdknat i punkten (1.3465,1.7771)
utifran vilken Vi(z,y) ocksa berdknats for att optimera fordelningen av sampels mellan
nivéer i MLMC. Ovriga parametrar ér S = 100, k = 10 och a = 8. Vi ser att i fallet L = 7
s& dr berdkningstiden kortare d& MLMC anvénds i férhallande till ndr MC anvédnds. For
L = 4 ar metoderna istéllet approximativt likvéirdiga.

MLMC
102
= = 10
] ]
= %100k
o0 o0
g i
£ Z 10l
:5\3 :5@
5) 5
[a] [as] 1021
1073 +
108 107 10% 10° 10* 10°° 0% 107 10% 10° 107* 10°°
MSE MSE

Figur 4.4: Genomsnittlig berdkningstid for 100 MC- respektive MLMC-estimatorer for
olika L. MSE &r optimerat med avseende pa punkten (1.3465,1.7771) da N; beridknats.
Ovriga parametrar ér k = 1,a = 4.5,S = 100. Notera att for MLMC s& overlappar de
uppmatta virdena varandra medan det ar tydligt att L = 2 presterar bast och L = 6
presterar simst for MC.
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4.1 Konvergenstakt av MC/MLMC

Resultat for kurvpassningen enligt Avsnitt 3.6 presenteras i Tabell 4.1. En visualisering
av anpassningen for L = 7 fér savidl MC som MLMC presenteras i Figur 4.5 tillsammans

med de uppmaétta datapunkterna som anpassningen ér gjord utifran.

Tabell 4.1: Tabell 6ver anpassade virden pa parametrarna a,b samt RMSE utifran MC-

L b Ina RMSE
0 | -0.90626 | -12.914 | 0.40648
1 |-0.92728 | -13.205 | 0.35814
2 | -0.91387 | -13.384 | 0.38686
3 | -0.92824 | -13.287 | 0.36190
4 | -0.94949 | -12.769 | 0.31614
5 | -0.95911 | -12.144 | 0.18984
6 | -1.08550 | -12.097 | 0.25635
7 | -0.97633 | -9.9731 | 0.14137
(a) MC

L b Ina RMSE
0 | -0.99309 | -13.183 | 0.2116
1 | -0.98909 | -13.354 | 0.15577
2 | -0.97523 | -12.628 | 0.22161
3 | -0.97309 | -12.67 | 0.15753
4 | -0.98539 | -12.705 | 0.14686
5 | -0.98273 | -12.718 | 0.18991
6 | -0.98749 | -12.755 | 0.19656
7 | -0.98123 | -12.692 | 0.2019
(b) MLMC

/MLMC-simulering for olika nivaer L dir k = 1, = 4.5,.5 = 100 hallits konstant.

103 ‘
——MC-anpassning
A * MC ]
102 L S — — MLMC-anpassning |3
~a MLMC ]
101t AR .
= T
e
= 10[) L 3
0
o0
i
=]
=< 1071} =
o
5
m
1072 E E
1073 ¢ SNA A
104 | | el il S
1078 1077 1076 107° 1074 1073 1072
MSE

Figur 4.5: Visualisering av anpassning av funktion till datapunkter for MC och MLMC

dir L="7,k=1,a = 4.5, = 100.
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5 Diskussion

I detta avsnitt behandlas resultaten som redogérs i Avsnitt 3. Beroendet mellan tids-
komplexiteten och MSE fér MC-/MLMC-metoden diskuteras. Vi reflekterar ocksa éver
varianter av vart uppstéillda problem som skulle kunna visa effektiviteten hos MLMC pa
ett battre satt.

5.1 Skillnader mellan estimatorerna

Om vi ser pa samplet av MC-estimatorn i Figur 3.2 respektive samplet av MLMC-
estimatorn i sista grafen i Figur 3.3 s noterar vi att MC-estimatorn ar jamnare &n MLMC-
estimatorn. Att detta ar fallet generellt forklaras naturligt genom MLMC-metodens ut-
formning som innebér att for hogre nivaer [ tas farre sampels dn for ldgre och en storre
slump spelar in dér i férhallande till motsvarande niva i MC. Saledes blir det férvintade
felet av termen w; — u;_1 storre for hoga [ i MLMC &n for MC medan felet blir hégre for
lagre [ i MC. I och med att det férvintade felet &r det vi antas se i graferna sa forklarar
detta ocksa varfor MC-grafen dr mjukare &n MLMC da felet till storre del uppkommer
for lagre [ i MC-approximationerna dér termerna ar av hogst storleksordning.

5.2 Felkallor

Det finns ett antal felkdllor som skulle kunna paverka slutresultatet. En sadan &ar att vi
endast granskar MSE i en punkt pa faltet nar vi berdknar det optimala antalet iterationer
pa varje MLMC-niva. Eftersom punkten valdes slumpmaéssigt sa kan det spela en roll i
slutresultatet. Till exempel ser vi att MSE kommer vara identiskt lika med noll pa randen
men inte i annan godtycklig punkt i filtet.

Kostnaden for att berdkna ett sampel pa en MLMC-niva beréknas i vart fall numeriskt
innan sjdlva MLMC-metoden implementeras, det vill sdga att vi berdknar kostnaderna
for ett antal provkoérningar av metoden och sedan antar att denna kostnad kommer att
vara densamma vid varje korning framover. Detta kan eventuellt leda till ett suboptimalt
val av antalet iterationer pa varje niva.

5.3 Samband mellan berikningstid och MSE

Resultaten i Tabell 4.1 indikerar att den asymptotiska tidskomplexiteten av MC och
MLMC-implementationen verkar vara proportionell mot § =, ty b ~ —1 for alla L. Skill-
naden mellan metodernas konvergenstakt verkar framst vara en konstant som varierar
beroende pa L. For exemplet pa korningar for olika nivaer L som syns i Figur 4.3 ser vi
att for L = 4 presterar MC och MLMC ungefar likviardigt. For L = 7 syns istéllet att
MLMC presterar béttre &n MC enligt ett konstant férhéllande.

Utifran resultaten tycks MLMC prestera béttre for hoga nivaer, vilket &r i enlighet med
det vi vantar oss. For vart problem mérker vi dock att det kravs relativt fa nivaer for att
fa en hog precision. Detta tyder pa att vart problem inte &r komplext nog for att visa pa
alla fordelar med MLMC.

5.4 Val av problem
Fordelarna med MLMC for skattning av vintevirde hade kunnat askadliggoras tydligare
om vi hade arbetat med andra konstruktioner av det korrelerade stokastiska hogerledet.

Féltet som arbetades med nu ger en teoretisk 16sning till Poissons ekvation som for varje
punkt (z,y) € D uppfyller
Efu(z,y)] = 0.
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Vintevirdet for de approximativa 16sningarna ur(z,y) for alla trunkeringsnivier 2% ar
identiska med det teoretiska vintevirdet E[u(z,y)] i varje punkt (z,y) € D da

2L
Elu(z,y)] = Z —ﬁ sin(nx) sin(my) = 0.
n,m=1

Detta innebér att anvidnda en MC-estimator med L = 0, d.v.s. en enda term i summan
ovan, skulle ge samma resultat som pa varje niva L > 0 givet tillrackligt manga sampels.
Om slumpvariablerna X, ,,, i f(z,y) (2.5) valts sa att E[X,, ,,] # 0 hade vi kunnat ha

Elu(z,y)] # EluL(z, y)].

Genom att skriva MSE for estimatorerna [y [u(z, y)] enligt nedan (se Definition A.14 for
en allmén estimator © for att se varfor vi kan skriva sahér) si kan vi se att ytterligare
en term (bias) skulle komma in i felet i detta fall.

MSE [IEL[u(ar,y)}} = Var [IE]L [u(z, y)]} + (E {IAEL[U(% y)]} — Efu(z, y)])2

= Vo [ B )] + (B o2, )] - Blu(z, )

I detta projekt har vi enbart behévt betrakta den forsta termen eftersom vi haft Elur (z,y)] =
E[u(z,y)] och den andra termen har varit noll. Hade inte detta varit fallet dock hade vi
behovt valja L sa stort att

(E [ur(z,y)] - Elu(z,y)])* <

for att kunna ha A
MSE [EL [u(x,y)]} <.

Detta tyder pd att den fulla kapaciteten av MLMC inte har utnyttjas. MLMC hade
troligen kunnat presterat béttre i forhallande till MC tidsméssigt och dessutom haft en
béttre konvergenstakt. Om vi ser pa exempelvis Mike Giles skattningar av stokastiska
partiella differentialekvationers vintevirde[3, s. 49-55, Figur 7.10, 7.11] s ser vi att han
lyckas uppné sadana resultat.

En relativt enkel modifiering till vart problem skulle kunnat vara att ha ett vintevérde
som avtar enligt samma modell som variansen. D.v.s. att vi hade haft samma stokastiska
hogerled f som definierat i (2.5) fast med

Xom ~ N (kf(nQ +m?)/2 k2(n? + m2)a2/2)

dar k1, ks, a1, a0 < oo dr reella parametrar. Ett ytterligare problem som hade uppstatt
om vi genomfort denna modifiering hade varit att berdkna bias-termen i MSE. Dessutom
hade ytterligare teori for att visa att denna konstruktion av f konvergerar behovts.

Det finns dven andra faktorer som tydligare skulle kunna askadliggora fordelarna med
MLMC framfér MC. Till exempel dr det mojligt att implementera en MLMC-algoritm
som for olika nivaer anvander sig av ett finare rutnédt. Detta kan bidra till en avsevird
tidsbesparing da antalet berdkningar som utfors i en iteration av Algoritm 3.2 respektive
3.4 till stor del beror pa antalet sampelpunkter.
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6 Slutsats

Resultaten indikerar att MLMC inte presterar béttre &n MC da det bara &r av intresse
att berdkna en grov uppskattning. Det motsatta verkar gélla for finare uppskattningar,
nar fler nivaer anvinds, dd MLMC tenderar att vara mindre tidskrédvande i férhallande
till MC.

Metoderna visar pa en liknande asymptotisk tidskomplexitet d& korningstiden for bada
verkar vara inverst proportionell mot MSE. Detta formodas bero pa att problemet inte
ar tillrackligt komplext for att MLMC skall ge en mérkbar foréndring i den asymptotiska
tidskomplexiteten.

En storre skillnad mellan algoritmernas kérningstid hade eventuellt kunnat visas med ett
mer berdkningstungt problem. Ett problem som dels skulle ha mer rum fér approximatio-
ner, som minskar berdkningstiden avsevart, och som har en 16sning dar vantevéirdet av den
trunkerade estimatorn och for den teoretiska 16sningen till problemet inte &r desamma.
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A Grundliaggande definitioner

Hér redovisas for grundldggande begrepp inom sannolikhetslara och statistik som anvinds
i rapporten. Grunden for detta avsnitts konstruktion har varit [4] och [7].

Inom sannolikhetsldran bygger (Q2, A, P), Q ett utfallsrum, 4 en sigma-algebra av del-
méngder till €2 och ett sannolikhetsmatt P, ett sannolikhetsrum.
Definition A.1. En reellvird stokastisk variabel X : Q — R dr en funktion som avbildar
utfallsrummet  pd R.
Definition A.2. Fordelningsfunktionen av en stokastisk variabel ar en funktion Fx :
R — [0,1] definierad av

Fx(z) =P(X <ux).

Definition A.3. En stokastisk variabel dr kontinuerlig om dess fordelningsfunktion kan
uttryckas

Fx(x):IP(XSx):/_x fx(s)ds

for nagon funktion fx : R — [0,00).

Definition A.4. Funktionen fx i Definition A.3 definieras som tdathetsfunktionen till
den stokastiska variabeln X.

Definition A.5. For en kontinuerlig stokastisk variabel X med tathetsfunktion fx(x)
definieras vantevardet yu = E[X] som

oo

E[X] = /mfx(x)dx.

— 00

Definition A.6. En stokastisk variabel X med E[X] =0 sdgs vara centrerad.
Definition A.7. For tvd stokastiska variabler X1, Xo € R definierade pa ett sannolik-
hetsrum (0, A, P) gdller att de dr oberoende om

E[X1X2] = E[X1] E[X2].

Definition A.8. Fir en stokastisk variabel X € R definieras variansen o? = Var[X]
som
Var[X] = E [(X - ]E[X])Z] .

Definition A.9. For en mingd D € R, dr ett stokastiskt filt P = {P(xw) : (x,w) €
D x Q} en mangd reellvirda variabler definierade pa ett sannolikhetsrum (2, A, IP).
Definition A.10. For ett fixt w € Q dar den associerade realisationen av ett stokastiskt
falt f en deterministisk funktion h : D — R definierad enligt h(x) = f(x,w), x € D.
Definition A.11. For ett kontinuerligt stokastiskt fdlt P definierar vi vdntevdrdet som
en funktion p: D — R givet av p(x) = E[P(x)] ¥x € D.
Definition A.12. En sekvens av stokastiska variabler {X,, (w)}22; definierade pd san-
nolikhetsrummet (Q, A, IP) konvergerar ndstan sikert mot X for alla w om

Xu(w) — X(w)

det vill siga om
{we: Xp(w) — X(w)}

n—roo

ar en hdndelse vars sannolikhet dr ett.
Definition A.13. Givet en sekvens av stokastiska variabler {XDYN | med tillhdrande

fordelningsfunktioner {F)(g) WY sdger vi att X konvergerar distributionsmdssigt mot den

stokastiska variabeln X med fordelningsfunktionen F om F)(;) — F da N — oo. Detta
betecknar vi som
X, 2 x.
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Definition A.14. For en estimator © till en betraktad parameter 0 definierar vi MSE
som

MSE[©] =E [(6 - §)?]
=E[© —2®9+92}
=E[0?% - (E[Q])* + (E[0])* - 2E[0)0 + 62
= Var[0] + ( [@]—9)2.

Hir kallar vi den andra termen (E[O] — 0)® for estimatorns bias.
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B MATLAB-kod

I detta avsnitt visas de mest centrala MATLAB-funktionerna som anviants under detta
projekt.

B.1 Monte Carlo

Hér presenteras de tre viktigaste MATLAB-funktioner som berér MC-l6sningen for vart
problem. Funktionen MC som ger en MC-skattning av medelvirdet till l6sningen av ek-
vationen presenteras forst. Dérefter kommer funktionen MC_sample som genererar ett
sampel till MC-funktionen och sist presenteras funktionen MSE_MC som berdknar MSE for
var MC-metod.

Written by Dimitri

Gives an MC solution to the Poisson equation in two dimensions with
stochastic right hand side.

S: # of sample points along each axis
L: Decides the truncation at 2”L terms for each dimension
k, alpha: Random coefficient distribution parameters,

i.e. Var[a_{n, m}] = k"2x (n"2+m"2) " (—alpha/2)
iter: # of iterations to take the mean of

o0 o0 o o o o o° o0 OO o° o

function E_approx = MC(S, L, iter, k, alpha)

nm = repmat ((1:2"L)."2, [2"L, 11]);

nm = nm + nm';

% Values of sin(nx_s) in sample points x_s
sinvals=sin (repmat (linspace (0,pi,S)"',1,2"L) .*xrepmat ((1:27L),S3,1));
u_sum = zeros(S);

for i = l:iter % Create sum of sampels of u_L(x)
u_sum = u_sum + MC_sample (k, alpha, nm, sinvals);

end

E_approx = u_sum / iter; % E_L[u(x)]

end

Written by Dimitri

Gives a sample of u_L(x)

k, alpha: Random coefficient distribution paramters,
i.e. Var[a_{n, m}] = k"2x(n"2+m"2) " (—alpha/2)
nm: Matrix with values nm(n, m) = n"2 +m"2
sinvals: Matrix storing values of sin(nx_s) in samplepoints x_s

o0 o° o o° o0 d° o0 o o

function u_L = MC_sample (k, alpha, nm, sinvals)

% Matrix with values C(n,m) = — X_{n,m}/ (n"2+m"2) ~alpha
C = —k* (randn(size (nm))) .* (nm.”(—l—alpha/4));
u_L = sinvals*Cxsinvals'; % u_L(x) in sample points

end

Written by Kevin and Dimitri

Calculates MC solutions of the Poisson equation in two dimensions
repeatedly. Decides the MSEof the total solution and takes the time to
calculate a specific MSE.

o0 o° o o O O 0 A O o P o

S: amount of points sampled along x and y axis
L: highest MLMC level
k, alpha: Random coefficient distribution parameters,
i.e. Var[a_{n, m}] = k"2x (n"2+m"2) "~ (—alpha/2)
Mmaxpwr : Exponential deciding maximum N = 2"pwr
samples: Number of samples of E_Liu(x)]
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o
S

samples, s_x, s_y)

function [MSE, time] = MSE_MC(S, L, k, alpha, maxpwr,
E_hat_L = zeros(S, S, samples); $ Field E_L[u(x)]
time = zeros(l, maxpwr); % Measured time vector

MSE=zeros (maxpwr, 1) ; MSE vector

x = (s_x — 1)/ (S—1)*pi;
y (s_y — 1)/(S=1)*pi;

o
S

Creating savepath from current date and time
starttime

savepath = sprintf('./data/MSE_MC_%s.mat',starttime);
gcp; % Initialize parallel pool if it doesn't exist
for pwr = l:maxpwr

N = 2"pwr;

tic; % Start time

parfor i = l:samples

E_hat_L(:,:,1i) = MC(S, L, N, k, alpha);

end

time (pwr) = toc / samples; % Average elapsed time

MSE (pwr) = mean(E_hat_L(s_x, s_y, :)."2); %

datestr (datetime ('now', 'Format', 'yyyyMMdd_|

HHmm') ) ;

MSE by second moment

save (savepath, 'MSE', '"time','S"','L', 'alpha', 'maxpwr', 'samples’', ...

's_x','s_y',"'x", 'y ")
end
fprintf ('Done!\n"');
end

B.2 Multilevel Monte Carlo

Hér presenteras de tre viktigaste MATLAB-funktioner som anvinds for MLMC-16sningen
av vart problem. Forst redovisas funktionen MLMC som ger en MLMC-skattning av medel-

viardet av losningarna till ekvationen. Déarefter presenteras

funktionen MLMC_level som

generar sampel pa de olika MLMC-nivaerna och sist redovisas funktionen MSE_MLMC som

berdknar MSE féor MLMC-implementationen av problemet.

Written by Kevin

Gives an MLMC solution of the Poisson equation with
hand side.

o0 o o° o0 o° o o° o° o° o°

function E_approx MLMC (S, N, k, alpha)

stochastic right

indice 1+1 for level 1

~(—alpha/2)

N: Vector for # iterations on each level 1,

k, alpha: Random coefficient distribution parameters,
i.e. Var[a_{n, m}] = k"2x (n"2+m"2)

S: # of points sampled along x and y axis

L = length (N (N~=0))—-1;

E_approx = zeros(S,S);

nm = repmat ((1:2"L)."2,2"L,1);

nm = nm+nm'; % Matrix with values nm(n, m) = n*2 + m"2

% Values of sin(nx_s) in sample points x_s

sinvals = sin(repmat (linspace(0,pi,S)"',1,2"L) .*xrepmat (
for 1=0:L
sinvals_1 = sinvals(:,1:2"1); % Truncates to mat
nm_1 = nm(1l:2"1, 1:27°1); % Truncates to mat
sum_u = zeros(S,S);
for iterations=1:N(1l+1l) % Create sum of N_1 1l:th 1
sum_u = sum_u + MLMC_level(l, k, alpha, nm_1,
end
E_approx = E_approx + sum_u/N(1+1); $ B _L[u(x)]
end
end

Written by Kevin

o
S
o
S
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Gives a sample of the 1l:th level solution u_l—u_{1-1}
The variance is k* (n"2+m”2)”" (—alpha/2)

1: The concerned level
k, alpha: Random coefficient distribution parameters,
i.e. Var[a_{n, m}] = k"2x (n"2+m"2) " (—alpha/2)
nm_1: Matrix with values nm(m,n)=m"2+n”"2
sinvals_1: Values of sin(nx) at different points

o0 o o o o° o o o o

function u_1_diff = MLMC_level(l, k, alpha, nm_1, sinvals_1)
if 1~=0

% Matrix with values C(n,m) = —X_{n,m}/ (n"2+m"2) ~alpha for (n,m) in S_1
C = —k=*[zeros (27 (1—1)), randn (2"~ (1—1));
randn (2" (1—1)), randn(2”(1—=1))].*(nm_1.”(—1—alpha/4));

u_l_diff = sinvals_lxCxsinvals_1"'; $ u_l(x)—u_{1—1}(x) in sample points
else

% Handles case 1=0 separately

u_l_diff = sinvals_1l* (randn*kx2"(—1l—alpha/4))*sinvals_1";
end
end

Written by Kevin

Calculates MC solutions of the Poisson equation in two dimensions
repeatedly. Decides the MSE of the total solution and takes the time to
calculate a specific MSE.

0 o0 o° o o° o O o° o o° o° o° o

S: amount of points sampled along x and y axis

L: highest MLMC level

k, alpha: Random coefficient distribution parameters,

i.e. Var[a_{n, m}] = k"2x (n"2+m"2) "~ (—alpha/2)

maxpwr : Exponential deciding maximum N_tot = 2"pwr

samples: Number of samples of B Llu(x)]
function [MSE, time] = MSE_MLMC (S, L, k, alpha, maxpwr, samples, s_x, s_y)
load('./data/cost.mat"); % Load file with cost on each level 1
C_1l = costl(l:(L+1))"'; % From the loaded file

x = (s_x — 1)/ (S—1)*pi;
y = (s_y — 1)/ (S—1)*pi;
frac_level = lfrac(L, k, alpha, C_1l, x, y); % Theroretical N_1 normalized

%N_1 = zeros (maxpwr,L+1); % N_1 values matrix
E_hat_1 = zeros(S, S, samples); % Field E_L[u(x)]

time = zeros (maxpwr, 1); % Measured time vector
MSE = zeros (maxpwr,1l); % MSE vector

o

% Creating savepath from current date and time
starttime = datestr (datetime('now', 'Format', 'yyyyMMdd_HHmm')) ;
savepath = sprintf('./data/MSE_MLMC_%s.mat',starttime);

gcp; % Initialize parallel pool if it doesn't exist
for pwr = l:maxpwr
N_1 = round(2"pwr*frac_level);
tic; $Start time
for 1 = l:samples
E_hat_1(:,:,1) = MLMC(S, N_1, k, alpha);
end
time (pwr) = toc / samples; %Averaged elapsed time
MSE (pwr) = mean(E_hat_1(s_x, s_y, :)."2); % MSE by second moment
save (savepath, '"MSE', 'time', 'S','L', 'alpha', 'maxpwr', 'samples', ...
's_x'",'s_y','x","y"'",'N_1", "frac_level');
end
fprintf ('Done!\n")
end
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B.2.1 Sampelberikning for MLMC

Har redovisas for de funktioner som anvéands for att berdkna N;, d.v.s. det optimala anta-
let sampels pa varje niva i MLMC-implementationen. Forst dr funktionen 1frac som ger
vilken andel av iterationerna som ska genomforas pa respektive niva. Dérefter presenteras
levelvar som ger variansen pa pa varje niva [ och sist timecost som berdknar tidskom-
plexiteten for sampels pa de olika nivaerna [ genom att upprepat kalla pa MLMC_level.

Written by Kevin

k, alpha: Random coefficient distribution parameters,

i.e. Varla_{n, m}] = k"2 (n"2+m"2) " (—alpha/2)
L: Maximum level 1
costl: Costs on each level 1

o0 o° o o0 o0 o° o° o o

function N_1_norm = lfrac(L, k, alpha, costl, x, V)
V_1l=levelvar (L, k, alpha, x, Vy);
N_l=sqgrt (V_1./costl);

N_1_norm = N_1 / sum(N_1);

end

o° o° o

Normalize

Written by Kevin

Returns a vector of the average variance of u_l—u_{1-1}
Indice 1+1 for level 1

L: Maximum level 1
k, alpha: Random coefficient distribution parameters,
i.e. Var[a_{n, m}] = k"2% (n"2+m"2) " (—alpha/2)
S: Sample points along each axis
X Concerned point x
y: Concerned point y

o o® o O O O O A A o P o

function V_1 = levelvar (L, k, alpha, x, V)
V_1l=zeros(l,L+1);
for 1=0:L
for n=1:2"1
for m=max (2" (1—1)+1,n+1) :2"1

% Adds non—diagonal terms
V_1(1+1) = V_1(1+1)+kx (m"2+n"2)"(—2—alpha/2)~*...

Calculates the optimal fraction of calculations on each level

Variances on each level 1
Scale factor for # of iterations

((sin(n*x)*sin(mxy)) "2 + (sin(m*x)x*sin(nxy))"2);

end
if n > 27 (1-1)
% Adds diagonal terms
V_1(1+1) = V_1(1+1)+kx (2%«n"2)"(—2—alpha/2)*...
(sin(n*x)*sin(nxy)) ."2;
end
end
end
end

Written by Kevin

Calculates the time cost for MLMC levels up to level L.

S: amount of points sampled along x and y axis
L: highest MLMC level
k, alpha: Random coefficient distribution parameters,

o0 o0 o° o° o o° o° o°

function [t, iter] = timecost (S, L, k, alpha, tlimit)
t=zeros (L+1,1);

o

% Creating savepath from current date and time
starttime=datestr (datetime ('now', 'Format', 'yyyyMMdd HHmm'")) ;
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savepath=sprintf ('./data/timecost_%s.mat',starttime);

nm = repmat ((1:2"L)."2,2"L,1);
nm = nm+nm'; % Matrix with values nm(n, m) = n"2 + m"2

% Values of sin(nx_s) in sample points x_s
sinvals = sin(repmat (linspace(0,pi,S)',1,2"L).+xrepmat ((1:27L),S,1));

for 1=0:L
sinvals_1 = sinvals(:,1:2"1); % Truncates to match level 1
nm_1 = nm(1l:2"1, 1:271); % Truncates to match level 1
sum_u = zeros (S, S);
iter = 0;

tStart = tic;

while (toc(tStart) < tlimit)
% Stores the sum of all l:th level solutions
sum_u = sum_u + MLMC_level(l, k, alpha, nm_1, sinvals_1);
iter = iter + 1;

end

t (1+1) = toc(tStart) / iter;

save (savepath, 't', "iter');

end
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