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Sammanfattning

I denna rapport har vi utforskat olika metoder som léser handelsresandeproblemet
med hjilp av rumsfyllande kurvor. Vi har utgatt fran en klassisk algoritm av Bartholdi
och Platzman och férbattrat den med avseende pa 16sningslingd med tva egna algorit-
mer. Vi har under arbetets gang utvecklat programvara som anviander dessa algoritmer.
Vi har undersdkt korningstid, 16sningsléngd och stabilitet f6r de olika algoritmerna och
analyserat resultaten. Rapporten innehaller &ven en inledande teoretisk beskrivning av
planfyllande kurvor och NP-komplexitet.

Abstract

In this paper we have explored different ways of using space-filling curves to solve
the travelling salesman problem. Starting with a classical algorithm by Bartholdi and
Platzman we developed two new algorithms with better solutions with respect to total
solution length. During the process we developed software incorporating these algo-
rithms. We compared tour length, calculation time and stability of these methods with
the classical approach, and analysed the results. A theoretical introduction to space-
filling curves and NP-complexity is provided as well.
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Forord

Denna rapport har gjorts som en del av ett kandidatarbete vid Matematiska vetenskaper pa
Chalmers varen 2012. Arbetet har primért utforts av Andreas Henriksson och Hakim Khalafi
vid Teknisk Matematik samt Simon Hall vid Teknisk Fysik.

Genom arbetets gang har en gemensam loggbok {orts, samt tre individuella loggbdcker. Dessa
loggbocker innehaller detaljerad information om hur arbetet fortskridit samt tidsangivelser
for individuella och gemensamma arbetstillfallen.

Da detta arbete har utforts av tre personer har alla gruppmedlemmar haft en del i de flesta
arbetsmomenten. En grov arbets- och ansvarsférdelning f6ljer nedan.

Produkt - Utveckling av var lésare
e Huvudsakligt utvecklingsansvar - Andreas

e Assisterande programmerare - Simon

Analys - Utvirdering av var lésare
e Stabilitetsanalys - Hakim
e Prestandaanalys - Simon

e Berikningstidsanalys - Simon

Kvalitativ analys - Hakim

Jémforande med andra algoritmer - Andreas

Rapport - Sammanstillning av slutrapporten
e Forord - Simon
e Bakgrund - Hakim
e Syfte - Hakim
e Teori (Berdkningskomplexitet) - Hakim
e Teori (NP-Problematiken) - Simon
e Teori (Planfyllande kurvor) - Simon
e Teori (Teoretisk optimal 16sningsldngd) - Simon
e Genomforande (Standard) - Andreas
o Genomftrande (Punktbyte) - Andreas
e Genomftrande (Smartsplit) - Andreas
e Resultat (Prestanda) - Simon
o Resultat (Stabilitet) - Hakim
e Resultat (Ber#ékningstid) - Simon
e Resultat (Berdkningstid) - Simon
o Slutsatser och Diskussion (Analys av Prestanda) - Hakim
o Slutsatser och Diskussion (Stabilitet) - Hakim

o Slutsatser och Diskussion (Korningstider) - Hakim



1 Inledning

Den hir studien beskriver ett séitt att l6sa handelsresandeproblemet (Travelling Salesman
Problem - TSP) med hjilp av en sérskild typ av kurvor. Handelsresandeproblemet gar ut pa
att hitta kortaste vigen mellan N antal punkter i planet om man skall besoka varje punkt
endast en gang. Traditionellt betraktar man punkterna som stéder och losningen beskriver
da kortaste viigen mellan dessa.

Det finns manga andra praktiska tillimpningar &n just stider. Till exempel att hitta det
snabbaste och effektivaste sittet for en borr att borra ett antal hal i ett kretskort. Problemet
ar enkelt att beskriva men svart att 16sa. Handelsresandeproblemet tillhér ndmligen klassen
av problem som &r sa kallade NP-kompletta [1]. Grovt sett innebér detta for handelsresan-
deproblemet att en optimal 16sning blir mycket svarare att hitta for sma Skningar i storleken
pa problemet. Just for handelsresandeproblemet Skar antalet mojliga 16sningskombinationer
som n-fakultet.

1.1 Bakgrund

TSP definierades pa 1800-talet av den irlandska matematikern W.R. Hamilton och brittiske
matematikern Thomas Kirkman. Den generella formen av TSP verkar dock inte ha studerats
forrén 1930 av matematiker i Wien och pa Harvard. Pa 50-talet 6kade problemet i popularitet
i olika vetenskapliga sammanhang i Europa och USA dir framstaende insatser gjordes av
matematiker pA RAND Corporation i Santa Monica. Dessa matematiker uttryckte problemet
med hjélp av linjarprogrammering och utvecklade cutting-plane metoden for dess 16sning.
Med dessa metoder 16ste de ett problem med 49 stider optimalt genom att bevisa att inga
andra vigar kan vara kortare. Pa 70-talet lyckades man 16sa problem med upp till 2392 stéder
med cutting-plane metoden och branch-and-bound metoder.

P& 90-talet publicerade Gerhard Reinelt TSPLIB, en samling problem med varierande svarig-
hetsgrad som har 16sts optimalt. Manga forskargrupper har sedan dess anvint TSPLIB som
ett sorts prestandatest gentemot sina egna losningar. Cook m.{l. [2] visade 2005 en optimal
rutt for ett problem med 33 810 stdder, numera det stérsta optimalt 16sta TSPLIB-problemet.
Skall man 16sa TSP for miljontals stider maste man anvinda metoder som ger icke-optimala
16sningar. Var studie utforskar en av dessa metoder.
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Figur 1: Olika algoritmer fér att 16sa TSP och deras tidskomplexitet. En seriestrip fran
xked.com [3]

1.2 Vart fokus

Kurvtypen som anvinds i denna studie kallas f6r planfyllande kurvor (fér exempel se fig. 2).
Enkelt sett beskriver planfyllande kurvor ett sétt att besdka varje koordinat i ett omrade i
en viss ordning.
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Figur 2: Hilbertkurvan [4] i sex generationer. Kurvan anvinder fyra rektangulira delar i sitt
itereringsmonster och en tydlig fraktalstruktur kan noteras. Detta &r en av kurvtyperna vi
anvinder for att 16sa TSP.
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Ordningen ges av ett forutbestdmt konstruktionssétt och detta kan anvindas for att ordna
ett antal punkter i planet pa. Detta sitt att fa fram en 16sning for TSP bendmns hidanefter
standardséttet och visualiseras i fig. 3. Idag finns ingen kind algoritm som 16ser ett godtyckligt
handelsresandeproblem optimalt p& polynomiell tid (se sektion 3.2) vilket leder till att man
sOker goda approximationer.

Figur 3: Sierpinskikurvans genomlépning av ett antal punkter i planet. Bilden &r gjord av
J.J Bartholdi [5]. Denna bild illustrerar hur en planfyllande kurva kan genomlépa planet i en
viss ordning och dirmed &ven ett antal punkter.

Planfyllande kurvor &r en oerhort snabb l6sningsmetod jimfért med andra approximativa
algoritmer for TSP och kan ge acceptabla 16sningar i vissa tillimpningar. Vi blev inspirerade
att optimera denna 16sningsmetod for att komma nirmare en optimal rutt &n standardséttet
beskrivet i Bartholdis ursprungliga artikel [6].

Lésningensmetoden med rumsfyllande kurvor har férmodligen sitt frimsta anvindningsom-
rade i att 16sa TSP for system med flera miljoner punkter. Metoden hittar en approximativ
16sning pa ett fatal sekunder.



2 Syfte

Studien har forst och framst syftat till att ta fram kortare TSP-vigar &n standardsittet
med planfyllande kurvor. Nar detta uppnaddes lag fokus pa att halla algoritmerna snab-
ba och effektiva, och komma ner till en relativt 1ag berikningskomplexitet (teorin bakom
berékningskomplexitet finns beskrivet i sektion 3.1).

Foljande fragestillningar dr centrala i rapporten.
e Vilken paverkan har konstruktionssittet av vara rumsfyllande kurvor?

Det kan visa sig att olika konstruktionssétt for kurvorna inte paverkar resultatet nimn-
vart, eller tvirtom paverkar oerhort mycket.

e Hur stabila &r 16sningarna med avseende pa stérningar i punktplacering?

Det ar viktigt att veta hur kinsliga ens algoritmer &ar f6ér storningar for att kunna dra
slutsatser om hur robusta algoritmerna &r.

e Hur paverkar fordelningen av punkterna resultatet?

I praktiken kan punkter t.ex. vara mycket mer klustrade - nagot som paverkar optima-
litetsmattet till det sdmre.



3 Teori

Detta kapitel innehaller den bakomliggande teorin som dr nédvéndig for att forsta det Gvriga
materialet i rapporten.

3.1 Beridkningskomplexitet

Nir man underséker hur snabba olika algoritmer #r jimfort med varandra anvinder man
nagot som kallas komplexitetsteori. I vart arbete studerar vi tidskomplexitet som beskri-
ver hur lang tid en algoritm tar pa sig att slutféra som en funktion av problemstorleken.
Detta beskrivs vanligast med ordonotation. Om en algoritm exempelvis kriver 3n? + 5 be-
rakningssteg for att slutfdra en berdkning pa ett problem av storlek n, sa &r dess asymptotiska
tidskomplexitet O(n?), da problemet viixer som n? for stora n.

Polynomet ovan &r ett exempel pa en algoritm som har polynomiell tidskomplexitet. En
algoritm som har O(2") tidskomplexitet kallas for exponentiell. Man kan da se att for en liten
dndring i problemstorleken 6kar en exponentiell algoritm mycket kraftigare i berdkningstid
an en polynomiell hade gjort.

Handelseresandeproblemet kan 16sas optimalt genom att underscka alla kombinationer av
vigar som dr mojliga. Problemet ér bara att korningstiden for en sidan 16sning dr O(n!)
vilket redan for tiotals stider ger vildigt lang kérningstid. Standardsittet att 16sa TSP pa
med planfyllande kurvor kréver dock endast O(nlogn) vilket &r oerhért mycket snabbare.
En hirledning av vara beriikningskomplexiteter sker i analys och slutsatser (se kapitel 6).

3.2 NP-problematiken och approximativa lésningar

Man brukar dela upp problem i olika klasser efter hur svara de &r att l6sa och verifiera.
Denna uppdelning dr nédvindig for att forsta varfér olika problem &r olika svara att l6sa.
Problemklassuppdelningen kan #ven ge information om hur svarighetsgraden #ndras med
problemstorleken.

Vissa klasser av problem &r ofta enkla att 16sa dven for stora system. Andra problemklasser
kan ha en kraftig 6kning av berikningskapacitetsbehov dven fér sma dndringar i problem-
storleken.

3.2.1 Klassen NP - Den storsta kategorin problem

Den storsta klassen problem brukar benfdmnas NP-problem. Klassen NP har sedan ett antal
underkategorier som P, NP-kompletta och NP-svara problem. En schematisk bild aterfinns i
figur 4.



Figur 4: En schematisk bild 6ver de olika komplexitetsklasserna med antagandet P # NP.
Problemklassen NP-svar ligger delvis i NP och delvis i andra komplexitetsklasser.

NP &r i sig en vildigt diffust definierad problemklass och innefattar en mycket stor grupp
problem. Ofta &r det férst néir man specificerar problemets underkategori som man far nagon
relevant information om problemets egenskaper.

NP star for “non-deterministic polynomial time” och problem i denna klass kan 16sas med
icke-deterministiska metoder inom polynomiell tid. Dessa problem har 16sningar som karakte-
riseras av att de kan verifieras inom polynomiell tid &ven med helt deterministiska algoritmer.

Skillnaden mellan en deterministisk och en icke-deterministisk algoritm &r att en icke-deterministisk

algoritm kan ge olika resultat vid varje korning trots identiska férutséittningar. En helt de-
terministisk metod kommer dock alltid att ge exakt samma resultat efter varje kérning givet
att ingadngsdatan ar oférandrad.

3.2.2 Klassen P - Problem som ofta &r 16sbara i praktiken

Problem i P-klassen dr alltid l6sbara inom polynomiell tid med en deterministisk algoritm.

Att problem i P-klassen kan I9sas inom polynomiell tid innebér vissa begridnsningar pa hur
mycket svarare problem blir att 16sa med 6kad problemstorlek. Aven om man inte satt nagon
Ovre grans for hur stort polynomet som begrinsar tidsatgingen far vara, slipper man ofta
explosionsartade okningar i berdkningstiden for sméa forandringar i problemstorleken.

Den viktigaste egenskapen hos klassen P dr att den innehaller problem som oftast &r praktiskt
l6sbara dven for stora system.

3.2.3 Klassen NP-komplett - De svaraste problemen i NP

NP-kompletta problem dr en speciell underkategori till NP-problem. Dessa problem karak-
teriseras av att det inte finns nagon effektiv algoritm for att 16sa dem snabbt. Typiskt for
NP-kompletta problem #r att svarigheten att 16sa ett problem okar enormt &ven for sma
Okningar av problemstorleken.

De kan dven ses som de svaraste problemen i klassen NP. Handelseresandeproblemet har
vissa fragestillningar som dr NP-kompletta. Ett exempel pa detta &r: “givet en rutt A och
en uppsattning punkter, finng det en rutt som &r béttre?”.



3.2.4 Klassen NP-svar - De svaraste problemen i NP eller svarare

En annan problemklass &r NP-svara problem. Dessa problem &r atminstone lika svara som
de svaraste NP-problemen men mdéjligheten finns att de dr svarare én sa. Detta betyder att
det inte med sikerhet gar att hitta en l6sning till problemet inom polynomiell tid &ven med
icke-deterministiska algoritmer. Handelseresandeproblemet i helhet brukar klassificeras som
ett NP-gvart problem. Berdkningstidsskillnaden mellan att 16sa TSP optimalt i ett system
med 10 och 15 punkter ar ca 72 ganger med en véldigt effektiv algoritm [7].

Da NP-svara problem kan vara svarldsliga dven for mycket sma problem brukar man ofta
ta till approximativa l6sningar. Algoritmerna f6r att hitta dessa approximativa lésningar
ligger oftast i klassen P och den approximativa 16sningen kan ses som att man reducerar
problemklassen fran NP-gvart eller NP-komplett till P. Priset for problemklassreduceringen
ar att 16sningen med storsta sannolikhet inte blir optimal.

3.2.5 Komplexitetsproblemet P = NP?

?P = NP7 ar ett olost komplexitetsproblem. Fragestillningen &r om man med rétt algoritm
skulle kunna reducera alla problem i klassen NP till P utan att gora avkall pa 16sningskvalitén.
Om detta skulle visa sig vara sant skulle det innebéra att det skulle vara teoretiskt mojligt
att 16sa alla problem i NP-klassen inom polynomiell tid. Detta skulle férhoppningsvis kunna
leda till utvecklandet av smartare algoritmer fér manga problem.

Om antagandet skulle stimma skulle det kunna innebéra att man kan 16sa TSP optimalt pa
polynomiell tid. Detta skulle pa sikt kunna innebdra att vi inte behdver anvinda approxi-
mativa metoder ens for stora system. Det skulle dven innebéra att P-delen i figur 4 skulle
vixa och helt ticka NP-delen i figuren och enbart limna ett litet fragment av den NP-svara
méngden.

Man ska dock ha i atanke att bara for att ett problem kan 16sas inom polynomiell tid beh&ver
det inte betyda att just den algoritmen &r praktiskt anvindbar. Klassen P sdtter ingen
begrénsning pa polynomet och tillhérande berdkningstid skulle mycket val kunna vixa alltfor
snabbt for att vara av praktisk nytta.

3.3 Planfyllande kurvor

Planfyllande kurvor &r en speciell familj av kurvor som karakteriseras av att de trots sin
endimensionella natur besoker varje punkt i ett omrade i R?. Anledningen till att detta &r
mojligt 8r att kurvorna har en speciell sorts fraktalstruktur [8].

Det faktum att kurvorna dels har en planfyllande natur och dels en kurvnatur medfor att
kurvan kommer att besoka varje punkt i ett omrade i en bestdmd ordning. Det &r denna
egenskap som man utnyttjar ndr man anvinder planfyllande kurvor fér att 16sa handelsere-
sandeproblemet. Det har visat sig sig att vissa speciella planfyllande kurvor genoml&per en
uppsdttning punkter i ett omrade pa ett sddant sitt att det blir en approximativ 16sning till
handelsresandeproblemet.



3.3.1 Matematisk beskrivning av planfyllande kurvor

Planfyllande kurvor har en strikt matematisk definition. Férutsattningarna for definitionen

ar:

e Lat 2 € R? med euklidisk norm och I = [0,1] € R.
o Lat f.(A)! vara avbildningen av A med f.

e Lat Jo(A) vara Jordanmattet i R? av A.

Med forutsittningarna ovan lyder den matematiska definitionen:

Om f &r en kontinuerlig avbildning sadan att: f : I — Q och Jo(f.(I)) > 0 sd ér f.(I) en

rumsfyllande kurva.

3.3.2 Design av planfyllande kurvor

Planfyllande kurvor kommer i odnd-
ligt manga varianter, alla med olika
egenskaper och utseende. Den vikti-
gaste egenskapen hos en planfyllande
kurva dr att den bestker varje punkt
i ett omrade Q € R? minst en gang.
Detta ar ekvivalent med att kurvan
har ett positivt Jordanmatt.

For att bygga kurvor som uppfyl-
ler kriteriet med att besoka varje
punkt minst en gang anvénds van-
ligtvis iterationsmonster. Det &r ite-
rationsmonstret som bygger upp kur-
vorna och ger dem dess fraktalstruk-
tur. Det &r vanligt, men ingen nédvén-
dighet, att anvinda sjdlvliknande kur-
vor. Sjélvliknande kurvor har samma
struktur oavsett vilken “inzoomning”
man anvénder sig av. Detta illustreras
val 1 figur 5.

Vanligtvis brukar man anvinda ett
grundldggande kurvsegment som bygg-
sten for de planfyllande kurvorna.

Figur 5: Figuren forestéller Barnsleys ormbunke som
dr en sjdlvliknande struktur. Vi kan se att figuren
enbart bestar av ett enda segment som skalas och
roteras. Detta enda segment bygger sedan upp hela
figuren. Vara planfyllande kurvor uppvisar liknande
beteenden.

Detta kurvsegment kan sedan roteras/spegelvindas for att skapa olika varianter som sedan
pusslas ihop. Dessa kurvsegment kan ses som de legobitar som bygger upp hela den planfyllan-
de kurvan. Schematiskt beskrivs dessa kurvsegment med deras utgangs- och ingangspunkter
samt deras utbredning. Detta brukar askadliggéras med en ruta och en pil dir pilens bakre
del &r inledningspunkten och dess spets &r avslutningspunkten. Detta askadliggors i figur 6.

IHr ar f den funktionen som definerar avbildningen och fi(A) den konkreta avbildningen av A med f.



Figur 6: Tva faktiska kurvsegment (véinster) och deras schematiska beskrivning (hoger). Den
schematiska beskrivningen ger information om segmentets ingdng- och utgangspunkt samt
dess utbredning.

Dessa kurvsegment byggs sedan ihop efter nagot specifikt iterationsménster. Processen upp-
repas sedan for varje delomréade och pa sa vis far man en sjdlvliknande fraktalstruktur. Detta
forklaras bast i figur 7.

o —==0

Figur 7: Uppbyggnad av en hel planfyllande kurva genom kombinering och skalning av kurv-
segment. Just detta schema skulle kunna vara en del av Peanokurvan. I figuren svarar de
smé cirklarna mot segmentets ingangs- och utgangspunkt.

Genom att anvinda scheman som det i figur 7 kan man bygga upp kurvor som efter odndligt
méanga iterationer nar precis alla punkter i omradet minst en gang. P4 grund av datorernas
diskreta och #dndliga natur dr det dock inte praktiskt mojligt att generera en odndligt fin
planfyllande kurva. Med andra ord kan en datorgenererad planfyllande kurva aldrig bli plan-
fyllande i dess sanna bemérkelse. Detta kommer dock inte att medféra nigon begrinsning i



var praktiska tilldmpning vilket vi visar i kapitel 4.1.

3.3.3 Peanokurvan

Peanokurvan var den forsta kvadratiska planfyllande kurvan och upptécktes 1890 av Giuseppe
Peano. Peanokurvan anvéinder 9 stycken rektanguldra segment i sitt iterationsmonseter och
en schematisk bild 6ver Peanokurvans uppbyggnad aterfinns i figur 7. Peanokurvan har inte
visat sig sarskilt effektiv for att hitta bra 16sningar till generella TSP, nagot vi &ven bekriftade
i resultatdelen.
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Figur 8: Peanokurvan i tre generationer. Peanokurvans komplexitet vixer snabbt med antalet
generationer da den bygger pa en niofaldig symmetri.

3.3.4 Hilbertkurvan

Hilbertkurvan dr en klassisk rumsfyllande kurva som anviinder fyra rektangulira segment i
sitt iterationsmonster. Hilbertkurvan har visat sig vara effektivare dn Peanokurvan for att
16sa praktiska TSP-problem. Effektiviteten i kombination med den behfindiga symmetrin har
gjort Hilbertkurvan populér pa senare tid. En grafisk representation av kurvan aterfinns i
figur 9.

.

Figur 9: Hilbertkurvan i sex generationer. Hilbertkurvan &r en relativt littarbetad planfyl-
lande kurva d& den enbart bygger pa réta linjer.

En annan fordel med Hilbertkurvan ar att det dr enkelt och smidigt att fordndra iterations-
monstret utan att stéra kurvans planfyllande egenskaper. Det dr denna egenskap vi utnyttjat
i var Smartsplitalgoritm for att forbéttra kurvans effektivitet i 16sningen av TSP.



3.3.5 Sierpinskikurvan

Sierpinskikurvan har tva trianguldra kurvsegment vilket skiljer sig fran bade Hilbert- och
Peanckurvan. En grafisk representation av iterationsmdonstret ges i figur 10.

— 7\

Figur 10: Iterationsmoénstret fér en Sierpinskikurva i tva generationer. Vi kan se att Sier-
piniskikurvan anvénder en trianguldr symmetri.

Den trianguldra symmetrin gor att Sierpinskikurvan &r besvarlig att arbeta med och modifiera
i praktiska tillimpningar. Trots problemen med triangelsymmetrin anvénds Sierpiniskikurvan
ofta i verkligheten da den har visat sig vara mycket snabb och effektiv. Sierpiniskikurvan
askadliggors i figur 11.

) (oni

Figur 11: Sierpinskikurvan i tre generationer. Triangelsymmentrin yttrar sig i de 45-gradiga
vinklarna som uppkommer i kurvstrukturen.

3.3.6 Modifiering av iterationsmonster for planfyllande kurvor

For att skapa en planfyllande kurva krévs ett iterationsmonster. Vanligtvis ar dessa itera-
tionsmonster hogst specifika och icke-dynamiska. Till exempel bygger Hilbertkurvan pa att
man delar in varje segment i fyra nya lika stora segment genom hela processen.

Detta iterationsmonstret gar dock att modifiera sa linge man behaller de planfyllande kur-
vornas grundlidggande egenskaper; kurvan far aldrig brytas och alla punkter i omradet maste
bes6kas minst en gang.
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Man skulle kunna ténka sig att dela upp varje segment i Hilbertkurvan i fyra segment med
olika storlek si lange ovanstaende villkor &r uppfyllda. Dessa segment behdver inte heller
vara av konstant storlek utan storleken skulle till exempel kunna baseras pa andra faktorer.
Exempel pa detta kan vara koncentrationen av stider i just ett delomrade. Detta &r grunden
till var Smartsplitalgoritm.

Liknande modifikation gar sjilvklart att géra for andra kurvtyper. Till exempel kan man
tinka sig att skapa trianglar med olika storlek i Sierpinskikurvan.

3.4 Teoretisk approximation for optimal 16sningslidngd

TSP &r ett erkiint svart problem att 16sa exakt och saledes dr det ofta svart att veta den
optimala l6sningsldngden. Dock kan det ibland vara bra att kunna gora en teoretisk approx-
imation, till exempel da man vill uppskatta kvaliteten hos en approximativ 16sning.

Detta problem underséktes av Beardwood, Halton och Hammersley och deras slutsatser pre-
senterades i artikeln "The shortest path through many points” ar 1959 [9]. De undersdkte
uniformt férdelade punktméingder och kom fram till att den kortaste strickan mellan punk-
terna var:

l ~ 0.53V2N A (1)

uniform

I denna ekvation star N for antalet punkter i problemet och A &r arean for det minsta
ratblocket som innesluter alla punkterna.
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4 Genomforande

4.1 Omodifierade planfyllande kurvor

For att 16sa TSP med planfyllande kurvor pa det klassiska sdttet, borjar vi med att transfor-
mera alla koordinater till kvadraten [0, 1] X [0, 1]. Varje punkt tilldelas sedan ett kurvnummer,
som &r en approximering av hur langt in pa den planfyllande kurvan punkten hamnar. Punk-
terna sorteras sedan enligt sina kurvnummer, och resultatet blir en lista med ordningen
punkterna bestks av den planfyllande kurvan.

Kurvnumret for en punkt beréknas genom en iterativ process som motsvarar den rumsfyllande
kurvans sjélvliknande egenskap. Vi beskriver enbart processen for Hilbertkurvan. Ovriga
kurvtyper hanteras pa motsvarande sétt.

Eftersom Hilbertkurvan bygger pa rekursiv uppdelning i fyra delar, dr det naturligt att
betrakta kurvnumret i bas 4. Den mest signifikanta siffran sétts till ett virde mellan 0 och
3, beroende pa vilken av fyra underrutor som punkten ligger i. Punkten transformeras sedan
tillbaka fran underrutan till [0, 1] x [0, 1], d&r transformationen som anviinds beror pa vilken
underruta punkten lag i. Kurvnumrets niist mest signifikanta siffra bestims pa samma sitt,
och processen upprepas till en 6nskad precision, som bestdms av antalet iterationsnivaer k.
Figur 12 beskriver processen i tre nivaer.

Phe ~ ’
”’ ~~~ ’/
0 3 47 0 ® 3 I~ L7 0 3
Phe p 7\\
P ’ S
—_ > —_ —_ —_ S > -
.p ~
1 2 1 2 1 Nl 2
P[>~
~
\\
2 23... 231

Figur 12: Iterativ tilldelning av kurvnummer fér en punkt p. Notera att andra eventuella
punkter i rutorna 0 och 1 i den f&rsta bilden kommer tilldelas ligre kurvnummer &n p.

Da fler &n en punkt tilldelas samma kurvnummer bestks de i odefinierad ordning, vilket leder
till betydligt langre vig. Precisionen pa kurvnumrena maste darfor viljas sa att detta sillan
sker. For ett problem med N uniformt férdelade punkter innebér det att tidskomplexiteten
for att tilldela ett kurvnummer till en punkt dr O (log N). I praktiken innebdr dock detta
inga problem, da precisionen kan véljas tillrickligt hog for att 16sa alla tdnkbara problem
utan ndmnvird inverkan pa koérningstiden.

I stéllet domineras kérningstiden av sorteringssteget, som har tidskomplexiteten O (N log N).

4.2 Punktbyte

For att forbéttra 16sningarnas lingd har vi implementerat ett efterbehandlingssteg med in-
spiration fran en kortfattad beskrivning av Bartholdi och Platzman [6].
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Figur 13: Punkten p speglas vertikalt (v) och horisontellt (h) for tre nivaer.

Indatan till efterbehandlingssteget dr en sorterad lista av punkter med koordinater och kurv-
nummer. For varje punkt och iterationsniva berdknas ett antal olika alternativa kurvnummer
som speglingar in i de bredvidliggande underrutorna pa nivan, detta illustreras i figur 13. Ett
sadant nummer kan beriknas pa konstant tid for en given precision genom att manipulera det
tilldelade kurvnumret. Punktens alternativa platser pa vigen stks upp i den sorterade listan
av punkter med bindrsokning, och for varje sddan plats beridknas skillnaden mellan den tota-
la viglangden, och den resulterade viglangden om punkten skulle flyttas. Kurvnumret som
ger den kortaste viigen sparas undan, och processen upprepas for alla punkter i problemet.
Punktlistan sorteras sedan enligt de nya kurvnumrena.

4.3 Smartsplit

Efter att ha studerat ett antal TSP-16sningar med omodifierade planfyllande kurvor insag vi
att en stor problematik i 16sningarna var oférdelaktiga subintervallindelningar i itererings-
monstret. Grundidén bakom algoritmen visas i figur 14. For klustrade problem mérks detta
tydligt, och den genererade 16sningen hoppar ofta fram och tillbaka mellan kluster onddigt
manga ganger.
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Figur 14: Grundidén bakom Smartsplit. I den vénstra figuren visas en (approximativ) genom-
l6psordning genererad med en omodifierad Hilbertkurva. I den hogra figuren har vi skevat
iterationsmonstret en aning f6r att undvika problematiken med de tva nirbeliigna punkterna
som hamnat pa var sin sida om den horisontella uppdelningslinjen.

Av de tre kurvtyperna vi studerat har Sierpinskikurvan i medel gett de bista losningarna pa
handelsresandeproblemet, se tabell 2 och 3. Trots detta har vi valt att studera modifikatio-
nen pa Hilbertkurvan eftersom alla intervalluppdelningar sker lings koordinataxlarna, vilket
forenklar berdkningarna betydligt.

Eftersom den resulterande kurvan ska behéalla sin kontinuitet krivs att indelningen sker pa
ett sddant sitt att start- och slutpunkterna for de indelade rutorna hamnar bredvid varandra.
For Hilbertkurvan innebir detta att tre olika forskjutningar kan goras vid varje iterationssteg,
i mittenuppdelningen, bottenuppdelningen och toppuppdelningen. Detta illustreras i figur 15.

Toppuppdelning

Mittenuppdelning

Bottenuppdelning

g /

Figur 15: De tre olika forskjutningarna av intervalluppdelningen i Smartsplit. Pilarna mar-
kerar var kurvan gar in och ut i de olika delkurvorna.
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Figur 16: Nllustration av en Hilbertkurva med kraftigt forskjutna intervalluppdelningar.

For att vilja en lamplig uppdelningslinje gar vi igenom en lista av punkterna i omradet.
Punkterna dr sorterade efter x- eller y-koordinaten beroende pa vilken ledd uppdelning sker
pa. Da vi exempelvis gor mittenuppdelningen i figur 15 ska listan vara sorterad efter y-
koordinaterna.

Mellan varje par av bredvidliggande punkter i listan, samt innan den f6rsta och efter den
sista, rdknas ett tal L ut. Talet dr tdnkt som ett relativt matt pa hur lang en 16sning forvéintas
vara givet en uppdelning pa det stillet. Berdkningen sker med den experimentellt framtagna
formeln

L=cVN — KdN (2)

Hér &r c avstandet fran uppdelningslinjen till rutans centrum. N dr antalet punkter. d dr
avstandet mellan punkterna (eller mellan punkt och kant) lings sorteringsaxeln. Uppdel-
ningslinjens position viljs s& ndra centrum som &r mojligt i det tillgdngliga utrymmet.

K &r en konstant som vi bestdmt genom att optimera 16sningsléngden 6ver ett antal problem
av varierande storlek och karaktér. Det visade sig vara fordelaktigt att anvinda olika virden
pa K for de olika typerna av uppdelning. Tabell 1 visar de virden vi anvéint.

Tabell 1: Framriknade véirden pa konstanten K i ekvation (2)

Uppdelning K

Mitten 0.008088
Botten 0.143059
Topp 0.108811

Intuitivt kan parametern K forstas som ett matt pa hur mycket avstindet mellan de tva
punkterna dér uppdelningen sker ska spela in i bedémningen. K = 0 innebir att uppdelningen
alltid hamnar i mitten, alltsd samma beteende som fér den omodifierade Hilbertkurvan.

For att komma fram till ekvation (2) har vi undersokt diverse olika ansatser experimentellt.
Vi har bland annat provat att viga in fler punkter och att hantera omradets h6jd, bredd och
antal punkter pa olika sdtt. Ekvation (2) valdes d& den &r relativt enkel att forsté, och ger
bra resultat for de problem vi studerat.
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4.3.1 Implementation

Genom att underhalla tva olika listor av problemets punkter, sorterade i - respektive y-led,
kan en méngd av N olika punkter delas upp pa O (N) tid. Detta gor vi pa foljande satt:

Alla punkter i listorna innehaller index till sig sjdlva i den andra listan. Da en uppdelning
ska ske mellan tva punkter i till exempel den z-sorterade listan, anvinds dessa index for att
markera punkterna i den y-sorterade listan som hamnar efter uppdelningspunkten. Genom
att anvanda en tempordr lista flyttas sedan de omarkerade punkterna till borjan av den y-
sorterade listan och de markerade till slutet, under bevarandet av deras inbordes ordning.
Slutligen uppdateras z-listans index. Allt detta sker pa linjar tid.

Resultatet blir att listorna kan delas upp vid uppdelningspunkten, och processen kan uppre-
pas pa de bada delarna. Nir endast en punkt aterstar i en punktméngd, liggs den till en lista
och rekursionen slutar. For att kunna kombinera Smartsplit med punktbyte tilldelas punkten
ett kurvnummer, men genom att bes6ka punkterna i samma ordning som den planfyllande
kurvan kan sorteringssteget i slutet undvikas.

4.3.2 Tidskomplexitet

Vi kan dela in algoritmen i tva olika faser. I férberedelsefasen sorterar vi punktlistan pa tva
olika satt, och far tidskomplexiteten O (N log N). Héinvisande index mellan de béada listorna
kan skapas pa linjir tid, vilken ger en total komplexitet pa O (N log N).

For att berdkna tidskomplexiteten i den andra fasen studerar vi varje uppdelningsniva for sig.
P4 den hogsta nivan ska NV punkter delas upp. Som beskrives ovan, kan man bade hitta en
uppdelningspunkt och utféra uppdelningen pa linjér tid. P4 niista niva ska tva punktméingder
delas upp, och vi noterar att summan av punkterna i de bada delarna adr hogst N, vilket
ocksa giller for alla nistkommande nivaer. Antalet nivaer dr N i viirsta fall, vilket ger en
total tidskomplexitet pa O (N?).

I de problem vi studerat vixer dock antalet nivaer snarare proportionellt mot log N. For att
garantera detta kan man lata algoritmen falla tillbaka till en omodifierad Hilbertkurva efter
ett antal uppdelningar.

4.3.3 Smartsplit och punktbyte
Punktbytessteget kan tillampas dven pa Smartsplit, utan férandring. Eftersom uppdelning-

arna ir férskjutna, kommer inte det modifierade kurvnumret motsvara en exakt spegling.
Detta verkar inte ha nagon avgoérande betydelse, och metoden uppvisar bra 16sningsresultat.
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5 Resultat

I denna sektion utvirderar vi prestanda, stabilitet och berdkningstider av de TSP-16sare vi
har utvecklat under arbetets gang. Da dessa l6sare bygger péa olika metoder har vi jamfort
dem mot varandra. En ndrmare beskrivning om hur lésarna utvecklats och vilka algoritmer
de bygger pa aterfinns i kapitel 4.

5.1 Prestanda

Prestandautvirderingarna syftar till att kvantifiera l6sningskvaliteten hos de olika 16sarna.
Losningskvaliteten baseras pa l6sningarnas totala langd.

5.1.1 Utférande av prestandamitning

Prestandauppskattningarna dr baserade pa empiriska tester av 16sarna. For att jimfora 16-
sarnas effektivitet pa olika sorters problem genererades tva uppsattningar problem, en upp-
sattning med uniformt férdelade punkter och en uppsattning med klustrade problem. Totalt
genererades 300 problem av de bada typerna. Problemstorleken var jimn t férdelad mellan
10 000 och 1 000 000 punkter i bégge fallen.

Som matt pa de uniforma 16sningarnas kvalitet anvindes det approximativa optimalitetsvér-
det som begkrivs i kapitel 3.4.

For de klustrade problemen finns inget simpelt approximativt optimalitetsméatt. Detta med-
forde att vi enbart kunde jimfora l6sarnas relativa prestanda for vara 300 genererade problem.
For att fa ldtthanterliga matt normerades alla resultat med det bista, vilket visade sig vara
Sierpinskikurvan med punktbyte.

For att fa ett absolut prestandamatt for problem med klusterstruktur anvindes ett antal
klustrade problem med kinda l6sningar.

5.1.2 Tolkning av tabellerna

For att fa konkreta matt pa losarnas prestanda har vi studerat deras losningsléangder. Alla
resultat utom de i kapitel 5.1.4 indikerar hur mycket 16sningslangden skiljer sig fran det
faktiska eller approximativa optimumet. Till exempel skulle ett virde pa 40% betyda att
16sningen dr 40% léngre dn den bista 16sningen.

I kapitel 5.1.4 svarar procentsatserna for losarnas relativa prestanda. Som norm anvindes
Sierpiniskikurvan med punktbyte.

Fastsplit dr var implementation av Smartsplit. I vara tabeller har vi omnimt 16sare som
anvander Fastsplit kurvnamnF', 16sare som anvinder punktbyte kurvnamnP och l6sare som
anvander bade Fastsplit och punktbyte kurvnamnF P.

5.1.3 Absolut prestanda fér uniformt férdelade problem

Tabellen visar medelvirdet av losningskvaliteten f6r 300 genererade testproblem med uniform
punktférdelning.
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Tabell 2: Medelviarde av absolut 16sningskvalitet for 300 genererade uniforma testproblem
Hilbert | Peano | Sierpinski

Omodifierad 34.1% | 42.7% 31.1%
Fastsplit 30.1% - -
Punktbyte 24.9% - 23.8%

Punktbyte + Fastsplit | 22.7% - -
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Figur 17: En plot 6ver hur den totala 16sningsldngden paverkas av problemstorleken med
konstant area. Datan i plotten dr baserad pa 300 genererade testproblem. Vi kan se att
16sningslangden viixer ungefir som /N vilket ocksa dr forvintat enligt ekvation (1). Vi kan
dven se att alla algoritmernas effektivitet verkar vara relativt opaverkade av problemstorleken.

5.1.4 Relativ prestanda for problem med klusterstruktur

Denna tabell visar medelvirdet av 16sarnas relativa prestanda for 300 genererade testproblem
med klusterstruktur. Som norm anvindes Sierpiniskikurvan med punktbyte.

Tabell 3: Medelvarde av relativ 16sningskvalitet f6r 300 genererade klustrade testproblem
Hilbert | Peano | Sierpiniski

Omodifierad 107% | 115% 105%
Fastsplit 105% - -
Punktbyte 102% - 100%

Punktbyte + Fastsplit | 102% - -

5.1.5 Absolut prestanda for problem med klusterstruktur

Denna tabell visar konkreta resultat fran ett antal foérdefinierade problem och 16sningsmeto-
der. Se kapitel 5.1.1 f6r en mer detaljerad beskrivning.
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Tabell 4: Losningskvalitet for en uppsittning klustrade fordefinerade problem

Punkter | Hilbert | HilbertP | HilbertF | HilbertFP | Sierpinski | SierpinskiP | Peano
1 000 40.5% 35.5% 33.0% 28.9% 37.6% 32.9% 56.8%
1 000 42.3% 31.2% 41.4% 35.3% 41.4% 36.3% 47.2%
1 000 44.1% 37.0% 40.6% 30.1% 37.0% 27.0% 50.6%
1 000 42.4% 40.0% 43.8% 37.4% 37.4% 29.4% 52.2%
1 000 46.7% 39.9% 36.4% 32.5% 43.9% 34.8% 55.3%
1 000 47.6% 41.5% 41.9% 40.7% 42.5% 33.5% 66.6%
1 000 53.4% 45.1% 38.0% 28.5% 54.0% 46.8% 80.9%
1 000 42.5% 34.6% 42.9% 31.1% 47.4% 40.3% 53.9%
1 000 49.5% 41.6% 38.2% 38.8% 41.8% 36.9% 59.0%
1 000 43.7% 42.6% 39.1% 32.5% 38.7% 34.2% 53.8%
3000 50.1% 42.5% 48.8% 40.7% 45.9% 40.3% 57.6%
3 000 51.7% 45.3% 45.2% 38.1% 44.9% 41.2% 55.9%
3000 49.2% 44.6% 42.4% 43.6% 46.1% 46.4% 59.0%
3 000 50.2% 45.4% 43.6% 40.6% 42.8% 38.9% 60.7%
3000 50.7% 43.5% 49.2% 41.3% 48.3% 38.7% 61.3%
10 000 49.9% 42.2% 46.9% 43.4% 44.8% 39.1% 62.6%
10 000 52.2% 46.1% 50.2% 47.1% 51.9% 43.1% 63.0%
10 000 53.4% 48.7% 47.3% 41.7% 49.8% 41.4% 62.3%
31 000 50.0% 46.8% 51.6% 48.1% 50.4% 43.0% 64.7%
31 000 55.2% 49.3% 51.3% 47.2% 50.4% 43.5% 64.2%
100 000 54.5% 47.6% 52.5% 47.8% 51.6% 44.3% 65.8%
100 000 54.9% 47.9% 52.0% 49.1% 52.0% 44.6% 64.2%
316 000 54.8% 47.8% 51.0% 47.5% 51.8% 44.8% 65.4%
Medel 49.3% 42.9% 44.7% 39.7% 45.8% 39.2% 60.1%
Varians 22.1 23.0 31.5 44.3 27.6 28.7 48.6
55X .
o °7
o %X

»
&)
T

S
T

w
w0
T

— B8 — Curves - Hilbert
—%— Curves — Hilbert P
O Curves - Sierpinski
—<— Curves - Sierpiniski P
— < — Curves - Peano
—O— Fastsplit - Hilbert
* - Fastsplit — Hilbert P

Losningslangd
N
o w

T T

N

Il Il Il Il Il J
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Antal stdder

Figur 18: En plot 6ver hur den totala 16sningslingden paverkas av problemstorleken med
konstant area. Datan i plotten &r baserad pa 300 generererade testproblem. Vi kan se att
l6sningsléngden &r kortare &n i det uniforma fallet. Lésningsléingden vixer ungefir lika snabbt
som de uniforma problemen med problemstorleken.
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5.2 Stabilitet

For att ta reda pa hur stor varians det ar i resultatet for vara olika kurvtyper for olika problem
genererade vi 10 000 slumpmissiga problem med 1000 uniformt férdelade punkter vardera.
Dérefter har vi plottat histogram som visar férdelningen av losningsléngder for dessa 10 000
problem.

Vi testade hur bra dessa distributioner stimmer 6verrens med en normalférdelning med ett
Lillieforstest. Det visade sig att alla tre rumsfyllandekurvor vi har anvént har 16sningar som
tenderar att folja en normalfordelning. Detta kan vi sdga med 95% sannolikhet.

Histogram for dessa foljer nedan.
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Figur 19: Histogram for hur 16sningslangder varierar for Hilbertkurvan. For att fa fram detta
resultat har vi genererat 10 000 slumpméssiga problem med 1000 uniformt férdelade punkter
vardera. En normalférdelning kan antydas och tester bekriftar detta.
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Figur 20: Histogram fér hur l6sningslangder varierar for Peanokurvan. For att fa fram detta
resultat har vi genererat 10 000 slumpmiissiga problem med 1000 uniformt férdelade punkter
vardera. En normalférdelning kan antydas och tester bekriftar detta.
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Figur 21: Histogram for hur 16sningsldngder varierar for Sierpinskikurvan. For att fa fram
detta resultat har vi genererat 10 000 slumpmaéssiga problem med 1000 uniformt fordelade
punkter vardera. En normalférdelning kan antydas och tester bekraftar detta.
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(a) Bista losningen med Sierpinskikurvan utav (b) Sdmsta losningen med Sierpinskikurvan utav
10000 korningar. Man kan ana vissa strukturer 10000 kérningar. H&r ser man méanga &verkors-
som skulle kunna vara orsaken till det goda resul- ningar och generellt ndgot mer oordnad struktur
tatet, bland annat viss regelbundenhet som frak- &n i féregiende figur.

taler ocksd uppvisar.

0.5
——=o—— Dalig l6sning
0.45F | — —— - Bra l6sning
——<&—— Bra 16sning med punktbyte
0.4 Dalig 16sning med punktbyte
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Figur 22: Stabilitet for bista respektive sdmsta Sierpinskiproblemet av 10 000. Har har vi
jimfort algoritmerna med och utan punktbyte. Algoritmerna uppvisar liknande stabilitet
oavsett hur bra eller dalig 16sningen ar. For sma epsilon blir det en drastisk 6kning i varians
for att sedan Gverga till vad som verkar vara ett linjirt samband.

Stabilitetsanalysen utférdes pa ett givet problem med 500 punkter. Varje punkt i problemet
har blivit stort fran sitt ursprungslige ett slumpmissigt avstand med en normalférdelnings-
sannolikhet. Ett problem har sedan stérts 2000 ganger om for ett visst epsilon tillhérande
normalférdelningen. Direfter har variansen extraherats for varje epsilon sa att vi pa sa vis
far ett matt pa hur stabila vara losningsalgoritmer &r.

Vi maéter helt enkelt hur mycket vara l6sningsmetoder varierar i lingdmatt beroende pa hur
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mycket vi stor problemet for att se hur robusta algoritmerna &r. Analysen har gjorts for bade
uniforma och klustrade problem.

Nedan visar vi resultaten av stabilitetsanalysen fér klustrade problem.
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(a) Problem 2103. 5 ritt sym- (b) Problem 64722. 5 ndgot (c) Problem 9671. Hir &r 3
metriskt férdelade kluster. mindre regelbundna kluster kluster sd nédra varandra att
de bildar ett storre kluster.

Figur 23: Dessa 3 problem valdes f6r att de uppvisade distinkta skillnader. Vér férhoppning
med detta var att fa mer givande resultat.
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Figur 24: Stabilitetsanalys for problem 2103 med olika l6sningsmetoder. Hér blir Fastsplit
mest stabil och Hilbert med punktbyte minst stabil.
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Figur 25: Stabilitetsanalys for problem 64722 med olika 16sningsmetoder. Har blir Hilbert
mest stabil och Fastsplit med punktbyte minst stabil.
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Figur 26: Stabilitetsanalys for problem 9671 med olika l6sningsmetoder. Har blir Sierpinski
mest stabil och Hilbert med punktbyte minst stabil. En tydlig puckel syns f6r Hilbert med
punktbyte och detta understks vidare i kapitel 6.

Resultatet av stabilitetsundersékningen fér uniformt problem visas nedan.
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Figur 27: Stabilitetsanalys for uniformt problem 9671 med olika l6sningsmetoder. H&r blir
Sierpinski mest stabil och Sierpinski med punktbyte minst stabil.

5.3 Berdkningstid

Berdkningstiden har utvirderats empiriskt genom ett stort antal exekveringar. Datan for
uniforma problem finns sammanstélld i figur 28 och datan fér klustrade problem i figur 29.
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Figur 28: En grafisk representation av berdkningstiden fér uniforma problem for vara olika
l6sare. Vi ser att l6sningstiderna forefaller vixa ungefir linjart med sma antydningar till
konvexitet.
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Figur 29: En grafisk representation av beridkningstiden for klustrade problem for vara olika
l6sare. Aven hir vixer berdkningstiderna néstintill linjirt med problemstorleken. Dock ser vi
att vissa algoritmer arbetar snabbare pa klustrade problem &n for uniforma och vice versa.

27



6 Slutsatser och diskussion

I slutsatser och diskussion analyserar vi de resultat vi har och besvarar de fragor vi stillde i
syftesdelen av rapporten.

6.1 Analys av prestanda

For vara tre rumsfyllande kurvor utan Fastsplit eller punktbyte visade sig Sierpinskikurvan
vara bist for bade klustrade och uniforma problemuppsittningar. Vi tror att detta beror
pa att dess specifika konstruktionssitt ger mest 6nskvirda symmetriegenskaper for handels-
eresandeproblemet. Sdmst blev Peanokurvan som ofta ger vigar upp till 15 procentenheter
langre Sierpinskikurvornas losningsvigar for klusterstrukturer. (se tabell 4 och fig. 17).

Nir vi sedan anvinder vara modifierade algoritmer si som Fastsplit och punktbytesmetoder
ser vi att en kombination av punktbyte och Fastsplit for Hilbertkurvor ger oss bést prestanda
(se fig. 17) for uniforma problem.

For klustrade problem &r Sierpinski med punktbyte bist. Detta beror férmodligen pa att Si-
erpinskikurvan genomléper klustrade strukturer pa ett férdelaktigt sitt. Fastsplit med punkt-
byte kommer dock mycket nira och &ar i genomsnitt tva procentenheter lingre i vig.

Dessa forsok fick oss att vilja undersoka ett par saker ndrmare. Bland annat hur bésta och
sdmsta uppsittningen punkter kan se ut for vara kurvtyper, och hur stabila vara l6snings-
metoder dr. Resultaten av dessa forsck analyseras i féljande sektioner.

6.1.1 Uniforma och klustrade problem

Hur paverkar férdelningen av punkterna resultatet?

Vi kan se att vara losare ger losningar till klustrade problem med sdmre optimalitet &n
for uniforma problem. Skillnaden &r ungeféir 15 procentenheter (se tabell 4 och fig. 17) for
omodifierade 16sningssiitt, punktbyte och Fastsplit. Detta beror pa att kurvtyperna genom-
l6per punktuppsittningarna pa ett valdigt strukturerat sitt, vilket fungerar bra fér uniforma
problem men stéller till det nér klustrena ligger olagligt.

Var Fastsplit-algoritm designades fér att handskas med just detta problem. Fastsplit forbatt-
rar Hilbertkurvan genom att strukturera om den pa ett séitt som tar klusterformationen i
beaktelse.

Totalt sett verkar Sierpinskikurvan och Fastsplit vara bést for uniforma och klustrade pro-
blem.
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6.2 Stabilitet

Nér vi understker hur fordelningarna av optimalitet ser ut for Sierpinski, Hilbert och Pe-
anokurvor for uniforma problem ser vi att de i hogsta grad dr normalférdelade. Detta f6ljer
av att optimalitetsmatten &r en summa av en stor méngd avstand punkter emellan. Des-
sa avstand har samma sannolikhetsfordelning och dndlig varians och kommer dérfor enligt
centrala gransvirdessatsen att ge oss en slutsumma som ar normalférdelad.

Vi undersokte for- och nackdelar med stor varians och kom fram till att den framsta nackdelen
ar att resultatet man far blir for osékert for vara tre kurvtyper. En fordel kan vara att man
ibland far en riktigt bra 16sning till ett visst problem, detta vigs dock upp av att man har
lika stor sannolikhet att fa en riktigt dalig l6sning.

For bista respektive sdmsta Sierpinskilésningarna utav 10 000 problemuppsittningar ser vi
att kurvformationen inte skiljer sig at sarskilt mycket. Mojligtvis ser vi att den bésta har
mer fordelaktiga punktplaceringar som hamnar néira Sierpiriskistrukturen vilket &r varfér vi
tror att den just ger si bra resultat.

Stabilitetskurvorna for dessa tva problem i figur 22 uppvisar mycket liknande stabilitetse-
genskaper. Aven detta nagot forvanande da vi trodde att en stérning av punktmingden for
basta respektive simsta uppsittningen punkter skulle ge avsevirda skillnader i stabilitet. De
verkar dock vara mycket lika. Vi tror att detta beror pa att Sierpinski har en naturlig varians
i 16sningslangder oavsett hur bra eller dalig 16sningsléngden &r.

Anledningen till den snabbt kande variansen fér sma epsilon tror vi beror pa att den sdmsta
och bista l6sningen varierar som mest ndr man stor de vildigt lite. Variansmatten blir mer
opalitliga for stora epsilon vilket beror pa att vi har stért det bakomliggande problemet
sapass mycket att vi egentligen far helt nya problem.

Vara tre testuppsittningar (se fig. 24, 25 och 26) valdes s& att klusterstrukturerna skulle
vara olika varandra. Detta for att fa mer givande stabilitetsanalyser. For problem 2103 ser
vi att den stabilaste algoritmen verkar vara Fastsplit. Samst blir Hilbert med punktbyte.
Punktbyteskurvorna verkar generellt bli instabila och detta dr inte férvanande da vi for varje
storning dven speglar denna stérning ett antal ganger, vilket propageras i 16sningsldngdens
varians.

For problem 64722 verkar Hilbertkurvan bli bist medan Fastsplit ger mer instabila 16sningar.
Skillnaden mellan problem 2103 och 64722 ar att den senare ger en mer oférdelaktig splittning
for Fastsplit varpa dess l6sningsvarians Gkar.

Det tredje och mest intressanta problemet 9671 ser ut att ha en puckel f6r Hilbertkurvan med
punktbyte, medan denna puckel uteblir f6r vanlig Hilbert. Vi tror att puckeln uppkommer
da punktbytet sker i det ihoptryckta klustret. Detta ger vildigt stor varians fram till dess att
epsilon blir stort nog att borja deformera det ursprungliga problemet totalt.

Generellt verkar det som att olika klusterstrukturer ger olika stabilitetsresultat. Vi kan darfor
inte forutsiga hur stabil en viss algoritm for ett visst klustrat problem dr da detta beror pa
klusterstrukturen. Diaremot kan vi se att punktbytesalgoritmer generellt dr bland vara mer
instabila algoritmer, och att rena Hilbert- och Sierpinskikurvor fungerar vél.
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6.3 Korningstider

Vi kan se att alla vara metoder for att 16sa TSP praktiskt taget anpassar sig efter en
O(knlogn) kurva dir n ar antal stiader och k &r antal nivier vi anvinder i var punktby-
tesalgoritm. Just for fig. 28 och 29 kommer vi upp i s& stort antal stdder direkt att den
logaritmiska termen endast syns vagt. De snabbaste algoritmerna f6r uniforma problem &r
de omodifierade kurvtyperna Sierpinski, Hilbert och Peano. Lagger vi pa punktbyte okar k
i var tidskomplexitet och vi far nagot ldngre korningstider for dessa kurvor. Langst tid tar
Fastsplit som dr en nagot mer avancerad algoritm.

Vi far liknande resultat for klustrade problem. Dock ser vi att Fastsplit blir snabbare dn bade
Sierpiniski och Hilbert med punktbyte.

6.4 Vidare studier

En fragestillning som vi inte undersdkt ndrmare dr ifall det gar att variera sjélva upp-
byggnaden av kurvor for att 16sa handelsresandeproblemet med rumsfyllande kurvor pa ett
effektivare sétt. En central fragestillning i en sddan understkning skulle i sa fall vara ifall
det gar att skapa en uppsjo av rumsfyllnadskurvor som 16ser TSP.

Var ursprungliga ambition var just detta. Efter att vi ldst en rapport [10] dér de testat detta
med genetiska algoritmer och fatt foga imponerande resultat beslutade vi for att variera
séttet kurvorna anvinds pa istdllet for hur deras grundliggande struktur byggs upp. Séttet
att variera kurvornas anviindande i TSP-16sning dr dock valdigt manga och dr nagot framtida
kreativa problemlosare kan basera sina studier pa.
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