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Emulering av deuteronens bindningsenergi med avseende pa pionmassan
ARVID KOLSTAD, EDWARD FRITZELL, DENIZ ATAY, AXEL WIJK
Institutionen for fysik

Chalmers tekniska hogskola

SAMMANDRAG

Detta arbete undersoker hur deuteronens bindningsenergi paverkas av variationer i
pionmassan, samt hur detta beroende effektivt kan emuleras med numeriska metoder.
Deuteronen, som bestar av en proton och en neutron, halls samman av den starka
karnkraften, vilken modelleras genom Yukawa-potentialen dar pionmassan har en central
roll.

For att minska berdkningskostnaden och simuleringstiden for detta icke-linjara problem
anvands en kombination av tva metoder: den Reducerade Basmetoden (RBM) och den
Empiriska Interpolationsmetoden (EIM). RBM reducerar dimensionskostnaden genom att
projicera berdkningarna till ett underrum, men kréver linjart parameterberoende. Darfor
anvands EIM for att approximera det icke-linjara beroendet av pionmassan som en linjar
summa.

Metoderna har implementerats i Python och utvarderats med avseende pa noggrannhet och
prestanda. Resultaten visar att emuleringen med RBM och EIM uppnar god
Overensstammelse med fullstdndiga simuleringar, men med avsevart lagre
berdkningskostnad. Detta gor metoden sarskilt relevant for tyngre karnsystem dar direkt
simulering ar berakningsmassigt opraktisk.

ABSTRACT

This thesis investigates how the binding energy of the deuteron is affected by variations in
the pion mass, and how this dependence can be efficiently emulated using numerical
methods. The deuteron, consisting of one proton and one neutron, is bound by the strong
nuclear force, which is modeled using the Yukawa potential, where the pion mass plays a
central role.

To reduce computational cost and simulation time for this nonlinear problem, a combination
of two methods is employed: the Reduced Basis Method (RBM) and the Empirical
Interpolation Method (EIM). RBM reduces the dimensional complexity by projecting
calculations onto a subspace, but assumes linear parameter dependence. Therefore, EIM is
used to approximate the nonlinear pion mass dependence as a linear sum.

These methods were implemented in Python and evaluated in terms of accuracy and
performance. The results show that the combined RBM and EIM approach achieves high
agreement with full simulations while significantly reducing computational cost. This makes
the approach particularly useful for heavier nuclear systems, where direct simulation is
computationally impractical.

The report is written in Swedish.

Nyckelord: Deuteronen, bindningsenergi, pionmassa, EIM, RBM.
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1 Introduktion

Under lang tid betraktades atomen som materiens minsta odelbara bestandsdel. Denna forestéllning
borjade ifragaséttas i borjan av 1900-talet, delvis genom Ernest Rutherfords experiment med alfapar-
tiklar, som visade att atomen i sjélva verket har en inre struktur med en kérna [1]. Denna upptéickt
var del av ett paradigmskifte inom fysiken och bidrog till utvecklingen av kvantmekaniken, som ersatte
klassiska beskrivningar med sannolikhetsbaserade modeller. Kdrnan bestar av sa kallade nukleoner, ett
samlingsord fér protoner och neutroner, som halls samman av den starka kraften — en av naturens fyra
fundamentala krafter. Till skillnad fran den elektromagnetiska kraften verkar den starka véxelverkan
endast 6ver mycket korta avstand, och dess mikroskopiska natur kan inte forklaras av klassisk fysik.
En tidig teoretisk beskrivning gavs av Hideki Yukawa, som 1935 foreslog att kraften mellan nukle-
oner formedlas av en ny partikel — pionen (7)[2]. Detta var den forsta framgangsrika modellen for
karnkraftens riackvidd och styrka.

Pionen &r en typ av partikel som spelar en viktig roll i atomkérnans sammanhallning. Pioner ar
instabila partiklar som spelar en central roll i teorier om den starka kdrnkraften. Déar forekommer de
som kortlivade partiklar som snabbt uppstar och férsvinner igen nér krafter utvéiixlas mellan protoner
och neutroner. Den kraft som formedlas genom detta utbyte kan beskrivas med sa kallade Yukawa-
potentialer, dar rdckvidden dr omvént proportionell mot pionens massa. I en kvantmekanisk modell
av deuteronen — den enklaste bundna atomkérnan bestaende av en proton och en neutron — ingar
Yukawa-potentialen som beror icke-linjirt pa pionens massa enligt:

1
V17'r X 4q2 n mgr ;
dér g &r overford rorelseméingd [3]. Variationer i pionens massa paverkar dirmed den attraktiva kraften
mellan nukleoner och i forlingningen bindningsenergin. Att studera detta beroende &r intressant ur
bade kérnfysikalisk och metodologisk synvinkel, eftersom det bidrar till var forstaelse av kérnstruktur
och hur den paverkas av fundamentala parametrar.

For tyngre atomkédrnor 6kar dock den numeriska komplexiteten for att 16sa Schrédingerekvationen
avsevirt. Berdkningskostnaden vixer exponentiellt med antalet nukleoner i systemet, vilket gor direk-
ta simuleringar - numeriska l6sningar av de fysiska modellerna - dér olika potentialparametrar varieras
opraktiska. For att kunna genomfora sadana studier anvéinds déarfor ofta olika typer av emulerings-
metoder, dir en approximativ modell tridnas utifran ett antal tréaningspunkter och sedan anvinds for
att forutsiga resultat for nya parametrar. Detta forenklar berdkningarna utan att offra for mycket
precision och noggrannhet. En effektiv sadan metod dr den reducerade basmetoden (RBM), som dock
forutséitter ett linjart parameterberoende. Pionmassans inverkan pa potentialen &r icke-linjir och RBM
kan ej appliceras direkt. Detta problem kan lsas genom att kombinera RBM med den empiriska in-
terpolationsmetoden (EIM), som méjliggér en approximation av den icke-linjidra potentialen som en
summa av linjira termer. Pa sa vis kan RBM tillampas for att emulera deuteronens bindningsenergi
med avseende pa pionmassan.

Syftet med detta projekt &r att implementera och analysera huruvida RBM och EIM kan minska
berikningskostnaden utan att forlora namnvérd precision och for att kartlagga maojligheten for emule-
ring for storre och mer komplex kirnsystem med avseende pa variationer i pionmassan.






2 Teori

For att forsta de problemstillningar och metoder som behandlas i detta arbete krivs insikter inom
bade kvantmekanik och numeriska metoder. Detta kapitel ger en 6versikt 6ver den teori och de metoder
som utgor grunden for projektet.

2.1 Deuteronen och kvantmekanik

Inom klassisk fysik dr det mojligt att veta en partikels position, x, och dérigenom partikelns hastighet,

v, genom tidsderivatan av positionen, v = —. Detta gor det mojligt att veta bade partikelns position

och hastighet samtidigt. I kvantmekaniska system ar det ddremot oméjligt att veta partikelns position
och hastighet samtidigt utan att det finns en osédkerhet. Denna osékerhet &r beskriven av Heisenbergs
osékerhetsprincip:

g < AzAp, (1)

dér h ar Plancks konstant delat med 27, Az och Ap &r osékerheten i position respektive rorelseméngd
[4]. Ju noggrannare man bestdmmer partikelns position, desto storre blir osékerheten i dess hastighet,
och vice versa. For att beskriva kvantmekaniska system har man introducerat en formalism for att ta
hénsyn till osédkerheten.

Inom kvantmekaniken &r vagfunktionen en 16sning till Schrédingerekvationen, vars roll fortydligas i
avsnitt och beskriver det kvantmekaniska tillstandet hos ett system, exempelvis partikelns energi
eller banrérelsemoment. I detta arbete betecknas vagfunktionen med ) (p,t) och dr en komplexvird
funktion av rérelseméngd och tid. Enligt Max Borns tolkning &r beréikning av vagfunktionen sadan att
kvadraten av absolutbeloppet av vagfunktionen, |¢(p,t)|?, ger sannolikhetstiitheten att finna partikeln
med en viss rorelseméngd, p, vid tid, ¢. For att sannolikhetstolkningen ska vara konsekvent maste
vagfunktionen vara normerad, enligt féljande:

/ T P dp=1. 2)

— 00

For att beskriva métbara storheter inom kvantmekaniken anvénds hermitska operatorer: matema-
tiska verktyg som liknar funktioner och talar om hur ett kvantmekaniskt system paverkas av en viss
méatning. En operator, Q, associeras med ett egenvérde, ¢, genom en egenvirdesekvation dér 1 mot-
svarar egenfunktionen till operatorn Q enligt:

Qv = qu. (3)

Om @ &r en hermitsk operator uppfyller den att Q = QF, diir Q' &r adjunkten till Q, och likheten
medfor att operatorns egenvirden ar reella. Detta innebér att egenvérdet, ¢, kan representera en fy-
sikalisk storhet: till exempel energi eller rorelsemédngdsmoment, och vagfunktionen, v, kan férknippas
med en partikels sannolikhet att besitta egenvirdet ¢q. Den hermitska operatorn som associeras med
systemets totala energi kallas for hamiltonianen och betecknas H=T+V,dar T ar systemets ki-
netiska energi och V &r systemets potentiella energi. Hamiltonianen ligger som grund f6ér arbetet och
behandlas forst i teoriavsnittet P.1.1]

Annu en faktor att beakta, som introducerar ny formalism, &r att vagfunktioner till bundna tillstand
lever i Hilbertrummet £2(a,b), som medfér att de #r kvadrat-integrerbara:

b b
/ [2dp < oo, / 62dp < oo, (4)

och det existerar en inre produkt som i Diracnotation skrivs som:

(6]v) = / (¢*)d, (5)



dar ¢* ar det komplexa konjugatet till ¢. En vektor i Hilbertrummet beskrivs, i Diracnotation, av
en ket: 1), och det adjungerade tillstandet skrivs som en bra: (¢|. Den inre produkten (¢ |¢)) = «
tolkas som en sannolikhetsamplitud, a, vars absolutbelopp i kvadrat, |a|?, beskriver sannolikheten att
systemet vid métning méts vara i tillstandet |¢) om systemet tidigare befann sig i tillstandet |1)).

Nér partikeln endast kan befinna sig i tillstand som, till antalet, kan approximeras som &ndliga och
diskreta kan operatorerna och vagfunktionerna representeras som matriser respektive vektorer; vilket
ar fallet for detta arbete. Denna matris-vektornotation tillater berékningar att utféras numeriskt som
dr till fordel vid datorsimuleringar och -emuleringar. Matris-vektornotationen innebér att den inre
produkten mellan tva vagfunktioner, |¢) och [¢), blir som foljande:

n

(@) =D (Sli) (i |v), (6)

=1

ddr n dr antalet tillstand och |i) dr basen som valdes for att representera (¢| och |v).

I kvantmekaniska system &r det vanligt att rdkna i rérelseméngdsbasen som medfér att vagfunktionen
ges av ¥ (p, ) = (p |1(t)), diir |p) éir egenfunktionen till rérelseméngdsoperatorn, P. I rérelsemingdsrummet
kan en potential, V, uttryckas pa matrisform som Vi, ', p) = (), 1% |pn), dér pl, och p, beskriver
de rorelseméngdstillstand som partikeln kan besitta och an(p’,p) betecknar potentialens element i
rad m och kolonn n. I det hir arbetet kommer det huvudsakligen att arbetas i rorelseméangdsrummet.

I kvantfysiken har partiklar, forutom ett banrorelsemédngdsmoment, dven ett kvantmekaniskt spinn;
som &r en storhet som beskriver partikelns intrinsiska rorelseméngdsmoment. En partikels kvantisera-
de nivaer for banrorelseméangdsmoment betecknas med [ medan spinnet betecknas med s. Det totala
rorelseméngdsmomentet betecknas med j och ges av en kopplad, total rérelseméngdsmomentsoperator,
J enligt

J=1L+35, (7)
dér L och S dr banrorelsemédngdsmomentsoperatorn respektive spinnoperatorn och ekvationenmedfér
att |l — s| < j < |l + s|. I det hiir arbetet kommer kvanttal skrivna med gemener: j, [, s, att referera
till en nukleons enskilda tillstand medan kvanttal skriven med versaler: J, L, S, beskriver det relativa
proton-neutron tillstandet, det vill sdga, deuteronens kvanttal relativt dess masscentrum.

Deuteronen ér ett bundet tillstand av en proton och en neutron vilket medfor att de ingaende nukle-
onerna har diskreta energinivaer. Deuteronen har endast ett bundet tillstand med J = 1 med positiv
paritet. Paritet fir en storhet som ir bevarad i den starka kraften och ges av (—1)L, diir L 4r kvanttalet
for systemets banrorelsemingdsmomentet. Annu en faktor att beakta #ir att nukleonerna #r spinn-halv
partiklar med kvanttal s = %, som innebér att deuteronens spinnkvanttal kan vara S = 0,1, beroende
pa om neutronens och protonens spinn ér anti-parallella respektive parallella. Att deuteronens enda
bundna tillstand krdver att J = 1, att S kan vara hogst 1 och en positiv paritet begransar deuteronens
kvanttal for banrorelsemédngdsmomentet till L = 0 eller L = 2; vilket bestdmdes med hjilp av ekvation
Spinntillstandet S = 0 &r inte mojlig da J = 1 eftersom detta skulle medfora att L = 1 som resulterar
i en negativ paritet. Deuteronens méjliga tillstand kan beskrivas som 3S; och 3Dy enligt spektroskopisk
notation: 2°T1L;, dir S och D betecknar L = 0 respektive L = 2. Med deuteronens majliga tillstand
faststillda kan den fullstéindiga vagfunktionen for deuteronen skrivas som en superposition av 3S; och
3D; tillstanden|5]:

) = al*$1) + b Dy), (8)
dér a och b &r konstanter som bestdmmer sannolikhetsférhallandet mellan de tva mojliga tillstanden
och &r sddana att vagfunktionen &r normerad: (¢ |¢) = 1.

2.1.1 Hamiltonianen fér en deuteron

For att ta fram deuteronens bindningsenergi kan man anvinda Schrodingerekvationen i dess tidsobe-
roende form, vilket &r fundamental inom kvantmekanik och beskriver tillstand och energinivaer for ett
stationért system: ett system vars egenfunktioner och egenvérden inte dndras 6ver tid, vilket géller for
energiegentillstand [4]. Den ges av:

H|y) = Ey), (9)

10



dir H &r hamiltonoperatorn och innehaller information om deuteronens totala energi, |1} representerar
systemets kvanttillstand och E &r systemets energi. Hamiltonianen, H, bestar av tva olika bidrag:
kinetiska energin T och potentiella energin V', vilket ger foljande uttryck:

H=T+V. (10)

Potentialen i uttrycket fér hamiltonianen, ekvation ges av den starka kraften mellan protonen
och neutronen och kan delas upp i olika bidrag. En viktig komponent i potentialen for den starka
nukleonkraften &r EPU (En-Pion-Utbyte) som uppstar genom utbyte av en pion mellan nukleonernal3].
I potentialen ingar &ven sa kallade kontakttermen, V;, som beskriver viixelverkan mellan nukleoner
pa mycket kort avstand. Potentialen i rérelseméngdsrummet ges darfor av:

V:‘/ct(ﬁ/;m—’—vlﬂ'(ﬁ/,ma (11)

diir 7 och p betecknar den slutliga respektive initiala rorelseméngden mellan tva nukleoner. Kontakt-
potentialens termer gar att bryta ner ytterligare. V ;-termen har ett linjart beroende av tva parametrar
enligt:

Vet (7', 0) = Cs + Crdy - o, (12)

dér parametern Cg beskriver kontakt for S = 0 och Cr fér S = 1, &1 och &y &r spinnoperatorerna for

nukleon 1 respektive 2. Pa grund av deuteronen har kvanttal S = 1 &r det endast parametern Cr som

spelar en roll. Potentialen fér EPU har ddremot ett icke-linjart parameterberoende av pionmassan och

ges av:

2 - s —

. 94 -~ - 01-§02-q

Vir(§,p) = —AF fHh——""2 13

17T(p ﬁ) 4f7-2r 1 2 q2+mzr ( )

dir ¢ = ' — p, 71 och 7 &r isospinnoperatorerna och f, och g, #r kopplingskonstanter som ka-

raktériserar hur starkt pioner och nukleoner vixelverkar. Eftersom bindingsenergin underscks som
funktion av pionmassan dr endast foljande, icke-linjdra proportionalitet av intresse:

(14)

Den kinetiska energin for deuteronen kan uttryckas som: T= ?, dér P dr den relativa rorelseméngdsoperatorn
och p &r den reducerade massan. Med kénd kinetisk energi kan hamiltonianen uttryckas som:

2

'ﬁ>

H=="—+V. (15)

DO

I

Om &dven den potentiala energin adr k&nd kan Schroédingerekvationen losas genom att representera
hamiltonianen pa matrisform i rorelseméngdsrummet och dérefter diagonalisera den for att hitta
egenvirdena. Matrisrepresentationen fas enligt foljande|6):

2
(o, L'| H |p, L) = %5LIL + Vi (@, B), (16)

dér 0y, dr Kroneckers delta som uppstar da den kinetiska energin dr diagonal i rorelseméngdsrummet
och L', L € {S,D} betecknar det slutliga respektive initiala banrorelsemidngdsmomentet. Som kon-
sekvens av vagfunktionens utseende, som syns i ekvation [§ far hamiltonmatrisen en blockstruktur
med fyra typer av element som motsvarar alla mdojliga tillstand deuteronen kan ha innan och efter
nukleonernas vixelverkan, enligt:

(A _ <p/,5|lff|p,5> (p’,S|ﬁ\p,D>
Hp.0) = (<p',D|ﬁ|p, S) (.0 A, D>> an)

11



2.1.2 Regulering av potentialen

For att sdkerhetsstiilla att deuteronens hamiltonian kan implementeras numeriskt maste potenti-
alen, V, reguleras eftersom berdkning av potentialen i rorelseméngdsrummet divergerar for storre
rorelseméngder. Detta uppnas genom att multiplicera potentialen med en regulatorfunktion f(p’,p),
som ddmpar bidrag fran momenta som ligger bortom teorins giltighetsomrade[3]. Detta ger

V(5 9) = VE.0) /0, p), (18)

dér regulatorfunktionen ges av:

p/ 2n p 2n
/

— e _ (£ (£ 19
f(0',p) = exp <A> (A) (19)
Har dr A cutoff-parametern, som typiskt ligger omkring 500 MeV /¢, och n styr hur snabbt regulatorn
ddmpar hoga momenta. Regulatorn paverkar inte den lagenergifysik som teorin &r avsedd att beskriva,
eftersom f(p’,p) = 1 niir p,p’ < A. Introducering av cutoff-parametern tar inte heller bort nagon
precision i resultatet eftersom reguleringen som sker for EPU tas hénsyn till genom kontakttermen.
For vidare ldsning om den fysikaliska motivationen bakom regulatorn, se [3].

Cut-off parametern A kan varieras vilket paverkar intervallet av intressant momenta. Diaremot i detta
arbete dr inget sérskilt intervall av stoérre vikt och dérfor ansétts det typiska virdet A =500 MeV/cp.

2.2 Gauss-Legendre kvadratur

For att berdkna deuteronens potential i rérelseméngdsrummet kommer en integral behova utfirdas
over de mojliga virdena pa de relativa rorelseméngderna mellan de ingaende nukleonerna i atomkérnan.
Om man fran Schrodingerekvationen endast beaktar kontakttermerna och potentialtermen for EPU
fas foljande integral [7):

o0

/0 <p/7L/| V |pa L> <p7 L |¢> dep = /0 <p/7 LI| (‘/ct(ﬁ/7m + Vlﬂ(p47ﬁ)) |p7 L> <p7L W) pzdpa (20)

dir |p’, L) dr deuteronens slutliga tillstand och |p, L) dr deuteronens initiala tillstand. Pa grund av
cutoff-parametern, som introduceras i avsnitt avtar potentialen exponentiellt och integralen kan
dérfor approximativt uttryckas over ett begriansat integrationsintervall:

[e%) d
/0 WLV |p, L) (p, L) pdp ~ / W' L'V |p, L) (p, L) pdp, (21)

dér d = 1000 MeV /c beskriver en finit rérelseméngd. Eftersom emuleringen av deuteronens bindnings-
energier sker med hjilp av digitala verktyg maste integralerna approximeras med summor 6ver ett
begransat summeringsintervall. Gauss-Legendre kvadratur &r en metod for att approximera dndliga
integraler 6ver integrationsintervallet [—1, 1] och anvénder sig av Legendre polynom [6] som, av Rod-
rigues formel, ges pa formen:

1 dar
= onpl dzn
dér P, #r den n:te Legendre polynomet. For en integrerbar och #ndlig funktion f(z) beroende pa
variabeln x kan Gauss-Legendre kvadraturen beskrivas pa foljande form:

Po(2) («? = 1)", (22)

/_ S~ Y f(w), (23)

dér z; motsvarar nollstéllena for n:te Legendre polynomet, w; dr kvadraturvikter och n dr antalet samp-
lingspunkter med lika manga punkter som graden till Legendre polynomet. Den i:te kvadraturvikten

kan uttryckas som:
2

(1 =) (P ()

(24)

w; =

12



diar P! &r den n:te Legendre polynomets derivata. For att integrera dver ett godtyckligt, dndligt
intervall kan ett variabelbyte goras och integralen kan uttryckas med Gauss-Legendre kvadratur:

b . 1 B _ n _
| rwa =20 [ e e~ P S (e 2, (29)
a - =1

2 2 2 2

dér det utforde variabelbytet &r t = 1’77‘133 + HT“ dér a och b ar godtyckliga, finita tal. Gauss-Legendre
kvadratur med n samplingspunkter ger exakta l6sningar for integraler av polynom av grad 2n — 1.

For att illustrera hur Gauss—Legendre-kvadratur fungerar i praktiken visas nedan de vikter och punkter
som anvénds for att approximera foljande integral:

4
/ z2dx ~ 18, 667. (26)
2

Fran figurerna ser vi att ett polynom av grad tva kan l6sas med Gauss-Legendre kvadratur med n = 2
samplingspunkter samt hur férdelningen av kvadraturpunkter ser ut fér storre n.

Gauss-Legendre kvadratur (n=2) pa [2,4]

51— fix=x Gauss-Legendre kvadratur (n=10) p [2,4]

Bl — fx=x

T T T T T T T
10 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0 45 5.0

Figur 1: Losning av f24 22 dx med Gauss-Legendre

kvadratur for n = 2 punkter. De tva punkterna
och deras vikter visualiserar hur metoden funge-
rar dven med fa punkter. Approximationen ger
att integralens virde &r 2,423%2+3,577% ~ 18, 666
dér felet kan forklaras med numeriska avrund-

Figur 2: Losning av f; 22 dr med Gauss-Legendre
kvadratur fér n = 10 punkter. Hir syns hur punk-
terna fordelas tatare mot dndarna av intervallet,
vilket aterspeglar metodens anpassning till funk-
tionens form.

ningar.

2.3 Algoritmer och numeriska metoder fér emulatorn

I detta avsnitt kommer teorin for utvecklingen av emulatorn att presenteras och forklaras. Forst kom-
mer RBM-metoden att forklaras da detta dr kdrnan i emuleringsprocessen. Dérefter beskrivs EIM-
approximeringen, for att hantera det olinjéra sambandet mellan deuteronens bindningsenergi och pi-
onmassan. Till sist kommer den valda interpoleringsmetoden att forklaras samt den berékningskostnad
som krévs for simulering kontra emulering.

2.3.1 Reducerad Basmetod

For att reducera beridkningskostnaden av att diagonalisera deuteronens hamiltonian, H, och att ta
fram bindningsenergin som funktion av pionmassan, m,, ska RBM (Reducerad Basmetod) anvindas
som mojliggor att projicera storre matriser pa underrum [8]. For att utfora RBM pa en m x m matris,
M(a), forutsitts ett affint parameterberoende sa att M («) kan skrivas som:

M(a) = My + aM,, (27)
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dér « dr den varierande parametern och My och M, &r matriser utan nagot parameterberoende. Om
M () dr diagonaliserbar, enligt:
M(a)p = Eo, (28)

dir ¢ dr egenvektorer och E #r egenviirden till M («), spinns underrummet for det minsta egenviirdet,
E,in, upp av motsvarande egenvektor, ¢,,in, for nagra utvalda virden pa a. Med n < m stickprov av
a-vérden erhalls méngden {¢; : i = 1,...,n} stickprov med egenvektorer. Om ® &r m x n matrisen av
stickprov med m x 1 egenvektorer ordnade ldngs kolonnerna enligt féljande:

D=1[d1 ¢ - onl, (29)

ges den projicerade n X n matrisen, M*(«), av:
M*(a) =& M(a)d. (30)

For att bibehalla normen vid berdkning av egenvirden och egenvektorer anvinds n X n normmatrisen,
N, som definieras som foljande:
N=0o"0. (31)

Den projicerade matrisen, M*(«), kan da diagonaliseras for att for att erhalla egenvektorer och
egenvarden enligt:
M*(a)¢* = E*N¢, (32)

dér ¢* #r egenvektorerna och E* &r egenviirdena till M*(a)). Genom RBM har problemet reducerats
fran att diagonalisera en m x m matris till att diagonalisera en n x n matris dir precisionen av de
emulerade egenvektorerna och egenviirdena beror pa valet och antalet stickprov, n, av ¢. I vissa fall,
exempelvis fér hamiltonianen, finner man att E ~ E* med mycket hog noggranhet dven for n << m. I
det hér arbetet ska RBM anviindas for att minska beriikningskostnaderna av att diagonalisera deutero-
nens hamiltonian, utan storre férluster i precisionen av bindningsenergin. Daremot har hamiltonianen
ett icke-linjart beroende av pionmassan som forsvarar processen. For att kunna anvinda RBM maste
pionmassans beroende linjériseras, vilket undersoks genom kontruktionen av en empirisk interpola-
tionsmetod.

2.3.2 Singulidrvirdesdekomposition

I detta arbete anvinds singuldrvirdesdekomposition (SVD) som ett verktyg for bade dimensionsre-
duktion och som en central komponent i EIM. SVD mojliggor att identifiera de mest informativa
riktningarna i datan och ddrmed konstruera lagdimensionella approximationer av komplexa system.

SVD ar en metod for matrisfaktorisering inom linjér algebra. For en godtycklig reell m x n-matris, A,
kan SVD skrivas som
A=UsSWT, (33)

dér U &r en m x m ortogonal matris, W &r en n X n ortogonal matris, och 3 dr en m x n diagonalmatris
med icke-negativa singulérvirden o1 > 02 > -++ > Opmin(m,n) > 0 pa diagonalen [9]. Kolonnerna i U
utgor de ortonormala egenvektorerna av AA” och spénner upp kolonnrummet till A. Kolonnerna i W
ar de ortonormala egenvektorerna till AT A och spénner upp radrummet till A.

Varje singuldrt viirde dr associerat med en basvektor fran U och en fran W. Storre singuldrvirden
motsvarar riktningar i datan med hogre varians, vilket innebér att dessa innehaller mer information
[10]. Genom att behalla endast de k storsta singuldrvirdena och deras tillhérande basvektorer erhalls
en rang-k-approximation av A som bevarar sa mycket av datans struktur som mojligt.

2.3.3 Empirisk Interpolationsmetod

For att hantera icke-linjéra beroenden kan EIM (Empiriska Interpolationsmetoden) anvéndas[§]. Den
grundléggande idén bakom metoden &r att approximera en funktion med icke-linjirt parameterbero-
ende som en summa av termer som ar affint beroende av parametern. I detta arbete undersoks det om
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man kan approximera det icke-linjdra parameterberoendet av m, i EPU genom EIM och skriva om
det pa foljande form:

k
Vin(@5) &~ 3 By (ma)ug (7, B), (34)

dér {uy,...,ur} dr basmatriser i Hilbertrummet och 8(m;) dr koefficienter som enbart beror av m..
Summan i ekvation [34] ir den affina expansionen av potentialen Vi, (7, p).

For att konstruera u, och 3, anvinds SVD. Antag att potentialen ges som en N x N-matris V,
som kan utvérderas for M olika virden pa m.. Detta ger upphov till M olika potentialmatriser, be-
tecknade Vi, Vs, ..., Vyy, dér varje V; motsvarar potentialen for ett specifikt viirde mgf ),

Varje sadan matris vektoriseras, vilket innebér att den omformas till en kolumnvektor av storlek
N2 x 1 genom att kolonnerna ordnas i f6ljd. Dessa vektorer samlas i en gemensam matris V' av storlek
N? x M, definierad som

V = [vec(V1) vec(Va) vec(Var)] (35)
dir vec(V;) betecknar vektoriseringen av V;.
Dérefter faktoriseras V med hjalp av SVD enligt
V=UzwT. (36)
Matrisen U skrivs explicit som
U= [ul (5 uNz} s (37)
diar {uy,...,un2} #r ortonormala basvektorer i kolonnrummet till V. Fér att erhalla en lamplig

lagdimensionell approximation viljs endast de k forsta basvektorerna som svarar mot de storsta sin-
guldrvirdena. Detta ger en ny matris

U=|u us ug] (38)

som alltsa inte beror pa m,, vilket mojliggor en effektiv separation av parameterberoendet.

For att bestimma koefficientfunktionerna j,(m,) loses sedan det linjdra ekvationssystemet

Up="v, (39)
dir 8 ar en k x M-matris av formen
Brmt) B o Bi(mi)
g | Pl Bam) e malmd) “0)
Bmd) Bulm®) - B
dir {B4,..., Bk} ar funktioner som endast beror pa m..
Losningen till ekvation ger funktionsvérdena for varje 3, i de diskreta punkter mS,l), . ,mng).

Dessa vérden interpoleras dérefter for att erhalla kontinuerliga koefficientfunktioner 3,(m,) definiera-
de for godtyckliga m..

Slutligen aterformas de valda basvektorerna i U till den ursprungliga N x N-matrisstrukturen, vil-
ket fullbordar konstruktionen av den affina approximationen enligt ekvation

Nedanfor, i figur [3] hittas ett exempel pa en EIM-approximation. En EIM-approximation har gjorts
med avseende pa parametern x pa den godtyckliga matrisen M med matriselement pa rad i och kolonn
j enligt:
1
= — . (41)
1)+

ij

15



Figur [3]illustrerar hur ett 6kande antal traningspunkter, for virdet pa x, har en tydlig korrelation med
en Okning av precisionen hos approximeringen, till det lagsta egenvardet till M.

EIM-approximation av matrisen: M;; = ——

j+x
5 Tréningspunkter 10 Traningspunkter
0.001 — Simulerade egenvirden 1 —— Simulerade egenvirden
—— Emulerade egenvirden —— Emulerade egenvirden
—-0.024 e  Triningspunkter 1 e  Triningspunkter
5 —0.041 51
el el
- —
He H
Z -0.06 Z 1
Q 9]
1) S0
m m
—0.08 1 1
—0.10
—-0.12 "
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Figur 3: I figuren syns hur en matris ldgsta egenvérden visas som en funktion av variabeln x. Den
svarta grafen &r de simulerade virdena medan den blaa och réda grafen &r en EIM-approximering av
matrisen. I den vénstra plotten anvénds 5 stycken traningspunkter och i den hogra anvands 10 stycken.

2.3.4 Kubisk spline-interpolering

For att erhalla kontinuerliga och fysikaliskt rimliga approximationer av koefficientfunktionerna 8, (my)
vid interpolering anvénds funktionen CubicSpline fran SciPy-biblioteket. Denna funktion utfor kubisk
spline-interpolering baserat pa diskreta funktionsvirden beriiknade i ett antal givna m,-punkter.

En kubisk spline utgors av en styckvis definierad funktion som &r sammansatt av tredjegradspoly-
(&) (i+1)

nom. Varje delpolynom definieras inom ett intervall [mzx’, msx ] enligt
Béi) (mx) = a; + bi(m, — mgf)) + ci(mg — m§j>)2 + d;(my — m§j>)3, my € [m¥)7m¥+1)]7 (42)

och koefficienterna véljs sa att funktionen B,(m,) blir kontinuerlig med kontinuerlig férsta- och and-
raderivata 6ver hela interpolationsintervallet [11]. For att spline-funktionen ska vara entydigt bestiamd
kravs att randvillkor specificeras vid &ndpunkterna. Vanliga randvillkor inkluderar:

e Naturliga villkor: andra derivatan ﬁé{' (my) sétts till noll vid d&ndpunkterna.
e Clamped villkor: férsta derivatan 5;(mw) sitts till noll vid &ndpunkterna.
e Periodiska villkor: funktionens och dess derivators virden é&r lika vid d&ndpunkterna.

e Not-a-knot villkor: funktion tvingas vara sadan att tredje derivatan ar kontinuerlig 6ver de forsta
och sista inre noderna.

Standardinstillningen i SciPys CubicSpline innebér att not-a-knot-randvillkor anvinds|12]. Valet av
randvillkor paverkar splinens beteende vid &ndpunkterna, men i detta arbete liggs ingen sérskild vikt
vid randvillkoren, eftersom fokus ligger pa att erhalla en god interpolation mellan givna datapunkter.

For att ytterliggare motivera valet av kubisk spline-interpolering sa visar féljande figur en jimforelse
mellan kubisk spline-interpolering och global polynomanpassning av olika grad.
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CubicSpline (not-a-knot) vs Polyfit grad 3 och 9

LR
1.0 - I~
0.5 1
-
0.0 A
_05 -
e Data
—— Cubic spline [not-a-knot)
Polyfit grad 3
——- Polyfit grad 9
104 yrnitg

0 2 4 6 8 10

Figur 4: Jamforelse mellan kubisk spline-interpolering (not-a-knot) och polynomanpassning med grad
3 och 9 for samma uppséttning diskreta datapunkter. Polynom anpassningen gjordes med NumPys
polyfit funktion och kubisk spline-interpoleringen gjordes med CubicSpline fran SciPy-biblioteket. Den
underliggande datan dr en sinus funktion med slumpméssigt brus.

Jamforelsen i figur [4 visar tydligt fordelarna med kubisk spline-interpolering 6ver global polyno-
manpassning. I figuren sa syns det att kubisk spline foljer datapunkterna exakt och undviker stora
svangningar, medan de globala polynomanpassningarna antingen blir for slatade och missar datapunk-
terna eller oscillerar kraftigt beroende pa gradtal. Detta visar att kubisk spline-interpolering troligtvis
ar ett lampligt val for att approximera Bq(mx).

2.3.5 Rotmedelkvadratsfel

For en kvantitativ utvirdering av emulatorns prestanda anvinds rotmedelkvadratsfelet (RMSE) som
felmatt, dar emulatorns beriknade viarden jimfors med simulerad referensdata.

RMSE é&r ett matt for att kvantifiera skillnaden mellan observerade och predikterade virden[13]. RMSE
definieras enligt:

N
1
MSE = | — Y (i — ;)2 4
R’ S Ni:1(yl yl)7 (3)

dér N ar antalet observationer, y; dr de observerade véirdena och g; &r motsvarande prediktioner. Ett
lagt RMSE indikerar hog 6verensstimmelse mellan modell och observationer, medan ett hogt RMSE
signalerar stora genomsnittliga avvikelser.

2.4 Flyttalsoperationer

For att uppskatta berdkningskostnaden for emulatorn anvéinds antalet flyttalsoperationer (FLOPS):
ett vanligt matt for att kvantifiera méangden numeriskt arbete i en algoritm. En FLOP motsvarar en
elementir flyttalsoperation, sdsom addition, subtraktion, multiplikation eller division[14].

Med FLOPs for dessa delmoment kan en uppskattning av emulatorns totala berdkningskostnad erhallas,
vilket ger en kvantitativ grund for att jamfora effektiviteten med alternativa metoder.

For den gemensamma matrisen V € RN*xM (dar N2 > M), som uppstar i EIM-steget [2.3.3] kriivs
foljande antal FLOPs for en fullstdndig SVD [14]:

FLOPs: AN*M + 8N?M? + 9M3.
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For att 16sa det linjdra systemet i ekvation [39] vilket anvinds for att bestdmma [S-funktionerna, &r
berékningskostnaden [14]:
FLOPs: 2N?kM,

diir k motsvarar antalet basvektorer som behélls for U-matrisen i ekvation Vid kubisk spline-
interpolering behandlas varje rad i f € R¥*M individuellt. En kubisk spline kriver asymptotiskt
O(M) operationer per rad [15], vilket ger en total kostnad:

FLOPs: ~ kM

For att extrahera energin fran hamiltonoperatorn, samt utfora RBM, krivs diagonalisering av en
n x n-matris, vilket har en berékningskostnad som véxer kubiskt med matrisstorleken [14]:

FLOPs: ~n®

De ovan berdknade momenten utgor de visentliga operationerna i konstruktionen av emulatorn. Bland
dessa &r det tydligt att den dominerande kostnaden hérrér fran singulédrviardesuppdelningen av V), vars
komplexitet viixer som O(N*M). Som jamforelse har en fullstéindig simulering, dir hamiltonoperatorn
diagonaliseras separat for varje virde pa m., en kostnad pa O(N?3) per parameterpunkt.

Antag att bindningsenergin ska utvérderas for L olika virden pa m,. Den totala kostnaden for di-
rekt simulering blir dd O(LN?), medan emulatorns kostnad domineras av det initiala steget med
komplexitet O(N*M). For att identifiera nér emulatorn blir mer berdkningseffektiv jamfors dessa tva
uttryck. Om L ar tillréckligt stort géller

N*M <LN® = L>NM

Detta innebér att emulatorn dr mer kostnadseffektiv nér antalet utvirderingar L 6verstiger produkten
NM for deuteronen. For ett system med tva nukleoner dr berdkningskostnaden relativt lag, eftersom
hamiltonianen enkelt kan diagonaliseras for N = 100. I detta fall medfér dérfér emulatorn ingen bety-
dande prestandavinst.

For tyngre kirnor krivs en exponentiellt stérre bas i Hilbertrummet [16], vilket innebér att dimensio-
nen pa hamiltonoperatorn vixer som N ~ e®4, dir ¢ &r en positiv konstant och A antalet nukleoner.
Detta paverkar dock inte EIM-steget i emulatorn, eftersom det utfors pa en tva-nukleonpotential med
en hanterbar dimension N = 100. Den 6kade beriikningskostnaden uppstar istillet i RBM-steget, dar
O(10) diagonaliseringar maste goras fér hamiltonoperatorn med dimension motsvarande den tyngre
kiarnan. Eftersom endast ett begrinsat antal sddana diagonaliseringar krivs, forvintas emulatorn vara
berdkningsmassigt fordelaktig for system med fler &n tva nukleoner.
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3 Konstruktion av Emulatorn

I foljande avsnitt presenteras de olika stegen i konstruktionen av emulatorn, som &r byggd i Python.
For att forenkla anvindningen av emulatorn sa har en klass skapats for de olika stegen. Inom de tidsra-
marna som tillgavs detta projekt sa har klassen utformats fér att berédkna deuteronens bindningsenergi
som funktion av pionmassan. Klassen ar dock modelloberoende och kan hantera emulering av godtyck-
lig ickelinjért parameterberoende inom matrisdiagonalisering. For att férenkla ldsningen kommer detta
avsnitt forst behandla hur EIM-approximeringen implementeras i koden, sedan om RBM-metoden och
till sist ett stycke om prestandan som gjordes av emulatorn vid emulering av deuteronens bindningse-
nergi. For att kunna kéra koden kravs foljande Pythonpaket:

e NumPy
e MatPlotLib.PyPlot
e SciPy.LinAlg

SciPy.Interpolate.CubicSpline
e Bisect

Alla funktioner i klassen kommer inte gas igenom, da de inte ar relevanta for just denna rapport, men
emulatorns kod samt nagra extra funktioner, anvinda fér analys gar att hitta i appendix [A]

3.1 EIM-approximeringen

I detta projekt implementerades EIM for att approximera pionmassans beroende i EPU-potentialen ba-
serat pa ett urval av valda interpolationspunkter déar pionmassan varierats. Syftet med metoden &r att
mojliggora en effektiv, linjir, representation av potentialen, for att ddrigenom mojliggora tillimpning
av RBM och minska berékningskostnaden for en godtycklig pionmassa, jamfort med en fullsténdig
simulering.

Implementeringen av EIM genomfordes i Python och féljer den algoritmiska struktur som presen-
teras i avsnitt En diskret uppséittning av potentialmatriser, utvirderade vid olika virden pa
m,, genererades med hjilp av en befintlig kodbas i Python. Urvalet av m -véirden utférdes genom att
definiera ett interpolationsintervall, med NumPy linspace, kring det fysikaliska massvéirdet, ett antal
viarden av pionmassan mellan 0 och 3 ganger det accepterade viirdet pa pionmassan, m, = 138.039
MeV/cZ [17]. Det finns alternativa metoder for val av masspunkter #n linspace, vilket diskuteras i

avsnitt [5.1]

For att underldtta hanteringen av emulatorn byggdes en klass. Klassens init-funktion hittas nedanfor:

def __init__(self,matrix,M_pi,min_basis_val=1e-13):
potential = chiral_potential.two_nucleon_potential('LO',Lambda=500.0)
dimension=matrix[0] .shape [0]
dim_quadrant=int (dimension/2)
nn = nn_states.nn_states(
jmin=0, jmax=1,tzmin=0, tzmax=0,Np=dim_quadrant ,mesh_type='gauleg finite')
nn.V = potential
mu = (const.Mp * const.Mn)/(const.Mp + const.Mn)
pp = np.hstack((nn.pmesh,nn.pmesh))
Tmat=[p_bra*+*2/(2*mu) for i, p_bra in enumerate(pp)]
self.Tmat = np.diag(Tmat)
self.orgMatrix=matrix
self .matrix = []
for i in matrix:
self .matrix.append(i.flatten())
self .matrix= np.column_stack(self.matrix)
self.M_pi = M_pi

self.beta=[]
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self.U, self.S, Vt = np.linalg.svd(self.matrix, full_matrices=False)

basis_val=100*self.S/self.S[0]

index = bisect.bisect_right(basis_val[::-1], min_basis_val)

self.n_basisVec = len(basis_val)-index

self.U=self.U[:,:self.n_basisVec]

for i in range(0,len(self.M_pi)):
self.beta.append(np.linalg.lstsq(self.U,self .matrix[:,i] , rcond=None) [0])

self.beta=np.column_stack(self.beta)

self.basismatrix=[0]*self.n_basisVec
for idx,__ in enumerate(self.basismatrix):
self .basismatrix[idx]=np.array(self.U[:,idx]) .reshape(dimension, dimension)

self.cubicspline = [0]*self.n_basisVec

for i in range(0,self.n_basisVec):
self.cubicspline[i]=CubicSpline(self.M_pi, self.betalil)

return None

Klassen initieras med en méingd variabler. For att enklare forsta vad varje variabel styr kommer hér
nedanfor en lista med forklaring till varje variabel.

Indata

e matrix: Lista med de matriser (np.array(N,N)) uppbyggda av de valda pionmassorna som ska
anvéandas for traningen av EIM-approximeringen.

e M _pi: Lista med de valda traningspunkterna pa pionmassan till varje tillhérande matris i matrix.

e min_basis_val: Float som anvinds som troskelvirde for hur manga basvektorerna i SVDn som
ska anviindas (se avsnitt [2.3.2)). Ar satt till 107'% om inget annat anges.

Utdata
e None

Raderna 2 till 11 paverkar inte emulatorns funktion, utan skapar endast det konstanta bidraget fran
den kinetiska energin till hamiltonianen som n&mns i ekvation Mellan raderna 12 till 24 skapas
matrisen fran ekvation och darefter anvinds NumPys SVD-funktion for att fa ut U till EIM-
approximationen samt singulirviirdena i Y-matrisen till varje basvektor (se avsnitt . Dérefter
anviands min_basis_val som ett troskelviarde for att ta bort de vektorer med for liten paverkan.
Troskelviirdet som anvindes var 10713, vilket togs fram genom en kvantitativ studie dér precision och
onodigt brus viktades mot varandra. I figur [5] hittas ett exempel pa ungefiar hur dessa singularvirden
avtar med antalet vektorer i U-matrisen.
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Figur 5: I figuren finns en graf 6ver hur 3-matrisens virden sjunker som funktion av den tillhérande
vektorns index. Det dr detta virde som min_basis_val anvinds som troskelvirde for.

Till sist beréiknas 3-koefficienter for varje viirde pa pionmassan genom ekvation [39som sedan liggs i en
numpy array. Sista delen av koden anvénder de erhallna S-koefficienterna fér att interpolera viirdena

med Kubisk spline metoden som diskuterades i avsnitt

3.2 RBM-steget

Fér att skapa underrumsmatrisen M*, som beskrivs i ekvation anvéndes foljande funktion i klassen:

def subspace_basis_RBM(self ,RBMmatrix):
self.Nmatrix_null=False
sub_basis = []
M=RBMmatrix
H=[self.Tmat+V for V in M]
for i in H:
w, v = linalg.eigh(i,None)
s = np.argsort(w)
v= v[:,s[0]]
w= w[s[0]]
norm = np.dot(v.transpose(),v)
# print ('lowest eigenvalue:', w)
# print ('norm <v/[v> :', morm)
sub_basis.append(v)
self.sub_basis = np.column_stack(sub_basis)
self.n_mat = np.transpose(self.sub_basis)@self.sub_basis
if is_pos_def (self.n_mat)!=True:
self.Nmatrix_null=True
print(f' Matrisen har inte positiv definit ({len(M)})'
self.sub_Mi = [0]*len(self.basismatrix)
for idx ,M_i in enumerate(self.basismatrix):
self.sub_Mi[idx]=np.transpose(self.sub_basis).dot(M_i.
self .T_sub=np.dot(
np.transpose(self.sub_basis) ,np.dot(self.Tmat,self.sub
return None
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Funktionens in- och utdata hittas i listan nedanfor.
Indata
e RBMmatrix: Lista med alla matriser som ska anvéndas for att trina RBM-approximeringen.
Utdata
e None

Pa raderna 2 till 5 konstrueras hamiltonianen genom att berdkna summan av den kinetiska energi-
matrisen och potentialmatrisen. Denna procedur &r hardkodad for det specifika fallet av deutronens
bindningsenergi och skulle behtva generaliseras for att emulatorn ska kunna tillampas pa andra system.
Fran rad 5 till 16 sker diagonaliseringen av tréningsmatriserna dér egenvektorerna fér grundtillstandet
ldggs in i en matris samt att norm-matrisen N, som nédmns i ekvation skapas. Dérefter kommer en
if-sats som avgdr om N-matrisen har positiv definit eller inte. Varfor detta ar viktigt diskuteras mer i
avsnitt Till sist skapas M* genom ekvation [30| dir bade det kinetiska bidraget samt basmatrisen
fran EIM-approximationen genomgar dessa underrumstransformeringar. Detta leder till att M* far
matrisdimensionerna Mgrpyr X Mppay ddr Mppas dr antalet traningspunkter i RBM-metoden.

Efter RBM-steget kan underrumsmatriserna anvindas for att enklare fa fram deuteronens bindnings-
energi. Detta gors genom foljande funktion:

def evc(self,c_star):
Eeim=[0] *1len(c_star)
if self.Nmatrix_null!=True:
for i,m_pion in enumerate(c_star):
H_sub=self.T_sub.copy()
for idx, mat in enumerate(self.sub_Mi):
H_sub+=mat*self.cubicspline[idx] (m_pion)
eigvals, eigvecs = linalg.eigh(H_sub,self.n_mat)
s = np.argsort(eigvals)
Eeim[i] = eigvals[s[0]]
psi_k = eigvecs[:,s[0]]
return Eeim
else:
return None

Indata och utdata hittas i listan nedanfor.
Indata
e c_star: Lista med alla pionmassor som ska emuleras.

Utdata

e Eeim: Lista med bindningenergin fér pionmassorna i c_star.

Anledningen till if-satsen som finns med i funktionen kommer att diskuteras mer i avsnitt Inu-
ti if-satsen adderas forst underrumsmatrisen for den kinetiska energin till H_sub. Dérefter adderas
produkten av varje beta-koefficient och dess motsvarande underrumsmatris fér potentialen till samma
matris. Néar alla matriser har adderats sa har den slutgiltiga hamiltonianen i underrummet skapats,
H _sub. Denna matris diagonaliseras sedan, varifran de emulerade bindningsenergierna extraheras fran
de ldgsta egenvérdena och returneras i en lista.
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4 Resultat av Emulatorns karaktéaristik och felanalys

I detta avsnitt kommer de resultat av emulatorns karaktéristik och den felanalys som genomforts att
presenteras. Den priméra feldiagnostiken som har gjort #r baserad pa RMSE (Rotmedelkvadratsfel)
som forklaras i avsnitt Dérefter presenteras resultaten for EIM- och RBM-approximeringen for
att sedan avslutas med en 6vergripande felanalys av hela emulatorn. Alla potentialmatriser har dimen-
sionerna 140 x 140 med ett A = 500 MeV, om inget annat anges. A-parametern kommer inte diskuteras
mer i detta arbete utan forklaras kort i avsnitt

Vissa resultat kommer att jimforas mot den experimentellt uppmétta métfelet av bindningsenergin
av en deuteron som under arbetets gang befinner sig pa +2.2 - 107% MeV/c2 |18]. De pionmassorna
som anvéndes for att trina bade EIM-approximationen och RBM-metoden var alltid jamnt utspridda
punkter mellan 0 MeV/c3 och 3m,, och emuleringsdatan som anvindes fér att evaluera modellen for
pionmassan var 1000 stycken, jimnt utspridda, punkter pa samma intervall.

4.1 Felanalys

For att utvirdera hur vil EIM och RBM presterade anvindes RMSE som felmatt. Bada metoderna
jamfordes mot separat valideringsdata i flera steg for att kvantifiera var eventuella felkéllor upp-
star. Den simulerade datan konstruerades genom att diagonalisera 1000 stycken hamiltonianer med
en pionmassa som varierade mellan 0 och 3m,, fér att berikna bindningsenergin 6ver hela det in-
terpolationsintervallet som kommer anvéndas i senare resultat. Detta resulterade i en noggrann och
kontinuerlig beskrivning av deuteronens bindningsenergi som funktion av pionmassan. Den koden som
anvéandes for att berdkna RMSE-vérdet for olika punkter var féljande:

def calculate_rmse(true_x, true_y, model_x, model_y):
true_spline = CubicSpline(true_x, true_y)
true_y_interp = true_spline(model_x)

rmse = np.sqrt(np.mean((true_y_interp - model_y) ** 2))
return rmse

Eftersom datorer jobbar med diskreta punkter anvinds kubisk spline for att interpolera de simulerade
virdena sa att vi far ett kontinuerligt spektrum av simulerade punkter. Istéllet for att ta det nirmsta
emuleringsvirdet och jamfora med det emulerade sa interpoleras de simulerade punkterna emellan sa
en kontinuerlig funktion erholls, vilket bidrar till en storre precision pa analysen. Kodens funktion
fungerar precis som beskriven i ekvation

4.2 Karaktéaristik och feldiagnostik av EIM-approximeringen

I figur [6] syns de S-koefficienterna som #r kopplade till de nio stycken stérsta singulérvirdena som
funktion av pionmassan. De inledande funktionerna uppvisar en polynomiell struktur, och fran koeffi-
cient nummer 2 6kar graden med ett for varje efterfoljande funktion. Det dr ocksa tydligt fran figuren
att [-koefficienternas virde minskar med ungefér en halv 10-potens for varje nytt 5.
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Beta-koefficienter vs m,
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Figur 6: I figuren syns de nio stycken forsta -koefficienterna i EIM-approximeringen som funktion av
pionmassan. De &r tydligt att de forsta (och storsta) koefficienterna har en mindre rérelse dn de senare
som ror sig mer ofdrutsdgbart men som i sin tur har en lagre paverkan. Denna trend fortsdtter dven
for hogre index av f3.

Feluppskattningen av EIM-approximationens paverkan pa bindningsenergin visas i figur [7] I den
vénstra panelen visas bindningsenergin som funktion av pionmassan for emulatorer med olika antal
traningspunkter. Den svarta kurvan representerar den simulerade bindningsenergin, medan de firgade
linjerna visar de EIM-approximerade bindningsenergierna dar 2 respektive 29 punkter har anvénts i
traningen. I den hogra panelen illustreras hur RMSE-vérdet avtar med 6kande antal tréningspunkter i
EIM-approximationen. Viktigt att podngtera &r att ingen RBM-metod har anvénts i denna analys utan
istéllet har de EIM-approximerade matriserna diagonaliserats dér det légsta egenvérdet representerar
bindningsenergin. Felet minskar snabbt redan efter 5 traningspunkter, och fortsédtter minska déarefter,
med avtagande forbéttring vid fler traningspunkter. For 29 traningspunkter erhalls ett RMSE pa cirka
1.1 x 10~%. Detta viirde #r relativt langt ifran osikerheten i den experimentellt uppmétta pionmassan
som nadmndes i avsnitt 4] men ses dnda som ett fordelaktigt resultat da deuteronens bindningsenergi,
som funktion av pionmassan, r rapportens fokus.
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EIM med olika antal tréningspunkter
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Figur 7: I figuren visas tva diagram dér det vénstra presenterar tre kurvor som aterger bindnings-
energin som funktion av pionmassan; den bla kurvan motsvarar en EIM-approximation med tva
traningspunkter, den réoda en EIM-approximation med 29 tréningspunkter, och den svarta kurvan
representerar simulerad data. I den hogra grafen syns RMSE-virdet av EIM-approximeringen som
funktion av antalet traningspunkter i EIM-approximationen.

For att tydligare illustrera hur antalet tréningspunkter paverkar EIM-approximationen, presenteras
figur 8] Figuren visar de fyra forsta triningsstegen fér EIM-approximationen som tidigare redovisats i
figur [7] Det framgar att approximationen med enbart tva triningspunkter ger ett begriinsat resultat,
men att felet snabbt minskar nér ytterligare tréaningspunkter inkluderas. Daremot okar felet fran den
3:e till fjarde figuren. Detta &r troligen pa grund av den skarpa foréndringen av bindningsenergin nér
pionmassan niirmar sig 0. Detta tyder pa att fler triningspunkter i intervallet 0 MeV /c3 < m, < 100
MeV /c hade varit mer kostnadseffektivt #in att ligga till en extra punkt i Numpys linspace-funktion.
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Forbattringen i bindningsenergi for EIM-approximeringen
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Figur 8: I figuren syns hur de fyra forsta triningspunkterna fran figur [7] paverkar den slutliga interpo-
lerade bindningsenergin.

Samtidigt dr det virt att notera att d&ven med ett litet antal traningspunkter, exempelvis 5 st, fas en
god approximation av den Overgripande trenden i hur pionmassan paverkar bindningsenergin. Detta
antyder att metoden har potential att anvindas &ven i storre system, dér det inte ar praktiskt mojligt
att anvinda ett stort antal traningsdata.

4.3 Karaktaristik och felanalys av RBM-approximeringen

I figur [9] visas RMSE-viirdet fran RBM-steget som funktion av antalet trianingspunkter som anvénts
for att konstruera basen, enligt beskrivningen i avsnitt [34] Eftersom RBM-metoden inte kan han-
tera det ickelinjdra beroendet av pionmassan direkt, anvinds en EIM-approximation baserad pa 29
traningspunkter for att mojliggora linjirisering.
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Emulatorn med olika antal traningspunkter
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Figur 9: Figuren visar ett diagram med tva stycken grafer, dir den blaa visar RMSE-virdet av Emula-
torn, som far en asymptot vid ungefar 1.1 x 10~%. Den réda grafen visar determinanten av normmatri-
sen, N, som ndmns i ekvation och ett tydligt avbrott som syns vid 17 trédningspunkter, illustrerad
av linjen z = 17. Vid detta virde far N-matrisen en negativ definit och determinanten blir darfor
negativ.

Resultaten visar att RMSE minskar kontinuerligt med antalet basvektorer, men forbéattringen planar
ut kring 15 st traningspunkter. Utover detta visas d&ven determinanten av normmatrisen N, som ingar
i berdkningen av egenvirden. Denna determinant minskar snabbt och blir numeriskt negativ nér fler
dn 17 tréningspunkter anvinds. Detta indikerar att normmatrisen blir numeriskt singulér, vilket san-
nolikt beror pa att antalet basvektorer i ® (se ekvation blir for stort. Da riskerar flera vektorer att
bli linjart beroende inom det genererade underrummet. Detta innebér att ytterligare traningspunkter
inte forbattrar emuleringen, vilket bekréftas av att RMSE-vérdet inte sjunker ndmnvért efter 15 bas-
vektorer. Valet av antalet baser &r ddrmed en balans mellan noggrannhet och numerisk stabilitet.

4.4 Felanalys av fullstindiga emulatorn

I figur[I0]och [[T]illustreras RMSE-vérdet som funktion av antalet triningspunkter i EIM-approximationen
respektive RBM-metoden. Figur [I0] visar RMSE for ett intervall av pionmassor mellan 0 och 3m., dér
felet avtar relativt jamnt med 6kat antal traningspunkter, och nar ett minimumvérde runt 1.1 x 10~ 4.

Det &r dock viktigt att notera att antalet tréningspunkter i RBM-steget inte kan 6kas utan att emula-
torn slutar att fungera, nir orginalmatrisernas dimension ligger pa 70. Detta beror pa att dimensionen
hos hamiltonianen sétter en 6vre grians for antalet linjart oberoende basvektorer. Nar denna gréns
overskrids leder detta till att N-matrisens determinant blir negativ, som diskuterats i avsnitt Yt-
terligare 6kning av trdningspunkter leder darfor inte till forbéttrad precision.

I figur [11] visas RMSE separat for tva olika delintervall: det véinstra diagrammet avser intervallet (0)
till 1.5m,, medan det hogra avser 1.5m, till 3m . Resultaten visar tydligt att EIM-approximationen
presterar samre i det ldgre massintervallet. Detta &r sannolikt kopplat till att den storsta variatio-
nen i bindningsenergin sker just dir, vilket ocksa bekréftas av de simulerade resultaten i figur 8| For
att forbattra noggrannheten i emuleringen i det ldgre intervallet bor dérfor fokus ligga pa att fortéita
traningspunkterna i EIM-approximationen. I det hégre intervallet, dér variationen dr mindre och EIM
presterar béttre, &r det RBM-metoden som kraver flest traningspunkter for att se en forbéttring i
RMSE-virdet.
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Antal traningspunkter i RBM
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Figur 10: Figuren visar en virmekarta for emulatorn, dar antal traningspunkter i EIM-approximationen
finns pa x-axeln, antalet tréningspunkter i RBM-approximationen finns pa y-axeln och firgen repre-
senterar RMSE-virdet. I grafen &r bindingsenergin emulerad med en pionmassa mellan 0 till 3m.
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Figur 11: Figuren visar tva virmekartor fér emulatorn, dar antal traningspunkter i EIM-
approximationen finns pa x-axeln, antalet triningspunkter i RBM-approximationen finns pa y-axeln
och firgen representerar RMSE-vérdet. I den vénstra grafen &r bindingsenergin emulerad med en pi-
onmassa mellan 0 till 1.5m, och den hogra grafen mellan 1.5m till 3m..
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5 Diskussion

Syftet med detta arbete var att konstruera en effektiv emulator fér att approximera bindningsener-
gin hos deuteronen genom att skapa en affin approximation av EPU potentialen med EIM, f6ljt av
tillampning av RBM. Den resulterande modellen visade mycket god prestanda redan vid ett litet antal
traningspunkter. Framfor allt gav fem eller fler traningspunkter noggranna approximationer, vilket vi-
sar att EIM metoden lyckas fanga potentialens parameterberoende med relativt 1ag beréikningskostnad.

5.1 Overgripande diskussion

Resultaten indikerar att EIM metoden framgangsrikt fangar deuteronens icke-linjira beroende av m
i potentialen trots kraftig dimensionsreduktion. En begridnsning i studien ar att emulatorn utvérderats
enbart for deuteronen och EPU-potentialen i ett fastlagt parameterintervall. Det &r &nnu oklart hur
modellen skulle prestera for mer komplexa pion-interaktioner och kérnor med fler nukleoner. Som kon-
sekvens av detta kan inget konkret sigas om emulatorn generaliserbarhet for mer komplexa system.

I detta arbete valdes traningspunkterna med ett jaimnt avstand 6ver parameterintervallet genom Num-
Pys funktion linspace. Denna metod &r enkel att implementera och gav goda resultat i detta fall, men
sikerhetsstéller inte att optimala punkter viljs ut. Eftersom vissa delar av parameteromradet kan bi-
dra mer till systemets varians &n andra, kan ett mer optimalt urval forbéattra effektiviteten ytterligare.
Det pekar mot att valet av traningspunkter dr en viktig komponent i emulatorns prestanda och bor
studeras mer systematiskt.

Anvandningen av EIM for att konstruera en affint separerad approximation av potentialen innan
tillampningen av RBM visade sig vara en effektiv strategi. Genom att linjdrisera problemet i ett
forberedande steg reduceras den numeriska komplexiteten jamfort med att direkt hantera en icke-
linjéir operator. Samtidigt bevaras viktiga strukturella egenskaper hos modellen. Metoden illustre-
rar hur val utformade numeriska tekniker kan kombineras for att uppna bade hog noggrannhet och
berakningseffektivitet vid emulering av kvantmekaniska system.

5.2 Slutsats

Arbetet visar att det dr mojligt att med hog noggrannhet emulera deuteronens bindningsenergi genom
att kombinera EIM och RBM. Resultaten pekar pa att metoden #r berdkningsméssigt effektiv och
erbjuder ett systematiskt sdtt att reducera dimensionen hos problemet utan att forlora viktig fysikalisk
information. Metoden kan dérfor ses som ett forsta steg mot mer avancerade emulatormodeller for
kvantmekaniska system, och resultaten bekréiftar att kombinationen av EIM och RBM é&r vil lampad
for denna typ av fysikaliska problem.

5.3 Fortsatt arbete

For att vidare utveckla metoden finns det flera intressanta riktningar att undersoka. En viktig fraga
dr hur vil emulatorn presterar for mer komplexa vixelverkansmodeller och, i synnerhet, for kdrnor
med fler nukleoner. For sadana system vixer den berikningsméssiga kostnaden snabbt och gor direkta
16sningar for parameterstudier praktiskt ogenomférbara, vilket ytterligare motiverar behovet av effek-
tiva emulatormetoder. En utvirdering i dessa mer realistiska och berédkningstunga tillampningar skulle
ge en djupare forstaelse for metodens generaliserbarhet och praktiska anvindbarhet.

Vidare vore det av stort virde att underscka mer avancerade strategier for val av trdningspunkter.
I detta arbete anvindes ett jamnt punkturval 6ver parameterintervallet, men en girig algoritm som
aktivt soker de omraden som bidrar mest till variansen skulle sannolikt kunna férbéttra konvergensen
ytterligare. Att anviinda sadana informationsdrivna urval skulle géra emulatorn mer effektiv, sirskilt
i fall dér mgjligheten att utvérdera potentialen for fler traningspunkter &r begrénsad.
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A Emulatorns kod

Nedanfor finns den kod som anvindes till emulatron samt lite andra funktioner som anvindes vid
analysen av Emulatorn. Foljande dr ocksa en permanent ldnk till hela kodbibloteket: https://gitlab.
com/andreas-ekstrom/bsc_2025_code/-/tree/f4515ad9a4eb2888albeabbcfa25b585809f28b3/.
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class Emulator_NN:

def

def

def

__init__(self,matrix,M_pi,min_basis_val=1le-13):

potential = chiral_potential.two_nucleon_potential(‘LD',Lambda=500.0)

dimension=matrix[0] .shape [0]
dim_quadrant=int (dimension/2)

nn = nn_states.nn_states(jmin=0, jmax=1,tzmin=0,tzmax=0,Np=dim_quadrant,mesh_type='gauleg_finite')

nn.V = potential
mu = (const.Mp * const.Mn)/(const.Mp + const.Mn)
pp = np.hstack((nn.pmesh,nn.pmesh))
Tmat=[p_bra**2/(2*mu) for i, p_bra in enumerate(pp)]
self.Tmat = np.diag(Tmat)
self.orgMatrix=matrix
self .matrix = []
for i in matrix:
self .matrix.append(i.flatten())
self .matrix= np.column_stack(self.matrix)
self .M_pi = M_pi

self.beta=[]

self.U, self.S, Vt = np.linalg.svd(self.matrix, full_matrices=False)

basis_val=100*self.S/self.S[0]

index = bisect.bisect_right(basis_val[::-1], min_basis_val)
self.n_basisVec = len(basis_val)-index
self.U=self.U[:,:self.n_basisVec]

for i in range(0,len(self.M_pi)):

self .beta.append(np.linalg.lstsq(self.U,self .matrix[:,i] , rcond=None) [0])

self.beta=np.column_stack(self.beta)

self.basismatrix=[0] *self.n_basisVec
for idx,__ in enumerate(self.basismatrix):

self .basismatrix[idx]=np.array(self.U[:,idx]) .reshape(dimension, dimension)

self.cubicspline = [0]*self.n_basisVec

for i in range(0,self.n_basisVec):
self.cubicspline[i]=CubicSpline(self.M_pi, self.betal[i])

return None

EIMmatrix(self ,Mpi):

cubic_spline_matrix = len(Mpi)*[0]

for i in range(0,len(Mpi)):
summatrix=np.zeros((np.shape(self .basismatrix[0])))
for j ,func in enumerate(self.cubicspline):

summatrix+= self.basismatrix[jl*func(Mpil[i])

cubic_spline_matrix[i] = summatrix

return cubic_spline_matrix

subspace_basis_EIM(self):
plt.title("Singuldrvdrden fran SVD")
plt.semilogy(self.S)
plt.xlabel("Index")
plt.axhline(le-13,c="'black')
plt.axvline(23,c="'black')

plt.text(8, le-12, r'Singulirvdrde = $10°{-13}$', rotation=0, ha='center', va='bottom', size=15)
plt.text(18, 1, 'Index = 23', rotation=0, ha='center', va='bottom', size=15)
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def

def

def

print(self.S[-1])

plt.ylabel("Singuldrvarde")

plt.show()

plt.title("Variance of V_matrix first column")
plt.plot(np.var(self .matrix.T,axis=0))
plt.show()

return None

singular_values_for_subspace(self):
for i in range(self.n_basisVec):
plt.plot(self.U[:,i], label="sing. val. ratio {:1.3f}),".format(100*self.S[i]/self.S[0]))
plt.title("First {} U-vectors vectors".format(self.n_basisVec+1))
plt.xlabel("Basis vector index")
plt.ylabel("U-vector value")
plt.legend()
plt.show()
return None

plot_beta_on_mpi(self):
MpiSmooth=np.linspace(min(self.M_pi) ,max(self.M_pi),1000)
fig,ax=plt.subplots(3,3,figsize=(17,16))
num=0
for i in range(0,3):
for j in range(0,3):
ax[i] [j].grid )
ax[i] [j].scatter(self.M_pi,self.beta[num],label="Tréningsdata")
ax[i] [j] .plot (MpiSmooth,self.cubicspline [num] (MpiSmooth),label="Interpolerad funktion")
ax[i] [j] .set_title(r"$\beta$-koefficient nr {} ".format(num+l),size=20)
ax[i] [j].set_xlabel(r"$m_\pi$ [MeV]",size=20)
ax[i] [j].set_ylabel(r"Virde av $\beta$-koeefficient",size=20)
ax[i] [j].1legend ()
num+=1
fig.suptitle(r"De 9 st forsta $\beta$-koefficienterna",size=30)
plt.tight_layout ()
plt.show()
return None

error_analysis(self):

self .Felmatrix=self.UGself.beta-self .matrix
print("Felmatrisen:", self.Felmatrix)
print("Maxvarde felmatris",np.max(self.Felmatrix))
print ("Minvirde matris",np.min(self.matrix))

print ("Maxvidrde matris", np.max(self.matrix))
return None

# nn = nn_states.nn_states(jmin=0, jmax=1, tzmin=0, tzmaz=0,Np=70,mesh_type="gauleg_finite')

# muy

def

def

(const.Mp * const.Mn)/(const.Mp + const.Mn)

Ebindnin(self,V):
Eeim=[0]*1len (V)
self .Hlist=[]
for idx,m in enumerate(V):
H = self.Tmat+m
self .Hlist.append (H)
eigvals, eigvecs = linalg.eigh(H)
s = np.argsort(eigvals)
Eeim[idx] = eigvals[s[0]]
psi_k = eigvecs[:,s[0]]
return Eeim

subspace_basis_RBM(self ,RBMmatrix) :

34



def

def

self.Nmatrix_null=False
sub_basis = []
M=RBMmatrix
H=[self.Tmat+V for V in M]
for i in H:
w, v = linalg.eigh(i,None)
s = np.argsort (w)
v= v[:,s[0]]
w= w[s[0]]
norm = np.dot(v.transpose(),v)
# print ('lowest eigenvalue:', w)
# print ('norm <v/v> :', morm)
sub_basis.append(v)
self.sub_basis = np.column_stack(sub_basis)
self.n_mat = np.transpose(self.sub_basis)@self.sub_basis
if is_pos_def (self.n_mat) !=True:
self.Nmatrix_null=True
print(f' Matrisen har inte positiv definit ({len(M)})')
self.sub_Mi = [0]*len(self.basismatrix)
for idx ,M_i in enumerate(self.basismatrix):
self.sub_Mi[idx]=np.transpose(self.sub_basis).dot(M_i.dot(self.sub_basis))
self.T_sub=np.dot (
np.transpose(self.sub_basis) ,np.dot(self.Tmat,self.sub_basis))
return None

def evc(self,c_star):
Eeim=[0]*len(c_star)
if self.Nmatrix_null'!=True:
for i,m_pion in enumerate(c_star):
H_sub=self.T_sub.copy()
for idx, mat in enumerate(self.sub_Mi):
H_sub+=mat*self.cubicspline[idx] (m_pion)
eigvals, eigvecs = linalg.eigh(H_sub,self.n_mat)
s = np.argsort(eigvals)
Eeim[i] = eigvals[s[0]]
psi_k = eigvecs[:,s[0]]
return Eeim
else:
return None
E_bind_real (Mpi,dim=70,Lambda=500) :
Eeim=[0] *1en (Mpi)
V=potential_temp(dim,Lambda=Lambda,M_pi=Mpi)
Hlist=[]
nn_star = nn_states.nn_states(jmin=0, jmax=1,tzmin=0,tzmax=0,Np=dim,mesh_type='gauleg _finite')
mu = (const.Mp * const.Mn)/(const.Mp + const.Mn)
pp = np.hstack((nn_star.pmesh,nn_star.pmesh))
Tmat=[p_bra*+*2/(2*mu) for i, p_bra in enumerate(pp)]
Tmat = np.diag(Tmat)
for idx,m in enumerate(V):
H = Tmat+m
Hlist.append (H)
eigvals, eigvecs = linalg.eigh(H)
s = np.argsort(eigvals)
Eeim[idx] = eigvals[s[0]]
psi_k = eigvecs[:,s[0]]
return Eeim

calculate_rmse(true_x, true_y, model_x, model_y):

true_spline = CubicSpline(true_x, true_y)

35



178

179

181

182

183

184

186

187

def

true_y_interp = true_spline(model_x)

rmse = np.sqrt(np.mean((true_y_interp - model_y) ** 2))

return rmse

is_pos_def (A):

try:
np.linalg.cholesky(A)
return True

except np.linalg.LinAlgError:
return False
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