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Att rakna pa stenar och annat smatt - en popularve-
tenskaplig presentation

En grundpelare i fysiken &r Newtons rorelseekvationer. Dessa ekvationer ér lagar som
bestammer hur saker och ting ror pa sig. Tank dig att du kastar en sten. Du vet pre-
cis hur hart du kastar den, vad den viger och hur mycket det blaser. Da kan du med
Newtons hjélp ridkna ut var den kommer att landa och hur lang tid den ar i luften. Om
du istallet kastar en valdigt liten sten, tusen miljarder ganger mindre dn ett sandkorn,
kan du da gora samma forutségelse?

Svaret ar nej. Nar saker blir tillrackligt sma slutar Newtons lagar att gilla. Du kommer
inte kunna séga var stenen kommer att landa forrdn den faktiskt gjort det. Om du ser
efter var den till slut landar kan du inte ens vara sidker pa att den ligger kvar precis
dér nasta gang du tittar pa den. Det man kan ta reda pa ar dock sannolikheten for att
stenen landar i en viss punkt och hur stor sannolikheten ar att den ligger kvar just dar
den landat. Detta kan man rikna ut med hjélp av den sa kallade Schrodingerekvationen.

Denna ekvation har tvd former, en tidsberoende och en tidsoberoende. Ar ministe-
nen i luften kan du med hjalp av den tidsberoende ekvationen réikna ut var den kan
befinna sig ett 6gonblick senare och var den troligen kommer att landa till slut. Med
den tidsoberoende ekvationen kan du rikna ut sannolikheten att du hittar stenen pa
en specifik plats efter att den landat.

I vart projekt rédknar vi inte pa nagon smasten, utan pa en elektron. Var elektron
kastas inte, utan befinner sig i en atom och ar sa liten att man maste rikna pa den
med Schrédingerekvationen. Anvinder man den tidsberoende ekvationen rdknar man
fram hur elektronen i viss mening roér sig runt atomens kérna. Med den tidsoberoende
fas istéallet sannolikheten att elektronen befinner sig i olika punkter kring atomkérnan.

Att rdkna pa, eller att l10sa, ekvationer ar inte alltid det lattaste. I manga fall &r det
omojligt att hitta ett exakt svar. Dock gar det ofta att hitta en losning som &r nastan
ritt, men att gora det for hand ar tidskrédvande. Darfor anvander vi datorer. De ér bra
pa att gora manga berdkningar fort, sa till att borja med delas problem upp i flera
enklare bitar.

Det ar pa detta vis vi gar tillvaga i vart arbete. Atomen kan ses som en lada, som
elektronen &r inuti. Denna lada delas upp i manga mindre bitar. Déarefter tas det for
varje bit fram en ekvation som &r valdigt lik Schrodingerekvationen just dér, men lét-
tare att losa. En dator loser sedan de lattare ekvationerna var for sig. Till slut lappas
ladbitslosningarna ihop till en 16sning som beskriver hela ladan, eller atomen i vart fall.






Sammanfattning

Rapporten beskriver ett projekt som utforts pa Chalmers tekniska hogskola och
Goteborgs universitet med uppgift att 16sa Schrodingerekvationen i programvaran
FEniCS som anvénder sig av finita elementmetoden. Schrodingerekvationen &r en
kvantmekanisk differentialekvation som beskriver sma fysikaliska system som inte
gar att 16sa inom den klassiska fysikens ramar. Det fysikaliska system som valts
att betrakta ar en viteatom. Férutom projektets utférande och resultat beskrivs
dven den finita elementmetoden i rapporten. De numeriska resultat som berdknats
med FEniCS har jamforts med analytiska sddana och egenvéirdeskonvergenser har
studerats. For rimliga resultat krivs langa berdkningstider och datorkraft utover
en persondators, vilket gora att finita elementmetoden kanske inte dr den mest
optimala metoden for att 16sa Schrodingerekvationen, d&ven om rimliga resultat
kan erhallas.

Abstract

This report describes a project carried out at Chalmers University of Technology
and the University of Gothenburg with the task of solving the Schrédinger equa-
tion with the software FEniCS using the finite element method. The Schrodinger
equation is a quantum mechanical differential equation describing small physical
systems which can not be solved within the framework of classical physics. In
this project, the physical system of a hydrogen atom is studied. The execution of
the project and the results in this report are accompanied by a description of the
finite element method. The numerical results computed by FEniCS have been
compared with their analytical equivalents and eigenvalue convergences have been
studied. To obtain reasonable results, a lot of computation time and computing
power beyond that of a personal computer is required. Hence the finite element
method may not be an optimal method for solving the Schrédinger equation,
although reasonable results may be obtained.
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Forord

I gruppen har en loggbok forts 6ver medlemmarnas bidrag till projektet. Aven en tids-
logg har forts dér vad som gjorts vilken tid har dokumenteras.

Arbetets tillvigagangsatt

Gruppen bestdmde tidigt hur arbetet skulle skotas och ett gruppkontrakt utformades
utifran 6éverenskommelser. Bestdmmelserna handlade i stora drag om att sjélvstiandigt
arbete skulle utféras med de projektdelar som delats ut till vardera person. Kontinuerli-
ga moten fordes vilka behandlade saval framsteg som motgangar. Problem diskuterades
med handledaren. Koden har frimst skrivits av Petter Rosander och Nicklas Osterbac-
ka. Storre delen av resultaten har genererats av Nicklas Osterbacka via Matematiska
vetenskapers berdkningsserver ozzy. Teorin och litteraturstudierna har framst skrivits
och utforts av Anna Samuelsson.

Rapport

Alla gruppmedlemmar har bidragit till alla delar, men varje person har huvudsakligen
bidragit till féljande kapitel:

Petter Rosander: 3, 4, 5,6, A.2, B, E

Anna Samuelsson: 1, 2.1, 2.3, 2.4, 4, 5,6, B, D

Nicklas Osterbacka: 2.2, 4, 5,6, A.1,C, E

Tack till

Vi skulle vilja tacka var handledare Carl Lundholm for ett fint arbete och den stora
hjélpen vi fatt; vi hade inte klarat det utan honom. Vi skulle dven vilja tacka Mattias
Alvarsson for den hjalp han tillfort projektet och det stod han varit. Slutligen vill vi
tacka Anders Logg for hans hjilp under projektets gang.
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1 Inledning

1 Inledning

Schrodingerekvationen ér en partiell differentialekvation som beskriver kvantmekanis-
ka system och har tekniska tillimpningar inom bland annat nanoteknologi och ma-
terialfysik [1]. I ménga fall saknar ekvationen analytiska losningar varfér numeriska
l6sningsmetoder tillimpas [2]. En av dessa metoder &r den finita elementmetoden, vil-
ken utgor den teoretiska grunden for programpaketet FEniCS. Detta arbete beskriver
nagra finita elementmetoder i allménhet och hur programvaran FEniCS tillimpar des-
sa metoder for att losa Schrodingerekvationen. I denna rapport visas hur bade den
tidsoberoende Schrédingerekvationen, vilken ar ett egenvirdesproblem, och den tidsbe-
roende Schrodingerekvationen 16ses i FEniCS. Att 16sa Schrodingerekvationen i FEniCS
och analysera l6sningens noggrannhet kan bidra till programvarans utveckling eftersom
detta skulle utoka FEniCS’ demo-paket, vilket for tillfallet inte omfattar Schrodinge-
rekvationen.

Inom kvantmekaniken beskrivs partiklars ldge av sannolikhetsdistributioner, vilka kan
raknas ut med hjalp av Schrodingersekvationens 16sning [3, 4]. Ekvationens exakta form
beror pa det system som partikeln i fraga ingar i. I detta projekt har Schrodingerekva-
tionen valts att appliceras pa elektronen i en vateatom. Vateatomens elektron utgor en
naturlig utgangspunkt for vara berdkningar, eftersom Schrodingerekvationen for syste-
met dr analytiskt losbar.

1.1 Anknytning till samtida forskning

Schrodingerekvationen spelar en nyckelroll inom kvantfysiken. Forskning fors pa nu-
meriska metoder for att 16sa ekvationen [5, 6, 7, 8]. Bland annat undersoks den finita
elementmetoden cG(p), i det tidsberoende fallet kombinerad med Eulers stegmetod (el-
ler den snarlika Crank-Nicolson-metoden)[9, 10], vilket &dven detta projekt dgnas at.
Precis som Schrodingerekvationen och den finita elementmetoden ar aven FEniCS’ ett
amne for samtida forskning. Programvarans effektivitet och noggrannhet studeras for
matematiskt och fysikaliskt fundamentala partiella differentialekvationer [11, 12, 13].

1.2 Syfte

Projektets syfte ar att losa Schrodingerekvationen med hjilp av FEniCS. Losningar
har beréknats for fallet med tre rumsdimensioner for bade den tidsberoende och den
tidsoberoende formen. Huvudfokus har legat pa viteatomens elektron. Dessutom har
noggrannheten granskats i de numeriska resultaten genom jamforelser med teori och
analytiskt berdknade resultat.
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1.3 Avgransningar

Bland flera finita elementmetoder har den kontinuerliga Galerkinmetoden av grad ett,
forkortad ¢G(1), tillampats i rumsdimensionen. I det tidsberoende fallet har ¢G(1) kom-
binerats med Eulers stegmetod. De system som har studerats ar viteatomens tillstand
i tre rumsdimensioner inklusive och exklusive tidsdimensionen. Inga andra kvantmeka-
niska system dn véiteatomen har undersokts.

2 Teori

Finita elementmetoden loser differentialekvationer numeriskt. Forst trianguleras funk-
tionens definitionsméngd i ett antal simplex!. Sedan beriknas en approximativ l6sning
som en summa av styckvisa polynom, vilka ar nollskiljda i en och endast en av triangu-
leringens noder samt pa de simplex som gransar till denna nod. Beroende pa fysikaliska
och matematiska omstandigheter kan valet av polynom variera, men det grundlaggan-
de i teorin och metoden forblir oférdandrat. Nedan forklaras den finita elementmetoden
c¢G(p) och hur metoden i det tidsberoende fallet kombineras med Eulers stegmetod,
vilket syftar till att beskriva FEniCS’ 16sningsalgoritm. Darefter introduceras Schro-
dingerekvationen, vilken ¢G(1) och Eulers stegmetod slutligen appliceras pa.

2.1 Finita elementmetoden cG(p)

Finita elementmetoden loser differentialekvationer genom att approximera den efter-
sOkta funktionen som en summa av styckvisa polynom. Metodens forsta steg ar att
multiplicera den ursprungliga ekvationen, vilken tillsammans med sina rand- och be-
gynnelsevillkor kallas problemets starka formulering, med en sa kallad testfunktion.
Ett lampligt val av testfunktion ger efter partiell integrering och vissa omskrivningar
problemets svaga formulering. Utifran den svaga formuleringen presenteras problemets
diskreta formulering, i vilken l0sningen antas vara en summa av styckvisa polynom.
Slutligen uttrycks den diskreta formuleringen som ett linjart ekvationssystem vars 10s-
ning ger den approximerade funktionen.

For djupare forklaring formuleras

YEtt simplez dr en k-dimensionell motsvarighet till en triangel, alltsi ett element i en triangulering.
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Gauss’ sats [14]: Om u € C' ér definierad i en kompakt?méngd 2 s& géller

/V-udx:/ n - uds,
Q o0

dar n ar yttre normal till 9Q och s € 0N.

Eftersom integraler inte ar definierade i punkter ar integralen over en sluten mangd
densamma som integralen éver méngdens 6ppna motsvarighet. Saledes ar ett tillrackligt
villkor for Gauss’ sats att definitionsméngden €2 ar begransad. Observera att Gauss’ sats
ger

/QV - (Vuv)dz = /mn - Vuvds (1)

och att produktregeln ger
/ V- (Vuv)dz = / Auvdz +/ Vu - Vudz. (2)
Q Q Q
Enligt ekvation (1) och ekvation (2) géaller saledes
—/ Auvdz :/ Vu - Vudz —/ n - Vuvds. (3)
Q Q o0

For vidare forklaring av finita elementmetoden definieras Sobolevrummen

H™(Q) = {v:v, D',..D™v € L*(Q)},

HMQ) = {v:v,D',..D™ € L*(Q),v|pq = g},

dar den svaga derivatan definieras enligt

O 0H ... 09K
8$1 81’2 amn
of2 9f2 ... Of2
Di(x) = | o o
o1 Oz 0zn

Eftersom losningen till en differentialekvation av m:te ordningen med definitionsméngd
Q tillhor H™(Q), tillhor den sdledes aven H™ (). Genom att multiplicera den ur-
sprungliga ekvationen med en sa kallad testfunktion v € Hg%l(Q), gora ett lampligt val
av randvillkoret g for v, integrera 6ver €2 och anvanda ekvation (3) fas en ekvation i form
av en integrodifferentialekvation® av ordning m — 1 eller mindre. I ursprungsproblemets
svaga formuleringen soks en funktion i H™~*(€2) som léser integrodifferentialekvationen

2En miéngd &r kompakt om den #r sluten och begrinsad.
3Integrodifferentialekvationer innehaller bade integraler och derivator.
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for samtliga v € H*~'(Q). Samtliga svaga formuleringar kan uttryckas som [15]:
Finn v € H™1(Q) s4 att

a(u,v) = L(v), Vv € H;”_l
for en bilinjir form 4 @ och en linjér form L.

Vidare definieras en triangulering
med s simplex och n inre noder N;. Vidare definieras funktionsrummen

Vi={v:velQ),vePK,),VK; € Th}®
VI={v:vel(),vePK)VK; € Thv|oa = I2g},

dar IPg ar en nodinterpolant av g av polynomgrad p. I problemets diskreta formule-
ring soks en funktion i V}, som léser samma integrodifferentialekvation som i den svaga
formuleringen V v € V7.

For att slutligen formulera ett linjart ekvationssystem av problemet observeras att
varje funktion i V}, ar en linjdrkombination av styckvisa polynom ¢;(z), 1 <i < n, av
grad p sadana att

L J=1

0, j#1.

Eftersom den diskreta formuleringens ekvation géller for samtliga testfunktioner v € V2,
géaller den speciellt for v = ¢;(x),1 < i < n. Dessa val av testfunktioner ger upphov till
n olika ekvationer vilka enligt den diskreta formuleringen samtliga skall stimma for den

sokta funktionen. Observera att aven den sokta funktionen w;, ar en linjarkombination
av @;(x), 1 <i < n, eftersom funktionen antas tillhéra Vj,. Av den anledningen skrivs

den sokta funktionen pa formen wuy,(x) = i £;(x),&; € C. Den hér formuleringen av
j=1

den sokta funktionen ger, tillsammans med de n ekvationerna som valet av testfunk-
tioner gav upphov till, ett linjart ekvationssystem med linjart oberoende kolumner,
vilket innebér att systemet alltid ar losbart. Ekvationssystemets 16sning & = [&1, ..., &)

n
anvands slutligen for att formulera Y. &;p;(x), vilket dr den approximerade 16sningen.
j=1

Vidare definieras h,,,, som den maximala sidlangden av 7j:s simplex for att finna och
formulera de numeriska egenvéirdenas forhallande till trianguleringens finhet.

4en bilinjdr form ar en avbildning i tva variabler som &r linjér i varje respektive variabel for sig.
°En funktion ér av klass C*(£2) om dess forstaderivata existerar och ér kontinuerlig pa . Méngden
PP() bestar av alla polynom av grad p pa .
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2.1.1 Eulers implicita stegmetod

For att 16sa en differentialekvation som beror av bade tid och rum diskretiseras dess
tidsintervall genom 0 =ty < t; < ... <t, =T,dart,—t,1 =k VI € {1,...,m}. Vidare
kan tidsderivatan approximeras med en differenskvot. Har anvands FEulers implicita
stegmetod [16], vilken nyttjar derivatans definition fér att approximera

ou
som S
lTllfl = f(t;, w)

vilket ar ekvivalent med
w = f(t,w)k + w1,

dar u; ar den analytiska 16sningen av u vid tiden ¢;. Ovanstaende uppskattning gor att
varje tidsberoende differentialekvation kan approximeras i termer av m tidsoberoende
differentialekvationer i vilka wu; soks och uttrycks i termer av w;_; och k;. Om wug ar
kand kan alltsa w; approximeras rekursivt for samtliga [ genom finita elementmetoden
for en tidsoberoende differentialekvation. Nar samtliga u; uppskattats approximeras den

tidsberoende differentialekvationens 16sning u(z,t) som uy(z,t) = inj w () (t), dar
=1

. 1, t e (tlflatl];
ault) = {0, t ¢ (ti1,t).

Eulers implicita stegmetod ér en sa kallad A-stabil metod [17], vilket innebar att den
funktion som approximeras gar mot noll nir tiden gar mot oéndligheten pa grund av
felackumulation [18].

2.1.2 Andra finita elementmetoder

I samtliga finita elementmetoder trianguleras definitionsmangden. Dessutom approx-
imeras den sokta funktionen som en summa av polynom, vilka &r nollskiljda pa en
och endast en nod samt de simplex som gransar till denna nod, vilket ger ett linjért
ekvationssystem. Dock kan valet av funktionsrum skifta, vilket forgrenar den finita ele-
mentmetoden i ett flertal mer specifika metoder. Inom hallfasthetslaran, till exempel,
saknar ofta testfunktionerna kravet pa kontinuitet, vilket ger den sa kallade Morleys
elementmetod [19]. Vid stromningsmekaniska problemstéllningar vidgas kontinuitets-
kravet hos testfunktionerna till att endast gélla i respektive simplexs mittpunkt, vilket
kallas Crouzeiz-Raviarts elementmetod [20].
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2.2 Schrodingerekvationen

En partikels lage kan inom kvantmekaniken beskrivas av en komplexvard vagfunktion
¥, som loser Schrodingerekvationen. Till skillnad fran i den klassiska mekaniken kan
en partikels ldge inte bestammas precist inom kvantmekaniken. Vagfunktionen ar dar-
for svartolkad. Istéllet brukar en normering av [¢)|? betraktas. Denna funktion &r en
sannolikhetsfordelning som beskriver partikelns lage genom sannolikheten att finna den
kring en viss punkt. Om partikelns sannolikhetsférdelning ar konstant i tiden kan den
tidsoberoende Schrodingerekvationen [2],

Hi(x) = EY(x),

tillimpas. Hér betecknar x € R? partikelns lige i rummet, E partikelns energi och #
Hamiltonoperatorn. For en partikel lyder Hamiltonoperatorn [21]

H=K+P,
dér K betecknar partikelns kinetiska energi och P dess potentiella energi. Den tidso-
beroende Schrodingerekvationen ger upphov till ett egenvirdesproblem vars losning-
ar, egenfunktionerna 1, kallas partikelns tillstand [22]. Egenfunktionernas egenvarden

motsvarar respektive tillstands energi [22]. Det tillstand som har légst energi kallas
grundtillstand. De tillstand som har hogre energi kallas exciterade.

Ekvationens tidsberoende form [4],

i (s, 1) = Rl 1),

beskriver vagfunktionens tidsutveckling. Hér &r ¢ den imaginara enheten, h Plancks
reducerade konstant, x partikelns ldge i rummet och ¢ tid. Tillampas den pa en vag-
funktion som loser den tidsoberoende Schrodingerekvationen sa kommer :s real- och
imaginérdel att oscillera med konstant amplitud runt ett jamviktsldge [22].

2.2.1 Vateatomen

Viateatomen, vilken betraktas i detta projekt, bestar av en proton och en elektron.
Viteelektronens kinetiska energi &r [21]

h2

2me

K=—-——""A

Y

dar m, ar elektronmassan och A ar Laplaceoperatorn. Dess potentiella energi, om gra-
vitationen férsummas, ges av interaktionen med protonen enligt [21]

q2

Aegr’

P=P@r) =
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dar g ar elementarladdningen, ¢y &r vakuumpermittiviteten och r ar elektronens avstand
till protonen. For vateelektronen lyder saledes den tidsoberoende Schrodingerekvationen

(— Ll )w<x>:Ew<x>

2m, 4megr

och den tidsberoende

h2 2
A — q

2me dmegr

L0
@haﬁ)(%t) = (— ) U(x,t).

I appendix A visas hur ekvationerna kan formuleras i sa kallade atomenheter. I detta
enhetssystem lyder den tidsoberoende Schrodingerekvationen for elektronen

(- Dose

2 (oD

I kapitlen som foljer betraktas ekvationerna i atomenheter.

och den tidsberoende

[ appendix B aterges en harledning av den tidsoberoende Schrodingerekvationens ana-
lytiska 16sning for vitelektronen. Dessa losningar ar pa formen

@D(T Cb, n,l,m _Rnl( )Y (97¢)a

2 (n—I— 1' — 2l+1 2r
m it () 1 ().
Y, ( (=)™ ,/(Qg(ll)fm;?)lPl (cos(f))eim?.

Hér ar R,; en funktion vars virde endast beror pa avstandet fran origo och Y;,, en
funktion med endast ett vinkelberoende. Funktionerna L*T!' | och P/ beskrivs i ap-
pendix B. n, [ och m ar sa kallade kvanttal och kan endast anta en diskret uppsattning
varden. De ér relaterade enligt

n=12 ..,
[=0,1,2,...,n—1,
m=—-l,—l+1,...,1—1,1L

Dessa tals viarden paverkar losningens utseende. Huvudkvanttalet n ar relaterat till 16s-
ningens utstrackning, det azimutala kvanttalet [ 16sningens form och det magnetiska
kvanttalet m l6sningens orientering i rymden[23]. Observera att 1, ,, ér komplexvird,
eftersom Y} ,,, ar det. Till 6ljd av att den tidsoberoende Schrodingerekvationen ar linjér
loses den ocksa av linjarkombinationer av v, ;. En delméngd av dessa ar reellvarda.
Beteckningen 1,7, infors for dessa funktioner, dér w véljs enligt konvention [23] och be-
tecknar en spec1ﬁk linjarkombination ¥, ; ym & ¥n 1, —m. Dessa linjarkombinationer finns
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2 Teori

samlade i appendix C.

Végtunktionerna ., och ¢, loser den tidsoberoende Schrodingerekvationen med
egenvirde enligt ekvation (20), i atomenheter,

1
En ~ =55
2n?

dédr n ar huvudkvanttalet. For viteatomen har alltsa alla vagfunktioner med ett visst
n samma, egenvarde.

2.3 Svag och diskret formulering av den tidsoberoende Schro-
dingerekvationen

For att uttrycka den tidsoberoende Schrédingerekvationens svaga och diskreta formu-
lering definieras méngden

Q:={zeR": |z|=r < R}

som ar det inre av omradet som betraktas, dir R dr omradets radie. I fallet for en
atom betecknar alltsa r elektronens avstand fran atomkéarnan. Ett rimligt fysikaliskt
antagande dr att om R ér tillrickligt stort gar sannolikheten [|? och dérmed &dven
ekvationens 16sning ¢» mot noll d& = gar mot 0€). Antagandet implicerar i sin tur att
Vi = 0 pa 0f). Eftersom Schrodingerekvationen ar en differentialekvation av andra
ordningen definieras dessutom rummen

HY(Q) = {v:v,D'v e L*(Q)},

Vi ={v:veC(Q),vePK,;),VK,; €T},
dar T, ar en triangulering av €. Eftersom fallet p = 1 betraktas i detta projekt fas
Vi, = {v; v kontinuerlig och styckvist linjar pa Q}.
Problemets starka formulering i atomenheter lyder:

Finn ¢ € C*(Q) s4 att.

ﬂ'@b(x) = EQ/J(Q?), r e, (4)
Viy(x) =0, x € 09,
dar H ar Hamiltonoperatorn
~ 1 1



2 Teori

Genom att multiplicera bada leden i ekvation (4) med en testfunktion v € H'(Q) och
integrera Over () fas

1 1
—f/ A¢vdx—/ —Yovdx = E/ Yodx.
2 Ja Qr Q
Enligt Gauss’ sats och produktregeln, se ekvation (3), fas
1 1 1
—f/ vadxzf/ Vz/J-V'de——/ n - Vipuds.
2 Ja 2 Ja 2 Joa

Observera att antagandet att Vi = 0 pa 0, for ett tillrackligt stort varde pa R,
implicerar att

/ n - Vipuds = 0,
o2

varfor den svaga formuleringen av ekvation (4) lyder:

Finn ¢ € H'(Q) sa att
1 1
7/ Vib - de—/ pudx = E/ dudx, Vv e H'(Q), (5)
2 Ja Qr Q

En diskret formulering av ekvation (5) lyder:

Finn ¢, € V}, sa att
1 1
- / Vi - Vodx — / “podx = E / Ypvdx, Vv € Vi (6)
2 Ja Qr Q

Observera att Vj, = Span{y, ..., ¢, }, dér ¢; &r en linjir funktion sa att

, J=1
0, j#i

Eftersom ekvation (6) géller for alla v € V},, géller det speciellt for

v=yix), 1€{l,...,n} (7)

Da ekvation (6) kraver ¢y, € V}, = Span{py, ..., ¢, }, géller dessutom
Un(x) = &05(x)
=1
for nagra konstanter ;. Vid testfunktionsvalet (7) kan ekvation (6) uttryckas som:

Finn §;, 1 < j < n, sddana att

> (2 /Q V; - Vpidx — /Q TSDjSOz‘dX> & = E]Zl </Q %‘%‘dx> &

J

9



2 Teori

vilket ar ekvivalent med ekvationssystemet
Ag = EME, (8)

dar A ar en matris med element q; ; sddana att

1 1
;5 = 5 /Q V@j - Vpidx — /Q ;‘Pj%‘dxa

M ar en matris med element m; ; sddana att
mij = /Q%'%'dx
och & = [&, ..., &7,

Ekvation (8) &r alltsa ett linjart kvadratiskt ekvationssystem med oberoende kolum-
ner, vilket innebar att en losning &, och saledes a&ven en approximation av v i ekvation
(4), alltid existerar.

2.4 Svag och diskret formulering av den tidsberoende Schro-
dingerekvationen

For att 16sa den tidsberoende Schrodingerekvationen,

Finn ¢ € C*(Q) N C([0,T]) sddan att
%,
Zaitp = (_%A o %) v, (9)
U(z,0) = Yo(z)

med den finita elementmetoden diskretiseras det betraktade tidsintervallet genom par-
titionen 0 =tg <ty < ... <t, =T,dart,—t, 1 =k, V1€ {l,..,m}. Vidare nyttjas
Eulers stegmetod genom vilken uppskattningen

b=t
ot ko
dar 1; och v;_; ar numeriska approximationer av den analytiska vagfunktionen ¢ pa
ett begrénsat tidsintervall, approximerar ekvation (9) som

W _ <_;A _ i) . (10)

Ekvation (10) ar ekvivalent med
: 1 1 .
M/Jl + k’l <2A¢l + TQM) = 27,/)1_1, (11)

10



2 Teori

vilket implicerar att sa lange 1y dr kdnd kan samtliga ¢); approximeras rekursivt. Ge-
nom att multiplicera ekvation (11) med en testfunktion v € H*(2) och integrera 6ver
Q) fas med hjalp av Gauss sats, produktregeln och antagandet att Vi = 0 pa 9 (for
en tillrackligt stor definitionsméngd €2) den svaga formuleringen av den tidsberoende
och tidsdiskretiserade Schrodingerekvationen:

For [ =1,..,m, finn ¢;(x) € H'(Q) s4 att

1 |
/ [wlu + ik — RV Vo
Q T 2

dz = / i vdz, Yo e HY(Q). (12)
Q

For att losa den komplexvarda, tidsberoende Schrodingerekvationen gors separationerna
U, = Re(Yy) + 1Im(vy), vilket genom multiplikation med i gor ekvation (12) ekvivalent
med:

For il =1,..,m, finn ¢;(x) € H'(Q) s att

/Q [—Im(m)v + iRe(wl)vkzl - ;leRe(wl)Vv] dz

:/Q—]m(@/)l_l)vdx, Voue HY(Q),

/Q [Re(wl)v + i[m(wl)vkl _ ;leIm(wl)Vv] dz
= /ﬂRe(zpl_l)vdx, Voe H(Q).

D& den tidsberoende Schrodingerekvationen antas ha samma 16sning som sin tidsobe-
roende motsvarighet vid £, approximeras 1)y genom problemet:

Finn &;,1 < j < n, sd att

n 1 1 n
jEZl <2 /(; VQO] VQD X o TSO]SO X 5] ]§:1: Q Pip;Ax 6]

dar 1y approximeras som
Uno(x) = Y &ipi(x),
=1

vilket ar ekvivalent med det diskretiserade problemet for den tidsoberoende Schro-
dingerekvationen. Saledes kan 1y approximeras med den finita elementmetoden for ett
tidsoberoende problem. Det diskreta problemet formuleras som ekvation (12) for re-
spektive [, vilket 16ses rekursivt med finita elementmetoden for tidsoberoende problem.
Alltsa antas att v € V() och att ¢, € V,(Q) vilket gor att ¢, [ > 0, kan approxi-
meras genom den diskreta formuleringen:

11
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Forl=1,..,m, finn ¢y € V,,(Q) s.a.

/Q [—Jm(@bh,l)v + iRe(zﬁh,,)vkl _ ;k:lVRe(zﬁh,l)Vv} dz

(14a)
= /Q —Im(tpar)vdz, ¥ v € Vi (),
1 1
/ [Re(?/fh,z)v + —Im(¢n)vks — szfm(lbh,z)V"U] da
Q T 2
(14b)
- /Q Re($n_1)vdz, ¥ v € Vi(Q).
Eftersom v € V,,(Q2) géller ekvationerna (14) speciellt for
v(x) = @i(x), i € {1,...,n}.
Da oy € V() géller dessutom
Re (¢, (x Z §l pj(x
7vbhl Z 5 410]
j=n+1
vilket gor ekvationerna (14) ekvivalent med problemet:
Forl=1,..,m, finn fé.,l < j < 2n, sadana att
AR i Mg, Ve | dx= [ -1 dx, 1<j<
; | TGienrie £ G = 56V Vi dx = | —Im(Yi)pdx, 1< <,
: (15a)
p ’ fi b v Vei|dx= | R dx, 1<j<
; |Gt e = 56 Vens - Vi dx= | Re(Yra)pdx, 1< j<mn,
' (15b)
dar p = n. Ekvationerna (15) ger upphov till det linjara ekvationssystemet
Agl = b7 (16)

dir &, = [&, ..., &, ]7, A &r en 2n X 2n-matris och b ar en 2n x 1-vektor. Observera att
(16) ar ett kvadratiskt ekvationssystem med oberoende kolumner, varfor systemet ar
losbart. A har formen

A | Ao
A= : :
[ Agq | Az ] ’

12



3 Metod och material

dar A, s, o, B € {1,2}, & n X n-matriser med element a%ﬁ sadana att

k k
L1 1 1
;5 = 0 ?%’(Pi - EV%’ - Vidx,

12 d

A5 = | —PntjiPidX,
Q

21

Qi = /Q%'%'dx»

k k
2,2 ! 1
a;; = 0 790n+j%‘ - §V(;On+j - Vipdx,

_ | b
o= ]

déar by, a € {1,2}, ar n x 1-vektorer med element b sidana att

b ar en vektor pa formen

b% :/ —Im (1) pidx,
Q
b? :/ Re(—1)pidx
Q
n 2n
och 9;(x) approximeras som ¥ ,;(x) = 3 &Epi(x) +i Y Elpi(x). For att hitta den
i=1 i=n+1

approximerade losningen ¢y,(x,t) loses ekvation (14a) for samtliga [. Slutligen sétts

Un(x,t) = zi Y (x)u(t), dér

Gi(t) = {

3 Metod och material

1a t e (tl—latl]a
0, t¢& (ti_1,t).

FEniCS ar ett programpaket som loser differentialekvationer med hjalp av finita ele-
mentmetoden. I detta projekt har FEniCS anvants for att 16sa Schrodingerekvationen
numeriskt. Programpaketet kan tolka kod skriven i bade Python och C++. I detta
projekt anvinds Python. For att bekanta sig med hur FEniCS och dess implementering
fungerar studerades dess dokumentation samt firdiga exempel fran utvecklarna. Studi-
erna gav en introduktion till hur kodstruktur och funktionsnamn samt hur argument till
dessa skrivs. Litteraturstudier gav den matematiska bakgrunden for att kunna harleda
den svaga formuleringen samt definiera de funktionsrum som behoévdes vid implemen-
tering. For att kunna visualisera analytiska och numeriska resultat anvinds ParaView
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3 Metod och material

och MATLAB. Vidare har resultat for olika fina trianguleringar jamforts for att un-
dersoka egenvéirdeskonvergensen for den tidsoberoende Schrodingerekvationen, vilken
ar ett egenvardesproblem. Berdkningar har utforts pa Chalmers tekniska hogskolas be-
rakningsserver ozzy.

3.1 Implementering i FEniCS

For att 16sa en differentialekvation med FEniCS kravs i stora drag foljande implemen-
tering [24]:

Definiera en geometri ) — Definiera en triangulering T, av Q — Ange det approxime-
rade polynomets grad p — Definiera ekvationens randvillkor — Definiera ekvationens
finita elementformulering — Los problemet.

Figur 1 visar ett exempel pa ett nat. Vidare visar Figur 2 ett exempel pa ett grov-
re nat.

AVATS AN,
‘ﬂ%ﬁ'ﬁ‘ﬂ%léu,ﬁ

SRS

QWAIRYAY
AN AV AYaYat
vé)ﬁéﬁgﬁ%ﬂx?irv AN

AN, a
SRR
At AN vt e VAVATY )
’v‘uw‘Ag'A"NbgVAVAV«A‘ P A RAY
R AT

M Pl e B Tl M

MQ;

VAN Z
AV

Figur 1: Triangulering med ndtargu- Figur 2: Triangulering med ndtargu-
ment 20 ment 10

Tag till exempel definitionsméngden €2 := [0, 1] x [0, 1] och ekvationen

—Au =0, x €9,
u =0, x €0,

vars svaga formulering ar:
Finn u € H}(Q) sd att

/ Vu-Vodx =0, Vo € H(Q), (17)
Q
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3 Metod och material

vilket &r ekvivalent med:
Finn u € H}(Q) sa att
a(u,v) = L(v), Y v € H}(Q),

dar
a(u,v) = / Vu - Vodx
Q

och
L(v) = 0.

Nedan visas ett exempel pa Pythonkod for att 16sa ekvation (17) i FEniCS.

from dolfin import =*

# Definiera geometri och triangulering
mesh = UnitSquareMesh (15, 15)

# Ange det approximerade polynomets grad p
V = FunctionSpace(mesh, "CG", p)

# Definiera rand
def boundary(x, on_boundary):
return on_boundary

# Definiera randvillkor
bc = DirichletBC(V, @, boundary)

Definiera ekvationens svaga formulering
= TrialFunction (V)

TestFunction (V)

inner(grad(u), grad(v))*dx

0% v*dx

#
u
v
a
L

# LOs variationsformuleringen
u = Function (V)
solve(a == L, u, bc)

3.2 Losning av egenvirdesekvationer

Fér generering av nit valdes en geometri i form av ett sfiriskt skal®, d& en klotformad
geometri leder till ofysikaliska l6sningar. Aven en kubisk geometri testades, men FEniCS
egenvardeslosare avbrot berdkningen da en nod lag i origo, vilket sker om udda argument
implementeras.

# Skapar ett nat med finhet m, vars geometri har finhet n

ibound = 0.01 # Definierar inre radie
obound = 2.2 # Definierar yttre radie

SEtt sfariskt skal ir en geometri i form av ett klot med ett klotformat hal runt sin mittpunkt.
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origo = Point(0.0,0.0,0.0) # Definierar origo
sphere_outer = Sphere(origo,obound,n) # Skapar yttre skal
sphere_inner = Sphere(origo,ibound,kn) # Skapar inre skal
sphere = sphere_outer - sphere_inner # Skapar sfariskt skal
sphere_mesh = generate_mesh (sphere,m) # Skapar natet

For att 16sa ett egenvirdsproblem i FEniCS maste matriserna skapas utifran den svaga
formuleringen:

# Har ar A ett godtyckligt vansterled

A = PETScMatrix ()

assemble (a, tensor = A) # Skapar matrisen
bc.apply (A) # Applicerar randvillkor pa A

Egenvérdeslosaren har olika funktioner. De som definieras nedan ér de som varit vé-
sentliga for projektet:

# Skapa egenvardeslosare

s = SLEPcEigenSolver (A,M) # Kallar pa egenvardeslosare
s.parameters[’spectrum’] = ’smallest real’ # Minsta reella egenvardet
s.parameters[’tolerance’] = g # Egenvardeslodsarens tolerans
s.parameters[’maximum_iterations’] = ¢ # Maximalt antal iterationer
# Loser egenvarden upp till n

s.solve(n)

# Loser alla egenvarden

s.solve ()

|4|? &r en sannolikhetsfordelning, sa |[1]|1,) = 1 bor galla. Detta uppnas genom att
l6sningen normeras:

psinorm = norm(psi,’12’) # Raknar ut L2-normen av losningen u
psi = project(psi/psinorm, V) # Projicerar den normerade losningen pa V

3.2.1 Implementerade parametrar

[ nedanstaende tabell visas vilka parametrar som gavs till egenvardeslosaren i appendix
E.1 for respektive resultat nar isoytor simulerades.
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3 Metod och material

Tolerans Inre radie Yttre radie Natarg. Geometriarg. Figur

|¢17070|2 56 — 16 O, 1 10 48 20 3
ol 5¢ — 16 0,1 15 48 20 5
2001 50 16 0,01 10 72 20 7
w2 5¢ — 16 1 30 72 20 8
21 5¢e — 16 1 30 72 20 9
5¢ — 16 1 30 72 20 12

W@ ?  5e—16 1 30 72 20 13
le — 15 1 30 80 20 16

WE2 Se—16 1 30 72 20 17
P 5¢ — 16 1 30 72 20 19
3,2 5¢ — 16 1 30 72 20 20

Tabell 1: FEniCS-parametrar anvinda for att ta fram figurerna.

3.2.2 Undersokning av egenviardeskonvergens

Vid undersokning av egenvirdeskonvergens onskas data om egenvardet som funktion
av hpee samlas in. Detta gors genom att sidtta egenvirdeslosaren i en for-loop dar
berakningsdoménens triangulering forfinas i varje iteration.

i for msh in range(start, slut, steglangd):
2 generate_mesh (geometri, msh)

3 L ... 1]

3.3 Tidsberoende ekvationer i FEniCS

Variationsformuleringen av den tidsberoende Schrédingerekvationen lyder:

Forl=1,..,m, finn ¢y, € V,(2) sa att

/ [—Jm(wh,l)v + L Re(uni) ok — 2V Re(un) Vo] da
Q r 2 (18&)
:A)—]m(¢h71_1)vdm, Yo € V5 (92),
1 1
/ [Re(zﬁh,,)v 4= Im(ng)oks — klwm(;z)h,l)vu] do

= /QRe(wh,l,l)vda?, Yv € Vh(Q)
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Eftersom ekvationerna (18) &ar tva kopplade ekvationer maste ett produktrum mellan
funktioners real- respektive imaginardel definieras:

V = FunctionSpace(mesh, ’CG’, p) # Definierar funktionsrummet
W = VxV # Definierar produktrummet
# Definiera testfunktion och forsdoksfunktion

(psi_r, psi_i) = TrialFunction (W)
(vr, vi) = TestFunction (W)

Implementering av tidsberoende ekvationer i FEniCS sker genom att forst definiera
tidsstegningen:

dt = 1 # Definierar andring av tid
t = dt
T =09 # Definierar sluttiden.

Dérefter gors en loop som stegar i tiden och kallar pa en losare for variationsfomule-
ringen. Nar problemet 16sts i ett tidssteg sparas dess 16sning i u; innan ¢ uppdateras:

while (t <= T): # Loopar i tiden
solve(b = = L, u, bc) # Loser b = L samt tillampar randvillkoret bc
ul.assign(u) # Sparar losningen i ul for varje tidssteg
t += dt # Uppdaterar till nasta tidssteg

Oscillationsfrekvensen rdknades ut for hand genom att ta antalet oscillationer och di-
videra med tidsintervallet.

3.3.1 Implementerade parametrar

Hér foljer vilka parameterviarden som anvéindes i koden, som finnes i appendix E.2 vid
l6sning av det tidsberoende problemet.

Tolerans Inre radie Yttre radie Tidssteg Nat Geometri Figur

rool? le — 15 0,1 6 0,05 16 24 27, 28
LOOT e — 15 0,1 6 0,005 16 24 29, 30

Tabell 2: FEniCS-parametrar anvanda for att ta fram figurerna.
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4 Resultat

Detta kapitel inleds med en presentation av numeriska och analytiska losningar till
den tidsoberoende Schrodingerekvationen. Darefter undersoks hur egenvardet for nagra
l6sningar beror pa den storsta sidlangden, h,,q., av trianguleringens simplex. Sist un-
dersoks om steglangden i tid paverkar losningar till den tidsberoende ekvationen.

Imaginérdelen av berdkningsresultaten fran den tidsoberoende Schrodingerekvationen
ar identiskt noll. Dérfor ar de reellvarda vagfunktionerna i, analytiska 16sningar till
denna ekvation. Dessa funktioner presenteras i appendix C.

4.1 Tidsoberoende Schrodingerekvationen

De endimensionella diagrammen nedan visar sannolikhetsdistributioner i en dimension.
De ar framtagna genom att ta data fran punkter liggandes utefter en axel. Sannolik-
hetsdistributioner for vagfunktioner med [ = 0 ar sfariskt symmetriska, vilket visas i
appendix C, varfor denna axel ar godtycklig.

Radien pa det sfariska skalets hal betecknas inre radie. Det sfariska skalets maximala
avstand till halets mittpunkt kallas yttre radie. Varden pa dessa parametrar star i fi-
gurtexterna, i atomenheter.

Isoytorna” nedan visar sannolikhetsdistributionernas tredimensionella geometri. De ér
framtagna genom att visningsprogrammet ParaViews parametrar stéalls in sa att viktiga
geometriska detaljer tydligt framtrader hos den analytiska 16sningen, som exempelvis
ringen i figur 17. Darefter stélls parametrar in sa att motsvarande numeriska 16snings
volym sa nara som mojligt matchar den analytiska 16sningens.

4.1.1 Vagfunktionen med n=1, (=0

Figur 3 och Figur 4 visar numeriskt respektive analytiskt berdknade |11 0|, Vagfunk-
tionen ar sfariskt symmetrisk, varfor endast en dimension visas.

"Volym av doménen som har funktionsvirden mellan tva givna parametrar.
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|1/)1‘D|u|2, numerisk

0.25

0.2

‘Iu‘
0.15 /
|

=]
2 /
3 /
E /
< 0.1 /
Ff
0.05
1]
-3 -2 -1 0 1 2 3
X
Figur 3: Numeriskt berdknad

[v100[% dd berdkningsdomdnens inre
radie ar 0,1 och berdkningsdomdnens
yttre radie dr 10.

Egenvdrdet till denna Ilésning dr
—0,4918.

4.1.2 Vagfunktionen med n=2, [=0

2 "
I"’FJm‘DI , analytisk

Amplitud

(=] o o
= o o o w
o ) (&) (&) o

o

o
=]
=]
|
|

3 2 1 0 1 2 3
Figur 4: Analytiskt  berdknad
l¢b100/°.

Egenvirdet till motsvarande egen-
funktion dr —0,5.

Figur 5 och Figur 7 visar numeriskt berdknade |15 0|?. Figur 6 visar dess analytiskt
beridknade motsvarighet. Vagfunktionen &r sfariskt symmetrisk, varfor endast en di-
mension visas. Observera att berdakningen i Figur 7 ej normerats, varfor amplituden ej

ar direkt jamforbar med losningarna i Figur 5 och 6.
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I"”Jz‘n‘nlz’ analytisk

|-a,’:z 0 n|2, numerisk
0.025 = 0.045
0.04
_ | |
0.02 0.035
|| 0.03 ||
0.015
Ef \ S o025}
s | 2 l
0.02
< 001 < I
I| 0.015 |
|
/
| |
0.005 + I.‘ ] 0.01 |
I
| K 0.005 | | 1
0 — J T 0 —— e
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X
Figur 5: Numeriskt beriknad Figur 6: Analytiskt  berdknad
]1/127070\2 da berdkningsdomdnens inre [12,0,0 2
Egenvirdet till motsvarande egen-

radie dr 0,1 och berikningsdomdnens

yttre radie dr 15.
Egenvirdet till denna I6sning dr

—0,1339.

funktion dr —0,125.

2 .
<102 |(,f12‘0‘0| , numerisk

Amplitud
&

. _A V

-10 -5 0 5

10

Figur 7: Numeriskt berdknad
[Y9,00[% dd berikningsdomdnens inre
radie dar 0,01 och berikningsdomd-

nens yttre radie ar 10.
Egenvdrdet till denna Il6sning dr

—0,2504.

4.1.3 Vagfunktioner med n=2, I=1

Figur 8 och Figur 10 visar numeriskt respektive analytiskt berdknade isoytor for [¢4, |?,
dér w = x i Figur 10. I Figur 8 &r w z, y eller z. Sannolikhetsdistributionerna |¢3,|?,
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|13 11> och |45 |* har identiska geometrier, men &r orienterade lings med tre ortogonala
axlar. For de analytiska 16sningarna sammanfaller dessa med x-, y- och z-axlarna, men
de numeriska losningarna orienterar sig efter tre godtyckliga ortogonala axlar. Darfor
gar det ej att faststélla vilket tillstands sannolikhetsférdelning som avbildas i Figur 8.

Figur 9 visar sannolikhetsdistributionens amplitud i Figur 8:s mitt langs med den utri-
tade axeln. Figur 11 visar sannolikhetsdistributionens amplitud i Figur 10:s mitt langs
med den utritade axeln.

w2 .
10 |1/:2’1| , numerisk

Amplitud

-10 -5 1] 5 10
Figur 8: Numeriskt beriknad isoy- Figur 9: Numeriskt beriknad |zp53112
ta for |1[1§‘j1|2, dir w ar z, y eller z, ldngs med axeln utritad i Figur 8, ddr
da berdkningsdomdnens inre radie dr w arx,y eller z, da berdkningsdom-
1 och berdkningsdomdnens yttre radie nens inre radie ar 1 och berdknings-
ar 30. domdnens yttre radie dr 30.
Egenvirdet till denna I6sning dr
—0,1207.
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| 108 | [ alnalytisk
5
4
23
E
<
2
1
0
-10 -5 0 5 10
X
Figur 10: Analytiskt berdknad isoyta Figur 11: Analytiskt beriknad |5 K
for |¢§,1’2- lings med axeln utritad ¢ Figur 10.

Egenvdrdet till motsvarande egen-
funktion dr —0,125.

4.1.4 Vagfunktioner med n=3, I=1

Figur 12 och Figur 14 visar numeriskt respektive analytiskt berdknade isoytor for |15’ 12,
dér w = z i Figur 14. T Figur 12 &r w z, y eller z. Sannolikhetsdistributionerna |5, |?,
4 1]* och |95 1 |? har identiska geometrier, men &r orienterade lings med tre ortogonala
axlar. For de analytiska l0sningarna sammanfaller dessa med z-, - och z-axlarna, men
de numeriska losningarna orienterar sig efter tre godtyckliga ortogonala axlar. Darfor
gar det ej att faststélla vilket tillstands sannolikhetsférdelning som avbildas i Figur 12.

Figur 13 visar sannolikhetsdistributionens amplitud i Figur 12:s mitt langs med den
utritade axeln. Figur 15 visar sannolikhetsdistributionens amplitud i Figur 14:s mitt
langs med den utritade axeln.

Figur 16 visar resultatet fran en numerisk berdkning pa ett finare nat an Figur 12:s.

Toleranssparatetern till egenvardeslosaren i Figur 16:s berdkning var hogre an i Figur
12:s. Notera kroppens assymetri.
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Figur 12: Numeriskt berdknad isoy-
ta for [Y§, |2, dir w dir x, y eller z,
da berdkningsdomdnens inre radie ar
1 och berdkningsdomdnens yttre radie
ar 30.

Egenvdrdet till denna Il6sning dr
—0,054.

Figur 14: Analytiskt berdknad isoyta
for |¢§,1|2-

Egenvdrdet till motsvarande egen-
funktion dr —0,03125.

24

10 |1/;';"1|2, numerisk
4 .

Amplitud

0.2

0
-20 -10 0 10 20

Figur 13: Numeriskt berdknad
[§1|? lings med azeln utritad i
Figur 12, dar w dar x, y eller z, da
berikningsdomdnens inre radie dr 1
och berdkningsdomdnens yttre radie
ar 30.

1% 1%, analytisk

-3
8 x10

Amplitud

0.4

0.2

0
-20 -10 0 10 20

x

Figur 15: Analytiskt beriknad ‘¢§,1’2
langs med axeln utritad i figur 14.
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Figur 16: Numeriskt berdknad
|12, dir w dr x, y eller z, dd
berikningsdomdnens inre radie dr 1
och berdkningsdomdnens yttre radie
30. For denna berdkning implemen-
terades en storre tolerans i FEniCS

funktion eigensolver jamfort med
ovriga berdkningar.

Egenvdrdet till denna l6sning dr
—0,0542.

4.1.5 Vagfunktioner med n=3, (=2

Figur 17 och Figur 18 visar numeriskt respektive analytiskt berdaknad |¢§,22|2. Till skill-
nad frén de andra sannolikhetsdistributionerna [¢)§,|* kan den som avbildas i Figur
17 identifieras med hjalp av dess geometri. Notera assymetrin i Figur 17 jamfort med
Figur 18.

Figur 19 och Figur 21 visar numeriskt respektive analytiskt berdknad |¢§2|2, dar
w = x? — y? for Figur 21 och antingen zy, yz, 2z eller 22 — y? for Figur 19. Sanno-
likhetsfordelningarna [13% %, [155]%, [15%]* och |@Z)§22_y |? har likadana geometrier, men
lagger sig utefter varsin axel. Da dessa axlar orienteras godtyckligt for den numeriska

l6sningen gar det ej att bestdmma vilken sannolikhetsdistribution som avbildas i Figur
19.

Figur 20 visar sannolikhetsdistributionens amplitud langs med de utritade axlarna i
Figur 19. Den roda grafen i Figur 20 visar sannolikhetsdistributionen i Figur 19:s mitt
langs med axeln markerad med rod linje. Den bla grafen visar sannolikhetsdistribu-
tionen ldngs med axeln markerad med en lila linje. Notera att graferna i Figur 20 ej
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sammanfaller.

Figur 22 visar sannolikhetsdistributionens amplitud ldngs med de utritade axlarna i
Figur 21. Notera att dessa sammanfaller.

Figur 17: Numeriskt berdknad isoy- Figur 18: Analytiskt berdknad isoyta
ta for |¢§722|2, da berdkningsdomdnens for |1/)§,22|2

inre radie ar 1 och berdkningsdomd- Egenvdrdet till motsvarande egen-
nens yttre radie 30. funktion dr —0,03125.

Egenvdrdet for denna ldsning dr

—0,055.
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Figur 19: Numeriskt berdknad isoy-
ta for |1/1§€2|2, dar w dar xy, yz, zx el-
ler > — y?, dd berdkningsdomdnens
inre radie ar 1 och berdkningsdomd-
nens yttre radie dr 30.

Egenvdrdet till denna Iésning dr
—0,055.

Figur 21: Analytiskt beraknad isoyta
. 2 42

for |1/1§,2 P

FEgenvdrdet till motsvarande egen-

funktion dr —0,03125.
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10 |1,b:'r2|2, numerisk
7 . .

Amplitud

Figur 20: Numeriskt berdknad
[W§ol?, dir w dr xy, yz, zx eller
22 —y?, dd berikningsdomdnens inre
radie ar 0,01 och berikningsdomd-
nens yttre radie dr 10. Den bla linjen
visar en axel liggandes langs med den
lila linjen © Figur 19, den réda genom

azeln ldngs med den réda linjen.

xz-yz 2 N
|1,’)u |, analytisk

g 210
5
4
=}
2
a3
E
<
2
1
0
-20 -10 0 10 20
X
Figur 22: Analytiskt berdknad

?—y? 2 . .
|1/J3’2 | lings med azlarna utritade
1 Figur 21.
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4.2 Egenvardeskonvergens

Resultatet av egenviardeskonvergensen presenteras i diagram 6ver egenvéirden som funk-
tion av ke, samt det numeriska felet |Ej — E| mot hy,q, i form av ett polynom, som
finns i figurtexten. Har ar F), det numeriskt beraknade egenvéirdet och E det analytiskt
framtagna. I varje figur ar det analytiska egenvéirdet inlagt som en rod streckad linje.

Figur 23 och Figur 24 visar egenvéirdet som funktion av hy,q, for ¢ 0 for tva olika
varden pa natets inre radie. Figur 25 visar egenvirdet som funktion av Ag,e, for ;.
Figur 26 visar egenvérdet som funktion av A, for vagfunktionerna 3, dér p ar z, y
eller z. Figur 26 inkluderar data fran alla dessa tre 16sningar.

eFﬁrhéllande mellan egenvirdeoch h , for 4, , Forhallande mellan egenvarde och h . f6r 4, o

- ” ‘ v hmax ’ o ' h ” ‘ " hmax ’ N ’
Figur 23: Bla markeringar visar nu- Figur 2j: Bla markeringar wvi-
meriskt berdknade egenvdrden i for- sar mnumeriskt berdiknade egenvdr-
hallande till hpmaz fOr Y100 dd be- den 1 forhdllande till hpee for
rakningsdomdnens inre radie dar 0,1. Y100, da berikningsdomdnens in-
Den roda linjen wvisar samma funk- re radie dr 0,01. Den réda lin-
tions analytiska egenvdrde. Felupp- jen wvisar samma funktions analytis-
skattning: |Ej, — E| ~ 0.5271h2 ,, — ka egenvirde. Feluppskattning: |Ep —
0.6258h 4z + 0.1801 E| ~ 85052h3 . — 53.7591h2, .. +

113.4876 ey — 38.2521
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N ‘zFi:irhéIIande mellan egenvérde och hmax for v’z,u,u

0125

Egenvérde
& .
B
&

x

e
o

-0.155

-0.165 H

Figur 25: Bla markeringar wvi-
sar numeriskt beriknade egenvdr-
den 1 forhallande till hpgee for
Y200 dd berdikningsdomdnens inre
radie dr 0,1. Den rdéda linjen wvi-
sar samma funktions analytiska egen-
varde. Feluppskattning: |E;, — E| =~
—0.0067h2, ., + 0.0363R0: — 0.0098

Férhallande mellan egenvirde och hmax for 1/"/'21
-0.1 .

L B ]
%} E

-0.158 X

0.2

Egenvérde

03 x

1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Figur 26: Bla markeringar visar nu-
meriskt berdknade egenvdrden i for-
hallande till hya. for 1[1571, dir p dr
x, y eller z, da berdkningsdomdnens
inre radie dr 0,1. Den rdda linjen vi-
sar samma funktions analytiska egen-
varde. Feluppskattning: |Ep — E| =~
0.0010h2,,, — 0.0040A,q, + 0.0113

max

4.3 Tidsberoende Schrodingerekvationen

Végftunktionen ¢, o o:s tidsutveckling visas i figurerna nedan. Real- och imaginardelar ar
inritade i blatt respektive rott. Tidssteget i Figur 27 och Figur 28 ar 0,005. Tidssteget i
Figur 29 och Figur 30 &r 0,05. Olika trianguleringar pa berdakningsdoménen, genererade
med samma parametrar, anvandes for berakningarna av resultaten som visas i Figur 27
och Figur 29. For berdkning av resultaten som visas i Figur 28 och Figur 30 anvandes
samma triangulering.Alla punker oscillerar pa samma sdtt men med olika amplitud.
Dérfor véljs en enda punkt som representerar alla, varfor amplitudaxeln uteldmnas
i figurerna. Vagfunktionerna i Figur 27 och Figur 29 oscillerar med olika frekvens.
Vagtunktionen i Figur 28 och Figur 30 oscillerar med samma frekvens.
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Tidsutveckling for ¢1 00
Tidsutveckling for Pyop

\ 'ﬁ'.‘ ﬂ N f\ [ \ A\ AN p
"(\I‘- f\ \‘u \ fm'\ \ II‘ I' III‘ II\ If ‘I|I‘I |{ ‘I|[\‘II\ IIHI I'\ I"||
i l."ﬁ" VA N (1 N ;‘E ,‘.
|"‘|I\ lI‘HI\ |‘“|“ ‘I‘H‘I ‘I\"|I‘| \IIH II‘l‘I l\\llll |||“\|\ |‘|H||I ‘llllwl\ Hl
HRTARTARTANiANA S
s[UVPIV ] RN AR RARR AR
é‘l‘ll‘l\lll‘ll‘ull‘ll‘ll"lHl‘H‘I‘lll\‘l\ll‘H CEE|||II|||‘|‘II‘|‘|||I\|\||\‘II‘|‘||||\|\I
Z \‘||H|||||I| || |\‘ \H‘ NIRRT \\ll
NIRRT TR IR RIEREIEEEIE R
l\“l‘llllllwll‘lllﬂl"lu“ lllllllllll\\ll“lllllllwll‘
VAV UYL N
NEIRITRIEN o L VL
II\I‘J’I\IUIJ I\\ j II"J‘ ‘UI '\Uf Iﬂ J ‘I‘. JI‘ 'w.\‘.l‘ | J |U| IUI \I\ Jl'l ‘U‘ II‘\ ; I". \/l ‘,I‘ Jl \ U| \ J \ \/

Tid Tid

Figur 28: Tidsutvecklingen av vn 0,0
ddr bld graf visar Re(v1,0,0), rod graf
visar Im(yn0) och tidssteget k =
0,005t.e. da berdkningsdomdnen ej ar 0,005t.e. da berikningsdomdnen dr
samma, men genererats med identis- samma som den © Figur 30.

ka parametrar som den i Figur 29. Frekvens: 0,260 l.e./t.e. .
Frekvens: 0,263 l.e./t.e. .

Figur 27: Tidsutvecklingen av 11 0,0
dar bld graf visar Re(v1,0,0), rod graf
visar Im(yn0) och tidssteget k =

, . " Tidsutveckling for
Tidsutveckling for 4
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Figur 29: Tidsutvecklingen av 11,0
ddr bla graf wvisar Re(v1,0,0), r0d
graf visar Im(i100) och tidssteget k
= 0,05t.e. da berdkningsdomdanen ej
ar ekvivalent samma, men genererats

Figur 30: Tidsutvecklingen av 11,0
ddar bla graf wvisar Re(v100), rod
graf visar Im(yn 0,0) och tidssteget k
= 0,05t.e. da berdakningsdomdnen dr

samma som den i Figur 28.
med identiska parametrar som den 1 Frekvens: 0,260 l.e./t.e..
Figur 27.

Frekvens: 0,322 l.e./t.e. .
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5 Diskussion

Nedan jamfors en berdkningsdomén med geometri i form av ett sfariskt skal, vilket
anvants i detta projekt, med ett kubiskt alternativ. Vidare foljer en diskussion av egen-
vardeskonvergenser, vilken grundar sig i de numeriska lésningar som beriaknats fran den
tidsoberoende ekvationen. Aven en jamférelse mellan de numeriska och de analytiska
sannolikhetsférdelningarna gors. Slutligen diskuteras vilka berdkningsparametrar som
ar av vikt for den tidsberoende Schrodingerekvationen.

5.1 Metod

For att 1osa Schrodingerekvationen for en elektron med finita elementmetoden krévs
ovanligt stor noggrannhet vid trianguleringen samt ovanligt snava toleranser for egen-
virdeslosaren jamfort med andra tilliampningar [25], vilket dr en nackdel gentemot al-
ternativa metoder. |13’ |> i Figur 16 ar assymetrisk och éverrensstammer daligt med det
analytiska resultatet i Figur 14; [ [* i Figur 12 stimmer béttre 6verrens. Skillnaderna
i parameterinstéllningar for berdkningarna i Figur 12 och Figur 16 var losarens tolerans
och néatets finhet. Toleransen var mycket snavare vid berdkningen i Figur 12. Natet var
betydligt finare vid berdkningen i Figur 16. Alltsa verkar 16sarens tolerans spela storre
roll &n nétets finhet for att fa relevanta resultat. I vissa delar av detta projekt krév-
des uppemot en veckas berdkningstid pa berdkningsservern ozzy. For undersékning av
egenvardeskonvergensen ar det problematiskt att flera tillstand har samma energiniva
eftersom det gor det omojligt att utan kvantfysisk kunskap bestamma kvanttalen [ och
m for vagfunktioner med samma huvudkvanttal n. Detta problem 16ses genom jamfo-
relse med analytiska resultat.

I detta projekt har losningen approximerats som en summa av linjara polynom i rummet
och konstanta polynom i tiden. Observera att samtliga 16sningar av den tidsoberoende
Schrodingerekvationen innehaller exponentialtermer, se appendix B, vars Taylorutveck-
ling bestar av en odndlig polynomsumma. Av denna anledning approximeras den tidso-
beroende Schrodingerekvationen bést som en summa av polynom av hogsta mojliga
grad. Alltsa skulle en uppskattning av lésningen som en summa av polynom med hogre
grad an ett i rummet ge en battre noggrannhet i det tidsoberoende fallet, men berék-
ningstiden skulle 6ka vid berdkningar med samma nétfinhet. Aven en uppskattning av
den tidsberoende Schrédingerekvationens som en summa av polynom med hogre grad
an ett i rummet och noll i tiden skulle kunna ge battre noggrannhet.
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5.2 Berakningsdomianens geometri

En kubisk berdkningsdomén har fordelen att en omgivning till origo inte behéver ute-
slutas sa linge dess argument dr udda. Dock kan vagfunktionens sfariska symmetri inte
nyttjas i en kubisk geometri. Dessutom krévs en storre volym och darmed fler simplex
for att generera en kubisk geometri med samma radie som en sfarisk motsvarighet, vil-
ket skulle kunna kréva langre berédkningstid.

En omgivning till origo har uteslutits ur definitionsméngden vid berdkningar pa grund
av potentialfunktionens singularitet i denna punkt. De tillstand vars sannolikhetsfordel-
ningar ar koncentrerade kring origo, till exempel 5o, borde paverkas mest av ndmnd
doménforenkling. Figur 5 och Figur 7 visar bada 1, men med inre radie 0,1 i forst-
namnda figur och inre radie 0,01 i sistndmnda. Skillnaden i inre radie ledde till stora
skillnader pa l6sningens art. Losningen som berdknats pa doménen med storst inre radie
gav en losningsfunktion och egenvirde som stammer béttre 6verens med den analytiska
l6sningen, vilket innebar att doméanforenklingen antagligen ger noggrannare losningar.
Dock 6verensstammer en berdkningsdomén med alltfor stor inre radie mycket daligt
med verkligheten. Saledes bor den inre radien varken vara for stor eller for liten.

5.3 Egenvirdeskonvergens

Trots hélet i berakningsdoménen konvergerar egenvéirdena for ¢, o i Figur 23 mot det
analytiska viardet med endast ett litet fel vid en inre radie pa 0,1. Minskas halradien
till 0,01 som i Figur 24 konvergerar egenvéirdet langsammare och det ar oklart om egen-
vardet ens konvergerar mot dess analytiska varde. Detta tyder pa att ;g :s egenvarde
ar kansligt for halstorleken pa sa sétt att en for liten inre radie ger langsam egenvér-
deskonvergens, om den ens konvergerar mot det analytiska egenvardet.

Egenvardena till 1500 i Figur 25 konvergerar ej lika fort som de till ¢y i Figur
23. Ett relativt fel i egenvardet pa mer én 0,1 kvarstar vid ett h,,., pa mindre dn 0,5
nar halet i det sfariska skalet har radien 0,1. Det krévs darfor finare triangulering for
att uppna en god approximation av 1, :s egenvarde. Det kan ha sin forklaring i att
9,0,0 har storre utbredning i rummet an vy o 0.

Egenvérdena till 15, 1 Figur 26 konvergerar fortast mot sitt analytiska egenvéirde av
de betraktade losningarna, men ett statiskt fel kvarstar dven vid fina trianguleringar.
I Figur 8 har en dnnu finare triangulering &n vid konvergensanalysen anvints. Aven dé
kvarstar ett fel; det dr mojligt att var metod helt enkelt ger ett statiskt fel for denna
vagfunktions egenvarde. Varfor vet vi ej.
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5.4 Tidsberoende

Tidsutvecklingen for v, o berdknas rekursivt, vilket ger en felackumulation. Felacku-
mulationen gor att 16sningen med tiden gar mot noll eftersom eulers implicita stegmetod
ar A-stabil, trots att den i teorin bor oscillera med konstant amplitud [26]. Fér att mins-
ka felackumulation och fa en realistisk 16sning kravs déarfor att tiden diskretiseras med
mycket sma steg. Vidare fas olika frekvenser om samma kod kors, men en ny berak-
ningsdomén genereras trots att sistndmnda har samma néat- och geometriargument, se
Figur 29 och Figur 30. Vid berakningarna som visas i Figur 27 och Figur 28 anvandes
samma triangulering. Dessa tidsutvecklingar har samma frekvens.

6 Slutsats

Att 16sa Schrodingerekvationen med finita elementmetoden &r mojligt, men kraver en
mycket fin uppdelning av bade rum och tid for relevanta resultat. Dessutom spelar tole-
ransen i FEniCS funktion eigensolver en stor roll, se Figur 16 dér toleransen var storre
an i 6vriga berakningar. Pa grund av den fina rums- och tidsuppdelningen kraver FE-
niCS mycket berdkningstid och berdkningskraft, varfor alternativa numeriska metoder
ibland foredras.

6.1 Forslag pa vidare studier

I projektet har linjara polynom anvénts for att approximera losningen. Ett polynom
av hogre grad skulle kridva mer berdkningstid och berdkningskraft per simplex, men a
andra sidan behova farre simplex for ett resultat likvirdigt detta projekts i det tidso-
beroende fallet eftersom dess 16snings noggrannhet ékar med antalet polynomgrader i
approximationen. Detta skulle &ven kunna gélla i fallet med den tidsberoende Schro-
dingerekvationen. Av den hér anledningen skulle det vara intressant att undersoka vilka
som ar de optimala polynomgradsvalen for just Schrodingerekvationen i det tidsbero-
ende respektive tidsoberoende fallet i FEniCS.

Vidare skulle ett adaptivt nit mojligen kunna effektiverisera berdkningstiden. Ett ad-
aptivt nat skapar finare trianguleringar i omraden dér sannolikhetsfordelningen ar kon-
centrerad. Eftersom Schrédingerekvationens funktionsvarden pa storre delen av berédk-
ningsdoménen ligger nara noll skulle ett adaptivt nat var effektivt. Dock skulle detta
tvinga FEniCS att generera ett nytt néit for varje egenvérde.

Eftersom en for liten inre radie pa berdkningsdomanen med geometri i form av ett

sfariskt skal ger 16sningar som inte 6verensstammer med sina analytiska motsvarighe-
ter och en for stor inre radie inte 6verensstammer med verkligheten vore det intressant
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att undersoka vilken inre radie som ar optimal.

I diskussionen ndmndes det faktum att egenvérden till ¢y, konvergerar snabbare &n
de till 99. Huruvida detta beror pa att sistnamnda vagfunktion har hog amplitud i
en omgivning till origo, vilken i detta projekt uteslutits ur berdkningsdomanen, eller ej
skulle kunna undersokas genom att istallet anvinda en kubisk berdkningsdoman.
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A Harledning av Schrodingerekvationen i atomenheter

A Harledning av Schrodingerekvationen i atomen-
heter

Eftersom Schrodingerekvationen beskriver véldigt smé system blir dess rumsvariabel
mycket liten matt i Sl-enheter. En sa liten variabel riskerar att approximeras till noll
i numeriska metoder, varfor Schrodingerekvationen ofta formuleras i sa kallade ato-
menheter. Omformuleringen beskriver det ursprungliga systemet, men med omskalade
variabler.

I ovriga kapitel uteldmnas tildet 6ver tecknen da det, om inte nagot annat nadmns,
ar ekvationerna i atomenheter som betraktas. Ett alternativt satt att landa i nedan-
staende ekvationer ar att utnyttja virdet pa vissa fysikaliska konstanter i enheterna; i
atomenheter ar i =1, m, = 1, ¢ = 1 och ¢y = 1/4m. Satts dessa varden in i Schroding-
erekvationen formulerad som i ekvation (2.2.1) erhalls ekvationen i atomenheter.

A.1 Det tidsoberoende fallet

For att uttrycka den tidsoberoende Schrodingerekvationen,

(—2’2 a- L )¢<x>=Ew<x>,

4megr

i atomenheter ansitts [27] )
{E:%E

r=ror

dar Ey och rg dr konstanter som ska bestammas. Ansattningen ger

A:

c?w‘ >

Saledes kan den tidsoberoende Schrodingerekvationen skrivas

5 h2 N q2

EyEyY = | — A — 19

0By ( 2merd 47r60777"0> (19)

Multiplikation av ekvation (19) med Tgh?e ger

2 2

reme = 11 meqrg
EoE = (—-A — .
p2 0 v ( 2 4Weofh2>

Konstanterna fas genom att normalisera koefficienterna enligt

{mefzsz_1:>TO:47reoh?

4megh? meq?

rZm meg
0h2eE0:1:>E0: g

1672 68 h2-
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A Harledning av Schrodingerekvationen i atomenheter

Satts dessa in erhalls Schrodingerekvationen i atomenheter, som lyder
Q=zxecR":|z| <T.
ro ar en Bohrradie och E, ar en Hartree, vars viarden ar

ro ~ 5.29 % 107 m,
FEy~13.6x2 eV.
For véteelektronen lyder det analytiska uttrycket for dess egenvarden
h2
C 2mer2n?’

E, =

Genom substitutionen E, = EyE,, kan detta uttryckas i atomenheter som

E, = —2;2. (20)
A.2 Det tidsberoende fallet
Den tidsberoende Schrodingerekvationen,
ih;@/z(x,t) - (-JiﬁA - 4::0r> bz, 1), (21)

skrivs om genom samma procedur som den tidsoberoende. Forst sétts

r=rof, _A
{t—tof, :>A_r§’

dér ro to ar konstanter som ska bestdmmas. Ekvation (21) kan da skrivas

a hQ 2
in Y _ S N —
toOt 2merg 4regroT

Ekvationen férlings med r3m,/h?, vilket ger

rome 00 _ (15 romeg?
h t08t~_ 2 47T€0fh,2 '

Konstanterna fas genom att normalisera koefficienterna enligt

2 2
Mmeq“ro __ __ 4megh
dmegh? l < To = meq? ?
2 2 _2#3
rém 167°eih
Bme _ ) g = TG0 _ b
hto meq Eo

Observera att rg betecknar Bohrradien. Den tidsberoende Schordingerekvation i ato-

menheter lyder
O 1. 1
Y (A
"o ( 2 r) v
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B Analytisk 16sning av den tidsoberoende Schréodingerekvationen for véteelektronen

B Analytisk 16sning av den tidsoberoende Schro-
dingerekvationen for vateelektronen

I de fall en analytisk losning existerar ar det intressant att jamfora denna med dess
numeriska motsvarighet. Den tidsoberoende Schrédingerekvationen saknar analytisk
l6sning i manga fall, men inte i fallet for vateatomens elektron. Losningen till Schro-
dingerekvationen for viteelektronen kan hérledas med hjilp av variabelseparation. Till
att borja med skrivs ekvationen i sfariska koordinater. I detta koordinatsystem lyder
Laplaceoperatorn [28]

Lo (20), 1 2 ( 0y, 1 &
~ 2o \" or r2sin(6) 00 i o0 r2sin(6) 0¢? |

Vidare ansatts
Y(r,0,0) = R(r)Y (0, ¢) (22)

Detta ger den tidsoberoende Schrodingerekvationen i sfariska koordinater

h |10 (4,0 1 o [ . o o 1 92
"o, [2or " o) @ e \ "M 98) Y ramon) Y o)
+Pip = E.

Inséttning av ekvation (22) i ekvation (23) samt forlingning med —2m.r?/h*(R(r)Y (0, ¢))
ger

2mir?

a2/
5 R(r)) - o [P - E]}

1 0 1 pY
[W)Sln()@( 05570.9) + s aEmat 09 =0

Observera att ekvation (24) bestar av ett uttryck som endast beror pa r och ett uttryck
som beror pa 6 och ¢. Eftersom ekvation (24) géller for samtliga r, ¢ och € maste de
tva uttrycken vara lika med samma konstant med skillnad pa tecknet. Viljs konstanten
till I(1 4 1) fas losningen [29]

(24)

R%;ﬂ (ﬁaar) R(r) = 2 (P — B = 11+ 1), (25)

1 TN BT PR — T
Y0,0)sin(@) a0 \" a0 ) Y T Y0, ¢)sm2(0) a2 P T
dér [ betecknar azimutala kvanttalet [29]. Ansattningen Y (0, ¢) = ©(0)®(¢) ger

smlw) 59 <sm(9)§9> O0)2(9) + sml( )aa(bz@(@@(@) +IU(L+1)0(0)@(4) = 0.

—I(I+1), (25b)
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B Analytisk 16sning av den tidsoberoende Schréodingerekvationen for véteelektronen

Forléngning med sin?(0)/©(0)®(¢) ger, med separationskonstanten m?,

_(D/,(¢) o,

sin(0) -
®(¢) ’

o(0) (6(?0 <Si“(9)@'(9))> +1(1+1)sin?(0) =

déar m betecknar det magnetiska kvanttalet [30].
Loésningen till ®(¢) lyder [31]
D,,(¢) = Asin(me) + B cos(me).
Av fysikaliska skél ansatts A =i och B = 1, vilket ger [32]
B(9) = .

For att hitta ©(f) multipliceras den 6-beroende delen av ekvation (26) med ©(0), vilket
ger

{sin(@)je (3in(9)@'(9))} + (14 1) sin?(0)0(0) — m?6(f) = 0.
Utveckling av parentesen ger
{sinQ(H)CZ,ﬁ@(H) + sin(6) 008(9)599(9)} + (I + 1)Isin?(0)0(0) — m?*6(0) = 0.

Variabelbytet cos(f) = z och det faktum att sin?(f) = 1 — z* medfor

N m?2 N

(1— x2)doi2(:)(x) - 2:(;;;@(1;) +1(l+10(0) ~ T2 0() =0,

dir ©(x) = O(cos(h)) := O(0), eftersom

{ %A: —sin(@)%, 2
9 = —cos(6)L + (1 —a?)L;.

For att formulera en 16sning till B definieras [33] de associerade Legendrepolynomen

dm
pm — (1 — 2\m/2 P
() = (-2 p),
1 d

_ L@
Po) = i g — U
Med hjilp av ovanstaende definition fas [34]

O1m(0) = P"(cos(8)).
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B Analytisk 16sning av den tidsoberoende Schréodingerekvationen for véteelektronen

Om Y;,,(, ¢) ar en onormerad 16sning till ekvation (25b) fas det normerade uttrycket
genom

Yim(0,
'}/z’m(ej (b) — _ l’ ~(* gb) )
Jo Yim(0, )Y, (6, ¢) df dg
Det normerade uttrycket lyder [34]

(2l + 1)(I —m)
A (1l +m)!

Yim(0,¢) = (—1)% !sz(COS(G))eim‘z’,

dér faktorn (—1)™ ger Y;,,(0, ¢) positivt tecken, eftersom F/"(z) dr negativt fér udda
m [34].

For att 1osa variabelseparationens r-beroende del, ekvation (25a), multipliceras den-
na med R(r), vilket ger

S (PR + (2P + 2B 10+ 1) Rir) = 0.

Insdttning av potentialfunktionen P(r) = 1/r och substitutionen R(r) = y(r)/r ger

d*y(r) 2 I(1+1)

- +2F — = 0. 2
dr? + r + 72 y(?”) 0 ( 7)

Variabelsubstitutionen x = re, déir € = % —m.FE, gor ekvation (27) ekvivalent med

1 2m.q¢* 1(1+1)
2

_Z — =0. 2

P+ |-p Tl D)~ 29

Ekvation (28) har l6sningen [30]

yi(z) = et L),

dér den associerade Laguerrefunktionen

e tr ko
Lf(x) = ! @(e 2,
k=20+1, (29a)
j=n—-1—-1 (29b)

och n betecknar huvudkvanttalet [35]. Viteelektronens egenenergier ér relaterade till
huvudkvanttalet enligt [36]
h2

E,=——5,
2mergn

(30)
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B Analytisk 16sning av den tidsoberoende Schréodingerekvationen for véteelektronen

dar ro ar Bohrradien, vilken ér definierad i appendix A. Substitutionen x = re och
ekvation (30) implicerar att © = :TTO, vilket ger yf(z) = yf(f—:o) Definitionerna (29a)
och (29b) ger
2 _e [/ 2r 0\ 2
By = (D) (D) = .

nro nro nro
Eftersom y(r) = rR(r) fas

ar en normaliseringskonstant [37].

Saledes géller

= RnJ(T)Y},m(ea ¢>a
Rua(r) = (35) St ™ (26) 15 ().
(=1)

=
3
5
=
Il
|
—_
3
NS
Ak
TE
31
=
)
3
(@)
o}
PN
=
T,
3
\.&

dér n, [ och m betecknar huvudkvanttalet, det azimutala kvanttalet respektive det
magnetiska kvanttalet.
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C Analytiska uttryck for vagfunktioner

C Analytiska uttryck for vagfunktioner

Den tidsoberoende Schrodingerekvationen har en uppsattning losningar pa formen ¢y, ; ,
R, 1Y) . Ekvationen ar dock linjar, vilket innebér att &ven en linjarkombination av
Y 1.m 10ser den. En sarskild uppséttning sadana ar av sérskilt intresse for detta pro-
jekt, varfor deras form redovisas nedan.

I sambanden nedan utnyttjas att ¥, _,, = (—=1)™Y,, [38]. En reellvird vagfunktion
n1 konstrueras genom att multiplicera en radiell funktion R, ; med en vinkelfunktion
Y¥, dar w valjs enligt konvention[23]. Y ar en reellvird vinkelfunktion konstruerad

genom linjarkombination av lampliga komplexvarda vinkelfunktioner Y ,.

Notera att alla 1,0 ar sfariskt symetriska eftersom R, saknar vinkelberoende och
Y00 ar en konstant.

C.1 Radiella funktioner
Funktionernas radieberoende lamnas implicit.

2
Ry = 32 exp(—r/ro)
To

1 1
Ry <2 — 7’) exp(—7/2rg)

- 2\/§r3/2 To
Ry = g exp(—r/2r)
= ——=—75 exp(—r/2r
2,1 2\/67“8/2 p 0
2 1 or  2r?
Ryo=——— (3= 42" ) exp(—r/3
RV ( o 97’8) exp(=r/3ro)

To

4 1 [(6r r?
Ry1 = ——=—7% — — | exp(—r/3r
o 81\/66%/2( r3> xp(=r/3ro)

R 4 1 ( r )2 (—r/30)
=————— | — ) exp(—r/3r
3,2 31730 Tg/2 To p 0
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C Analytiska uttryck for vagfunktioner

C.2 Vinkelfunktioner

Funktionernas vinkelberoende ldmnas implicit.

. Yi1-Yi, Yii+Yi 3\? .
YE = e =S = <47r) sin(6) cos(0)
Yii+Yi1 Yii—Yi, 3\V% . .
Y = TV rE v <47r) sin(6) sin(#)
3 1/2
Y=Y = (47r) cos(6)
22 Yoo+ Yo o Yoo+ 72,2 15\2
Yy Y = Si72 T <167r> sin?() cos(2¢)
. Yo +Ye o Yo — ?2,1 15 . .
Yy: = Sz = oimy <47r) cos(#) sin(#) sin(¢)
vit =Y, ( > )1/2 (3cos?(8) — 1)
= pu— — O p—
S T
e Yo —Ys 1 Yo +Yo, 15 .
Y5 = 513 =iz = <47r) cos(f) sin(f) cos(¢)
;p Yoo — Yo o Yos—VYay 15\2 | .
e 2U2; 212 (16#) sin’(6) sin(20)
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D Harledning av vagfunktionen for vateatomens grundtillstand

D Harledning av vagfunktionen for viateatomens grund-
tillstand

For att jamfora FEniCS numeriska 16sning med dess analytiska motsvarighet kan vag-
funktionerna for respektive 16sning analyseras. For att hitta den analytiska l6sningens
vagfunktion i vateatomens grundtillstand insétts passande kvanttal i den analytiska
losningen av Schrodingerekvationen for en viteatom, se appendix B. I viteatomens
grundtillstand géaller att huvudkvantalet n = 1 [39], att det magnetiska momentet
m = 0 och att det azimutala kvanttalet [ = 0 [40], vilket ger

k=20+1=1,
j=n—1-1=0.

Saledes definieras v i grundtillstandet enligt

—T€

5 1 0
¢(r7 ¢7 9)1,0,0 = € 6L0(7%) <COS(9)) .

Observera att

vilket ger

[
X
o)

Y(r, é,0)100 = (31)

ckvation (31) ar en funktion som endast beror pa r och beskriver systemets vagfunktion
i grundtillstandet.
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E Kallkod for korfiler

E Kallkod for korfiler

Foljande kod anviands for att ta fram de resultat som sammanstéllts.

E.1 Kallkod, egenvirdesekvationen

1 from dolfin import *
2 from mshr import =*

4+ # Inre och yttre radie av sfariskt skal
5 ibound = 0.1
¢ obound 20

s # Skapar geometrin

9 gmt = 20

10 sphere_outer = Sphere(Point(0.0, 0.0, ©.0), obound, gmt)

11 sphere_midpoint = Sphere(Point(@.0, 0.0, ©0.0), ibound, gmt)
12 sphere_geometry = sphere_outer - sphere_midpoint

14 # Skapar natet
15 msh = 16
16 sphere_mesh = generate_mesh(sphere_geometry, msh)

1s # Skapar funktionsrummet V
19 V = FunctionSpace(sphere_mesh,’Lagrange’, 1)

21 # Tilldelar u som forsoksfunktion och v som testfunktion
22 U = TrialFunction (V)
23 V.= TestFunction (V)

25 # Potentialfunktionen
26 Pot = Expression(’1/sqrt(x[@]*x[0] + x[1Jxx[1] + x[2]*x[2])’, element = V
.ufl_element ())

28 # Styvhetsmatris
20 a = (0.5%inner(grad(u), grad(v)) - Pot*u*v)=*dx
30 A PETScMatrix ()

31 assemble(a, tensor

A)

33 # Massmatris

34 m = uxvxdx

35 M PETScMatrix ()
36 assemble(m, tensor

M)

3s # Skapar egenvardeslosaren

30 eigensolver = SLEPcEigenSolver (A,M)

10 eigensolver.parameters[’spectrum’] = ’smallest real’
11 eigensolver.parameters[’solver’] = ’'krylov-schur’

i3 # LOoser ut egenvardena
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64

66
67

68

E Kallkod for korfiler

print ’Loser egenvarden’
eigensolver.solve ()

s u = Function (V)

# hittar maximum och minimum simplexdiameter
hmax = sphere_mesh.hmax ()
hmin = sphere_mesh.hmin ()

# Plockar ut n lagsta egenvarden
for i in range(@,n):

print ’Egenvarde: ’, str(i)
# Hittar egenvardena
r, c, rx, cx = eigensolver.get_eigenpair(i)

print gmt, msh, r, c

# Sparar losningen i en vektor
u.vector(D[L:] = rx + cx

# Normerar losningen
un = norm(u)
u = project(u*u/un**x2, V, set_log_active(False))

# Spara losningen i en fil
namel = File("solution.pvd")
namel << u

E.2 Kallkod, tidsberoende ekvation

Denna kod ldggs pa egenvéirdeslosaren for att fa fram tidsutvecklingen

# Skapar produktrum
W = VxV

# Tilldelar egenfunktionerna som initialvillkor
ud_r.vector()[L:]1 = rx
ud_i.vector()[:]1 = cx

# Definerar tidsstegningen
dt = 0.005; t = dt; T = 25

# Initialvillkor
psi@_i = project(u@_i/un, V, set_log_active(False))
psi@_r = project(u@_r/un, V, set_log_active(False))

# Tilldelar psi_r och psi_i som forsdkfunktioner till produktrummet

s (psi_r, psi_i) = TrialFunction (W)

# Tilldelar vr och vi som testfunktioner till produktrummet
(vr, vi) = TestFunction (W)
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E Kallkod for korfiler

20 # Definierar losningen som en del av produktrummet
21 psil = Function (W)
22 psi@ = Function (W)

24 print ’Léser tidsutveckling for tillstand: ’, str(i)

25 while (t <= T):

26 # Vagfunktionens hogerled, reelldel

27 b_r = (-psi_i*vr + Pot*psi_r*vrxdt - @.5*%dtxinner(grad(psi_r),grad(vr
)))*dx

28 # Vagfunktionens hégerled, imaginaradel

29 b_i = (psi_r*vi + Potxpsi_i*vixdt - @.5*xdtxinner(grad(psi_i),grad(vi)
)) *xdx

30 b = b_i + b_r # Summerar till variationsformuleringens bilinja
raform

31 #Vagfunktionens vansterled, reelldel

32 L_.r = -psi@_ixvrxdx

33 # Vagfunktionens vansterled, imaginaradel

34 L_i = psi@_r*vi*dx

35 L = L_r + L_i # Summerar till variationsformuleringens linjaraform

37 # Loser variationsformuleringen
38 solve(b == L, psil, set_log_active(False))

40 # Splittar upplosningen i realdel och imaginardel

1 (psi@_r, psi@_i) = psil.split()
42 # Spara losningen

43 f = File("REtid.xmdf")

44 k = File("IMtid.xmdf")

45 f << psio_r

46 k << psio_i

47

18 # Uppdaterar till nasta tidssteg
19 t += float(dt)

E.3 Kallkod, egenvirdeskonvergens
1 from dolfin import =
2 from mshr import =*

4+ # Inre och yttre radie av sfariskt skal
5 ibound = 0.1
obound = 20

# Skapar geometrin

o gmt = 20

10 sphere_outer = Sphere(Point(0.0, 0.0, ©0.0), obound, gmt)

11 sphere_midpoint = Sphere(Point(@.0, 0.0, ©0.0), ibound, gmt)
12 sphere_geometry = sphere_outer - sphere_midpoint

14 # Loopar over olika parametrar
15 for msh in range(8,24,4):
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E Kallkod for korfiler

sphere_mesh = generate_mesh(sphere_geometry, msh)

# Skapar funktionsrummet V

V = FunctionSpace(sphere_mesh,’Lagrange’, 1)

# Tilldelar u som forsoksfunktion och v som testfunktion

c

= TrialFunction (V)
v = TestFunction (V)

# Potentialfunktionen
Pot = Expression(’1/sqrt(x[0]*x[0] + x[1Jxx[1] + x[2]1*x[2])",
= V.ufl_element())

# Styvhetsmatris
a = (0.5xinner(grad(u), grad(v)) - Pot*xu*v)*dx
A = PETScMatrix ()

assemble(a, tensor = A)
# Massmatris

m = uxvxdx

M = PETScMatrix ()
assemble(m, tensor = M)

# Skapar egenvardeslosaren

solv = ’krylov-schur’

eigensolver = SLEPcEigenSolver (A,M)
eigensolver.parameters[’solver’] = solv
eigensolver.parameters[’spectrum’] = ’smallest real’
eigensolver.parameters[’maximum_iterations’] = 15000

# Loser ut egenvardena
eigensolver.solve ()
u = Function(V)

# Hittar maximum och minimum simplex diameter
hmax = sphere_mesh.hmax ()
hmin = sphere_mesh.hmin ()

for i in range(@,1):

# Hittar egenvardena

print ’Egenvarde: ’, str(i)

r, c, rx, cx = eigensolver.get_eigenpair(i)

# Spara losningen i en vektor
u.vector()[L:] = rx*rx + cx*cx

# saves solution vectors, with useful data in file name

namel = File("solution.pvd")
namel << u
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