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Popularvetenskaplig presentation

Manga olika fenomen, dven sddana som egentligen inte involverar négon slump, forstas béast
med hjilp av sannolikhetsteoretiska modeller. Ett exempel som &r viktigt inom biologi
och medicin &r hur proteiner viker sig, antingen korrekt fér att uppna sin funktioner, eller
felaktigt, s& att proteinet inte har nagon effekt eller till och med orsakar sjukdom.

Ett protein bestar av en eller flera langa kedjor av aminosyror som viker sig till en
mojligen mycket komplicerad tredimensionell struktur, som ger proteinet de egenskaper det
behover for att fungera i kroppen.

Vikningen av proteinet drivs, sdsom varje spontan fysikalisk process, av att minimera
energin. Det vill alltsa undvika till exempel spanningar i strukturen och att vattenavstotande
aminosyror hamnar i kontakt med vattnet pa utsidan. Den kan dock inte spontant hoppa
direkt till det energiminimerande tillstandet, utan maste gora detta i steg. Om nagot steg
Okar energin blir 6vergangen omdjlig.

Alltsa kan vi inte 16sa problemet med hur proteinet viker sig enbart genom att leta upp
vilket tillstand som har lagst energi — det ar inte sdkert att det tillstandet alls ar nabart fran
utgangspositionen.

En ytterligare komplikation kommer fran att proteinet befinner sig i vatten, s den kan
fa sma “knuffar” av vattenmolekylerna som ger den lite extra energi, och d&ndrar hur den
viker sig. Alltsa kommer vi inte att ha att proteinet alltid &r i det fardigvikta stadiet, utan
ibland kommer den att fa en liten knuff bakat mot ett tillstand med hogre energi.

Dessa smé knuffar, som vésentligen ar slumpmaéssiga, och andra liknande effekter, gor att
vikningen av proteinet inte dr en helt deterministisk process. I varje skede kan det tdnkas
finnas flera mojliga sétt att vikas, och vilken vig proteinet tar beror pa slumpen i hur det
blir knuffat.

Som tur ar dr det hér en pa vissa sétt latthanterlig slump. Proteinet har inget minne,
och det har, oavsett vad homeopater ma anse, inte heller vattnet. Hur proteinet kommer
att vika sig i nésta steg ma alltsa vara slumpmaéssigt, men det beror bara pa proteinet ser
ut just nu, inte pa hur det kom att hamna déar, eller hur lange det har hallit pa att vika sig.

Detta betyder att hela processen i vilken proteinet viker sig kan, sdsom [Pande et al.,
2010] diskuterar, modelleras som en sa kallad Markovkedja. Idén &r att hela processen
kommer vara helt bestamd av vilka tillstand den kan ta, och sannolikheterna att ga fran
ett givet tillstand till ett annat. Bigge dessa saker kan métas upp experimentellt. Att gora
detta kraver inte att vi observerar ett protein genomga hela vikningen, utan det réacker att



ha en blandning av manga olika tillstand, och se hur de 6vergér i varandra, vilket sparar
resurser.

Nér man val har denna modell kan verktyg fran sannolikhetsteorin anvindas for att
besvara fragor om systemet. Forestall dig att vi héller en stor méngd nyproducerat och ovikt
protein i vatten. Precis i borjan kommer 100% vara i det helt ovikta tillstdndet, men de
borjar omedelbart vika sig, och efter nédgon viss tid uppnas ekvilibrium, och procentandelarna
av olika tillstand slutar &ndra pa sig.

Det visar sig att denna ekvilibriumf{érdelning valdigt ofta kommer vara deterministiskt
bestdmt, dven om tillstdndet hos varje enskilt protein ar slumpmaéssigt s& kommer vi alltid
att hamna i samma ekvilibrium om vi har manga proteiner.

Om detta ekvilibriumfordelning kan vi alltsa stélla fragor som: Hur stor andel av protei-
nerna &r i det 6nskade fardigvikta tillstandet? Hur manga har fatt en liten knuff av extra
energi och &r i nagot tidigare tillstand? Hur méanga har blivit vikta pa fel sitt, och &r i nagot
oonskat tillstand?

Forutom fragor om vad detta ekvilibriumférdelning dr, s kan vi ocksa fraga hur lang tid
det tar, fran nagon given fordelning, for systemet att jdmna ut sig och uppné ekvilibrium.

I vart sannolikhetsteoretiska sprak kallas denna ekvilibriumf{érdelning for den stationdra
fordelningen. Fragan vi har undersokt i detta arbete &r hur man matematiskt kan studera
tiden det tar att konvergera mot den stationéra fordelningen, inte bara i fall som med
proteiner dar vi har dndligt manga téankbara tillstand, utan ocksa i mer komplicerade fall
med odndligt manga tdnkbara tillstand.



Sammanfattning

Vi ger en kort introduktion till hur itererade slumpméssiga funktioner inducerar en
markovkedja, samt till konvergens av sannolikhetsmatt. Vi presenterar sedan Letacs
sats, som ger forutsittningar for existensen hos en stationér férdelning i termer av
Lipschitzkonstanterna fér funktionerna.

Vi studerar sedan till vilken grad satsen Gverlever utan Lipschitzkonstanter, och
presenterar en generell sats som ger existens av en stationdr fordelning, med andra
forutsattningar. Vi studerar ocksd huruvida satsen fortfarande haller om vi sldpper
pa antaganden om oberoende och likaférdelning, alltsa slapper pa att processen skall
vara markovsk och tidshomogen. Vi ger en generalisering av Letacs sats som delvis
innetécker dven detta fall.

Abstract

We give a short introduction to how an iterated random function induces a Markov chain,
and to convergence of probability measures. We then present Letacs theorem, which gives
conditions for the existence of a stationary distribution in terms of the Lipschitz constants
of the functions.

We then study to what degree the theorem survives without Lipschitz constants, and
present a general theorem that gives existence of a stationary distribution, with different
conditions. We also study whether the theorem still holds if we relax the assumption of
independence and identical distribution, that is, relax the assumption that the process is
markovian and time-homogeneous. We give a generalisation of Letacs theorem that partially
covers also this case.
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1 Bakgrund

En markovkedja &r en stokastisk process som “inte minns det férflutna”; alltsa, vad som
hénder beror enbart pa det nuvarande tillstandet, och inte p& hur vi hamnade dér. De
enklaste exemplen har &ndligt manga tédnkbara tillstand, eller heltalsvirda tillstand.

Till exempel kan man tédnka sig att vi singlar en slant, och réknar antalet ganger vi far
krona. Vara ténkbara tillstand blir d& heltal. Eller s& rdknar vi om vi har fatt ett udda eller
jamnt antal krona — och far bara tva tdnkbara tillstand.

For dessa enkla exempel kan vi skriva upp alla sannolikheterna for att éverga mellan tva
tillstand. Om vi later X,, vara antalet krona efter vi har singlat slanten n ganger, far vi att

1
P(X,=m|X,_1=m)=P(X,=m+1X,_.1=m)= 3

och om vi later
v 1 omX,=1 mod?2
"0 om X, =0 mod 2

far vi att

P(Y,=0 ‘ Y,o1=0)=P(, =1 I Yn—l:o)
:P(Yn =1 | Y,_1= 1) (1)

1
=P (Yo =0 Y1 =1)=3

och i bagge fallen ar alla andra Gvergangssannolikheter noll.

Om vi nu stéller oss fragan om vad som hinder efter vildigt stor tid framtréder en tydlig
skillnad mellan de tva processerna. Foér den forsta vintar vi oss att X, ~ § & /n, sa vi
behover veta hur lang den véldigt langa tiden &r for att kunna besvara fragan.

Déremot, for den andra, s& vintar vi oss snabbt att bagge tillstanden skall vara lika
sannolika, s& vi kan svara P (Y, =0) ~ P (Y, =1) ~ 1 utan att behova veta den exakta
langden pa tiden.

Det koncept vi trevar efter hdr &r den stationdra fordelningen for vara processer. En
tolkning av det &r just hur processen ser ut efter lang tid. En annan snarlik tolkning ar som
det genomsnittliga tillstandet hos processen om den forléper under en vildigt lang tid.

En aningen mer abstrakt men mycket anvindbar tolkning &r som den unika invarianta
férdelningen — dar vi sdger att 7 &r invariant om, ifall Xg ~ 7, &ven X; ~ m. Sannolikheterna
for de olika tillstanden &ndras alltsa inte med tiden om vi borjar i en invariant férdelning.

Som vi observerat i vara exempel existerar inte alltid en stationér fordelning. I vart forsta
exempel gar processens tillstand alltid mot oéndligheten, s&, informellt sagt, véntar vi oss
att processen efter oéndlig tid befinner sig i odndligheten, vilket inte &r ett faktiskt tillstand
fér processen.

Vi kan ocksa fa en process som saknar stationér férdelning om vi har nagon form av
periodicitet eller determinism i var process. Som ett triviellt exempel har inte processen som
ar konstant nagon stationér fordelning — om X, alltid ar lika med X, kan vi sjdlvklart inte
forutspa vardet pa X, utan referens till Xj.

Fragan om existensen hos en stationédr fordelning ar alltsé inte helt enkel, och det &r inte
heller i allménhet 14tt att avgéra vad den ar. I fallet med dndligt manga mdojliga tillstand
kan problemet i princip reduceras ner till att skriva upp en matris av 6vergangssannolikheter
och rédkna pa den, men i allménnare fall behéver vi mer sofistikerade metoder.

For vart forsta exempel finns det en véldigt naturlig tolkning i termer av slumpmassigt
valda funktioner fran N till N. Specifikt tar vi tva funktioner h: z — z + 1 och t : x — z,
och far att om vi far krona i tid n &r X,,11 = h(X,,), annars ar X, 11 = ¢(X,). h ar alltsd
funktionen som lagger till ett till var rdkning, och ¢ &ndrar inte var rékning.

Om vi nu later, for varje i, F; vara en slumpméssig funktion, som ar h eller ¢ bagge med
sannolikhet ett, kan vi tdnka rekursivt och skriva att

Xp = Fp(Fo_1(... F1(X0)...))



Motsvarande kan vi &ven skriva vart andra exempel som givet av tva funktioner, en som
lamnar tillstanden fixa och en som byter plats pa dem.

Vi har alltsé funnit ett sédtt att skriva om processen i termer av en slumpméssigt vald
funktion. Det kommer visa sig att detta kan, i de mer allménna fallen, vara ett produktivt
perspektiv, inte bara for att etablera existensen hos en stationér fordelning, utan ocksé
for att visa hur lang tid det tar for processens tillstands férdelning att hamna néra den
stationéra fordelningen.

2 TItererade slumpmassiga funktioner

Vi 6vergar nu fran vara konkreta exempel till att ge den allménna konstruktionen av ett
itererat funktionssystem pa ett metriskt rum.

Lat (Q, F,u) vara ett sannolikhetsrum, och (S, d) vara ett fullstindigt och separabelt
metriskt rum. Lat vidare ® vara en samling av funktioner fran S in i sig sjalvt, och lat
{F};}icz vara en samling av slumpvariabler definierade pa {2 som tar virden i @.

Definition 1. Fér varje fixt x € S och m € Z kan vi definiera framatiterationen
Xo™m =F,(Fooa(o. . F(z)..0)

for alla tidern > m. Om F; dr oberoende blir X2™ en markovkedja. Motsvarande kan vi, om
Z ér en slumpuariabel pa S, definiera XZ™, vilket ocksd blir en markovkedja om Z och F; Gr
oberoende. Med aningen missbrukad notation kan vi ocksa, om w dr nagot sannolikhetsmatt
pa S, skriva X™™, med vilket vi menar X2™, dir Z ~ 7 dr en slumpvariabel som realiserar
7 oberoende av Fj.
Vi kan ocksa, for x € S och m € Z, definiera bakatiterationen
Yom = Fo(Fns1(. . Fo(z)..))

for alla tider n > m. Denna blir i allmdnhet inte en markovkedja.

Vi kan alltsa, givet vara slumpmaéssiga funktioner, fa ut en process. Det gar dven ofta
att ga at andra hallet:

Sats 1. Fér varje tidshomogen markovkedja som tar tillstand i ett fullstdndigt och separabelt
metriskt rum S existerar ett slumpmdssigt element av mdngden av mdtbara funktioner pa S
som genererar markovkedjan.

Bevis. Detta ar Sats 1.1 i [Kifer, 1986, s. §|, se dar for de tekniska detaljerna i satsens
formulering. O

Det finns &ven vissa satser om nér kedjan kan genereras av kontinuerliga funktioner, och
i fallet nér S &r en orienterbar kompakt Riemannsk méangfald, ndr den kan genereras av
glatta funktioner. Se [Blumenthal and Corson, 1970] och [Quas, 1991].

3 Kopplingar av markovkedjor

Fran ett itererat funktionssystem kan vi alltsa alltid f& en process, som blir markovsk om
funktionerna dr oberoende av varandra. Men det hér ar inte allt vi far — vi far ocksa en
koppling mellan olika trajektorier av processen.

Om vi tar tva slumpvariabler Z och W pa S far vi tva processer XZ™ och X', Om
Z och W ir oberoende och likaférdelade kommer XZ™ och XV'™ vara likafordelade for alla
n och m, men de kommer inte vara oberoende eftersom de drivs av samma funktioner Fj.
Detta &r vad som kallas en koppling — vi har ett par av variabler med specificerad férdelning
var for sig, men som interagerar pa ett intressant sétt.

Specifikt for den hér kopplingen har vi att om trajektorierna sammanfaller i nagon tid
kommer de félja varandra i varje tid framét — det vill siga om X2 = XV'™ for nagot n
ar sz,m = X,gv’m for alla k > n.



Vi kan anvianda denna egenskap hos kopplingen for att analysera stationédra fordelningen,
och hur snabbt vi konvergerar mot den.

Om tillstAndsrummet &r dndligt, alltsd S = {s1, s2,...,sn}, kan vi skapa oss N stycken
kopplade processer X31:0, X520 x50 Uppenbarligen maste vi da ha, oavsett fordel-
ningen hos W, att XV'™ = X ™ for nagot 4. Si om vi sedan definierar en slumpmissig tid
T som forsta tiden alla sammanfaller, alltsa

T—inf{n>0|vss €5 X" = X;0}

s& maste vi, om T < oo, ha for alla slumpvariabler Z och W att qu,o = X;V’O.l

Denna observation ger en uppenbar hypotes, och idé for beviset till denna.

Hypotes 2. Ifall P(T < c0) = 1 sd existerar det som mest en invariant fordelning for
Markovkedjan.

Foljande ser ut som ett trovardigt bevis:

“Bevis”. Antag att W och Z bigge ir fordelade enligt en invariant fordelning, si att X V0
har samma fordelning for alla n, och likaledes for XZ:9. Men vi vet att i tiden 7', som enligt
hypotesen &r éndlig, sa ar Xf’o = X;V 0 nistan sdkert, sd de har samma fordelning i den

tiden. Alltsa maste XUZ’0 = Z och X(I;V’O = W ocksd ha samma férdelning, vilket visar
lemmat. O

Tyvarr ar det hér beviset fullkomligt felaktigt. Det géller inte alls att Xg’o maste ha den
stationiira fordelningen ens om Z har det. Problemet &r att, bara for att XZ° har samma

fordelning for alla n, sd maste inte Xf ¥ ha den férdelningen, eftersom T inte &r oberoende
av X0,

Exempel 3. Lat S = {a,b}, och tag tre funktioner id, g,h : S — S givna av
id(a) = a, id(b) =b
gla)=>b,  g(b)=a
h(a) = b, h(b) =b
och 1at F vara likaférdelad pa dessa tre funktioner. En direkt berdikning ger da att X2 har

Overgangsmatris
1/3 2/3
1/3 2/3

och att stationdra fordelningen m ges av att m(a) = 1/3 och 7(b) = 2/3.

Om vi i stéllet hade studerat T ser vi att trajektorierna uppenbarligen bara kan sam-
manfalla d& F = h, s& T ar den minsta tiden sddan att Fr = h. Men d&a har vi att Xf’o
deterministiskt maste vara lika med b, oavsett férdelningen pa Z.

Vart forra bevis fungerade alltsa inte, och vi &r inte garanterade stationér fordelning hos
X302

Vad vi kan gora ar att slipa vidare pa vart misslyckade bevis, och fa en lite annan
forutsittning som faktiskt ger satsen. For att kunna gora detta behover vi slutligen anvinda
oss av bakatiterationen vi introducerade. Specifikt definierar vi en ny snarlik tid 7" som

T = inf {n >0 ’ Vs,s' € S; Y50 = val’o}

Trots dess mycket snarlika utseende har den hir slumpméssiga tiden T &nnu starkare
egenskaper. Specifikt kommer vi att ha inte bara att Yg 0 4r konstant som funktion av z € S,

IDet hir fungerar sa klart oavsett storleken pa S, men &r for det mesta inte intressant for oéndliga S,
eftersom T da oftast inte blir dndligt.

2Det #r dock inte tydligt att Hypotes 2 inte &r sann i alla fall i det dndliga fallet — alla forsck att
hitta ett motexempel har misslyckats, men tyvarr har ocksd alla forsok att bevisa hypotesen misslyckats.
Forutsattningarna ger enkelt att det finns en unik sluten kommunicerande klass, men att visa att denna
maéste vara aperiodisk ar svart.



utan ocksa att Y;fk ar konstant som funktion av bade z € S och k € N. Nar vi vil har natt
denna tid star alltsd den bakatitererade processen stilla.

Alltsa s& kommer Y;fk ha samma férdelning for alla k, s& om vi antar att processen har
en stationdr fordelning, si att £ (Y,*0) har ett grinsvirde®, kan vi ga i gréins och séiga att,
ifall 7' < oo néstan siikert

z,0\ _ 1: z,0
£(vi") = Jim £ (i)
(

B

FT(FT+1(. .. FT+k(x) .. )) .. )))
Fo(2)...)

k—o0 ( o
= lim £ Fl(FQ(

n—o0
= lim £(V;7°)
men vi vet att Y% har samma férdelning som X0, eftersom alla F; dr oberoende likafor-
delade. Alltsa har vi ocksa
£(vp®) = Jim £(vE0) = lim £(x20)
och den allménna teorin for stationdra fordelningar for Markovkedjor sidger oss nu att det

sista gransvardet, om det existerar och ar samma for alla x, &r den stationéra férdelningen
for Markovkedjan. Alltsa har vi visat:

Lemma 4. Ifall P (T < oo) =1 och Markovkedjan har en stationdr fordelning, sd gdller

det att Y,;f’o har den stationdra férdelningen.
Det har visar sig vara mycket anvandbart i tillampningar.

Exempel 5 (Propp-Wilson-algoritmen). Antag att S har en ordning <, och det finns ett
maximalt element s € S och minimalt element m € S, s att m < x < s for alla z € S.
Antag ocksa att F' alltid dr en ordningsbevarande funktion pa S. Da géller det att

T=inf{neN|Y:® =ym™0}

Det racker alltsa att simulera tva stycken bakatitererade processer, en som startar i s
och en som startar i m. Da de tva har uppnatt samma véirde ar det virdet exakt fordelat
enligt stationéra processen.

Detta &r anvindbart for att fa exakta urval fran fordelningar som vi annars inte kan ta
exakta urval fran, utan enbart har metoder som ger urval med approximativt ratt férdelning.

Notera hér att vi, till skillnad fran i fallet med framatiterationen, behéver generera en hel
lista av funktioner, eftersom vi lagger till var nya funktion langst in. Det &r alltsa frestande
att i stdllet simulera framatiterationen, som ser ut att ha samma egenskap, men som vi har
sett gar detta inte.*

4 Koppling mellan markovkedjor

Som vi sag i det féregaende avsnittet &r det enkelt att ga fran en itererat funktionssystem
till en markovsk process. I detta avsnitt introducerar vi hur man gar fran en standard
markovkedja till ett kopplat itererat funktionssystem.

3Detta antagande bor vara vad som behdvs for att det tredje likhetstecknet skall vara korrekt. Alternativt
ar det nagon egenskap hos T' som behovs for att rattfardiga den likheten. Lomskt nog géller det namligen
inte i allménhet fér allmédnna slumpvariabler 77 — tink att S = Zo, F &r deterministiskt f : x — z+1, och T

ar Bernoulli-0-1-férdelad. Da har £ (Y,f’o) inget grénsvérde, men alla Y;”-Okn har samma Bernoulliférdelning
och har alltsa triviellt ett gransvarde.

4Detta &r nagot man varnar for i néstan alla artiklar om Propp-Wilson-algoritmen — man maéste spara
listan av funktioner, och algoritmen ar 6mtéalig for missar med sddana saker. Varfor detta ar sa ar sa klart

inte uppenbart om man inte har sett teorin.
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(a) Identitet: u{I} = .95 (b) Permutation p{I~'} = .03

(c) Konstant u{2} = .02

Lat oss nu introducera ett exempel pa en koppling mellan markovkedjor. Lat Z,, vara mar-
kovkedjan som ges av Figur 1. Den har 6vergangsmatrisen P = [:83 :8?]. Tidsutvecklingen

av markovkedjan ges av Z, 11 = Z, P.

OGS OX

Figur 1: Markovkedja

Vi introducerar nu en markovkedja som ar kopplad med Z,. Lat nu S’ representera
tillstanden 1 S. S = {[1,0],[0,1]} ( A ~ [1,0] B ~ [0,1]), Lat @ vara méngden av funktioner
pa S’ till sig sjilv. Det vill siga: identitesfunktionen (I), permutationsfunktionen I~=!, och
de konstanta funktionerna (1,2):

o (o I K S

Definiera nu sannolikhetsrummet (%, 2%, 1) med nagot sannolikhetsméatt i, och likafordelade,
oberoende slumpvariabler {F}},., fordelade enligt x. Den kopplade markovkedjan ges av
X350 = X8 = F,(F,_1(...Fi(x)...)). For att visa att bada kedjorna #r kopplade behover
vi visa att marginalfordelningarna av bada processerna ar lika [Lindvall, 2002].

95 =P (Zns1 = A|Zp = A) = P(Xn11 = [1,0]| X, = [1,0])

Ur definitionen ser vi att hogersidan ar lika med sannolikheten att den n+1 funktionenen &ar
antingen identitessfunktionen (I) eller den konstanta funktionen (1) det vill sdga P(Z,+1 =
A|Z, = p{I} + p{1}. Fortsétter vi pa samma sétt far vi att

05 = P(Zups = B2y = 4) = P(Xni1 = 01X, = [L0) = p{I~} + (2} (2
03 = P(Zyar = AlZy = B) = P(Xo1 = [LO)X, = [0.1]) = p{I'} + 1)

Med ett lampligt val av g : {{} — 0,{I} = .95,{I"*} = .03,{1} = 0, {2} = .02} far vi
att X»'™ ar kopplad med markovkedjan Z,,.

Lat oss nu analysera vad som hénder nér vi startar samma markovkedja i tva olika
tillstand, i.e. X0 och X2 0. I varje steg kan tillstanden gora en av tre saker: sta stilla
(I), byta plats (I"!) eller ga samman (1,2). I detta exempel #r det enkelt att rikna ut
fordelningen for férsta tiden alla trajektorier sammanfaller d.v.s. forsta gangen funktion 2
véljs. Det ar en typisk geometriskt férdelning d.v.s. T ~ Geo(0.02).

10



Om vi tar ett steg tillbaka och analyserar sambandet mellan 6vergangsmatrisen P av Z,
och véanteviardet av slumpvariabeln F;. Far vi i detta fallet

95 .05 1 0 0 1 10 0 1
P= [.03 .97} =0.95 {0 1} +0.03 {1 0} 4—0[1 0} =+ 0.02 {O 1]

Det &r uppenbart att denna likhet ar ekvivalent med Ekvation 2, samt att uppdelningen
inte dr unik. Alltsa givet en markovkedja med ett begrdnsat antal tillstand. Om man
hittar en méingd funktioner ({0, 1}-matriser) ®; sddana att Gvergdngsmatrisen kan skrivas

som P = Zi\;o a;®;. Kan man skapa en kopplad markovkedja som beskrivs av X7 =

v (Figur 2a-2c)

Sats 6. Lat P € [0,1]V*N wvara en stokastisk matris. Dd existerar en mingd undra stokas-
tiska matriser ®; € {0, 1}N*N och konstanter a; € [0,1] Y a; = 1 sidana att

P = Zal@z

Bevisidén &r att 1 upprepade steg sétta ett element till noll genom att dra ifran en {0,1}-
stokastisk matris med en skalfaktor. Det innebér att vi kan maximalt ha N(N-1)+1 olika
{0, 1}-matriser som da kan beskriva évergangsmatrisen P.

Sats 7. Lat A vara en matris med positiva element som uppfyller \1 = 1A X € R\ 0. Dd
existerar det en {0, 1}-stokastisk matris ® (1 =1®) och en konstant a sidan att A —a® har
ett element A} ; =0 och A; ;. Dessutom uppfyller N'1 = 1A’

Bevis. Da A har ett nollskiljt egenvirde méaste det finnas ett element i varje rad som &ar
nollskiljd. Lat nu my vara det storsta elementet i rad k. Och lat a vara det minsta av
méngden a = min; m;. I varje rad k finns det nu en icketom méngd M, bestaende av de
element som &r storre dn eller lika med a. Vi kan nu skapa en {0, 1}-stokastisk matris @
genom att for varje rad k vilja en position (k,j) dér element Py ; &r ett element i méngden
My, (t.ex. det minsta elementet i Mj). Kalla den nya matrisen P/ = P — a®. Alla element i
P’ ar storre én eller lika med noll enligt konstruktion. Dessutom méste det finnas ett element
P,; ; = 0 sadant att Py ; # 0. Ty det finns en méngd M) dar det storsta elementet &ar a.
Saledes ér Py ; = Py j —a®y;=a—ax1=0.

For att visa den andra delen av satsen anvinder vi att A—a® =1 —al=(A—a)l O

Bewvis. Sats 3

Enligt Sats 7 existerar det en matris ®; och en konstant a; sddan att P, = P — a19q,
(1 —a1)1 = 1®,. Dessutom har P; ett element P; ; = 0 sadan att P, ; # 0. Vi kan upprepa
samma moment till ndgot m saddant att P, ar lika med nollmatrisen. Det innebér att

0=P— iak@k
k=1

P = i ak(I)k
k=1

O

Vi atergar till att analysera forsta tiden da alla trajektorier sammanfaller. For vart enkla
fall var det enkelt att berikna fordelningen av T. FoOr stora matriser kan man bara fa en
Ovre begransning. Det som gor att det inte gar i dimensioner 6ver 2 dr att det inte bara finns
permutationer och konstanta funktioner, utan funktioner som permuterar vissa tillstand och
ar konstanta i andra exempel &r
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(a) Blandad funktion, ®4 (b) Blandad funktion ®5

Déremot kan man kombinera sekvenser av funktioner som som beter sig som konstanta
funktioner. Till exempel &r @p(I(P4(x))) = Pp(Pa(x)) =2 +— A, men ®4(Pp(z)) ar inte
en konstant funktion. S& antalet sekvenser ar upprikneligt odndligt och man far néja sig
med en Ovre begrinsning.

5 Konvergenshastighet och avstand mellan sannolikhets-
matt

Var definition av T ger oss ett forsta konkret steg till att méta hur lang tid det tar for
markovkedjan att uppna den stationéra fordelningen — vi vet att den maéaste ha gjort det vid
tid T, s& vi hade kunnat studera saker som véntevarde och varians hos den variabeln foér att
fa 6vre begransningar pa hur lang tid det tar att hamna i den stationdra fordelningen.

Dock vore detta, s& snart vi gar 6ver till fallet med oédndliga eller kontinuerliga tillstands-
rum, mycket restriktivt. Det &r inte alls sidkert att T skulle vara dndlig, &ven om processen
har en stationér férdelning. Vi kan nidrma oss den stationéira férdelningen utan att nagonsin
exakt uppna den.

Vad vi behover dr forst och framst ett koncept om vad det betyder for en f6ljd av sanno-
likhetsmatt att konvergera mot ett sannolikhetsmatt — s& vi kan fa en matematisk betydelse
i uttrycket “ndrma sig den stationira fordelningen” — och sedan ocksé ett sdtt att méta
avstand mellan sannolikhetsméatt. Dessa koncept méste ocksa fungera i det allménna fallet,
inte bara nér vi har dndligt manga ténkbara tillstand.

Det rétta konceptet av konvergens, som generaliserar konvergens i fordelning hos reell-
varda slumpvariabler, visar sig vara svag konvergens. Idén vi letar efter ar att konvergens
hos fordelningarna skall betyda att vantevéardet av alla observationer vi kan gora konvergerar
mot ratt sak. Formellt blir detta:

Definition 2. En filjd av slumpvariabler Z, pd S konvergerar svagt mot en slumpvariabel
Z pa S ifall, for varje begrinsad och kontinuerlig funktion f:S — R,

E[f(Zn)] = E[f(Z)]

Det finns en stor samling ekvivalenta definitioner av denna form av konvergens, som ger
olika perspektiv pa vad den innebér. De flesta av dem, inklusive den vi just gav, kommer vi
aldrig att behova befatta oss med.

En annan ekvivalent® definition ger samlingen av alla sannolikhetsmatt pa S en metrik,
och séger att konvergens i denna metrik &r svag konvergens.

Definition 3. Ldt S wvara ett metriskt rum, med Borelsigmaalgebra B. Vi definierar
Prokhorov-avstandet mellan tvd sannolikhetsmdtt p och v pé (S, B) som

p(p,v) =inf{e >0 | VA€ B: u(4) < v(A%) +¢,v(A) < u(A) + ¢}

ddr A€ dr en epsilonomgivning av mdngden A.

583 lange S ar ett fullstdndigt och separabelt metriskt rum.
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Detta definierar en metrik pa rummet av sannolikhetsmatt pa S som metriserar svag
konvergens av sannolikhetsmdatt. Om S dar fullstindigt och separabelt blir ocksd rummet av
sannolikhetsmdtt det.

Ifall S &r diskret blir sjélvklart A€ = A f6r € < 1, s& avstandet mellan tva sannolikhetsméatt
blir precis den storsta skillnaden i sannolikheten de ger en méngd. I det kontinuerliga fallet
tillater vi ocksa att vi gor méngden lite storre, sa den exakta platsen sannolikheten ligger
pa spelar mindre roll.

Aven denna definition kommer vi inte behova befatta oss med. Istillet anvinder vi ett
lemma, som ger en tredje ekvivalent definition.

Lemma 8. Lait X och Y wvara slumpvariabler pa S med fordelningar u och v. Dé géller det
att p(u,v) < 8 om och endast om X och X' kan kopplas sd att

Pd(X,X')>0d)<$é
Bewvis. Detta ar Sats 6.9 i [Billingsley, 2011, s. 74]. O

Detta lemma kan vi véldigt direkt anvinda i fallet med &ndligt tillstandsrum. Samma
observationer som innan Lemma 2 ger oss namligen:

Korollarium 1. Ifall S dar andligt galler for alla slumpvariabler Z och W pa S att
p (XZ0, X0 <P(T > n)

Bevis. Sasom vanligt tar vi, ndr S &ar &dndligt, metriken pa S som att avstandet mellan alla
distinkta punkter &r ett. Vi har da att

P((X2°X)70) >P(T >n)) =P ((X7° X"°) >0)
=P (X720 # X0

och vi vet att om n > T sa maste vi ha X?0 = X0 s4 den sista sannolikheten kan inte
vara storre an sannolikheten att 7' > n, vilket enligt Lemma 8 ger oss pastaendet. O

Ett liknande argument som det i Korollarium 1 kommer, i det allménna fallet, att ge
oss en skattning av avstandet mellan férdelningen i tid n och den stationéra férdelningen i
termer av hur snabbt trajektorierna hamnar néra varandra.

En viktig sak att ha i atanke ar att fordelningen hos 7' beror inte bara péa 6vergangssan-
nolikheterna hos processen, utan ocksa pa hur vi har valt var koppling. Korollarium 1 kan
alltsa ge drastiskt olika goda olikheter beroende pa vart val av koppling, och Lemma 2 ger
ett tillrackligt men alls inte nddvandigt villkor.

Exempel 9. Vi atervinder till exemplet dér vi singlar slant och réknar ifall vi har fatt ett
jamnt eller udda antal krona. Vi har alltsd S = Zo, och 6vergangssannolikheter enligt (1).

Det finns en uppenbar koppling som vi far genom att projicera ner var koppling h,t i
forsta exemplet pa Zs. I denna har vi alltsd tva funktioner h,t : Zo — Zo givna av att
h:xw x+1,t:x+— x, och biagge ar lika sannolika. Tyvérr far vi har att trajektorierna
aldrig konvergerar mot varandra, si P (T" = oo) = 1, och varken Lemma 2 eller Korollarium
1 ger oss nagon information alls.

Situationen férdndras radikalt om vi gor ett klokare val av koppling. Tag istéllet «, 3 :
Zo — Zy givna av a : x +— 0, 3 : x — 1, bigge lika sannolika. Aven detta blir en koppling
av samma markovkedja, men denna ger oss P(T' =1) = 1, och vi far att vi uppnar den
stationéra fordelningen efter ett enda steg.

|[Kazakevi¢ius, 2012] diskuterar Exempel 9, och etablerar f6ljande resultat:

Sats 10 (Kazakevicius, 2012). Antag att S dr upprikneligt, F' ger en markovkedja som har
stationdr fordelning, och {F(s)}scs dr en oberoende samling slumpuvariabler. Dd gdller det
att P (T = o0) = 0.
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6 Letacs sats

Vi gar nu slutligen helt 6ver till det mest allménna fallet, nér S tillats vara vilket fullsténdigt
och separabelt metriskt rum som helst. Vi presenterar forst en tidigare kiind sats — Letacs sats
— om existens hos och konvergens mot en stationdr fordelning i termer av egenskaperna hos
de slumpmaéssiga funktionerna, som antas vara oberoende och likaférdelade, och presenterar
sedan tva olika generaliseringar. Dels gar vi mot svagare antaganden om funktionerna, och
dels gar vi mot att inte anta att de &r oberoende eller likaférdelade.

Formuleringen av den vanliga varianten av Letacs sats &r tagen direkt ur [Diaconis and
Freedman, 1999], och beviset av var generalisering av den till det tidsinhomogena fallet tar
sin struktur och idé helt fran deras bevis av den vanliga varianten.

Men for att kunna gora detta behdver vi forst ett antal ytterligare definitioner:

Definition 4. En samling av oberoende slumpuvariabler {U;};cr har likformigt algebraisk

(hoger-)svans ifall det existerar positiva konstanter a, 8 sddana att for varje u > 0 och varje
i €1,

@

En enstaka slumpuvariabel U som uppfyller detta sigs ha algebraisk svans.

Exempel 11. Om det finns en konstant C' sddan att E[|U;|] < C for alla ¢ € I har U;
likformigt algebraisk svans. Detta foljer av Markovs olikhet, som later oss ta o = C och

B=1.

For varje f € w kan vi definiera K¢ som den minsta Lipschitzkonstanten for funktionen
f, eller co om f inte &r Lipschitzkontinuerlig. K blir en [0, co]-vérd slumpvariabel.

Om vi fixerar en referenspunkt zg € S sa kan vi definiera en funktion ¢ pa F, given av
att C(f) = d(f(zg), o). Aven ((F) blir en reellviird slumpvariabel.

Med dessa definitioner gjorda kan vi nu formulera den vanliga varianten av Letacs sats:

Sats 12 (Letac, 1986). Antag att F; dr oberoende och likafordelade, s att Fy = F. Antag
att Kp och ((F) bagge har algebraisk svans. Antag vidare att E [log(Kp)] < 0. Dd har vi att

1. Det existerar ett unikt invariant matt © for Markovkedjan X=°.

2. Det existerar absoluta konstanter r € (0,1), C € RT, som inte beror pi x eller n,
sadana att for varje x och n

p(L (Xﬁ’o) ,m) < Cr"”
ddr p dr Prokhorovavstandet mellan sannolikhetsmdatten.

Sats 12 kommer att vara ett korollarium till var generellare version av satsen, Sats 17,
s& vi ger enbart en grov skiss av beviset. Alla de tekniska detaljerna i en lite mer allmén
kontext gar att finna i beviset av den generellare varianten.

Idén ar att vi kan anvénda Lipschitzkonstanterna och fa en olikhet

axzm xpmy < | ] Kr, | dz.y)
j=m

Fran denna observation far vi att vi kan gé 6ver fran att studera F, som vi vet valdigt lite
om, till att studera Kp, som vi har ett visst grepp om, och dnda f& mycket information om
trajektorierna. Specifikt s& vet vi att E [log(Kr)] < 0, och stora talens lag séger oss da for
stora n att en summa av n oberoende kopior av log(K ) med stor sannolikhet kommer ligga
néra nE [log(Kp)]. Om vi sedan exponentierar bagge sidorna av detta far vi att

> log(Kp,) & (n—m)E [log(Kp)] <= [ Kp, ~ e mEllos(ir)]

i=m
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och eftersom m ér fixt, E[log(Kr)] ar negativt och n stort kommer hoger sida av denna
skattningen vara vildigt néra noll.

Alltsd kommer vi ha att trajektorierna konvergerar mot varandra. Detta ger oss, via
Lemma 14, att ett eventuellt stationdrt matt maste vara unikt.

Som nésta steg studerar man bakatiterationen, och bevisar med hjilp av en liknande
olikhet att Y>>, for fixt x € S och m € Z, néstan sékert kommer bli en Cauchyfoljd. Alltsa
kommer den ha ett gransvirde. Eftersom vi antagit att alla F; ar likaférdelade och oberoende
kommer Y,*"™ ha precis samma férdelning som X", s& nér vi tar gransvirdet nir n gar
mot odndligheten &r det rimligt att tro att vi far nagot som ar fordelat som “processen efter
oandlig tid”, alltsa enligt den stationéra fordelningen. Detta visar sig ocksé vara fallet.

7 Bortom Lipschitzkonstanterna

Ett sétt som Letacs sats ar begriansad ar att den mycket centralt beror péa att vi har Lip-
schitzkonstanter som vi kan manipulera. Hela beviset bygger pa att vi kan slippa resonera
om vara faktiska funktioner genom att istéllet studera Lipschitzkonstanerna.

I fallet diar S = N eller nagot annat rum dér avstanden mellan punkter &r heltal gor detta
satsen i stort sett oanvéndbar. Specifikt kommer d& &ven K g vara heltalsvird, sa kravet att
E [log(KF)] < 0 implicerar att det méste finnas ett utfall av log(Kr) som &r mindre &n 0.
Men det enda mojliga sddana nir Kg ar heltalsviart &r —oo, och K = 0. Alltsé blir ett av
kraven att vi méaste ha positiv sannolikhet att vélja en konstant funktion.

Bara sjilva kravet att F' ar Lipschitz blir i kontexten av N restriktivt — det blir till kravet
att det existerar en konstant K beroende pa F sddan att

sup |[F(n+1) — F(n)| < Kp
neN

Det hér kravet utesluter till exempel de flesta varianterna pa en Galton-Watson-process, dar
|F(n+ 1) — F(n)| 4 oberoende likafordelade.

Alltsa ar vi intresserade av hur mycket vi kan aterhdmta av satsen om vi slapper anta-
gandena om Lipschitzfunktioner. Uppenbarligen kommer mycket gé forlorat, och vi kommer
beh6va nya forutsiattningar.

En central del i beviset av Letacs sats dr hur vi far néstan séker konvergens hos trajek-
torierna mot varandra. Alltsd borjar vi fran denna utgangspunkt och definierar:

Definition 5. Lat S vara ett fullstindigt och separabelt metriskt rum, {F;}icz vara en
samling av slumpmdssiga funktioner fran S in i sig sjdlvt, och X>™ wvara den resulterande
Markovkedjan startad i punkten x € S och tiden m. Vi sdger att detta itererade funktionssy-
stem ar

1. starkt kontraherande om vi har, for alla z,y € S och alla m € Z, att d(XT™, X¥™) —
0 ndstan sdikert

2. svagt kontraherande om wvi, for alla m € Z och alla par av slumpvariabler n,0 med
virden i S som dr oberoende av alla F;, har att d(X7™, X0™) 25 0 svagt

Tanken i denna definition &r alltsa att ett kontraherande itererat funktionssystem glommer
sitt forflutna. Som vi kommer att se betyder det hir att det inte kan ha tva distinkta
stationéra fordelningar, eftersom den hade glomt vilken av dem den borjade i. Men forst
visar vi att vart val av stark och svag som namn faktiskt ar rimligt, i att den ena implicerar
den andra pa det vintade séttet.

Lemma 13. Om ett itererat funktionssystem dr starkt kontraherande dr det svagt kontrahe-
rande.

Bevis. Fixera nagot m € Z, och lat n och € vara tva slumpvariabler pa S som &r oberoende
av alla F;. Vi kan alltsa specifikt lata (1), 0) realiseras av sannolikhetsmattet v pa S2, och
lata F; realiseras av p pa 2.
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Lat nu A((z,y),w) vara indikatorfunktionen for handelsen att d(X*™(w), X¥™(w)) — 0.
Detta blir en métbar funktion. Pastaendet att vart itererade funktionssystem &r starkt
kontraherande siiger oss nu att vi, for varje fixt utfall (x,y) € S?, har

/Q A((,y),w)dp = 1

och om vi nu integrerar den hér likheten 6ver varje par (x,y) med avseende pa mattet v far

vi att
[ [ Al.w)duar =1
S52.J0

och eftersom A &r en métbar och begransad funktion och vi integrerar mot dndliga matt ger
oss nu Fubinis sats att

/ A((z,y),w)d(u x v) = 1
QxS2

det vill siiga att vi har, nistan sikert med avseende pa u x v, att d(X7™, X%™) — 0. Ef-
tersom nistan siiker konvergens implicerar svag konvergens har vi nu ocksa att d(X7, X?)
0, vilket eftersom 7 och 6 var godtyckliga ger oss att det itererade funktionssystemet &ar svagt
kontraherande. O

Lemma 14. Ett svagt kontraherande itererat funktionssystem har som mest ett invariant
sannolikhetsmatt, det vill saga det finns som mest ett sannolikhetsmdtt m sidant att lagen
av F(m) ar .

Bevis. Antag att 7 och 7’ biigge ir invarianta. Lat (n,0) € S? vara fordelat enligt m x 7/,
oberoende av alla F;. Fran vart antagande att vart itererade funktionssystem &r svagt
kontraherande har vi nu att d(X[, X?) == 0.

Vi har ocksa, per definition av invariant matt, att de slumpméssiga vektorerna (X7, X?)
alla har marginalférdelningar m och «’, for varje n. Vi har alltsi skapat oss en foljd av
kopplingar mellan 7 och 7’.

Notera nu att alla X7 har samma fordelning som 7, si X7 % 7. Likaledes har vi
att X? ™5 6. Men vi har ocksa d(X, X?) %5 0, si Lemma 27 ger oss nu att X? 5 7.
Eftersom svaga gransvirden ar unika, méste 17 och # ha samma fordelning, det vill sdga vi
méaste ha 7 = 7. O

Hér har vi alltsa etablerat en forsta liten skirva av Letacs sats, ndmligen unikheten hos
ett invariant matt om det existerar. For att fa fler slutsatser behéver vi fler forutsattningar,
och idén &r att vi vill lyfta problemet fran S och studera det som ett problem pa rummet
av sannolikhetsmatt pa S, M(S).

Definition 6. Om F dr en slumpmdssig funktion fran S till S sd definierar vi funktionen
D : M(S) = M(S), som tar sannolikhetsmatt pa S till sannolikhetsmdtt pa S, som foljer:
Om X dr en slumpvariabel pa S férdelad enligt p dr F(X) fordelad enligt ®(u). ©

Notera nu att M(S) blir, under vara antaganden péa S, inte bara ett topologiskt rum
under topologin av svag konvergens, utan ocksa ett fullstdndigt och separabelt metriskt rum
(M(S), p) om vi ger det Prokhorovmetriken. Alltsa kan vi tillimpa mycket analys &ven pa
den hér nivan. Vi har ocksa, i var funktion ®, sammanfattat hela verkan av F' pd S i en
enda deterministisk funktion pd M(S).

Det aterstar nu att hitta réatt formulering av en sats som ger existens av ett stationért
matt. Kriteriet att det itererade funktionssystemet &r svagt kontraherande motsvarar att ®
for olika méatt ndrmre varandra, alltsa att p(®™(u), ™ (v)) — 0 for alla matt p och v. Vad
vi letar efter ar en forutséttning for att ® skall ha en fixpunkt.

Vi vet av varifran problemet kom att vi inte kan lata trajektorierna divergera eller vara
pa for manga olika stéllen, vilket i termer av ® betyder att ® inte kan fa smeta ut alla
1 bredare 6ver S. Slutligen vet vi att var analys inte kommer att fungera om ® inte &r
nagorlunda snéll. Satsen vi far blir alltsa som foljer:

6Exakt vilket rum av funktioner F' skall ta virden i, och vilken sigmaalgebra vi ger det rummet, kan
tillatas variera, och ldmnas implicit.
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Sats 15. Antag att det itererade funktionsystemet F' dr svagt kontraherande. Antag ocksa att
D Gr kontinuerlig i topologin av svag konvergens, samt att det existerar ett sannolikhetsmatt
w sadant att foljden

1, (1), (R (1)), D(D(D (1)), - - -

ar stram” .

Dé ezisterar ett unikt sannolikhetsmatt m € M(S) som dr stationdrt for markovkedjan
driven av F.

Bevis. Att F ar svagt kontraherande innebér att for varje fixt par u, m sa gar p(®"(u), @"())
mot noll. Att f6ljden {®"(u)}52, 4r stram innebér enligt Prokhorovs sats att den &r relativt
kompakt, sa det existerar en delfoljd {®™*(u)}72, och ett sannolikhetsmatt m sadant att

O™ (p) =7

Vad vi vill visa nu ar att ®(7) = 7. Att ® dr kontinuerlig ger oss att

O(n) = ( lim @”k(@) = lim ®™*T!(u)

k—o0 k—o0

sa vi vill visa att det sistndmnda gréansvirdet ocksa ar w. Detta foljer fran att

p(@" (), m) < p (D™ FH (), @™ (1)) + p (D™ (), 7)
= p (2" (D(p)), @™ (1)) + p (2"* (), )

och eftersom F' ar svagt kontraherande gar férsta termen mot noll, och andra termen gar
mot noll per hur vi valde p och 7.
Séledes har vi visat att 7 &r ett invariant matt. Att det &r unikt foljer av Lemma 14. [

Man kan visa att ® kommer vara kontinuerlig i topologin av svag konvergens ifall F’
néistan sékert dr en kontinuerlig funktion pa S. Detta antagande &r alltsa inte begrénsande.
Forutséattningen om en stram f6ljd &r i allménhet en begrénsning, men blir sjalvklart triviell
ifall S &r kompakt, eftersom alla samlingar av matt da blir strama.

8 Generalisering av Letacs sats — bortom tidshomogeni-
teten och markoviteten

En annan begriansning i forutséttningarna i Letacs sats dr att vi antar att processen &r
tidshomogen, det vill sdga att alla F; ar likaférdelade, och att processen ar markovsk, i detta
fall alltsa att F; &r oberoende. Detta antagande anvénds sedan pa tva sétt — dels for att fa
att vara K, och ((F;) dr oberoende och likafordelade, och dels i sista steget nér vi far att
fordelningen for Yo, &r stationér for markovkedjan.

Om man studerar beviset ser man snart att vi, for att fa de begransningar vi anvénder
for att etablera existensen hos Y., absolut inte behover att F; ar oberoende likafordelade.
Vi behover egentligen inte ens att Kp, eller ((F;) ar det, utan bara likformiga begrédnsningar
pé deras svansar och kontroll éver medelvirden av log(Kr,) for stora samlingar av 1.

Det &r alltsa naturligt att fraga sig ifall vi kan klara oss utan det antagandet pa F; och fa
satsen dven for tidsinhomogena processer som inte nodvéndigtvis dr markovska. Antagandet
om att F; &r likafordelade oberoende dr nédvandigt for sista steget, sa vi kommer fa nagon
annorlunda slutsats, och annorlunda férutséattningar.

Alltsa har vi tre problem att reda ut: hur langt beviset Gverlever om vi tar bort antagan-
dena om likaférdelning, vad vi behover lagga till i slutet for att fa ett meningsfullt resultat,
och vad ett meningsfullt resultat egentligen blir.

Vi kan inte fa ett invariant méatt fér en sddan process — det &r inte ens helt tydligt vad
det skulle betyda. Daremot kan vi f& nagot analogt, om vi tolkar om konceptet av stationér
fordelning pa ratt satt.

7Se Definition 10 i appendix for definition av vad det innebér for en samling av sannolikhetsmatt att vara
stram.

17



Specifikt vet vi att den stationéra fordelningen informellt “4r férdelningen av processen
efter odndlig tid”. I det tidshomogena fallet &r naturligtvis detta helt symmetriskt, men i
det tidsinhomogena fallet spelar det roll i vilken riktning och varifran vi later tiden ga mot
oandligheten. Vad vi specifikt far som resultat ar att det, under vissa férutsattningar, for
varje n finns en férdelning som kan tolkas som “férdelningen av processen i tid n om den har
forlopt odndligt lange”.

En av forutsdttningarna i satsen kommer vara att vart argument med stora talens lag
fortfarande fungerar, samt att det itererade funktionssystemet i Gvrigt beter sig liknande ett
som faktiskt &r oberoende likafordelat. Vi ger alltsa forst tre definitioner.

Definition 7. En samling av slumpuvariabler {&;}icz sdgs uppfylla stora talens lag med
vantevirde C' ifall det existerar en konstant C' € R sdadan att om c dr nagot reellt tal storre
in C sd finns det konstanter A € RY och r € (0,1) sddana att

m—+n .
P (Zl_m S > c) < Ar"

n

for allam € Z och n > 0.

Typexemplet pa ndr en samling av slumpvariabler uppfyller detta ges av en variant pa
den eponyma stora talens lag:

Sats 16 (Variant av stora talens lag). Ldt & vara oberoende och likafordelade, dir vi tilldter
att P (& = —o0) > 0. Antag att det finns positiva dndliga konstanter o och 8 sddana att

P(& > v) < ae P

for alla v > 0.
Lat € vara fordelad som &;. Vi har da att

1. 0 <E[{] <0

2. Om c dr nagot reellt tal storre an E [€] sd finns det positiva dndliga konstanter A och

r € (0,1) sadana att
P<£1+52+...+£n >C> < A
n

for alla n > 0. Konstanterna A och r tillats bero pa ¢ och pa lagen for €, men inte pa
n.

Bevis. Detta #r Lemma 5.2 i [Diaconis and Freedman, 1999, s. 59]. O

Definition 8. Vi sdger att ett sannolikhetsmatt m dr fullstindigt invariant fér processen
genererad av F; ifall L(XT™) = L(X];™) for alla n,n’ > m.

Definition 9. Det itererade funktionssystemet { F; }icz sigs vara 1angsiktigt tidssymmetriskt
om det fér varje n € 7 existerar konstanter A € RT och r € (0,1) sadana att det gdller for
varje x € S och k € N att

oL (X3™) £ (V1) < Art
Med dessa definitioner gjorda kan vi nu formulera var allménnare version av Letacs sats:

Sats 17 (Generellare version av Letacs sats). Antag att K, och ((F;) bigge har likformigt
algebraisk svans. Antag vidare att samlingen log(Kr,) uppfyller stora talens lag med vinte-
varde C for nagot C' < 0. Dd existerar det, for varje m, som mest ett fullstindigt invariant
sannolikhetsmatt .

Antag ocksd att det itererade funktionssystemet ér langsiktigt tidssymmetriskt. Dé existe-
rar det for varje n € Z och x € S en slumpuvariabel X, °°, som inte beror pa x, och konstanter
A eRY ochr € (0,1) sidana att for varje k € N

p(L(XE"F)  £(X,>)) < Ar*
X, % har alltsa “fordelningen for processens tillstind i tid n om den bérjade for odndligt

ldnge sedan”, och denna beror inte pd punkten i vilken processen startade.
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For att forenkla vara argument senare borjar vi med att konstatera att valet av xy med
avseende pa vilket ((F;) definieras ar irrelevant under satsens férutsittningar.

Lemma 18. Antag att Kp, har likformigt algebraisk svans. Om ((F;) har likformigt alge-
braisk svans for nagot val av xo har dem det for alla val av xg.

Bevis. Se appendix. O

Vart forsta steg i att bevisa satsen &r att begrénsa avstanden mellan trajektorierna i
termer av Lipschitzkonstanterna.

Lemma 19. Fér varje fixt par x,y € S och varje m € Z gdller deterministiskt for varje
n >m att

d(XZ,7vag7m) S H KF]‘ d((E,y)
j=m

Bewvis. Foljer triviellt med induktion i n. O

Sa om vi kan fa den produkten att vara liten kommer vi fa att trajektorierna, for fixt w
och m, konvergerar mot varandra i n, det vill séga for stora tider n beror X»™ vésentligen
bara pa w, m och n, inte pa x. Fran detta kommer det omedelbart att f6lja att ett fullstdndigt
invariant matt ndédvandigtvis ar unikt.

Det &r hir vi utnyttjar vart antagande om att log(Kr,) uppfyller stora talens lag med
negativt vintevirde, och begrinsar produkten genom att begrinsa summan av logaritmerna
av dess termer. Vi far da foljande pastaende:

Lemma 20. Antag att log(Kp,) uppfyller stora talens lag med vintevirde C < 0. D
existerar, for € € (0,|C|), konstanter A > 0, r € (0,1) sddana att det for alla x,y € S och
alla m € Z gdller fér allan > m

P (d(X,“;’m, Xpmy > 67("7m)6d(x,y)) < Aptm

Bewvis. Vi fran Lemma 19 att

P (d(X;’m, Xg,m) > e*(n*m)ﬁd(x, y)) S P H KFj d(l’, y) > Gi(nfm)ed(x’ y)
j=m

=P (Zj_m log K, > —e)

n—m

och existensen av konstanterna A och r &r nu precis antagandet att Kz uppfyller stora talens
lag med véntevirde C. O

Vilket, som ett korollarium, ger oss att det itererade funktionssystemet &r starkt kontra-
herande.

Korollarium 2. Fdr varje fixt par av z,y € S och varje m € Z har vi att d(X2™ X¥™) — 0
ndstan sdkert da n — oco.

Bevis. Foljer fran Lemma 20 och Borel-Cantelli. For detaljerna, se appendix. O

Det ar tydligt att Korollarium 2, Lemma 13, och Lemma 14 tillsammans ger oss det
forsta pastaendet i Sats 17.

For att studera existensen av en stationér fordelning, och for att bestdmma konvergens-
hastigheten mot den om den existerar, behover vi nu ocksa bakatiterationen. Till skillnad
mot hur iterationen framéat beter sig s kommer bakatiterationen snabbt att stabilisera sig,
under forutséttningarna i satsen.
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Lemma 21. Ldat {g;} vara Lipschitzavbildningar fran S in i sig sjilvt, och x vara en punkt
i S. Vi har da att

d(g1(g2(- - - gn(2)...), @ Z HKgJ d(gr41(z), )
k=0 \j=1

Bevis. Vi har fran triangelolikheten och definitionen av Ky att

d(f(g(x)), =) < d(f(g(x)), f(x)) + d(f(x),x) < Kd(g(x),x) + d(f(x),x)
och lemmat f6ljer fran detta med induktion, om man skriver ut vad summan faktiskt ar. [

Det ar nu vi utnyttjar vart antagande om att S &r fullstdndigt, och bevisar att f6ljden
Y P nastan sikert dr Cauchy for att fa att den konvergerar. Vad vi vill analysera dr alltsa

uttrycket d(Y, /), Y,5™).

Lemma 22. Antag att ((F;) och Kp, bigge har likformigt algebraisk svans, och antag att
log(Kr,) uppfyller stora talens lag med negativt vintevirde. D existerar positiva konstanter
B och C samt konstanter ro,m1 € (0,1) som bara beror pd x sddana att for varje ng > m

P (V?’l > no,k e N7 d(YT;C+7Z’Y1 m) < C«Tno m) > 1_ B’I“no m (3)

Bevis. Beviset ar langt och anvénder bara att geometriska summor konvergerar utan nya
idéer, sa det lamnas till appendix. O

Proposition 23. Antag att ((F;) och Kp, bigge har likformigt algebraisk svans, och antag
att log(Kr,) uppfyller stora talens lag med negativt vintevirde. Dd existerar, for varje tid
m, en slumpvariabel Y sadan att Y, — Y geometriskt snabbt ndastan sdakert, och Y7
beror inte pa startpunkten x.

Beuvis. Fixera nagot m. Fran Lemma 22 far vi att det existerar positiva konstanter B och
C samt konstanter ro,m € (0,1) som bara beror pa = sidana att for varje ng > m

P (Vn > no,k‘ c I\I7 d(Yf;}:’YI m) < Crno m) > 1 B’I“no m (4)

Fran detta kan man fa véldigt direkt att f6ljden &r Cauchy.
Sa, tag ett godtyckligt € > 0, och vilj ng stort nog att Cri®~™ < e. Definiera nu
héndelsen F,, som

= {Vk >n,j €Ny d(Y,7, V™) < Cr’f""}

Vad vi vill visa ar alltsa att det néstan sékert finns nagot n > ng saddant att F,, intraffar.

Men vi har att
S PEH<S D By

n>ngo n>ng

och enligt Borel-Cantelli intréffar alltsa EY ndstan sikert bara dndligt manga ganger, sa F,
maste intréffa for nagot n > ng. Alltsa har vi visat att ¥,7»™ adr Cauchy, sa det existerar ett
grénsvarde Y2,

Vad som aterstar att bevisa dr att Y™ i sjélva verket &r oberoende av x, och att
Y™ — Y, geometriskt snabbt.

Det forsta pastaendet foljer fran att Lemma 19 fungerar dven for Y,’, sa det tillsammans
med att log(KF,) uppfyller stora talens lag med negativt vintevirde ger for varje par z,y,
precis som for X>™ att d(Y,>™,Y,¥"™) — 0 néstan sidkert. Men vi har sa klart ocksa att
lim, d(Y,>™, Y ¥™) = d(YZ™, YL™), s& Y™ = Y™,

Det andra pastaendet foljer av att observera att om F,, intraffar kan vi ta ett gransvirde
nir k — oo och &ven fa att héndelsen

={Vk >n; dYo,Y,"™) < Cri ™"}

intriffar. Sa enligt vart foregaende resonemang intriffar iven E,, oéndligt ofta, vilket betyder
att Y™ gar mot Y' geometriskt snabbt. O
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Nér vi nu har bevisat detta ar idén att anvinda Lemma 8 for att omvandla vart pastaende
om konvergens av foljden Y,”" mot Y till ett pastdende om konvergens av férdelningen
for Y7 till fordelningen for Y.

Lemma 24. Fir varje m € Z existerar det konstanter A € RY och r € (0,1) sddana att for
varje n > m och varje x € S

p(L(YE), L(Y,™)) < Art™

Bevis. Foljer omedelbart fran Lemma 8, eftersom Proposition 23 ger oss att vi kan koppla
Y ©™ och Y7 sa att avstdndet mellan dem gar mot noll geometriskt snabbt, med motsvarande
begrénsning pa sannolikheten att de &r langt ifran varandra. O

Med detta 1 handen dr nu beviset av satsen enkelt.

Bevis av var generellare Letacs sats, Sats 17. Vad vi onskar gbéra nu &r att definiera en
slumpvariabel som "“var processen befinner sig i tid n om den boérjade i tid —oco i punk-
ten z”, och sedan visa att denna &r oberoende av z. For att detta gransvirde faktiskt skall
existera behéver vi nu slutligen vara antaganden om langsiktig tidssymmetri.

Specifikt sa har vi att

p(L (YL, L(XEmR) < p(L(Y2), L (Y1) + p(L (Yih) £ (Xemr))

och det forsta uttrycket gar mot noll geometriskt snabbt enligt Lemma 24 och det andra
gar mot noll geometriskt snabbt enligt vart antagande om langsiktig tidssymmetri. Alltsa
har vi att X" =% gar mot Y i férdelning geometriskt snabbt med k. Alltsa kan vi lata det
sokta X, °° vara precis Y 0

Korollarium 3. Den vanliga varianten av Letacs sats, Sats 12, hdller.

Bevis. Att log(KF,) uppfyller stora talens lag med negativt viantevéirde foljer, tack vare
att de ar oberoende, av stora talens lag, Sats 16. Att de har likformigt algebraisk svans
foljer av att de enskilt har algebraisk svans och &r likafordelade. Att systemet ar langsiktigt
tidssymmetriskt &r triviellt, eftersom alla F; har samma férdelning.

Likaférdelningen ger ocksa att férdelningen hos Y inte beror pa n, och denna kan vi ta
som 7, samt att £ (X20) = £ (X5 "), vilket ger begréinsningen. O

9 Ytterligare fragor

Vad vi har gjort ger en del intressanta resultat, men det ldmnar ocksa en del otillfredstéllande
hal i resultaten. Huvudsakligen sa ar Definition 9, av langsiktig tidssymmetri, mycket
svarmotiverad av annat &n att den far argumentet i vart bevis att fungera. Det vore énskvart
att finna en mer naturlig formulering, som kan tolkas och bevisas. Att oberoende hos
F; implicerar den langsiktiga tidssymmetrin &r triviellt, men det saknas mindre triviella
implikationer. Ger till exempel nagon form av stationaritet eller mixning ocksa langsiktig
tidssymmetri?

Aven Sats 15 har aningen komplicerade forutsittningar, #ven om de #r mer littmotiverade.
Forutsattningen att det existerar ett matt p sidant att foljden {®"(u)}nen dr stram &r
visserligen triviell ifall S &r kompakt eller om Markovkedjan har ett uppenbart absorberande
tillstand, men hjilp med att finna ett klokt val av p i det allménna fallet vore &ndock bra.
Hela det avsnittet anvdnder dessutom inte bakatiterationen alls, sd den hade kunnat vara
ett outforskat verktyg.

Det finns dven andra spar att arbeta vidare pa. Till exempel kan man visa, i det tidsho-
mogena markovska fallet, att ifall bakatiterationen konvergerar néstan sékert s konvergerar
framatiterationen i fordelning. [Kazakevicius, 2012] studerar den motsatta fragan i det diskre-
ta fallet — ifall vi, givet att framéatiterationen konvergerar i férdelning far att bakatiterationen
konvergerar. Han far foljande sats:
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Sats 25 (Kazakevicius, 2012). Antag att S dr diskret® och F; dr oberoende likaférdelade
och inducerar en Markovkedja som har en stationdr fordelning. Dé dar féljande pastienden
ekvivalenta

1. Féljden Y,*0:° konvergerar i sannolikhet fér nagot xo € §

2. Féljden Y,»° konvergerar, som funktioner av x, mot nagon slumpmissig konstant
funktion pd S

3. For alla x,y € S existerar det ndgot n sidant att P (Xﬁ*o #* X}{’O) <1
4. For alla x,y € S gdller att P (X,f’O + Xf{’o) — 0 dd n — oo.

Det sista pastaendet a&r mycket snarlikt vara definitioner av starkt och svagt kontraherande,
Definition 5, fast i sannolikhet och bara i det diskreta fallet. Det vore alltsa intressant att
studera ifall resultatet gar att utvidga till det allménna fallet, och hur det relaterar till vara
resultat.

En annan tanke ar att beviset av Letacs sats, och var generalisering, moraliskt sett ar
en tillimpning av Banachs fixpunktssats. Detta doéljs dock av hur vi behover hantera vara
olikheter. Det vore alltsa intressant att skapa ett renare bevis som gor detta tydligt. En
specifik idé vore att analysera under vilka forutsdttningar pa F var ® blir en kontraktion péa
M(S) — argumentet vore direfter en direkt tillimpning av Banachs fixpunktssats for att fa
att en stationér férdelning existerade.
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80ch saledes uppriknelig, eftersom vi som alltid antar S separabel.
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A Tekniska definitioner och bevis

I detta appendix samlar vi de mer tekniska och perifera definitionerna, och bevis som inte
ar upplysande fér argumentet.

Definition 10. Ldt X wvara nagot topologiskt rum med Borelsigmaalgebra B. En mdngd av
sannolikhetsmatt {px}ren pé (X, B) sags vara stram ifall det for varje € > 0 existerar en
kompakt delmingd K. C X sadan att for varje A € A, pux(K¢) > 1 —e.

Lemma 26. 1. Om U; dr ickenegativa och likformigt dvre begrinsade har U; likformigt
algebraisk svans.

2. Om U; har likformigt algebraisk svans och ¢ > 0 sd har cU; likformigt algebraisk svans.

8. Om U; och V; har likformigt algebraisk svans sa har U; + V; det, dven om U; och V;
ar beroende.

Bevis. Forsta och andra pastaendet dr uppenbara. For pastaende tre, notera att U, + V;
bara kan vara storre &n ¢ om atminstone en av U; och V; &r storre dn t/2. S& lat a, 8 vara
konstanter for U; och o, 8’ for V;. D& har vi, med en unionsbegrénsning

P(U; + Vi >t) <P{U; > /2y U{V; > t/2})
<P(U; > t/2) + B(V; > t/2)

< of max(a, o )21 Fmin(8.5%)
~(t/2)P  (t/2)8 — min(B,5%)
och vi har funnit lampliga konstanter for U; + V;. O

Lemma 27. Lt S vara ndgot metriskt rum. Antag att (X,,,Y,) dr slumpmdssiga element
i82. OmY, =Y och d(X,,Yn) 250, sd har vi ockséd att X, — Y.

Beuvis. Detta ar Sats 3.1 i [Billingsley, 2011, s. 27]. O

Bevis av Lemma 18. Antag att ((F;) har likformigt algebraisk svans for punkten xg, och lat
xf, € S vara godtycklig. Vi har da att

d(Fi(xg), 2) < d(Fi(xg), Fi(x0)) + d(Fi(x0), o) + d(xo, )
< (Kp, + 1)d(zg, o) + C(F})

Nu kan Lemma 26 enkelt tillimpas pa denna olikhet. O

Bevis av Lemma 2. Tag nagot € > 0. Vad vi 6nskar visa ar att det existerar en slumpvariabel
N som néstan sékert dr dndlig sadan att for varje n > N, d(X2"™, X¥™) < e. Vi kan alltsa
definiera en samling héndelser Ej som

Er ={w e QVn > k; d(X;™(w), X?™(w)) < €}
och definiera var slumpvariabel N som
N =inf(k € Z|1g, = 1)

s& att vad vi vill visa &r att Ej ndstan sidkert intraffar for nagot k.
For att visa detta vill vi anvinda Borel-Cantelli och Lemma 20. Lemmat ger oss kon-
stanter A, B > 0 och r € (0, 1), som tillats bero pa m, sidana att

P (d(X5™, XY™) > e "B) < Ar"
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for alla n.° Tag nu ett K € N stort nog att € > e~ % B. For varje k > K har vi nu, med en
unionsbegrénsning, att

P(Ep) =P ({w € Q=(Vn > k; d(X7™(w), X" (w)) < €)})
=P{w e QFn > k; d(XP™(w), XY™ (w)) > €})

=P (U {we Qd(X" (w), XI™(w)) > 6})

n>k

<D PAX™XET) > €)

n>k
< Y P(UXE™ XE™) > " B)
n>k
Ar
< Z Ar" = P
n>k 1—r

och saledes har vi att

. Ar Ar? K
ZIP’(Ek)gzl_rr :(l—r)zr < 00
E>K E>K

och Borel-Cantelli ger oss nu att E} ndstan sékert intréffar enbart &ndligt ofta, vilket ger
oss att det ndstan sdkert existerar ett k sa att Fj intraffar, vilket &r precis vad vi behovde
for att visa lemmat. O

Bevis av Lemma 22. Enligt samma resonemang som i Lemma 19 har vi att
d(YfJ:Z, Yvm m) < KF KFerl . KF,Ld(Fn+1(F7L+2(~ .. F,L+k(x) . )), J})

Fran Lemma 21 far vi frdn detta att

k—1
A, e Yo™) < Kp, Kp,,, ... Kr, > HKFW (Fpyiq1(z), )
=0 \j=1
()
k—1 n—+l
II &5 | d(Foiia(@),2)
=0 \j=m

Fran antagandet om att log(Kr,) uppfyller stora talens lag med vintevirde C < 0 far
vi, precis som i beviset av Lemma 20, om vi tar ett € € (0,|C|), att det existerar konstanter
A > 0ochr € (0,1) sadana att

n
H KFJ- > e—(n—m)é < Apn—m

Jj=m

och en unionsbegrinsning ger oss nu for varje ng > m att

P\ vn = no; ﬁ Kr; < e ) =1-P U ﬁ Kp; > e~ (nmme

j=m n>ng | j=m
>1- > P HKF > e~ (nmm)e
n>ng
>1- Z Ar"™™Mm =1 — A T =1 — Alytomm™m
- S 1—r
n-ngo

9Vi har bakat ihop ett par delar i olikheten vi inte behver, eftersom vi haller m fixt.
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for en konstant A’ € R™ och r € (0,1).

Nu behover vi véart antagande om att (F;) har likformigt algebraisk svans, och att vi inte
forlorar nagon generalitet i att anta att x = z¢. Skriv, fér enklare notation, (; = ((F;) =
d(Fj(z),x). Fran vart antagande far vi att det existerar konstanter a, 8 € R* sddana att

(67

P (C] > Sj_m) < W

for alla j € Z.
Valj nu ett s € (1,€°), sa att se”¢ < 1. Vi har da, likt var tidigare berikning, for alla
ng > m, att

IP’(Vn > ng; (n < s"*m) =1 ]P’( U {(n > s"m}>

n>no

>1-— Z P (¢ >s"™)

n>ngo

«

21= 2. Be-m

n;[) 55(” )
—1__ % —Bo-m)
=1 B_1° ’

Slar vi ihop dessa berékningar far vi nu att

P V’I’L,k‘ > no; H KFj < e—(n—m)e7 Ck < Sk_m _

j=m

=1-P dn > ng; H Kp, > e~ (n—m)e U {Hn > ng; Cp > sk_m}

Jj=m

>1—P | 3In > ng; H Kp, > e~ (n=me | _ IP’(ﬂn > ng; (g > Sk_m)
j=m
a
sh—1

>1— Alypnomm g Plno—m) > 1 _ <A’ + ﬁa 1) max(r, s~ A)mo=m
5B _

s&, eftersom s=# € (0,1) och s# > 1, si kan vi lata B = (A’—i— Sﬁo‘_l) € Rt och ry =

max(r, s~%) € (0,1).
Vi har nu, om vi anvinder var olikhet (5), for varje ng, att med sannolikhet storre dn
1— Bry°, for allan > ng och k € N

k=1 [ n+l
d(Y, e, Yom) < 11 &5 | dFriia(@),2)
=0 \j=m
k—1 k—1
< e—(n—i—l—m)esn+l+1—m — e—(n—m)esn—ms (e—es)l
1=0 =0
e el ) MR R
= (e"°s §—— e s —_—
l—e"¢s — 1—e¢s
dér berékningarna haller eftersom se™¢ € (0,1). Vi kan nu lata C = —— € RT och
ry = se € € (0,1). Vi har alltsa funnit de sokta konstanterna. O
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