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Sammandrag

Syftet med denna rapport ar att undersoka partikeldynamiken i neutronstjarnors
magnetosfarer. For att begransa omfattningen analyseras en elektrons rorelse i en
elektromagnetisk vag och ett statisk magnetfilt, inklusive effekter av stralnings-
dampning. Analytiska l6sningar har anvéints, dar det &r méjligt, och jamforts med
numeriska simuleringar. De numeriska simuleringarna har grundats pa en algoritm
som bestar av leapfrog- och Boris-push-metoder.

For de fallen dar den elektromagnetiska vagen och det statiska magnetfiltet
betraktades var for sig, stdmde de analytiska och numeriska lésningarna val over-
ens. Men resultaten visade att fallen var for sig inte ar fullstandiga for att beskriva
den verkliga rorelsen hos elektronen. Generella analytiska losningar saknades for
det kombinerade fallet, dér den elektromagnetiska vagen och det statiska magnet-
faltet betraktades tillsammans, men kunde hittas i ett jamviktslage dér energin ar
konstant. Nar losningen betraktades hittades en resonanspunkt, dar energin blev
odndlig, vilket kan anses som fysikaliskt orimligt. Men nér stralningsdampning togs
hénsyn till forsvinner existensen av en resonanspunkt med ofysikalisk energitillvaxt.

Den approximativa elektrontédthet som behévs for att plasman i magnetosfaren
skall absorbera utkommande elektromagnetiska vagor (sa kallade FRB) riknades
fram. Denna jamfordes med en faktiskt elektrontathet hos en neutronstjéarna. Som
visade att neutronstjinors magnetosfar borde absorbera FRBs eftersom den verkliga
elektrontdtheten Gverstiger den berdknade. Men da de kan observeras fran jorden,
visade resultaten att modelleringen av en elektron i magnetosfaren med en elektro-
magnetisk vag och ett statiskt magnetfilt, dar effekterna av stralningsdampning
inkluderas, inte &r tillracklig for att beskriva verkligheten och bor déarfor komplet-
teras.

Nyckelord: Boris-push, elektrontéthet, leapfrog, resonans, stralningsdampning,
symmetri.
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Abstract

The purpose of this report is to study the particle dynamics in the magnetosphere of
a neutron star. To limit the scope, the motion of a single electron in an electromag-
netic wave and a static magnetic field, including the effects of radiation reaction,
was analyzed. Analytical solutions were used when possible and compared to nume-
rical simulations. The numerical simulations were based on an algorithm built on
the leapfrog and Boris-push methods.

For the cases where the electromagnetic wave and the static magnetic field we-
re considered separately, the analytical solutions corresponded with the numerical
simulations. However, the results indicated that the individual cases were not suffi-
cient to describe the actual motion of the electron. For the combined case where the
electromagnetic wave and the static magnetic field were considered, there is a lack
of general analytical solutions, but could be found in an equilibrium state where the
energy is constant. When the solution was considered, a resonance point could be
found where the energy became infinite, which can be considered unphysical. Ho-
wever, when radiation was included, the resonance point that created the unphysical
energy increase ceased to exist.

The approximate electron density required for the plasma in the magnetosphere
to absorb outgoing electromagnetic waves (called FRBs) was calculated. The value
was then compared with the actual electron density of a neutron star magnetosphere,
which showed that neutron star magnetospheres should absorb FRBs, since the
actual electron density exceeds the calculated value. However, because FRBs can
be observed from Earth, the results suggest that the modelling of an electron in
the magnetosphere interacting with an electromagnetic wave and a static magnetic
field, including the effects of radiation, is not sufficient to fully describe the physical
reality and therefore should be further extended.

Keywords: Boris-push, electron density, leapfrog, resonance, quantum radiation
reaction, symmetry.
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Nomenklatur

Nedan ar nomenklaturen for relevanta index, konstanter, parametrar, variabler och
akronymer.

Index

W, vV Fritt och summerande index
Konstanter

c Ljusets hastighet

e Elementarladdningen

m Elektronmassan

Lo Vakuumpermeabiliteten

€0 Vakuumpermittiviteten

E. it Kritiska faltet

h Plancks reducerade konstant

TC Comptontiden

« Finstrukturkonstanten
Parametrar

~ Lorentzfaktorn

Wo Vinkelfrekvensen for vagen

Wy Gyrofrekvensen

X Kvantparametern

13 Symmetri
Variabler

ix



T, Y, 2 Positionerna i rummet

D Rorelseméangden
Akronymer

FRB Fast Radio Bursts

RFD Radiation-free direction
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1

Inledning

Neutronstjarnor kan betraktas som ett av de mest extrema objekten i universum
[1]. De bildas i slutstadiet av massiva stjarnors livscykel, da fusionen i stjarnans
kéarna successivt omvandlar véte till jarn [2]. Nar jarnkdrnan blir tillrdckligt mas-
siv kollapsar den och resulterar i en supernovaexplosion. Den kvarvarande karnan
komprimeras till en neutronstjarna, som kannetecknas av starka magnetiska och
elektromagnetiska félt, samt en hog rotationshastighet [1].

Det finns olika typer av neutronstjarnor [1]. Nar neutronstjarnans magnetfalt
ar sarskilt starkt kallas den for magnetar. Neutronstjarnor som roterar och vars
regelbundna pulser kan observeras fran jorden kallas for pulsarer. Korta och kraftiga
radioblixtar fran neutronstjarnor, som kan observeras med radioteleskop, kallas for
fast radio bursts, FRB [3].

Under de senaste decennierna har fenomenet FRB blivit ett av de snabbast
vaxande omradena inom astrofysik [3]. Observationer har pavisat kopplingar mellan
vissa FRB och magnetarer, vilket har starkt hypotesen att magnetarer kan vara
en mojlig kélla till dem [4]. Samtidigt har observationer av strélning gett stod till
att magnetarer har "twisted magnetospheres”; alltsa att magnetosfarerna inte ar
statiska som tidigare trott, utan dynamiska och komplexa [5]. Trots dessa framsteg
ar de bakomliggande mekanismerna fortfarande inte fullstandigt kartlagda. Sarskilt
finns det en brist pa forstaelse for hur laddade partiklar accelereras och hur dessa
extrema miljoer ger upphov till stralning.

Rorelsen hos laddade partiklar i sadana miljoer styrs av Lorentzkraften, som
beskriver hur magnetiska och elektriska filt paverkar partiklars rorelse [6]. Nér par-
tiklar accelereras sdnder de dessutom ut stralning och forlorar energi, vilket ar ett
fenomen som kallas for stralningsddmpning. Dessa ér processer som spelar en cen-
tral roll i magnetosfiarens dynamik. I denna rapport betraktas ett urval av effekter,
medan andra processer utelamnas till foljd av avgréansningar.

Pa grund av de extrema forhallandena neutronstjarnor har, kan miljéerna inte
aterskapas i laboratoriemiljoer pa jorden. Déarfor grundas forskningen till stor del
pa teoretiska modeller och numeriska simuleringar.

I denna rapport undersoks hur elektroner ror sig i magnetfalt och elektromagne-
tiska félt, som storleksmaéssigt motsvarar neutronstjarnans miljoer. Det gors genom
analys av rorelseekvationerna samt simuleringar i Python, dar falten och de olika
processerna inkluderas stegvis. Genom att analysera partiklars rorelseekvationer och
simulera deras rorelse kan man bidra till forstaelsen av samspelet mellan stralning,
magnetfalt och plasma i extrema astrofysiska objekt, som da bidrar med kunskap
for att framja utveckling av modeller samt ge en tydligare bild av begransningarna
extrema miljoer satter pa fundamental fysik.



1. Inledning

1.1 Syfte

Syftet med rapporten ér att analysera och modellera elektrondynamiken i neutron-
stjarnors magnetosfarer for att oka forstaelsen for hur starka magnetfalt, elektro-
magnetiska vagor och stralningsdampning paverkar den.

1.2 Avgransningar

For att fardigstélla arbetet inom tidsramen har avgransningar i form av forenklingar
vidtagits. Bade styrkan av magnetfaltet och densiteten har antagits vara konstanta
inom magnetosfaren. Vidare begransades arbetet till att endast analysera en elektron
i magnetosfiren, istillet for plasma av elektroner och positroner. Begriansningarna i
noggrannhet pa de numeriska simuleringarna bestdamdes genom ett avvigande mel-
lan noggrannhet och tidseffektivitet.

1.3 AI

AT har anvints som hjélpmedel for att hitta kéllor, forklara koncept i litteraturen
och reda ut oklarheter med hjalp av foljdfragor som kanske inte explicit star i littera-
turen, men som kan bekraftas nar man val forstar dem. Vid informationssokningen
infor arbetet kunde promptar sdsom ”Ar en pulsar ett tillstdnd av en neutronstjir-
na, medan en magnetar ar en typ av neutronstjarna?” anvindas, med syftet att fa
ens uppfattning forklarad intuitivt.

Vid kodning har AT anvéints som ett verktyg for att resonera kring idéer, optimera
kod, samt felsoka vid tillfallen dar koden inte fungerat eller inte verkat ge korrekta
resultat. Al har d&ven hjalpt till med att skapa plottar och for att skriva om analytiska
ekvationer till programmeringssprak for att spara tid.

1.4 Oversikt

Projektet bestar av delmoment dar vi stegvis har undersokt fler faktorer i kapitlen.
Dessa olika faktorer har bade undersokts analytiskt och numeriskt, déar resultaten
har jamforts. Varje kapitel borjar med en teori dér all bakgrundsfakta samlas. Sedan
fortsédtter metoden, dar allt kring den numeriska metoden beskrivs. Vidare presente-
ras de analytiska resultaten tillsammans med de erhallna figurerna fran de numeriska
simuleringarna. Slutligen kommer en diskussion som analyserar resultatet som tagits
fram.

Kapitel 2 handlar om den numeriska metoden och vilken algoritm som anvands.
Kapitel 3 beskriver tva separata fall, som handlar om elektronens dynamik i en en-
sam elektromagnetisk vag respektive i ett rent statiskt magnetfalt. Kapitel 4 slar ihop
de enkla fallen och undersoker hur elektronen paverkas néir bada dessa samexisterar.
Vidare laggs stralningsddmpningsprocessen till i kapitel 5. Rapporten avslutas med
kapitel 6, dar en avslutande diskussion och slutsats fors och forslag for framtida
studier presenteras.



2

Numerisk metod

Nedan presenteras den numeriska metoden som anvéinds i simuleringar.

2.1 Numeriska algoritmer for simulering av par-
tikelrorelse

Den numeriska analysmetoden som anvéndes var en leapfrog-algoritm med en Boris-
push-algoritm integrerad.

2.1.1 Leapfrog

En leapfrog-algoritm &r en numerisk tidsintegreringsmetod som anvands for att si-
mulera rorelse och position for en laddad partikel som paverkas av elektromagnetiska
falt [7]. Partikelns rorelse simuleras rekursivt genom att relevanta parametrar berdk-
nas for en punkt, vilka dérefter anvénds for att simulera partikeln framat ett tidssteg
At. Det som utmérker denna version av leapfrog ar att berdkningar av position sker
varje halvt tidssteg, medan rorelsemédngden berdknas utefter den senaste positionen
varje helt tidssteg. De positionsberoende filten E och B beriknas tillsammans med
positionen. Denna idé illustreras i figur 2.1.

Y Y Y
——=u -

P Y
A L4 2

p At p

N A J

Figur 2.1: Figuren illustrerar skillnaden i tidssteg for simulering av position och
hastighet enligt leapfrog-metoden. Positionen 7, samt faltstyrkorna, berédknas varje
halva tidssteg, medan rorelseméangden p berdknas varje hela tidssteg At.

Fordelen med berdkningar vid halva tidssteg ér att de béattre approximerar
en kontinuerlig rorelse &n berdkningar vid endast hela tidssteg [7]. De sistndmn-
da ar mindre stabila, med numeriska fel som ackumuleras genom iterationer. Medan
leapfrog-metoden ér en andragradsmetod, vilket innebar att dess fel ar i andra gra-
dens storleksordning (At)? [8].
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2. Numerisk metod

Rorelseméngden p’ berdknas 6ver hela tidsstegen At, och behéver alltsé ett me-
delvéirde for faltstyrkorna 6ver denna tid, vilket approximeras med véardet vid ett
halvt tidssteg [7].

def Leap_Frog(r, p, dt, E_vec, B_vec, t):

r_start = np.array(r, dtype=float)

p_start = np.array(p, dtype=float)

gamma_halv = ber&dkna_gamma(p) # rdkna ut lorentzfaktor fo
rp

r_halv = r_start + p_start*xdt/(2*xgamma_halv*m)

t_halv = t+dt/2 # berdknar tiden i mitten av tidssteget

E_halv = np.array(E_vec(r_halv, t_halv), dtype=float)

B_halv = np.array(B_vec(r_halv, t_halv), dtype=float)

p_hel = Boris_Push(p, q, dt, E_halv, B_halv)

gamma_prim = ber&dkna_gamma (p_hel)
r_hel = r_halv+ p_hel*dt/(2*gamma_prim*m)

t_prim = t + dt

E_hel
B_hel

np.array(E_vec(r_hel, t_prim), dtype=float)
np.array (B_vec(r_hel, t_prim), dtype=float)

return r_hel, p_hel, t_prim, E_halv, B_halv, E_hel, B_hel

2.1.2 Boris-push

Boris-push-algoritmen anvéinds for att berdkna rorelsemangden (vilket illustreras
av de roda linjerna i figur 2.1). Teorin bakom metoden &r att det elektriska och
magnetiska filtet paverkar partikeln pa olika satt. Det forstndmnda for partikeln
framat, medan det sistnamnda roterar partikeln runt faltlinjen. Boris-push delar
upp bidragen fran falten och applicerar dem successivt pa rorelseméngden [9]: forst
ena halvan av det elektriska faltet, sedan hela det magnetiska faltet och till sist andra
halvan av det elektriska faltet. Anledningen till denna uppdelning ér att skapa en
symmetri i tidsreversering, alltsa att berakningen blir densamma baklénges. Detta
gor simuleringen mer stabil.

def Boris_Push(p, q, dt, E, B):
p = np.array(p, dtype=float)
E = np.array(E, dtype=float)
B = np.array(B, dtype=float)

p_1 = p + q*dt/2*E
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2. Numerisk metod

gamma_1 = berdkna_gamma(p_1) #
s = gq*xdt/(2*m*gamma_1) *B

p.2 = p_1 + 2/(1+np.dot(s,s))*(np.cross(p_1,s)+np.cross(
np.cross(p_1,s),s))

p_prim= p_2+qg*dt/2*E
return p_prim

2.2 Rampfunktion

I simuleringarna for den elektromagnetiska vagen anvands en rampfunktion som
gor att amplituden okar successivt utefter en specifik funktion. I borjan av arbetet
anvandes en rampfunktion som hade formen

o(6) = {sin2 (%), ¢<16n 1)

1, annars,

dér ¢ ar fasen hos vagen. De elektriska och magnetiska falten kunde da skrivas som

E, = E,sin(¢)s(¢), E. = —FE,cos(¢)s(¢),

B, = B, cos(¢)s(¢), B, = B, sin(¢)s(¢).
Men vid simulering 6ver langre tid observerades en forskjutning i partikelns rorelse
i y och z-led. Felsokning av modellen visade att det berodde pa rampens form.

For att skapa en ny rampfunktion som inte skulle orsaka en forskjutning, utgick

vi fran att integralen multiplicerad med det cirkulért polariserade faltet skulle bli
noll. Ett sétt att fa en funktion som uppfyller det kravet ar att vilja rampfunktionen
som derivatan av en funktion som ger 0 i rampens start- och andpunkt. Utover det
behover rampfunktionen vara kontinuerlig, vilket betyder att den i slutet av rampen
ska ge det cirkulart polariserade faltet. Eftersom y- och z-komponenterna i faltet
skiljer sig at, ar det rimligt att uttrycka rampfunktionen som en vektor, och ett
naturligt val ar

(2.2)

2 qin (£
(dc(lz) (— cos (;55((25))) _COS(bCOS <13g) o (32) + sin ¢ sin? (3%) 516
. - . . b ﬂ-
() = ﬁ (—sin ¢s(¢)) _51n¢cos (1%) sin (3%) _ cos ¢sin? (%)
( sin ¢ )
Ccoso) annars.
(2.3)

Med den definitionen skrivs falten som

Ey=Eufi(¢), E.=Euf2(0), By=-Bufa(¢), B.=DBufi(9), (2.4)

dér fi och fs betecknar de tva komponenterna i vektorn f(¢).
Vid en ny simulering observerades att den nya formuleringen av rampfunktionen
eliminerade den observerade driftkomponenten.
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Grundlaggande fall

For att forsta hur en laddad partikel ror sig i en neutronstjarnas magnetosfar be-
traktar vi tva forenklade fall. Det forsta ar nar elektronen endast paverkas av en
elektromagnetisk vag med en viss styrka. Vagen som betraktas har frekvensen f =1
GHz, alltsa i radioomradet, vilket dr vad som observeras fran jorden. Sedan be-
traktas fallet dér elektronen, som forst accelereras av den elektromagnetiska vagen,
endast paverkas av magnetfiltet fran neutronstjarnan, som ér parallellt med vagens
fardriktning. Magnetfiltet antas vara statiskt, det vill sdga det har samma styrka
oavsett avstand fran neutronstjarnan.

3.1 Teori

Nedan presenteras Lorentzkraften som verkar pa elektronen, de falt som paverkar
partikeln samt definitioner av viktiga parametrar.

3.1.1 Elektromagnetisk vag

I den har delen analyseras en elektrons rorelse som paverkas av en elektromagnetisk
vag.
En laddad partikel i en neutronstjéarnas magnetosfar paverkas av Lorentzkraften,

F=q(E+7xB), (3.1)

diar ¢ = —e ar elektronens laddning. Elektronen accelereras av det elektriska fal-
tet till relativistiska hastigheter. Rorelseekvationen for en partikel som paverkas av
Lorentzkraften och som nar relativistiska hastigheter kan skrivas

dp

dt

— — d_’ D
WE+ixB), L=g="L

2
pr po— (3:2)

1
1—v2/c?

Faltet betraktas som en hogercirkulart polariserad vag som fiardas langs z-axeln.
Komponenterna av faltet i varje riktning ar

dar v = ar Lorentzfaktorn, uttryckt med ljusets hastighet ¢ [6].

E,=LE,sing, E,= —FE,coso,

3.3
B, = B, cos¢, B, = B,sing, (3:3)

med £, = B, = 0. E, = cB,, ar amplituden pa vigen och fasen ar ¢ = wy(t — %),
dir wy ar vinkelfrekvensen. For f = 1 GHz blir wy = 6.28 - 10? rad/s.



3. Grundlaggande fall

Det starka elektromagnetiska faltet hos neutronstjirnan ger mycket hog ener-
gi till partikeln. Den energin berdknas genom att anvianda formeln for relativistisk
energi, £2 = (pc)? + (mc?)?, dar p ar normen pé roérelseméngden och m &r parti-
kelns massa. Nar all energi som ska 6verforas till partikeln har overforts, har ett
jamviktsldge uppnatts, dir energin ar konstant, % =0.

For att bestdimma hur manga partiklar som krévs for att absorbera den tota-
la energin i vagen anvinder vi energitatheten, som beskriver mangden energi per

volymenhet i filtet,
U = Biz) + EOEi,
2#0 2
med vakuumpermeabiliteten, 1, och vakuumpermittiviteten, ¢, [10].
Falten i en neutronstjarna ar sa starka att klassisk fysik inte récker for att
beskriva partiklarnas rorelse. Vi tittar pa kvantparametern y, som beskriver hur

stor paverkan kvanteffekter har i starka falt,

(3.4)

ole

X == \/(waéy—(ﬁ- )2, (3.5)
Ecrit
dir Eey ~ 1,3 - 10" V/m, vilket ar det kritiska filtet dir vakuum kan skapa
elektron-positronpar [11]. Den sétter en skala for nar kvanteffekter blir viktiga. Nér
Y < 1, betraktas systemet klassiskt. A andra sidan, om x > 1 blir kvanteffekter
viktiga, och systemet betraktas kvantmekaniskt.

3.1.2 Rent statiskt magnetfilt

Vi antar nu att partikeln forst accelereras av det elektriska féltet fran vagen och se-
dan endast paverkas av magnetfaltet fran neutronstjarnan. Magnetfaltet dr parallellt
med vagens fardriktning, B = B,3.

Rorelseekvationen for en partikel som endast paverkas av ett magnetfalt och som
nar relativistiska hastigheter dr densamma som ekvation (3.2), med E = 0. Denna
ekvation kan losas for att fa fram elektronens position i varje riktning.

Vinkelfrekvensen for en elektron som endast paverkas av ett statiskt magnetfalt
kallas for gyrofrekvensen w, = e'%.

Energin hos partikeln uttrycks med samma formel for relativistisk energi, och
kvantparametern uttrycks pa samma satt som i (3.5), med E =0.

3.2 Numerisk metod

For att fa fram resultaten anvindes bade analytiska berdkningar, utefter teorin ovan,
samt numeriska simuleringar. I simuleringen for fallet om elektronen som paverkas
av endast en elektromagnetisk vag anvandes 500 tidssteg per vagperiod.

I fallet av ett statiskt magnetfialt anvindes 100 tidssteg per gyroperiod. Start-
vardena for simulering av elektronen i ett statiskt magnetfalt ges av startvirdena i
den analytiska l6sningen for rorelse i en elektromagnetisk vag.

Simuleringstiden som anvindes i bada fallen var 5 - 10~® sekunder.

For att se detaljerad beskrivning av den numeriska metoden, se avsnitt 2 och
appendix B.
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3. Grundlaggande fall

3.3 Resultat

Nedan presenteras resultaten i form av l6sningar for rorelseekvationerna i bada fal-
len. Aven jamférelser mellan de analytiska berikningarna och de numeriska simule-
ringarna illustreras. Energin £ och kvantparametern x berdknas i bada fallen.

3.3.1 Elektromagnetisk vag

Genom att lésa rorelseekvationen med hjélp av vagens komponenter i (3.3) far vi
rorelseméangden i varje riktning, som sedan integreras for att fa positionerna

E2e? qFE qF
= =T N APw
z(t) 2ywim?2c’ y(t) ymwg(l — %) sing, (1) ymwg (1 — %) cos ¢,
(3.6)

dar vi antar att elektronen bérjar i vila, vilket &r fysikaliskt korrekt pa grund av
att magnetosfiren i neutronstjarnan ar relativt ostérd fére FRB (se appendix A.1.1
for detaljerad utrakning). Rorelsen ar hogerorienterad for en elektron, med ¢ = —e.
Figur 3.1 visar hur denna analytiska 16sning for elektronens rorelsebana stdmmer
val 6verens med den numeriskt beraknade 16sningen.

—— Numerisk
Analytisk

Figur 3.1: Jamforelse av den analytiskt och numeriskt berdknade rérelsebanan for
en elektron i en cirkulédrt polariserad elektromagnetisk vag, som funktion av tid, dér
faltstyrkan ér E, = 107 V/m.

Energin hos partikeln berdknas enligt formeln for relativistisk energi och &r

E262
E=mc? w 3.7
me 2mwg’ (3.7)




3. Grundlaggande fall

(se appendix A.1.2 for detaljerad utrikning). I fallet med E,, = 107 V/m &r energin
0,73 MeV. Figur A.1 visar hur den analytiskt berdknade energin stdmmer 6verens
med den numeriskt berdknade.

Jamviktslaget fas nir ¢v-E = 0 (se appendix A.1.3). Det betyder att det elektris-
ka faltet och hastigheten hos partikeln ar ortogonala. Figur 3.2 visar den simulerade
energioverforingen fran vagen till elektronen.

le—-6

0 1 2 3 3 5
Tid [s] le-8

Figur 3.2: Numeriskt berdknade energioverforing som funktion av tid for en
elektron i en cirkulirt polariserad elektromagnetisk vag, dar faltstyrkan ir E,, = 107

V/m.

Fran ekvation (3.4) hittas uttrycket for elektrontétheten,

2
_ 2egmuwy

, (3.8)

Ne >

(se appendix A.1.4). I fallet med E, = 10" V/m har elektrontitheten virdet n, =

2,46 - 10'% m~3, vilket motsvarar antalet elektroner som behévs per volymenhet for

att absorbera all energi fran vagen. Figur A.2 visar hur val den analytiskt berdknade

elektrontatheten stammer 6verens med den numeriskt berdaknade.
Kvantparametern bestdms fran (3.5) och ér

Ey,
9
E crit

X = (3.9)

(se appendix A.1.5 for detaljerad utrikning). For E,, = 10" V/m ér y = 7,69-10712.
Figur A.3 visar hur vél den analytiskt berdknade kvantparametern stdmmer 6verens
med den numeriskt berdknade.

3.3.2 Rent statiskt magnetfalt

Genom att 10sa rorelseekvationen for det aktuella faltet fas rorelseméngderna som
integreras for att fa positionerna

10



3. Grundlaggande fall

y(t) = fgﬂ sin(wyt) + fgﬂu — cos(wyt)) + Yo, (3.10)
2(t) = Pyo (cos(wyt) — 1) + Pz sin(w,t) + 2o,
n qbq

dar wy, = e,y% ar gyrofrekvensen och py,, Py, Pz, %o, Yo Och 2o dr konstanter som

bestdms av startvillkor (se appendix A.2.1 fér detaljerad berdkning). Rorelsen ar
hogerorienterad i fallet av en elektron, med ¢ = —e. Att bade vagen och magnetfaltet
ger upphov till hégerorientade rotationer kommer att fa stor betydelse i avsnitt 4.3.3.

I figurerna 3.3a och 3.3b visas roérelsebanorna for elektronen som paverkas av en
elektromagnetisk vag jamfort med ett statiskt magnetfalt.

—— Ensam vag, Ey = 1.0e+07 —— Ensam vég, £y, = 1.0e+07
Ensamt magnetfalt, B, = 1.0e-01 T Ensamt magnetfalt, B, = 1.0e+05 T

0.1
0.2

0.3 0.3
X X
[mj 0.4 os _0.04 [lnj 0.4 os

(a) Rorelsebana med B, = 0,1 T. (b) Rérelsebana med B,, = 10° T.

Figur 3.3: Rorelsebanor for en elektron som paverkas av en ensam vag jamfort
med ett statiskt magnetfilt. Styrkan hos vagen ar E, = 107 V/m och styrkan hos
magnetfiltet ar B, = 0,1 T respektive B,, = 105 T.

Energin uttrycks pa samma satt, med formeln for relativistisk energi,

&= Eyet 2 2 4 2 2 2.4 311

= 4w3m2+pyoc + p2,¢2 + m2cth. (3.11)

Om startvirdena pa p,, och p,, i (A.2) anvinds, &r denna energi lika med energin i

fallet av en ensam vag, eftersom magnetfaltet utfor inget arbete pa partikeln.
Genom att rakna ut kvantparametern i fallet dér partikeln endast paverkas av

ett magnetfilt fas

B, FE,e

)
E. crit Wo

X = (3.12)

(se appendix A.2.3 for detaljerad berdkning). Kvantparametern ar storre an i fallet
med en elektromagnetisk vag, detta syns i tabell 3.1 for olika styrkor pa magnetfiltet.

11



3. Grundlaggande fall

B, (T) [ x (B, =10"V/m)
0,1 2,15 x 10711
10° 2,15 x 107°
108 2,15 x 1072

Tabell 3.1: Exempelvirden for y = 22— 2»¢ med E,, = 107 V/m, wy = 27-10°s71,

Ecritm wo

Eeit = 1,310 V/m och elektronmassan m, = 9,109 - 1073! kg.

3.4 Diskussion

I fallet av en elektromagnetisk vag ar kvantparametern mycket mindre an ett. Det
innebér att kvanteffekterna ar mycket laga och att stralningsddmpning sker enligt
klassisk teori, vilket medfor att det inte skulle vara nagon parbildning i magnetosfa-
ren och darmed ingen plasma eller utstralning. Det kan inte stdmma i verkligheten
da stralning kan ses fran jorden. I fallet av ett rent magnetfalt ser vi att kvantpa-
rametern blir storre, vilket innebéar att kvanteffekterna ar storre an i fallet av en
elektromagnetisk vag.

Simuleringarna for rorelsebanan hos elektronen i bada fallen visar en hogerori-
enterad rorelse, vilket stammer Overens med analysen av rorelseekvationen och de
berdknade positionerna. Att rorelsen ar hogerorienterad i bada fallen kan leda till
resonans, vilket kommer att synas nar vag och magnetfilt kombineras i néasta del.
Radien pa rorelsebanan for ett magnetfalt minskar med magnetfaltets styrka, men
energin forblir konstant.

Simuleringarna for en elektromagnetisk vag visar att de numeriska 16sningar-
na for energi, elektrontdthet och kvantparametern konvergerar mot de analytiska
losningarna (se figurer A.1, A.2 och A.3 i appendix). Simuleringarna for det statis-
ka magnetfiltet visar ocksa att den numeriska losningen motsvarar vara analytiska
resultat for energi och kvantparameter, som ar konstanta.

Dessa tva enkla fall stdmmer inte var for sig for att beskriva partikelns rorelse i
en neutronstjarnas magnetosfir, men de ger en bra grund for kommande numeriska
simuleringar, eftersom de analytiska berdkningarna stdmmer 6verens med de nume-
riska. Dessa modeller kombineras i nasta avsnitt for att ge en mer realistisk modell
for elektrondynamiken i en neutronstjarna.

12



4

En forenklad magnetosfar: vag och
magnetfalt

I det foregaende kapitlet analyserades en elektrons rorelse i tva separata fall, vid pa-
verkan av en ren elektromagnetisk vag respektive ett rent statiskt magnetfilt. Dessa
ar idealiserade modeller som visar hur respektive falt paverkar elektronen, men de ar
inte tillrackliga for att beskriva partikelns rorelse i neutronstjarnors magnetosfarer.
En neutronstjarnas magnetfalt i en forenklad dipolmodell liknar jordens, med
faltlinjer som foljer den runda formen och ldmnar kroppen vid polerna. Vi kan
anvinda den rena elektromagnetiska vagen for att representera FRB och det kon-
stanta magnetfiltet for att representera neutronstjarnans magnetfilt. FRB lamnar
neutronstjarnan vid polerna, dar vagen och magnetfaltet ar parallella. Déarfor viljer
vi att analysera denna situation.
Rorelseekvationen erhalls fran Lorentzkraften,
dp = dr D

oV Ew i gw Bn>7:ﬂ: )
o = U(Bu+Tx (By+By)), - =1 o

(4.1)
dar éw och Ew ar de oscillerande falten fran vagen och En ar neutronstjirnans
statiska magnetfélt, parallellt med vagens utbredningsriktning (z-led i detta fall).

4.1 Teori

Avnittet borjar med en kort introduktion till fyrvektorer fér den som ej ar familjar
med dmnet, i syfte att underlétta forstaelsen for de ekvationer som kommer diskute-
ras i kapitlet. Darefter presenteras en teori om symmetrier och bevarade storheter,
samt deras paverkan pa losbarheten av rorelseekvationen.

4.1.1 Fyrvektorer och index

Inom speciell relativitet ar en fyrvektor en vektor med fyra komponenter, den forsta
i tid och de tre nastkommande i rum [12]. De olika elementen i vektorn beskrivs
av index, har p eller v. Dessa index kan anta vardena 0 till 3 som representerar ct,
x,y, z. Dér ct ar tidsdimensionen multiplicerad med ¢, sa att elementet far samma
enhet som rumsdimensionerna. Ett exempel pa en fyrvektor ar den ”"kontravarianta
fyrpositionen”,

o = (20,21, 22, 2%) = (ct,x,y, 2), (4.2)
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4. En forenklad magnetosfar: vag och magnetfalt

med "kontravariant” menas att vektorn har ett upphdjt index [12]. Den andra ver-
sionen av en fyrvektor, "kovariant”, ar likadan men med skillnaden att alla rumsko-
ordinater ar multiplicerade med minus ett. Detta indikeras av ett nedsénkt index
och ser ut som

z, = (Tg, 71,29, 73) = (2°, —a', —2?, —1%) = (ct, —x, —y, —2). (4.3)

Ett index kan anvidndas som antingen "fritt” eller "summerande”, dar bada ty-
perna illustreras i definitionen av Lie-derivatan av en kovariant vektor A4, [13],

LeA, = 0,4, + A,0,6", (4.4)

dar p ar ett fritt index och v ett summerande index. Notera att £ har ej ar ett index
utan en etikett for vektorféiltet. Notationen siager att det finns fyra olika ekvationer
dar p = 0,1, 2,3 for respektive ekvation, och dar varje ekvation egentligen ar en
summering 6ver v = 0, 1,2, 3. Alltsa syftar foregaende ekvation pa

3 3
(LeA)o =& 0, A0+ ADo€”,  (LeA)r =) §0,A1+ AL,

v=0 v=0
; ; (4.5)
(‘C{A)Q - Z SVaVAZ + AV825V7 (EéA)S - Z guaVAS + Al/a?)gya
v=0 v=0

dar den fyrdimensionella partiella derivatan ar

1
a,u = (80,81,82783) = (Eat761‘a8yvaz)' (46)

4.1.2 Symmetrier

En symmetri £ ar ett vektorfalt som fungerar likt en operator, givet att den lamnar
ett system oforéandrat pa ett visst fysikaliskt satt. Ett vanligt exempel ér rotations-
symmetri, dar ett system forblir oférandrat efter rotation. Symmetrier ¢ definieras i
denna artikel genom partiella derivator. Exempelvis beskrivs en translation i x-led
som & = 0,.

Teorin om gaugeinvarians séger att elektromagnetiska falt kan beskrivas som
gaugepotentialer A, = (¢, —A) [14]. Dér A ér vektorpotentialen och ¢ &r den skaléra
potentialen fran Maxwells elektromagnetiska teori. Podngen med A, &r att de kan
fordndras under speciella transformationer, samtidigt som de bakomliggande féilten
forblir oférandrade [15]. Detta resulterar i att vart félt hade kunnat representeras
av flera kombinationer av A och ¢, sa lange de uppfyller ekvationerna [14]

B = o A
En symmetri £ finns i gauge-potentialen A, om foljande villkor &r uppfyllt [13],
LA, = 0., (4.8)

dar vansterledet beskriver hur gauge-potentialen forandras under &, enligt definitio-
nen av Lie-derivatan (4.4). Alltsa ar € endast en tillaten symmetri om dess paverkan
pa just detta A, kan beskrivas som partiella derivatan av nagot skalérfélt A.
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4. En forenklad magnetosfir: vag och magnetfalt

Noethers sats sager att en symmetri ¢ alltid implicerar en korresponderande be-
varad storhet )¢ [13]. Exempelvis innebér rotationssymmetri att systemets rorelse-
méngd ar bevarad. For att hitta formen pa Q)¢ behover man utga fran Lorentzkraften
omskriven som fyrvektor,

mit =eF"'z,, (4.9)

notera att punkten éver x syftar pa en derivata med avseende pa egentiden % = 'y%.
Genom att ta vektorprodukten med symmetrin och anvinda symmetrivillkoret i
ckvation (4.8), resulterar det i ekvationen [13]

ddT(gu P, —eA) = 0. (4.10)

Notera att uttrycket inom parentes ar bevarat i egentiden 7. Slutsatsen kan dras att
en storhet

Qe=¢&"-P,— el (4.11)

ar bevarad for A4, [13].
P, ar den kanoniska fyrrérelsemangden som innehaller bade den vanliga rérelse-
méngden, p, = md,,, och ett bidrag fran bakgrundsféltet [13]. Den definieras som

P, =mz, +eA,. (4.12)

4.1.3 Integrerbarhet

Integrerbarhet innebér att ett systems rorelseckvationer ér exakt losbara [13]. 1
denna artikel innebar det att det gar att forutsédga elektronens rorelsebana analy-
tiskt. Kravet for integrerbarhet ar att det finns en oberoende bevarad storhet Q)¢
per frihetsgrad. Den behdéver dven vara i involution, vilket betyder att de Poisson-
kommuterar. Att storheter Poisson-kommuterar innebar att {Q);, Q;} = 0. Dar Pois-
sonbrackets definieras genom {x;, P;} = —{P,,xz;} = 0;; och {z;,z;} = {P;, P;} = 0.

4.2 Numerisk metod

Utifran teorin ovan gjordes analytiska berdkningar for elektronens dynamik i det
kombinerade faltet, medan de numeriska simuleringarna gjordes utifran metoderna
i kapitel 2.

Upplosningen for simuleringarna i det kombinerade fallet bestamdes genom att
undersoka vilket av magnetféalten, B, eller gn, som var starkast. Om vagens mag-
netfalt dominerade l6stes vagperioden upp med 500 steg per vagperiod, och om stjar-
nans magnetfilt dominerade anvindes 100 steg per gyroperiod. Om faltens styrka
var lika valdes den upplosning med minst tidssteg.

Simuleringarna gjordes for en elektron som paverkas av de kombinerade féilten
under tiden 107° s.

For att se detaljerad beskrivning av den numeriska metoden se avsnitt 2 och
appendix B
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4. En forenklad magnetosfar: vag och magnetfalt

4.3 Resultat

Nedan berdknas vilka storheter som bevaras i och utanfor jamviktslaget, samt vad
det sdger om systemets integrerbarhet. Jamviktslaget och resonansen undersoks med
utrakningar och simuleringar av elektronens rorelse.

4.3.1 Bevarade storheter

Ett exempel pa en gauge-potential A, som uppfyller ekvationerna (4.7) for just dessa
falt ar

A, = (0,0,—i”cosgb—i—%z,—i"sinqﬁ— B;y), (4.13)
dir ¢ = wo(t — %) (se utrdkning i appendix A.3.1). Ha i atanke att detta ar exakt
samma falt som i de enkla fallen, fast nu ar de kombinerade i ett system.

For denna gauge-potential A, kan fyra symmetrier hittas (se berdkningar i ap-
pendix A.3.2). De forsta tva symmetrierna ar translation i y-respektive z-led, vilka
beskrivs som &, = 0, respektive £, = 0,. Den tredje symmetrin &r en rotation kring
z-axeln med en tidskomponent, &, = 0, +wo(y0, — 20,), och den fjérde &r en ljuslik
translation, £, = 0; 4+ c0,. De fyra symmetrierna kan skrivas som fyrvektorer,

& =(0,0,1,0), & =1(0,0,0,1),

v - (4.14)
grot - (Cv Oa —Woz, Wo?/)a Sry - (Ca Gy 07 0)

Genom att applicera symmetrivillkoret fran ekvation (4.8) pa respektive symmetri
ovan, far vi

B

LA, = {;’(%AM + Ayaufyy = (0,0,0, —7n) =0, A\y,
B,
££Au = ézyauAu =+ Auau’f,lz/ = (07 0, o O) = aqua (4.15)

LA, =&5,00A, + A0, (0,0,0,0) = 0Ny,

rot rot

LeA, = 0,4, + 4,0, = (0,0,0,0) = 0,A,.

Utifran dessa ekvationer hittas skalarfiltet A som motsvarar varje symmetri. Déar-
efter kan de bevarade storheterna beriaknas till

B, B,
Q=" Pi—eh=¢" Pyt ez =P+ 02,

B, eB,
Qz:gu'PM_eAZSM'Pu_e7y:Pz_ 2y7 (416)

Qrot = &' - Py —eA =" Py = chy + wo(yP: — zP,),
Q'y:f“‘Pu—€A=§“~Pu:cP0+ch.

Notera att P, ar den kanoniska roérelsemangden, sa exempelvis ar Fy = myc
och P, = —m~yv,, vilket medfér att ), = c¢(mey — p,). I figur 4.1 nedan visas en
numerisk simulering 6ver hur de fyra storheterna varierar 6ver tid.
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Q,
o
0z
o

Tid [s] le-7 Tid [s] le-7

8.876 4 8.8641

8.874 - £.8640

8.872 4
= 8.8639
5 >

© 8.870

8.8638
8.868 -

8.866 - 8.8637

8.864 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tid [s] le-7 Tid [s] le-7

Figur 4.1: Figurer over de bevarade storheterna, @, Q)., Qo och @), som funktion
av tid, med filtstyrkorna E,, = 10” V/m och B, = 1 T. Enligt simuleringen verkar
samtliga storheter vara bevarade, bortsett fran oscillationer i borjan av plotten.

Figur 4.1 visar att de fyra storheterna bevaras efter ca 0,1 sekunder, men att
simuleringen oscillerar en del i borjan. Dessa oscillationer analyseras narmare i dis-
kussionen 4.4.

4.3.1.1 Involution

Enligt teorin i sektion 4.1.3 kravs en bevarad oberoende storhet i involution per
frihetsgrad for att systemet ska vara integrerbart. Rorelseekvationen for en elektron
har tre frihetsgrader, vilket innebér att tre storheter behovs. Tidigare utrdkningar
har funnit fyra bevarade storheter, med foljande Poisson-brackets,

{QZN Qz} =eB,,

{an Qrot} = —wo@:,

{Qz» Qrot} = Won,

{Q1,Qy} ={Q,,Q.} = {Q,, Qra} =0,
(se berdkning i appendix A.3.3). @, ar dérmed i involution med de tre andra stor-
heterna, men ingen av de resterande tre ér i involution med varandra. Det storsta

antalet oberoende storheter i involution ar tva, vilket innebar att det héar systemet
inte ar integrerbart. Rorelseekvationen gar darfor inte att losa analytiskt.

(4.17)

4.3.2 Jamviktslage

For att kunna gora systemet integrerbart behévs dnnu en oberoende storhet i in-

volution med de andra. Vi undersoker jamviktslaget, for att forsokta astadkomma

detta. Dar ar energin per definition konstant, % = 0. Energin Q¢ = F, blir darmed

den tredje bevarade storheten. Figur 4.2 nedan visar en simulering av systemet dér
energin faktiskt bevaras.
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le—-8
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Figur 4.2: Energioverforing fran den elektromagnetiska vagen till elektronen, med
faltstyrkorna E, = 10" V/m och B, = 1 T. Figuren visar en initial “kulle” med
positiv energioverforing, alltsa att elektronen tar upp energi fran vagen. Denna avtar
sedan och 6vergar till en tét och kraftig oscillation kring 0-punkten.

Simuleringen i figur 4.2 visar energioverforingen fran vagen till elektronen (ef-
tersom det konstanta magnetfiltet inte utfor nagot arbete). Initialt tar elektronen
upp energi och darmed accelereras. Efter ett tag nar elektronen jamviktslaget med
bevarad energi. De kraftiga oscillationerna analyseras i diskussionen 4.4.

Vi kan édven visa att QQ¢ ar i involution med alla fyra tidigare ndmnda storheter,

{Qe, @y} ={Qe, @2} = {Q¢, Qrat} = {Qe, @1} =0, (4.18)

(se berdkning i appendix A.3.3). Dérfor gar det att skapa en grupp med tre obero-
ende storheter i involution: Q¢, () samt en av de tre 6vriga, @, Q. eller Q. Alltsd
kommer systemet endast kunna vara integrerbart i jamvikt. Déarfor ar det endast i
jamviktslage som elektronens rorelse kan beskrivas analytiskt.

Vi vill undersoka om det verkligen stammer att systemet endast ar integrerbart i
jamvikt. Darfor borjar vi med att forsoka 16sa rorelseekvationen (4.1) utan att anta
att vi befinner oss i jamviktslaget. Utifran den cirkulara geometrin pa falten gors
ansatsen

Py = P1 COS @, p. = pLsino. (4.19)

Rorelseekvationens tre komponenter kan utifran denna ansats skrivas som

dps
s
dt ’
dpy do .
__p % 4.20
20— —p D sing, (420)
dp: _ — Cos ¢
ar P %

ll
4B (-1

e ul Cgu . Denna
S two(l==2)

och inte for p. For

(se utrakning i appendix A.3.4) dar % =wo(l—L)ochp, =—

dp

16sning ar inte fullstindig, eftersom den ger ett uttryck for %,
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4. En forenklad magnetosfir: vag och magnetfalt

att fa en fullstdndig 16sning kravs det att vi anvinder att % = 0 i jamviktslaget.

Genom att anvinda definitionen av relativistisk energi €2 = (pc)? + (mc?)?, och
sitta £ konstant, far vi ut att

Py Sin ¢ = p, cos ¢, (4.21)

(se berdkning i appendix A.3.4).
Genom att sitta in kravet (4.21) i ekvationerna (4.20), far vi den fullstédndiga
losningen till rorelseekvationen,

p, = konstant,
qE,(1 — ﬂ)
Py = PLCOSP = — €5 COS @,
Y Do (1 =) (4.22)
. qu( - ﬂ) .
p. =pLsing = — € — sin ¢.
Lo+ wp(1-2)

Denna losning uppfyller ansatsen i (4.19). I figur 4.3 nedan visas en simulering av
elektronens rorelseméangd, jamfort med den analytiska l6sningen.

py kgmys]
L
=
%

Pz [kg'mys]

Tid [s] le-8 Tid [s] le-8

Figur 4.3: Jamforelse av de numerisk beraknade och de analytiskt berdaknade trans-
versella rorelsemingderna p, i jamviktsliget, med faltstyrkorna E,, = 10" V/m och
B,=1T.

Figur 4.3 visar att det simulerade jamviktslaget overenstammer med det analy-
tiska. Notera att avvikelserna i borjan beror pa rampfunktionen som diskuteras i
2.2.

4.3.3 Resonans

Losningen (4.22) till rorelseekvationen har ett problem, namligen om B,, och wy har
ratt proportioner, kan namnaren i p, och p, bli 0. Det skulle ge starkt vixande
rorelseméngder i de riktningarna. Detta tillstand kallas resonans.

Vi kan undersoka fenomenet ndrmare genom att definiera vinkelfrekvenser for
vagen och det konstanta magnetféltet. Gyrofrekvensen w, ér partikelns rotations-
frekvens i det konstanta magnetféltet, och definieras som w, = —4Bn — eBu Fp

ym ym
partikel som fardas i samma riktning som vagen "upplever” en annan frekvens &n
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4. En forenklad magnetosfar: vag och magnetfalt

vagens ursprungliga wy. Vagens oscillationer passerar da langsammare forbi parti-
keln. Elektronens "upplevda” frekvens blir dd ' = wy(1 — U—J), vilket kallas den
dopplerskiftade frekvensen.

Vi sétter in dessa definitioner i uttrycket for den transversella rorelseméangden,

qu<1 - UT;H)

4.23
—wg + W' ( )

pL=
och noterar att resonans sker da w, = w'.
I resonans upplever elektronen en konstant kraft som accelererar den mot en
odndlig energi. Enligt definitionen av kvantparametern y (3.5), gar y — oo eftersom
v = m“’;Q — 0o. En simulering av bade x och energin syns i figur 4.4.

--- Beréaknad resonanspunkt

08 41
Los 34
@

e
404 i 21

0.2 4 14
|
i
1

0.0 ' 0

1 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16
B, [T] B, [T]

Figur 4.4: Energi och kvantparametern y for olika B, med E, = 107 V/m. Den
berdknade resonanspunkten kommer fran det analytiska resultatet B,, = wo%(l —
%), dér parametervirden fran de numeriska simuleringarna har anvénts.

I resonanstillstandet antas de fyra storheterna i (4.16) fortfarande vara beva-
rade, medan energin inte ar bevarad. Utifran detta antagande kan vi berakna att
partikelns hastighet i z-led blir

_ 9

. = c(1
vy = ¢ B,

) — ¢, (4.24)
(se berdkningar i appendix A.3.5), vilket betyder att partikeln accelereras till ljusets
hastighet ldngs denna axel.

I dessa forhallanden kan vi se att bade den dopplerskiftade frekvensen och gyro-
frekvensen gar mot 0,

OJIZWQ(l—lUi)—)O’ wg:_

— 0. (4.25)
c ym

4.4 Diskussion

I fallet med ett cirkuldrpolariserad vag och ett konstant magnetfalt ror sig elektronen
i en helix-liknande rorelse lings z-axeln (se forstabladssidan for en illustration). De
symmetrier som funnits anses vara logiska for systemet. Translation i y- och z-led ér
symmetrier eftersom falten inte har nagot beroende i de leden, medan translation i -
led inte &r en symmetri pa grund av fasens beroende av z: ¢ = wo(t— 7). Den ljuslika
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4. En forenklad magnetosfir: vag och magnetfalt

translationen &, motsvarar att flytta elektronen i tid och z-led samtidigt. Denna
forflyttning foljer fasen, vilket gor den till en symmetri. Rotationen &,.,; motsvarar
att rotera elektronen runt z-axeln samtidigt som en tidsforskjutning, vilket liknar
den helix-liknande rorelsen. Den ér darfor ocksa en symmetri.

Simuleringen i figur 4.1 oscillerar mycket i borjan. Men detta tros bero pa nume-
riska fel eftersom oscillationerna dr smé (storleksordning 107! samt 10722). Dess-
utom verkar de endast existera i borjan av simuleringen, och man kan ténka sig
att det tar ett tag for simuleringen att stabilisera sig. Forklaringen kan finnas i den
numeriska metoden. Initialt sitts rorelsemédngden och positionen till 0 vid samma
tidssteg, da de i metoden egentligen ska vara ett halvt steg forskjutna ér det rim-
ligt att de hamnar ur fas i borjan innan de etablerar sig ratt. En annan forklaring
kan vara att en andlig numerisk upplosning anvandes for att simulera en kontinu-
erlig rorelse. Alltsa anses det vara forsvarbart att anta att fyra storheter alltid ar
bevarade.

Det kombinerade fallet ar en utvidgning av de tva enklare fallen, men vi kan
fortfarande se sparen av dem i resultatet. Undersok ekvation (4.17) som beskriver
Poisson-brackets for ¢, och @),. Om vi sitter B,, = 0 ser vi att {Q,, Q).} ar i involu-
tion. Detta skulle innebéra att dven utan Q¢ fran jamviktslaget, finns tre bevarade
storheter i involution: @, @), och @,. Detta skulle resultera i att rorelseekvationen
ar integrerbar dven utanfor jamviktslédget, vilket stimmer med vad vi ser for det
enkla fallet med en cirkulérpolariserad vag.

Vi ser dven att om vi satter B, = 0 i 16sningen (4.22) far vi ut de rorelseméangder
vi fick som resultat for det enkla fallet med en cirkuldrpolariserad vag (A.2). Om
E, = 0 istéllet blir p, = p, = 0, vilket speglar det enkla fallet med konstant
magnetfilt som kraver att elektronen accelereras forst.

Figur 4.2 visar en initial "kulle” av positiv energioverforing fran vagen till elektro-
nen. Detta beror pa att elektronen maste accelereras upp, vilket kréver energi fran
vagen, innan den tillslut finner sig i jamviktslaget. De kraftiga oscillationerna i si-
muleringen ar sa téta att de ser ut som ett tjockt band. Dessa kan uppsta eftersom
energioverforingen ar proportionell mot o' - E , alltsa vinkeln mellan hastigheten och
energin. Dérfor kan oscillationer uppsta nar fasen mellan dessa dndras. Eftersom
oscillationerna sker kring 0-lidget blir netto-energioverforingen énda 0, och slutsat-
sen dras att vi befinner oss i jamviktslage.

Figur 4.4 indikerar att bade energin och kvantparametern gar mot oandligheten
vid resonans. Notera dock att plotten egentligen visar ett andligt varde, men slut-
satsen efter att ha simulerat ldnge ar att det finns en asymptot dar. Nagot mer att
notera om resonansen ar att den verkar kunna bibehalla sig sjélv, trots att energin
gar mot odndligheten och elektronen rusar obegrinsat i x-led. Det illustreras i ek-
vation (4.25) nér bade w’ och w, gar mot 0. En noll-virdig vinkelfrekvens indikerar
att elektronen nastan slutar rotera rorelsen kring x-axeln utan "fryser fast” vid en
viss fas.

Att en elektron skulle accelerera mot oéndlig energi ar ofysikaliskt. I ett mer
realistiskt system kravs déarfor ett utlopp for denna energi, exempelvis i form av
stralning. Notera att kvantparametern beskriver hur mycket kvanteffekter, exempel-
vis stralning, som sker. Nar y blir mycket stort vid resonansliaget, kan detta tolkas
som att systemet "vill” strala ut energin.
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Stralningsdampning

I magnetosfiaren hos neutronstjarnor finns det ett flertal fysikaliska processer som
paverkar partiklarnas rorelsebana. En av dessa ar stralningsdampning, som uppstar
nar laddade accelererade partiklar sander ut elektromagnetisk stralning. Det leder
till energiférlust och ger upphov till en reaktionskraft pa partiklarna, som paverkar
deras rorelse [16]. Rorelseekvationerna for fallet som tar hansyn till stralningsdamp-
ning beskrivs enligt

(C?Z:q(ﬁw+ﬁx (§w+§n)>—2;émx29(x)ﬁ, @:U:L, (5.1)

e

dér den andra termen i forsta ekvationen ovan representerar stralningsreaktionen,
dir o = —2— &r finstrukturkonstanten, 7, = -2 &r Comptontiden. Gaunt-faktorn

4meghc mc?

g(x) beskriver kvantkorrigeringen enligt

g(x) ~ [1+4.8(1 + )In(1 + 1.17y) + 244?75, (5.2)

5.1 Teori

Nedan presenteras ett mojligt jamviktslage dar stralningen forsvinner, samt skillna-
den mellan klassisk och kvantmekanisk stralningsddmpning.

5.1.1 Klassisk och kvantmekanisk stralningsdampning

Enligt klassisk teori resulterar stralningsddmpningen fran att elektronen sander ut
en kontinuerlig strom av elektromagnetisk stralning. Eftersom det inte finns nagra
begransningar pa energin, kan dven vinkelfrekvensen w vara godtyckligt stor [16].

Men enligt kvantmekanisk teori kan stralningen endast lamna elektronen i form
av en foton med energin

Efoton - hw (53)

Hela fotonens energi maste komma fran en enskild elektron, och kan inte Overstiga
elektronens energi, E, < FE.. Dir E, = ymc?* &r elektronens energi. Det sétter en
6vre grans pa vinkelfrekvensen,

2
Wmax = ’YTZC ) (54)

[16]. Det innebéar att elektronen upplever diskreta slumpmaéssiga rekyler av energi-
forlust, istéallet for den kontinuerliga strommen fran klassisk teori.
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5. Stralningsddmpning

Notera att den klassiska stralningen kan ses som en forenkling av den kvant-
mekaniska. Utga fran den kvantmekaniska beskrivningen och lat A — 0, vilket
resulterar i att rekylen per "foton” blir AE, = —E, — 0 [16]. Detta kompenserad
med att antalet fotoner, NV, o % — 00. Vilket ger en kontinuerlig strom av stralning
vars sammanlagda rekyl ar obegrdnsad géllande vinkelfrekvens, alltsa den klassiska
stralningen.

Skillnaderna mellan den klassiska och kvantmekaniska teorin syns tydligt i emis-
sionsspektrumet, vilket ar det spektrum av stralning elektronen avger. Den sam-

manlagda effekten av stralningen P, = E’;O’f kan beskrivas som
oo P
P = —dw. 5.5
tot o dw w ( )

Hur mycket den kvantmekaniska effekten P, och klassiska effekten P, skiljer sig
at kan kvantifieras med Gaunt-faktorn [16],

P >
glx) = PJ ~ [1+4.8(1+ x)In(1 + 1.17x) + 2.44x°] 3, (5.6)

cl

dar approximation har en 2% osékerhet for valfritt y.

5.1.2 Radiation-free direction

Den stralning som skickas ut av elektronen ger en antiparallell rekyl-kraft gente-
mot partikelns momentana rorelsemangd, sa att o | —pe [16]. Den utskickade
stralningen orsakar en bromsande kraft pa elektronen i den riktningen. Stralningens
styrka (se ekvation (5.1)) beror pa parametern y, dir ett hogre y innebér hogre stral-
ning. Enligt definitionen av y (3.5) ar det ett matt pa tvaraccelerationen a] L p;.
Alltsa ju mer elektronen stralar desto mer rorelseméangd tappas i den riktningen, sé
att elektronen soker sig mot en riktning dér stralningen ar 0. Detta sker da y = 0
och detta tillstand kallas radiation-free direction, RFD.

5.2 Numerisk metod

For att analysera fallet med stralningsdampning, anvindes bade analytiska berék-
ningar och numeriska metoder. Vid de numeriska simuleringarna anvindes samma
metod som i avsnitt 4.2 men pa grund av att berdkningarna blir tyngre néar stral-
ningsddmpningen tas hinsyn till sinktes antal steg per vagperiod till 300. Antal steg
per gyroperiod beholls men inga simuleringar kordes niar magnetféltet fran stjarnan
dominerade. Simuleringarna gjordes for en elektron som paverkas av de kombinerade
falten med stralningsddmpning under tiden 10~* s. Fér att se detaljerad beskrivning
av den numeriska metoden se avsnitt 2 och appendix B.

5.3 Resultat

Nedan undersoks nér tillrackligt manga storheter bevaras for att systemet ska va-
ra integrerbart, en 16sning av rorelseekvationerna for RFD, samt en berdkning av
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5. Stralningsddmpning

skillnaden pa energioverforing for klassisk och kvantmekanisk stralningsddmpning.

5.3.1 Bevarade storheter

Elektronens rorelseekvation med stralningsdampning i (5.1) kan skrivas som

mit = eF" i, + fh .. (5.7)
Likt teorin i sektion 4.1.2 resulterar denna nya rorelseekvation i villkoret for en
bevarad storhet

d
A e BN =6, Fha 53

Observera att om f“ ., = 0 ar denna ekvation identisk med ekvation (4.10). Men
skillnaden &r nu att Q¢ endast ar bevarad om §,, - f4 ., = 0. Vi undersoker tilligget
pa kraften fran stralningsdémpningen,

" 2aame

= ia _
stral 3 To X g<X>p (5 9)

(notera att f& . ar en fyrdimensionell uppskattning av ﬁstrél). Om vi applicerar

kravet &, - fi,,s = 0 pa en tidigare bevarad storhet, exempelvis for den ljuslika

translationen @), far vi ut att

& fhya o (¢, —¢,0,0) - (e, vy, vy, V) = c(c— V)X (5.10)

Alltsa kan denna storhet (), endast vara bevarad om antingen x = 0 eller v, = c. Vi
ska nu undersoka dessa alternativ. Faktumet att elektronen har en massa innebéar
att dess hastighet maste vara mindre én ljusets hastighet, veertron < ¢. Vid x = 0
ar stralningsddmpningen obefintlig, f/, ., = 0, och vi befinner oss i RFD. Slutsatsen
kan da dras att ingen av dessa fall ar mojliga vid icke-noll stralningsdémpning.
Alltsa ér @), ej bevarad for fallet med befintlig stralningsddmpning.

Enligt teorin fran foregaende kapitel, hade forlusten av denna bevarade storhet
inneburit att systemet inte ldngre ar integrerbart. Alltsd bor det inte finnas en

16sning for rorelseekvationen (5.1) givet att Foral £ 0.

5.3.2 Radiation-free direction

Om ﬁstrél = 6, det vill sdga att vi befinner oss i RFD, bor systemet vara integrerbart
eftersom @), &r bevarad enligt ekvation (5.8).

Genom att satta x = 0 i kvantparameterns definition (3.5), far vi ut en 16sning
for hastigheten (se utrdkning i appendix A.4.1) som vi sedan kan jamfora med en
numerisk simulering,

E, Uy

Uy = —Fn<1 — ?> COS ¢, (511)
E’ll) X .

v, = —B—n(l — %) sin ¢. (5.12)
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1e9 Jamforelse av hastighet med RFD

—— simulerad
RFD
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o
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Figur 5.1: Figuren visar en jamforelse mellan elektronens simulerade rérelse och
den analytiskt framridknande RFD. Simuleringen kérdes for kvantmekanisk stral-
ningsddmpning med E,, = 10* V/m och B, = 10* T.

Figur 5.1 visar att elektronens rorelsebana inte helt verkar éverensstamma med
RFD. Detta resultat diskuteras narmare i diskussionen 5.4.

5.3.3 Klassisk och kvantmekanisk stralningsdampning

Teorin i avsnitt 5.1.1 sdger att den kvantmekaniska teorin skall ga att forenkla till
den klassiska teorin. Det sker genom att sétta g(x) = 1 i rorelseekvationen (5.1).
Da forsvinner kraftens beroende pa Plancks konstant, i (se berdkning i appendix
A.4.2). Eftersom h ar en kvantmekanisk konstant, blir kraften F:tral kompatibel med
klassisk teori. Figur 5.2 visar att detta tillstand sker nar y < 1.

Figur 5.2 visar dven att nir x > 1 ar g(x) < 1. En omskrivning av (5.6), P, =
g(x) P, visar att detta skulle resultera i att P, < P,. Alltsa att nar kvantparametern
ar tillrackligt stor bor den kvantmekaniska effekten vara mindre dn den klassiska.
Vi betraktar den véinstra plotten for att ta reda pa om detta stammer.

Som beskrivs i sektion 5.1.1 férutspar teorin att den kvantmekaniska teorin skall
ha en 6vre begransning pa vinkelfrekvensen, alltsa att % =0 for w > Winae, medan
klassisk teori saknar begrédnsning. Detta dr vad som illustreras i figuren nedan.

lel5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 1073 1072 107! 100 10! 10?
w

16
1e24

Figur 5.2: (Vénster) Jamforelse mellan klassisk och kvantmekanisk %, dar x =1
och v = 1000. (Hoéger) Paverkan av kvantparametern y pa Gaunt-faktorn g(x).
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5. Stralningsdampning

Det faktum att simuleringen visar att Py > P,, sager oss att den klassiska teorin
ger en storre stralad effekt &n vad den kvantmekaniska teorin gor. Det illustreras i
figur 5.3 genom att visa en simulering som jamfor de olika fallen, utan stralnings-
ddmpning, med kvantteoretisk stralningsdampning och klassisk stralningsdampning.

—— Utan strdlddmpning
Med stralningsdampning
~—- Med Klassisk stralningsdampningdampning

lel0

Energi [ev]

N B
S

b
A

0.25 1 —— Utan stralningsdampning
Med stralningsdampning

0.00 4 —— Med klassisk strélningsdampning

50 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Tid [s] le-6

Figur 5.3: (Vanster) Rorelsebanan for elektronen i en elektromagnetisk vag och ett
statiskt magnetfilt for olika fall av stralningsdampning. (Hoger) Energi for elektro-
nen i respektive fall. Simuleringar gjordes med E,, = 10'* V/m och B, = 10* T.

Simuleringarna visar hur tilligget av stralningsddmpning hojer elektronens energi
och 6kar rotationsradien. Det kan anses kontraintuitivt eftersom elektronen stralar
ut energi vid stralningsddmpning. Detta analyseras nidrmare i diskussionen 5.4.

Simuleringarna visar aven skillnaden pa klassisk och kvantmekanisk stralnings-
démpning. Den klassiska stralningsdémpningen leder till en lagre energi och en mer
dampad rorelsebana, vilket stimmer med resultatet Py > P,.

5.3.4 Energi och y

Figur 5.4 visar hur storleken av B,, paverkar energin och kvantparametern numeriskt.

1e12

le-5

— Swbiningsdampning
- /\ Kiassisk strélningsdampning
~
/ X

/ \.

— strdlningsdampning

Klassisk stréiningsdampning

50
81T

81T

BT

Figur 5.4: De tva 6vre figurerna visar paverkan av B,, pa energin och kvantparame-
tern. De tva nedre visar paverkan av B, pa skillnaden mellan det kvantmekaniska
och det klassiska fallet, A& = &, — &4 och Ax = x4 — Xa-
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I delfiguren som visar energin syns ett maximum vid B,, ~ 50 T. Det kan tolkas
som en resonanspunkt, alltsa nar vagen och magnetfiltet ar synkroniserade pa ett
sitt som accelererar elektronen kraftigt. Det syns att den klassiska och kvantmeka-
niska stralningsddmpningen ér mycket lika, men att skillnaden 6kar med B,, och att
den verkar na ett maximum. I delfiguren som visar kvantparametern, syns att den
okar med B,,, och att skillnaden mellan klassisk och kvantmekanisk stralningsdamp-
ning &r liten. Skillnaderna i kvantparameter nar ett minimum, vid ungefar samma
faltstyrka som energin har sitt maximum, B, ~ 75 T.

Energioverforingen fran vagen till elektronen beskrivs fortfarande som

d ;
d‘: —q7-E. (5.13)

Denna energioverforing kan nu simuleras for det kvantmekaniska och klassiska fallet.

o ! ——- integrationsgrans o ! -~ integrationsgrans

h h
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00
Tid [s] le-7 Tid [s] le-7

(a) Kvantmekaniskt fall (b) Klassiskt fall

Figur 5.5: Energioverforing for kvantmekaniskt respektive klassiskt fall vid £, =
10 V/m och B,, = 10* T. A€ beriknades genom att ta integralen mellan ¢ = 0 och
integrationsgransen (en motivering finns i diskussionen 5.4). (a) Fér det kvantme-
kaniska fallet erhélls en energiéverforing AE = 3,356 - 107% J och elektronen hann
firdas 18,29 m i x-led. Integrationsgrinsen ar vid 6,9-107% s. (b) For det klassiska
fallet erholls AE = 3,458 -107% J och elektronen hann firdas 18,07 m i z-led. Integ-
rationsgrinsen ar vid 6,827 - 1078 s.

Utifran simulering far vi ut att den totala energioverféringen AE berdknas till
A&, = 3,356 - 1075 J respektive A&,y = 3,458 - 107% J, for det kvantmekaniska
respektive klassiska fallet.

I det enkla fallet med endast en vag, kunde energitdtheten bestdmmas till (se

utrdkning i appendix A.1.4),
Uy = E2 €0, (5.14)

dar €y ar vakuumpermittiviteten. Detta uttryck kan dven anviandas hér, eftersom
vi endast ar intresserade av att veta hur mycket energi vagen (inte det konstanta
magnetfiltet) ger till elektronen.

Elektrontatheten beskriver den tathet av elektronen som kravs for att absorbera
hela energin hos den cirkulérpolariserade vagen. Den beskriv av formeln,

2
Upsg  Fieo

E  AE —me?

(5.15)

Ne =
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5. Stralningsddmpning

med & den kinetiska energin hos elektronen. Genom att anvinda energioverforingen
fran simuleringen i figur 5.5, kan elektrontdtheten berdknas i det klassiska fallet
ng = 2,56 - 1022 m~ och i det kvantmekaniska fallet n, = 2,64 - 10* m~>.

5.4 Diskussion

En omskrivning av villkoret for en bevarad storhet gav slutsatsen att storheter en-
dast ar bevarade om &, - 4,5, = 0. Vi kom fram till att det inte finns nadgon analytisk
l6sning givet att det forekom stralning. Det stammer 6verens med resultatet fran
forra kapitlet, dar det fanns en 16sning for jamviktslédget (och stralningen séklart
var obefintlig). Men det finns flera fall som saknar stralning, radiation-free direc-
tion, samt om elektronen skulle stanna helt. Figur 5.1 illustrerar att elektronen i
var simulering inte verkar na RFD, aven efter langre simuleringar &n de som visas i
figuren. Detta kan bero pa méanga saker. Notera att RFD ar en asymptotisk grans
som elektronen soker sig mot nar t — co. Vi kan aven notera att perioden pa oscilla-
tionerna 6verensstdmmer ganska val. Det gar alltsa inte att dra slutsatsen att RFD
aldrig kommer nas.

Simuleringen i figuren 5.3 visar att elektronens energi 6kar nar vi tar hansyn till
stralningsdampning. Enligt artikeln [17] kan detta bero pa begynnelsevillkoren. Om
partikeln borjar i vila ger vagen en positiv energioverforing till elektronen. Kortfattat
kan sagas att detta beror pa att elektronen absorberar energi och rérelseméngd i
z-led medan den stralar i alla riktningar. Dérfor blir mer rérelseméangd kvar i -
led, &n vad som stralas ut, vilket resulterar i framdrivande rorelse och 6kad energi.
Eftersom elektronen i simuleringen borjar fran vila, stods resultatet av artikeln.

Resultaten kring kvantparametern visar att nér y < 1 sammanfaller den klas-
siska och kvantmekaniska teorin. Medan den klassiska och kvantmekaniska effekten
P borjar skilja sig betydligt nar xy > 1. Det 6verensstdmmer med tidigare teori att
x beskriver hur mycket vi boér ta hansyn till kvanteffekter.

Spetsen som syns nér vi visualiserar energi gentemot B, (se figur 5.4) speglar
tydligt resonanspunkten i forra kapitlet. Den stora skillnaden ar att utan stralnings-
ddmpning gar energin i resonanspunkten mot oéndligheten, medan med stralnings-
ddmpning ar Okningen i energi begransad. Det kan forklaras med att elektronen
stralar ut energin, istéllet for att behélla den. Notera éven att kvantparametern y
inte har en topp i resonanspunkten, olikt i forra kapitlet.

I figur 5.4 syns ocksa hur simuleringarna i det kvantmekaniska och klassiska
fallen éverlappar. Det kan bero pa att vi endast simulerar 10~* sekunder, dérfor
verkar det troligt att de separerar mer om vi simulerar en langre tid. Figurerna
under visar hur mycket de faktiskt skiljer sig at. I dessa syns en topp kring samma
B, for bade energi och x. I extrempunkterna runt B, = 75 T ar & > &4 och
Xq < Xa, Vilket tyder pa att just den punkten ar valdigt kanslig for kvanteffekter
som stralingsdampning. Varfor toppen ar runt just B,, = 75 T ar svart att avgora.

Viktigt att notera dr att extrempunkterna i figur 5.4 inte ar exakt lokaliserade,
vi har alltsa inte tillrackligt manga simulerade punkter for att veta exakt var ex-
trempunkten ar. En exakt lokalisering ansags inte relevant eftersom det inte finns
nagon analytisk losning att jamfora simuleringen med, da vi bevisat att systemet ej
ar integrerbart.
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Berédkningen av energioverforing AE som gjordes utifran simuleringarna i figur
5.5 ar menad att vara approximativ. Figuren visar hur energioverforingen till elektro-
nen okar och blir konstant. Systemet faller sedan i en form av jamviktslage mellan
positiv energitverforing fran vagen och negativ energiéverforing fran stralningsdamp-
ning, dir den positiva ar starkare. Systemet ér en approximativ modell av magneto-
sfaren, som inte tar hénsyn till att varken magnetfiltets eller vagens styrka minskar.
Déarfor beraknar vi endast energioverforingen fram tills jamviktslaget ar natt, alltsa
vid integrationsgransen. Detta innebér i att den totala energidverforingen AE endast
ar en uppskattning, vilket resulterar i att den utrdknade elektrontédtheten n,. ocksa
ar uppskattning.

Notera att elektrontitheterna n, ~ 10* m™3 och n, ~ 10* m=3 &r storre én
elektrontéitheten for fallet med endast en vag, n, ~ 10'® m=3. Ett tillagt magnetfilt
okar energiupptagningen fran vagen till elektronen, vilket bor resultera i att n,
ar lagre. Eftersom energiupptagningen verkar vara hogre med magnetfiltet, verkar
felet vara i berdkningen av elektrontétheten. I fallet med endast en vag beridknas den
med en analytisk formel (se appendix A.1.4), medan energin i fallet med magnetfalt
berdknas med en simulering. Problemet kan vara att simuleringen berdknar hur
elektronens energi fordndras, vilket inkluderar stralningsdédmpning och inte bara
absorption av vagen.
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Slutsats

I denna rapport har dynamiken for en elektron i olika falt undersokts. Inledningsvis
analyserades tva enkla fall, en cirkuldrpolariserad vag och ett konstant magnetfilt.
Dessa sattes sedan ihop till ett kombinerat fall, som slutligen breddades genom att
ta hansyn till stralningsddmpning. Syftet med dessa falt var att spegla de elektro-
magnetiska miljoer som finns i plasman runt en neutronstjirna.

Med hjélp av analytiska berdkningar samt numeriska simuleringar kunde ett fler-
tal resultat tas fram. Symmetrier anviandes for att analysera integrerbarheten hos
elektronens rorelseekvation. De bada enkla fallen var alltid 16sbara, medan det kom-
binerade fallet endast var 1osbart i jamviktslage. Nar icke-noll stralning togs hénsyn
till blev systemet aldrig 16sbart. Utifran detta kunde elektronens rorelse genom félten
finnas vara helixliknande med varierande fasforéndring och rotationsradie. Elektro-
nens energi har undersokts, dar intressanta fynd som en ofysikalisk extrempunkt
mot odndligheten, ledde oss att vidare utveckla modellen genom att lagga till stral-
ningsdampning. Aven kvantparameterns innebérd och paverkan har analyserats, dér
dess varde indikerar i vilken grad modellen bor ta hénsyn till kvanteffekter.

Genom alla dessa resultat jamfordes de analytiska och de numeriska lésningarna,
dar de for det mesta Gverensstamde. Det styrker vart resultat, och talar for trovér-
digheten for respektive metod.

Ett syfte med rapporten ar att utforma utrdkningar som kan tillimpas pa verkliga
observationer av neutronstjarnor. Ett exempel pa detta ar elektrontatheten n,.

I rapporten har tre olika n, beraknats, som beskriver hur stor elektrontiathet som
hade behovts for att absorbera den totala energin i en FRB-vag, i respektive fall. I
fallet dér elektronen endast paverkas av en vag berdknades n, ~ 10'® m=3. I fallet
med stralningsdampning, var bade den klassiska och kvantmekaniska n. av storleks-
ordningen 10?° m~3. Dessa virden kan jimféras med den verkliga elektrontitheten
hos neutronstjarnor.

En approximation for den laddningstathet som kravs for att motverka stjarnans
elektriska filt (som roterar med kroppen) ar ngy & 10'7. Detta kallas Goldreich—Julian-
tatheten [18]. Notera att dessa virden kan variera beroende pa magnetféltets styrka
samt rotationsperioden. Da laddningen beror pa skillnaden i antal elektroner och po-
sitroner, blir elektrontétheten betydligt hogre [18], approximativt n. =~ ngy - 10° =
1022, Alltsd méanga ganger hogre. Utifrdn denna analys bor neutronstjirnor med
enkelhet absorbera energin i FRB-vagor. Men trots detta kan FRB observeras fran
jorden.

Denna korta analys tyder pa att var modell 6ver elektroner i neutronstjarnan ej
beskriver verkligheten och bor utvidgas. Utvecklingsforslag finns i avsnitt 6.2.
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6.1 Numerisk diskussion

Den numeriska metoden som anvénder leapfrog-algoritmen kan betraktas som ett
béttre alternativ dn en metod som anvander hela tidssteg. Detta eftersom position
och rorelseméangd ar forskjutna, vilket 6kar noggrannheten. Daremot kvarstar nume-
riska fel som kan leda till oscillationer och eventuella felmarginaler, da man anvinder
andliga tidssteg for att approximera en kontinuerlig rorelse.

For att uppskatta storleken pa de numeriska felen jamfordes forst simuleringen av
en ensam elektromagnetisk vag med den analytiska l6sningen. For rorelseméangden
berdknades felet som

€p<ti> = ||pnum(ti> - pana(ti>|| . (61)

Det maximala absoluta felet i rérelseméingd blev 5,099 - 10722 kgm/s. Detta visar
att tidssteget At = 2,000 - 107! s ger god noggrannhet for fallet med ensam vag.

Vid simuleringarna med stralningsddmpning anvandes ett storre tidssteg, At =
3,333 - 10712 s, for att minska berdkningstiden. For att undersdka hur mycket nog-
grannheten paverkades, jamfordes tva simuleringar med samma fysikaliska paramet-
rar, B, = 103 V/m och B,, = 10® T, men med olika tidssteg. Eftersom tidpunk-
terna inte sammanfoll modifierades referenslosningen till den grévre simuleringens
tidpunkter. Skillnaden berdknades som

ep(ti) = ||Pat=333310-12(ti) — Pat=2.000-10-22(t;)|| - (6.2)

Den maximala absoluta skillnaden blev 3,919 - 1077 kg m/s. Skillnaden mellan de
tva upplosningarna var darmed liten, vilket tyder pa att det grévre tidssteget inte
paverkade resultaten i nagon betydande grad for det undersokta fallet.

Nér det statiska magnetfiltet ar starkare &n magnetfaltet fran den polariserade
vagen blir frekvensen av elektronens rotationsrorelse mycket hogre. Vilket kréaver en
hogre upplosning. For att fa en kontinuerlig och rimlig rorelse nédr magnetfaltet blir
starkt, behdvs sa manga steg att analys av de fallen inte var moéjliga i detta fall.
Déarmed har nastan endast fall nir vagens magnetfalt dominerar simulerats i det hér
arbetet.

Viktigt att notera ar att Boris-push-algoritmen inte &r en energibevarande metod
for systemet. Detta kan resultera i att ett energifel ackumuleras 6ver tid [19], och
paverkar resultaten.

6.2 Vidare studier

I rapporten har magnetfiltet betraktats som statiskt i magnetosfaren men i verklig-
heten avtar féiltets styrka med radien, enligt

B(r) o (6.3)

r3’

nar man betraktar det magnetiska faltet som en magnetisk dipol. Dessutom ar inte
densiteten konstant hos en neutronstjarna, vilket har antagits i rapporten. I vidare
studier hade paverkan av dessa antaganden kunnat undersokas.
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En annan moéjlig vidareutveckling hade varit att undersoka under vilka fysika-
liska forutsattningar elektronen nar en radiation-free direction. Detta hade kunnat
goras genom att analysera fler faltstyrkor, begynnelsevillkor och fler typer av stral-
ningsdampning. En sadan studie hade utvecklat forstaelsen for plasman i neutron-
stjarnor.

Vid mer tid hade parbildning &ven kunnat studeras. Det vill sdga, nar energi
omvandlas till materia genom att en foton skapar ett elektron-positron-par enligt

y—e +et. (6.4)

Den processen ar relevant eftersom néar en elektron accelereras och stralningsdamp-
ning betraktas sinds fotoner ut fran elektronen. I starka félt kan fotonerna bli
tillrackligt energirika for att ge upphov till parbildning. Eftersom partiklarna éven
kan sénda ut fotoner och skapa nya par blir det en kedjereaktion av parbildning.
Det leder till att sambanden i hog grad blir icke-linjara nér stralningsddmpning och
parbildning betraktas. For att undersoka det skulle en utvidgning av Boris-push,
sa kallade PIC-simuleringar, kunna anvandas. Det skulle kunna bidra med en mer
realistisk modell av neutronstjirnans magnetosfir, da fler av de verkliga processerna
skulle inkluderats.
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Analytiska berakningar

A.1 Elektromagnetisk vag

A.1.1 Berikning av elektronens position

En partikel som ror sig i en elektromagnetisk vag har rorelseméangden

2
0]
4

py = mc - dag cos @,

p,=mc-(1— 52)1/2% sin @,

pe = mc - —2[1 4 (20% — 1) cos 29,

dar ag dr en normerad amplitud, 0 dr en polarisationsparameter och ¢ = wy(t—7%)

ar fasen med vinkelfrekvensen wy [20].

For en hogercirkulart polariserad vag ar § = % Med E,, = 6% och B,, =

G A fis uttrycket for elektronens rorelseméangd

E2e?

Pz = 2 )
2wgme
Ee

Dy = —— COS @,
wo
E,e .

p, = —— sin ¢.
wo

Fran rorelsemingderna i (A.2), dr hastigheterna i z-, y- och z- led

E2e?
Vp = v
2ywim?2e
Ey,
Uy = — q cos @,
YMwo
Ey,
v, = — q sin ¢.
YMwo

(A.3)
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Genom att integrera hastigheterna hittas partikelns position i varje riktning

E?e?
= —Y¥
z(?) 2ywim?2c’
qEy, .
t) = — v ) .
u(t) ymwd(1 — %) o (A.4)
qEy,

z(t)

= m cos ¢.
A.1.2 Beriakning av elektronens energi

Partikeln blir accelererad av vagen till relativistiska hastigheter, dess energi fas ge-
nom formeln for relativistisk energi

£ = (pe)* + (mc*)?, (A.5)
dar p = \/p2 + pi + p2, och m ar partikelns massa. Normen av rorelsemangden ar
Etet E2e?
= L + = A6
b \/4wém202 w? (4.6)

sa partikelns energi blir

Eet E2e2
E = c\/ -~ + —— +m?ic?

dwim?2c?  wim?

E2e2 2
— 2 w AT
e J <1+ 2w3m262> (A7)
2.2
= mc® + Eye .
2mwg

A.1.3 Berikning av jamviktslaget

Ett antagande gors dar det sags att ett jamviktslage finns. Detta betyder att energin
for detta falt, £, ar konstant. Vid jamvikt géller att % = 0, alltsa att det inte finns
nagon energioverforing fran féltet till partikeln. Genom att derivera uttrycket for
energin i (A.5) fas

€ 1 1

d
ac L L 24 e
dt 2 fmet + |p2c? ¢ dt“51

(A.8)

Enligt antagandet fas att o - E = 0, vilket innebar att E-filtet och hastigheten
ar ortogonala.
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A.1.4 Berakning av elektrontiatheten

Energitatheten i det elektromagnetiska faltet &r

Bﬁj EoEg)
=2+
Q,UO 2

_Ei’(i_i_ )
B foc? 0 (A.9)

u

2
E2
= Tw(ﬁo -+ 60)

I V]
= EwEO,

dar relationen ¢? = “0160 for vakuum har anvants.
Elektrontétheten n, fis genom att ta n, = u/E, med & = (y—1)mc? = €& —mc?

den kinetiska energin,

EZ;EO
Ne =
E —mc?
E2 €0
(A.10)

w

= E2 e2
me? + —QT;L“MS — mc?

2
_ 2egmwy

e2

A.1.5 Berikning av kvantparametern

Nér en elektron accelereras avger den stralning. Den utstralade effekten ges av den
relativistiska Larmors formel

2223
= 20 MMeC 2 (A.11)

dar

(A.12)

e \/(wa B)? —(E-

Ecrit
Eeit =~ 1.3 - 10" V/m &r det elektriska filtet dir vakuum kan skapa elektron-
positron-par, och x ar en kvantparameter som beskriver hur stor paverkan kvantef-
11
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fekter har. Enligt ekvation (A.8) ar - E = 0, och dirmed blir

g Eye”
Ecrit 27w0m ¢
E, E2e?
f}/ —
E i 2wim3c3
2 2
E, | E B Ee
. 2 2,133
Ecmt mc zwom c <A13>
By | E p
E.i. lmc2  me
2 2 2.2
£y, . Eze Ee
E.. 2wim2c2  2wim?2c?
Ey
- 9
Ecm't
dar den relativistiska energin £ = ymc? har anvénts.
A.1.6 Figurer
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_ 650000
>
s
=
[
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550000 4
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Analytisk
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Figur A.1: Jamforelse av den analytiskt och numeriskt berdknade totala energin
som funktion av tid for en elektron i en cirkulart polariserad elektromagnetisk vag,
dar faltstyrkan &r E, = 107 V/m.
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Figur A.2: Jamforelse av den analytiskt och numeriskt berdknade elektrontétheten,
ne som funktion av tid for en elektron i en cirkuldrt polariserad elektromagnetisk
vag, dar faltstyrkan ar £, = 107 V/m.
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Figur A.3: Jamforelse av den analytiskt och numeriskt berdknade kvantparame-
tern, y som funktion av tid for en elektron i en cirkulért polariserad elektromagnetisk
vag, dar faltstyrkan ir £, = 107 V/m.
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A.2 Rent statiskt magnetfilt

A.2.1 Berikning av elektronens position

Fran rorelseekvationen for elektronen som paverkas av ett statiskt magnetfalt deri-
veras rorelseméangdsderivatorna for att fa

. qB,
by = —( m )pra
7 (A.14)
_ qBn .\,
P = (—)"p:»
’ym

vilka dr ekvationer for en harmonisk oscillator. De har den allménna lésningen

B, B,
Py = Pyo cos(qmnt) + P20 sin(%t),

: (ant) n (ant) (A.15)
. = —Pyosin(— .0 cos(——t),
p Pyo ~m Pz0 ~m
med p, = pa,-
Om startvillkoren fran (A.2) anvénds, fas uttrycken for p,, och p,,
q Ly x
Py ="~ cos(wog),
0 (A.16)
QL . (w x)
o = — sin(wg—),
Pz Wo 0 c
och rorelseméangderna blir
E2e?
Pz = 2wimce’
Ey,
Py = el COS(% + wyt), (A.17)
Wo C
qu . WoT
, = — sin(—— + wyt),
p w0 in( c wgt)
med w, = aBn
ym

Den allménna losningen pa roresleméngden integreras for att fa positionerna

ym
Pyo . Pz
t) = t 1— t
o10) = L2 i) + 221 = cos(eyt) + 3o (A1)
pyo pZQ .
t) = — t)—1 t .
£(0) = 22 (cos(iyt) = 1)+ 22 sinfagt) + 2

VI
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A.2.2 Beriakning av elektronens energi

Partikelns energi i ett rent magnetfilt skrivs £2 = (pc)? + (mc?)?, med

et F2 e2
p= \/ w® -+ w® (A].g)

4wim? 2

c? w§

som i fallet av en cirkulért polariserad vag. Energin skrivs, om vi anvéinder uttrycken
for rorelseméngderna i (A.15),

Eyet 2 2 4 22 2 2,4
E= Tl + pg,c® + p3,c* + mActh. (A.20)

Om vérdena fran (A.16) anvinds sa ar energin lika med energin for fallet av en
elektromagnetisk vag.

A.2.3 Berikning av kvantparametern

For en elektron i ett statiskt magnetfilt, berdknas y pa foljande satt, med E= 0,

p— \/(E+6x§)2—(ﬁ~
Ecm't

= 1 \J(5x By

0

__ 1 B,p. (A.21)

E critTTt
' Bpy

B
— n /2 + 2
Ecritm py bz
B, FE,e
Ecritm Wo '

A.3 Kombinerat fall

4-hastigheten definieras som

_dre_ 7

T, = i ﬁ(ct, —x,—y, —2) = (Y¢, =YV, —YVy, =YV, ), (A.22)

dér 7 ar den invarianta tiden, och dr = %.

A.3.1 Gauge-potentialen for bakgrundsfaltet
Potentialen A méste uppfylla ekvationerna
B=VxA, (A.23)

VII
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_E:—v¢—gg. (A.24)

Da magnetfaltet har tva komponenter delas dven potentialen upp i A=A,+A,.
Det gar att visa att foljande potentialer uppfyller ekvationerna

¢ =0, (A.25)
A, = ) - ) - ) A2
(0,52 5t) (A.26)
1T Ew Ew .
Ay = (0, — cos ¢, — sin @), (A.27)
wWo Wo
sa att P B B B
A=A, + A, =(0,"2cosp — =2z, =2 sindp + —y). (A.28)
Wo 2 Wo 2
Detta innebér att den kovarianta 4-potentialen for systemet ser ut som
1 Ew Bn Ew . Bn
A# = (0, _A) = (0,07_(/070 COSQb‘i‘ ?27_70 Sln¢— 7y>, <A29)
dir ¢ = wo(t — %).
A.3.2 Bevarade storheter
Translation i y-led
Translation i y-led beskrivs av symmetrin
§ =0, & =1(0,0,1,0). (A.30)

D4 alla element i ¢ forutom €2 ar 0, séitts v = 2, och da fis

LA, =E0,A, + AyD,E (A.31)
Eftersom endast A3 i A, beror pa y, blir 9,4, = 0,A3 = —%, medan 9,&* = 0
VYu. Da far vi ekvationen
B,
LeA, =(0,0,0— ?) = 0,A. (A.32)

Daéarfor blir
A=——"z (A.33)

Translation i z-led
Translation i z-led beskrivs av symmetrin

€=0,, & =(0,0,0,1). (A.34)

D4 alla element i & forutom €2 ér 0, sitts v = 3,
LA, =E0,A, + A30,8°. (A.35)

VIII
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Eftersom endast A, i A, beror pa z, blir 0,4, = 9.4; = £2, medan 9,&* = 0
V. Da far vi ekvationen

B
L:A, = (0,0, 7" 0) = 9,A. (A.36)
Daéarfor blir
B,

Energi och rotation kring z-axeln
Detta beskrivs av symmetrin

£ =0y + wo(y0, — 20,), & = (e, 0, —woz, woy), (A.38)

i koordinatsystemet (ct, z,y, z), dar Jy = %.

Eftersom &Y = ¢ och Ay = 0 blir fér v = 0,

LA, = 50(9014“ + Aoé?ufo = 0:A, = (0,0, B, sin ¢, —E,, cos ¢). (A.39)
Eftersom &' = 0 blir for v = 1,
LeA, =0, (A.40)
For v = 2 blir
9 9 B, Ey B,
LeA, =E°0,A,+A:0,6 = (0,0,0, —woz(—7)+(—w— cos gb—l—?z)(—wo)) =(0,0,0, £, cos ¢).
0
(A.41)
For v = 3 blir
LeA, =E£°0,A,+A30,6" = (0, O,w0y7—l—(—w— sin gb—7y)wo, 0) =(0,0,—FE,sin¢,0).
0
(A.42)

Detta gor att for alla v blir
LA, = (0,0, Eysin¢— E,, sin ¢, —E,, cos o+ E,, cos ¢) = (0,0,0,0) = 9,A. (A.43)

Ljuslik translation
Detta beskrivs av symmetrin

£ =0+ cd, = (¢,¢,0,0), (A.44)

i koordinatsystemet (ct,z,y, z), dér Jy = %.

Eftersom & = ¢ och Ay = 0 blir fér v = 0,

LA, = 508014“ + Aoﬁufo = 0,4, = (0,0, Ey sin ¢, —E,, cos ¢). (A.45)
Eftersom 9,&' = 0 blir for v =1,
LA, =E'0,A, = (0,0, —E,sin ¢, E, cos §). (A.46)

Vilket gor att for alla v blir
LeA, = (0,0, Eysin ¢ — B, sin ¢, —E,, cos ¢+ E,, cos ¢) = (0,0,0,0) = 9,A. (A.47)

IX
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A.3.3 Storheter i involution

Integrerbarhet kréver att det finns tre bevarade storheter som ér i involution {Q;, Q;} =
0. Dar poission-bracket definieras som {z;, P;} = —{F;,z;} = §;; och {z;,z,;} =
{P;, P;} = 0. Alltsa blir

eB,, eB,,

{vaQz} = {Py"‘TZaPz— 9 y}
eB, eB, eB,
={P, P.} - T{Py»y}‘FT{Z?Pz}—( 5 ) {z, v} (A.48)
B, B,
:o+€2 +e2 +0=¢B,.

{Qy, Q.} ér alltsa inte i involution om inte B,, = 0.
Vi har pa samma sétt att

{an Qrot} - _WOQz7 <A49)
och
{Qza Qrot} = wOQy' (A50)

Da det ej forekommer nagot par {z;, P} kan vi tydligt se att {Q,,Q,} =
{Q’Y7 QZ} = {Q’Ya Qrot}zo-

A.3.4 Jamviktslage

Enligt samma resonemang som fran avsnittet dar B,, = 0 ar

€ 1 1

dt 2 et + P12
1, dp
— 2oy £
26" at
_amv , dp (A.51)
ymc? dt

d
202
¢ 1Pl

och 7+ E = 0 vid jamviktslage.
Den forsta rorelseekvationen kan skrivas om som
I dr I

o = (B +7 % B+0xB,), — =0=

= : A.52
dt ym (A.52)

Vi berdknar de tva kryssprodukterna komponentvis,
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Vg 0
Tx B = vy | X | Bycoso | = By (v,sin¢ — v, cos ¢, —v, sin ¢, v, cos ¢),
v, B, sin ¢
oc
Uy B,
7x B, = vy | X | 0 | =By(0,v,,—vy).
v, 0

Om vi sitter in dessa utrédkningar i rérelseekvationen far vi ut

d x E’ll) .

cjlgt = q?(vy sin ¢ — v, cos ¢),

d 2

Dy — (Bl — 2)sing + By, (A.53)
dt c

dp: Up

e —q(Ey(1 — ?) cos ¢ + Bhuy),

dér v, = v, alltsa den komponent av partikelns rorelse som ar parallell med vagens

fardriktning langs x-axeln. Dessa ar differentialekvationer eftersom v, = % och

— Pz
Ve =

Precis som i l6sningen for B,, = 0 gors en ansats for p, = p cos¢ och p, =

p. sin ¢, sa att % = —pli—f sin ¢ och dstz = pol—‘f cos ¢. Utifran detta géller da att
dp. E, : :
Po _ 42wPL (sin ¢ cos ¢ — cos ¢psin¢) = 0,
dt ymc
d d
% =q(E,(1 - 12)singz5+Bn5;L sin ¢) = —pLd? sin ¢, (A.54)
dp, d
575 = —q(E,(1 — %) cos ¢ + Bni?;b cos ¢) = pLdf Cos .
Eftersom % = dwogt_%) = wp(1 — <L) kan man frén de bdda nedre ekvationerna
fa ut att
qu<1 B ﬂ)
__ <) A.55
N rwl- D ()

och da alltsa att

dp.
=0
dt ’
dpy _ quEw<1 B %‘)2 .
Ut 1= oy e (A.56)
ym c
dpz quEw(l B %)2 gb
= — 5— COS
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Om man sétter B,, = 0 far man

dps
dt

dpy
dt
dp.
dt

vilket d4r samma som den tidigare utrdkningen for tidigare kapitel.
Om energin ar konstant och energin ér £ = (pc)? + (mc?)?, far vi

=0,

= B, (1 — %) sin ¢, (A.57)

= _qu(l - ﬂ) COS ¢7
C

d
o —(p2 + py +p?) = 0. (A.58)

Vi vet att rorelseméngden i x-led ar konstant, dgf =0, sa att

d dp dp
0= = 2py—2 + 2p,—2. A.59
Vi definicrar A = 9050020 s o dn g R ——| Vi f3
i definierar A = By sd att —r = Asing och 22 = —Acos¢. Vi far
da p .
P
0 =p, dty +p. i = A(p, sin ¢ — p, cos ¢). (A.60)
Eftersom A # 0 géller for jamviktslage att
Py Sin ¢ = p, cos ¢. (A.61)
P = konstant
qE, (1 — ﬂ)
Py = Pl COSP = — €5 COS @
v Do 4 (1 - ) (A.62)
. qu( B %) .
, = Sin = — T SN @.
p pL Qb % +W0( _ %) ¢

A.3.5 Resonans
Qrot = Po +wo(yP. — 2F,), (A.63)
Q, = Py + cPz, (A.64)

dir Py = ymc?® = & ar partikelns energi. For att dessa fortsatt ska vara bevarade
nar ) — oo behoéver yP, — zP, — —oo och P, — —oo0.

Eftersom P, = —ymv, — —oo och Py = ymc® — oo far vi att P—‘; = 3.
Bevarandet ger att P, = Q” £ vilket innebér att partikelns hastighet —v,:
R _CRho0 g @y, (A.65)
Uy = =c(l——= c .
PO PO C PO
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Alltsa att partikeln accelererar odndligt i x-led.

Den dopplerskiftade frekvensen &r
d:mg—%ﬁaa (A.66)
Precis som cyclonfrekvensen,
o= (A.67)
ym

eftersom v ar energin som gar mot oandligheten.
Alltsa behalls resonansen trots att energin gar mot oandligheten och partikeln

rusar i z-led, genon att bada vinkelfrekvenser gar mot 0.

A.4 Stralningsdampning

A.4.1 Radiation-free direction

Definitionen av x &r
v N = U
X = (E+7x (B+B,))?—(E--)? (A.68)
Ecm't C
I REFD ar x = 0, vilket skulle innebéra att
E+0x(B+B,)=E-> (A.69)
c
Testa den pastadda losningen:
FE, Uy
vy = —B—n(l - ?) Cos ¢, (A.70)
Ey N
w:f&ﬂ—ihm¢ (A.71)
genom att sitta in den i ekvationen for x. Dela upp elementen:
E = (0, ¢By sin ¢, —cBy, cos ) (A.72)
7 x B, = (0,0,0) (A.73)
—(1 — v,)eBy,(0,sin ¢, — cos ¢) (A.74)
(A.75)

U X En =
7-F = (0, ¢Byvy, sin ¢, —c By, v, cos ¢)

Satt ihop hoger och vénster-ledet, sa ser vi att de ar lika, och att den pastadda

l6sningen stammer.
XIIT
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A.4.2 Gaunt-faktor=1
dp S o 2ame .
F=—=q(E+0xB)———x"9(x)p, (A.76)
dt 3 TC
dér comptons tid ar
h
For g(x) = 1,
dp - - 2amc
F = g(E4+Tx B)— ——x\% A7
T =B+ 7% B) - I, (A79)
dar finstrukturkonstanten a ar
e? 1
= —. A.79
dreghec R ( )
Medan y ar
evh S o S U
X= 53 \/(E +7x B)?—(E- E)2 x h. (A.80)
Allt detta innebar att kvantmekaniska korrektionen till kraften blir
2 2 1,1
——a%)fp X %p x hh2h =1, (A.81)

och eftersom q(E + v x é) ej beror pa h, forsvinner kraftens beroende pa plancks

konstant nér gauntfaktorn ar 1
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B

Pythonkod

De huvudsakliga funktionerna som anvands for implementationen av simuleringarna
finns listade i B.1. Detaljerad implementering, numeriska berdkningar, och visuali-
seringar finns tillgdngliga i projektets Git-repository: https://git.chalmers.se/

bragdem/modellering-av-elektrondynamik-i-magnetosfaren-hos-en-neutronstjarna

import numpy as np

#FYSIKALISKA KONSTANTER i SI-enheter

€=299792458 # ljusets hasighet - [m/s]

m=9.109*%10*x(-31) # elektronens massa - [kg]

gq=-1.602*10**(-19) # elektronens laddning - [C]

e_ladd=1.602e-19 # elementarladdning

E crit = 1.3%10%%18 # kritiska elektriska faltet - [V
/m]

epsilon_0 = 8.854%10*%*(-12) # permittivitet i vakuum - [F/m]

my_O0 = 1.257%x10%x*x(-6) # permabilitet i vakuum - [H/m]

hbar = 1.05457182*10*%*(-34) # Planks reducerade konstant [m~2
kg/s]

h = 6.62607015%10**(-34) # Planks konstant

alpha = my_Ox*c*e_ladd**2/(2xh) #finstrukturkonstanten

# UPPGIFTENS PARAMETRAR

f = 1e9 # frekvens = 1 GHz
wO = 2 * np.pi * f # vinkelfrekvens [rad/s]
T=1/f¢ # period

def berédkna_gamma(p): # Lorentz fatorn
return np.sqrt(l1+np.dot(p,p)/(m**2*xc**x2))

def Boris_Push(p, q, dt, E, B): #Andrar rdrelseméngden
p = np.array(p, dtype=float) # Relativistisk rérelsemdngd
E = np.array(E, dtype=float) # Elektriskt falt
B = np.array (B, dtype=float) # Magnetfilt

#Steg 1

p_1 = p + gxdt/2*E # forsta bidraget fradn det elektriska
faltet

#Steg 2

gamma_1 = berdkna_gamma(p_1) # lorentzfaktor
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B. Pythonkod

def

def

XVI

s = gq*dt/(2*m*gamma_1)*B # vektor

#Steg 3

p.2 = p_1 + 2/(1+np.dot(s,s))*(np.cross(p_1,s)+np.cross(
np.cross(p_1,s),s8)) #rotera rdorelsemdngden omkring
megnetfaltet

#Steg 4

p_prim= p_2+q*dt/2*E #sista steget fradn det elektriska fa
ltet

return p_prim

g(chi):

return (1+4.8*(1+chi)*np.log(1+1.17*chi)+ 2.44*chix**2)
*x%(-2/3)

Boris_Push_str&ldéamp(p, q, dt, E, B, classic): #Andrar rd

relsemédngden

p = np.array(p, dtype=float) # Relativistisk rérelseméngd
E = np.array(E, dtype=float) # Elektriskt f&alt

B = np.array(B, dtype=float) # Magnetfdlt

#Steg 1
chi = berdkna_chi(p, E, B)
if classic == True:
g_val =1
else:

g_val= g(chi)

p_norm = np.linalg.norm(p)

#if sats for att undvika att dela med O

if p_norm > O:
p_riktning

else:
p_riktning = np.zeros_like(p)

p_1 = p + g*xdt/2*xE - 2%alpha*m**2xc*x3/(3xhbar) *chi**2x*

g_val*p_riktningxdt/2

p / p_norm

#Steg 2
gamma_1 = berdkna_gamma(p_1) # lorentzfaktor
s = gq*xdt/(2*m*xgamma_1)*B # vektor

#Steg 3

p_.2 = p_1 + 2/(1+np.dot(s,s))*(np.cross(p_1,s)+np.cross(
np.cross(p_1,s8),s8)) #rotera rorelsemédngden omkring
megnetfaltet

#Steg 4
chi = berédkna_chi(p_2, E, B)
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if classic == True:
g_val =1

else:
g_val = g(chi)

p2_norm =np.linalg.norm(p_2)
if p2_norm > O:
p2_riktning = p_2 / p2_norm
else:
P2_riktning

np.zeros_like(p_2)

p_prim= p_2+qg*dt/2*E - 2*%alpha*m**2*xc**3/(3xhbar)*xchi**2x
g_val*p2_riktning*dt/2 #sista steget fran det
elektriska faltet

return p_prim

def Leap_Frog(r, p, dt, E_vec, B_vec, t): #Flyttar systemet

dt
#STEG 1
r_start = np.array(r, dtype=float) # position
p_start = np.array(p, dtype=float) # rdrelsemdngd
#STEG 2
gamma_halv = berédkna_gamma(p) # rdkna ut lorentzfaktor f£6

rp
r_halv = r_start + p_start*dt/(2*xgamma_halv*m) # flytta
positionen ett halvt tidssteg

#STEG 3

t_halv = t+dt/2 # berdknar tiden i mitten av tidssteget

#Notera E, B beror pd& t_halv

E_halv = np.array(E_vec(r_halv, t_halv), dtype=float) #
Berédknar elektrisk fédketet vid halvtidssteget och
halvpostionen

B_halv = np.array(B_vec(r_halv, t_halv), dtype=float) #
Berdknar magnetfédltet vid halvtidssteget och
halvpositionen

#STEG 4
p_hel = Boris_Push(p, q, dt, E_halv, B_halv) # uppdaterar
rérelsemdngden p(t) -> p(t + t )

#STEG 5

gamma_prim = berdkna_gamma(p_hel) # lorentzfaktorn efter
rorelsemdngden uppdaterats

r_hel = r_halv+ p_hel*dt/(2xgamma_prim*m) # flytta
positionen
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t_prim = t + dt

#STEG 6 (fér att berdkna E och B vid hela tidssteg)
E_hel np.array(E_vec(r_hel, t_prim), dtype=float)
B_hel np.array(B_vec(r_hel, t_prim), dtype=float)

return r_hel, p_hel, t_prim, E_halv, B_halv, E_hel, B_hel

def Leap_Frog_straldamp(r, p, dt, E_vec, B_vec, t, classic)
#Flyttar systemet dt

#STEG 1
r_start = np.array(r, dtype=float) # position

p_start = np.array(p, dtype=float) # rdérelsemidngd

#STEG 2

gamma_halv = ber&dkna_gamma(p) # ridkna ut lorentzfaktor
rp

r_halv = r_start + p_start*dt/(2*xgamma_halv*m) # flytta

positionen ett halvt tidssteg

#STEG 3
t_halv = t+dt/2 # berdknar tiden i mitten av tidssteget
#Notera E, B beror pd& t_halv

E_halv = np.array(E_vec(r_halv, t_halv), dtype=float) #

Berdknar elektrisk fadketet vid halvtidssteget och
halvpostionen

B_halv = np.array(B_vec(r_halv, t_halv), dtype=float) #

Berdknar magnetfdltet vid halvtidssteget och
halvpositionen

£6

#STEG 4

p_hel = Boris_Push_straldamp(p, gq, dt, E_halv, B_halv,
classic) # uppdaterar roérelsemdngden p(t) -> p(t + t
)

#STEG 5

gamma_prim = berédkna_gamma(p_hel) # lorentzfaktorn efter

rorelsemdngden uppdaterats
r_hel = r_halv+ p_helx*dt/(2*gamma_prim*m) # flytta
positionen

t_prim = t + dt
#STEG 6 (f6ér att berédkna E och B vid hela tidssteg)

E_hel np.array(E_vec(r_hel, t_prim), dtype=float)
B_hel np.array (B_vec(r_hel, t_prim), dtype=float)

return r_hel, p_hel, t_prim, E_halv, B_halv, E_hel, B_hel
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B. Pythonkod

def energi(p): # rdknar ut reletivistisk energi
gamma = berdkna_gamma(p) # lorentzfaktor
E_tot gamma * m * c**2 # total energi
E_kin (gamma-1) * m * c**2 # kinetisk energi
return E_tot, E_kin

def berédkna_chi(p, E, B): # berdknar kvantmekaniska
parametern chi

p = np.array(p, dtype=float) # rdérelsemidngd

E = np.array(E, dtype=float) # elektriskt f&lt

B np.array (B, dtype=float) # magnetiskt falt

gamma = ber&dkna_gamma(p) # lorentzfaktor

v = p/(gamma*m) # hastighet

return gamma / E_crit * np.sqrt(np.dot(E+np.cross(v,B) ,
E+np.cross(v,B)) - (np.dot(E,v/c))**2) #chi

def berédkna_n_e(epsilon_0O, my_O, E, B, E_kin): # berdknar
energidensitet
if E_kin == 0:
return np.nan
u = epsilon_O0/2*np.dot(E, E)+1/(2*my_O0)*np.dot(B, B) #
Energitéathet
return u/E_kin # energitdthet/kinetisk energi per
elektron

def ramp(fi): #rampfunktion
if fi < 16*np.pi: #mjuk/S6knade funktion ndr fi &r liten
return [-np.cos(fi)*np.cos(fi/32)*np.sin(£fi/32)/16 +
np.sin(fi)*(np.sin(£i/32)) **2,
-np.cos(fi/32)*np.sin(fi)*np.sin(£fi/32)/16 -
np.cos (fi)*(np.sin(£i/32)) **2]
else: # 1 ndr fi &r tillréackligt stor
return (np.sin(fi), -np.cos(fi))

def Berdkna E_fkn(Ew, r, t): #berdknar det elektriska faltet
i elektromagnetisk vag

x = r[0] # beror bara pa tiden och x
fi = w0 * (t-x/c) # fas foér plan vag
delta = ramp(fi) # anvidnder rampfunktion som delta

# cirkulé&rt polariserad vag
Ey=Ewxdelta [0]
Ez=Ewxdelta [1]
return np.array ([0, Ey, Ez])

def Berédkna B_fkn(Ew, r, t): # berdknar magnetf&alt i
elektromagnetisk vag
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B. Pythonkod

Bw = Ew/c # amplitud for magnetfalt

x = r[0] # beror bara p& tiden och x

fi = w0 * (t-x/c) #fasen

delta = ramp(fi) # rampfunktion som delta
# cirkulédrt polariserad vag

By = -Bwx*deltal[1]

Bz = Bw*delta[O]

return np.array ([0, By, Bz])

def analytisk_p(Ew, t, x, w = wO): #analytisk p foér ensam vag
phi = w *x (t - x/c)

px = Ew*x*2 *x gq*x*2 /(2 * w*x2 * m * c)
py = Ew x q / w * np.cos(phi)
pz = Ew * q / w * np.sin(phi)

return np.array([px, py, pzl)

def analytisk_E_kin(Ew, w = w0): #analytsik kinetisk energi f
0r ensam Vag
analytisk_E_kin = Ew**2 * g*x*x2 / ( 2 *x m * w*x2)
return analytisk_E_kin

def analytisk_E_tot(Ew, w= w0): #analytsik total energi for
ensam Vag
analytisk_E_tot = m * cx*x*2 + Ewx*2 % q**x2 / ( 2 *x m * w
*%2)
return analytisk_E_tot

def analytisk_chi_ensamvag(Ew, E_critic = E_crit): #analytsk
l6sning f6r chi ennsam vag
analytisk_chi = Ew / E_critic
return analytisk_chi

def analytisk_ne(w = wO): #analytisk 16sning av ne fOr ensam
vVag
analytisk_ne= 2 * epsilon_0 * m *x wx*2 / q**2
return analytisk_ne

def simulering(steg, dt, r_start, p_start, t_start, E_fkn,

B_fkn,
visa_progress=False, progress_varje=10000):
r_log = np.zeros ((steg+l, 3))
p_log = np.zeros ((steg+l, 3))
t_log = np.zeros(steg+1)
E_tot_log = np.zeros(steg+1)
chi_log = np.zeros(steg+1)
ne_log = np.zeros(steg+1)
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232 r = r_start.copy ()

233 p = p_start.copy()

234 t = t_start

235

236 EO = E_fkn(r, t)

237 BO = B_fkn(r, t)

238

239 E_tot0, E_kinO = emnergi (p)

240 E_tot_log [0] = E_totO

241

242

243 r_log[0] =r

244 p_log [0] =p

245 t_log[0] =t

246 chi_log[0] = berdkna_chi(p, EO, BO)

247 ne_log[0] = berédkna_n_e(epsilon_O0, my_O, EO, BO, E_kinO)

248

249 for i in range(steg):

250 r, p, t, E_halv, B_halv, E_hel, B_hel = Leap_Frog(

251 r, p, dt, E_fkn, B_fkn, t

252 )

253

254 r_logli+1] = r

255 p_logli+1] = p

256 t_logli+1l] =t

257

258 E_tot_i, E_kin_i = energi(p)

259 E_tot_logl[i+1] = E_tot_i

260

261 # anvand f&dlten vid hela tidssteget har

262 chi_logl[i+1] = berdkna_chi(p, E_hel, B_hel)

263 ne_log[i+1] = ber&dkna_n_e(epsilon_0, my_O, E_hel,
B_hel, E_kin_i)

264

265 if visa_progress and ((i + 1) I progress_varje == 0
or (i + 1) == steg):

266 procent = 100 * (i + 1) / steg

267 print (f"Steg {i+1}/{steg}ty ({procent:.1£},%)")

268

269 return r_log, p_log, t_log, E_tot_log, chi_log, ne_log

270

271 |def simulering_straldédmp(steg, dt, r_start, p_start, t_start,

E fkn, B _fkn,
272 visa_progress=False, progress_varje=10000,
classic = False):

273

274 r_log = np.zeros ((steg+l, 3))

275 p_log = np.zeros ((steg+l, 3))

276 t_log = np.zeros (steg+1)
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E_tot_log np.zeros (steg+1)
chi_log = np.zeros(steg+1)

ne_log = np.zeros(steg+1)
r = r_start.copy ()

P = p_start.copy ()

t = t_start

EO = E_fkn(r, t)

BO = B_fkn(r, t)

E_tot0, E_kinO = energi (p)

E_tot_logl[0] E_totO

r_logl[0] =r

p_log[0] = p

t_logl[0] = t

chi_log[0] = berdkna_chi(p, EO, BO)

ne_log[0] = berédkna_n_e(epsilon_O0, my_O, EO, BO, E_kinO)

for i in range(steg):
r, p, t, E_halv, B_halv, E_hel, B_hel
&1ldamp (
r, p, dt, E_fkn, B_fkn, t, classic)

Leap_Frog_str

r_logli+1l] = r
p_logli+1] = p
t_logli+1l] = ¢

E_tot_i, E_kin_i = energi(p)
E_tot_logl[i+1] = E_tot_i

# anvand falten vid hela tidssteget har

chi_log[i+1] = berdkna_chi(p, E_hel, B_hel)

ne_log[i+1] berdkna_n_e(epsilon_O, my_O, E_hel,
B _hel, E _kin i)

if visa_progress and ((i + 1) % progress_varje == 0
or (i + 1) == steg):
procent = 100 * (i + 1) / steg
print (f"Steg {i+1}/{stegty ({procent:.1£},%)")

return r_log, p_log, t_log, E_tot_log, chi_log, ne_log
def analytisk_p_B(t_arr, pO, Bx, Ew): #analytsik 1loésning for
p vid ensamt B-f&alt

t_arr = np.asarray(t_arr, dtype=float)
pO = np.asarray(p0O, dtype=float)
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gammaO = ber&dkna_gamma (p0)
Omega = q * Bx / (gammaO * m)

px0 = pO[0]

py0 = pO[1]

pz0 = p0[2]

px = np.full_like(t_arr, px0)

py = py0 * np.cos(Omega * t_arr) + pz0 * np.sin(Omega *
t_arr)

pz = -py0 * np.sin(Omega * t_arr) + pz0 * np.cos(Omega *
t_arr)

v_par = px0/(gammaOx*m)
return px, Py, pz
def analytisk_chi_B(Ew, Bx, w = w0): #analytisk 1l6sning for
chi vid ensamt B-falt

return Bx * Ew * e_ladd / (E_crit * m * w)

def analytisk_r_t(Ew, t, w=w0): #analytsik 16sning for
position vid ensam vag

p = analytisk_p(Ew,0,0)

gamma = berdkna_gamma (p)
v_par = Ewx**2xe_ladd**2/(2*gamma*xwO**2*xm**2%*c)
X = v_par * t

phi = w *x (t - x / ¢)

-q * Ew / (m * w*x2) * np.sin(phi)
q * Ew / (m * w*xx2) * np.cos(phi)

y
z

return np.array([x, y, z])

def analytisk_r_t_B(Ew, Bx, t, t_off, w=w0): #analytisk 10
sning for position vid ensamt B-f&alt
# x-positionen &r samma som for ensam Vag
p = analytisk_p(Ew,0,0)
gamma = berdkna_gamma (p)
v_par Ewx*2xe_ladd**2/(2*gamma*w**2*m**2%c)
X = v_par * t

py0 = pl1]
pz0 pl2]
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_, y0 , z0 = analytisk_r_t(Ew, t_off)

Gyro = g*Bx/(gamma*m)

y = py0/(g*Bx)*np.sin(Gyro*xt) + pz0/(q*Bx)*(l-np.cos(Gyro
*t)) +yo0

z = py0/(q*Bx)*(np.cos(Gyro*t)-1) + pz0/(g*Bx)*np.sin(
Gyrox*xt) +z0

return np.array([x, y, z])

Listing B.1: Huvudfunktioner fér simuleringen
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