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Popularvetenskaplig presentation

Stjdrnorna vi ser pa natthimlen och &ven solen tillhor galaxen Vintergatan. Vintergatan ar ett exempel
pé en spiralgalax vilka kénns igen pa att de har tydliga strak av stjarnor i spiraler utgaende fran galaxens
centrum. Galaxerna &r tunna relativt sin storlek och kan beskrivas som diskformade. Férklaringen bakom
spiralgalaxernas form &r att det sa kallade rérelsemdngdsmomentet &r bevarat. Rorelseméngdsmoment &r
en egenskap hos saker som snurrar liksom hastighet adr en egenskap hos saker som ror sig. Ett objekt som
snurrar snabbt och har mycket tyngd langt ifran sin rotationsaxel har ett stort rorelseméngdsmoment.
Bevaring av rorelsemédngdsmoment &r en fundamental fysikalisk lag som kan illustreras av en konstakare
som snurrar snabbare i en piruett genom att dra in sina hénder ndrmare kroppen. Fenomenet férklarar
dven andra saker vi ser i naturen sasom formen pa till exempel Saturnus ringar. Vintergatan &r bara en
av manga spiralgalaxer i universum och att forsta hur de fungerar ar av stort intresse for bade fysiker
och matematiker.

Astronomen Vera Rubins gjorde under 60- och 70-talet observationer av hur stjérnor roterar i spiralgalax-
er. Stjarnornas hastighet runt galaxens mitt méttes och tabellerades. Resultatet av dessa observationer
var spdnnande eftersom de inte alls sag ut som man hade forvintat sig. Stjarnorna tycktes rora sig pa
ett sdtt som inte den tidens teorier kunde beskriva. Dessa motstridigheter mellan teori och observationer
ar en av anledningarna till inférandet av s& kallad mdrk materia. Teorin om mork materia pastar att
majoriteten av massan i universum &r mdrk, dvs att materian inte ger ifran sig med ljus eller annan
stralning och kan dérmed inte observeras. Det enda séttet som substansen gor sig till kéinna &r att den
paverkar sin omgivning genom gravitation. Genom att inféra denna typ av materia kan det underliga
rorelsemonstret hos stjarnorna beskrivas. Den moérka materians existens ér dock dnnu inte bevisad och
méanga forskare arbetar idag med att 16sa mysteriet.

Rubins observationer av rotationshastigheten hos spiralgalaxer har inte bara lett till inférandet av mérk
materia, de har &ven vickt ett intresse for att fa en djupare matematisk och fysikalisk forstaelse av spiral-
galaxer. De senaste aren har flera matematiska modeller arbetats fram for att forscka beskriva galaxerna.
Dessa modeller har anvéints for att undersdka om Gverensstdmmelse mellan teori och observationer kan
uppnéas utan mork materia eller om dess inférande &r oundvikligt.

I den hér studien anvéinds en samling av matematiska ekvationer som tillsammans kallas Vlasov-Poisson-
systemet for att beskriva galaxer. Losningen till systemet beskriver vad stjarnornas position och hastighet
forvantas vara i en galax. Modellen kommer ur att man ser galaxen som ett moln av gas, dar gaspartik-
larna i detta fallet utgors av stjdrnor som enbart paverkar varandra genom gravitation. Kraften mellan
stjdrnorna, gravitationen, beskrivs enligt den klassiska modellen som Isaac Newton presenterade ar 1687.
Vlasov-Poissonsystemet ér en vélstuderad modell for galaxer, systemet ar dock vildigt svart att l6sa
med penna och papper. Matematiken Gversatts darmed till ett datorprogram som hittar en approximativ
16sning.

Projektets handledare, Hakan Andréasson, och hans kollega, Gerhard Rein, skrev &r 2014 en artikel om
deras studie av Vlasov-Poissonsystemet. I detta arbete hittades losningar till systemet som beskrev en
typ av galax som liknar spiralgalaxerna ute i rymden. Den platta diskformen uppnaddes men de spiral-
formade armarna som vi ser hos spiralgalaxer uteldmnades ur modellen. Istéllet inférdes azisymmetri hos
galaxerna. En galax med axisymmetri kan roteras en godtycklig vinkel kring dess rotationsaxel utan att
den &ndrar form. D& dessa diskformade galaxers egenskaper understktes hittades manga tillfredsstéllande
Overensstdmmelser med observationer av riktiga galaxer, och detta utan inférandet av morka materia!
Hade alltsd en modell hittats som kunde beskriva verkligheten utan moérka materia? Betyder det att
morka materia inte behover finnas? Inga bevis kunde tyvérr laggas fram, dessutom syntes i arbetet att
total Overensstdmmelse med observationer inte hade uppnatts vilket vidare skvallrade om att modellen
var ofullstindig. Men da den har visat mycket lovande resultat ar ett logiskt nésta steg i arbetet att
utveckla modellen for att se om béttre resultat kan erhéallas.

Detta arbete tar vid ddr Andréasson och Rein avslutade sitt, genom att utveckla typen av galaxer som
modelleras av Vlasov-Poissonsystemet. Utvidgningen som gors dr i huvudsak att introducera en central
utbuktning till de platta diskgalaxerna. Denna tredimensionella del av galaxen infors d& observationer
visar pa att spiralgalaxer tenderar att vara mer massiva kring dess centrum och att de dessutom brukar
ha en viss tjocklek. Den andra typen av galaxer som modelleras ar diskgalaxer med en stor sfar som
innesluter disken. Denna typ kan tolkas som en diskgalax innesluten i en volym av mork materia som
anvinds for att undersoka vilka fordelar som teorin om mork materia erbjuder. En tredje typ &r en



blandning av de tva ovanndmnda.

I Figur 1 visas en skiss av de galaxer som kan simuleras med metoderna framtagna i projektet. Den bestar
av tre delar:

e Disken utgdr merparten av den synliga delen av galaxen. Det dr denna del som ofta ser spiralliknande
ut for de galaxer vi observerar i rymden.

e Centrala utbuktningen tecknas som en sfér i diskgalaxens mitt och gor dess centrum tyngre och ger
galaxen en utstréackning i alla tre dimensioner.

e Volymen av mork materia som innesluter galaxen. I kosmologin uppskattas mork materia utgora
runt 80 % av materian i universum.

Resultatet av arbetet &r de galaxer som kan modelleras av det utvidgade systemet och de egenskaper
som galaxerna har. Den mer komplicerade modellen ger mer spiannande beteenden for de stjarnor som
galaxerna innehaller. Exempel pa detta dr hur snabbt de ror sig i cirklar kring galaxens centrum. J&am-
forelser med verkliga galaxer visar att utvidgningen ar ett steg i ratt riktning da ytterligare observationer
kan matchas med vara galaxer. Modellen &r fortfarande inte komplett d& vi ser liknande problem som
uppkommit i tidigare arbeten.

Andra spannande egenskaper hos axisymmetriska galaxer upptéicks ocksé i arbetet da en utav 1osningarna
till Vlasov-Poissonsystemet tillats utvecklas i tiden. Med detta menas att man studerar hur en galax
férdndras nér alla dess stjarnor sldpps 16sa och boérjar rora sig enligt Newtons gravitationslag. Det visar
sig att galaxens form tycks svinga fram och tillbaka i tiden pa ett sétt som i var vetskap aldrig tidigare
studerats for denna typ av l6sningar.

Resultaten visar alla pa att det finns mycket kvar att upptécka kring galaxer och universum. Hur &r
egentligen galaxer uppbyggda? Hur mycket mork materia innehaller de? Fragorna dr manga och forskn-
ingsomradet ar stdndigt aktuellt. Vi har &n sa ldnge bara skrapat pa ytan av dessa mysterier men mycket
har hént bara pa en generation, fér 60 ar sedan ritade Rubin sina grafer for hand medan det idag gar
att fotografera svarta hal. Sa en sista fraga vird att stilla dr: vad kommer vara mojligt att géra om
ytterligare 60 ar?
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Figur 1: Héar visas en galax som kan genereras av metoderna framtagna i projektet. Vi ser en disklik
galax i mitten med merparten av sin tyngd i centrum. Detta representeras med en utbuktning som &r
placerad i galaxens mitt. Galaxen omsluter sig dven i en stor volym av mérk materia som i bilden ses
som en stor mork sfar.



Sammandrag

Vlasov-Poissonsystemet introduceras och hérleds i det generella fallet och Jeans sats bevisas. Jeans
sats mojliggdr att hitta statiska, axisymmetriska l6sningar till systemet genom att ansétta fasrums-
distributionen till en funktion av energin och z-komponenten av rérelseméngdsmomentet. Detta spe-
cialfall av Vlasov-Poissonsystemet loses numeriskt som ett fixpunktsproblem. Ldsningar till olika
axisymmetriska galaxmodeller och deras tillhérande rotationskurvor presenteras. De olika modeller
av galaxer som underscks ar singuldra diskar, singuldra diskar med en central utbuktning, singuldra
diskar omgivna av en halo samt en kombination av de tva sistndmnda. Platta rotationskurvor for
testpartiklar i potentialen tillhérande diskgalaxer med central utbuktning presenteras och jamfors
med l6sningar med en morkmateriahalo. Existensomradet for cirkuldra banor i galaxen paverkas
inte signifikant av de olika ansatserna och detta omrade berdknas till radier r € [0,0.6 Rmax]. Den
genomsnittliga tangentiella hastigheten for 16sningarna stdmmer ej vl éverens med rotationskurvan
for testpartiklar for nagon av de presenterade 16sningarna. For att understka stabilitet av statiska
I6sningar introduceras en metod for att 16sa det tidsberoende Vlasov-Poissonsystemet, Particle-in-
cell-metoden. Tidsutveckling av en toroidal statisk 16sning, utsatt fér en stérning, uppvisar nastintill
periodiska oscillationer 6ver tid. Detta har i forfattarnas vetskap inte tidigare undersokts i axisym-
metri.

Abstract

The Vlasov-Poisson system is introduced and derived in a general setting and a proof Jeans theorem
is presented. Jeans theorem allows for finding static, axisymmetric solutions by making the ansatz
that the phase space distribution is a function of only the energy and z-component of the angular
momentum. This special case of the Vlasov-Poisson system is solved numerically as a fixed point
problem. Solutions to different axisymmetric galactic models are found and their rotation curves are
presented. The different models considered are singular disks, singular disks with a central bulge,
singular disks with surrounding halo and a combination of the two last mentioned. Flat rotation curves
for test particles in the potential associated with disk galaxies with a central bulge are presented and
compared to ones from a galaxy with surrounding halo. The region of existence for circular orbits in
the galaxy is not heavily dependant on the type of ansatz and is calculated to be around [0, 0.6 Rmax].
The average tangential velocity of the solutions does not match the rotation curves obtained from
test particles for any of the presented solutions. To analyse stability a method for solving the time
dependent Vlasov-Poissons system is introduced, the Particle-in-cell method. Time evolution of a
toroidal static solution, with its amplitude perturbed, displays nearly periodic oscillations in time.
This has, to the knowledge of the authors, not been studied before in axisymmetry.
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1 Introduktion

I slutet av 1970-talet och borjan av 1980-talet observerades att stjarnorna i spiralgalaxer roterar med
ungefdr samma hastighet oberoende av avstédndet till galaxens mitt, bortsett fran stjarnorna nérmast
centrum. Detta stdmde inte 6verens med den tidens fysikaliska och matematiska modeller. Under anta-
gandet att merparten av galaxens massa befinner sig i centrum ger Newtons gravitationslag samt klassisk
mekanik att rotationshastigheten minskar som r~1/2. Observationer att stjérnors rotationshastighet var
till synes samma oberoende radien var en av anledningarna till introduktionen av mork materia, en
teori om att galaxer delvis bestar av materia som inte ger ifran sig métbar stralning. Efter att denna
teori introducerats har olika modeller, bade med och utan moérk materia, anvéints i syfte att modellera
galaxer med liknande egenskaper som de observerade galaxerna. En av dessa modeller som pavisat stor
potential utgar fran en kinetisk tolkning av galaxen genom att betrakta den som ett moln av kollision-
slosa partiklar som vaxelverkar under gravitation. Detta system av partiella differentialekvationer kallas
Vlasov-Poissonsystemet.

Projekthandledaren H. Andréasson tillsammans med kollegan G. Rein skrev 2014 en artikel, se [1], dar
det statiska Vlasov-Poissonsystemet, hirefter VP-systemet, tillimpades fér att beskriva platta diskgalax-
er. Losningen till detta system av partiella differentialekvationer &r en massfordelning 6ver de positioner
och hastigheter som stjarnorna i galaxen kan anta. I artikeln studerade férfattarna platta axisymmetriska
galaxer, en forenklad modell av spiralgalaxer, dir alla stjdrnor befinner sig i ett plan. Genom en ansats
av funktionen som beskriver densiteten av partiklarna pa fasrummet 16stes VP-systemet numeriskt och
approximativa l6sningar presenterades.

En intressant egenskap hos losningar till systemet dr hastigheten hos testpartiklar som befinner sig péa
en cirkuldr bana med en given radie i galaxens gravitationspotential; detta kommer hérefter bendmnas
som rotationskurvor. De rotationskurvor som hittades i [1] stdmde vil 6verens med observationer. Detta
var en spannande upptéickt da de fysikaliska parametrarna som anvénts i ansatsen bara hade tagit hansyn
till galaxens synliga massa och ingen mérk materia hade inforts. En matematisk modell hade alltsa lyckats
beskriva realistiska rotationskurvor, for testpartiklar, utan att behova inféra moérk materia. Resultatet
motiverar till fortsatt studie av rotationskurvor tillhérande 16sningar till VP-systemet.

Andréasson och Rein presenterar ett bevis for att partiklarna som beskrivs av deras l6sningar inte kan
befinna sig i cirkuléra banor i utkanten av galaxen. De numeriska 16sningarna lyder under detta teorem da
de typiskt tillat cirkuldra banor for radier R € [0, 0.6 Riax], dir Rmax betecknar galaxens yttersta radie.
Resultatet &r inte karakteristiskt for observerade diskformade galaxer dér stjdrnorna observeras rora sig i
néstintill cirkuldra banor. Detta motiverar utveckling av modellen anvénd av Andréasson och Rein vilket
ar syftet med detta projekt. En sddan utveckling av arbetet motiveras av ett resultat presenterat i [2].
I artikeln visades existens av en speciell typ av axisymmetriska statiska losningar till VP-systemet. Den
presenterade modellen bestod av en singuldr del som &r begrédnsad till ett plan och en fullt tredimen-
sionell del. Den matematiska existensen av sddana l6sningar motiverar en undersdkning av dessa system
numeriskt vilket leder till syftet av detta projekt.

Arbetets syfte dr att utveckla galaxmodellen fran Andréasson och Reins arbete i enlighet med mod-
ellen presenterad i [2| och att implementera en numerisk algoritm i C som finner l6sningar till detta
system. Exempel pa 16sningar som undersoks ar diskgalaxer med en central utbuktning och diskgalaxer
inneslutna i en s.k. halo av mork materia. Losningarnas egenskaper jamfors sedan med tidigare resultat.
Speciellt undersoks egenskaper sasom rotationskurvor och i vilka omraden galaxer tillater existens av
cirkuldra partikelbanor. Sekundért fokus &r att implementera en Particle-in-cell-metod i C som tillater
en tidsutveckling av axisymmetriska 16sningar. Syftet med detta ar att undersoka stabilitet hos de statiska
l6sningar som genereras och undersoka respons vid storning av dessa.

Rapporten ar uppbyggd pa foljande sétt. I avsnitt 2 hérleds och introduceras VP-systemet som an-
vands for att modellera galaxer. Systemet reduceras sedan i avsnitt 3 for lattare implementering i den
numeriska algoritmen. I avsnitt 4 ges matematisk bakgrund till tidsutveckling av det statiska systemet,
vilket underséks numeriskt enligt metoden Particle-in-cell. Avsnitt 5 innehaller en forklaring av ansats-
funktionen som anvinds i de numeriska berdkningarna samt diskussion av de ingdende parametrarna till
systemet. De numeriska algoritmerna som anvénds for att 16sa VP-systemet introduceras i stycke 6. I
avsnitt 7 presenteras och diskuteras numeriska resultat fér de olika modellerna. Avsnitt 8 ger en kort
slutsats kring rapportens resultat samt tankar och idéer pa fortsatta studier av galaxers rotationskurvor.

2 Teori

I detta avsnitt presenteras VP-systemet och teorin bakom de antagandena som gjorts for att beskriva
galaxer med hjalp av VP-systemet.



2.1 Vlasov-Poissonsystemet

For att undersoka egenskaper hos spiralgalaxer modelleras de med hjélp av Vlasov-Poissonsystemet,

%+V-fofoU~va:O,
AU =4mp, lim U(t,x) =0,

p= [ f(x,v,t)d3v.
/

I detta system &r funktionen f : RS x R, — R, en massfordelning pa det 6-dimensionella fasrummet med
en tidskoordinat. Storheten p beskriver massfordelningen pa positionsrummet eller densiteten av galaxen
som anvinds for att berdkna den gravitationspotentialen U. Notera att enheterna &r omskrivna sa att
gravitationskonstanten G, som annars dr en del av Poissons ekvation, &r lika med 1 samt att massan for
en enskild stjdrna ar 1. I nésta avsnitt ges en kort harledning av detta system.

2.2 Harledning av Vlasov-Poissonsystemet

Ett dynamiskt system kan momentant beskrivas fullstindigt med enbart positioner och hastigheter. Detta
kallas systemets tillstdnd. Fasrummet &r ett rum som utgors av alla méjliga tillstand for ett system. Alla
mojliga tillstand, unikt representerade av uppséttningar av positions- och hastighetskoordinater, bildar
i det allména fallet ett 2F-dimensionellt rum, med F' positions- och F' hastighetskoordinater, diar F' ar
antalet frihetsgrader for systemet. For en partikel i tre dimensioner har fasrummet saledes 6 dimensioner,
fér tva partiklar har fasrummet 12 dimensioner och om systemet beskriver en galax med N stjdrnor har
fasrummet 6N dimensioner.

Vi betraktar tidsutvecklingen av ett godtyckligt tillstand, representerat av en punkt w i fasrummet.
Med tre frihetsgrader kan vi uttrycka w i kanoniska koordinater! w = (q, p), dir q, p € R? representerar
position respektive rérelsemingd. Tidsutvecklingen beskrivs av en s.k bana?, w(t) = (q(t), p(t)), vilken

ar entydigt bestdmd for alla ¢t med Hamiltons ekvationer?,
p = -V H,
P d (2.2)
q= va7

ett system av 6 ordinéra differentialekvationer som relaterar q till p via hamiltonianen H.

For att beskriva ett system med N partiklar maste vi saledes 16sa ett system av 6 N ordinéra differen-
tialekvationer. Man kan ddrmed forestélla sig att ett 6/N-dimensionellt fasrum, dar N &r antalet stjarnor
i en galax, &r svart att hantera. For ett system av s& manga frihetsgrader &r det vilmotiverat att tillimpa
en statistisk beskrivning. Formellt?, i grinsen dd N — oo, s& kan systemet beskrivas av en masstithet
pa fasrummet. Lat f(t,w), t € R,, w € RS beskriva partiklarnas massa fordelad 6ver fasrummet, dvs
fordelad 6ver alla enpartikeltillstand w, vid tiden ¢. Masstéatheten f p& fasrummet dr analog med en
konventionell massdensitet pa positionsrummet. Skillnaden hér dr att massan i varje position i rummet
dven ar fordelad 6ver olika hastigheter.

Liouvilles teorem, ett viktigt resultat inom statistisk mekanik, sdger att en fordelningsfunktion pé
fasrumet dr konstant 1ldngs banor i systemet. Léngs en bana, w(t), géller alltsa att df(¢,w(t))/dt = 0.
Utvecklar vi detta uttryck erhalls en kontinuitetsekvation for en lokalt konserverad storhet pa fasrummet?,

of

50 T Vw (Fw) =0. (2.3)

I kanoniska koordinater kan vi anvdnda (2.2) for att utveckla den andra termen i (2.3). Vi far att

Vw'(fW):Vq'(fQ)+vp’(fp>:Vq'(prH)*vp'(quH):

) . (2.4)
=Vqf VpH + fVyp - VqH = Vypf - VqH — fVq-VpH =q-Vqf +P- Vp/f.
Insatt i (2.3) erhalles Viasovs ekvation, &ven kallad kollisionslésa Boltzmannekvationen,
0 . .
o 4 Vaf 4B Vpf =0 (25)

LEn uppséttning koordinater pa fasrummet som kan beskriva ett system i varje given tidpunkt.

2] litteraturen kallad trajectory.

3Tva ekvationer som tillsammans entydigt beskriver ett systems tidsutveckling. Funktionen H = H(w) kallas Hamilto-
nianen och beskriver ett systems totala energi.

4Det dr ett Sppet problem att visa att denna grins gar att genomftra rigorost.

5Ekvationen kallas ibland for Liouwvilles ekvation.



I ett inertialsystem® med kartesiska koordinater w = (x,v), x,v € R3, kan Hamiltonianen fér systemet
beskrivas enligt H = v2/2 + U(t,x), diir U &r ett potentialfilt. Notera att vi hiir antar att samtliga
partiklar har enhetsmassa. Under detta antagande antar (2.5) formen

0

a—{+v-vxf—VxU-va:0. (2.6)
Vi antar att potentialen U &r en gravitationspotential som i klassisk mekanik ges som l6sningen till
Poissons ekvation

AU = 4rp,

dér p dr en masstéathet. Notera att enheter har valts sa att gravitationskonstanten G = 1. Notera ocksa att
det ar enkelt att byta ut vixelverkan till annan typ, till exempel kan ett plasma beskrivas om Newtonsk
gravitation byts ut till Maxwells faltekvationer. Ett annat relevant exempel &r att koppla Vlasovs ekvation
till Einsteins teori for gravitation, dar Poissons ekvation byts ut till Einsteins faltekvationer och uttrycken
for (q,p) byts ut mot geodetekvationerna pa den krokta rumtidsméangfalden, se [einsteinvlasov|. Att
istéllet anvinda Newtonsk gravitation dr en approximation men ocksa en stor férenkling.

For att koppla Vlasov och Poissons ekvationer gors observationen att densiteten p kan beskrivas med
hjélp av massférdelningen pa fasrummet f enligt

p(t,x):/f(t,x,v)d3v. (2.7)

Da vi studerar ett isolerat system géller randvillkoret att potentialen férsvinner i odndligheten, dvs

lim U(t,x) =0.

|x|— o0
Potentialen ges da som faltningen av p med Greensfunktionen till Laplaces ekvation pa R3,

U(t,x) = — Md3y (2.8)

J Ix -yl

Ekvationerna (2.6), (2.7) och (2.8) bildar tillsammans Viasov-Poissonsystemet (2.1), ett system av par-
tiella differentialekvationer som kan anviéndas for att modellera partiklar som véxelverkar genom en
gravitationspotential.

2.3 Approximation av en galax som en kollisionslés gas av partiklar

Den presenterade modellen beskriver galaxer som kollisionslosa gaser av partiklar. Kollisionslésheten
uppkommer i héirledningen da hogerledet i kontinuitetsekvationen (2.3) sétts till 0. Om tva partiklar
skulle kollidera under ett tidselement dt fordndras deras hastigheter i det generella fallet inte kontinuerligt.
Séaledes kan ett sddant forlopp inte beskrivas av (2.3) och dérmed inte heller av systemet som helhet.
Skulle ett hogerled inkluderas for att dven modellera kollisioner aterfas istéllet Boltzmannekvationen, en
kinetisk ekvation som anvénds for att beskriva gaser dér kollisioner dominerar 6ver krafter som vixelverkar
pa stora avstand. Vi maste séledes argumentera for att galaxer &r kollisionsfria for att kunna anvinda
modellen.

En skillnad mellan en gas av stjdrnor och t.ex en atomér gas ér kraften som utgor gaspartiklarnas
vaxelverkan. Partiklar i en atomgas véxelverkar pa kort avstand, de upplever en stark repulsiv kraft nar
de befinner sig nira varandra, annars ar kraften relativt liten. De upplever saledes kraftiga accelerationer
nér de kolliderar och néstintill forsumbar acceleration i 6vrigt. Stjarnor kiinner emellertid krafter pa langt
avstand fran varandra och accelerationen varierar mer sliatt. Bada system kan beskrivas med liknande
kinetiska modeller. De tva olika modellerna har olika svarigheter, egenskaper och anvindningsomraden
och i vissa fall kan de kombineras men da i resultatet av en oerhort generell men avancerad partiell
integro-differentialekvation.

I ett stycke ur Galactic Dynamics av J. Binney och S. Tremaine, se (3], definieras kollisionsfria tids-
forlopp som tider i storleksordning ¢ < frelax, dar trelax betecknar relaxationstiden. Detta dr analogt med
att partiklarna ror sig i ett effektivt slatt gravitationsfalt, det vill séiga ett gravitationsfalt genererat av
en kontinuerlig massfordelning och inte en samling punktmassor. Relaxationstiden kan ses som tiden det
tar for en stjarnas bana att fordndras mérkvért fran banan stjarnan hade haft om den befann sig i ett

SEtt referenssystem i vilket troghetslagen, F = ma, giller.



gravitiationsfilt genererat av en kontinuerlig massférdelning. Skillnaden beror pa gravitationella mdten
med andra stjarnor som stor stjarnrorelsen. Efter ¢ eax har stjarnan haft tillrdckligt manga sddana moten
att den inte har nagot minne av sin tidigare bana. En uppskattning av t,e1ax ges av

trelax =~ %tcrossv (29)
dar korsmingstiden, teross, definieras som tiden det tar for en typisk stjdrna att fardas fran ena sidan av
galaxen till den andra, och N betecknar antal stjdrnor i galaxen. Korsningstiden ges av kvoten mellan
galaxradien och den typiska hastigheten for en stjidrna i en cirkulér omloppsbana i utkanten av galaxen,
teross = R/|V|]. Vi ser att relaxationstiden, givet en korsningstid, beror pa antalet stjdrnor i galaxen
enligt tre1ax < N/ In N; alltsd minskar effekten av gravitionella moten pé stjarnornas banor med 6kande
N. Galaxer innehaller typiskt omkring 10! stjéirnor 3|, dirmed kan vi enligt (2.9) uppskatta tyelayx =~
108 teross- I Galactic Dynamics uppskattas relaxationstiden vara vil éver universums alder, ~ 1019 ar, for
galaxer i stroleksordningen N = 10! vilka dirmed kan betraktas som kollisionslésa under alla tinkbara
tidsforlopp.

2.4 Jeans sats

Att hitta I6sningar till VP-systemet, ett sjudimensionellt olinjart system av partiella differentialekvation-
er, ar komplicerat. Vi studerar hér 16sningar som &r statiska i fasrummet, dvs funktioner f som loser
(2.5) och (2.8) dar 0f/0t = 0. Angreppsséttet &r via Jeans teorem, efter den engelska matematikern och
astronomen James Jeans. Vi borjar med att definiera begreppet rorelseintegraler”.

Definition. En rérelseintegral Q : R® — R dr en funktion pd fasrummet som dr konserverad lings med
banor (X, V)(t) i en potential.

En bana i en potential U ges av 16sningarna till systemet av ordinéra differentialekvationer,

d

—X(t) = V(¢

if() (t) o)
V() = —VU(X(0),1).

Vi introducerar nu Jeans sats som mojliggor 16sningen av VP-systemet.

Sats. En funktion l6ser den tidsoberoende Vlasovekvationen om och endast om det dr en funktion av
endast rorelseintegraler.

I detta arbete &r endast den vénstra implikationen av intresse, dvs att en funktion f av endast rorelsein-
tegraler 16ser den tidsoberoende Vlasovekvationen. Beviset presenteras nedan.

Bevis. Antag att f dr en funktion av rorelseintegraler, f = f(Q1,...,@n), n > 1. Vi betraktar f lings en
godtycklig bana (X, V)(t) och tar en total tidsderivata,

9f dQuX(1). V(1)
Za@ ai

= 0. (2.11)

Dér vi anvéint antagandet att Q;, ¢ = 1,..,n &r konstant 1ldngs banor. Vi kan ocksa skriva,

of dQ; ~= Of dX av.
ZaQi dt ;TQZ-(VXQ"'E+VVQ’”E)_ (2.12)

=Vxf-V-Vyf - VU

Dér vi anvint kedjeregeln bakvant samt Newtons ekvationer (2.10). Eftersom detta géller for en godtycklig
bana och vi har existens av l6sningar till Newtons ekvationer for godtycklig startpunkt fran teorin om
ordinéra differentialekvationer s& ger (2.11) och (2.12) att

Vaf -V —Vof Vel =0 (2.13)

géller i hela fasrummet vilket &r statiska Vlasovs ekvation. O

71 litteraturen kallade Integrals of Motion.



Notera att detta endast 16ser Vlasovs ekvation och att &n sa ldnge sa har potentialen inte behandlats.
Det kan tyckas vara ett smérre problem da Poissons ekvation enkelt 16ses med Greens metod. Svarigheten
uppkommer da de tva PDE:erna ar kopplade med varandra. I rapporten véljs uteslutande rorelseintegraler-
na till energin F = v?/2+U(x,t) samt z-komponenten av rérelseméngden L, = z1vs — Xov1 = T0y — Yvs.
Energin ér en rorelseintegral under antagandet att systemet &r statiskt sa att U(x,t) = U(x). L, &r
en rorelseintegral under antagandet att systemet dr axisymmetriskt. Notera hér att energin beror pa
potentialen. Denna implicitet gor systemet svart att 16sa analytiskt vilket talar for numeriska metoder.

2.5 Energikonservering och Virialteoremet

Storheter s& som massa och energi konserveras i Vlasov-Poissonsystemet. Detta ar viktigt for att forsta
hurvida 16sningar till systemet existerar. Det &r ocksa viktigt i numerik da detta ger en mdojlighet att
uppskatta de numeriska felen. Algoritmen, se sektion 6.2, som anvinds for att tidsutveckla l6sningar
konserverar automatiskt massan, men den totala energin konserveras inte per automatik och ar darfor en
uppskattning av de numeriska felen. Den totala energin Fi(t) for en 1osning till Vlasov-Poisson ges av

1 - 1
Eiot(t) = 3 /]Rs /111{3 V|2 f(t, x,v)d®xd®v + 3 /]RS p(t, x)U(t,x)d>x. (2.14)

Ett annat sdtt att analysera det numeriska felet i I6sningar &r via virialteoremet, detta funkar dven
i det statiska fallet. Satsen séger att for ett stabilt system av partiklar som interagerar via en potential,
som #r proportionerlig mot r~2 dér r dr avstandet mellan partiklar, giller f5ljande samband,

AT = —(U). (2.15)

Beteckningen (-) bendmner tidsmedelvirdet av en storhet och T" och U &r kinetisk respektive potentiell
energi givna av forsta och andra termen i (2.14)%. Eftersom vi soker statiska 16sningar kan tidsmedelvirdet
uteldmnas.

2.6 Cirkulara banor och rotationskurvor

For att analysera rotationskurvor tillhérande losningar for olika modeller av galaxer kommer samma
procedur som anvants i [1] tillimpas. Tva olika definitioner av rotationskurvor studeras. Den forsta kan
ses som hastigheten for testpartiklar som ror sig i cirkuldra banor i potentialen for galaxen och den andra
som tangentiella medelhastigheten for stjarnorna i den statiska fasrumsférdelningen f.

Vi bérjar med att studera rotationskurvor for testpartiklar i den statiska losningens potentialfalt.
Vi paminner oss om rorelseekvationerna i cylindriska koordinater for radiella positionen r och radiella
hastigheten w och bendmner den tangentiella hastigheten med vg. Vi har alltsa féljande rérelseekvationer,

r=w
2 2 2.16)
V9 Lz (
w = 7 7U/(7') = 7"73 7U/(7').

Dér L, &r rorelsemédngdsmomentet i z-led som i cylindriska koordinater &r L, = rvg och U &r potentialen.
For en cirkuldr bana har vi w = 0 och foljaktligen w = 0, vilket ger att

L? ,

T—; =U'(r). (2.17)
Den cirkuldra hastigheten v, = vy kan dérmed skrivas som,

v? =rU'(r). (2.18)

Detta ger oss ett sétt att bestdmma rotationskurvan som en galax ger upphov till genom att fran 16sningen
berékna U’(r) och dérigenom v.(r). Vi kan dven anvénda detta resultat for att siga nagonting om
existensen av cirkuldra banor for stjarnorna i var statiska lésning. Energin for en partikel ldngs en cirkular
bana kan vi nu skriva enligt

2 !

v rU'(r

E:?C-i-U(r): 2( ) +U(r). (2.19)
Givet en 6vre begransning pa energin, Ey ger detta ett krav fér existensen av cirkuléra banor for en given
radie. Namligen att om I' := Ey — E < 0 existerar inga cirkuldra partikelbanor. Vi sétter in ekvation

8Ett bevis av virialteoremet for fasrumsdistributioner i det statiska fallet p& tensor samt skaldrform hittas i Galactic
Dynamics [3], s.360.



(2.19) i uttrycket for I' vilket ger oss f6ljande omrade i vilket cirkuldra banor inte existerar, ndmligen alla

radier r for vilket,

rU'(r)
2

I [1] presenteras numeriska simuleringar och beriikning av I'. Ett av deras resultat visar att for de disk-
formade galaxerna som studeras dar tillats endast existensen av cirkuldra banor pa omradet [0, 0.6 Riax],
dir Rn.x dr galaxens totala radie. Detta resultat stimmer inte 6verens med observationer enligt samma
artikel.

Ett annat sitt att definiera rotationskurvan for en diskformad 16sning &r att studera vantevéirdet av
den tangentiella hastigheten for fasrumstéitheten f och tillhérande densitet p given av

[(r) = Ey —

—U(r) < 0. (2.20)

1

(vo(r)) = —— / vofdy, (2.21)
p(r) Jrs

dér vy dr den tangentiella hastigheten for en partikel givet dess position och totala hastighet. En viktig

sak att notera &r att detta vy inte &r samma som det i harledningen av v,.

3 Reducering av Vlasov-Poissonsystemet

I detta avsnitt introduceras en variant av VP-systemet {or att beskriva galaxen. Vi utgar ifran axisymmetri
kring z-axeln likt tidigare resultat men i detta fallet betraktas tva separata system sammankopplade
genom en gemensam potential. Ett av systemen ar begransat till xy-planet i rummet, vinkelrdtt mot
symmetriaxeln, och det andra lever i hela R?. I de tva forsta avsnitten reduceras uttrycken for densiteterna
tillhérande de tva olika systemen. I det tredje avsnittet reduceras uttrycket for potentialen med hjalp av
symmetriantaganden.

En variant av (2.6), introducerad i [2], dér fasrumsfordelningen delats upp i en tredimensionell del
samt en del som begrénsas till xy-planet studeras. Vi later f(¢,x,v) = f1(t,X,v)0(2)d(v;) + f2(t,x, V)
dér X och v ar punkter i xy- respektive v,vy-planen medan x och v tillhor hela R3. Det motsvarande
VP-systemet blir

%—val'va‘FVifl'V:O
%—vag'va—vafQ'V:O (3.1)

AU = 47r/ f1d2\7+47r/ fod3v.
R2 R3

For att finna statiska 16sningar anvéinds Jeans teorem for att ansétta fi och fs sa att de endast beror
pa rorelseintegraler. Vi dr ocksa intresserade av axisymmetriska l6sningar vilket gor att bade energin
E =v?/2+U(x) samt z-komponenten av rorelseméngdsmomentet L, = TVy — YV, Ar konserverade ldngs
banor. Losningen ansétts darfor som en funktion av dessa rorelseintegraler

fi=f(E,L.), fo=f(E,L.), (3.2)

dar (E, I:Z) tar héansyn till den begridnsade definitionsméngden fér f;. Losningarna &r implicita d& fas-
rumsdistributionen fortfarande beror pa den okéinda potentialen. Poissons ekvation 16ses med hjilp utav
Greensfunktionen till Laplaceoperatorn i R? given av G(x,y) = —— . Lineariteten i berikningen tillater

[x—y|
dven en uppdelning potentialbidragen vilket ger
P1 221 P2 3/
= =— —d*x’ - —=d .
U(x) = U1(x) + Uz (x) /}R2 — %] x /RB =] x', (3.3)
dér p; och py &r densiteterna givna av
pP1 = / fldQ\_/7 P2 = / f2d3v. (34)
R2 R3

3.1 Tvadimensionell del

Betrakta delen av systemet som &r begransat till att endast existera i zy-planet. Utgéende ifran ansatsen
och symmetriantaganden utfors ett par forenklingar. Den tvadimensionella integralen fér p; skrivs om



med hjélp av variabelbytet (v, v,) — (E, I:Z) Bytet definieras av systemet

2 2
vyt
—— +U(r)

L,= T1Vy — T2Vg,

E= (3.5)

diir potentialen U endast beror av r = \/2? + 23 di vi uteslutande betraktar axisymmetriska 16sningar.
Avbildningen ovan kallas hddanefter for T'(v,, v,). Detta systems invers &r en flervérd funktion av E och
L,,

N (Lxgﬁ:xl\/%?E U(r) - Af)

(3.6)
vy =172 (I:le + .932\/2T2(E —-U(r)) — I:z2> .

De tvé grenarna kommer ur valet av plus-/minustecken vid rotdragning. Notera att teckenvalet géller for
bade v, och v, sa att funktionen far tva grenar. Efter variabelbytet kan den sokta integralen uttryckas
som

/ f1|det Jp—1| dEAL,, (3.7)
T(R2)

dér Jp-1 dr Jacobianen for variabelbytet. Vi anvinder denna notation trots den flerviarda inversen da
bada grenarnas Jacobian &r lika till beloppet:

Jv,  Ovg

OE 0L
det Jp—1 = : 3.8
oo oy V(B —U() - L .

0E oL,

Den fysikaliska tolkningen av storheterna (E', L;) ger nu begransningar pa dess virden®. Energin F for
en partikel begrinsas endast underifran av potentialen U(r) medan rorelseméngdsmomentet L, antar

virden mellan +r,/vZ + v2 @0 4+1/2r2(E — U(r)). Dessa begrinsningar definierar nu omradet T'(R?)
som utgor den sista delen i variabelbytet. Efter bytet berdknas alltsa p; enligt

27"2(E U(r)) n A [: E
7" o 2/ / fl( )d d (3.9)
U J-ar (v \/Qrz U@r) - L.

dér en faktor 2 inkluderas pa grund av att variabelbytets tva grenar ger samma Jacobian.

3.2 Tredimensionell del

Vi betraktar nu det tredimensionella systemet och forenklar uttrycket for masstidtheten pa ett liknande
sétt som 1 avsnitt 3.1. Vi pAminner om uttrycket for po i ekvation (3.4). Vi vill genomfora ett variabelbyte
som tar oss till (F, L,)-rummet i integralen. Eftersom vi integrerar éver tre dimensioner och vill byta till
ett tvadimensionellt rum vill vi berdkna en av integralerna explicit. Vi introducerar cylindriska koordi-
natsystem i bade positions- och hastighetsrummet (x,y,2) = (.60, 2), (vz,vy,v2) = (v,,%,v9). Bytet i
hastighetsrummet definieras enligt

= vp o8 Y,
Uy Sin e, (3.10)

0

N)
||

V-
V-
V-

<b>
I
4

dér (7,0, 2) dr cylindriska enhetsvektorer i positionsrummet. Fér varje position x infors alltsi ett cylin-
driskt koordinatsystem i hastighetsrummet dar hojdkoordinaten vy &r i den azimutiska riktningen hos
det cylindriska koordinatsystemet i positionsrummet. Det speciella koordinatsystemet visualiseras i Figur
2. Bytet innebir att d3v = vpdv,dipdug vilket ger att

p2:/ fav,dv,dipdug. (3.11)
RS

9Notera att den fysikaliska tolkningen inte &r nédvindig i variabelbytet. Det &r endast en hjslp i hirledningen.



I det nya koordinatsystemet ges uttrycken for E och L, av

v2 4+ 02
_ P 0
E= 5 +U(r, 2) (3.12)
L, = ruvg.

Notera att varken E eller L, beror pa ¥ och darmed s& dr dven f, oberoende av . Vi kan berdkna
integralen 6ver 1 och far

p2(r,z) = 27r/ favpdv,dug. (3.13)
R2
Vi kan nu byta till E och L,. Lat S(E, L,) vara inversen av koordinatbytet i (3.12), den ges av

v =V2(E -U(r,z)) — L2/r?
vg = L, /7.

(3.14)

Notera att vi inte far ett minustecken vid rotdragningen eftersom v, > 0. De nya integralgrénserna ges
helt analogt till de tvadimensionella fallet. Beloppet av determinanten av Jacobianen ges av

1
det = —. 1
|det J5| = — (3.15)

P
Vi utfor variabelbytet och far

o9 [ ry/E—-U(r,z)
p2(r,z) = — / / (3.16)
T JU(rz) J—r

f2(E, L)AL, dE.
VE-U(rz)

Figur 2: En visualisering av koordinatsystemet som anvénds for att forenkla integralen i uttrycket for
den tredimensionella densiteten.

3.3 Potentialen i cylindriska koordinater

De tva systemen vi betraktat ovan beror pa ett potentialfdlt U vilket i sin tur beror pa densiteterna p;
och py. Vi betraktar nu potentialen i cylindriska koordinater vilket tillater vissa forenklingar i ljuset av
de symmetriantaganden vi arbetar med. Genom att utga fran ekvation (3.3) kan f6ljande samband visas:

Ui(r,z) = 74/%1((1{&:0)(15. (3.17)
o\ (r+s)°+22

S 2(‘9; C)
Us(r,z) = —4 P K (k)d¢ds. (3.18)
/4 o+ + (-0



I detta uttryck anviands variabeln

- 2./75

(3.19)
V497 + (2= ¢)?
som argument till forsta ordningens elliptiska integral som definieras enligt
1
K(g)—/ dt 0<e<1 (3.20)
JVi-eevi-e T '

Hérledningen till denna reducering ges i appendix A.

4 Stabilitet och tidsutveckling av statiska losningar

I detta avsnitt presenteras en metod for att undersoka stabiliteten av en statisk 16sning. Stabilitet gar
att definiera pa en méngd olika sétt, hir anses en numerisk 16sning till ett statiskt system vara sta-
bil om den inte frangar sin ursprungliga 16sning nir den utsétts f6r en storning. Stabilitet f6r Vlasov-
Poissonsystemet gar till viss del att undersdka analytiskt vilket gors i avsnitt 2 av [REIN]. Numerisk sta-
bilitet av sfarisksymmetriska 16sningar till systemet har studerats i [4], dér presenteras hur smé stérningar
av en statisk 16sning ger upphov till periodiska variationer i potentiell och kinetisk energi. Det &ar en ved-
ertagen hypotes, trots att inget bevis finns, att den numeriska algoritm som behandlas i projektet ger
stabila 16sningar. Detta har till viss del numerisk uppbackning i [5]. Det &r intressant att understka om
statiska 16sningar till systemet som studeras &r stabila enligt definitionen ovan. Det visar sig att det &r
problematiskt att tidsutveckla 16sningar i cylindriska koordinater med massa i origo pa grund av singular-
iteten i det cylindriska koordinatsystemet. Fordelen med cylindriska jamfort med kartesiska koordinater
ar att den numeriska algoritmen blir betydligt effektivare. I [4] har man valt att utveckla skalformade
16sningar i sfarisk symmetri utan massa i ett omrade runt origo. Pa liknande sétt begridnsas de axisym-
metriska 16sningarna i rapporten till att inte ha massa i origo vilket ger toroidala galaxer. Detta for att
testa stabiliteten for ett specialfall genom tidsutveckling av den statiska l6sningen.

Innan den numeriska metoden introduceras ges en kort introduktion till karakteristiska system for
linjara PDE:er av forsta ordningen. Denna typ av ekvation kan skrivas pa formen

;ai(xl,...,xn)gsz =c(z1,...,Tn,u), (4.1)

dar (a;)_; och ¢ &r godtyckliga funktioner. Givet ett kraftfilt d4r Vlasovs ekvation (2.6) en linjir PDE
diir ¢ = 0 och (a;)7_; #r koefficienterna framfoér de partiella derivatorna.
Det karakterisktiska systemet for en linjar PDE &r ett system av ODE:er i termer av en parametrisering
s pa formen
dxi
ds

dir (z;)7_, representerar vira sex fasrumsvariabler samt var tidsvariabel (¢,x,v) och (a;)!_; dr ko-
efficientfunktionerna i Vlasovs ekvation (4.1) i vérat fall. Losningar till detta system, (z;(s))7_;, kallas
karakteristiska kurvor. Betrakta nu f(s) = f(t(s), x(s), v(s)), en 16sning till Vlasov-Poissonsystemet langs
en karakteristisk kurva. Differentiering med avseende pé parametriseringen s ger oss att

= ai(z1,22,...,27), i=1,...7, (4.2)

7 7
g dz; ﬁai(zla oo x7) =0, (43)

d
— t = =
Flt %, v) - Ox; ds — Oz;

ds

1=

dér Vlasovs ekvation anvinds i sista steget. Vi har ddrmed att alla 16sningar f till (2.6) 4r konstanta
langs karakteristiska kurvor. Det foljer att en 16sning f till (2.6) forblir en 16sning trots propagering i
enlighet med det karakteristiska systemet, se [6].

Genom att gruppera derivator efter vara positions- och hastighetsvariabler kan vi skriva om (4.3) som

af dt dx dv
@f(taxvv)*(avvx‘favvf)'(gagag)*o' (44)
Déa Vlasovs ekvation kan skrivas pa foljande form
af
(Ev Vi f, vvf) ’ (17 v, *va) =0, (45)



erhalls direkt foljande ekvationssystem

d — 1, t0):=0 = t=s

dx _ v, e oy (4.6)
dv __ dv _

T = —VxU, = T =-VU

Vi noterar att om massan for en stjarna m sétts till 1 sa sammanfaller det karakteristiska systemet for
Vlasovs ekvation med Newtons rorelseekvationer

X dv 1

o (OO (@7)
dér F = —9U/0x for gravitationspotentialen U i fallet av VP-systemet. Med U (¢, x) given s& hade alltsa
det tidsberoende VP-systemet kunnat l6sas genom att forst placera ut ett stort antal virtuella partiklar'®
enligt en initialférdelning f som momentant 16ser VP-systemet. Dérefter propageras partiklarna genom
att 16sa (4.7). I vart fall beror dock potentialen U pa lésningen f och systemet kan ddrmed inte 16sas
analytiskt. Denna metod, som i PDE-litteratur kallas 'method of characterstics’, kan da ej tillaimpas
men inspirerar numeriska l6sningsmetoder. Particle-in-cell-metoden som tillimpas i denna rapport ar ett
exempel pa en sddan numerisk 16sning och beskrivs i detalj under avsnitt 6.2.

5 Ansats
Ansatsen for fasrumsférdelningen som undersoks dr pa formen

f(E, L) = Ai(Eo1 — E) (1 — Qu|L.))",
f2(E.L.) = Ay(Eo s — E)? (1 — Qa| L.|) 2,

dér Ep1,Eo2 < 0, A1, A2, Q1,Q2, k1, k2,l1,l2 > 0 och (z);+ = x om > 0 och 0 annars. Normaliser-
ingskonstanterna A; och As viljs genom att bestdmma massorna pé galaxens bestandsdelar, M7 och Ms.
Var for sig har dessa anséttningar anvants till att hitta statiska losningar till bade Vlasov-Poissonsystemet
och det relaterade Vlasov-Einsteinsystemet dér Newtonsk gravitation byts ut mot Generell Relativitet-
steori. Det gar inte pa forhand gar att sdga hur galaxen kommer se ut for olika val av parametrar. Detta
visar pa ett syfte med arbetet; systemet bestdende av tva olika komponenter har undersékts analytiskt i
[2] men hur dessa losningar ser ut har dnnu inte studerats numeriskt.

Trots komplexiteten i ansatsen kan hypoteser dras angaende hur galaxen paverkas vid olika val av de
ingdende parametrarna. Till exempel ger Ey 1 en 6vre gréns for energin hos partiklar i den tvadimen-
sionella fordelningen, d& potentialen i allménhet 6kar med radien s& mojliggor ett storre Ey; partiklar
langre ut fran galaxens centrum. Tillsammans med M; ger Ey; mdjlighet att dndra galaxens storlek.
Motsvarande resonemang géller fér den tredimensionella delen.

Givet att galaxen har en viss storlek kan férdelningen av massa utmed diskens radie varieras, detta
astadkoms genom att variera k; och ko. I (5.1) ser vi att ett 6kat k; viktar for hogre téthet i de delar av
fasrummet dér energin &r liten, vilket motsvarar centrum dér potentialen ar liten. Storre k1 respektive ko
ger alltsd ett mer massivt centrum pa galaxen i den diskformade respektive tredimensionella. De andra
parametrarna paverkar fasrumsfordelningens beroende pa L, dar 1/Qq och 1/Q2 ger dvre begriansningar
pé rorelsemingdsmomentet. I huvudsak kommer den tredimensionella delen att ansittas isotropiskt!!,
darfor kan det hadanefter antas att Qo = ls = 0 om inget annat ségs.

(5.1)

6 Numeriska algoritmer

I detta avsnitt presenteras och forklaras de numeriska metoderna som anvinds for att hitta 16sningar till
VP-systemet. Forst presenteras metoden som l6ser det statiska VP-systemet hérlett i avsnitt 3, déarefter
introduceras Particle-in-cell-metoden som anvénds for att tidsutveckla statiska losningar.

6.1 Statisk algoritm

Uttrycken for densiteten och potentialen for de tva systemen (3.9) och (3.17) samt (3.16) och (3.18)
definierar tillsammans ett fixpunktsproblem f6r den totala potentialen och densiteten i galaxen. Fixpunk-
tsproblemet kan 16sas numeriskt genom att anta initialférdelningar av p; och ps genom vilka potentialen

10Dessa behover inte nédvindigtvis motsvara de fysikaliska partiklar vi modellerar.
sotropiska fasrumsfordelningar beror endast pa energin.
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for galaxen beréknas enligt (3.17) och (3.18). Utifran detta kan nya densiteter p; och ps beréknas enligt
(3.9) och (3.16). Densiteten normaliseras i varje steg s& att massan pa de olika delarna i galaxen halls
konstant. Sedan kan potentialen berdknas utifran de nya densiteterna. Detta utgér idén for den statiska
algoritmen. Iterationsschemat for de numeriska berékningarna ser ut pa féljande sétt:

1. Forst ansiitts en startfordelning av massan i systemet genom att viilja p§ och p3, dir p? lever i
xy-planet och pJ lever i hela R3. Densiteterna ansiitts si att de har total massa M respektive M.

For iteration n utfors sedan foljande steg:

2. Potentialen U™ beridknas som summan av ekvationer (3.17) och (3.18) med massfordelningar pt
respektive pg.

3. Ickenormerade densiteter p/""* och pg' ™! beriiknas enligt (3.9) respektive (3.16) givet potentialen

ur.

4. Normeringskonstanter N7 och Ns beriéknas for disken respektive sfaren. Densiteterna uppdateras

genom p Tt = Ny - pIt ! och it = Ny - ! sa att massan efter en hel iteration dr oféréindrad.

5. Steg 2 utfors med n =n + 1.

Ovanstaende steg upprepas till 2-normen av differensen pZ“ — pp, for k = 1,2, dr mindre &n en vald
tolerans eller tills maximalt antal iterationer uppnas.

I berdkningen av potentialen (3.3) anvinds andra ordningens elliptiska integral K (k) given i (3.20).
Det ar en tung numerisk berikning di en integralevaluering gors for alla punkter (r, z), i varje iteration av
den statiska algoritmen. Darfor inleds de program som beréknar potentialer med en beridkning av K (k)
for alla (r, s, z, () som anvéinds senare i algoritmen, dér

k= 2V7s .
o+ + (-0

K (k) berdknas med funktionen gsl sf ellint Kcomp hdmtad fran mjukvarubiblioteket GSL (GNU
Scientific Library).

For (r = s,s,2 = (,(), ¥s,¢ &r k = 1 och K (k) singuldr enligt (3.20); funktionen kan inte hantera
dessa indata varpd en approximation erfordras. I punkterna (r = s,s,2 = (,() d& rmin < 8§ < rmax dir
Tmin OCh max Ar minsta respektive storsta radien, approximeras ddrmed K (k). For dessa k sitts K (k) till
medelvérdet av K evaluerat i punkterna (r = s+ 7gtep, 5,2 = ¢, ) och (r = 5 —Tstep, 5,2 = (, (), d&r T'gpep
ar steglingden i r. I punkterna (rmin, "min, 2 = ¢, ¢) samt (Fmax, "max, 2 = ¢, () approximeras K (k) med
funktionsvirden i de nérliggande punkterna (rmin + rsteps "mins 2 = ¢, ¢) respektive (rmax — Fsteps max, 2 =
¢,¢) V(. Hur singulariteter i K hanteras dr nagot som doéms kunna forbéttras och betraktas som en
potentiell kélla till de numeriska felen i modellen.

(6.1)

6.2 Particle-in-cell

Particle-in-cell-metoden implementeras for att 16sa det tidsberoende VP-systemet, detta ar en vilanvind
metod inom plasmafysik for att 16sa Vlasovekvationen kopplad till elektromagnetisk véxelverkan. Som
initialvillkor till tidsutvecklingen anvénds en 16sning, alternativt en stérd 16sning, till det statiska systemet
for en uppséttning parametrar. Fran 16sningen fas fasrumsfordelningen f(x,v) = f(w) som anvénds for
att placera ut de virtuella partiklarna som anvédnds i metoden.

Metoden har tva konceptuella delar. Den ena &dr en diskretisering av det femdimensionella fasrummet
som parametriseras med (r, z, v, v,, L.) for att utnyttja axisymmetrin och att L, ar konserverad langs
banor. Pa det rutndt som ges av positionvariablerna hanteras félten i problemet: densiteten, potentialen,
samt gradienten av potentialen. Den andra delen #r ett stort antal, IV, virtuella partiklar'2. Partiklarna
initieras i mitten av de celler som utgor diskretiseringen av fasrummet och tilldelas en massa given av m; =
f(w;)AV dér w; ar diskreta fasrumskoordinater, AV dr motsvarande fasrumsvolym och j =1,2,...,N.
Diskretiseringen av fasrummet och partiklarna &r sammankopplade pa foljande sétt. Densiteten i rummet
ges genom att extrapolera partiklarnas massa till kringliggande rutnétspunkter. Poissons ekvation kan
da 16sas pa rutnétet och gradienten av potentialen erhalls. Denna interpoleras tillbaka till partiklarna
som sedan kan forflyttas enligt det karakteristiska systemet till Vlasovs ekvation, i detta fall Newtons
rorelseekvationer. Notera alltsa att partiklarna inte &r begrénsade till rutnétet utan kan anta godtycklig

12De virtuella partiklarna motsvarar séllan fysikaliska partiklar, dirav namnet.
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position. Daremot dr falten endast specificerade pa rutnéitet. Fordelen med detta jamfort med att till
exempel numeriskt 16sa ett gravitionellt flerkroppsproblem &r att det ar betydligt mer berdkningseffektivt
att hantera potentialen pa ett rutnét istéllet for att summera ihop potentialbidrag ifran varje enskild
partikel. Dessutom férsvinner singulariteten som uppkommer nér tva partiklar kommer mycket néra
varandra.

Nedan foljer en beskrivning av den numeriska algoritmen som anvénds fér att utfora tidsutveckling
enligt Particle in cell-metoden.

1. Det statiska systemet 16ses forst med metoderna fran avsnitt 6.1. Potentialen vid ¢t = 0, Uy, fas
dérefter som den statiska 16sningens potential, som i sin tur ger fasrumsférdelningen via ansatsen i
(5.1).

2. Ett rutnét initieras i det aktuella fasrummet och partiklarna placeras i mitten av cellerna. De
tilldelas en massa motsvarande det volymselementet i fasrummet de representerar multiplicerat
med vérdet pé initiala fasrumstétheten f i punkten. Dvs m; = f(w;)AV for j =1, 2, ..., N dar
N ar antalet partiklar.

Tidsloopen startas darefter med ¢; = 0. For tiden ¢; sker:

3. Densiteten p;, berdknas i rutnétet genom att extrapolera varje partikels massa till de fyra nirmsta
rutnédtspunkterna i (r, z)-rummet och dividera med storleken pa respektive cell.

4. Potentialen Uy, berdknas i (r, z)-rutnétet enligt ekvation (3.18) med hjélp av p;,. Potentialens
gradient berdknas ocksa i dessa punkter.

5. Gradienten av potentialen vid partikelpositioner bestdms genom att interpolera fran de omgivande
rutnitspunkterna.

6. Partiklarnas positioner och hastigheter uppdateras genom numeriska metoder fér 16sning av or-
dinéra differentialekvationer.

Steg 3 till 6 upprepas med t,41 = t; + dt tills t; = t00-

6.3 Losning av det karakteristiska systemet

I cylindriska koordinater x = (r, 6, z) byts Newtons rorelseekvationer (4.7) ut mot motsvarande i cylin-
driska koordinater med inerta krafter. Vi parametriserar fasrummet med L, istéllet for vy for att utnyttja
att L, ar bevarad langs partikelbanor. Det resulterande systemet blir

dt 7’
L2
dUT _Tz UT(X),
dt r3
(6.2)
dL, 0
a7
dv,
= — UZ
iy (x)

Vi paminner oss om den begriansning som gjorts for stabilitetanalysen diskuterad i 4. Det &ar tydligt
att de cylindriska koordinaterna ger upphov till en singularitet i origo. En naiv 16sning till detta &ar att
tidsutveckla i kartesiska koordinater. Detta ger dock ett sexdimensionellt fasrum och tidskomplexiteten
forvarras avsevart. Darfor tidsutvecklas systemet i cylindriska koordinater men de galaxer som understks
begrénsas till sdidana utan massa i origo.

For att numeriskt integrera systemet i (6.2) anviinds mittpunkts-algoritmen (midpoint algorithm).

Up41 =Up + anpdt
(6.3)

1
Tpi1 =Ty + i(vn—&-l + vn)dt-

Det finns ett par mer avancerade metoder for att 16sa Newtons rorelseekvationer. Dessa kan dock
endast anvéndas i Particle-in-cell-metoden om de inte anvinder a,; i berdkningen av v, 4.
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7 Numeriska resultat och diskussion

Teorin och den numeriska algoritm som beskrivits kan anvidndas for att modellera olika statiska galaxer,
som till exempel singuldra diskgalaxer, sfariska galaxer och kopplade system av dessa. Parametrarna i
ansatsfunktionen kan varieras vilket ger oss mdjligheten att modellera och undersoka egenskaper hos
olika galaxer. I detta avsnitt presenteras numeriska resultat for att svara pa de fragor som stélldes i
inledningen. Rotationskurvor till galaxer bestaende av enbart en singuldr disk, en singuldr disk med en
central utbuktning, en singulér disk omgiven av mork materia och en singuléar disk med central utbuktning
omgiven av mork materia betraktas och jamfors. Numeriska losningar for tidsutveckling av statiska galaxer
presenteras for att undersoka stabiliteten for 16sningar fran den statiska numeriska algoritmen. Till sist
jamfors numeriska resultat med observationer.

7.1 Diskformade galaxer med central utbuktning

Utgéende fran de resultat som presenterats i [1] med platta rotationskurvor aterskapas en av 16sningarna
och jamfors med en 16sning bestdende av en singuldr disk med central utbuktning. Malet ar att se hur
l6sningarna paverkas av den extra tredimensionella massan i mitten samt att undersoka om det gar att
producera l6sningar for galaxer med betydande central massa som har platta rotationskurvor.

7.1.1 Disk utan central utbuktning

I Figur 3 visas en rekonstruktion av en 16sning ifran [1] for en singulér disk. Notera att rotationskurvan
ar platt, utan inférande av mork materia i form av en halo som innesluter galaxen vilket dr den allmént
accepterade modellen for spiralgalaxer. Det &r viktigt att dessa rotationskurvor tolkas korrekt. Det &r
inte hastigheten for partiklarna i l6sningen utan hastigheten for testpartiklar som firdas pa cirkuldra
banor i tillhérande potential, nagot som forklaras i avsnitt 2.6.

Genom att berdkna I' definierad i (2.20) fas att kravet for existens av cirkuléra banor hos testpartiklar
ar uppfyllt for radier inom [0, 0.61Ryax], dir Ryax dr galaxens slut. Om slutet istéillet definieras som den
radie dir 99% av galaxens massa ar innesluten blir omradet istéllet [0, 0.64Rggo]-

8 '1072‘ 0 0.4
6 1 —01 03] .
g 4f 1o —0.2 202 .
2| 1 -03 0.1 .
% 1 ) 5 4 04 % 1 > 3
. . .

Figur 3: Singuldr disk med parametrarna: M; = 0.3, M2 =0, k=0,1=1.0, Q =2.0, E = —0.1.
Figurerna visar densiteten, potentialen och rotationshastigheten for testpartiklar placerade i poten-
tialen fran galaxen.
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7.1.2 Central utbuktning

1072
4
0.4} |
0.4 1
3 -
— 2 | l o~ @b
= = 0.2 |
0.2+ 1
11 -
0 \ 0 | | 0 | |
0 2 4 0 2 4 0 2 4
r r r
Figur 4: Singuldr disk med central utbuktning och féljande parametrar, M1 = 0.3, M2 = 0.1,k =
0.0,11 =0.5,Q1 = 0.5, Fp,1 = —0.1,k2 = 3.5,12 = 0.0,Q2 = 0.0, Ep 2 = —0.15.
Till vdnster: densiteten for disken. I mitten: densiteten fér utbuktningen lings z = 0. Till héger:
rotationshastigheten for testpartiklar i potentialen.
1072
4
| 0.4 =
1e L0 S 02 |
0.2 | | :
% i — My =0.0
: ¥ 0.1 s My =0.05 ||
" )
S 2 o M, = 0.08
0 s \ ! 0 \ I T
6 0 2 4 6 0 1 2 3 4
r r r

Figur 5: Singulédr disk och central utbuktning med parametrar k1 = 0.0, ko = 3.5, [1 = 0.5, l2 = 0.0,
Q1 = 0.5, Q2 = 0.0, Eg;1 = —0.1, Eg2 = —0.15. Figurerna visar densiteten vid z = 0 fér de tva
delarna av galaxen samt rotationskurvan vid z = 0. Massan hos den centrala utbuktningen antar
virden Mz = 0.0, 0.5, 0.8. Notera att [p1] = ML™2, [p2] = ML™3

0.4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 H
”

Figur 6: Singuldr disk med central utbuktning och samma parametrar som i Figur 4.
Figuren visar p2 i en del av det plan som ges av konstant 6. Den ljusa linjen dr inlagd for att illustrera
diskens utbredning.

Viinfor en central utbuktning till 16sningar liknande den i Figur 3. Om utbuktningen &r tillrackligt massiv
och kompakt &r det rimligt att anta att rotationskurvan narmar sig den tillhérande en punktmassa, alltsa
ve o< 7~ /2. Det finns fall dér inférandet av en central utbuktning kan géra rotationskurvan plattare
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Over ett storre omrade vilket visas i Figur 5. Det dr ocksa av intresse att forsta hur stor den centrala
utbuktningen kan vara gentemot den singuléra disken samtidigt som rotationskurvan &r platt. Detta gar
givetvis att heuristiskt testa sig fram till ett sddant 16st definierat gransfall. Ett exempel pé en 16sning med
den karakteristiken visas i Figur 4. I 16sningen star den centrala utbuktningen for en fjardedel av galaxens
totala massa och som syns till hoger i Figur 4 sa ar rotationskurvan relativt platt. Detta a&r mojligt da
parametrarna som viktar beroendet pa L, har dndrats gentemot 16sningen i Figur 3. En annan egenskap
som flera av de l6sningar med massiv central utbuktning delar ar att deras rotationskurvan &r branta
fér sma r jamfort med l6sningen i Figur 3. Namnvért &r att ingen storre skillnad ses for omradet dér
cirkuldra banor kan existera och l6sningen i Figur 4 stédjer cirkuldra banor i omradet [0,0.61 R ax], eller

[0,0.64Rgg9%)-

7.2 Diskformade galaxer med mork materia

1072 1073
2 0.3
1.5 .
1.5 .
11 | 0.2 + =
SEERES 1 S
0.5 4 0dr a
0.5} .
0 | | 0 | 0 | |
0 ) 10 0 ) 10 0 2 4
r T T

Figur 7: Disk med omslutande halo ddr M; = 0.1, M2 = 0.5,k1 = 1.0,{1 = 1.0,Q1 = 2.0,Ep;1 =
—0.1,k2 = 0.0,l2 = 0.0,Q2 = 0.0, Eyg 2 = —0.05. Figurerna visar frdn héger till vinster, densiteten for
disken, densiteten for utbuktningen ldngs z = 0 och rotationshastigheten for testpartiklar i potentialen
ldngs disken. Rotationskurvan slutar dér disken slutar.

I forra avsnittet begrénsades storleken pa den
centrala utbuktningen och disken vara betydligt
storre. Nu gérs det motsatta och det som tidi-
gare var en central utbuktning innesluter istéllet
disken. Detta kan ses som en enkel modell for en
diskformad spiralgalax som &r innesluten i en halo
av mork materia. I foregaende del visas att galaxer
utan en morkmateriehalo kan ha platta rotation-
skurvor, &ven med en relativt massiv central ut-
buktning. Darfor undersoks vilka andra egenskaper
som inférandet av en halo ger en diskgalax.

Likt tidigare finns méanga parametrar och var
utgangspunkt ar att finna losningar dar po stracker
sig en bit utanfor disken samt att rotationskurvan
ar platt pa fis support'®. Fran kosmologin vet vi
att massférhallandet mellan synlig och mérk ma-
teria i universum &ar kring 1 : 6. Det finns dock
valdigt lite konsensus kring hur mycket mork ma-
teria en typiskt spiralgalax innehéaller. Dessa 16s-
ningar har ett liknande massférhallandet for att
fixera atminstone en ytterliggare parameter. Hu-
vudsakligen viljs storleken pa de olika delarna med
Ey1 och Ep o sa att halon innesluter disken. En
sddan 16sning visas i Figur 7 och Figur 8. For den-
na l6sning berdknas omradet dar testpartiklar pa
cirkuléira banor kan existera till [0,0.61Ry,.x], eller

x 1073

0 ] 10
r

Figur 8: Halon tillhérande 16sningen i Figur 7. Figuren visar
densiteten i halon dér den singuldra diskens utstrédckning ar
markerad med en vit linje.

[0,0.78 Rggy;]. Héir ses en betydande skillnad gentemot systemen med utbuktning eller halo. Men bara om

13En funktions support ar den delmingd av definitionsméngden som inte avbildas pa noll.
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vi later galaxen ta slut dar 99% av massan ar innesluten. En mer extrem 16sning visas i Figur 14 och 15.
For den 16sningen forblir omradet for existens av cirkuldra banor aterigen oférédndrat om galaxens slut
definieras med R4, men till [0,0.95Rg9%] med den andra definitionen. Notera att diskens densitet &r
oerhort lag for storre radier.

7.3 Genomsnittliga tangentiella hastigheter

I avsnitt 2.6 diskuteras tva olika sétt att definiera rotationshastigheten f6r en galax, cirkuldra rotation-
skurvor for testpartiklar i galaxens potential samt den genomsnittliga tangentiella hastigheten for stjarnor
i galaxen. Hittills har enbart rotationskurvor for testpartiklar betraktats, men det &r &ven relevant att
betrakta den genomsnittliga tangentiella hastigheten for stjarnorna. Darfor berdknas (vg), enligt (2.21),
fér de tre galaxerna presenterade i Figur 3, 4 samt 7; resultatet presenteras i Figur 9. Trots en markant
skillnad i galaxernas struktur skiljer sig inte karakteristiken for (vg) galaxerna emellan. For de enskilda
galaxerna mérks déremot tydliga skillnader mellan (vg) och v.. Notera att (vy) representerar rotation-
shastigheten for stjarnorna i galaxen medan v, berdknas fran testpartiklar.

Att méta rotationskurvor for stjarnorna i en galax &r komplicerat, darfor gors istdllet métningar péa
gasmoln som omger stjarnorna. En gaspartikels massa ar liten relativt massan for en stjarna vilket gor
att matningarna av gaspartiklarnas rotationskurvor kan liknas vid rotationskurvor for testpartiklar i en
galax potentialfilt, vilket &r vad v. beskriver. v. for de tre galaxerna ses i Figur 3, 4 och 7. Varken
inférandet av en central utbuktning eller en omgivande halo av moérk materia, med de ansatser som
anvints, ger att de tva rotationskurvorna v, och (vy) blir nAmnvért mer Sverensstimmande dn for den
singuldra galaxen i Figur 3. Det &r den allmidnna uppfattningen att observationer av gaspartiklarnas
rotationskurvor borde 6verensstdimma med rotationskurvorna for stjarnor i en verklig galax da stjarnorna
bildas ifran gaspartiklarna och rorelseméngdsmomentet &r bevarat. Diskrepansen mellan v, och (vg) for de
tre 16sningarna utgor darfor en brist i modellen. Det &r viktigt att notera att resultaten inte nédvandigtvis
ar generella, utan géller for de ansatser och parametrar som presenterats. Det dr ett intressant problem
att titta p4 om andra ansatsfunktioner kan ge platta rotationskurvor dven for (vg) och om andra ansatser
kan ge att v, och (vg) Gverensstimmer, med det dr inget som undersdkts vidare i denna studie.

0.4 0.4 0.4

02 0.2 0.2
| |

00 1 0 2 0

Figur 9: Medelvardet av den tangentiella rotationshastigheten med anseende péa radien for tre olika
galaxer. Vinster: (vg) for galaxen i Figur 3. Mitten: (vg) for galaxen i Figur 4. Hoger: (vg) for galaxen

i Figur 7.
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Figur 10: Singular disk med central utbuktning och omslutande halo av moérk materia. M; = 0.1,

Ep1 = —0.07, Q1 = 20,1 =1.0, k = 0.0, M2 = 0.1, Eg2 = —0.15, Q2 = 1.0, I2 = 0.0, k2 = 2.0,
M3 = 2.0, Eg,3 = —0.05, Q3 = 1.0, I3 = 0.0 och k3 = 0.0.

Till vidnster: Densiteten for disken, parametrar betecknade med index 1. I mitten: Densiteten fér
utbuktningen ldngs z = 0, parametrar betecknade med index 2. Till hoger: Densiteten for halon ldngs
z = 0, parametrar betecknade med index 3.
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Figur 11: Rotationskurvan ldngs z = 0 for galaxen med samma parametrar som for galaxen i Figur 10.

40

Vi betraktar en galax bestaende av tre delar: en singuldr disk, en central utbuktning och en halo av
mork materia for att undersoka existens av en sddan galax och for att betrakta dess rotationskurva. I
Figur 10 visas densiteten for galaxens tre olika delar lings r vid z = 0. I Figur 11 visas rotationskurvan
for galaxen. Existensomradet for cirkuldra banor i galaxen &r [0,0.60 Ryax] eller [0,0.63Rgg%]. Radien
Ruax ar avstandet fran origo till diskens slut och Rggy, dr anstandet fran origo till dar 99% av diskens
massa innesluts. Inférande av en massiv omgivande halo av mork materia leder inte till ndgon skillnad i
existensomradet jAmfort med 16sningen i Figur 4. Vart att belysa &r att parametrarna for galaxen inte ar
valda for att maximera omradet f6r existens av cirkuléra banor utan istéllet for att fa 6nskat férhallande
mellan galaxens tre delar samt en platt rotationskurva. En annan egenskap som en central utbuktning ger
bade l6sningen i Figur 4 och 16sningen i Figur 10 &r att rotationskurvan ar brantare och dédrmed plattare
for mindre r, en 6nskvird egenskap utgaende fran de observationer som gjorts, se [rubin].
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7.5 Stabilitet
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Figur 12: Figuren visar tidsutvecklingen av en statisk 16sning stord genom att éka massan med 10%
med ansats given av 7.1 med parametrar givna av My = 0.5, Eg > = —0.04,k2 = 0.0,l2 = 0.0,Q2 =
0.0,C = 1.0. Till vanster visas densiteten for olika radier vid z = 0 vid olika tider. Till héger visas
kinetiska (T), potentiella (U) och totala (E) energin vid olika tidpunkter. Cirka 4.6 miljoner partiklar
anvéands for att approximera fasrumsférdelningen.

Det &r av intresse att tidsutveckla fullt tredimensionella axisymmetriska statiska losningar med stoérd
initialdata for att undersoka l6sningarnas stabilitet. I ljuset av begrdnsningen i metoden att inte kunna
hantera massa vid » = 0 maéaste forst en klass av godtagbara losningar hittas. Detta gors genom att
modifiera ansatsen i (5.1) till att vara

fo(E,L,) om |L,| > C

0 annars

AL = { 7 G
dér C' ar en undre begransing pa L,. Enbart en undre begrdnsning pa L, = rvy férhindrar inte massa
fran att befinna sig nira mitten av galaxen. Daremot, i kombination med en 6vre begransning pé energin,
som samtliga av vara ansatsfunktioner inkluderar, tillats inte hastigheten for stjarnorna vara godtyckligt
hog. Saledes fas en undre begridnsning pa radien och ingen massa tillats i en omgivning till origo som
bestdms av C och Ej.

I [4] visas numeriskt hur sfiarisksymmetriska statiska 1osningar till VP-systemet oscillerar {or tillrickligt
smé sfarisksymmetriska storningar. I [4] stors losningar pa en handfull olika sétt, med liknande resultat.
De finner att for tillrackligt sma storningar beror frekvensen av oscillationen endast pé 16sningen och inte
pa vilken typ av storning.

[ Figur 12 visas en tidsutveckling av en statisk 16sning. Stérningen som tillimpas ér av typen amplitude
perturbation presenterad i [4]. den statiska losningen f stors enligt f = (1+¢€)f, e = 0.1. Vart att notera
ar att 16sningen ar axisymmetrisk pa fasrummet, saledes blir &ven storningen axisymmetrisk. Losningen
upphor att vara statisk, men en tillrdckligt robust 16sning férvéntas inte rora sig avsevart ifran sitt
ostorda ldge. Vart att notera dr att en storning inte ar helt nédvandig for att fa till en oscillation péa de
numeriska statiska l6sningarna. Med den noggrannhet som uppnatts i den statiska l6sningsmetoden sa &ar
de numeriska felen nog for att generera oscillationer. Detta kan ses genom att studera totala kinetiska och
potentiella energin fér galaxen och se hur val virialteoremet uppfylls. Fér en ostérd 16sning med samma
ansats som den i Figur 12 si ges T = 7.5- 1072 och U = —1.49 - 10~2. Virialteoremet &r alltsd uppnatt
till en noggrannhet pé endast cirka 10% och losningar borde uppvisa oscillationer. I Figur 16 i Appendix
B presenteras tidsutvecklingen av 16sningen utan stérning. Aven utan en explicit stérning av amplituden
syns liknande oscillationer som i Figur 12.

Noggrannheten i tidsutvecklings-metoden ar bestdmd av en rad parametrar och det &r inte trivialt
hur dessa skall véiljas for att minimera felet givet en viss berdkningskapacitet. Antalet partiklar som
forflyttas ar direkt kopplat till diskretiseringen av fasrummet och paverkar hur vil initialférdelning kan
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approximeras. Upplosningen av rz-planet paverkar storleken pa felet i inter- och extrapoleringar av po-
tentialen. Slutligen paverkas ocksa tidsteget noggrannheten i forflyttningen av partiklar. I Figur 12 ses
att den totala energin okar. Detta ar ett méatt pa hur stort det numeriska felet d&r da vi behandlar ett
slutet system. Notera att 16sningen visualiserad i Figur 12 inte &r helt periodisk. Om detta &r en numerisk
artefakt eller en egenskap av en &kta 16sning kan vi inte sluta oss till med noggrannheten i simuleringen.

Inga enheter visas pa tidsaxeln men partiklarnas genomsnittliga forflyttning berdknas vara runt 9
ganger galaxens radie, alltsd uppskattningsvis ett par teross-

Det gér inte att undersoka stabiliteten hos losningarna till det kopplade VP-systemet presenterade i
7.1 och 7.2 utan att genomféra tidsutvecklingen av dessa l6sningar explicit, pd samma sétt som fér den
toroidala 16sningen i Figur 12.

7.6 Jamforelse med observationer

Rubin et al. presenterar i [rubin| observation-
er av rotationskurvor for ett antal spiralgalaxer 300
daribland galaxen NGC 7217'. I en lista med

noteringar kring de studerade galaxerna beskrivs

NGC 7217 som "Filamentary, tightly wound spi- 9250
ral arms, big bulge galaxy”(V. Rubin 1982, s.441
[rubin]). En ansats tillimpas pa VP-systemet {or
en disk med en central utbuktning for att hitta en

= 200
statisk 16sning med en rotationskurva som stim- %
mer 6verens med den observerade for NGC 7217. 2
I Figur 13 presenteras rotationskurvan fér den- S 150

na l6sning tillsammans med observationsdata av
NGC 7217 hdmtad fran [rubin]|.

I avsnitt 2.2 presenteras VP-systemet pa di- 100
mensionslos form. Den enda fysikaliska konstant
som upptrader i systemet, G, normaliseras till 1.
Vi kan séledes fritt vilja enheter for tid, langd 50 | | | | | | |
och massa salinge G = 1 uttryckt i dessa en- 0 2 4 6 8 10 12 14
heter. Uttryckt i enheter vanliga inom astronomin r (kpe)
ar G = 4.30091-107° kpc M(Bl(km/S)Z'lB I Figur 13 Figur 13: Disk med central utbuktning dar My = 0.3, M2 =
ar enheten for lingd vald sa att radien for 16snin-  0.0815, k; = 0.0, ko = 3.5, 11 = 1.0, Iz = 0.0, Eo,1 = —0.1075,
gen sammanfaller med den observerade galaxradi- Eo,2 = —0.19, Q1 = 1.0, Q2 = 0.0. Figuren visar berdknad
en, och enheten for hastighet vald s& att 16snin- rotati.ons.l.(urva (he.ldragen) tillsammans med observerade .Vé'il‘—
. . e s den tillhérande spiralgalaxen NGC7217 (kryss), med angiven
gens rotationshastighetskurva ar i héjd med de .o g — 15.1kpc, himtad fran [rubin].
observerade rotationshastigheterna. Detta val av
enheter implicerar en enhet for massa. Genom att uttrycka Mj + Ms i denna enhet erhalls en prediktion
av galaxens massa, Mro17 = 1.4938 - 10! M. Rubin et al. uppskattar massan for NGC med hjilp av
den observerade rotationskurvan till Mya;7 = 2.27 - 101 M, [rubin]!®. Trots osiikerheter i hur massan
beréknas ser vi att denna metod ger ett svar i en &verensstimmande storleksordning. Mer intressant
ar att modellen Gver huvudtaget kan generera en rotationskurva lik den observerad i [rubin]|, dessutom
utan inférandet av moérk materia i modellen. Losningen bestéar i sin helhet av en disk med en central
utbuktning vilket &r hur NGC 7217 beskrivs av forfattarna.

8 Framtida utvidgningar av projektet

Inférandet av en central utbuktning och en halo av moérk materia i den modell som presenterades i [1]
har lett till flera intressanta resultat. Jimforelser med observationer visar att utvecklingen av modellen &r
ett steg i rétt riktning for forstaelsen av galaxer och deras rotationskurvor. Resultaten visar dven pa att
det finns mycket kvar att undersdka och brister i modellen har lyfts fram. I det hér avsnittet diskuteras
fragestallningar som véckts under projektet.

Studien har endast berért en typ av ansats for férdelningsfunktionen f. Ansatsfunktionen avgransar
storleken pa galaxerna genom att séitta en gréns pa energin, Ejy. Vid galaxens kanter ndrmar sig den

NGC, A New General Catalogue of Nebulae and Clusters of Stars, 4r en astronomisk katalog sammanstalld av J.L.E
Dreyer ar 1888.

15En solmassa ar definierad som 1 Mg = 1.98847 - 103° kg, och en kiloparsec, 1kpc = 3.08567758 - 1019 m.

161 [rubin2] uppskattar samma forfattare massan for NGC 7217 till M7217 ~ 1.5-10'! M baserat pa snarlik rotationsdata.
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potentiella energin Fy och den kinetiska energin gar saledes mot noll, darmed kan inte cirkulédra rota-
tionskurvor existera i detta omrade. Att 6ka existensomradet for cirkuldra rotationskurvor har varit ett
fokus i detta arbetet men inga av de resultat som erhallts har haft cirkuldra rotationskurvor langre ut &n
70% av totala radien for galaxen. Ingen av de galaxer som modellerats har haft platta rotationskurvor for
medelhastigheten (vg) for stjirnor i galaxen, se Figur 11, vilket &r en stor brist for modellen. Det dr en
intressant utvidgning av projektet att testa om andra ansatsfunktioner kan 16sa dessa problem. Vart att
notera ar ocksa att alla statiska axisymmetriska l6sningar till Vlasov-Poissonsystemet inte kan studeras
med ansatser endast beroende av F och L, d& det i allménhet finns fler rorelseintegraler. Dessa antar
dock séllan analytiska uttryck och &r darfor mycket svara att inkludera, se s.156 [3].

Tester for stabilitet av de statiska l6sningarna har enbart gjort med toroidala initialvillkor. Detta
eftersom koden som anvénts inte kan hantera partiklar i galaxens centrum pa ett bra sétt. Det &r intressant
att utveckla en variant av Particle-in-cell-metoden som kan tidsutveckla de galaxer som presenteras i
rapporten for att testa deras stabilitet. Detta innebar férmodligen att anvinda en numerisk metod for att
16sa Newtons rorelseekvationer i cylindriska koordinater som kan hantera partiklar néra origo. Ett exempel
pa en sddan metod har utvecklats for plasmamodellering och beskrivs av Delzanno och Camporeale i [7],
men inte lyckats implementeras av forfattarna till detta projekt.
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A Harledning av potentialen i cylindriska koordinater

Vi vill hitta ett uttryck fér en tidsoberoende potential U skriven i cylindriska koordinater. Vi utgéar darfor
fran (2.8) och tar bort tidsberoendet.

v - [ LY ay, (A1)

Ix —yl
3

dér p(r, z) = p1(r)d(z) + p2(r, z). Punkten x uttrycks nu i de poldra koordinaterna (r, 0, z) for att kunna
utnyttja potentialens axisymmetri pa foljande satt.

Ux)=U(r,0,2) =U(r,0,2) :=Ul(r, 2). (A.2)

Integrationsvariabeln y i (A.1) uttrycks nu ocksd i poldra koordinater y := (s, ¢, (). Detta ger oss att
avstandet i kvadrat mellan en punkt x = (r,0, z) och y kan skrivas som

Ix —y|* = (r — scosp)® + (—ssin )’ + (z — ¢)* =
=(r+s)’ —47“50052%—1—(2—02 = ((r+s)2 + (z—C)Q) [1 — k? cos? %} ,

(A.3)
b — 2./rs
Vi +9° + (=)
Genom att tillimpa forsta ordningens elliptiska integral,
1
0<¢<, A4
O/W_gwm =6 (A4
foljer det med substitutionen ¢ = cos £ att
oo oo 2T ( C)
sp(s,
voo= [ [ [ 59 s
2 (r0,2) —y] 9%
0 —oc0 0
co o0 2w d
_ _/ / IS — / —Cdcds (A.5)
0 —oo \/(7'+3) +(=¢"% V1- R cos? 5
- _4// 5p(5,¢) K (k)d¢ds.
2 2
0 oo \(r+s) +(2-0)

Vi paminner om att masstétheten ges av p(r, z) = p1(r)d(z)+p2(r, ). Vilater U(r, z) = U1 (r, 2)+Ua(r, 2)
déar U; och Us ar bidraget fran p; och py respektive. Insattning ger da att

o}

Us(r,2) = —40/ \/(:iﬁ (kleo) (A.6)
(r,2) = 477 sp2(s,¢) K (k)d¢ds. (A7)

Ofw\/r+s zfg)
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B Kompletterande figurer
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Figur 14: Disk med omslutande halo ddr My = 0.1, M> = 0.5,k1 = 2.0,l1 = 1.0,Q1 = 2.0, Ep,1 =
—0.08,k2 = 0.0,i2 = 0.0,Q2 = 0.0, Eg,2 = —0.05. Figurerna visar densiteten fér disken, densiteten
for utbuktningen ldngs z = 0 och rotationshastigheten for testpartiklar i potentialen ldngs disken.
Rotationskurvan slutar dér disken slutar. Omradet med existens av singuldra banor ar [0,0.61Rmax]
eller [0,0.95Rg99%]

x 103

]

0.5

Figur 15: Halon tillhérande I6sningen i Figur 14. Figuren visar densiteten i halon dir den singuldra
diskens utstrdckning dr markerad med en vit linje.
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Figur 16: Tidsutveckling av en statisk 16sning given av parametervalen M2z = 0.5, Eg 2 = —0.04, k2 =
0.0,l2 = 0,0,Q2 = 0.0,C = 1.0. Till vinster visas densiteten for olika radier vid z = 0 vid olika tider.
Till héger visas kinetiska (T), potentiella (U) och totala (E) energin vid olika tidpunkter. Runt 4.6
miljoner partiklar anvédnds for att approximera fasrumsfordelningen.
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