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Sammandrag

Den partiella differentialekvationen (PDE) for varmeledning beskriver hur virme
sprids genom ett medium. Att l6sa det stationdra varmeledningsproblemet inverst,
det vill sdga losa ut den bakomliggande varmediffusiviteten fran temperaturfiltet,
kan bli berdkningstungt och kénsligt for brus. Syftet med detta kandidatarbete ar att
utreda mojligheterna till att i stéllet trana ett neuronnét, mer specifikt ett Physics-
Informed Neural Network (PINN), till att prediktera varmediffusiviteten. Vidare har
samma metod implementerats pa PDE:n som beskriver varmetransport i biologisk
vavnad, Pennes bioheat-ekvation, dar dess parametrar har predikterats med PINN.
Att kunna bestdmma parametrarna i Pennes bioheat-ekvation kan potentiellt ha
medicinska tillimpningar som exempelvis hypertermibehandling av cancertumorer.
Resultatet av arbetet visar att det ar mojligt att trana PINN till att med viss pre-
cision kunna prediktera varmediffusiviteten fran en given temperaturdistribution,
bade i en och tva dimensioner. Vidare har det visats att PINN presterar battre &n
den mer konventionella finita differensmetoden (FDM) da brus inférdes i tempera-
turdata. Dessutom visar resultatet att det ar mojligt att trana PINN att prediktera
parametrarna i Pennes bioheat-ekvation med viss precision. For framtida studier
hade ytterligare tillimpningar kunnat understkas samt att optimera neuronnatens
arkitektur och struktur. Dessutom hade problemet kunnat expanderas till tre di-
mensioner.

Nyckelord: PINN, neuronnét, maskininlarning, virmeledning, virmetransport, in-
versa problem, hypertermibehandling.



Inverse Heat Transfer Problems with Physics-Informed Neural Networks (PINNs)
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Abstract

The partial differential equation (PDE) for heat conduction describes the propaga-
tion of heat through a medium. Inversely solving the stationary heat transfer pro-
blem, i.e. determining the underlying thermal diffusivity from the given temperature
field, may be computationally expensive and sensitive to measurement noise. The
purpose of this Bachelor’s thesis is to investigate the feasibility of instead training
a neural network, more specifically a Physics-Informed Neural Network (PINN), to
predict the thermal diffusivity. Furthermore, the same method was applied to the
PDE describing heat transfer through biological tissue, Pennes’ bioheat equation,
where its governing parameters were determined using a PINN. Predicting the para-
meters of Pennes’ bioheat equation could potentially have medical applications such
as hyperthermia treatments of cancerous tumours. The results of the project show
that it is possible to train a PINN to, with some precision, correctly predict the ther-
mal diffusivity from a given temperature field — both in one and two dimensions.
Further, the results also show that a PINN performs better than the more conven-
tional finite difference method (FDM) when noise is introduced to the temperature
data. Similarly, the results show that it is feasible to train a PINN to predict the
parameters of Pennes’ bioheat equation with some precision. Future studies on the
topic could investigate additional applications of the method, as well as optimize the
architecture and structure of the neural networks. Lastly, the problem could also be
investigated in three dimensions.

Keywords: PINN, neural network, machine learning, heat conduction, heat transfer,
inverse problems, hyperthermia treatment
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Denna rapport presenterar resultatet av vart kandidatarbete, utfort vid Institutio-
nen for Mekanik och Maritima vetenskaper under varen 2026. Uppdraget bestéalldes
av handledare Lars Davidson som vi i projektgruppen vill rikta ett stort tack till for
all stottning och hjalp langs viagen. Vi vill dven tacka examinator Niklas Andersson
for granskning och bedéomning av arbetet.
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Begreppslista

Nedan ar en lista over akronymer och begrepp som anvants i rapporten, listade i
alfabetisk ordning. Hanvisningar till begreppslistan kommuniceras lopande genom
texten med hjalp av kursiv stil.

Aktiveringsfunktion

Avkodande niva

Bakatpropagering

Batchning

Berakningsnat

Bias

Brygga

CNN
Direkt problem

Dirichlet-randvillkor

Djupa neuronnét

Epok

FDM

En funktion som berdknar utvardet for en nod baserat pa dess
vikter och troskelvarden.

Den del av natverket dar den rumsliga upplosningen byggs
upp igen. (eng. decoding level).

Anvandande av kedjeregeln for att berdkna derivatan av kost-
nadsfunktionen med avseende pa vikterna.

Uppdelning av traningsdatan i delmangder som alla anvands
for att uppdatera vikterna.

En uppséttning punkter for att approximera losningar till dif-
ferentialekvationer med numeriska berdkningar (eng. mesh).

Se Troskelvirde (eng. bias).

Den centrala och mest komprimerade delen av U-Net-
strukturen, dar upplosningen ar som lagst och antalet kanaler
som storst.

Faltande natverk. Typ av neuronnat.

Ett problem déar den styrande ekvationen och dess parametrar
ar kidnda och 16sningen, exempelvis temperaturfaltet, berak-
nas.

Randvillkor av typen f(z) = D(x).

Ett neuronnit med ett eller flera gobmda lager mellan indata
och utdata.

En fullstandig genomgang av hela traningsdatasetet genom
inldrningsalgoritmen.

Finita differensmetoden. Numerisk berdkningsmetod for
PDE:er.
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FEM

Framatriktat neuronnét

FVM

Forlustfunktion

Forsvinnande gradienter

Hypertermibehandling

Inlédrningshastighet

Inversa problem

Kanal

Kodande niva

Kostnadsfunktion

Gradientnedstigning

Neuronnét

MSE

Neumann-randvillkor

PDE

Perfusion

Finita elementmetoden. Numerisk berakningsmetod for
PDE:er.

Ett neuronnét dar informationen gar i en riktning, fran indata
till utdata, utan aterkoppling.

Finita volymmetoden. Numerisk berdkningsmetod for
PDE:er.

Se kostnadsfunktion.

Nar gradienten av kostnadsfunktionen med avseende pa en
vikt blir 0 eller mycket nara 0, vilket resulterar i att vikten
inte langre uppdateras.

Behandlingsmetod déar vavnad varms upp for att skada tu-
morceller i samband med cancerbehandling.

En hyperparameter som beskriver hur mycket gradienten av
kostnadsfunktionen paverkar viktuppdateringar.

Problem dér orsaker eller parametrar bestdms utifran obser-
verade resultat, exempelvis bestamma materialegenskaper ut-
ifran ett temperaturfalt.

En kanal i ett faltande natverk ar ett helt tvadimensionellt
falt. Varje kanal innehaller alltsa ett varde i varje rutnéts-
punkt.

En del av natverket dar den rumsliga upplosningen reduceras
samtidigt som antalet kanaler ofta 6kar. (eng. encoding level).

Skaldr funktion som méter hur bra nitverket presterar.

En algoritm som numeriskt forsoker hitta kostnadsfunktio-
nens minimum genom att motsatt folja funktionens gradient.

En modell bestaende av sammankopplade lager av noder med
traningsbara parametrar, som anvénds for att approximera
samband mellan indata och utdata (eng. neural network).

Vanligt forekommande kostnadsfunktion som bestar av medel-
vardet av kvadraten av skillnaden mellan modellprediktionen
och det korrekta vérdet.

Randvillkor av typen f’(z) = N(x) pa randen av omradet dér
PDE:n loses.

Partiell differentialekvation. Differentialekvation innehallan-
des derivator med avseende pa fler an 1 variabel.

Genomstromning av blod i biologisk viavnad.



PINN
Pooling

Regularisering

Robin-randvillkor
Skip connection
Stokastisk
gradientnedstigning

Troskelviarde

U-nét

Uppsampling
Vikt
Varmediffusivitet
Varmeledning

Overanpassning

Physics-Informed Neural Network. Neuronnat som tar hansyn
till fysikaliska samband.

En operation som minskar den rumsliga upplosningen i ett
falt for att skapa en mer kompakt representation.

Ett bidrag till kostnadsfunktionen bestaende av en norm av
samtliga vikter i natverket for att minska risken for éveran-
passning.

Randvillkor av typen a(z) f(x)+b(x)0, f(x) = R(z) pa randen

av omradet dar PDE:n l6ses, dar 0, dr normalderivatan.

En direkt koppling mellan tva nivaer i ett neuronnat, exem-
pelvis mellan den kodande och avkodande delen i ett U-nat.

Stokastisk gradientnedstigning ér en iterativ process dar gra-
dienten approximeras for en delméngd av traningsdatan.

Ett numeriskt virde som kan justera utvirdet for en neuron
oberoende fran kopplingar i féregaende lager.

En faltande neuronnéatsstruktur med en kodande del, en bryg-
ga och och en avkodande del, dar skip connections anvinds
mellan kodande och avkodande del.

En operation som okar den rumsliga upplosningen i ett félt i
syfte att aterskapa ett utdatafilt med 6nskad storlek.

Det numeriska viarde som definierar styrkan pa kopplingen
mellan neuroner i olika lager.

En materialparameter som beskriver hur fort temperaturfor-
andringar sprids i ett material.

Transport av viarme i ett material pa grund av temperatur-

skillnader.

Nar modellen inte langre lar sig generella monster och i stallet
memorerar traningsdatan.
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Nomenklatur

Nedan ar nomenklaturen for index, uppséattningar, parametrar och variabler som
har anvénts genom hela rapporten.

Indexering

i?j ) k7l 7m7n

7
Parametrar
Allmant

t

N

(z,y)

h
Neuronnat

wij

W

L

A

0;

S

S

Generella diskreta index

Superskript som betecknar ett godtyckligt traningsmonster

och variabler

Tid [s]
Totala antalet noder
Kartesiska koordinater i doméan

Avstand mellan noder i berdkningsnét

Vikt for neuron i, i lager j

Viktmatris for neuroner

Forlust for neuronnat

Viktning av forlust for neuronnét
Troskelvéirde for neuronaktivering
Signaler i neuronnét

Tillstandsvektor for signaler i neuroner
Aktiveringsfunktion

Lokalt falt for neuron 1

xiii
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Inlérningshastighet

Utsignal fran utsignalsneuron ¢ fér monster p
Utsignal fran dold neuron j

Onskat méalvirde for neuron ¢ och ménster p
Indatamonster

Viktat fel for utsignalsneuron m vid monster p
Bakatpropagerande fel till dold neuron m
Aktivering for neuron j i lager [
Energifunktion tillika kostnadsfunktion
Antal lagrade monster

PDE-residual

Antal punkter for utviardering av MSE
Fysikaliska parametrar i PDE
Differentialoperator i PDE

Nétverkets approximation av faltvariabeln u

Varmediffusivitet [m?/s]

Temperatur [K]

Vérmeproduktion [W/m?]
Viarmeledningskoefficient [W/(m K)]
Perfusionsparameter [W/(m?® K)]

Blodets densitet [kg/m?|

Specifik varmekapacitet i blod [J/(kg K)]
Perfusionshastighet i blodet [s7!]
Blodets temperatur i artérerna [K]
Densitet [kg/m?

Virmeproduktion fran metabolism [W/m3]
Varmeflodestathet [W/m?]
Standardavvikelsen av temperaturfaltet

Medelvérdet av temperaturfiltet
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Figurer

Schematisk illustration av en McCulloch-Pitts-neuron, baserad pa [15]. Neuronen
summerar insignalerna s;(t) vid det diskreta tidssteget ¢ som viktas med fakto-
rerna w;; vilka &mnas motsvara de synaptiska kopplingarnas olika styrkor i ett
biologiskt nervsystem. Dérefter avges en aktiv eller inaktiv respons beroende pa

om summan Overstiger troskelvirdet 6; med hjilp av aktiveringsfunktionen sgn.

Signum-funktionen applicerad pa argumentet b som motsvarar den viktade sum-
man av alla signaler fran féregdende neuroner j subtraherat med troskelvardet
0;. . .

En perceptronenhet, enklaste formen av neuronnét framtagen av McCulloch och

Pitts. Kunde anvéndas for att 16sa enkla bindra klassificeringsproblem [15] .

En kombination av tva perceptronenheter skapar i den ovanstaende konstellatio-

nen ett av de forsta exemplen pd djupa neuronnét [15]. .

Genom att kombinera fler perceptronenheter kan mer komplexa neuronnét kon-
strueras. De grona neuronerna motsvarar insignalsneuronerna och indexeras med
k, de blaa kategoriseras som dolda och indexeras med j och de réda motsvarar

utsignalsneuronerna, indexerade med 3.

Aktiveringsfunktionen sigmoid, traditionellt sett betecknad med o(b) med det
lokala faltet b.

Aktiveringsfunktionen tanh(b) som likt sigmoid ar en av de historiskt mest stu-
derande aktiveringsfunktionerna och har varit avgoérande for maskininldrningens
utveckling [15]. .

Aktiveringsfunktionen ReLU, som genom att returnera argumentet b for alla po-

sitiva virden hanterar problemet med férsvinnande gradienter.

Aktiveringsfunktionen Leaky ReLU &r en adaption av ReLLU som adresserar pro-
blemet med déda neuroner genom att returnera ett nollskilt virde &ven fér nega-

tiva argument b.

GELU ér en aktiveringsfunktion som delar samma karaktaristik som ReLU for
stora positiva och negativa argument men som ocksa bidrar med en kontinuerligt
deriverbar 6vergang mellan b < 0 och b > 0.

Aktiveringsfunktionen Softplus, som med férdel kan anvdndas i specifika appli-

kationer dar utviardena fran neuronlagret inte ska kunna anta negativa varden.

Generaliserad nétstruktur for ett godtyckligt antal lager m och neuroner n. Notera
att antalet neuroner for ett specifikt lager ocksa kan véljas godtyckligt. Olika lager

kan alltsa innehéalla olika manga neuroner. .

10

13

14

15

15

16

17

17
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Figurer

2.13 En visualisering av den specifika neuronnitsarkitekturen "U-N&t” med den ko-
dande och avkodande delen markerade. Aven bryggan och exempel pa skip con-

nections ar inritade. . . . . . . . L L o L L L Lo e e e

3.1 Visualisering av lagerna i arkitekturen for det PINN som anviindes for att 16sa
det inversa problemet i 1D. . . . . . . . . . . .. L. L0

3.2 Schematisk visualisering av den U-néit-arkitekturen som anvindes i 2D-fallet. In-
datan bestod av tre kanaler: det normaliserade temperaturfaltet Tyo,m samt ko-
ordinatkanalerna x och y. I den kodande delen reducerades den rumsliga upplos-
ningen genom pooling, samtidigt som antalet kanaler kade fran 16 till 32 och
dérefter 64 i bryggan. I den avkodande delen aterstélldes upplosningen genom
uppsampling. De streckade pilarna visar skip connections, vilka for éver lokal in-
formation fran den kodande delen till den avkodande delen. Vid sammanfogning
kombineras informationen fran skip connection med den uppsamplade represen-
tationen innan nésta faltande block. Det avslutande lagret ger ett enkanaligt falt
motsvarande QpINN. - « « « « ¢ e e e e e e e e e e e e e e e e e

3.3 Stencilen som beskriver nodernas placering och var virdena for T samt 2% &r be-
raknade i forhéallande till varandra. De storre punkterna motsvarar faktiska noder
i berdkningsnétet, medan de mindre punkterna endast visualiserar var derivatan
berdknas och existerar inte i berdkningsnatet. . . . . . . . . . . ... L.

3.4 Stencilen som anviindes for diskretiseringen av virmeledningsekvationen i 2D.

4.1 Historik éver kostnadsfunktionen for PINN:et. "DE” motsvarar PDE:ns bidrag
till kostnadsfunktionen, "Data” motsvarar kostnadsbidraget fran summan av det
relativa och absoluta felet for modellprediktionen och "Ovriga bidrag” bestr av
en regulariseringsterm. . . . . . . . . L L L L0000 e e e

4.2 Resultatet frin PINN och FDM for o* =1+2/3. . . . . . . . . . . . . . ..

4.3 Resultatet frin PINN och FDM foér o = 1+ exp(—10(z — 0,4)%)/2 — z?/3.

4.4 Resultatet fréin PINN och FDM for o* =1 +sin(62%)/10. . . . . . . . . . ..

4.5 Resultatet frin PINN och FDM for o = 1+ sin(62?)/10+z/3. . . . . . . . .

4.6 Konstant a* = 0,01 for FDM med 100 noder. . . . . . . . . . . . . . . . ..

4.7 Resultatet frin PINN dér o* =1+2/3. . . . . . . . . . . . .. ... ..
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4.9 Resultatet frin PINN dér o* = 1+sin(622)/10. . . . . . . . . . . . ... ..

4.10 Resultatet frén PINN dér o* =1 +sin(62%)/10+2/3. . . . . . . . . . .. ..

4.11 Resultatet frdn PINN dir a* = 1+ sin(62?)/10 och likformigt brus pa upp till
+0,5 % adderats. . . . . . .. L.

4.12 Resultatet frdn PINN dir o* = 1 + sin (6:82)/10 och likformigt brus pa upp till
+1 % adderats. . . . ... L L L e e

4.13 Resultatet fran PINN dir a* = 1 + sin(62?)/10 och likformigt brus pa upp till
+2 %adderats. . . . .. L. oL e

4.14 Valideringsexempel 1 fér modellen med Appg = 0,00. Delfigur a) visar det exakta
varmediffusivitetsfaltet amxake och b) visar modellens predikterade falt apinn.
Dessa tva delfigurer visas med samma fargskala for att underlatta jamforelse.
Delfigur c) visar temperaturfiltet Tppy som anvéandes som indata till modellen,

och d) visar det relativa felet mellan agxakt och apinn. .+« .« © o o o o oL
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Figurer

4.15

4.16

4.17
4.18

4.19

4.20

4.21
4.22

4.23

Valideringsexempel 2 for modellen med Appg = 0,00. I a) visas det exakta a-filtet
fran den genererade datan och i b) visas motsvarande PINN-prediktion. Delfigur
¢) visar det tillhorande temperaturfiltet Trpnm, vilket dr modellens huvudsakliga

indata tillsammans med koordinatinformation. Delfigur d) visar det relativa felet

och synliggér var i doménen avvikelsen mellan exakt och predikterat a-filt dr storst. 45

Resultat for det specialkonstruerade testfallet blandat for modellen med Appg =
0,00. Delfigur a) visar det exakta viarmediffusivitetsfiltet amxakt, medan b) visar
modellens prediktion apinn. Delfigur c) visar temperaturféltet Trpy som berik-
nats fran det exakta a-filtet, och d) visar det relativa felet. Testfallet innehaller
bade mjuka variationer och skarpare lokala strukturer, vilket gor det l&mpligt for

att bedéma modellens generaliseringsformaga. . . . . . . . . . ... 0oL
Tréningshistorik féor modellen med Appg =0,00. . . . . . . . . . . . . . ...

Valideringsexempel 1 for modellen med Appg = 0,50. Delfigur a) visar det exakta
virmediffusivitetsfiltet apyake och b) visar det av PINN-modellen predikterade
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Inledning

Partiella differentialekvationer (PDE:er) 4r matematiska samband som kan anvin-
das for att beskriva allt fran naturliga processer som fluidstromning, virmeoverforing
och vagutbredning till finansiella modeller och populationsdynamik [1] [2]. Med tan-
ke pa den centrala roll som PDE:er spelar i manga tillaimpningar ar utvecklingen
av effektiva 1osningsmetoder av stor betydelse. Pa grund av komplexiteten i manga
av de system som kan beskrivas av PDE:er gar det inte att 16sa dessa ekvationer
analytiskt, utan olika numeriska berdkningsmetoder behovs. Dessa metoder ér ofta
berdkningstunga och tidskrdvande. Darfor &r metoder som kan gora berdknings-
processen lattare efterfragade. En sadan metod skulle kunna vara Physics-Informed
Neural Networks (PINN).

Ett neuronndt ar grunden i en maskininldrningsmetod som bygger pa att neu-
roner aktiverar varandra, likt hur ett biologiskt nervsystem fungerar [3]. I ett ar-
tificiellt neuronnédt sammankopplas neuroner av funktioner med olika wvikter och
troskelvirden, &ven kallade biaser (fran engelskans bias). Genom att strukturera
dessa neuroner i lager kan natverket, genom att justera vikter och troskelvirden,
generera ett resultat utifran given indata. For att skatta kvaliteten pa resultatet
fran neuronnéatet anvinds en kostnadsfunktion som ocksa ligger till grund for hur
vikter och troskelviarden justeras under iterationerna. En kostnad, eller forlust, ar
ett matt pa hur langt ifran det faktiska vardet resultatet fran neuronnéitet ar och
berdknas med kostnadsfunktionen. [4].

Ett PINN skiljer sig fran ett vanligt neuronnét pa séittet att det innehaller
ytterligare bidrag till forlusten utifran kdnda fysikaliska egenskaper om systemet
[5]. Matematiskt kan forlusten beskrivas som

L = MataLdata + A\ppELPDE + ABcLBC (1.1)

dér Lgata ar kostnaden fran att ndtverkets resultat avviker fran den korrekta datan.
Lppg och L i sin tur skattar fel mot den fysik som man vill att systemet ska
uppfylla, dar Lppg ar kostnaden fran PDE:n och Lpc ar kostnaden fran randvill-
koren. X\ ar vikter for respektive kostnad for att kunna reglera deras bidrag till den
totala kostnaden £. Genom att introducera fysikinformationen i natverkstraningen
kan man skapa ett neuronnat som konvergerar till ett fysikaliskt stringent resultat
och kan darfor tillimpas for att 16sa komplexa fysikaliska problem.

For att 16sa PDE:er inom bland annat fluidmekanik [6], kvantmekanik [7] och
varmetransport [8] har PINN sett allt fler tillimpningar de senaste aren. En fordel
med PINN jamfort med traditionella numeriska metoder sasom finita elementme-
toden (FEM) ar att PINN kan producera en kontinuerlig 16sning utan att vara
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beroende av ett diskretiserat berdkningsnat [9]. Vidare kan PINN hantera situatio-
ner med brusig eller ofullstiandig data, framfor allt om PINN kombineras med andra
nétverksmetoder som faltande ndtverk (CNN) [10]. FEM kan exempelvis inte heller
anvandas for att 16sa inversa problem (utan maste kombineras med andra metoder)
[11]. For dessa problem &r det darfor lampligt att utnyttja PINN. Ett inverst pro-
blem definieras som processen att fran observerad data bestdmma faktorerna som
har orsakat den [9]. Detta kan exempelvis innebéra att bestdmma okénda paramet-
rar i en PDE utifran data, vilket ar vad detta arbete &mnar gora.

Att kunna ta reda pa parametrarna i de differentialekvationer som styr var om-
givning har manga applikationer, inte minst for varmetransport. Att kunna bestam-
ma exempelvis virmeledningskoefficienten kan inom materialteknik vara intressant
for att battre forsta ett material [11]. Invers PINN har ocksa tillimpningar inom
biomedicin dar det kan anvandas for att bestdmma egenskaper hos biologisk viavnad
som i sin tur kan anvindas for behandling av cancer. Hypertermibehandling ar en
behandlingsmetod for cancer dar tumorvavnad varms upp sa att den dor, utan att
skada frisk vavnad [12]. Precisionen i att astadkomma rétt temperatur, pa ratt plats,
under rétt tid dr dock svar [13]. Denna behandling skulle dérfor kunna forbattras
genom mer kinnedom om de parametrar som styr varmetransporten i viavnaden.
Varmetransport i biologisk vavnad kan modelleras som en summa av varmeledning
och perfusion, en typ av konvektion som orsakas av att varme transporteras med
blodflodet [14].

1.1 Syfte

Syftet med detta arbete ar att testa och utreda huruvida PINN kan anvindas for
att inverst bestdmma okédnda parametrar i PDE:er som beskriver varmetransport
fran en temperaturfordelning. Initialt ska anvandningen av PINN for att predikte-
ra varmediffusivitet for varmeledningsproblem i en och tva dimensioner utforskas.
Sedan utforskas om nétverket kan modifieras for att dven kunna prediktera perfu-
sionstermen i PDE:n som beskriver varmetransport i biologisk vavnad.

1.2 Mal

Malet med detta arbete ar att konstruera PINN-modeller som utifran en tempera-
turfordelning kan prediktera den bakomliggande virmediffusiviteten i bade en och
tva dimensioner. Ett ytterligare mal har varit att anvidnda denna metodik for att
bestamma bade varmediffusivitet och perfusionsterm fér den PDE som beskriver
viarmetransporten for en forenklad modell av en cancertumor i biologisk vavnad.

1.3 Avgransningar

For att gora projektet genomforbart inom ramen for ett kandidatarbete kommer ett
flertal avgridnsningar att goras. En avgransning kommer vara att alla PDE:er som
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ska undersokas under projektets gang kommer att begransas till en- och tvadimen-
sionella problem i syfte att minimera datorbaserad berdkningstid. Aven randvillko-
ren kommer hallas enkla for att minimera berdkningstiden, déarav utforskas endast
Dirichlet-, Neumann- och Robin-randvillkor.

Projektet begransas dessutom pa grund av att inversa problem for stationara
temperaturfilt ofta ar daligt konditionerade. Vad detta betyder ar att sma stérningar
i matdata, exempelvis matbrus eller diskretiseringsfel, kan ge stora forandringar i
det rekonstruerade a-faltet. Av denna anledning kommer projektet forst och framst
halla sig till att endast utveckla PINN-modeller som predikterar o for ett stort antal
datapunkter opaverkade av brus.

Neuronnat av den typ och storlek som har anvants kraver mycket datorresur-
ser och tid for att trdnas. Av denna anledning har arbetet behovt begrinsas till
enklare geometrier som rektanguldra defekter eller matematiska funktioner. Hyper-
parameteroptimering féor PINN-modellerna kommer endast att goras i en begransad
utstrackning for att uppna stabil konvergens snarare én maximal precision eftersom
malet ligger mer i riktningen av att undersoka genomforbarheten &n att maximera
prestandan.

Slutligen kommer inga praktiska experiment att genomforas for att validera
modellerna mot verkligheten pa grund av att tillgang till ratt utrustning saknas.
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Teori

I f6ljande avsnitt presenteras den relevanta teorin for projektet. Inledningsvis forkla-
ras grundlaggande hur neuronnit dr uppbyggda och dess ingaende delar. Darefter
beskrivs numeriska metoder for 16sning av PDE:er och till sist forklaras fysikaliska
samband sa som olika typer av virmetransport.

2.1 Neuronnat

Att artificiellt forsoka aterskapa det biologiska neuronnétet har varit centralt for
utvecklingen av maskininldrning och ar fran boérjan helt inspirerat av hur det bi-
ologiska nervsystemet bearbetar information. En av de forsta och mest framsta-
ende modellerna for att forsoka aterskapa en biologisk neuron ér den sa kallade
McCulloch-Pitts-neuronen 2.1 [15].

Figur 2.1: Schematisk illustration av en McCulloch-Pitts-neuron, baserad pa [15]. Neuronen
summerar insignalerna s;(¢) vid det diskreta tidssteget ¢ som viktas med faktorerna w;; vilka
dmnas motsvara de synaptiska kopplingarnas olika styrkor i ett biologiskt nervsystem. Dérefter
avges en aktiv eller inaktiv respons beroende pa om summan 6verstiger troskelvardet 6; med hjalp
av aktiveringsfunktionen sgn.

Modellen som McCulloch och Pitts tog fram aterger hur den utgaende signalen fran
en given neuron i kan beskrivas som en viktad summa av utsignalerna fran neuro-
nerna j, dar j € 1,2,..., N for ett godtyckligt antal neuroner N. Efter att en signal
s;(t) multiplicerats med motsvarande vikt w;; subtraheras ett troskelviarde 6; som
ocksa ar specifikt for den givna neuronen i. Summan av alla produkter av insignaler
s;(t) och vikter w;; efter subtraktion av troskelvirdet 6; kérs sedan genom en sa
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kallad aktiveringsfunktion. I McCulloch-Pitts ursprungliga modell gjordes detta for
att aterskapa det biologiska fenomenet att neuroner antingen ér aktiva eller inaktiva
med en tydlig distinktion. Fenomenet kan observeras genom att studera pyramidala
neuroner hos fiskar med hjilp av elektromagnetiska sensorer och kallas for "spike
train” pa engelska [15]. McCulloch och Pitts valde darfor att anvinda signumfunk-
tionen som aktiveringsfunktion for att forsoka aterskapa just det fenomenet. Det
finns manga olika aktiveringsfunktioner som passar olika bra till olika applikationer
men signumfunktionen var den som bast tycktes aterspegla de biologiska neuroner-
nas beteende. Funktionen ar styckvis konstant och returnerar +1 om argumentet &ér
positivt och -1 om argumentet ar negativt. Med andra ord galler:

-1, b<0,

2.1
+1, b>0. (2.1)

sgn(b) = {

som appliceras pa ett argument b vilket definieras som summan av alla vikter och
insignaler till neuronen ¢ efter subtraktion med troskelvardet.

N
7=1
sgn(b)
+14
' b
-1 +1
-1

Figur 2.2: Signum-funktionen applicerad pa argumentet b som motsvarar den viktade summan
av alla signaler fran féregaende neuroner j subtraherat med troskelvardet 6;.

Tillstandet i neuronen ¢ berdknas sedan rekursivt 6ver diskreta tidsstegt € 1,2, ..., t,
och med endast en uppséattning neuroner, eller ett lager neuroner i enlighet med
McCulloch och Pitts modell enligt foljande [15].

N
si(t 4+ 1) = sgn (Z w;;s;(t) — Hi) = sgn[b;(1)]. (2.3)
j=1
Forhoppningen var sedan att ett antal sammankopplade McCulloch-Pitts-neuroner
skulle ha forutsattningarna att aterskapa samma beteende som kunde observeras hos
de biologiska neuronerna. En central fraga som aterstod att besvara for McCulloch-
Pitts var dock hur vikterna w;; ska valjas och hur nétverket faktiskt skulle kunna
lara sig. Ar 1949 foreslog den kanadensiske neuropsykologen Donald Hebb en prin-
cip som kan sammanfattas med att neuroner som aktiveras samtidigt starker sina
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inbordes kopplingar ("Neurons that fire together, wire together”) [15]. Tillampat pa
McCulloch-Pitts-neuroner kunde detta formuleras som Hebbs regel:

1 P
Wij = —= Z l‘('u)l'(»u), (24)

dar 2 e {—1,+1}" betecknar det lagrade moénstret u av totalt p lagrade monster
och N ar antalet neuroner. Regeln implicerar att vikten w;; blir positiv om neuro-
nerna i och j tenderar att ha samma tillstand i de lagrade ménstren och negativ om
de tenderar att ha olika tillstand. Vikten w;; berdknad med Hebbs regel (2.4) kan
dérefter placeras pa rad ¢ och kolumn j i en viktmatris W av dimension N x N:

wy; Wiz - WIN
1 & T 1 |wa1 W -+ Wan

W= — W) () — — 2.5
WwN1 WN2 *++ WNN

-
dar varje term ) <az(“)) ar en yttre produkt som bildar en N x N-matris. Upp-
dateringsregeln (2.7) kan da skrivas kompakt som en matrismultiplikation foljd av
en komponentvis tillaimpning av signum-funktionen:

s(t+1) =sgnWs(t)], (2.6)

dér s(t) = [sl(t), So(t), ..., sN(t)}T ar tillstandsvektorn vid tidssteg ¢ och signum-
funktionen appliceras elementvis pa den resulterande vektorn Ws(t).

Notera att efter att vikterna ér satta forblir de konstanta under hela inlarnings-
processen och véljs enligt Hebbs regel for att fa neuronerna i natverket att strava
efter att aterga till narmaste lagrade monster. Vikterna ar dessutom symmetriska
enligt (2.4) eftersom w;; = w;; och nétverket ar fullt kopplat vilket innebér att varje
neuron i princip ar kopplad till alla andra. Med vikterna satta enligt Hebbs regel
och med uppdateringsregeln (2.3) erhélls det som John Hopfield populariserade 1982
under namnet Hopfield-nitverket [15].

Om tillstanden eller aktiveringarna s;(t) € s(t) uppdateras samtidigt med
hjélp av den ovan faststallda uppdateringsregeln (2.3) kallas det for en synkron
uppdatering. For ett ndatverk med ett enda lager av N neuroner kan tillstanden éven
uppdateras asynkront vilket innebéar att enskilt utvalda neuroner m kan uppdateras
enligt:

J=1

Sm(t+1) =sgn (Z Wi sj(t)> , (2.7)

medan 6vriga neuronerns tillstand forblir oférandrade. For hela neuronnétet innebér
det att:

WjSi(t) — Op ), fori=m,
si(t+1) = g%] () = 6n) ; (2.8)
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Nétverkets dynamik kan sedan tolkas med hjalp av en kostnadsfunktion:

1
H(S) = —§wa S5iSj, (29)
V]

som Hopfield kunde bevisa var garanterat icke-Okande under den asynkrona upp-
dateringsregeln (2.7). Natverkets dynamik konvergerar darmed alltid mot ett lokalt
minimum for H vilket svarar mot ett lagrat monster eller en forvrangd version av
monstret.

Med ett enda lager neuroner finns dock en fundamental begrinsning. Eftersom
alla neuroner delar samma lager och kopplas tillbaka till varandra finns det ingen
distinktion mellan in- och utlager vilket innebér att natverket &r rekursivt. I prak-
tiken innebar det att nédtverket kan lagra och aterkalla enkla bindra monster men
aldrig genomfora fullstdndiga mappningar fran en insignal till en utsignal som bio-
logiska neuroner kan. Lagringskapaciteten for ett Hopfield-nétverk ar ocksa kraftigt
begriansad och borjar misslyckas med aterkallning av inprogrammerade monster om
antalet monster p = 0,14 N [15]. Eftersom vikterna aldrig uppdateras uteblir ock-
sa ett fundamentalt fenomen som aterfinns hos de biologiska neuronerna, namligen
mojligheten att variera styrkan i kopplingarna mellan sig. Det ar egentligen precis
det vikterna &r d&mnade att aterskapa och i naturen ar dessa hogst plastiska och
andras stidndigt i respons till ny information vilket spelar en betydande roll i hur
biologiska neuronnéat lar sig [15]. Dessa begransningar motiverade utvecklingen av
djupa neuronndt vilket ledde fram till den forsta fundamentala komponenten till
artificiella neuronnét: perceptronen , vilken bestar av totalt tre neuroner i tva olika
lager.

Figur 2.3: En perceptronenhet, enklaste formen av neuronnit framtagen av McCulloch och
Pitts. Kunde anvindas for att 16sa enkla binara klassificeringsproblem [15]

Lagg marke till notationen som anvands for att beteckna positionen for varje neuron
och dess aktivering agl). Indexeringen j definierar positionen vertikalt och superskrip-
tet [ faststéller vilket lager neuronen och aktiveringen tillhor. For att ett neuronnét
ska kunna kategoriseras som djupt behover det ha minst ett lager av dolda neuro-
ner vilket innebar att det resulterande neuronnéatet har ett inlager, ett mellanlager
(dolt) och ett utlager. Djupa neuronnéit kan konstrueras genom att kombinera per-
ceptroner.
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O 0NN
@

Figur 2.4: En kombination av tvi perceptronenheter skapar i den ovanstdende konstellationen
ett av de forsta exemplen pa djupa neuronnét [15].

Med introduceringen av perceptronen och kombinationer av perceptroner kunde
en helt ny kategori av problem losas eftersom neuronnétets insignaler nu kunde
skiljas fran utsignalerna. Mer specifikt kunde nu mappningar och klassificeringar
goras vilket blev startskottet for maskininldrningens explosionsartade utveckling.
Grundidén ar att ett givet monster eller indata x*) bearbetas av nitverket for att
forsoka producera ett vildefinierat énskat resultat t*). Notera héir att superskriptet
w1 anvénds for att kommunicera vilket specifikt traningsmonster indatan, det 6nskade
resultatet och sedan ocksa de producerade utsignalerna hor till. Gor déarfor skillnad
pa den notationen och superskriptet som anvands for att referera till en specifik
neuron agl). I litteraturen ar det denna konvention som anvands sa darfor anvands
den &ven har [15].

l,gﬂ) tgﬂ)
(w) (W)
T t
2 S O A (2.10)
e i

Baserat pa specifika insignaler kommer neuronnétet att producera utsignaler O
som sedan jamfors mot det onskade resultatet. Med andra ord efterstrévas att alla
vikter och troskelviarden w;;, 0; ska resultera i utsignaler O = % for alla olika
indata p och neuroner i. Olika indata z(*) kan alltsa ha olika énskade resultat ¢ for
samma antal datapunkter N och M och darfor ar det viktigt att gora den distink-
tionen. Notera att det endast ar de slutgiltiga neuronernas utsignaler som betecknas
med OZ(“ ) eftersom dessa blir de resulterande utsignalerna for hela neuronnétet. Alla
utsignaler for alla dolda neuroner betecknas istéllet med V; och ges av (2.11)

‘/j = g(b]) dar bj = ijkack — 93', (211)
k
med vikter wj, och troskelvirden 6;. Funktionen g(b) motsvarar aktiveringsfunktio-

nen och argumentet b; berdknas fortfarande precis pa samma sétt som i (2.2) och
kallas generellt for det lokala féiltet. Utsignalerna O; kan dérefter berdknas genom:

J
dar numreringen ¢ = 1,2,..., M indexerar utsignalsneuronerna med vikter w;;, j =

1,2, ..., P indexerar de dolda neuronerna med vikter w;; och k = 1,2, ..., N indexerar
insignalsneuronerna, som naturligt inte har nagra associerade vikter eftersom de &r
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de forsta neuronerna i sekvensen. Notera att vikten w;; som kopplar samman neuron
¢ och j indexeras fran utlagret och bakat, se figur 2.5.

2.1.1 Gradientnedstigning

For att ett djupt neuronnat ska kunna lara sig kan inte langre Hebbs regel anvan-
das eftersom det bestar av mer an ett lager. Vikterna w kommer inte heller vara
statiska léngre sa det krdvs en systematisk metod for att justera alla vikter och
troskelvarden i natverket. Harledningen av denna metod kommer goras med hjalp
av ett exempelnétverk 2.5.

Kopplingar

\

\
(,u) 0(#)
(.u) 1(#)
xW =% L ow =|0;
(.#) ( )
N OM“

Dolda neuroner

v
Wik 6 Wy, 6i

Figur 2.5: Genom att kombinera fler perceptronenheter kan mer komplexa neuronnét konstrue-
ras. De grona neuronerna motsvarar insignalsneuronerna och indexeras med k, de blaa kategoriseras
som dolda och indexeras med j och de roda motsvarar utsignalsneuronerna, indexerade med 1.

Den metod som ligger till grund for i princip all modern tréning av neuronnét
kallas gradientnedstigning eller gradient descent pa engelska. Idén &r att definiera
en kostnadsfunktion H som kvantifierar hur langt natverkets utsignaler OZ(“ ) ligger

fran de dnskade malvardena t(“ )

som definierades genom 2 10. Skillnaden mellan den
producerade utsignalen OZ( och det 6nskade resultatet t ) kan sedan summeras ver
alla traningsmonster p = 1,...,p och alla ut51gnalsneuroner 1 =1,..., M for att

erhalla sambandet:

ZZ( )2. (2.13)

ulzl

Varje vikt kan sedan justeras sekventiellt i riktning mot den negativa gradi-
enten av H med avseende pa den aktuella vikten vilket resulterar i att H minskar.
Genom att ocksa definiera en inldrningshastighet n > 0 kan viktuppdateringar defi-
nieras som:

. oH s o OH
nT oW, T  owy,

W, (2.14)
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dar W,,, betecknar de vikter som kopplar ihop utlagret med det dolda lagret och
Wy de vikter som kopplar ihop det dolda lagret med inlagret som etablerat i figur
2.5.

2.1.2 Bakatpropagering

Derivatorna i (2.14) berdknas med hjilp av kedjeregeln. For samma natverk 2.5 med
index k, 7 och ¢ for de olika lagren berdknas:

2
b _ 9(2 Wyl — 9].> — g(o), (2.15)
k=1

3
Ol(”) =9 (Z Wij Vj(“) - 9i> = g(bz('u)) , (2.16)

J=1

dar g aterigen ar aktiveringsfunktionen, bg-“ ) och bg” ) ir de lokala filten i respektive
lager och 8;, 0; ar de tillhérande troskelvardena.

For vikterna W,,,, som kopplar utlagret till det dolda lagret tillampas kedjere-
geln en gang:

0 o) 90;"
8% ZZ( Yo >8W (2.17)

Utsignalen ges av O = g(b(“)) och det dolda lagrets tillstand V; beror inte pa
w;; eftersom information endast flodar fran vénster till hoger. Darfor kallas denna typ
av neuronnit for framatriktat (feed-forward pa engelska). Notera att felet summeras
over alla monster p for att uttrycka gradienten. Det ger vidare att:

90" 0w

R S , . (1)

A (BY) 6im V1, (2.18)
dar ¢’ betecknar derivatan av aktiveringsfunktionen och §;,, definieras som Kronec-
kerdeltat. Om (2.17) och (2.18) kombineras erhalls uppdateringsregeln for utsignal-

sneuronernas vikter W,,,,.

p
_ ) _ O (w) (w)
Wi —nuzl(t,s oW ¢ (BY) v, (2.19)
= Affj)

dir AW definierar det viktade felet for utsignalsneuron m vid ménster . Om O =
tW) &r felet noll och vikten forblir oférandrad. Precis som fér gradienten summeras
de viktade felen for alla traningsmonster p [15].

For vikterna w,,, som kopplar insignalerna till det dolda lagret appliceras
kedjeregeln ytterligare ganger eftersom felet som evalueras med O — ¢ inte beror
direkt pa wy,, utan indirekt via de dolda neuronernas tillstand V;:

oo ao )V gy

1) QW

29( N Wij o (B87) G 8. (2.20)

8wmn
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Den resulterande uppdateringsregeln for vikterna tillhorande det dolda lagret
Wy, blir darmed:

p
Oy =1 [Z AP I/Vim] g (b40) &, (2.21)
pn=1 %
= §W

dar 5,(#) ar det bakatpropagerande felet till den dolda neuronen m. Det resulterar i
att neurontillstinden berdknas framat enligt (2.15), (2.16) medan felen propagerar
bakéat genom (2.21). Dérav namnet bakatpropagering (eng. backpropagation) [15].
Troskelvardena uppdateras pa motsvarande vis enligt:

P p
00, = —n Y AW 50, =-nd W (2.22)
p=1 p=1

Notera sérskilt att uppdateringsformlerna (2.19) och (2.21) har exakt samma
struktur. Det gor algoritmen enkel att generalisera till ett godtyckligt antal lager
genom att iterera bakatpropageringsalgoritmen rekursivt. Detta ar i stora drag vad
som gors for nést intill all form av maskininlérning. I praktiken summeras felet séllan
over alla traningsmonster p samtidigt utan istéllet valjs enstaka monster slumpmas-
sigt och summan 6ver p i (2.19), (2.21) utelamnas. Nér viktuppdateringen sedan gors
sa pekar inte forandringen nodvéindigtvis i den exakta globala gradientminimerande
riktningen men i genomsnitt minskar H dnda 6ver tillrdckligt manga iterationer och
epoker. Metoden kallas da snarare for stokastisk gradientnedstigning (eng. stochastic
gradient descent). Fordelen med den &r att bendgenheten att fasta i lokala minima
minskar. En epok definieras som en fullstandig genomgang av traningsdatan med
tillhérande viktuppdateringar och ér ett disciplinspecifikt matt pa traningstid. Efter
en epok kors neuronndtet genom traningen igen i hopp om att felet ska minska annu
mer och i slutdndan leda till en konvergerad modell. Hur konvergens avgors framgar
i avsnitt 3.2.3.

2.1.3 Olika aktiveringsfunktioner

I avsnittet 2.1 introducerades signumfunktionen (2.1) som en sa kallad aktiverings-
funktion och anvidndes under hela den efterféljande héirledningen av bade gradient-
nedstigning och bakatpropagering. Valet motiverades ursprungligen av att den ger
neuronnétet karaktaristik som efterliknar de biologiska motsvarigheternas binéara
beteende. For Hopfield-néatverket, dar vikterna ér fasta och nétverket arbetar ge-
nom att iterativt konvergera mot lagrade monster dr signumfunktionen tillracklig.
For djupa neuronnat som tranas med gradientnedstigning uppstar dock ett fun-
damentalt problem med bakatpropageringsalgoritmen (2.19). Mer specifikt kréaver
(2.21) att derivatan ¢'(b) av aktiveringsfunktionen kan berdknas eftersom den ingar
som en faktor i varje viktuppdatering. Signumfunktionens derivata ar noll 6verallt
forutom i b = 0 dar den istéllet ar odefinierad vilket innebér att alla viktuppdate-
ringar blir noll och natverket inte kan lara sig. Ett djupt neuronnat som ska tranas
med gradientnedstigning behéver darfor en aktiveringsfunktion som ar kontinuerlig
och deriverbar [15].
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En av de tidigaste och mest studerade kontinuerliga aktiveringsfunktionerna
ar sigmoidfunktionen, definierad som

1

=
o (b) 1+e?t’

(2.23)

som avbildar hela den reella tallinjen pa intervallet (0,1). Sigmoidfunktionen kan ses
som en mjuk version av signumfunktionen som dels har den efterfragade egenskapen
att dess derivata ar valdefinierad och skild fran noll men ocksa att den kan uttryckas
i termer av funktionen sjalv

o'(b) = o(b)(1 — a(b)), (2.24)

vilket gor den berdkningsmassigt effektiv. Sigmoidfunktionens utdata kan dessutom
tolkas som en sannolikhet vilket gor den sarskilt lamplig i utlager for binédra klassi-
ficeringsproblem.

—10 +10

Figur 2.6: Aktiveringsfunktionen sigmoid, traditionellt sett betecknad med o(b) med det lokala
féltet b.

En néara besliktad funktion ar hyperbolisk tangens, eller tanh:

eb _ €_b

som avbildar den reella tallinjen pa intervallet (-1,1) och &ar centrerad kring origo
till skillnad fran sigmoidfunktionen. Funktionerna ar relaterade genom tanh(b) =

20(2b) — 1 och delar déarfér samma grundldggande karaktéristik [15].
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tanh(b)

+14

—10 +10

Figur 2.7: Aktiveringsfunktionen tanh(b) som likt sigmoid ér en av de historiskt mest studerande
aktiveringsfunktionerna och har varit avgorande f6r maskininldrningens utveckling [15].

Trots sina fordelar lider bada dessa funktioner av ett gemensamt problem som blir
sarskilt patagligt i djupa nét. Nar det lokala féltet |b| blir stort gar ¢'(b) mot noll
vilket kallas for att funktionerna méttas. Eftersom bakatpropageringsalgoritmen
multiplicerar faktorer av ¢’(b) genom varje lager enligt (2.21) innebér det att fel-
produkterna §#) krymper exponentiellt med antalet lager. Detta fenomen kallas for
forsvinnande gradienter (eng. vanishing gradient problem) och var lange ett avgo-
rande hinder for att framgangsrikt tréna djupa neuronnét [15]. Vikterna i lager néra
inlagret uppdateras knappt medan lager néra utlagret lar sig normalt vilket resulte-
rar i att djupa nédt med sigmoid- eller tanh-aktivering i praktiken beter sig som om
de vore betydligt grundare. Neuronnétet blir ddrmed ineffektivt och kan inte dra
nytta av sin storlek.

En aktiveringsfunktion som till stor del 16ser problemet med férsvinnande gra-
dienter ar ReLU (Rectified Linear Unit) och definieras som

ReLU(b) = max (0, b). (2.26)

ReLU-funktionen introducerades i samband med djupa neuronnét av Glorot et al.
[16] och &r styckvis linjar med en derivata som antar vardet 1 fér b > 0 och 0 for
b < 0 [15]. Eftersom derivatan inte méttas for positiva argument undviks det expo-
nentiella krympandet av gradienterna som stéaller till problem fér implementeringar
med sigmoid och tanh. Dessutom ar ReLLU berdkningsmassigt snabbare att evaluera
an de expontenialbaserade funktionerna.
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max{O, b}

+1-

L I > b
—1 +1

Figur 2.8: Aktiveringsfunktionen ReL U, som genom att returnera argumentet b for alla positiva
virden hanterar problemet med férsvinnande gradienter.

En nackdel med ReLU &ar dock fenomenet med doda neuroner (eng. dying neurons).
Om det lokala filtet b blir negativt for alla traningsmonster p sitts derivatan per-
manent till noll och neuronen slutar bidra till inlarningen. En variant som adresserar
detta problem &ar Leaky ReLU,

b,  b>0,

v-b, b<0 (2:27)

LeakyReLU(b) = {

dar v ar en liten positiv konstant, typiskt v ~ 0.01. Genom att tillata ett litet
bidrag for negativa argument som ar skilt fran noll sdkerstélls att derivatan aldrig
blir exakt noll vilket eliminerar problemet med doda neuroner.

LeakyReLU(b)

N

+1

\

Figur 2.9: Aktiveringsfunktionen Leaky ReLU ir en adaption av ReLU som adresserar proble-
met med déda neuroner genom att returnera ett nollskilt virde dven for negativa argument b.

En ytterligare variant som har blivit allt mer populdr inom modern maskininlarning
ar GELU (Gaussian Error Linear Unit) och den definieras som

GELU(b) = b®(b), (2.28)

dar ®(b) betecknar den kumulativa fordelningsfunktionen for standardnormalférdel-
ningen. Till skillnad fran ReLU som har en skarp ¢vergang vid b = 0 ger GELU en
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mjuk och kontinuerligt deriverbar 6évergang mellan negativa och positiva argument.
For stora positiva b antar GELU samma linjara beteende som ReLLU och for stora
negativa virden likasa. I omradet kring origo avtar funktionen mer gradvis. GELU
ar den aktiveringsfunktion som anvinds i implementeringen och losningen av det
tvadimensionella varmeledningsproblemet, se avsnitt 3.2.1.

GELU(b)

+11

+1

Figur 2.10: GELU ér en aktiveringsfunktion som delar samma karaktéristik som ReLU for stora
positiva och negativa argument men som ocksa bidrar med en kontinuerligt deriverbar Gvergang
mellan b < 0 och b > 0.

Vért att notera dr ocksa varfor en rent linjir aktiveringsfunktion g(b) = b inte ar
tillracklig trots att den ar fullkomligt kontinuerlig och deriverbar 6verallt. Om al-
la lager i ett neuronnat anvander linjéra aktiveringsfunktioner kan hela natverkets
mappning fran insignaler till utsignaler reduceras till en enda linjér transformation
oavsett hur méanga lager natverket har [15]. Icke-linjariteten i aktiveringsfunktioner-
na ar med andra ord avgorande for neuronnétets forutsidttningar att approximera
godtyckligt komplexa funktioner.

De ovan introducerade aktiveringsfunktionerna behover inte anvandas entydigt
genom hela neuronnétet utan kan med fordel kombineras for att dra nytta av deras
unika fordelar och karaktaristik. Individuella lager kan alltsa ha olika aktiverings-
funktioner. For specifika lager kan exempelvis aktiveringsfunktioner som ar specifikt
anpassade till problemets natur anvandas istéallet, utan att nodvandigtvis vara de
mest effektiva valen vad géller berakningstid. I det tvadimensionella neuronnéatet i
detta arbete anvands till exempel Softplus-funktionen i utlagret

Softplus(b) = ln(l + eb), (2.29)

vilken kan ses som en mjuk approximation av ReLU med egenskapen att dess utdata
alltid ar strikt positiv. Valet motiveras av att den predikterade varmediffusiviteten
« ar en fysikalisk storhet som per definition maste vara positiv.
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Softplus(b)
+14
__—/. - b
—1 +1

Figur 2.11: Aktiveringsfunktionen Softplus, som med férdel kan anviindas i specifika applika-
tioner dar utvirdena fran neuronlagret inte ska kunna anta negativa virden.

Valet av aktiveringsfunktion avgor vilka forutsattningar det resulterande neuron-
natet far for sin inldrning och inferens. Genom att vélja aktiveringsfunktion med
hénsyn till problemets omfattning, specifik karaktaristik och kdnda fysikaliska be-
gransningar och forutsdttningar kan det producerade resultatet finjusteras och op-
timeras.

2.1.4 Natarkitekturer

De neuronnat som hittills beskrivits i avsnitten 2.1 och 2.1.3 fran perceptronen
i figur 2.3 till det mer allmédnna natverket i figur 2.5 har alla tillhort kategorin
fullt kopplade framéatriktade nét (eng. fully connected feed-forward networks). I ett
sadant nét ar varje neuron i ett givet lager kopplad till samtliga neuroner i det
efterfoljande lagret och informationen flodar uteslutande i en riktning fran inlager
till utlager. De vikter och troskelvarden som harletts genom bakatpropagering i
avsnitt 2.1.2 beskriver precis denna typ av arkitektur. I praktiken kan nétverkets
dimensioner véljas godtyckligt vilket illustreras figur 2.12.

Figur 2.12: Generaliserad nitstruktur for ett godtyckligt antal lager m och neuroner n. Notera
att antalet neuroner for ett specifikt lager ocksa kan viljas godtyckligt. Olika lager kan alltsa
innehélla olika manga neuroner.

17



2. Teori

Utover valet av aktiveringsfunktion finns ytterligare designparametrar som avgor
neuronnétets egenskaper, framfor allt antalet lager (ndtverkets djup) och antalet
neuroner per lager (nitverkets bredd).

Generellt kan ett djupare nat lara sig mer hierarkiska representationer av data
dér eftersom tidiga lager kan extrahera enklare monster for att senare lager ska
kunna kombinera dessa till allt mer abstrakta strukturer [15]. Samtidigt innebér
fler lager att bakatpropageringsalgoritmen méste multiplicera fler faktorer av ¢'(b)
enligt (2.21) vilket forvarrar problemet med foérsvinnande gradienter som beskrevs
i avsnitt 2.1.3. Ett bredare nit med fler neuroner per lager kan samtidigt fanga en
rikare uppsattning monster inom varje abstraktionsniva men 6kar ocksa antalet fria
parametrar w;} och 6] avsevirt. Ett alltfor brett eller djupt nét riskerar dessutom att
dveranpassa (eng. overfit) traningsdatan vilket innebar att natverket dven lar sig brus
och tillfilliga monster i traningsdatan snarare 4n den underliggande strukturen och
dérmed presterar sémre pa ny data [15]. Med ny data avses monster som neuronnétet
inte har stott pa under sin traning och anvands for att evaluera dess prestanda. Val
av djup och bredd innebar darfor alltid en avvigning mellan expressiv kapacitet och
generaliseringsformaga.

En annan kategori av arkitektur som ar av central betydelse for detta arbete ar
den sa kallade kodande och avkodande strukturer. Idén ar att neuronnétet delas upp
i tva delar dar en kodande del successivt reducerar den rumsliga eller dimensionella
upplosningen av indatan och en avkodande del som expanderar representationen till-
baka till samma dimension som indatan. Mellan dem finns en sa kallad brygga (eng.
bridge) som utgdr nétverkets mest komprimerade representation. Den kodande de-
len tvingar nétverket att extrahera de viktigaste 6vergripande strukturerna i indatan
medan den avkodande delen rekonstruerar detaljerad information fran den kompri-
merade representationen. Denna typ av arkitektur har visat sig sarskilt effektiv for
problem dér in- och utdata har samma rumsliga dimensionalitet men representerar
olika storheter, exempelvis bildsegmentering [15]. D& anvands ocksa en speciell typ
av neuronnat som kallas for faltande ndtverk (CNN) och denna struktur forklaras i
mer detalj under sitt eget avsnitt 2.1.5 CNN.

En specifik och inflytelserik variant av kodande och avkodande arkitekturer ar
U-Nait (eng. U-Net), som utvecklades av Ronneberger et al. [17] for segmentering
av biomedicinska bilder. Det som skiljer U-nét fran en enkel kodande och avkodan-
de struktur ar introduktionen av skip connections mellan motsvarande nivaer i den
kodande och avkodande delen. Skip connections for direkt vidare lokal information
fran den kodande delens tidiga lager till den avkodande delens motsvarande lager
genom att sammanfoga dem kanalvis. Mer om kanaler finns ocksa att ldsa under
avsnitt 2.1.5. Utan skip connections skulle detaljerad rumslig information ga for-
lorad i bryggan eftersom den komprimerade representationen inte kan bevara all
lokal detalj. Med skip connections kan den avkodande delen istéllet kombinera den
overgripande strukturen fran den komprimerade representationen med de lokala de-
taljerna fran den kodande delen. Skip connections bidrar dessutom till att reducera
problemet med forsvinnande gradienter eftersom de tillhandahaller kortare végar
genom nétverket for felsignalerna under bakatpropagering [15]. En visualisering av
U-Nat-strukturen finns att se i figur 2.13
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Kodande del

Avkodande del
/ Skip connections \ / \

\U / \ y

Figur 2.13: En visualisering av den specifika neuronnétsarkitekturen "U-Niit” med den kodande
och avkodande delen markerade. Aven bryggan och exempel pa skip connections #r inritade.

2.1.5 CNN

I de fullt kopplade nét som beskrevs i foregaende avsnitt ar varje neuron i ett givet
lager kopplad till samtliga neuroner i det efterféljande lagret. For endimensionella
problem med mattligt antal inparametrar fungerar detta vil men for tvadimensio-
nella falt som temperaturfiltet T'(x,y) vaxer antalet vikter snabbt. Om exempelvis
ett tvadimensionellt falt representeras pa ett 32 x 32-rutnat har inlagret 1024 neuro-
ner och ett enda fullt kopplat dolt lager med lika manga neuroner skulle krava over
en miljon vikter. Utover att detta ar berdkningsmaéssigt kostsamt saknar ett fullt
kopplat lager en uppfattning om rumslig narhet, det vill sdga att punkter som ligger
intill varandra i faltet typiskt ar starkare korrelerade med varandra é&n punkter langt
ifran varandra. Faltande neuronndt (Convolutional Neural Networks, CNN) adres-
serar bada dessa problem genom att ersiatta de fullt kopplade lagren med faltande
lager [15].

Idén bakom ett faltande lager &r att en liten matris av vikter, en sa kal-
lad kédrna eller filter (eng. kernel) appliceras lokalt och systematiskt ¢ver indatan.
Filtret har typiskt en liten rumslig utstriackning och sveper stegvis ¢ver hela det
tvadimensionella indatafaltet. Exempelvis hade filtret kunnat representeras med en
3 x 3 matris innehallande vikterna. I varje position berdknas en viktad summa av
de lokala indataelementen genom att de elementvis multipliceras med filtrets vik-
ter for att produkterna sedan ska kunna summeras och resultatet kors genom en
aktiveringsfunktion. Mer formellt kan detta skrivas som

P Q
Vij=9 (Z > Wpgs Tpti-tg+j-1 = 9) ; (2.30)
p=1qg=1

dar V;; ar utsignalen for neuronen vid position (7,7) i den resulterande egenskaps-
mappningen (eng. feature map), w,, &ar filtrets vikter med dimension P x @, z
betecknar indatamatrisen, 6 ér ett troskelvirde och g ar aktiveringsfunktionen [15].
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Notera att indexeringen p+i— 1, ¢+ j — 1 beskriver hur filtret forskjuts stegvis och
att samma vikter w,, och tréskelvirde ¢ anvinds i varje position. Antalet steg som
karnan forskjuts per berdkning kallas for stride.

Den centrala principen ar alltsa att vikterna delas (eng. weight sharing) mellan
alla positioner i filtet. Om indatan har dimension N x N och filtret har dimension
P x @ kravs darfor bara P-Q)+1 fria parametrar (vikter och troskelvirde) for en enda
egenskapsmappning, oberoende av indatans storlek. Jamfort med ett fullt kopplat
lager som hade kravt N2 x N? vikter innebér detta en drastisk reduktion av antalet
parametrar. Parameterdelningen innebar dessutom att samma lokala monster kan
detekteras oavsett var i filtet det forekommer vilket dr en egenskap som kallas
translationsinvarians [15]. For att illustrera faltningsoperationen konkret kan en
4 x 4-indatamatris X och ett 2 x 2-filter K betraktas:

T11 T12 T13 T4

X1 T2 T2z T24 w1 Wi2
X = , K = :

Tr31 X32 X33 T34 Wo1 W22

Lg1 T42 T43 T4

(2.31)

Filtret placeras forst i det 6vre vinstra hornet av X och berdknar den viktade
summan wi1x1] + WisTie + Wo1Toy + Waeakoo. Filtret forskjuts dérefter ett steg at
hoger och berdknar w1212 + w1213 + Wa1T99 + Wooxa3 och sa vidare. Efter att filtret
har svept 6ver hela raden forskjuts den ett steg nedat och processen upprepas. Med
stride [1, 1] och utan utfyllnad (eng. padding) ger ett 2 x 2-filter applicerad pa en
4 x 4-matris en resulterande egenskapsmappning av dimension 3 x 3 vars element
ges av (2.30). De fyra hornelementen blir specifikt:

= g(w11T11 + W12T12 + Wa1Tay + WaaXay — 6)
= g(w11213 + W1aT14 + Wo1Tog + WeoToy — 0) (2.32)
V31 = g(w11T31 + W12T32 + W Ta1 + WoaZyr — 0) '

(

Va3 = g(w11733 + w1734 + W1 Ta3 + WaaTay — 0)

déar indexen p och ¢ antar vardena 1 och 2 och aktiveringsfunktionen ¢ appliceras
elementvis. Varje element i V sammanfattar alltsa den lokala informationen i ett litet
omrade av indatan. I praktiken anviands flera olika filter parallellt i samma faltande
lager dér varje filter producerar en egen egenskapsmappning. De olika filtren har
egna uppsattningar vikter och kan darfor lara sig att detektera olika typer av lokala
monster som exempelvis gradienter i olika riktningar eller lokala extrempunkter.
Varje individuell egenskapsmappning kallas for kanal och deras vikter tranas med
bakatpropagering pa samma satt som vikterna i fullt kopplade lager. Bidraget fran
varje kanal summeras sedan innan elementvis applicering av aktiveringsfunktionen
[15].

Faltande lager kombineras ofta med pooling-lager som reducerar den rumsliga
upplosningen genom att ersitta ett lokalt omrade med ett enda varde. Om virdena
i ett lokalt omrade ersétts med det maximala kallas detta for max-pooling. Pooling
minskar antalet parametrar i efterfoljande lager och bidrar till att géra nétverket
mer robust mot sma rumsliga forskjutningar i indatan [15]. Det ar faltande lager
av denna typ som utgor de centrala byggstenarna i den U-Nat-arkitektur som be-
skrevs i avsnitt 2.1.4. I den kodande delen av U-nétet appliceras faltande lager féljda

20



2. Teori

av pooling for att successivt extrahera allt mer 6vergripande strukturer ur indatan
medan den avkodande delens faltande lager rekonstruerar den fulla rumsliga upplos-
ningen. Parameterdelningen och den lokala karaktaren hos faltningsoperationen gor
CNN sarskilt lampliga for de tvadimensionella virmetransportproblem som studeras
i detta arbete dar det predikterade a-faltet har samma rumsliga struktur som det
observerade temperaturfaltet.

2.1.6 PINN

De neuronnét som hittills beskrivits i detta kapitel har alla tridnats uteslutande pa
data. Bade fullt kopplade framatriktade nit och faltande arkitekturer tranas pa sam-
ma sitt utan nagon storre variation. Néatverket justerar sina vikter och troskelvirden
med gradientnedstigning sa att kostnadsfunktionen H i (2.13) minimeras sé att skill-
naden mellan neuronnitets utsignaler O och de énskade malviirdena t%) blir s&
liten som mojligt. Ett sadant rent datadrivet nét har dock ingen inbyggd kunskap
om de fysikaliska lagar som styr det system som datan baseras och hdmtas fran. Om
tillgénglig trdningsdata dr begransad, brusig eller ofullstdndig kan nétverket darfor
konvergera mot losningar som visserligen passar datan men som nodvandigtvis inte
foljer de underliggande fysiska lagarna.

Physics-Informed Neural Networks (PINN) adresserar detta genom att uto-
ka kostnadsfunktionen med ytterligare termer som tvingar nétverkets 16sning att
respektera kianda fysikaliska samband. Genom att implementera partiella differenti-
alekvationer (PDE:er) i kostnadsfunktionen far neuronnétet de forutséttningar som
kravs for sidkerstalla att resultatet uppfyller gillande fysiska lagar [18]. Den totala
kostnadsfunktionen for ett PINN kan da skrivas som

L = MataLdata + AppELPDE + ABcLBC, (2.33)

déar L4414 kvantifierar avvikelsen mellan nitverkets producerade resultat och obser-
verad data, Lppp méiter hur vil natverkets 16sning uppfyller den styrande diffe-
rentialekvationen och Lpc kvantifierar avvikelser mot kdnda randvillkor. Vikterna
Adatas AppE och Agc avgor hur stor paverkan de olika termerna ska ha pa den totala
kostnaden och valet av dessa skalningsfaktorer kan ha stor inverkan pa nétverkets
konvergens och resultat.

Notera att termen Lz,, ar analog med den kostnadsfunktion som definierades
i (2.13) och méter hur vil natverkets utsignaler Gverensstammer med tillgangliga
métningar eller numeriskt genererad data. Det som gor ett PINN till mer &n ett
vanligt neuronnéat ar just tilligget av PDE-termen Lppg. Betrakta en allmdn PDE
pa formen

Nu(x); v] =0, (2.34)

dar NV ar en differentialoperator, u ar den primart okinda, x betecknar de obe-
roende variablerna som rumskoordinater och tid och v representerar de fysikaliska
parametrarna i ekvationen. Om nétverket predikterar en approximation 4(x) av u
kan PDE-residualen definieras som

r(x) = Na(x); 7], (2.35)
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som &r noll om och endast om @ uppfyller differentialekvationen exakt. PDE-bidraget
till kostnadsfunktionen kan sedan berdknas som exempelvis medelkvadratfelet av
residualen (eng. Mean Squared Error (MSE)) utvéirderad i en uppséittning punkter
{x.} 1 doménen:

EPDE = - Z [T(XC> ]2 ) (236)

Under traningen drivs residualen mot noll i alla punkter dar den beraknats vilket
innebar att nétverkets losning inte bara anpassas till tillgédnglig data utan ocksa
tvingas vara konsekvent med den styrande fysiken. Berdkningen av residualen (2.35)
kraver att partiella derivator av natverkets utdata med avseende pa dess indata kan
berédknas. I moderna ramverk som PyTorch gors detta med hjalp av automatisk
differentiering (eng. automatic differentiation, &ven autograd) som berdknar exakta
derivator genom att utnyttja kedjeregeln pa de elementira operationer som utgor
natverkets berdkningsgraf. Automatisk differentiering ar exakt till maskinprecision
till skillnad fran numeriska differensmetoder som introducerar trunkeringsfel.

PDE-termen fungerar som en fysikalisk regularisering av natverket. I ett rent
datadrivet ndt kan manga olika viktuppsattningar ge upphov till approximativt
samma utsignaler pa traningspunkterna men med vitt skilda beteenden mellan des-
sa punkter. Genom att krava att l6sningen ocksa ska uppfylla en differentialekvation
begriansas mangden tillatna losningar avsevart. Losningar som inte uppfyller de un-
derliggande fysikaliska lagarna kan med andra ord sallas bort for att ge rum at
l6sningar som tillfredstéller bade datan och fysiken. Detta ar sarskilt vardefullt néar
tillgdnglig data ar gles, brusig eller koncentrerad till en del av doménen [18].

I ett direkt problem ar PDE:ns parametrar v kdnda och den sokta kvanti-
teten ar faltvariabeln u(x). Nétverket tar de oberoende variablerna x som indata
och predikterar @(x) dér PDE-residualen (2.35) driver 16sningen mot enlighet med
den kanda ekvationen eller sambandet. Det direkta problemet motsvarar alltsa vad
traditionella numeriska metoder som FDM och FVM loser, vilka beskrivs i avsnitt
2.2.

I ett dnverst problem ér det faltvariabeln u(x) som antas vara kdnd medan en
eller flera av parametrarna v i PDE:n ar okédnda och ska bestammas. Det ar for
inversa problem som PINN visar en av sina mest utmérkande styrkor jamfort med
traditionella numeriska metoder. Inversa problem kan i allménhet inte losas direkt
med metoder som FDM eller FEM utan kraver att dessa kombineras med andra
optimeringstekniker [11]. T ett PINN hanteras det inversa problemet naturligt inom
samma ramverk genom att de okdnda parametrarna v antingen predikteras direkt
av natverket eller behandlas som fria parametrar som optimeras tillsammans med
natverkets vikter under trianingen. Kostnadsfunktionens dataterm Ly, ser till att
den predikterade 16sningen 6verensstammer med de observerade faltvirdena medan
PDE-termen Lppp sikerstaller att de predikterade parametrarna v féljer den fysik
som genererat traningsdatan.
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2.2 Numeriska metoder for 1osning av PDE:er

De flesta PDE:er dr mycket svara eller omojliga att 16sa analytiskt och darfor &r
numeriska metoder viktiga. Det finns ett flertal olika metoder, dar de vanligaste ar
finita differensmetoden (FDM), finita volymmetoden (FVM) och finita elementme-
toden (FEM). Bade FDM och FVM har anvénts under arbetet men FEM noteras

bara som en mojlig numerisk metod utan att utredas vidare.

2.2.1 FDM

Den simplaste numeriska metoden ér finita differensmetoden (FDM). Den utgér fran
den PDE som ska losas pa differentialform Lu = f, diar £ ar en linjar differentia-
loperator, f en kéllterm, och u &r den sokta funktionen [19]. Metoden kraver ocksa
en stencil for berdkning av derivator och ett berdkningsnét bestaende av de punkter
dar funktionsvardet u ska approximeras. Darefter approximeras derivatorna i var-
je nod i berdkningsnitet med differenskvoter som angivits av stencilen, exempelvis
%Z ~ “(a’%)_“(x), for att erhélla en uppsattning linjara ekvationer. Med hjalp av
dessa ekvationer erhalls ett stort linjart ekvationssystem for funktionsvérdet i varje
nod, vilket kan uttryckas som Mx = b, dar M &r en gles matris, x ar vektorn med de

sOkta funktionsvirdena och b ar en term som beror pa randvillkoren och eventuella
kalltermer i PDE:n.

2.2.2 FVM

Finita volymmetoden (FVM) utgér fran integralformen pa PDE:n, istallet for diffe-
rentialformen som i FDM. Tillvigagangssattet for att erhalla diskretiseringen sker
likt det for FDM. Ett berdkningsnét skapas och integralformen appliceras pa varje
cell i berdkningsnatet [20]. Darefter approximeras integralen med de noder som valts
i berdkningsnétet och en linjar ekvation av funktionsvirdena i noderna erhalls for
varje cell. Darifran erhalls ett linjart ekvationssystem som kan l6sas som tidigare.

Fordelar med FVM gentemot FDM ér till exempel att skarpa diskontinuite-
ter, sasom chockvagor eller fronter, kan hanteras béattre och att differentialformen
inte beskriver dem entydigt [21]. Det beror pa att FVM utgar fran integralformen
av PDE:n, dar floden mellan celler beskrivs, i stéllet for att enbart approximera
derivator i enskilda punkter. Dessutom ar FVM konservativt vilket innebar att lo-
kala storheter som energi, massa och varme bevaras. Detta beror pa att flodet over
cellviggar dr bevarat.

2.3 Varmeledning

Virmeledning ér en av de tre grundlaggande formerna av virmetransport, tillsam-
mans med konvektion och stralning. Processen beskriver hur termisk energi sprids
inom ett material till f6ljd av temperaturgradienter. Varmeledning kan beskrivas
med den paraboliska partiella differentialekvationen

T v v +e (2.37)
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vanligtvis bendmnd varmeledningsekvationen, dar « star for vdirmediffusiviteten, Q)
en allmén kallterm som representerar intern varmegenerering per volymsenhet, ¢
tid och T temperatur. Varmeledning kan ocksa studeras utan tidsberoende. Genom
sitta %—f = 0 erhalls istéllet den stationédra virmeledningsekvationen som blir:

V- (aVT) +Q = 0. (2.38)

Den stationidra varmeledningsekvationen beskriver ett tillstand dér tempera-
turfaltet stabiliserat sig och inte ldngre forandras med tiden. Fordelen med att be-
trakta det stationdra sambandet ar att man da endast behéver studera enskilda
matningar av temperaturfaltet. For direkta problem, dar materialparametrar som
exempelvis o ar kanda och temperaturfiltet T ska bestdmmas, dr den stationéira
varmeledningsekvationen i allménhet vélstalld i Hadamards mening [22]. Valstalld
i detta sammanhang innebér att en losning existerar och att den ar entydig samt
beror kontinuerligt pa data med givet randvillkor. En svarighet uppkommer dock
bland inversa problem dédr man bestdmmer varmediffusiviteten fran temperaturfal-
tet da losningen kan bli icke-entydig. Ett exempel pa icke-entydighet &r om man
har en homogen platta med en kant som varms till en viss temperatur medan mot-
staende kant halls vid en annan temperatur. Eftersom plattan &r homogen maste
varmediffusionskoefficienten vara konstant overallt, vilket leder till att det statio-
nara temperaturfaltet blir helt linjart. Problemet ar att alla konstanta a skulle ge
upphov till exakt detta stationdra temperaturfilt, oavsett vérde.

For att se till att inversa losningar till stationdra problem blir unika, alltsa att
problemet ar inverterbart, kravs i allméanhet ytterligare information. Ofta géller det
kdnnedom om randvillkor, forekomst av kéllor eller att ha flera oberoende tempera-
turmétningar. Vad som i vissa fall uppstar om man inte kan uppfylla dessa krav ar
att problemet blir icke-véalstéllt och losningar blir osdkra och kénsliga for storningar
i data.

2.3.1 Analytisk 16sning i 1D

I 1D kan varmeledningsekvationen skrivas som

ai (a(x)aE;@) +Q(z) =0, (2.39)

vilket kan utvecklas och skrivas om till

Oa 0T 9°T
%87 -+ Oéw + Q = 0. (240)
Lat f = 9L d4 erhalls ) of
(8%
%f+a%+Q_o, (2.41)

vilket dr en symmetrisk differentialekvation med avseende pa utbyte mellan f och
a. Med hjélp av kedjeregeln kan det skrivas om till

(af) = Q. (2.42)
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Genom att integrera bada led erhalls det att

of = = [ Qg + a(0)£(0). (2.13)
Déarmed blir 16sningen for « respektive f som funktioner av varandra
1 e a(0)2E(0)
alw) = =gz 5 || QO + g™, (2.44)
or, a(0)3; (0)
) = G @) =~ [ Qe + S

Genom att integrera % erhalls det att

T(z) = / / Q(¢)dcde + / 28O 4 7). (2.45)

Aven om ekvation 2.44 och 2.45 &r analytiska 16sningar till 2.39 ar det inte
nodvéindigtvis sa att de kan uttryckas i elementara funktioner da det ar mojligt att
valja T, o och () sa att integralerna inte kan uttryckas med elementéra funktioner.

2.4 Medicinsk tillampning av PINN

Termisk behandling av tumorer dr en viaxande behandlingsmetod inom onkologi som
bygger pa att hetta upp vivnad for att forsvaga eller déda den [23]. For att veta
hur virme sprider sig under uppvarmning av ett omrade behovs termisk modellering
som utnyttjar ekvationer for virmeledning. Inom modellering av biologisk vavnad
anvandes ofta en modifierad virmeledningsekvation utformad for att ta hansyn till
vavnadens struktur och funktion.

2.4.1 Varmetransport i biologisk viavnad
For att modellera virmetransport i levande biologisk vavnad kan Pennes bioheat-
ekvation anvindas [24]. Den har formen

V-(kVT)+8(T, —T) + Qumet = 0, (2.46)

dér T ar vivnadens temperatur, k dr virmeledningskoefficienten, T, &r temperaturen
pa blodet i artdrerna och Q,,.; ar en kdllterm som beskriver virmeproduktionen fran
metabolism. § beskriver sa kallad perfusion och definieras som

6 = PuCpWp, (247)

dar py och ¢, ar blodets densitet respektive specifik varmekapacitet och wy ar per-
fusionshastigheten. Perfusionshastighet ar ett matt pa blodflédet som nar ett organ
eller vivnadsvolym och ar definierat som volymflode av blod per vavnadsvolym och
tidsenhet [14].
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2.4.2 Hypertermibehandling

Hypertermibehandling ér en medicinsk metod dar cancerceller forsvagar genom att
varma upp dem, vanligtvis till 42-45 °C [23]. Hypertermibehandling kan delas upp
i tre kategorier baserat pa hur stort omrade som varms upp: helkropp, regional
och lokal. Helkroppshypertermi innebér att hela kroppen viarms upp i syfte att
forsvaga tumorceller i samband med annan typ av cancerbehandling. Kroppen viarms
oftast upp uniformt och darav har man ingen nytta av termisk modellering inom
denna hypertermibehandling. Vid regional och lokal hypertermibehandling anvands
daremot riktad uppvarmning av vavnad. I dessa fall har man ett bestamt omrade
som ska varmas upp och da ar det en stor fordel att veta hur varme sprider sig
och vilket temperaturférdelning man far vid behandlingen for att sékerstéalla att all
tumorvavnad behandlas. Dessutom kan det vara viktigt att se till att temperaturerna
i frisk vavnad inte blir for hoga och ger onédiga biverkningar.

Genom att kombinera en modell for varmetransport i biologisk vdvnad, exem-
pelvis Pennes bioheat-ekvation, med PINN kan man i teorin 16sa ett inverst pro-
blem och rekonstruera termiska parametrar som viarmeledning och perfusion fran
temperaturmatningar. Nar dessa parametrar ar kanda reduceras problemet till ett
vélstéllt framatriktat problem, dar en given uppvarmning ger en entydig och stabil
temperaturfordelning i vivnaden. Att veta exakt hur virmen sprider sig och vilka
temperaturer vavnaden nar upp till &r extra viktigt vid tumorbehandling med ter-
moablation, vilket innebér att man istéllet virmer upp mot 100 °C [23]. Istéllet for
att forsvaga tumorcellerna som i hypertermibehandlingarna forsoker man alltsa do-
da dem med termoablation. I och med de hoga temperaturerna skulle PINN kunna
vara anvandbart for att se till att man inte ocksa dédar frisk vavnad.

26



3

Metod

Metodiken som anvénts for att l6sa det inversa varmetransportproblemet med hjélp
av neuronnit kan brytas upp i ett antal delmoment. Dessa delmoment har till stor
del varit samma for projektets olika delproblem. For delproblemen i tva dimensioner
har Al anvants som hjdlpmedel for produktion och felsokning av kod. I féljande
kapitel kommer delproblemens metodiker for datagenerering, néitverkarkitekturens
utformning och validering att presenteras.

Datagenerering har inkluderat generering av temperaturfaltet genom att losa
det direkta problemet av varmeledningsproblemet och framéver bendmns denna fér-
diga data som den exakta losningen. Datagenerering har generellt utgatt fran nagon
form av diskretiseringsmetod.

Nétverkarkitekturens utformning syftar till att bestdmma nétverkets initia-
la parametrar for att maximera dess forutsiattningar att lara sig datans ingaende
monster och karaktaristik, exempel pa dessa parametrar ar lagerstrukturer, antal
neuroner och aktiveringsfunktioner. For trianing av natverk inkluderas dven att gora
datan kompatibel mellan olika Python-bibliotek sasom NumPy och PyTorch.

Validering har utforts genom att grafiskt folja kostnadsfunktionens ingaende
delar eftersom insynen i nédtverkets faktiska metod for att berdkna sitt resultat &ar
begransad. For att forhindra en 6vertro pa systemets pricksakerhet, dveranpassning
(eng. overfitting), har néitverket dven validerats pa data som inte varit traningsex-
empel.

3.1 Metod for virmeledning i 1D

For att kunna 16sa det inversa varmeledningsproblemet i en dimension (1D) maste
ekvationen forst 1osas for det direkta problemet for att erhalla temperaturfaltet.

Ett Python-ramverk skapades for att numeriskt l6sa for temperaturfaltet givet
ett analytiskt a med hjalp av finita volymmetoden, FVM. Virmeledningsekvatio-
nen lostes pa detta vis for a som tillats variera linjart, kvadratiskt, gaussiskt och
sinusformigt med varierande koefficienter, totalt ¢ver 300 olika fall. Inga linjarkom-
binationer eller andra funktionskompositioner mellan de ovan namnda typer av «
ingick i traningsdatan. I varmeledningsekvationen léats kalltermen ) = 0 medan T’
hade Dirichlet-randvillkoren T(0) = 0 och T(1) = 1. Aven a normerades si att
a(0) = 0,01. Den numeriska data som sparades fran F'VM-16saren var T, T", T", «
samt vilket z-varde de var beraknade i, vilka alla ar nédvandig information for att
kunna berikna PDE-bidraget i kostnadsfunktionen i PINN:et. De z-punkter som
traningsexemplen samplades i var z; = 714 fori=1,2,...,73.
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Det slutgiltiga PINN:et hade en arkitektur bestaende av inlagret, nio gomda
lager och utlagret. Den sammanlagda arkitekturen for lagerens antal noder ser ut
enligt foljande: [101,80, 70,60, 50, 40, 30, 20, 10, 5, 1]. En visualisering av arkitektu-
ren visas i figur 3.1. Utparametern fran nétverket &r det predikterade apryy (),
déar x ar den forsta av de 101 inparametrarna till ndtverket. De resterande 100 in-
parametrarna var temperaturfaltet samplat i 100 punkter. De exakta z-virdena for
punkterna ar z; = ﬁ, for © = 1,2,...,100, vilket innebéar att randnoderna har
exkluderats. Aktiveringsfunktionen som nétverket anvinder ar en kombination av
tanh och LeakyReLU och visas i ekvation 3.1.

1
o(x) = (1 + 1 LeakyReLU(x)

) - tanh(z) (3.1)

Figur 3.1: Visualisering av lagerna i arkitekturen for det PINN som anviindes for att 16sa det
inversa problemet i 1D.

Den kostnadsfunktion som anvandes bestod av fyra bidrag, alla med en viktning
av A = 1. Det forsta bidraget var en term som bestod av summan av det absoluta
och relativa felet for varje traningsexempel.

2
Q; — Qjexa
Laiata = \/Z(az’,P]NN — Qi ezakt)® + $ > ( LINN : kt) ; (3.2)

i O exakt

]

dar a; prvny och @ ezare ar modellprediktionen respektive det exakta véirdet for o for
traningsexempel i.

Den andra termen i kostnadsfunktionen var PDE-forlusten. Den berdknades
enligt

9 2 1 2
Lppe = \l Z 10 (Oéi,PINNTiH + a;,P[NNTi/> + 10 (Oéi,emktTiN + a;,PINNTi/) - (3.3)
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dar T} och T &r temperaturens derivator i punkten z; for traningsexempel 7. Det
till synes mérkliga valet av Lppr motiveras med att tvinga PINN:et att finna en
16sning till PDE:n som ar icke-trivial.

Det tredje bidraget till kostnadsfunktionen bestod av att summera |o; pryn|
for de ¢ dér o; prvy var negativt, och darmed icke-fysikaliskt. Det implementerades
med torch.sum(torch.where(prediction>=0,0,-prediction)). Detta har nés-
tan enbart en paverkan i borjan av traningen i och med att alla o ar positiva.

Det fjarde och sista bidraget ér en regulariseringsterm for att minska problem
med eventuell 6veranpassning. Den berdknades enligt

el

Loy =107° N

(3.4)
dir w ar modellvikterna, N &r antalet vikter och ||-|| & L?*-normen.

Pa grund av storleken pa traningsdatan har batchning anvants vid traning
av modellen. Det innebéar att traningsdatan delas upp i delmangder dar kostnads-
funktionen berdknas och modellvikterna uppdateras en gang per delméangd, eller
batch. PyTorch tillhandahaller funktioner for detta och tréaningsexemplens ordning
randomiserades for att fa en bra fordelning mellan olika « i varje batch.

Ingen dedikerad dataméangd avsattes for validering. Istéllet testades manuellt
ett antal olika o som inte ingatt i traningen, bland annat linjarkombinationer och
funktionskompositioner av de olika typerna av « som ingatt i traningen.

3.2 Metod for viarmeledning i 2D

I det tvadimensionella delproblemet studerades den stationdra varmeledningsekva-
tionen pa en kvadratisk domén. Doménen valdes som enhetskvadraten

0 =1[0,1 x [0,1],

dér varje punkt i doménen beskrivs av koordinaterna (z, y). Malet var att undersoka
om ett neuronnét kunde rekonstruera ett rumsligt varierande virmediffusivitetsfalt
a(z,y) utifran det temperaturfalt T'(z,y) som filtet ger upphov till. Problemet
formulerades darmed som ett inverst problem, dar temperaturfaltet betraktades som
kant och a-filtet som oként.

Temperaturféltet antogs uppfylla den stationara varmeledningsekvationen, se
ekvation (2.38). I samtliga genererade exempel anviandes samma kallterm,

Q(z,y) = 0.20 + 0.65 sin(7x) sin(27y) — 0.25 cos(27x) sin(7y). (3.5)

Dirichlet-randvillkor anvandes pa vanster och hoger rand, dar temperaturen sattes
till T =1 vid x = 0 och T'= 0 vid x = 1. Pa den nedre och &vre randen anvéindes
Neumann-randuvillkor i form av givna varmefloden. Det nedre randflodet sattes till

Qootten(T) = 0.25 + 0.10 sin(27x), (3.6)
och det ovre randflodet sattes till

Groppen () = —0.15 + 0.08 cos(mz). (3.7)

29



3. Metod

For varje genererat a-falt 1ostes forst det direkta varmeledningsproblemet nu-
meriskt for att erhalla motsvarande temperaturfilt. For att gora detta konstruerades
en specialanpassad rutnatsbaserad losare for stationar varmeledning pa ett struk-
turerat kartesisk nat. Forst skapas ett regelbundet 2D-rutnat over enhetskvadraten
med meshgrid i NumPy. Déarefter byggs ett glest linjért ekvationssystem upp, punkt
for punkt, dar varje inre nod kopplas till sina fyra grannar i 6st-, véist-, nord-, sydled.
Diffusionskoefficienten mellan tva angransande punkter approximeras med harmo-
niskt medelvérde, vilket ger en mer robust behandling nir «(x,y) varierar spatialt.
Randvillkoren implementeras direkt i matrisen och det resulterande glesa systemet
16ses sedan med SciPys glesa losare spsolve. Metoden ér en variant av FDM for dif-
fusion pa strukturerade nat, men ar hér skriaddarsydd for problemets enkla geometri
och for effektiv generering av data till PINN-modellen.

3.2.1 Arkitektur for neuronnatet i 2D

For det tvadimensionella inversa varmeledningsproblemet anviandes ett PINN av ty-
pen U-Ndt. Eftersom nétverket ska rekonstruera virmediffusivitetsfilet o(z,y) fran
det stationdra temperaturfaltet T'(x, y) passar U-Néat sarskilt bra som néatarkitektur.
Problemet &r i sin karaktaristik mycket likt ett bildsegmenteringsproblem pa sattet
att indatan &ar ett tvadimensionellt falt T' och utdatan ar ett annat tvadimensionellt
falt (o) av samma storlek. U-Nétet i kombination med ett CNN sammanstéller lokal
detaljinformation med en ¢vergripande forstaelse av filtets struktur och blir darfor
lamplig for denna typ av invers rekonstruktion. Det resulterande natverket kan da
identifiera lokala rumsliga strukturer i temperaturféltet och samtidigt bevara infor-
mation om var i doménen dessa strukturer férekommer. Modellen implementerades
i PyTorch och definierades som en SmallUNet-modell.

Indatan till natverket som anvéindes bestod av tre kanaler: det normaliserade
temperaturfaltet Tyom, se ekvation (3.9), samt tva koordinatkanaler som inneholl
x- respektive y-koordinaten for varje punkt i rutnétet. Detta gav varje traningsex-
empel formen 3 x N x N, dar N ar antalet element pa vardera sidan av doménen.
Arkitekturen av antalet kanaler i de olika lagren kan beskrivas enligt:

3—-16—16—32—32—64 —64—32—>32— 16— 16 — 1, (3.8)

med tva kodande nivder, en brygga och tva avkodande. Den forsta kodande nivan
anvande 16 kanaler, den andra 32 kanaler och bryggan 64 kanaler. I den avkodande
delen minskades antalet kanaler ater till 32 och darefter 16 innan ett avslutande
1 x 1-faltningslager med aktiveringsfunktionen Softplus gav ett enkanaligt utda-
tafilt motsvarande apyn. Varje faltande block bestod av tva faltningslager med
GELU-aktivering efter respektive lager. I den kodande delen reducerades den rums-
liga upplosningen successivt genom pooling, samtidigt som antalet kanaler okade.
I den avkodande delen 6kades upplosningen igen, sa kallad uppsampling, samtidigt
som antalet kanaler minskade, sa att modellen kunde producera ett a-filt med sam-
ma rumsliga dimensioner som indatan. Mellan motsvarande kodande och avkodande
nivaer anvandes dessutom skip connections, det vill sdga direkta kopplingar som for
vidare lokal information fran den kodande delen till den avkodande delen. Denna
information sammanfogades kanalvis med den uppsamplade representationen innan
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nésta faltande block. Skip connections ér viktiga eftersom de gor att detaljerad rums-
lig information kan bevaras, trots att upplosningen reduceras i den kodande delen.
Figur 3.2 visar en schematisk 6versikt av natverkets arkitektur. Figuren ar forenklad
och visar framst hur upplosning och antal kanaler férdndras genom modellen.

‘ Indata ‘ Falt.Block ‘ Pooling ‘ Falt.Block ‘ Pooling ‘ Brygga
3 x 32 x 32 16 kanaler 32 = 16 32 kanaler 16 — 8 64 kanaler

streckade pilar:
skip connections

(R

Utdata Sammanfognmg U T Sammanfogning U i
1x 32 x 32 + Falt.Block IPREIELE g + Falt.Block LipeamnD B
16 — 32 8 — 16
QPINN 16 kanaler 32 kanaler

Figur 3.2: Schematisk visualisering av den U-nit-arkitekturen som anviindes i 2D-fallet. Indatan
bestod av tre kanaler: det normaliserade temperaturfaltet T, samt koordinatkanalerna z och
y. I den kodande delen reducerades den rumsliga upplésningen genom pooling, samtidigt som
antalet kanaler 6kade fran 16 till 32 och darefter 64 i bryggan. I den avkodande delen aterstélldes
upplosningen genom uppsampling. De streckade pilarna visar skip connections, vilka for éver lokal
information fran den kodande delen till den avkodande delen. Vid sammanfogning kombineras
informationen fran skip connection med den uppsamplade representationen innan nésta faltande
block. Det avslutande lagret ger ett enkanaligt falt motsvarande apinN.

Temperaturfaltet normaliserades enligt

T _
Tnorm - 7MT7 (39)
or

dar pupr och op ar medelviarden respektive standardavvikelser berdknade 6ver hela
datasetet. Koordinatkanalerna lades till for att modellen inte enbart skulle kdnna
till temperaturens varde, utan ocksa var i doménen véirdet upptréader.

3.2.2 Datagenerering

a-falten genererades for att skapa varierade men kontrollerade traningsdata. Varje
filt byggdes upp som en kombination av flera typer av rumsliga strukturer, bland
annat Gaussiska variationer, sinus- och cosinusmonster, rektangulara omraden, cir-
kuldra omraden samt langsamma gradienter i z- och y-led. Efter att dessa bidrag
summerats skalades faltet om till intervallet 0,15 < o < 2,50. Pa sa satt erholls
a-falt med bade mjuka variationer och mer lokala strukturer, vilket gav modellen
varierade exempel att trana pa. Det genererades 2000 exempel varav 85 % var tra-
ningsdata och resterande var valideringsdata.

3.2.3 Forlustfunktion och traningsstrategi

Det neuronnét som anvéndes i 2D-fallet hade en forlustfunktion som bestod av flera
bidrag med olika roller. Den totala forlustfunktionen, se ekvation (2.33), bestod av
tre delar: Datatermen Lg,, métte skillnaden mellan det predikterade och det exakta
a-faltet. PDE-termen Lppg byggde pa residualen till den stationéra varmelednings-
ekvationen och berdknades diskret fran det predikterade a-faltet tillsammans med
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det givna temperaturfiltet. Randvillkorstermen Lg¢ sdkerstéllde att 16sningen var
forenlig med de anvdnda Dirichlet- och Neumannvillkoren. Traningen genomfoérdes
batchvis med gradientbaserad optimering, dar batchvis traning innebér att modellen
uppdaterar sina vikter efter att ha bearbetat en mindre delméngd av traningsdata
i taget, vilket gor trédningen mer minneseffektiv och ofta stabilare dn att anvinda
hela datasetet pa en gang. Batchstorleken som anvindes var 6 tréningsexempel per
batch. Efter varje epok berdknades motsvarande forlust pa valideringsmangden. Om
modellen, det vill sdga vardena pa samtliga parametrar, gav battre resultat an den
foregaende béasta modellen sparades samtliga parametrar som en ny modell. For att
undvika onddigt langa korningar inférdes en stoppfunktion, vilket innebar att tra-
ningen avbréts nér valideringsmattet Mean Squared Error (MSE) for dataforlusten
inte forbattrades mer dn 107 pa 60 epoker. Inldrningshastigheten reducerades ocksa
automatiskt nar nar forbattringen stannade av, vilket gav en mer stabil konvergens.

3.3 Metod for viarmetransport i biologisk vavnad

Det neuronnét som anvandes for att bestdmma perfusionstermen [ i Pennes bioheat-
ekvation 2.46 grundade sig i det nédtverk som anvéndes i tidigare steg for att bestam-
ma varmeledningskoefficienten i tva dimensioner. Nétverket dndrades sa att PDE:n
som skattas ar ekvation 2.46 samt att § anvandes for att berakna kostnadsfunktio-
nerna. [ det sista lagret anvindes en sigmoidfunktion som aktiveringsfunktion och
20% av datan anvandes for validering. I 6vrigt var niatverkets arkitektur samma.

Den data som genererades ska efterlikna en tumor i frisk vivnad dar tumoren
har andra varmeledings- och perfusionsegenskaper an omgivningen. I doménen med
storlek 1x1 generades en cirkel eller oval pa en slumpmassig plats som kunde ha
diameter mellan 0,15 och 0,18. Doménen var uppdelad i 64 x 64 element, istal-
let for de 32 x 32 som anvandes i foregaende delproblem. k i bakgrunden sattes
till 0,2 och i tumoéren var det 0,3. 5 i bakgrunden sattes till 0,1. I tumoren, det
varde som néatverket ska bestdmma, slumpades § mellan 0,6 och 0,8. Kélltermen
Qmer sattes till 0,1 6ver hela doménen. Natverket tranades pa totalt 500 tranings-
och valideringsexempel. Samma randvillkor som det generella virmeledningsproble-
met anviande implementerades dven har forutom pa den vénstra randen. Dar byttes
Dirichlet-randvillkoret till Robinvillkor. Robin-randvillkor valdes for att efterlikna
exempelvis varmeutbytet mellan hud och omgivningen och hade formen

—kg:; —1(1-"1). (3.10)

Dessutom trédnades ett natverk for att hitta bade k£ och 8 om bada dessa vari-
erade samtidigt. § slumpades som tidigare mellan 0,6 och 0,8. Darutover introduce-
rades ett slumpmassigt £ som varierade mellan 0,3 och 0,5. I denna data anvindes
inte Robin-randvillkor till hoger, utan Dirichlet. Detta for att gora problemet nagot
enklare da bade k och g varierade. I 6vrigt gick datagenerering och traning till pa
samma satt som da endast J predikterades.
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3.4 FDM-losare for virmeledningsekvationen
For att kunna jamfora PINN mot andra metoder skrevs en finit differenslosare som

alternativ metod. FDM valdes pa grund av sin enkelhet. Den generella PDE:n som
ska diskretiseras ar viarmeledningsekvationen:

V- (a(x)VT(z)) = f(z). (3.11)

Betrakta inledningsvis varmeledning i 1D. Da kan PDE:n skrivas som

2 (a5 @) = st (312

Derivatan av T' med avseende pa x kan approximeras med en differenskvot bakat

or _T(x)—T(x—h)

P 3.13
ax h Y ( )
dar h ar ett litet avstand. Om stencilen i figur 3.3 anvands erhélls da att
orT T, —T;_
P A (3.14)

Oz, _, h

»

dér indexet 7 + % betecknar att derivatan har approximerats mellan nod 7 och nod
t+ 1. En visualisering av var derivatan har approximerats i forhallande till T" visas i
figur 3.3. En stencil kan ocksa ge ledtradar kring hur derivatorna har approximerats.
Exempelvis ér stencilen i figur 3.3 symmetrisk, vilket tyder pa att andraderivatan
har approximerats med en central differenskvot, vilket ocksa ar fallet har.

Ti 1 T; Tit1

or or|
Oz li—35 Oz li+3

Figur 3.3: Stencilen som beskriver nodernas placering och var virdena for T samt % ar berak-
nade i forhallande till varandra. De storre punkterna motsvarar faktiska noder i berakningsnétet,
medan de mindre punkterna endast visualiserar var derivatan berdknas och existerar inte i berak-

ningsnatet.

For att inte introducera fler fel &n noédvandigt bor a utvarderas vid samma po-
sition som g—g. For att gora det kan ett godtyckligt medelvarde anvandas for att finna
al;y 1, men vanligt ar att anvénda det aritmetiska eller harmoniska medelvérdet:

I e 7S]
ai+% - 9
eller
Q4
2 Q; + Qg
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Sammantaget kan hela PDE:n utvecklad kring nod ¢ approximeras med

or orT

B
0 oT i+i -1
(e 5rm)| .

L

44y (T = ) =y (T~ Tiy)
a1 Ti — (aH% + ai_%)Ti T 1T

Om approximationerna gors om till likheter erhalls ett linjart ekvationssystem dar
ekvation 7 ser ut som:
Q1T — (o + oy 1 )T+ o, 1T
e - B2 e fi- (3.15)

Ekvation 3.15 géller dock bara for de interna noderna i berédkningsnétet. Om Dirichlet-
randvillkor anvénds for T' erhalls det att det for randnoderna géller att

Tl :D17
TN:DN7

om det &r N noder i berdkningsnétet, och for Neumann-randvillkor erhalls det istél-
let att randnoderna ska uppfylla

For att 1osa for T givet a erhalls ett linjart ekvationssystem MT = b, dar
Qipl 0,1

Mii:_ h2 )
Q1
Moy = 3
2,0 )
) h2
bi = fi7

for i = 2,3,...,N — 1 och dér rad 1 och N i M och b beror pa vilka randvillkor
som anvands. Samma diskretisering av PDE:n kan ocksa anviandas for att 16sa for a.
Om det aritmetiska medelviardet anvands for att interpolera « till mellan noderna
erhalls det att

(Tiy1 — Ti)ovigr + (Tigr — 215 + Ticy) oy — (T — Tioq) i

2h?

Da erhalls ett ekvationssystem Ma = b, dar
Tiv1 — 2T+ Ty

= f.. (3.16)

M;; = — 52 ;
Tiy — T,
M;i = +2T,
T —Tia
Mi,i—l = _27}1,27
bi= i
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for v =2,3,..., N — 1 och matriselementen tillhorande randnoderna beror pa vilka
randvillkor som anvands for «. Nagot som ar vért att notera ér att denna matris
inte ldngre ar approximativt symmetrisk, som nar PDE:n 16stes for 7. Darfor ar
matrisekvationen ett mer instabilt system dér sma variationer i matriselementen
kan resultera i stora variationer i l6sningen till systemet. Darfor blir det mycket
svarare att hitta en bra numerisk l6sning fér o én niar PDE:n l6ses for T

Négot som ar vart att notera ar att bada dessa matriser ar tridiagonala, vilket
innebér att det ar latt att representera dem effektivt i minnet i en dator och att det
finns en simpel algoritm, Thomas algorithm eller tridiagonal matrix algorithm, for
att 16sa denna typ av matrisekvationer.

Med motsvarande tillvigagangssiatt som for 1D-fallet erhalls det att diskreti-
seringen for viarmeledning i 2D blir

Qi 1, (i1 — Tij) — ;1 (T — Tia)
fii = d = d (3.17)

;i1 (Tigar — T) — oy ;1 (Tij — Tija)

Zvj_%
2
hy

dar stencilen nedan i figur 3.4 anvéndes. I detta falla erhalls ett linjart ekvationssy-
stem med 5 diagonaler i stéallet for 3, som i 1D, dér 2 av dem inte ligger angransande
till huvuddiagonalen. Da denna matris inte &r tridiagonal kan inte "Thomas algo-
rithm” anvandas, men det finns ett flertal iterativa losare som kan anvindas pa
godtyckliga matrisekvationer och darmed aven i detta fall.

Tij+

Ti; Ty Tiv1,

151

Figur 3.4: Stencilen som anvindes for diskretiseringen av virmeledningsekvationen i 2D.
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4

Resultat

I foljande kapitel presenteras resultaten fran de tre olika delproblemen. Resultaten
bestar av traningshistorik for de olika nétverken samt nagra testexempel.

4.1 Resultat for varmeledning i 1D

Ett natverk med 101 inparametrar, bestaende av ett x-virde och temperaturen
samplat i 100 jamt fordelade interna punkter, och ett utvirde har tranats. Modellen
bestar av inlagret, nio gomda lager och utlagret med en sammanlagd arkitektur med
lager med antal noder enligt foljande: [101, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10, 5, 1]. Nedan i
figur 4.1 visas hur kostnadsfunktionen for modellen utvecklades Gver tid.

— DE = - Total kostnad 1073
—— Data —— Ovriga bidra
10° g g
n
1017\‘-\\% E
Q
)
1048
® g
% 101 &
2 2
€
ﬂ
1073] =
_10—5
10734
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

Epok

Figur 4.1: Historik 6ver kostnadsfunktionen for PINN:et. "DE” motsvarar PDE:ns bidrag till
kostnadsfunktionen, "Data” motsvarar kostnadsbidraget fran summan av det relativa och absoluta
felet for modellprediktionen och ”Ovriga bidrag” bestar av en regulariseringsterm.

Under foljande delavsnitt jamfors PINN-modellen med den FDM-l6sare, som be-
skrevs i avsnitt 3.4. Jamforelsen gors for testfall som inte finns i trdningsdatan,
bade for exakta virden pa temperatur-inparametrarna och néar brus adderats.

Det o* som presenteras under respektive graf har normerats sa att o(z) =
;9(02) a*(x). Modellen har tranats pa a(z) och inte o*(z) och det ar a(x) som pre-
senteras i graferna.
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4.1.1 Utan brus

I de efterfoljande graferna har 20 noder anvénts for FDM-16saren.

a)

0.0141
0.0121
5 0.0101
i
0.0081 S
\
== Oexakt —>— QrpM ‘.‘,_5
0.0061 apinn ——- Relativt fel j
00 02 04 06 08 10
X

- (Apivn/Aexart — 1)

Relativt fel, 100

Figur 4.2: Resultatet frin PINN och FDM fér

F10
0.0141 "
e
0.0124
L4
s 0.0101 r2
- Lo
0.0081 / \ 5
\ / \
\ / A
- Ge\a\(akr /T Grom r—4
0.0067 ___ oo/ ——- Relativt fel 5
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Relativt fel, 100 - (apinn/Qexakt — 1)

Figur 4.3: Resultatet frin PINN och FDM for

a)

0.0144

0.012 =~

]
N
Relativt fel, 100 - (apnn/eexakt — 1)

|
IS

|
[}

i
0.0081 i
1
== Oexakt —— Qrpm
00061 g Relativt fel
0.0 02 04 06 08
X

1.0

b
1.0 )
==+ 100 (Tpinn — Texakt)
0.81 — Temw
==+ Texakt
0.6
— 0.4
0.2
2 -\
0.0 \.\\ N 7
N~ ,/ \.\ !
-0.2 -
00 02 04 06 038
X
a*=1+z/3.
1.0 b)
——- 100- (TF;W;\’\_ Texakt)
081 — Temww |
f \
==+ Texakt / \
i
0.6 i
!
!
- 04 i
!
0.2 i
i
!
0.0 =~/
-0.2
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

o =1+ exp(—10(z — 0,4)%)/2 — 2?/3.

1.0

b
1.0 )
=== 100" (Tpinn — Texakt)
0.8 — Trmn
==+ Texakt
0.6
- 0.4
0.2
N
0.0 == ~. 7 A
~—_ . |
N !
1
-0.2 -~
0.0 02 04 06 08
X

Figur 4.4: Resultatet frin PINN och FDM for a* = 1 + sin(62?) /10.
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0.0144

0.0124

3 0.010+

0.008+

0.0064

Aexakt

— Qpmn

—>— drpm
——- Relativt fel |

0.0

0.2
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X
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-10
1.0

b
1.0 )
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0.81 — Thmn
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0.6
0.4
~
0.2
2
00¥ o VN
~ SR b
TSN/ \.\ !
—-0.2 \ /"
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 4.5: Resultatet fran PINN och FDM for a* = 1 + sin(62?) /10 + z/3.

4.1.2 Med brus

Nedan har modellen jamforts mot FDM efter att likformigt fordelat brus mellan
—1073 och 1073, vilket motsvarar +0,1 % av temperaturskillnaden.

I figur 4.6 nedan visas att aven for det simplaste fallet for o presterar FDM
mycket daligt med 100 noder nér brus introducerats. For farre noder presterar FDM
nagot béattre och 20 noder anvinds i efterféljande grafer.

a)
0.014
0.0121 5
$ 0.010 - et
0.008 1 HH
= ™" Qpns
— Opin
O.OOG-J Qrpm
Ll
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

1.0

b
1.0 )
== Tpns
0.81 —— Temn
—— 100(Tpns — Teiw)
0.6 1
~ 0.4
0.2
0.0
00 02 04 06 08
X

Figur 4.6: Konstant o* = 0,01 for FDM med 100 noder.

1.0
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Figur 4.7: Resultatet frain PINN déir o* =1+ /3.

0.0141 s o
|
"\.’6 %
0.012 4 s
s
S
5 0.0101 2
o
.. -0 2
0.0081 A i i L2 @
i / V7 s
\ a Vg [ =
== Oepakt /-’ —— Qrpm \./ %
0.0061 aphy/  —— Relativt fel | _g&
00 02 04 06 08 10
X

T

Figur 4.8: Resultatet frin PINN dér a* = 1 + exp(—10(z — 0,4)?)/2 — 2?/3.
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Figur 4.9: Resultatet frén PINN dir o = 1 + sin(622)/10.
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Figur 4.10: Resultatet fran PINN dér a* = 1 + sin(62?) /10 + z/3.

Aven olika brusnivaer testades. Modellprediktionerna fér brusnivier pa 40,5 %,
+1 % och £2 % visas nedan. For hogre brusnivaer varierar T,,.i; s& mycket att det
knappt finns nagra likheter med motsvarande temperaturfilt utan brus. Anledningen
till att 2 % &ar det hogsta palagda bruset som redovisas nedan ar att resultaten fran
PINN-modellen da bruset ar >2 % inte visar nagon storre likhet med det riktiga
virdet pa a och felet blir allt storre. appys har inte inkluderats i figurerna nedan da
den mestadels producerar brus dar felet ar flera storleksordningar storre &n PINN-
modellens fel. Notera att skillnaden T¢,.: — Tpryy nu bara multiplicerats med en
faktor 10 istéallet for 100, som anvéandes tidigare.
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Figur 4.11: Resultatet frén PINN dir o* = 1 + sin(62%)/10 och likformigt brus pa upp till

+0,5 % adderats.
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Figur 4.12: Resultatet frén PINN dér o* = 1+ sin(62?)/10 och likformigt brus pd upp till +1
% adderats.
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Figur 4.13: Resultatet frén PINN dér o* = 1 +sin(62?) /10 och likformigt brus pa upp till +2
% adderats.

4.2 Resultat for virmeledning i 2D

I foljande tabeller och figurer redovisas resultaten fran tva olika modelltréningar
av ett PINN som predikterar varmediffusiviteten o 6ver enhetskvadraten utifran
temperaturfaltet som indata enligt metoden i avsnitt 3.2. Det genomfordes flera
modelltraningar med olika Appg och i tabell 4.1 nedan visas den béast presterande
modellen (Appg = 0,50) samt modellen med Appg = 0,00 for att visa hur PDE:en
hjélper neuronnétet. Agata 0ch A sattes till 3,0 respektive 0,05 for samtliga.

I figur 4.14, 4.15 och 4.16 visas tre olika valideringsexempel for modellen utan
PDE-term i kostnadsfunktionen och i figur 4.17 visas traningshistoriken for samma
modell. Dessa tre valideringsexempel valdes for att visa hur modellen presterar i
olika typer av a-fordelningar, en mycket varierande, en relativt mjuk och en med
skarpa kanter. Samma information for modellen med A\ppg = 0,50 visas i figur 4.18,
4.19, 4.20 och 4.21.
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Tabell 4.1: Sammanfattning av de modelltriningar som visas i rapporten.

Modellvariant Rutnét Traningsexempel [#] Epoker [#] Batch [#]
Appe = 0,00 32x32 2000 146 6
Appe = 0,50 32x32 2000 473 6

Tabell 4.2 visar att modellen med PDE-term ger ldgre globalt valideringsfel
dn modellen utan PDE-term. Mean Squared Error (MSE) minskar fran 2,56 - 1072
till 1,53 - 1072, medan det relativa valideringsfelet minskar fran 9,87 % till 7,26 %.
Detta innebar att modellen med Appg = 0,50 ger en mer traffsidker rekonstruktion
av « over hela valideringsmangden.

Tabell 4.2: Globala valideringsresultat fér modellvarianterna éver hela valideringsdatan.

Modellvariant ~ Valideringsfel MSE ~ Relativt valideringsfel
Appe = 0,00 2,56 - 1072 9,87 %
Appe = 0,50 1,53-1072 7,26 %

De visuella resultaten i figurerna visar samtidigt att felet inte ar jamnt fordelat over
doménen. De storsta avvikelserna uppstar framfor allt i omraden dar « varierar
snabbt eller dar faltet innehaller skarpare strukturer. I mjukare omraden foljer det
predikterade a-faltet i regel det exakta filtet battre.

4.2.1 Modell med >\PDE = 0,00

For modellen utan PDE-term aterges de ¢vergripande strukturerna i a-faltet, men
prediktionen blir delvis utslatad jamfort med det exakta faltet. Detta syns sarskilt i
omraden dar o har lokala variationer eller skarpare 6vergangar. Det relativa felet ér
déarfor storst i dessa delar av doménen, medan modellen presterar béattre i omraden
dar o varierar langsammare.
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Figur 4.14: Valideringsexempel 1 for modellen med Appg = 0,00. Delfigur a) visar det exakta
varmediffusivitetsfaltet apxake och b) visar modellens predikterade félt apinn. Dessa tva delfigurer
visas med samma férgskala for att underldtta jamforelse. Delfigur ¢) visar temperaturfiltet Trpum
som anvindes som indata till modellen, och d) visar det relativa felet mellan agxakt 0ch apiNN.

a) Aexakt
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a) OlExakt b) apinn
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Figur 4.15: Valideringsexempel 2 fér modellen med A\ppg = 0,00. I a) visas det exakta a-
faltet fran den genererade datan och i b) visas motsvarande PINN-prediktion. Delfigur ¢) visar
det tillhérande temperaturfiltet Trpy, vilket &r modellens huvudsakliga indata tillsammans med
koordinatinformation. Delfigur d) visar det relativa felet och synliggoér var i doménen avvikelsen
mellan exakt och predikterat a-falt ar storst.
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Figur 4.16: Resultat for det specialkonstruerade testfallet blandat for modellen med Appg =
0,00. Delfigur a) visar det exakta varmediffusivitetsfaltet apxakt, medan b) visar modellens predik-
tion apinn. Delfigur ¢) visar temperaturfiltet Trpy som berdknats fran det exakta a-féltet, och d)
visar det relativa felet. Testfallet innehaller bade mjuka variationer och skarpare lokala strukturer,
vilket gor det lampligt for att bedéma modellens generaliseringsformaga.
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Figur 4.17: Triningshistorik fér modellen med Appg = 0,00.

4.2.2 Modell med Mppg = 0,50

For modellen med Appg = 0,50 ligger det predikterade a-faltet ndrmare det exakta
filtet 1 bade de globala felmatten och de visuella exemplen. Jamfért med model-
len utan PDE-term ar strukturerna i « tydligare atergivna, och det relativa felet
ar generellt ligre. Aven for testfallet blandat fangar modellen huvuddragen i o-
fordelningen, dven om avvikelser fortfarande finns néra skarpa overgangar.
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Figur 4.18: Valideringsexempel 1 fér modellen med Appg = 0,50. Delfigur a) visar det exak-
ta virmediffusivitetsfiltet apxakt och b) visar det av PINN-modellen predikterade faltet apinn-
Fargskalan dr densamma i a) och b), vilket gor det mojligt att direkt jamfora filtens storlek och
rumsliga struktur. Delfigur ¢) visar temperaturfiltet Trpym som anvindes som indata, och d) visar
det relativa felet mellan exakt och predikterat a-falt.

a) UExakt

c) Temperatur Tepym
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Figur 4.19: Valideringsexempel 2 fér modellen med Appg = 0,50. I a) visas referensfiltet apyaks
och i b) visas modellens prediktion apinn. Delfigur ¢) visar det temperaturfilt Trpy som uppstar
fran det exakta a-filtet, medan d) visar det relativa felet i rekonstruktionen. Figuren illustrerar
hur val modellen kan aterskapa varmediffusiviteten for ett valideringsexempel som inte ingick i

traningsdatan.
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a) UExakt

2.00
1.75
1.50
1.25
1.00
0.75
0.50

c) Temperatur Tepym

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

b) apinn

0

d) Relativt fel

—

2.00

1.75

1.50

1.00

0.75

0.50

0.6

Figur 4.20: Resultat for det specialkonstruerade testfallet blandat for modellen med Appg =
0,50. Delfigur a) visar det exakta virmediffusivitetstiltet apxaxs och b) visar det predikterade
faltet apinn. Delfigur ¢) visar det tillhorande temperaturfiltet Trpy, och d) visar det relativa
felet. Testfallet anvands for att undersoka hur val modellen generaliserar till ett sammansatt a-falt
med bade mjuka variationer och mer lokala férandringar.
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Figur 4.21: Triningshistorik fér modellen med Appg = 0,50, trinad i 473 epoker.

4.3 Resultat for varmetransport i biologisk vavnad

I detta avsnitt presenteras resultaten fran de natverk som trénats for att prediktera
parametrerna i Pennes bioheat-ekvation 2.46. Forst redovisas resultaten fran nat-
verket som endast predikterade perfusionstermen [ och sedan redovisas resultatet
fran natverket som predikterade bade k och /.

4.3.1 Prediktion av 3

For att trana neuronnéatverket for att prediktera perfusionstermen 3 i Pennes biohea-
tekvation behovdes vikterna for respektive forlustterm i ekvation 2.33 bestdmmas.
Eftersom inga av randvillkoren beror pa  kan forlusten fran randvillkoren L. bort-
ses fran, sa den termen sattes till 0,0. For att bestdmma storleken pa Appg jamfort
med Agqure gjordes nagra tester dar det observerades att nédtverket generellt preste-
rade béttre nir A\ppg hojdes. Om dock Appg blev for stort i forhallande till Aguz,
konvergerade natverket tidigt vid en 16sning dér S var i princip konstant 6ver hela
doménen. Ett varde pa Mgt = 1 och Appg = 0,02 anvandes darfor. Dock dr dessa
virden inte optimerade da det ligger utanfor detta arbetets omfattning.

Néatverket tranades i 300 epoker, da konvergens observerades (se figur 4.23).
Resultatet av denna traning illustreras med ett exempel fran valideringsdatan och
visas i figur 4.22. T figur 4.22b visas [-fordelningen som anvints for att generera
temperaturfordelningen med FDM och i 4.22¢ syns nétverkets prediktion av 5. For
att skatta resultatets kvalitet berdknades medelviardet av det relativa felet over
hela doméanen for valideringsdatan. For denna traning blev det relativa felet for
valideringsexemplen 2,31 %.
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Figur 4.22: Exempel for resultat frin neuronnitverk som predikterar 3 i Pennes bioheatekvation
(ekvation 2.46). En tumor i form av en cirkel eller oval genereras med slumpméssigt virde pa S
som syns i b). Néar randvillkoren appliceras pa doménen ger denna tumér med FDM upphov till
en temperaturférdelning a) som anvinds som indata till PINN:et. Predikteringen av 8 syns i c).
Felet i hela doménen syns i d) och nar ca 700 % precis vid tumoérens kant. Om endast i element
innanfor tumorens grianser studeras e) nar felet ca 8 % forutom négra element nira kanten dar
felet blir storre, uppat 20 %.

4.3.2 Prediktion av § och &

For neuronnétet som predikterar bade viarmeledningskoefficienten £ och perfusions-
koefficienten (8 aterintroducerades forlusttermen for randvillkoren eftersom det kom-
mer paverka k. Agc valdes till samma virde som A\ppg och en trianing startades med
bada dessa virden som 0,02. Da konvergerade néatverket tidigt pa ett felaktigt re-
sultat s& A\gc och Appg sanktes bada till 0,01. Resultatet fran denna traning kan
ses i figur 4.24. Aven for detta problem trinades nétverket i 300 epoker och tré-
ningshistoriken visas i figur 4.25. Medelvardet for det relativ felet for k 6ver hela
doménen var 0,084 % och for [ var det 0,78 %. Utanfor tumoren syns for detta
traningsexempel inga fel for varken £ eller 3. For nagra exempel syntes en eller ett
par enstaka element som néatverket predikterat till ett hogre varde men generellt
ar modellen tréaffsiker nér det kommer till att identifiera tumorens granser. I figur
4.24f syns att felet for S-faltet i tumoren ar konstant ca 15 %. Daremot for k ligger
felet mellan 0 och 2,5 %.

52



4. Resultat

—— Total - traning
10714 | |
Total - validering
—==- PDE - traning
PDE - validering

10—2_
- i ofoy pod 2
7] |
210734 |

N
\u\l‘,‘
./..\M "A’\r
1074 3
(AYATH s A
D AR Rt
FORBAL D
I A2
v ""V]\'"‘
1075_ v \\r,'\’h__
0 50 100 150 200 250 300
Epok

Figur 4.23: Triningshistorik fér neuronnétet som predikterar 3 i Pennes bioheat-ekvation. Den
totala forlusten for traningsdatan visas i lila och den totala forlusten for valideringsdatan i gront.
Den totala forlusten inkluderar férlusten fran bade datan och PDE:n. Forlusten for endast PDE:n
syns i lila- och gronstreckat for traningsdata respektive valideringsdata.
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Figur 4.24: Valideringsexempel for PINN:et som har uppskattat bade k och 3. Tumérplacering-
en med motsvarande k och  som anvénts for att ta fram temperaturfiltet i a) visas i f) respektive
b). Nétverkets prediktion av k och § syns i ¢) respektive g). Felen utanfor tuméren syns i figur d)
for 8 och for k i h). Det relativa felet i tumoren syns i e) for S och i) for k. Notera att dessa inte
visas i samma skala for att eventuella avvikelser ska synas for respektive parameter.
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Figur 4.25: Triningshistorik fér neuronnitet som predikterar bade k och 3 i Pennes bioheat-
ekvation. Den totala forlusten for traningsdatan visas i lila och den totala forlusten for validerings-
datan i gront. Den totala forlusten inkluderar forlusten fran bade datan och PDE:n. Forlusten for
endast PDE:n syns i lila- och gronstreckat for traningsdata respektive valideringsdata.
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Diskussion

5.1 Resultatdiskussion

I detta kapitel diskuteras de resultat som presenterades i foregaende kapitel. En
genomgaende fragestédllning ar huruvida PINN kan anviandas for att rekonstruera
varmediffusivitetsfaltet o fran ett kant temperaturfalt. Att detektera att en avvikelse
existerar i ett material ar i grunden ett enklare problem an att kvantifiera dess storlek
och exakta placering. Det senare kraver en fullstandig rekonstruktion av a-filtet,
vilket generellt sett ar ett svarlost inversionsproblem [22]. Resultaten visar att PINN
har potential att utféra denna rekonstruktion, men att prestandan beror pa en rad
faktorer sasom problemets inverterbarhet, dess komplexitet samt hur mycket indata
liknar traningsdatan. Dessa aspekter diskuteras mer ingaende i de féljande avsnitten.

5.1.1 Resultatdiskussion for viarmeledning i 1D

Resultaten visar att PINN:et till stor del presterar bra for att aterskapa de huvud-
sakliga monster som finns i varmediffusiviteten givet en temperaturférdelning. Som
tidigare ndmnts ar det ett svarlost inverst problem, vilket ocksa gar att se i bland
annat fran figur 4.2 till 4.5. I b)-delfigurerna visas att den relativa skillnaden mellan
T.rare och Tpryn ar mindre dn 1 % for de presenterade testfallen, och oftast inom
+0,2 %. Fran figur 4.7 till 4.10 gar det att se att motsvarande dven géller for PINN:et
trots att brus mellan 0,1 % har adderats till matdatan. Da det relativa felet mellan
aprny och ez ar cirka 10 ganger storre &n motsvarande relativa skillnad mellan
Tprny och T... visar det pa svarigheten i att 10sa det inversa problemet. Detta
bekriftas dven av att FDM-losaren nédstan helt upphor att fungera efter att bruset
adderats till temperaturfordelningen. Det visar ocksa pa att det ar mycket svart att
forbéattra prediktionen av « eftersom aven sma variationer i T resulterar i storre
forandringar av a.

En anledning till att PINN:et presterar battre kring x = 0 an x = 1 beror
sannolikt pa hur traningsdatan har genererats. I traningsdatan ar «(0) = 0,01 for
alla olika traningsexempel, medan «(z) inte har nigon sddan begrinsning. Aven
antalet z-varden och deras placering kan spela en roll. Eftersom datagenereringen
samplade 73 punkter uniformt mellan (0, 1) har modellen fatt mindre traning kring
randnoderna &n de inre noderna eftersom randnoderna har férre grannoder.

Aven om PINN-modellen inte tranats med brus i traningsdatan motstar den
brus bra, som kan ses i figur 4.7 till 4.10. En mojlig forklaring kan vara att natverket
inte specifikt kollar pa nagon individuell nods virden, utan i stallet alltid tar alla
nodernas véirden i hansyn till varandra och pa sa satt battre hittar det generella
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monstret. En annan mojlig forklaring till varfor PINN-modellen presterade battre én
FDM da brus introducerats ar att PINN-modellens begrédnsade storlek pa vikterna
begrinsar den kraftigt oscillerande derivatan, som uppstar mellan tva noder pa
grund av bruset.

Nér brusnivan okades visade PINN-modellen sig vara motstandskraftig mot
brus, vilket kan ses i figur 4.9, 4.11, 4.12 och 4.13. For brusniva pa 2 % avvek
modellprediktionen mer och visade inte alla de generella svingningar som fanns i
det egentliga apns. Pa grund av hur kansligt det inversa problemet ar for variationer
i T ar det rimligt att prediktionen for a-filtet forsdmras fran och med dessa nivaer.

5.1.2 Resultatdiskussion for virmeledning i 2D

Resultaten for det tvadimensionella varmeledningsproblemet visar att PINN-modellen
kan aterskapa de huvudsakliga strukturerna i varmediffusivitetsfaltet o utifran ett
givet temperaturfilt. I bada valideringsexemplen och i det specialkonstruerade test-
fallet blandat foljer det predikterade a-filtet i stora drag det exakta faltets rumsliga
variationer. Detta ar det viktigaste resultatet for 2D-delen, eftersom det visar att
modellen har lart sig ett anvindbart samband mellan temperaturfaltet Trpy och
det bakomliggande varmediffusivitetsfaltet apyaxs.

De visuella resultaten, i figur 4.18 till 4.20, visar ocksa att modellen generellt
har lattare att aterskapa mjuka och langsamt varierande a-filt dn omraden med
skarpa 6vergangar. I falt med tydliga kanter eller mer lokala variationer blir det
relativa felet storre, sarskilt nara granser mellan omraden med olika varmediffusi-
vitet. Detta ar viantat eftersom skarpa strukturer ar svarare att rekonstruera fran
ett stationdrt temperaturfalt, diar informationen om lokala variationer i o ofta ar
indirekt och utsmetad i temperaturfaltet. Felet koncentreras darfor ofta till de delar
av doméanen dar « forandras snabbt.

Testfallet blandat ar sérskilt intressant eftersom det kombinerar flera typer
av strukturer, bland annat mjuka variationer och skarpare lokala forandringar. Att
modellen med PDE-term aven dér kan fanga huvuddragen i « visar att den har viss
generaliseringsformaga utanfor de enklaste valideringsexemplen. Samtidigt framgar
det att prediktionen inte ar perfekt, vilket visar att modellen fortfarande har be-
gransningar nir den moéter mer komplexa filt som exempelvis flera sammansatta
rumsliga strukturer.

Modellen utan PDE-term i forlustfunktionen presterade sémre &n modellen
med Apge = 0,50. Det relativa valideringsfelet var 9,87 % for modellen med Ayqe =
0,00, jamfort med 7,26 % for modellen dar PDE-termen inkluderades. Skillnaden
pa 2,61 procentenheter visar att den fysikinformerade delen av forlustfunktionen
bidrog till en mer tréaffsiker rekonstruktion av a-faltet. Att modellen utan PDE-term
anda uppnar relativt goda resultat visar samtidigt att mycket av sambandet mellan
temperaturfaltet och det bakomliggande a-faltet kan léras direkt fran den genererade
traningsdatan. Eftersom modellen tridnades 6vervakat med tillgang till exakta a-
filt kunde datatermen ensam ge en anviandbar approximation. Detta innebér att
modellen med Apge = 0,00 snarare fungerar som ett rent datadrivet referensfall,
déar natverket lar sig statistiska samband mellan Tgrpy och apeae utan att explicit
straffas for avvikelser fran varmeledningsekvationen.
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Samtidigt blev forbattringen av PDE-termen mindre dn vad som mdojligen hade
kunnat forvintas. En mojlig forklaring ar att tréningsdatan var brusfri och genere-
rad med samma fysikaliska modell som anvandes i forlustfunktionen. Under sadana
forhallanden innehaller datatermen redan mycket stark information om sambandet
mellan temperaturfilt och a-filt. PDE-termen far darfor fraimst en kompletterande
roll snarare é&n att helt fordndra modellens beteende. En annan mojlig forklaring
ar att valet av Ap4e inte optimerades systematiskt. Det ar darfor mojligt att andra
viktningar av PDE-termen hade gett en storre forbéattring.

Sammantaget visar resultaten att ett PINN kan anvidndas for att approxima-
tivt 16sa det inversa vdrmeledningsproblemet i tva dimensioner for den artificiella
problemklass som studerats. Ett relativt valideringsfel pa 7,26 % for den basta mo-
dellvarianten visar att metoden har potential att identifiera storre strukturer och
variationer i rumsligt varierande a-falt. Daremot bor slutsatser om verkliga tillamp-
ningar dras med forsiktighet, eftersom resultaten bygger pa artificiella och brusfria
data med idealiserade randvillkor. For mer realistiska tillampningar behover mo-
dellen darfor testas pa data med brus, osdkerheter i randvillkor och mer varierade
fysikaliska situationer.

5.1.3 Resultatdiskussion for virmetransport i biologisk vavnad

Det nétverk som konstruerades for att bestimma perfusionskoefficienten 3 lyckades
hitta S-fordelningen i doménen med ett medelfel pa 2,3 %. For den friska vivnaden
var PINN:ets prediktion exakt i nastan hela doméanen. De stora avvikelserna férekom
i kanten av tumoromradet. Dar kunde det relativa felet na uppemot 700 % i vissa
fall. Denna avvikelse anses rimlig da det innebar att natverket har gissat att tumoren
ligger utanfor dar den egentligen ar. Inuti tumoren ér felen mindre. I stora delar av
tumoren var felet under 1 %, men nagra element i kanten har ett fel uppemot 20 %.
Problemen i kanten beror antagligen ater igen pa att natverket inte hittar tumoérens
kanter sdrskilt bra. Att felen i 6vrigt ar laga tyder pa att modellen kan identifiera
B-filtet i stora drag. Aven innanfér tuméren forekommet dock variationer i 3-vérdet
som nar fel pa cirka 8 % vilka tyder pa att PINN:et inte kan forutsiga faltet med
hég precision i nuvarande utformning.

PINN:et som predikterar bade k£ och [ hade ett medelfel pa valideringsdatan
gentemot den verkliga fordelningen pa 0,084 % for k och 0,78 % for 8. Att modellen
presterar battre for k£ &n for 5 syns ocksa i figur 4.24. Detta ar vantat da viarmedif-
fusionskoefficienten bor ha storre paverkan pa temperaturfiltet 4n den konvektiva
termen (som héar ar perfusion) nar de ar i samma storleksordning som i detta fall. In-
om sjilva tumoren ar felet pa 3 storre. Trots att det verkliga vardet pa [ i exemplet
ar cirka 0,8 har nétverket predikterat ett virde pa 0,7. Eftersom datan genererats
i intervallet 0,6 till 0,8 antas darfor att PINN:et bara identifierat ett medelvéirde
av alla mojliga varden pa (. Detta forstarks av att de andra valideringsexemplen
visar samma sak, alltsa en prediktion pa 0,7, oavsett [..qax:. PINN:et kan alltsa inte
i sin nuvarande utformning uppskatta bade k och g samtidigt utifran den givna
temperaturfordelningen.

Trots att felet for 8 ar hogt for PINN:et som uppskattar bade k& och g i figur
4.24e sa ar det relativa medelfelet ldgre dn for natverket som endast predikterar .
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Detta tros bero pa att PINN:et som bara predikterar § ar sdmre pa att identifiera
tumorens granser. De element som PINN:et felaktigt identifierar som tumorceller
far ett valdigt hogt fel eftersom skillnaden mellan tumoérens och bakgrundens perfu-
sionskoefficient ar sa pass stor. Déarfor kommer dessa celler att bidra mycket till det
totala felet. Att natverket har tillgang till bade a- och p-férdelningen verkar alltsa
gora det lattare att identifiera tumorens granser. Detta anses vara rimligt eftersom
varmeledningen paverkar temperaturfiltet mer, som namndes ovan. Dessutom an-
vandes Dirichlet-randvillkor for temperaturen pa den vinstra randen for att skapa
temperaturfaltet, vilket observerades vara lattare for natverket att hantera jamfort
med Robin-randvillkor. For eventuella implementationer bor enstaka element som
ar felaktigt identifierade inte paverka den resulterande temperaturférdelningen av-
sevart. Dessutom visar resultatet fran PINN:et som predikterar bada parametrarna
att detta problem kan elimineras om néatverket far tillgang till mer information.

5.2 Metoddiskussion

I foljande avsnitt diskuteras de metoder som anviants och metodval som gjorts i
detta arbete samt potentiella delmetoder att vidareutveckla eller infora.

5.2.1 Metoddiskussion for varmeledning 1D

Det finns ett flertal forbattringar som skulle kunna implementeras och undersokas.
En enkel sak som potentiellt hade kunnat forbéattra PINN:et ar att istallet for att
sampla alla azqrs 1 precis samma 73 x-varden, sa skulle o kunna samplas kring de 73
punkterna, men att de har en forskjutning som varierar slumpmaéssigt kring ett litet
intervall centrerat kring respektive punkt for att 6ka variationen i tréningsexemplen
pa ett enkelt sitt. Det hade aven varit intressant att se hur mycket battre PINN:et
hade kunnat prestera om tréaningsdatan hade innehallit &nnu fler exempel for aepqnt
med tillhérande T,,..:. Potentiellt hade ett storre natverk kravts for att PINN:et
ska lara sig den 6kade komplexiteten i traningsdatan. Generellt sett borde en okad
variation i traningsexemplen ge en PINN-modell som kan prediktera fler olika «.

Ytterligare en enkel sak att testa hade varit att undersoka hur andra viktningar
i kostnadsfunktionen hade paverkat resultatet. Som visas i figur 4.1 ar det Lg44, SOmM
dominerar kostnadsfunktionen. En konsekvens av att storleksordningen for v valdes
till ~ 0,01 ar att bidragen fran det absoluta felet och PDE:n naturligt viktas 100
ganger mindre an om « valts till ~ 1 da bada dessa bidrag ar linjara med avseende
pa . Anledningen till att o ~ 0,01 &r att det ar en vanlig storleksordning pa « i
manga material.

Anledningen till att begransningen «(0) = 0,01 gjordes var for att virmeled-
ningsekvationen studerades i steady-state, och déarfor ar o inte unik utan randvillkor
eftersom om « l6ser PDE:n i ekvation 2.38, sa loses PDE:n dven av 10« och sa, for
godtycklig konstant s € R. Om tidsberoende i PDE:n hade introducerats och vér-
meledningen studeras inte langre i steady-state, sa hade olika storleksordningar pa
a kunnat sarskiljas eftersom modellen da hade fatt information om hur snabbt tem-
peraturgradienter utjimnats. Det hade dock stallt storre krav pa berdkningskraft
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da fler inparametrar, bestaende av temperaturfiltet vid flera olika tidpunkter, hade
behovts till modellen och en storre mangd traningsdata.

5.2.2 Metoddiskussion for virmeledning i 2D

Metoden som anvandes for varmeledning i 2D bygger pa att forst generera a-filt
och dérefter 16sa det direkta virmeledningsproblemet for att fa motsvarande tempe-
raturfalt. Detta dr en styrka eftersom det ger full kontroll 6ver bade indata och den
exakta losningen, vilket gor det mojligt att kvantitativt utvardera hur val modellen
rekonstruerar a. Samtidigt innebér det att modellen trdnas och valideras pa data
som kommer fran samma typ av generator och samma numeriska losare. Resultaten
visar darfor frémst hur val metoden fungerar inom den artificiella problemklass som
konstruerats, snarare an hur val modellen direkt skulle fungera pa experimentella
métdata. For framtida applikationer kan dock traningsdatan véaljas for det specifika
problem och situation man ska anvanda PINN f{or just da.

Det inversa problemet ér i grunden svart eftersom ett stationart temperatur-
filt inte alltid innehaller tillrackligt med information for att entydigt bestamma ett
bakomliggande a-falt. Detta innebédr att modellen felaktigt kan lara sig att alltid
aterge en rekonstruktion av a-filtet oavsett givet temperaturfalt, trots att denna re-
konstruktion inte ar ratt for nagot enskilt temperaturfialt. Metoden ar dérfér beroen-
de av att trdningsdatan innehaller tillrackligt informativa variationer i o, randvillkor
och kéllterm. I detta arbete anvindes fasta randvillkor och en fast kéllterm, vilket
gor problemet mer kontrollerat men ocksa begrédnsar variationen i den fysikaliska
situation modellen tranas pa.

Stoppfunktionen som implementerats resulterar i att modeller tranas i olika
antal epoker, och de tva som visas hér tranas i 146 respektive 473 epoker vilket pa
ett sitt problematiserar jamforelsen mellan dessa tva modeller eftersom skillnaden
i resultat inte enbart beror pa PDE-termen. Men genom att studera traningshisto-
riken for de tva modellerna, figur 4.17 och 4.21, sa syns att de bada visar tecken
pa overtraning vilket alltsa tyder pa att resultatet inte hade varit sarskilt annorlun-
da utan stoppfunktionen. Dock ska Overtrining ej ses som nagot positivt, da det
betyder att nétverket i sin nuvarande utformning inte kan 16sa problemet battre
med den givna dataméngden. Det ar dock inte omdjligt att na ett béttre resultat
med den givna datan, men da maste exempelvis natverkets arkitektur och/eller for-
lustvikterna andras for att optimera modellen. Dessutom skulle 6vertréaning paverka
resultatet negativt om brus introduceras i datan.

Sammanfattningsvis ar metoden lamplig for att undersoka om ett PINN kan
anviandas for att 16sa ett kontrollerat inverst problem for stationér varmeledning
i tva dimensioner. De viktigaste begransningarna ar att all data ar artificiell, att
randvillkor och kallterm héalls fasta samt att resultatet ar kénsligt for valet av for-
lustvikter och traningsparametrar. For framtida studier vore det déarfor relevant att
undersoka fler varden pa samtliga forlustvikter, inkludera brus i temperaturfélten,
variera randvillkor och kallterm samt testa modellen pa mer realistiska eller experi-
mentellt framtagna data. Ytterligare en mojlig utveckling hade varit att undersoka
om varmediffusivitetens upplosning hade kunnat vara hogre an temperaturfaltets
upplosning. Detta hade i sa fall astadkommits genom nagon form av interpolation,
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men en sadan metod kriver dock att modellen trianas mot hogupplosta referensfalt
och bor tolkas med forsiktighet, eftersom detaljer som inte finns representerade i
indatan inte nodvandigtvis kan bestdmmas entydigt.

5.2.3 Metoddiskussion for virmetransport i biologisk vivnad

Resultaten fran PINN:et som predikterar g visar att ett PINN kan anvandas for
att identifiera S-fordelningen fran en temperaturférdelning med relativt hog preci-
sion. Att 8 kan identifieras ar intressant eftersom perfusion ofta dr den dominerande
termen som paverkar temperaturfordelningen, och att det dérfor kan vara viktigt
vid exempelvis hypertermibehandlingar [13]. Daremot dr de numeriska virdena som
anvants i denna undersokning orealistiska kopplat till tillampning i manniskokrop-
pen utan ar dimensionslosa numeriska virden endast valda for att fungera med det
befintligan PINN:et som anvénts till tidigare problem. Lozano et al. [25] har sam-
manstéllt virmeledningsegenskaperna for brostcancervavnad och frisk brostvavnad.
Enligt dessa viarden kan de relevanta koefficienterna vara ungefar k = 0,322 W/mK
och 8 dr ungefir mellan 10* och 10* W/m?®K for frisk vivnad. For cancervivnad
ar k = 0,564 W/mK och 3 variera mellan 10* och 10> W/m?K. Fran dessa virden
kan man ocksa se att 8 bor ha en storre paverkan pa temperaturfiltet dn i de test-
fall som undersokts av denna studie. Dessutom é&r skillnaderna mellan frisk vavnad
och cancervivnad stora vilket bor innebéra att det ar lattare for PINN:et att iden-
tifiera dndringarna &n om den friska och sjuka vavnaden hade haft mer liknande
varmetransportsegenskaper. Darfor hade det varit intressant att vidare modifiera
nétverket for att behandla mer verklighetsférankrade modeller av tumdérerna. Aven
de temperaturer som anvants i randvillkoren och blodtemperaturen 7, hade kunnat
andras for att mer efterlikna ett realistiskt fall.

Den metaboliska viarmeproduktionen har ocksa antagits vara konstant éver
bade frisk vavnad och tumorvidvnad. Cancerviavnad har dock férandrad metabolism
vilket kan leda till en 6kad varmeproduktion [26]. For att gora modellen mer re-
alistisk hade denna skillnad ocksa kunnat implementeras genom att anvianda ett
hogre varde pa (e 1 tumoren. Dessutom hade det kunnat underlédtta identifiering-
en av tumorens granser vilket hade kunnat forbattra resultatet for bade k och g vid
kanterna.

Nér bade k£ och 3 predikterades av PINN:et lyckades inte natverket uppskatta
bada dessa parametrar, utan Sp;yy hade ingen koppling till det verkliga vardet.
Detta var vintat da g hade en mindre paverkan pa temperaturfialtet och natverket
inte hade nagot sitt att skilja pa paverkan fran k- eller S-termen och darfor till-
skriver allt till k. Resultaten tyder alltsa pa att det inte finns nagon entydig 16sning
for bade k och (8 utifran endast temperaturfordelningen. For att PINN:et mojligen
ska kunna identifiera bade k och [ foreslas tva forbattringar pa nuvarande modell.
Delvis hade ett storre i forhallande till £ kunnat anvidndas for att § ska fa en
storre paverkan pa temperaturfiltet, likt som foreslogs tidigare i detta avsnitt for
att gora modellen mer realistisk. Denna fordndring bor dock inte 16sa att tempe-
raturfordelningen inte motsvarar en entydig fordelning av k£ och 5. Sannolikt hade
bara all variation tillskrivits g istédllet om [ ar tillrackligt mycket storre an k. Det &r
mojligt att en sadan modell ar tillrackligt bra pa att beskriva hur virmetransporten
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ser ut i doménen for vissa tillampningar om k£ &nda bara har en forsumbar paverkan.
Om precisionen for en sadan modell ar for lag eller om man av ndgon annan anled-
ning skulle vilja ta reda pa bada parametrar hade nagon annan forbattring behovts.
En sadan skulle kunna vara att studera Pennes bioheat-ekvation med tidsberoende,
detta diskuteras mer i avsnitt 5.2.4.

En begransning i denna undersokning ar tillgangen till berdakningskraft. Det
har gjort att storre traningar med fler traningsexempel och hogre upplosning inte
varit mojliga. Mer omfattande tréningar hade kunnat leda till battre resultat samt
mojliggjort for storre variationer i flera parametrar som tumorens storlek, form och
variationer i koefficienternas varden. Dessutom hade modellen kunnat utékas till 3D
for att aterigen komma narmre det verkliga fallet.

Resultatet fran avsnitt 4.1.2 (ddr data med brus har anvints i PINN:et) tyder
pa att PINN ar en bra metod for att hantera data med brus. For en applikation for
hypertermibehandling kravas att metoden ar tolerant mot brus da det alltid kommer
forekomma i verkliga matningar och eftersom toleranserna ar sma kravs det att
natverket fortfarande presterar bra aven om brus forekommer. For att sdkerstalla
att resultatet fran avsnitt 4.1.2 ocksa géller i applikationen for cancerbehandling
skulle dven detta PINN behova tranas med brusig data.

5.2.4 Jamforelse av delproblem samt generell metoddiskus-
sion

Trots att liknande metoder anvindes for alla delproblem presterade de olika bra.
I 1D-fallet anvdndes ingen valideringsdata sa ett totalt relativt fel berdknades inte
men for de fall som illustreras i avsnitt 4.1.1 verkar det relativa felet vara i storleks-
ordningen 1-2 % for de allra flesta fall. For varmeledningsproblemet i 2D var det
relativa felet 7,26 % och for det biologiska varmetransportproblemet var det relativa
felet mellan 2,31 % ner till 0,084 % beroende pa vilken modell och vilken parameter
som predikterades. Att natverket som behandlar det endimensionella problemet pre-
sterar battre an det tvadimensionella var vintat eftersom det ar ett enklare problem.
Skillnaden ar dock inte sa stor, och jamfort med det biologiska varmetransportpro-
blemet presterade den i vissa fall simre. Det beror formodligen pa att natverket
for 1D-problemet tranats pa en stor variation av a-fordelningar. Datan i det bi-
ologiska viarmetransportproblemet bestod av enklare samband (styckvis konstanta
fordelningar) och variationen mellan fallen var liten i jadmforelse. Déarfor anses det
rimligt att ndtverket som applicerades pa det biologiska virmetransportproblemet
presterade béattre trots att detta i grunden ar ett svarare problem. I naturen fore-
kommer i storsta utstrackning enklare varmeledningskoefficienter an de som anvénts
i varmeledningsproblemen i 1D och 2D. Dérfér bor modeller som presterar battre
kunna utvecklas om de ska implementeras pa mer praktiska problem. I problem dér
modellen ska tillampas kan ocksa mer kdnnedom om systemet finnas sa att tra-
ningsdatans omfattning kan begrinsas till att till storsta del omfatta den typ av
fordelning som ar av intresse att kunna rekonstruera.

Det inversa problemet att bestimma « fran ett temperaturfilt dr, som for-
klarat i teoriavsnittet, generellt sett inte ett valstallt problem. Eftersom datan som
anvands for att bestimma a-féltet ar diskret uppstar mojligheten att flera a-falt kan
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ge samma temperaturférdelning. Upplosningen pa indatan dr saledes direkt kopp-
lad till hur sma och kraftiga variationer som gar att finna med PINN. Att arbeta
med det stationara fallet innebér en forenkling jamfort med det tidsberoende, men
medfor samtidigt en informationsforlust. Temperaturens tidsutveckling, som direkt
aterspeglar delar av diffusiviteten och andra parametrars rumsliga variation gar for-
lorad. Denna forlust ar en orsak till att de problem som har betraktats ibland &r
svara att invertera. For biologisk vavnad dar onskan ar att kunna gora en predik-
tion av varmeledningskoefficienten £ och perfusionen ( samtidigt ar tidsberoende
sannolikt extra viktigt. Eftersom bade k och g paverkar varmeledning ar det rim-
ligt att anta att en separation av bidragen under en stationér forenkling kan vara
komplicerad.

Det kommer aldrig att ga att rekonstruera a pa hela intervallet [0, 1] perfekt
for ett godtyckligt, eller nastan godtyckligt, o fran ett andligt antal punkter fran
temperaturfaltet eftersom « ar definierat i ett odndligt antal punkter, men modellen
endast tar ett finit antal punkter som inparametrar. Om « varierar nagorlunda snallt
gar det att aterskapa det i stora drag, som visats i resultaten. Denna begransning
utgor en av svarigheterna i att losa det inversa problemet.

Ytterligare en svarighet med att l6sa det inversa problemet kommer fran hur

a beror pa T'. Som visades i avsnitt 2.3.1 finns ett (%) _l—beroende i den analytiska
l6sningen for o i 1D. Det gor att « varierar mycket kansligt pa &ndringar i 77 och det
blir sérskilt problematiskt om 7" byter tecken, da det orsakar en division med 0 och
ddrmed inte gar att sdga nagot om « i den punkten. Rent fysikaliskt ar det rimligt
att det inte gar att sdga nagot om a dar 77 = 0 eftersom det innebér att ingen varme
flddar. Aven om det inte finns ndgon analytisk 16sning till virmeledningsekvationen
2.38 i 2D for det generella fallet kommer det att finnas likartade beroenden pa
T-derivatorna, vilket kan orsaka liknande problem som i 1D-fallet.

64



O

Slutsatser

Varmeledning genom ett medium &r séllan helt homogen. I detta arbete anviandes
ett Physics-Informed Neural Network (PINN) for att med hjalp av endast tempera-
turfiltet och dess randvillkor, inverst hitta de bakomliggande parametrarna varme-
ledningsfalt och perfusionsfalt.

I en dimension tyder resultaten pa att det ar mojligt att prediktera ldtta va-
rierande o med lagt relativt fel fran endast ett temperaturfialt med hjalp av PINN.
Ett intressant resultat dr att PINN kan bestamma o d& brus introduceras, vilket
mer traditionella numeriska metoder som FDM har svart for. Denna férdel kan gora
PINN intressant i mer praktiska applikationer. Vidare hade det varit intressant att
vidareutveckla metoden genom att inféra slumpmassig sampling av « inom interval-
let samt att infora fler traningsexempel i syfte att forbéttra natverkets prediktering
av svarare och mer godtyckliga «.

For varmeledning i tva dimensioner visar resultaten att ett PINN kan anvén-
das for att rekonstruera huvuddragen i ett rumsligt varierande virmediffusivitetsféilt
utifran ett stationédrt temperaturfalt. Modellen med PDE-term presterade béttre é&n
modellen utan, vilket tyder pa att fysikalisk information kan forbéttra rekonstruk-
tionen. Samtidigt kvarstar problem vid skarpa évergangar i a-faltet, dar det relativa
felet blev storst. Studien visar darfor att PINN har potential for inversa problem in-
om varmeledning i tva dimensioner, men att vidare studier krévs for mer realistiska
fall med exempelvis brus, varierande randvillkor och mer komplexa materialfélt.

I den forenklade modellen for viarmetransport i biologisk vavnad kunde nét-
verket uppskatta perfusionsparametern 5 med relativt hog noggrannhet. Nar endast
3 predikterades blev det relativa felet 2,31 % 6ver valideringsdatan. Aven nir bade
varmeledningskoefficienten k£ och perfusionsparametern [ predikterades samtidigt
erholls laga relativa fel, 0,084 % for k och 0,78 % for . Detta visar att metoden har
potential for att identifiera flera okdnda parametrar i en foérenklad modell av bio-
logisk vavnad. Samtidigt bor resultatet tolkas med forsiktighet eftersom modellen
bygger pa en enkel geometri och genererade temperaturfalt snarare dn experimen-
tella matdata.

Sammantaget visar arbetet att PINN &r en lovande metod for inversa pro-
blem inom varmetransport. Resultaten bor dock tolkas inom ramen for arbetets
avgransningar. All data som anvénts ér genererad, randvillkor och kalltermer har
varit idealiserade och matbrus har endast behandlats i begransad omfattning. For
att metoden ska kunna anvindas i mer realistiska tillimpningar kravs darfor vida-
re studier med mer verklighetsnara geometrier, materialparametrar, randvillkor och
brusnivaer.
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demo.py

#!/usr/bin/env python
import argparse
import importlib
import threading
from time import sleep, monotonic
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import scipy.sparse as sparse
import scipy.sparse.linalg as linalg
import torch
import torch.nn as nn

p1D = importlib.import_module('poisson-1D')
compute = p1D.compute
pinn = importlib.import_module('main')

def fdm_T(alphas, DX=None):
    NX = alphas.shape[0]
    if DX is None:
        DX = 1/(NX-1)
    HM = lambda x,y: 2 * x * y / (x+y)
    md  = np.ones(NX)  # Huvuddiagonal
    ud  = np.zeros(NX) # Övre diagonal
    ld  = np.zeros(NX) # Nedre diagonal
    for i in range(1,NX-1):
        aE = HM(alphas[i], alphas[i+1])
        aW = HM(alphas[i-1], alphas[i])
        md[i]  = -(aE+aW)/DX**2
        ud[i]  = aE/DX**2
        ld[i]  = aW/DX**2
    A = sparse.diags((ud[:-1], md, ld[1:]), (1, 0, -1))
    b = -np.zeros_like(alphas)
    b[0]  = 0
    b[-1] = 1
    Ts, ec = linalg.gcrotmk(A, b)
    print(f'{ec = }, ', end='')
    return Ts

def fdm_alpha(Ts, BC, DX=0, S=0):
    if DX == 0:
        # assert(np.isclose(Ts[0], 0))
        # assert(np.isclose(Ts[-1], 1))
        DX = 1 / (Ts.shape[0] - 1)
    md  = np.ones(Ts.shape[0])  # Huvuddiagonal
    ud  = np.zeros(Ts.shape[0]) # Övre diagonal
    ld  = np.zeros(Ts.shape[0]) # Nedre diagonal
    for i in range(Ts.shape[0]):
        if i == 0 or i==Ts.shape[0]-1:
            continue
        md[i]  = (Ts[i+1]-2*Ts[i]+Ts[i-1]) / (2*DX**2)
        ud[i]  = (Ts[i+1]-Ts[i]) / (2*DX**2)
        ld[i]  = -(Ts[i]-Ts[i-1]) / (2*DX**2)
    A = sparse.diags((ud[:-1], md, ld[1:]), (1, 0, -1))
    b = -np.ones_like(Ts) * S
    b[0]  = BC[0]
    b[-1] = BC[-1]
    alphas, ec = linalg.gcrotmk(A, b)
    print(f'{ec = }, ', end='')
    return alphas

def input_loop():
    global exit_flag
    while not exit_flag:
        try:
            # Vänta tills grafen är uppdaterad
            while next_alpha:
                sleep(0.1)
            alpha = input('Ange alfa: ').strip()
            if not alpha:
                continue
            next_alpha.append(alpha)
        except KeyboardInterrupt, EOFError:
            exit_flag = True
            return
    return

def update_loop():
    global exit_flag, fig, ax, twinxax
    while not exit_flag:
        # Vänta på ny input
        if not next_alpha:
            sleep(0.1)
            continue
        alpha = next_alpha[0]
        print('Beräknar T givet alpha... ', end='')
        start = monotonic()
        try:
            ys, T, dTdy, d2Tdy2, alpha, alpha_p, viscos = compute(alpha)
            if not args.no_noise:
                rx = 20e-3
                T += np.random.uniform(-rx, rx, T.shape)
        except Exception as e:
            print(f'Ogiltigt alpha:\n{e}')
            next_alpha.pop(0)
            continue
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')
        viscos = np.zeros_like(alpha) + viscos
        DNS = np.c_[ys, T, ys*0, ys*0, alpha, viscos]

        print('Använder PINN... ', end='')
        start = monotonic()
        m_in = model.dns2input(DNS)
        alpha_pinn = model(m_in).detach().numpy().ravel()
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')

        print('Beräknar FDM $\\alpha$... ', end='')
        start = monotonic()
        # ys_fdm = np.linspace(0,1,100)
        ys_fdm = np.linspace(0,1,20)
        T_fdm = np.interp(ys_fdm, ys, T)
        alpha_fdm = fdm_alpha(T_fdm, BC=(alpha[0], alpha[-1])).ravel()
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')

        print('Beräknar FDM $T_{PINN}$... ', end='')
        start = monotonic()
        xs_pinn, DX = np.linspace(0, 1, 100, retstep=True)
        alphas_reduced = np.interp(xs_pinn, ys, alpha_pinn.ravel())
        T_pinn = fdm_T(alphas_reduced, DX=DX)
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')

        print('Plottar data...')
        for a in fig.axes:
            a.clear()

        ax[0].plot(ys, alpha, 'r--', linewidth=3, label=r'$\alpha_{exakt}$')
        ax[0].plot(ys, alpha_pinn, 'b-', label=r'$\alpha_{PINN}$')
        # ax[0].plot(ys_fdm, alpha_fdm, 'g-', marker='x', label=r'$\alpha_{FDM}$')
        twinxax.plot(ys, 100*(alpha_pinn - alpha)/alpha, linestyle='-.', color='k', label=r'Relativt fel')

        ax[1].plot(ys, T, 'r--', linewidth=3, label=r'$T_{exakt}$')
        ax[1].plot(xs_pinn, T_pinn, 'b-', label=r'$T_{PINN}$')
        ax[1].plot(xs_pinn, 10*(T_pinn - np.interp(xs_pinn, ys, T)), 'k-.', label=r'$10\cdot(T_{PINN}-T_{exakt})$')
        # ax[1].plot(ys, ys, 'k:', linewidth=1, label=r'$T=x$')
        # ax[2].plot(T, alpha, 'r--', linewidth=4, label=r'$\alpha_{exakt}(T)$')
        # ax[2].plot(T, alpha_pinn, label=r'$\alpha_{PINN}(T)$')
        # ax[2].plot(T_fdm, alpha_fdm, 'g-', marker='x', label=r'$\alpha_{FDM}(T)$')

        ax[0].set_ylim(
            bottom=np.minimum(0.5*1e-2, np.min(alpha_pinn)),
            top=np.maximum(1.5*1e-2, np.max(alpha_pinn)),
        )
        ax[1].set_ylim(top=1)
        ax[0].set_xlim(0,1)
        ax[1].set_xlim(0,1)
        ax[0].set_ylabel(r'$\alpha$')
        ax[0].set_xlabel(r'$x$')
        twinxax.yaxis.set_label_position("right")
        twinxax.set_ylabel(r'Relativt fel, $100\cdot(\alpha_{PINN}/\alpha_{exakt}-1)$')
        ax[1].set_ylabel(r'$T$')
        ax[1].set_xlabel(r'$x$')
        # ax[2].set_xlabel(r'$T$')
        # ax[2].set_ylabel(r'$\alpha(T)$')
        ax[0].set_title('a)')
        ax[1].set_title('b)')
        # align_yaxis(ax[0], twinxax, nticks=5)

        # for i,a in enumerate(ax):
        lines, labels = ax[0].get_legend_handles_labels()
        lines2, labels2 = twinxax.get_legend_handles_labels()
        ax[0].legend(lines + lines2, labels + labels2, loc='lower left')#, ncol=2)
        # ax[0].legend(loc='lower left')#, ncols=2)
        ax[0].grid(visible=True)
        # ax[1].legend('upper left')
        lines, labels = ax[1].get_legend_handles_labels()
        ax[1].legend(lines[::-1], labels[::-1], loc='upper left').set_zorder(2)
        for line in ax[1].lines:
            line.set_zorder(3)
        ax[1].grid(visible=True)

        plt.tight_layout()
        fig.canvas.draw()
        next_alpha.pop(0)
    exit_flag = True
    return

def on_close(event):
    global exit_flag
    exit_flag = True

exit_flag = False
next_alpha = ['1']
if __name__ == '__main__':
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-m', '--model', type=str, help='Name of model to use')
    parser.add_argument('-l', '--load', type=str, help='Model weights to load')
    parser.add_argument('-D', '--DNS', type=str, help='DNS to load')
    parser.add_argument('-N', '--no-noise', action='store_true', help='Don\'t add noise to T')
    args = parser.parse_args()

    model, n_inp = pinn.MODELS_DICT[args.model]
    model = model(activation='tanhrelu', activation_out='id')
    model.logger.debug(f'Loading model "{model.__name__}"')
    if args.load:
        model.load_model(args.load)
        model.logger.debug(f'{model.get_arch() = }')
    # else:
    #     # model.load_model('models/y20gta-a-large-data-trained.pt')
    #     model.load_model('test-trained.pt')
    if args.DNS:
        model.load_DNS(args.DNS)
    else:
        model.load_DNS('t20-training.txt')

    font = {
        # 'family' : 'normal',
        # 'weight' : 'bold',
        'size'   : 17,
    }
    plt.rc('font', **font)
    # fig, ax = plt.subplots(1,3, figsize=(18,6))
    fig, ax = plt.subplots(1,2, figsize=(12,6))
    # plt.subplots_adjust(bottom=0.2)
    ax[0].set_ylabel(r'$\alpha$')
    ax[0].set_xlabel(r'$x$')
    ax[0].grid(visible=True)
    twinxax = ax[0].twinx()
    # twinxax.set_ylabel(r'Relativt fel $100\cdot(\alpha_{exakt}-\alpha_{PINN})/\alpha_{exakt}$', loc='center')
    ax[1].set_ylabel(r'$T$')
    ax[1].set_xlabel(r'$x$')
    ax[1].grid(visible=True)
    # ax[2].set_xlabel(r'$T$')
    # ax[2].set_ylabel(r'$\alpha(T)$')
    # ax[2].grid(visible=True)
    fig.canvas.mpl_connect('close_event', on_close)

    plt.show(block=False)

    update_thread = threading.Thread(target=update_loop)
    update_thread.start()
    input_loop()

    update_thread.join()

'''
1+x/3
1+exp(-10*(x-0.4)**2)/2-x**2/3
1+sin(6*x**2)/10
1+sin(6*x**2)/10+x/3


exp(-(x-0.5)**2)
1+exp(-10*(x-0.5)**2)
1+1/(1+exp(-10*(x-0.5)))
'''







gen.py

#!/usr/bin/env python
import importlib
import itertools
import os
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

p1D = importlib.import_module('poisson-1D')
# def compute(*args, **kwargs):
#     yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos = p1D.compute(*args, **kwargs)
#     vist = vist / vist[0] * viscos
#     return yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos
compute = p1D.compute

viscos = [
    # 0.005,
    0.01,
    # 0.05,
]

# Formel för vist, filnamn/-prefix
# TODO: lägg in [::-1] för vissa?
small_vists = [
    ('1', 'const'),
    ('1 + y', 'lin1'),
    ('0.5 + y', 'lin2'),
    ('2 - y', 'lin3'),
    ('1.5 - y', 'lin4'),
    ('1 + 0.7*y*(1-y)', 'quad1'),
    ('1 - 0.63*y*(1-y)', 'quad2'),
    ('0.7 + 0.3*(y-0.3)**2', 'quad3'),
    ('0.8 + 0.5*(y-0.8)**2', 'quad4'),
    ('1 + 0.5*sin(2*pi*y)', 'sin1'),
    ('1 + 0.4*sin(2*pi*y+1)', 'sin2'),
    ('1 + 0.2*sin(3*pi*y)', 'sin3'),
    ('1 + 0.45*sin(3*pi*y+1)', 'sin4'),
    ('1 + 0.5*cos(2*pi*y)', 'cos1'),
    ('1 + 0.5*cos(2*pi*y+1)', 'cos2'),
    ('1 + 0.5*cos(3*pi*y)', 'cos3'),
    ('1 + 0.3*cos(3*pi*y-0.5)', 'cos4'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-23*(y-0.3)))', 'sigmoid1'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-15*(y-0.5)))', 'sigmoid2'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-20*(y-0.7)))', 'sigmoid3'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-23*(0.8-y)))', 'sigmoid4'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-28*(0.6-y)))', 'sigmoid5'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-17*(0.4-y)))', 'sigmoid6'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-24*(0.2-y)))', 'sigmoid7'),
]

big_vists = [('1', 'const')]
# Add linear:
ms, ks = np.linspace(0.5, 2, 5), np.linspace(-1, 1, 5)
i = 0
for (m,k) in itertools.product(ms, ks):
    if m+k <= 0:
        continue
    i += 1
    big_vists.append((f'{m} + {k}*y', f'linear{i}'))

# Add quadratic
as_, bs, cs = np.linspace(0.2, 0.9, 3), np.linspace(0.1, 1, 3), np.linspace(0, 1, 3)
for i,(a,b,c) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs)):
    big_vists.append((f'{a} + {b}*(y-{c})**2', f'quad{i}.1'))
bs, cs, ds = np.linspace(-1, 0, 3), np.linspace(1, 2, 3), [0.1, 0.63]
for i,(a,b,c,d) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs,ds)):
    big_vists.append((f'{a}-{d}*(y-{b})*(y-{c})', f'quad{i}.2'))

# Add sinusoidal
As, fs, phs = np.linspace(0.05, 0.6, 3), 2*np.pi*np.linspace(0.1, 3, 3), np.linspace(-np.pi, np.pi, 3)
for i,(a,f,p) in enumerate(itertools.product(As, fs, phs)):
    big_vists.append((f'1+{a}*sin({f}*x+{p})', f'sin{i}'))

# Add sigmoid
cs, ds = np.linspace(-40, -1, 5), np.linspace(0.1, 0.9, 5)
for i,(c,d) in enumerate(itertools.product(cs,ds)):
    big_vists.append((f'1+1/(1+exp({c}*(y-{d})))', f'sigmoid{i}.1'))
    big_vists.append((f'1+1/(1+exp({-1*c}*(y-{d})))', f'sigmoid{i}.2'))

# Add gaussian
as_, bs, cs, ds = [0.5, 1.1], [0.23, 0.5, 0.71], [19, 26, 37], np.linspace(0.15, 0.85, 3)
for i,(a,b,c,d) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs, ds)):
    big_vists.append((f'{a}+{b}*exp(-{c}*(x-{d})**2)', f'gauss{i}.1'))
as_ = [1, 1.24, 1.73]
for i,(a,b,c,d) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs, ds)):
    big_vists.append((f'{a}-{b}*exp(-{c}*(x-{d})**2)', f'gauss{i}.2'))

# Choose vists
# vists = small_vists
vists = big_vists

ndups = 0
for i,v in enumerate(vists):
    if v[1] in [t[1] for t in vists[i+1:]]:
        print(f'Found duplicate name "{v[1]}" at index {i}')
        ndups += 1
if ndups:
    exit(-1)

# Boundary conditions
BCS = [
    # (0,0),
    (0,1),
    # (1,0),
]

# Source terms
SS = [
    # 1,
    0,
]
nd = 300 # antal diskretiseringspunkter


def gen_example(fn_in, fn_out, tup_sz=3):
    '''
    Generate tuples of equaly spaced Ts centered around a y value, which is swept over (0,1)
    '''
    # Read DNS
    DNS = np.loadtxt(fn_in)
    y_DNS = DNS[:,0]
    k_DNS = DNS[:,1]
    dkdy_DNS = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
    vist_DNS = DNS[:,4]
    viscos_DNS = DNS[:,5]
    N = n = y_DNS.shape[0]
    dy = y_DNS[1] - y_DNS[0]

    # Create distances between samples
    np.random.seed(0xff)
    nds = 1
    dy2ds = lambda delta: np.ceil(delta/dy, dtype=int, casting='unsafe')
    dys = np.random.uniform(0.01, 0.1, size=nds)
    dys = np.array([0.05])
    ds = dy2ds(dys)

    # Index to start/end from in DNS data to not go out of bounds
    md = np.max(ds*tup_sz//2)+1
    # Number of samples in interval
    N2 = 200
    # Center points for all tupels
    y_smpl = np.linspace(
        np.min(y_DNS[md:-md]),
        np.max(y_DNS[md:-md]),
        num=N2
    ).reshape((N2,1))

    # Arrays to store the triplets
    ys = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    ks = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    dks = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    ddks = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    vs = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    deltas = np.zeros((nds, N2, 1))
    viscs = viscos_DNS[:N2].reshape((N2,1))
    for i,d in enumerate(ds):
        diffs = np.array(list(range(tup_sz))).reshape((1,tup_sz)) - tup_sz//2
        new_ys = y_smpl + d*dy*diffs
        ys[i,:,:] = new_ys
        ks[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, k_DNS)
        dks[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, dkdy_DNS)
        ddks[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, d2kdy2_DNS)
        vs[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, vist_DNS)
        deltas[i,:,:] = dy*d

    # Formatera om data innan sparning
    ys = np.concat(ys, axis=0)
    vs = np.concat(vs, axis=0)
    ks = np.concat(ks, axis=0)
    dks = np.concat(dks, axis=0)
    ddks = np.concat(ddks, axis=0)
    deltas = np.concat(deltas, axis=0)
    conc = np.c_[ys, ks, dks, ddks, vs, deltas, viscs]
    np.savetxt(fn_out, conc)
    return


def gen_example_2(fn_in, fn_out, N_meas=10, N_ys=73):
    '''
    Extract N_meas Ts on the interval (0,1), and then sweep y across (0,1).
    '''
    # Read DNS
    DNS = np.loadtxt(fn_in)
    y_DNS = DNS[:,0]
    k_DNS = DNS[:,1]
    dkdy_DNS = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
    vist_DNS = DNS[:,4]
    viscos_DNS = DNS[:,5]
    N = n = y_DNS.shape[0]
    dy = y_DNS[1] - y_DNS[0]

    # y inputs to model = points to train the model in
    y_locs = np.linspace(0, 1, N_ys+2, endpoint=True)[1:-1].reshape((N_ys,1))
    # The model's input measurments' locations
    y_meas_locs = np.linspace(0, 1, N_meas+2, endpoint=True)[1:-1]
    y_meas_locs = np.resize(y_meas_locs, (N_ys,N_meas))

    ys = y_meas_locs
    ks = np.interp(ys, y_DNS, k_DNS)
    ks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, k_DNS)
    dks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, dkdy_DNS)
    ddks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, d2kdy2_DNS)
    vist2 = np.interp(y_locs, y_DNS, vist_DNS)
    viscs = np.interp(ys[:,0:1], y_DNS, viscos_DNS)
    conc = (ys, ks, y_locs, ks2, dks2, ddks2, vist2, viscs)
    conc = np.concat(conc, axis=1)

    np.savetxt(fn_out, conc)
    return

def gen_example_3(fn_in, fn_out, N_meas=10, N_ys=73):
    '''
    Same as gen_example_2, but also include boundary conditions for alpha
    '''
    # Read DNS
    DNS = np.loadtxt(fn_in)
    y_DNS = DNS[:,0]
    k_DNS = DNS[:,1]
    dkdy_DNS = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
    vist_DNS = DNS[:,4]
    viscos_DNS = DNS[:,5]
    N = n = y_DNS.shape[0]
    dy = y_DNS[1] - y_DNS[0]

    # y inputs to model = points to train the model in
    y_locs = np.linspace(0, 1, N_ys+2, endpoint=True)[1:-1].reshape((N_ys,1))
    # The model's input measurments' locations
    y_meas_locs = np.linspace(0, 1, N_meas+2, endpoint=True)
    y_meas_locs = np.resize(y_meas_locs, (N_ys,N_meas))

    ys = y_meas_locs
    ks = np.interp(ys, y_DNS, k_DNS)
    ks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, k_DNS)
    dks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, dkdy_DNS)
    ddks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, d2kdy2_DNS)
    vist2 = np.interp(y_locs, y_DNS, vist_DNS)
    viscs = np.interp(ys[:,0:1], y_DNS, viscos_DNS)
    BC = np.array([[vist_DNS[0], vist_DNS[1]]]*N_ys)
    conc = (ys, ks, y_locs, ks2, dks2, ddks2, vist2, viscs, BC)
    conc = np.concat(conc, axis=1)

    np.savetxt(fn_out, conc)
    return


def main(out_N=3, out_file='', out_folder='', recalc=False):
    if out_file and out_folder:
        pass
    elif out_N == 3:
        out_file   = 'tripplets-training.txt'
        out_folder = 'tripplets'
    elif out_N == 5:
        out_file   = 'quints-training.txt'
        out_folder = 'quints'
    elif out_N == 10:
        out_file   = 'decs-training.txt'
        out_folder = 'decs'
    elif out_N == 20:
        out_file   = 't20-training.txt'
        out_folder = 't20'
    else:
        out_file = f't{out_N}-training.txt'
        out_folder = f't{out_N}'
        # raise(Exception('No out_file or out_folder specified!'))
    file_names = []
    # Generera DNS-data för alla kombinationer av parametrar
    for vs, vist_fn, bc, s in itertools.product(viscos, vists, BCS, SS):
        vist, fn = vist_fn
        fn += f'-nd-{nd}-v-{vs:.3f}-bc-{bc[0]}-{bc[1]}-s-{s}.txt'
        file_names.append(fn)
        if not recalc and os.path.exists(f'DNS-1D/{fn}'):
            print(f'Skipping "DNS-1D/{fn}" since it already exists')
            continue
        print(f'>>> "DNS-1D/{fn}", {vist = }, viscos = {vs:.2g}, S = {s:.2g}, {bc = }')
        compute(vist, viscos=vs, nj=nd, source=s, boundary_condition=bc, out_file=f'DNS-1D/{fn}')
    # Gör om DNS-data till önskade formatet för träningsdata
    for fn in file_names:
        print(f'\rKonverterar {fn}...', end=' '*20)
        # gen_example(f'DNS-1D/{fn}', f'{out_folder}/{fn}', tup_sz=out_N)
        # gen_example_2(f'DNS-1D/{fn}', f'{out_folder}/{fn}', N_meas=out_N)
        gen_example_3(f'DNS-1D/{fn}', f'{out_folder}/{fn}', N_meas=out_N)
    print()
    # Samla alla träningsexempel i en fil
    print('>>>', f'cat {out_folder}/<files> > {out_file}')
    os.system(f'echo > {out_file}')
    for f in file_names:
        os.system(f'cat {out_folder}/{f} >> {out_file}')
    return


if __name__ == '__main__':
    import argparse
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-n', type=int, default=3,
                        help='Number of elements in each tuple.')
    parser.add_argument('-f', type=str, help='File name of DNS data and out name.')
    parser.add_argument('-d', type=str, help='Out directory for training examples.')
    parser.add_argument('-r', '--recalc', action='store_true',
                        help='Recalculate already existing DNS data.')
    args = parser.parse_args()
    kwds = {k:v for k,v in args._get_kwargs()}
    kwds['out_N'] = kwds.pop('n')
    kwds['out_file'] = kwds.pop('f')
    kwds['out_folder'] = kwds.pop('d')
    main(**kwds)







main.py

#!/usr/bin/env python
from ast import literal_eval
import argparse
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import torch
import torch.nn as nn
import torch.optim as optim
from PINN import BaseModel, BatchedBaseModel, ConvBatchedModel

def DNS_loader_factory(fname, n):
    '''
    Decorator creator for the load_DNS method in the models,
    which all share the same patter in the beginning.
    '''
    def decorator(load_DNS):
        def load_DNS_wrapper(self, fname=fname, *args, **kwargs):
            self.logger.debug('Loading DNS data...')
            self.DNS = np.loadtxt(fname, delimiter=' ')
            self.y_DNS_np = self.DNS[:,0:n]
            self.k_DNS_np = self.DNS[:,n:2*n]
            self.dkdy_DNS_np = self.DNS[:,2*n:3*n]
            self.d2kdy2_DNS_np = self.DNS[:,3*n:4*n]
            self.vist_DNS_np = self.DNS[:,4*n:5*n]
            self.deltas_DNS = self.DNS[:,5*n:5*n+1]
            self.viscos_DNS = self.DNS[:,5*n+1:5*n+2]

            self.y_DNS = torch.tensor(
                self.y_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=True,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.k_DNS = torch.tensor(
                self.k_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.dkdy_DNS = torch.tensor(
                self.dkdy_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.d2kdy2_DNS = torch.tensor(
                self.d2kdy2_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.vist_DNS = torch.tensor(
                self.vist_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            return load_DNS(self, *args, **kwargs)
        return load_DNS_wrapper
    return decorator

def DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt'):
    return DNS_loader_factory(fname=fname, n=3)

def DNS_loader_5(fname='quints-training.txt'):
    return DNS_loader_factory(fname=fname, n=5)

def DNS_loader_factory_global(fname, n):
    '''
    Decorator creator for the load_DNS method in the models,
    which all share the same patter in the beginning.
    '''
    def decorator(load_DNS):
        def load_DNS_wrapper(self, fname=fname, *args, **kwargs):
            self.logger.debug('Loading DNS data...')
            self.DNS = np.loadtxt(fname, delimiter=' ')
            self.ys_DNS_np = self.DNS[:,0:n]
            self.ks_DNS_np = self.DNS[:,n:2*n]
            self.y_locs_DNS_np = self.DNS[:,2*n:2*n+1]
            self.k_DNS_np = self.DNS[:,2*n+1:2*n+2]
            self.dkdy_DNS_np = self.DNS[:,2*n+2:2*n+3]
            self.d2kdy2_DNS_np = self.DNS[:,2*n+3:2*n+4]
            self.vist_DNS_np = self.DNS[:,2*n+4:2*n+5]
            self.viscos_DNS = self.DNS[:,2*n+5:2*n+6]

            self.y_DNS = torch.tensor(
                self.y_locs_DNS_np,
                requires_grad=True,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.k_DNS = torch.tensor(
                self.k_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.dkdy_DNS = torch.tensor(
                self.dkdy_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.d2kdy2_DNS = torch.tensor(
                self.d2kdy2_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.vist_DNS = torch.tensor(
                self.vist_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            return load_DNS(self, *args, **kwargs)
        return load_DNS_wrapper
    return decorator

def DNS_loader_global_10(fname='deca-training.txt'):
    return DNS_loader_factory_global(fname=fname, n=10)

def DNS_loader_global_20(fname='t20-training.txt'):
    return DNS_loader_factory_global(fname=fname, n=20)

######## Model definitions ########

class Y3T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([y_DNS, f(y_DNS-delta), f(y_DNS), f(y_DNS+delta)]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class YA3T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, viscos, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos_DNS = DNS[:,5]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([y_DNS, viscos_DNS, f(y_DNS-delta), f(y_DNS), f(y_DNS+delta)]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y5T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_5(fname='quints-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([
            y_DNS, f(y_DNS-delta*2),
            f(y_DNS-delta), f(y_DNS),
            f(y_DNS+delta), f(y_DNS+delta*2)
        ]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class YA5T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_5(fname='quints-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, viscos, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos_DNS = DNS[:,5]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([
            y_DNS, viscos_DNS, f(y_DNS-delta*2),
            f(y_DNS-delta), f(y_DNS),
            f(y_DNS+delta), f(y_DNS+delta*2)
        ]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class YTdT(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.k_DNS, self.dkdy_DNS), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS    = DNS[:,0]
        k_DNS    = DNS[:,1]
        dkdy_DNS = DNS[:,2]
        arrs = np.array([y_DNS, k_DNS, dkdy_DNS]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in


class YTdTd2T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        self.training_input = torch.cat(
            (self.y_DNS, self.k_DNS, self.dkdy_DNS, self.d2kdy2_DNS),
            dim=1
        )
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS      = DNS[:,0]
        k_DNS      = DNS[:,1]
        dkdy_DNS   = DNS[:,2]
        d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
        arrs = np.array([y_DNS, k_DNS, dkdy_DNS, d2kdy2_DNS]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y3T3dT3d2T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        ks = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        dks = torch.tensor(self.dkdy_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        d2ks = torch.tensor(self.d2kdy2_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks, dks, d2ks), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS   = DNS[:,0]
        k_DNS   = DNS[:,1]
        dk_DNS  = DNS[:,1]
        d2k_DNS = DNS[:,1]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs, DNS: np.interp(xs, y_DNS, DNS)
        ks   = [f(y_DNS-delta, k_DNS),   f(y_DNS, k_DNS),   f(y_DNS+delta, k_DNS)]
        dks  = [f(y_DNS-delta, dk_DNS),  f(y_DNS, dk_DNS),  f(y_DNS+delta, dk_DNS)]
        d2ks = [f(y_DNS-delta, d2k_DNS), f(y_DNS, d2k_DNS), f(y_DNS+delta, d2k_DNS)]
        arrs = np.array([y_DNS, *ks, *dks, *d2ks]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y10GT(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_global_10(fname='deca-training.txt')
    def load_DNS(self):
        # y, *10T → a(y)
        # gör om 10T,ys,a(ys) till [[10T, y0, a0], [10T,y1,a1],...]
        ks = torch.tensor(self.ks_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        ks = np.interp(self.ys_DNS_np[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y10GTA(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_global_10(fname='deca-training.txt')
    def load_DNS(self):
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        ks = torch.tensor(self.ks_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks, viscos), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        tmp = np.interp(self.ys_DNS_np[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *tmp, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y20GTA(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_global_20(fname='t20-training.txt')
    def load_DNS(self):
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        ks = torch.tensor(self.ks_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks, viscos), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        ks = np.interp(self.ys_DNS_np[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BY20GTA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 20, random=False)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.viscos_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BRY20GTA(BY20GTA):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def __call__(self, inp):
        if len(inp.shape) == 2:
            return super().__call__(inp)*inp[:,-1:]
        return super().__call__(inp)*inp[-1]

class BY40GTA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 40, random=False)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.viscos_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BY100GTA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 100, random=False)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.viscos_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BY100GTBCA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 100, random=False)
        n=100
        self.BC = batch[:,2*n+6:2*n+8]
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.BC), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        alpha = DNS[:,4]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, alpha[0], alpha[-1]) for y in y_DNS])
        # print(alpha[0], alpha[-1])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvBY20GT(ConvBatchedModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 21
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=False):
        n=20
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvRandBY20GT(ConvBatchedModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 21
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=True):
        n=20
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvBY100GT(ConvBatchedModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 101
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=False):
        n=100
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvRandBY100GT(ConvBY100GT):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 101
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=True):
        n=100
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

######## Plotting ########

def plot_history(model, fn=''):
    #### Plot loss history ####
    if not fn:
        fn = f'figures/{model.__name__}-loss.png'
    fig, ax = plt.subplots(nrows=1, ncols=1, figsize=(10,7))
    ax.semilogy(model.de_loss_history, color='b', label='DE')
    ax.semilogy(model.data_loss_history, color='r', label='Data ')
    ax.semilogy(model.total_loss_history, 'k--', label='Total kostnad')
    err = model.total_loss_history - (model.de_loss_history + model.data_loss_history)
    ax.semilogy(err, 'g-', label='Övriga bidrag')
    ax2 = ax.twinx()
    ax2.semilogy(model.LR_history, 'y--', label='$\\eta$')
    ax2.set_ylabel('Inlärningshastighet $\\eta$')
    ax.set_xlabel('Epok')
    ax.set_ylabel('Kostnad')
    ax.set_xlim(0,65_000)
    # ax.set_title('Error')
    ax.grid(visible=True)

    handles1, labels1 = ax.get_legend_handles_labels()
    handles2, labels2 = ax2.get_legend_handles_labels()
    plt.legend([*handles1[:2], *handles2, *handles1[2:]], [*labels1[:2], *labels2, *labels1[2:]], loc='best', ncol=2)
    # ax.legend(loc='upper right')
    plt.tight_layout()
    plt.savefig(fn)
    plt.show()
    return

def plot_prediction(model, fn=''):
    if not fn:
        fn = f'figures/{model.__name__}-vs-DNS.png'
    # Load new DNS data not in training data
    DNS = np.genfromtxt('y-k-dkdy-d2kdy2-vist-1D.txt')
    y_DNS_np      = DNS[:,0]
    k_DNS_np      = DNS[:,1]
    dkdy_DNS_np   = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS_np = DNS[:,3]
    vist_DNS_np   = DNS[:,4]

    # Plot vist prediction and DNS
    fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,10))
    # ax.plot(y_DNS_np, vist_DNS_np, 'r:', linewidth=5, label=r'$\nu_{\mathrm{DNS}}$')
    ax.plot(y_DNS_np, vist_DNS_np, 'r:', linewidth=5, label=r'$\alpha_{\mathrm{DNS}}$')

    m_in = model.dns2input(DNS)
    pred = model(m_in).detach().numpy()
    # ax.plot(y_DNS_np[1:-1], pred[1:-1], 'k', label=r'$\nu_{\mathrm{PINN}}$')
    ax.plot(y_DNS_np[1:-1], pred[1:-1], 'k', label=r'$\alpha_{\mathrm{PINN}}$')

    # Compute y-axis bounds
    ylower  = np.minimum(np.min(vist_DNS_np), np.min(pred))
    yupper  = np.maximum(np.max(vist_DNS_np), np.max(pred))
    diff   = yupper - ylower
    ylower -= 0.1 * diff
    yupper += 0.1 * diff

    ax.set_ylim((np.minimum(0, ylower), yupper))
    ax.set_xlim((0, 1))
    ax.set_xlabel('$y$')
    # ax.set_ylabel(r'$\nu_t$')
    ax.set_ylabel(r'$\alpha$')
    ax.grid(visible=True)

    # Temperatur på sin egen y-axel
    ax2 = ax.twinx()
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], k_DNS_np[1:-1], label='$k_{DNS}$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], y_DNS_np[1:-1], 'k--', linewidth='2', label='$k=y$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], dkdy_DNS_np[1:-1], label='$Dk_{DNS}$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], d2kdy2_DNS_np[1:-1], label='$D^2k_{DNS}$')
    ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], k_DNS_np[1:-1], label='$T_{DNS}$')
    ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], y_DNS_np[1:-1], 'k--', linewidth='2', label='$T=y$')

    # dy = model.deltas_DNS[0,0]
    # ys = [0.5-dy, 0.5, 0.5+dy]
    # ts = np.interp(ys, y_DNS_np[1:-1], k_DNS_np[1:-1])
    # ax2.scatter(ys, ts, color='k', marker='X', s=90, zorder=4, label='Model input')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], dkdy_DNS_np[1:-1], label='$D_yT_{DNS}$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], d2kdy2_DNS_np[1:-1], label='$D_y^2T_{DNS}$')
    # ax2.set_ylim((np.min(k_DNS_np), np.max(k_DNS_np)))
    ax2.set_ylabel(r'$T$')
    # ax2.set_ylabel(r'$k$')
    # Sort legend
    handles1, labels1 = ax.get_legend_handles_labels()
    handles2, labels2 = ax2.get_legend_handles_labels()
    plt.legend([*handles2, *handles1], [*labels2, *labels1], loc='best')
    plt.tight_layout()
    plt.savefig(fn)
    plt.show(block=True)
    return

def load_model(model, fname, *args, **kwargs):
    checkpoint = torch.load(fname, weights_only=False)
    m = model(checkpoint['arch'], *args, **kwargs)
    m.load_model(fname)
    return m

######## Run and train the models ########
ALL_MODELS = [
    (Y3T, 4),
    (YTdT, 3),
    (YTdTd2T, 4),
    (Y3T3dT3d2T, 10),
    (Y5T, 6),
    (YA3T, 5),
    (YA5T, 7),
    (Y10GT, 11),
    (Y10GTA, 12),
    (Y20GTA, 22),
    (BY20GTA, 22),
    (BRY20GTA, 22),
    (BY40GTA, 42),
    (BY100GTA, 102),
    (BY100GTBCA, 103),
    (ConvBY20GT, 21),
    (ConvRandBY20GT, 21),
    (ConvBY100GT, 101),
    (ConvRandBY100GT, 101),
]
MODELS_DICT = {m.__name__: (m, ninp) for m,ninp in ALL_MODELS}

def main(args):
    try:
        MODEL, n_inp = ALL_MODELS[int(args.model_index)]
    except ValueError:
        MODEL, n_inp = MODELS_DICT[args.model_index]

    if args.load and args.save:
        print('You cannot specify both --load and --save at the same time')
        exit(-1)

    # print(args.arch)
    # arch = [20]*6 if not args.arch else args.arch
    # arch = ([20, 20, 15, 15, 10, 10], [51, 20, 20, 15, 15, 10, 10, 5, 1])
    if not args.load:
        model = MODEL(
            args.arch,
            N_input=n_inp,
            lr=args.learning_rate,
            max_epochs=args.max_epochs,
            activation='tanhrelu',
            activation_out='id',
        )

        model.install_optimizer()
        model.install_scheduler(
        optim.lr_scheduler.ReduceLROnPlateau,
        factor=0.5, patience=100, cooldown=500, min_lr=1e-8
        # factor=0.5, patience=50, cooldown=100, min_lr=5e-8
        )
        model.logger.debug(f'Choosing model "{model.__name__}"')

    if args.load:
        model = load_model(
            MODEL, args.load,
            N_input=n_inp,
            lr=args.learning_rate,
            max_epochs=args.max_epochs,
            activation='tanhrelu',
            activation_out='id',
        )
    elif args.save:
        model.save_model(args.save)

    model.install_scheduler(
        optim.lr_scheduler.ReduceLROnPlateau,
        factor=0.5, patience=100, cooldown=500, min_lr=1e-9
        # factor=0.5, patience=50, cooldown=100, min_lr=5e-8
    )

    def after():
        ''' Runs after training '''
        if args.save_trained:
            model.save_model(args.save_trained)
        return

    model.load_DNS(args.DNS)
    if not args.no_training:
        try:
            model.train()
        except Exception as e:
            after()
            raise(e)
        after()

    if args.no_plotting:
        return
    plt.rcParams['font.size'] = 16
    plot_history(model)
    plot_prediction(model)
    return

def Arch(s):
    # Function to parse the architecture of normal FFNN or the CNN models
    arch = literal_eval(s)
    # Normal FFNN arch
    if isinstance(arch, (list,tuple)) and all([isinstance(i, int) for i in arch]):
        return list(arch)
    # CNN arch
    if not isinstance(arch, (list, tuple)) or len(arch) != 2:
        raise Exception(f'Error: arch must be a list or tuple of length 2, not "{arch}"')
    if not isinstance(arch[0], (list, tuple)):
        raise Exception(f'Error: arch[0] must be a list or tuple, not "{arch[0]}"')
    if not isinstance(arch[1], (list, tuple)):
        raise Exception(f'Error: arch[1] must be a list or tuple, not "{arch[1]}"')
    if not all([isinstance(i, int) for i in arch[1]]):
        raise Exception(f'Error: all elements of arch[1] must be integers, not "{arch[1]}"')
    for it in arch[0]:
        if isinstance(it, int):
            continue
        if not isinstance(it, (list,tuple)):
            raise Exception(f'Error: all elements of arch[0] must be integers or tuples of integers, not like "{it}" in {arch[0]}"')
        if not all([isinstance(i,int) or i is None for i in it]):
            raise Exception(f'Error: all elements in arch[0] must be tuples or lists of integers or None')
    return list(arch[0]),list(arch[1])


if __name__ == '__main__':
    torch.autograd.set_detect_anomaly(True)
    torch.manual_seed(0xff)
    np.random.seed(0xff)

    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-s', '--save', type=str,
                        help='Filename to save the initial state of the model')
    parser.add_argument('-S', '--save-trained', type=str,
                        help='Filename to save the trained model')
    parser.add_argument('-l', '--load', type=str,
                        help='Filename to load the model state from before starting training')
    parser.add_argument('-r', '--learning-rate', type=float, default=0.02)
    parser.add_argument('-m', '--max-epochs', type=int, default=10_000)
    parser.add_argument('--DNS', type=str, default='tripplets-training.txt',
                        help='DNS file to load')
    parser.add_argument('--arch', type=Arch,
                        help='Architecture of the hidden layers of the network.')
    parser.add_argument('--model-index', type=str, default='0', help='Index of model to choose.')
    parser.add_argument('--no-training', action='store_true',
                        help='Skip training the model and only create the plots. Should be used together with --load')
    parser.add_argument('--no-plotting', action='store_true', help='Skip plotting.')
    args = parser.parse_args()
    main(args)







PINN.py

#!/usr/bin/env python
import logging
from os import path
from sys import stdout, exc_info
import traceback

import numpy as np
import torch
import torch.nn as nn
import torch.optim as optim
from torch.autograd import grad

tanh = nn.Tanh()
leakyrelu = nn.LeakyReLU(0.5)
softplus = nn.Softplus()

activ_funcs = {
    'tanh': nn.Tanh(),
    'relu': lambda x: 0.5*leakyrelu(x),
    'tanhrelu': lambda x: (1+torch.abs(leakyrelu(x))/10)*tanh(x),
    'id': nn.Identity(),
    'softplus': lambda x: softplus(x),
    'negexp': lambda x: torch.where(x<0, torch.exp(x), x+1),
    'tanhexp': lambda x: torch.exp(15*tanh(x/15)),
}

class Quadratic(nn.Module):
    '''
    TODO: the parameter values cannot be restored
    Q(x) = x^TAx + Bx + C
    '''
    def __init__(self, inf, outf, **kwargs):
        super().__init__()
        self.quad = nn.Bilinear(inf, inf, outf, bias=False, **kwargs)
        self.lin = nn.Linear(inf, outf, **kwargs)
        self.in_features = inf
        self.out_features = outf

    def forward(self, x):
        return self.quad.forward(x, x) + self.lin.forward(x)

    def reset_parameters(self):
        self.lin.reset_parameters()
        self.quad.reset_parameters()

    def extra_repr(self):
        return self.lin.extra_repr() + ', ' + self.quad.extra_repr()


############ Neural network classes ############

class NNModel(nn.Module):
    def __init__(self, arch, activation='tanh', activation_out='id', activation_dict=activ_funcs):
        '''
        arch: List of number of nodes in each layer of the NN
        activation: the name of the activation function to use
        activation_out: the name of the activation function for the output layer.
        activation_dict: a dictionary containing the mapping from strings to actiation functions
        '''
        super().__init__()
        assert(len(arch) >= 2)
        self.layers = []
        self.n_parameters = 0
        self.set_arch(arch)
        self.activ_name = activation
        self.activ_out_name = activation_out
        self.activ = activation_dict[activation]
        self.activ_out = activation_dict[activation_out]

    def forward(self, x):
        out = x
        for layer in self.layers[:-1]:
            out = self.activ(layer(out))
        out = self.activ_out(self.layers[-1](out))
        return out

    def get_arch(self):
        ''' Returns the number of nodes in each layer of the NN '''
        return [l.in_features for l in self.layers] + [self.layers[-1].out_features]

    def set_arch(self, arch, full=True):
        assert(full==True)
        if self.layers:
            del self.layers
        self.layers = nn.ModuleList([
            nn.Linear(in_features=fi, out_features=fo)
            for fi,fo in zip(arch, arch[1:])
        ])
        # self.layers = nn.ModuleList(
        #     # [Quadratic(arch[0], arch[0])] + \
        #     [nn.Linear(in_features=fi, out_features=fo)
        #      for fi,fo in zip(arch, arch[1:-2])] + \
        #     # [Quadratic(arch[-2], 5)] + \
        #     [nn.Linear(in_features=(5, arch[-2])[1], out_features=arch[-1])]
        # )
        self.n_parameters = sum(p.data.nelement() for p in self.parameters())

class ConvNNModel(nn.Module):
    def __init__(self, arch, activation='tanh', activation_out='id', activation_dict=activ_funcs, nskip=1, full=False):
        '''
        arch: See set_arch for how to specify arch
        activation: the name of the activation function to use
        activation_out: the name of the activation function for the output layer.
        activation_dict: a dictionary containing the mapping from strings to actiation functions
        nskip: number of elements to skip from the beginning of the model inputs to not send into the CNN part of the network
        '''
        super().__init__()
        assert(len(arch) >= 2)
        self.conv_layers = []
        self.layers = []
        self.n_parameters = 0
        self.activ_name = activation
        self.activ_out_name = activation_out
        self.activ = activation_dict[activation]
        self.activ_out = activation_dict[activation_out]
        self.nskip = nskip
        self.set_arch(arch, full=full)

    def forward_conv(self, x):
        # Add new dimension for number of in channels
        out = x.unsqueeze(1)
        for i,layer in enumerate(self.conv_layers):
            # print(i, layer, out.shape)
            out = layer(out)
            # Don't apply activation to pooling layers.
            # NOTE: this might need to be commented out when using older saved models
            if not isinstance(layer, (nn.AdaptiveMaxPool1d, nn.AdaptiveAvgPool1d)):
                out = self.activ(out)
            # Only apply activation after conv. layer and not pooling layer
            # if i%2==0:
            #     out = self.activ(out)
        # Concatenate dimension 2 & 3
        out = torch.flatten(out, start_dim=1)
        return out

    def forward(self, x):
        # Skip first value of input (y-coordinate) before convolution
        conved = self.forward_conv(x[:,self.nskip:])
        # print(f'{conved.shape = }')
        out = torch.cat((x[:,:self.nskip], conved), dim=1)
        # print(f'{out.shape    = }')
        for layer in self.layers[:-1]:
            out = self.activ(layer(out))
        # print(f'{out.shape    = }')
        out = self.activ_out(self.layers[-1](out))
        # print(f'{out.shape    = }')
        return out

    def get_arch(self):
        ''' Returns the number of nodes in each layer of the NN '''
        # cnn_arch = []
        # nn_arch = [l.in_features for l in self.layers] + [self.layers[-1].out_features]
        return self.total_arch # (cnn_arch, nn_arch)

    def set_arch(self, arch, full=False):
        '''
        arch: (conv_arch, nn_arch)
              Architecture for CNN and FFNN part
              conv_arch:
                  List with a mix of ints and tuples.
                  The tuples are of the form (n_channels_out, kernel_size, stride, pool_size)
                  Any part of the tail of the tuple can be dropped to use defaults
                  and any parameter (except n_cannels_out) can be passed as None
                  to use a default value.
                  A negative stride uses padding abs(stride)//2+1 with padding_mode replicate
                  A positive pool_size uses AdaptiveMaxPool1d and a negative AdaptiveAvgPool1d
              nn_arch: List[Int]
        '''
        conv_arch, nn_arch = arch

        # Parse CNN architecture
        # channels = [] if full else [1]
        channels = [1]
        kern_szs = []
        strides  = []
        pool_szs = []
        for t in conv_arch:
            ch, ksz, st, psz = 5, 5, 1, None
            if not isinstance(t,int):
                t = tuple(t)
                if len(t)>=1:
                    ch = t[0] if t[0] is not None else ch
                if len(t)>=2:
                    ksz = t[1] if t[1] is not None else ksz
                if len(t)>=3:
                    st = t[2] if t[2] is not None else st
                if len(t)>=4:
                    psz = t[3] if t[3] is not None else psz
            channels.append(ch)
            kern_szs.append(ksz)
            strides.append(st)
            pool_szs.append(psz)

        if pool_szs[-1] is not None and not full:
            # Last layer must have a fixed size
            # Add compatability layer between CNN and FFNN
            nn_arch = [channels[-1]*abs(pool_szs[-1])+self.nskip] + nn_arch
        else:
            # For compatability with already saved models, if pool_szs[-1] is None,
            # it is expected that the given architecture handles the transition
            # from CNN to the FFNN correctly.
            assert(nn_arch[0] == channels[-1]*abs(pool_szs[-1])+self.nskip)

        # Save architecture
        conv_arch = tuple(zip(channels[1:], kern_szs, strides, pool_szs))
        self.total_arch = (conv_arch, nn_arch)

        if self.layers:
            del self.layers

        cls = []
        for i,t in enumerate(conv_arch):
            chi, cho, ksz, st, psz = channels[i], *t
            if st>0:
                cls.append(nn.Conv1d(in_channels=chi, out_channels=cho, kernel_size=ksz, stride=st))
            else:
                cls.append(nn.Conv1d(in_channels=chi, out_channels=cho, kernel_size=ksz, stride=abs(st), padding=abs(st)//2+1, padding_mode='replicate'))

            if psz is not None:
                if psz > 0:
                    cls.append(nn.AdaptiveMaxPool1d(psz))
                elif psz < 0:
                    cls.append(nn.AdaptiveAvgPool1d(-psz))
                else:
                    raise Exception(f'Pooling size {psz = } cannot be zero!')
        self.conv_layers = nn.ModuleList(cls)

        self.layers = nn.ModuleList([
            nn.Linear(in_features=fi, out_features=fo)
            for fi,fo in zip(nn_arch, nn_arch[1:])
        ])
        self.n_parameters = sum(p.data.nelement() for p in self.parameters())



############ Classes for training/interracting with the models above ############

class PINN():
    def __init__(self, arch=None, N_input=10, N_output=1, lr=0.005, max_epochs=10_000, **kwargs):
        # Create a logger
        self.logger = logging.getLogger(__name__)
        # Log to stdout and set formatting
        handler = logging.StreamHandler(stdout)
        handler.setLevel(logging.DEBUG)
        formatter = logging.Formatter('%(levelname)s - %(asctime)s - %(name)s - %(message)s')
        handler.setFormatter(formatter)
        self.logger.addHandler(handler)
        self.logger.setLevel(logging.DEBUG)

        self.__name__ = self.__class__.__name__
        self.model = None
        self.N_input = N_input
        self.N_output = N_output
        self.optimizer = None
        self.scheduler = None
        self.source = 0 # Source term in PDE
        self.lr = lr
        self.epoch = 0
        self.max_epochs = max_epochs
        self.checkpoint = {}
        if arch:
            self.set_arch(arch, **kwargs)
            self.install_optimizer()
            self.install_scheduler()
        self.training_input = None
        self.training_output = None
        self.training_mode = False
        self._opt_sched_not_synched = True

    def load_DNS(self, fname):
        '''
        Loads the training data form the given file.
        Should set self.training_input and self.training_output.
        '''
        raise(NotImplementedError())

    def compute_data_loss(self, prediction):
        return torch.norm(prediction - self.training_output)

    def compute_loss(self):
        '''
        The loss function of the model.
        '''
        self.optimizer.zero_grad()
        prediction = self.model(self.training_input)
        loss_data = self.compute_data_loss(prediction)
        l1_regularization = torch.tensor(0.)
        for param in self.model.parameters():
            l1_regularization += torch.norm(param, p=1)
        loss = loss_data + 1e-4 * l1_regularization
        loss.backward()
        return loss

    def pre_train(self):
        ''' Code to run just before starting the training loop '''
        self.logger.debug(f'Running a total of {self.max_epochs} epochs...')
        return

    def train_loop(self):
        ''' The loop in which the model training happens '''
        self.loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        loss_min = 1e30
        while self.epoch < self.max_epochs:
            loss = self.compute_loss()
            self.optimizer.step()
            self.scheduler.step()
            self.epoch += 1
            loss_np = loss.detach().numpy()
            self.loss_history[self.epoch] = loss_np
            loss_min = np.minimum(loss_np, loss_min)
            print(f'\rEpoch {self.epoch+1: ^6}, Learning Rate: {self.scheduler.get_last_lr()[0]:.3g}, Loss: {loss_np: 4.4f}, Loss_min: {loss_min: 4.4f}', end=' '*10)

    def post_train(self):
        ''' Code to run after exiting the training loop '''
        print()

    def train(self):
        '''
        Starting the training loop for the model
        '''
        if self.model is None:
            raise(Exception('No model is loaded'))
        if self.training_input is None or self.training_output is None:
            raise(Exception('No DNS data is loaded. Run .load_DNS() first.'))
        if self._opt_sched_not_synched:
            raise(Exception('The scheduler is not using the current optimizer! Install the scheduler after installing the optimizer.'))

        self.logger.debug('Starting training...')
        self.pre_train()
        try:
            self.training_mode = True
            self.train_loop()
        except KeyboardInterrupt:
            print()
            self.logger.info('Exiting training loop because of KeyboardInterrupt')
        except Exception as e:
            self.logger.error('Encountered an exception! Running post_train()...')
            self.post_train()
            self.training_mode = False
            raise(e)
        finally:
            self.post_train()
            self.training_mode = False
            self.logger.debug('Finished training.')

    def load_checkpoint(self, checkpoint):
        self.set_arch(
            checkpoint['arch'], full=True,
            activation=checkpoint['model_activ_name'],
            activation_out=checkpoint['model_activ_out_name'],
        )
        self.model.load_state_dict(checkpoint['model_state_dict'])
        self.epoch = checkpoint.get('epoch', 0)
        oo, oargs, okwargs = checkpoint['optimizer']
        self.install_optimizer(oo, *oargs, **okwargs)
        self.optimizer.load_state_dict(checkpoint['optimizer_state_dict'])
        ss, sargs, skwargs = checkpoint['scheduler']
        self.install_scheduler(ss, *sargs, **skwargs)
        self.scheduler.load_state_dict(checkpoint['scheduler_state_dict'])

    def create_checkpoint(self):
        self.checkpoint.update({
            'epoch': self.epoch,
            'arch': self.get_arch(),
            'model_state_dict': self.model.state_dict(),
            'model_activ_name': self.model.activ_name,
            'model_activ_out_name': self.model.activ_out_name,
            'optimizer_state_dict': self.optimizer.state_dict(),
            'scheduler_state_dict': self.scheduler.state_dict(),
        })
        return self.checkpoint

    def load_model(self, fname):
        '''
        Load initial state of the model.
        '''
        self.logger.debug(f'Loading model state from {fname}...')
        checkpoint = torch.load(fname, weights_only=False)
        self.load_checkpoint(checkpoint)

    def save_model(self, fname):
        '''
        Save the state of the model.
        '''
        self.logger.debug(f'Saving model state to {fname}...')
        checkpoint = self.create_checkpoint()
        # Don't overwrite an already existing file
        i = 1
        orig_fname = fname
        while path.exists(fname):
            fname = orig_fname.split('.')
            fname = ''.join(fname[:-1]) + f'-{i}.{fname[-1]}'
            i += 1
        if path.exists(orig_fname):
            self.logger.warning(f'File "{orig_fname}" already exists, saving to "{fname}" instead...')
        torch.save(checkpoint, fname)

    def install_optimizer(self, opt=optim.Adam, *args, **kwargs):
        assert(self.model is not None)
        self._opt_sched_not_synched = True
        kwargs['lr'] = kwargs.get('lr', self.lr)
        self.optimizer = opt(
            self.model.parameters(),
            *args,
            **kwargs
        )
        self.checkpoint['optimizer'] = (opt, args, kwargs)

    def install_scheduler(self, sched=None, *args, **kwargs):
        assert(self.optimizer is not None)
        if sched is None:
            sched = optim.lr_scheduler.MultiStepLR
            kwargs['milestones'] = kwargs.get('milestones', [1_000, 5_000, 15_000, 50_000])
        self.scheduler = sched(
            self.optimizer,
            *args,
            **kwargs
        )
        self.checkpoint['scheduler'] = (sched, args, kwargs)
        self._opt_sched_not_synched = False

    def get_arch(self):
        return self.model.get_arch()

    def set_arch(self, arch, full=False, **kwargs):
        if not full:
            arch = [self.N_input] + arch + [self.N_output]
        if self.model is None:
            self.model = NNModel(arch, **kwargs)
        else:
            self.model.set_arch(arch, full=full)
        self.logger.debug(f'{self.n_parameters = }')

    def __call__(self, *args, **kwargs):
        if self.training_mode:
            return self.model(*args, **kwargs)
        # Don't keep track of gradients unless necessary
        with torch.no_grad():
            return self.model(*args, **kwargs)

    @property
    def n_parameters(self):
        return self.model.n_parameters

    @staticmethod
    def get_derivative(f, y, **kwargs):
        ''' Compute the derivative of f(y) with respect to y. '''
        ones = torch.ones(y.size()[0], 1, device=torch.device("cpu"))
        df_dy = grad(f, y, ones, retain_graph=True, create_graph=True, **kwargs)[0]
        return df_dy


# A base model where only the load_DNS() function needs to be implemented
class BaseModel(PINN):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__
        self.de_loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        self.data_loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        self.total_loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        self.LR_history = np.zeros(self.max_epochs)

    def compute_PDE_loss(self, vist, dvist_dy):
        '''
        Compute the loss from the PDE
        '''
        DE_loss = dvist_dy * self.dkdy_DNS + vist * self.d2kdy2_DNS + self.source
        DE_loss = torch.norm(DE_loss)
        # return DE_loss
        DE_2 = dvist_dy * self.dkdy_DNS + self.vist_DNS * self.d2kdy2_DNS + self.source
        return (DE_loss + 9*torch.norm(DE_2))/10

    def compute_data_loss(self, prediction):
        ''' Computes both absolute and relative error '''
        diff = prediction - self.training_output
        abs_loss = torch.norm(diff)
        rel_loss = torch.norm(diff/self.training_output)
        return abs_loss + rel_loss

    def compute_loss(self, ret_all=False):
        '''
        Compute the losses
        '''
        # Clear gradients from the previous iteration
        self.optimizer.zero_grad()
        prediction = self.model(self.training_input)
        dpred_dy = self.get_derivative(prediction, self.training_input)[:,0].view((-1,1))

        loss_de = self.compute_PDE_loss(prediction, dpred_dy)
        loss_data = self.compute_data_loss(prediction)
        # Add PDE and data contributions
        self.loss = loss_de + loss_data

        # Penalize negative predictions
        self.loss += torch.sum(torch.where(prediction>=0,0,-prediction))

        # Penalize constant predictions on average to avoid minimizing PDE
        # by making prediction and it's gradient close to 0.
        # Assumes most training examples are not contant vists.
        # self.loss += 10/(1e-6 + torch.norm(dpred_dy))
        # Make sure alpha is on average close to viscos
        # self.loss += 10 * torch.abs(torch.mean(1 - prediction/self.viscos_DNS))

        # BC loss
        if 'BC' in self.__name__:
            arr1 = torch.ones_like(self.training_input[0,:])
            arr1[0] = 0
            arr2 = torch.zeros_like(self.training_input[0,:])
            arr2[0] = 1
            pred = self.model(self.training_input*arr1)
            self.loss += torch.norm(pred-self.BC[:,0])/10
            pred = self.model(self.training_input*arr1 + arr2)
            self.loss += torch.norm(pred-self.BC[:,1])/10

        # Calculate the L1 regularization term
        l1_regularization = torch.tensor(0.)
        for param in self.model.parameters():
            l1_regularization += torch.norm(param, p=1)
        self.loss += 1e-3 * l1_regularization / self.n_parameters

        # Compute gradients using backpropagation
        self.loss.backward()
        if not ret_all:
            return self.loss
        else:
            return self.loss, loss_de, loss_data

    def train_loop(self):
        self.de_loss_history = np.resize(self.de_loss_history, self.max_epochs)
        self.data_loss_history = np.resize(self.data_loss_history, self.max_epochs)
        self.total_loss_history = np.resize(self.total_loss_history, self.max_epochs)
        self.LR_history = np.resize(self.LR_history, self.max_epochs)
        loss_min = 1e30
        while self.epoch < self.max_epochs:
            loss, loss_de, loss_data = self.compute_loss(ret_all=True)
            self.de_loss_history[self.epoch]   = loss_de.detach()
            self.data_loss_history[self.epoch] = loss_data.detach()
            self.total_loss_history[self.epoch] = loss.detach()
            self.LR_history[self.epoch] = self.scheduler.get_last_lr()[0]
            self.optimizer.step()
            self.scheduler.step(loss.detach())
            self.epoch += 1

            loss_np = loss.detach().numpy()
            loss_min = np.minimum(loss_np, loss_min)
            print(f'\rEpoch {self.epoch+1: ^6}, Learning Rate: {self.scheduler.get_last_lr()[0]:.3g}, Loss: {loss_np: 4.4f}, Loss_min: {loss_min: 4.4f}' + ' '*10, end='')

    def load_checkpoint(self, checkpoint):
        super().load_checkpoint(checkpoint)
        self.de_loss_history = checkpoint.get('de_loss_history', np.zeros(self.max_epochs))
        self.data_loss_history = checkpoint.get('data_loss_history', np.zeros(self.max_epochs))
        self.total_loss_history = checkpoint.get('total_loss_history', np.zeros(self.max_epochs))
        self.LR_history = checkpoint.get('LR_history', np.zeros(self.max_epochs))

    def create_checkpoint(self):
        super().create_checkpoint()
        self.checkpoint.update({
            'de_loss_history': self.de_loss_history,
            'data_loss_history': self.data_loss_history,
            'total_loss_history': self.total_loss_history,
            'LR_history': self.LR_history,
        })
        return self.checkpoint

class DNSData(torch.utils.data.Dataset):
    def __init__(self, fname):
        self.DNS = np.loadtxt(fname, delimiter=' ', dtype='float32')

    def __len__(self):
        return self.DNS.shape[0]

    def __getitem__(self, idx):
        return self.DNS[idx, :]

class BatchedBaseModel(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)

    def load_DNS(self, fname, **kwargs):
        self.DNS = DNSData(fname)
        self.batches = torch.utils.data.DataLoader(
            self.DNS,
            # batch_size=30_000,
            batch_size=10_000,
            shuffle=True,
            **kwargs
        )
        self.training_input = 1
        self.training_output = 1

    def unpack_batch(self, DNS, n=20, random=False, rand_after=2000, rand_gradual=5000):
        self.ys_DNS = DNS[:,0:n]
        self.ks_DNS = DNS[:,n:2*n]
        self.y_DNS = self.y_locs_DNS = DNS[:,2*n:2*n+1]
        self.k_DNS = DNS[:,2*n+1:2*n+2]
        self.dkdy_DNS = DNS[:,2*n+2:2*n+3]
        self.d2kdy2_DNS = DNS[:,2*n+3:2*n+4]
        self.vist_DNS = DNS[:,2*n+4:2*n+5]
        self.viscos_DNS = DNS[:,2*n+5:2*n+6]
        if random and self.epoch > rand_after:
            unif = lambda low,high,shape: torch.rand(shape,dtype=torch.float32)*(high-low)+low
            rx =1e-3
            rand_ks = unif(-rx, rx, (1,n))
            f = min(1, (self.epoch-rand_after)/rand_gradual)
            self.ks_DNS += rand_ks*f

    def train_loop(self):
        self.de_loss_history = np.resize(self.de_loss_history, self.max_epochs)
        self.data_loss_history = np.resize(self.data_loss_history, self.max_epochs)
        self.total_loss_history = np.resize(self.total_loss_history, self.max_epochs)
        self.LR_history = np.resize(self.LR_history, self.max_epochs)
        loss_min = 1e30
        while self.epoch < self.max_epochs:
            total_loss = 0
            total_loss_de = 0
            total_loss_data = 0
            for batch in self.batches:
                self.unpack_batch(batch)
                loss, loss_de, loss_data = self.compute_loss(ret_all=True)
                self.optimizer.step()
                # Save total losses
                total_loss += loss
                total_loss_de += loss_de
                total_loss_data += loss_data
            self.de_loss_history[self.epoch]   = total_loss_de.detach()
            self.data_loss_history[self.epoch] = total_loss_data.detach()
            self.total_loss_history[self.epoch] = total_loss.detach()
            self.LR_history[self.epoch] = self.scheduler.get_last_lr()[0]
            self.scheduler.step(loss.detach())
            self.epoch += 1

            loss_np = total_loss.detach().numpy()
            loss_min = np.minimum(loss_np, loss_min)
            print(f'\rEpoch {self.epoch+1: ^6}, Learning Rate: {self.scheduler.get_last_lr()[0]:.3g}, Loss: {loss_np: 4.4f}, Loss_min: {loss_min: 4.4f}' + ' '*10, end='')

class ConvBatchedModel(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)

    def set_arch(self, arch, full=True, **kwargs):
        assert(full==True)
        if self.model is None:
            self.model = ConvNNModel(arch, full=full, **kwargs)
        else:
            self.model.set_arch(arch, full=full)
        self.logger.debug(f'{self.n_parameters = }')







poisson-1D.py

#!/usr/bin/env python
import numpy as np

# TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm) solver
def tdma(a, b, c, d, phi, ni):
    p = np.zeros(ni+1)
    q = np.zeros(ni+1)
    q[0] = phi[0]
    for i in range(1,ni):
        # Calculate coefficients of recurrence formula
        term = a[i] - c[i]*p[i-1]
        if abs(term)<1.e-10:
            term = 1.e-10
        p[i] = b[i] / term
        q[i] = (d[i] + c[i]*q[i-1]) / term
    # Obtain new phi@s
    for ii in range(1,ni):
        i = ni-ii
        phi[i] = p[i]*phi[i+1] + q[i]
    return phi

def compute(vist, viscos=0.01, nj=300, max_iters=200, source=0, boundary_condition=(0,1), out_file='', allow_negative=False, verbose=False):
    # Possin eq.
    # Discretization described in detail in
    # http://www.tfd.chalmers.se/~lada/comp_fluid_dynamics/
    # Half channel width=1

    # Create the grid
    yfac = 1. # 1.15 # Stretching factor for cell width
    dy = 1/nj # 0.1
    yc = np.zeros(nj)

    # Create array of y-values to compute solution in
    for j in range(1,nj):
        yc[j] = yc[j-1] + dy
        dy = yfac * dy

    # Normalize yc to span [0,1]
    ymax = yc[-1]
    yc = yc / ymax

    # Compute cell centres
    yp = np.zeros(nj+1)
    yp[1:-1] = 0.5*(yc[1:] + yc[:-1])
    yp[-1] = yc[-1]

    urf = 1 # Under-relaxation
    jmon = 8 # Index of node to plot k for each iteration

    # Compute vist and it's first derivative
    script = f'''
from sympy import *
from sympy.core import Basic
x = y = Symbol('x')
alpha = {vist}
alpha = alpha
# Neccessary when vist is '1' or similar
if not isinstance(alpha, Basic):
    alpha = S(alpha)
alpha_p = diff(alpha, x)
alpha   = np.array([alpha.subs(x, yi) for yi in y_vals], dtype=np.float64)
alpha_p = np.array([alpha_p.subs(x, yi) for yi in y_vals], dtype=np.float64)
alpha = alpha*viscos/alpha[0]
alpha_p = alpha_p*viscos/alpha[0]
'''
    keys = {'alpha': None, 'alpha_p': None, 'y_vals': yp, 'viscos':viscos, 'np':np}
    exec(script, keys)
    vist = keys['alpha']
    vist_p = keys['alpha_p']

    if np.min(vist) <= 0 and not allow_negative:
        raise(Exception(f'vist contains values <= 0!:\n\t{np.min(vist) = :.3g}'))

    # Initialize arrays
    k_old = np.zeros(nj+1)
    k = np.ones(nj+1) * 1.e-4
    delta_y = np.zeros(nj)
    dn = np.zeros(nj+1)
    ds = np.zeros(nj+1)
    dy_s = np.zeros(nj+1) # Step sizes from node center to prevoius node center
    fy = np.zeros(nj+1)

    # # Loop over all nodes except the boundary nodes
    delta_y[1:nj] = yc[1:nj] - yc[0:nj-1]
    dn[1:nj] = 1/(yp[2:nj+1] - yp[1:nj])
    dy_s[1:nj] = yp[1:nj] - yp[0:nj-1]
    ds[1:nj] = 1/dy_s[1:nj]
    fy[1:nj] = (yc[1:nj] - yp[1:nj])/(yp[2:nj+1] - yp[1:nj])

    # Boundary conditions for k
    k_old[0] = k[0]  = boundary_condition[0]
    k_old[-1] = k[-1] = boundary_condition[1]
    nj2 = nj//2

    ######## Solve for k by iterating until convergence ########
    su = np.zeros(nj+1)
    an = np.zeros(nj+1)
    as1 = np.zeros(nj+1)
    ap = np.zeros(nj+1)
    k_iter = np.zeros(max_iters)
    # Do max. max_iters iterations
    for n in range(1, max_iters):
        # Solve k
        res_k = 0
        # Monitor the development of k in node jmon
        k_iter[n] = k[jmon]

        su[1:nj] = source * delta_y[1:nj]
        tmp = fy[:-1]*vist[1:] + (1.-fy[:-1])*vist[:-1]
        an[1:nj]  = tmp[1:]  * dn[1:nj]
        as1[1:nj] = tmp[:-1] * ds[1:nj]

        ap[1:nj] = (an[1:nj] + as1[1:nj])/urf
        su[1:nj] += (1-urf) * ap[1:nj] * k[1:nj]
        k_old[1:nj] = k[1:nj]
        res_k += np.sum(np.abs(an[1:nj]*k[2:nj+1] + as1[1:nj]*k[0:nj-1] + su[1:nj] - ap[1:nj]*k[1:nj]))
        k = tdma(ap,an,as1,su,k,nj)

        # Terminate iteration
        k_diff = np.max(k - k_old)
        if verbose:
            print(f'iter: {n:>4}, {k[nj2] = :.2e}, max(k-k_old) = {k_diff:.2e}')#, end=' '*10)
        if k_diff < 0.0001:
            break
    if verbose:
        print()

    ######## Post-processing of numerical solution ########
    # Compute and save dkdy and d2kdy2
    dkdy   = np.zeros(nj)
    dkdy_s = np.zeros(nj)
    dkdy_n = np.zeros(nj)
    d2kdy2 = np.zeros(nj)

    k_ns = fy[:-1]*k[1:] + (1-fy[:-1])*k[:-1]
    dkdy[1:nj] = (k_ns[1:] - k_ns[:-1]) / delta_y[1:nj]
    # NOTE: j = nj-1 här. Detta är oförändrat från icke-vektoriserade koden.
    dkdy[-1] = -k[j] / (yc[-1]-yp[-2])
    dkdy[1] = k[1] / yp[1]

    dkdy_n[1:nj] = (k[2:nj+1] - k[1:nj]) * dn[1:nj]
    dkdy_s[1:nj] = (k[1:nj] - k[0:nj-1]) * ds[1:nj]
    d2kdy2[1:nj] = (dkdy_n[1:nj]-dkdy_s[1:nj]) / delta_y[1:nj]

    if out_file:
        # viscos2 = np.ones_like(vist[1:-1])*viscos
        viscos2 = np.ones_like(vist[1:-1])*np.average(vist)
        conc = np.c_[
            yp[1:-1], k[1:-1],
            dkdy[1:], d2kdy2[1:],
            vist[1:-1], viscos2
        ]
        # Save only internal nodes
        np.savetxt(out_file, conc)

    return yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos

def main(args):
    kws = {k:v for k,v in args._get_kwargs() if v is not None}
    kws['out_file'] = kws.pop('save')
    kws['nj'] = kws.pop('ndiscretization')
    kws.pop('no_plots')
    yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos = compute(verbose=True, **kws)

    if args.no_plots:
       return

    plt.rcParams.update({'font.size': 16})

    fig, ax1 = plt.subplots(figsize=(10,7))
    ax2 = ax1.twinx()
    # ax1.plot(yp, vist, color='orange', label=r'$\nu_{t,\mathrm{DNS}}$')
    # ax1.set_ylabel(r'$\nu_{t,\mathrm{DNS}}$')
    ax1.plot(yp, vist, color='orange', label=r'$\alpha_{\mathrm{DNS}}$')
    ax1.set_ylabel(r'$\alpha_{\mathrm{DNS}}$')
    # ax1.set_ylim((np.minimum(0, np.min(vist)), np.max(vist)*1.1))
    ax1.set_ylim((np.min(vist)*0.5, np.max(vist)*1.1))
    ax1.grid('both')
    ax1.set_xlabel('y')

    # ax2.plot(yp, k, color='b', label=r'$k_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.set_ylabel(r'$k_\mathrm{DNS}$')
    ax2.plot(yp, k, color='b', label=r'$T_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.plot(yp[1:], dkdy, color='g', label=r'$D_yT_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.plot(yp[1:], d2kdy2, color='k', label=r'$D_y^2T_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.plot(yp, yp, 'k--', label=r'$T=y$')
    ax2.set_ylabel(r'$T_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.set_ylim((np.min(k), np.max(k)*1.))
    ax2.set_ylim((np.min(k), 1.))
    ax2.set_xlim((0, np.max(yp)))

    handles1, labels1 = ax2.get_legend_handles_labels()
    handles2, labels2 = ax1.get_legend_handles_labels()
    plt.legend(handles1 + handles2, labels1 + labels2, loc='lower right')
    plt.tight_layout()
    plt.savefig('figures/poisson-1D.png', dpi=600)
    plt.show()

if __name__ == '__main__':
    import argparse
    import matplotlib.pyplot as plt
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-s', '--save', type=str, default='y-k-dkdy-d2kdy2-vist-1D.txt',
                        help='Filename to save the DNS data to.')
    parser.add_argument('-m', '--max-iters', type=int, default=2000,
                        help='Maximum number of iterations.')
    parser.add_argument('-n', '--ndiscretization', type=int, default=400,
                        help='Number of discretization points to use.')
    parser.add_argument('-S', '--source', type=float, default=2,
                        help='Contant source term.')
    parser.add_argument('-B', '--boundary-condition', nargs=2, metavar=('bc0', 'bc1'),
                        type=float, default=(0,0),
                        help='Contant values for the boundary conditions.')
    parser.add_argument('-V', '--vist', type=str, default='1',
                        help='The function used to generate the vist variable (diffusion coefficient). Always multiplied by viscos.')
    parser.add_argument('--viscos', type=float, default=0.01,
                        help='The constant factor for the diffusion coefficient.')
    parser.add_argument('--allow-negative', action='store_true',
                        help='Allow negative values for the diffusion coefficient.')
    parser.add_argument('--no-plots', action='store_true',
                        help='Don\'t create any plots.')
    args = parser.parse_args()
    main(args)







requirements.txt

matplotlib==3.10.8
matplotlib-inline==0.2.1
numpy==2.4.4
scipy==1.17.1
sympy==1.14.0
torch==2.11.0







run.sh

#!/usr/bin/env bash
set -x
# Exempelprogram för hur träningsdata kan genereras och modeller tränas
# Generera träningsdata
./gen.py -n 100
mv t100-training.txt t100-const-a0-large.txt
# Träna modell
./main.py --model-index BY100GTA --DNS t100-const-a0-large.txt -m 100_000 -r 1e-3 --save-trained model-100-consta0-large-trained.pt --arch 80 70 60 50 40 30 20 10 5








inverse_PINN_2D_bio/config.py

from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





@dataclass(slots=True)

class BoundaryConfig:

    right_temperature: float = 0.0



    left_robin_h: float = 1.0

    left_robin_Tinf: float = 1.0



    bottom_flux_bias: float = 0.25

    bottom_flux_amp: float = 0.10

    top_flux_bias: float = -0.15

    top_flux_amp: float = 0.08





@dataclass(slots=True)

class BioheatConfig:

    beta_background_min: float = 0.1

    beta_background_max: float = 0.1

    beta_tumor_min: float = 0.6

    beta_tumor_max: float = 0.8



    source_background: float = 0.1

    source_tumor: float = 0.1



    Ta: float = 0.1





@dataclass(slots=True)

class AlphaSamplingConfig:

    alpha_background_min: float = 0.2

    alpha_background_max: float = 0.2

    alpha_tumor_min: float = 0.3

    alpha_tumor_max: float = 0.3



    n_tumors_min: int = 1

    n_tumors_max: int = 1

    radius_min: float = 0.15

    radius_max: float = 0.18

    ellipse_probability: float = 0.5





@dataclass(slots=True)

class TrainingConfig:

    epochs: int = 40

    batch_size: int = 8

    learning_rate: float = 1.0e-3

    weight_decay: float = 1.0e-5

    train_fraction: float = 0.8

    lambda_data: float = 1

    lambda_pde: float = 0.02

    lambda_bc: float = 0

    lambda_smooth: float = 0.0  # lägre än tidigare för stegfunktioner

    grad_clip_norm: float = 1.0

    seed: int = 42





@dataclass(slots=True)

class ExperimentConfig:

    grid_size: int = 32

    n_samples: int = 300

    noise_std: float = 0.0

    output_dir: Path = Path("outputs_inverse_alpha_2d")

    boundary: BoundaryConfig = field(default_factory=BoundaryConfig)

    bioheat: BioheatConfig = field(default_factory=BioheatConfig)

    alpha_sampling: AlphaSamplingConfig = field(default_factory=AlphaSamplingConfig)

    training: TrainingConfig = field(default_factory=TrainingConfig)



    @property

    def dataset_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "dataset.npz"



    @property

    def checkpoint_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "model.pt"



    @property

    def history_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "history.npz"



    @property

    def figures_dir(self) -> Path:

        return self.output_dir / "figures"








inverse_PINN_2D_bio/data.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from pathlib import Path

from typing import Dict, Tuple



import numpy as np

import torch

from scipy.sparse import lil_matrix

from scipy.sparse.linalg import spsolve

from torch.utils.data import Dataset



from .config import AlphaSamplingConfig, BoundaryConfig, ExperimentConfig, BioheatConfig





@dataclass(slots=True)

class Grid:

    x: np.ndarray

    y: np.ndarray

    X: np.ndarray

    Y: np.ndarray

    dx: float

    dy: float





@dataclass(slots=True)

class ProblemFields:

    source: np.ndarray

    beta: np.ndarray

    Ta: float

    bottom_flux: np.ndarray

    top_flux: np.ndarray

    left_robin_h: float

    left_robin_Tinf: float

    right_temperature: np.ndarray





class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

    def __init__(

        self,

        inputs: np.ndarray,

        alpha: np.ndarray,

        temperature: np.ndarray,

        beta: np.ndarray,

        source: np.ndarray,

    ) -> None:

        self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

        self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

        self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)

        self.beta = torch.tensor(beta, dtype=torch.float32)

        self.source = torch.tensor(source, dtype=torch.float32)



    def __len__(self) -> int:

        return int(self.inputs.shape[0])



    def __getitem__(self, index: int):

        return (

            self.inputs[index],

            self.alpha[index],

            self.temperature[index],

            self.beta[index],

            self.source[index],

        )



# class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

#     def __init__(self, inputs: np.ndarray, alpha: np.ndarray, temperature: np.ndarray) -> None:

#         self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

#         self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

#         self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)



#     def __len__(self) -> int:

#         return int(self.inputs.shape[0])



#     def __getitem__(self, index: int) -> tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:

#         return self.inputs[index], self.alpha[index], self.temperature[index]





def make_grid(n: int) -> Grid:

    x: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    y: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="xy")

    return Grid(x=x, y=y, X=X, Y=Y, dx=float(x[1] - x[0]), dy=float(y[1] - y[0]))





def harmonic_mean(a: np.ndarray, b: np.ndarray) -> np.ndarray:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def make_problem_fields(grid: Grid, bc: BoundaryConfig, bio: BioheatConfig) -> ProblemFields:

    source = np.full_like(grid.X, bio.source_background, dtype=np.float64)



    # beta här är bara en platshållare; det riktiga beta-fältet sätts senare

    beta = np.zeros_like(grid.X, dtype=np.float64)



    bottom_flux = bc.bottom_flux_bias + bc.bottom_flux_amp * np.sin(2.0 * np.pi * grid.x)

    top_flux = bc.top_flux_bias + bc.top_flux_amp * np.cos(np.pi * grid.x)

    right_temperature = np.full_like(grid.y, bc.right_temperature, dtype=np.float64)



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=bio.Ta,

        bottom_flux=bottom_flux.astype(np.float64),

        top_flux=top_flux.astype(np.float64),

        left_robin_h=float(bc.left_robin_h),

        left_robin_Tinf=float(bc.left_robin_Tinf),

        right_temperature=right_temperature,

)





# def _rescale_to_bounds(field: np.ndarray, alpha_min: float, alpha_max: float) -> np.ndarray:

#     shifted: np.ndarray = field - float(field.min())

#     span: float = float(shifted.max())

#     if span < 1.0e-12:

#         return np.full_like(field, 0.5 * (alpha_min + alpha_max))

#     unit: np.ndarray = shifted / span

#     return alpha_min + (alpha_max - alpha_min) * unit





# def _smooth_rectangle(grid: Grid, cx: float, cy: float, wx: float, wy: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     sx: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx - wx / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx + wx / 2.0))))

#     sy: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy - wy / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy + wy / 2.0))))

#     return sx * sy





# def _smooth_disk(grid: Grid, cx: float, cy: float, radius: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     r: np.ndarray = np.sqrt((grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2)

#     return 0.5 * (1.0 - np.tanh(sharpness * (r - radius)))





def sample_alpha_field(

    grid: Grid,

    rng: np.random.Generator,

    cfg: AlphaSamplingConfig,

) -> tuple[np.ndarray, np.ndarray]:

    alpha_value = float(cfg.alpha_background_min)

    alpha = np.full_like(grid.X, alpha_value, dtype=np.float64)



    tumor_mask = np.zeros_like(grid.X, dtype=bool)

    n_tumors = int(rng.integers(cfg.n_tumors_min, cfg.n_tumors_max + 1))



    for _ in range(n_tumors):

        cx = float(rng.uniform(0.2, 0.8))

        cy = float(rng.uniform(0.2, 0.8))



        if rng.random() < cfg.ellipse_probability:

            rx = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            ry = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = ((grid.X - cx) / rx) ** 2 + ((grid.Y - cy) / ry) ** 2 <= 1.0

        else:

            r = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = (grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2 <= r**2



        tumor_mask |= mask



    return alpha.astype(np.float64), tumor_mask



def apply_tumor_properties(

    tumor_mask: np.ndarray,

    fields: ProblemFields,

    bio: BioheatConfig,

    rng: np.random.Generator,

) -> ProblemFields:

    beta_bg = float(rng.uniform(bio.beta_background_min, bio.beta_background_max))

    beta_tumor = float(rng.uniform(bio.beta_tumor_min, bio.beta_tumor_max))



    source = fields.source.copy()

    beta = np.full_like(fields.beta, beta_bg, dtype=np.float64)



    beta[tumor_mask] = beta_tumor

    source[tumor_mask] = bio.source_tumor



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=fields.Ta,

        bottom_flux=fields.bottom_flux,

        top_flux=fields.top_flux,

        left_robin_h=fields.left_robin_h,

        left_robin_Tinf=fields.left_robin_Tinf,

        right_temperature=fields.right_temperature,

    )



def solve_temperature(alpha: np.ndarray, grid: Grid, fields: ProblemFields) -> np.ndarray:

    n: int = alpha.shape[0]

    A = lil_matrix((n * n, n * n), dtype=np.float64)

    b: np.ndarray = np.zeros(n * n, dtype=np.float64)



    def idx(i: int, j: int) -> int:

        return j * n + i



    for j in range(n):

        for i in range(n):

            row: int = idx(i, j)

            if i == 0:

                a_e = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))

                h = float(fields.left_robin_h)

                Tinf = float(fields.left_robin_Tinf)



                A[row, row] = a_e / grid.dx + h

                A[row, idx(i + 1, j)] = -a_e / grid.dx

                b[row] = h * Tinf

                continue

            if i == n - 1:

                A[row, row] = 1.0

                b[row] = fields.right_temperature[j]

                continue

            if j == 0:

                a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

                A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy

                A[row, row] = -a_n / grid.dy

                b[row] = fields.bottom_flux[i]

                continue

            if j == n - 1:

                a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

                A[row, row] = a_s / grid.dy

                A[row, idx(i, j - 1)] = -a_s / grid.dy

                b[row] = fields.top_flux[i]

                continue

            a_e: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))

            a_w: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i - 1]))

            a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

            a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

            beta_c = float(fields.beta[j, i])



            A[row, idx(i + 1, j)] = a_e / grid.dx**2

            A[row, idx(i - 1, j)] = a_w / grid.dx**2

            A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy**2

            A[row, idx(i, j - 1)] = a_s / grid.dy**2

            beta_c = float(fields.beta[j, i])

            Ta = float(fields.Ta)  # eller fields.Ta[j,i] om spatialt



            A[row, row] = (

                -(a_e + a_w) / grid.dx**2

                - (a_n + a_s) / grid.dy**2

                - beta_c

            )



            b[row] = -fields.source[j, i] - beta_c * Ta

    return spsolve(A.tocsr(), b).reshape((n, n))





def generate_dataset(config: ExperimentConfig) -> Dict[str, np.ndarray]:

    rng = np.random.default_rng(config.training.seed)

    grid = make_grid(config.grid_size)

    base_fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.bioheat)



    alpha_list = []

    T_list = []

    beta_list = []

    source_list = []



    for _ in range(config.n_samples):

        alpha, tumor_mask = sample_alpha_field(grid, rng, config.alpha_sampling)

        fields = apply_tumor_properties(tumor_mask, base_fields, config.bioheat, rng)



        T = solve_temperature(alpha, grid, fields)



        if config.noise_std > 0.0:

            T = T + rng.normal(0.0, config.noise_std, size=T.shape)



        alpha_list.append(alpha.astype(np.float32))

        T_list.append(T.astype(np.float32))

        beta_list.append(fields.beta.astype(np.float32))

        source_list.append(fields.source.astype(np.float32))



    alpha_array = np.stack(alpha_list, axis=0)

    T_array = np.stack(T_list, axis=0)

    beta_array = np.stack(beta_list, axis=0)

    source_array = np.stack(source_list, axis=0)



    T_mean = float(T_array.mean())

    T_std = float(T_array.std() + 1.0e-6)

    T_norm = (T_array - T_mean) / T_std



    X_channel = np.broadcast_to(grid.X.astype(np.float32), T_array.shape)

    Y_channel = np.broadcast_to(grid.Y.astype(np.float32), T_array.shape)



    inputs = np.stack([T_norm, X_channel, Y_channel], axis=1).astype(np.float32)



    payload = {

        "inputs": inputs,

        "alpha": alpha_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "temperature": T_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "beta": beta_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "source": source_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "x": grid.x.astype(np.float32),

        "y": grid.y.astype(np.float32),

        "bottom_flux": base_fields.bottom_flux.astype(np.float32),

        "top_flux": base_fields.top_flux.astype(np.float32),

        "left_robin_h": np.array([base_fields.left_robin_h], dtype=np.float32),

        "left_robin_Tinf": np.array([base_fields.left_robin_Tinf], dtype=np.float32),

        "right_temperature": base_fields.right_temperature.astype(np.float32),

        "temperature_mean": np.array([T_mean], dtype=np.float32),

        "temperature_std": np.array([T_std], dtype=np.float32),

        "Ta": np.float32(config.bioheat.Ta),

    }

    return payload





def save_dataset(payload: Dict[str, np.ndarray], path: Path) -> None:

    path.parent.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    np.savez_compressed(path, **payload)





def load_dataset(path: Path) -> Dict[str, np.ndarray]:

    loaded = np.load(path)

    return {key: loaded[key] for key in loaded.files}










inverse_PINN_2D_bio/evaluate.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict



import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import torch

from torch.utils.data import DataLoader



from .config import ExperimentConfig

from .model_steep import SmallUNet

from .train import make_datasets





def _relative_error(true_field: np.ndarray, pred_field: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:

    return np.abs(true_field - pred_field) / (np.abs(true_field) + eps)





def _tumor_mask(field_true: np.ndarray, vmin: float, vmax: float) -> np.ndarray:

    threshold = 0.5 * (vmin + vmax)

    return field_true > threshold





def evaluate_model(

    config: ExperimentConfig,

    payload: Dict[str, np.ndarray],

    n_examples: int = 3,

) -> Dict[str, float]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)



    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)

    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])

    model.eval()



    _, val_set = make_datasets(payload, config)

    loader = DataLoader(val_set, batch_size=min(8, len(val_set)), shuffle=False, num_workers=0)



    mse_values: list[float] = []

    mae_values: list[float] = []

    rel_values: list[float] = []

    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]] = []



    with torch.no_grad():

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, _ in loader:

            pred_beta = model(batch_inputs.to(device))

            pred_beta = pred_beta.cpu().numpy()



            true_beta = batch_beta.numpy()



            rel_values.append(float(np.mean(_relative_error(true_beta, pred_beta))))

            mse_values.append(float(np.mean((pred_beta - true_beta) ** 2)))

            mae_values.append(float(np.mean(np.abs(pred_beta - true_beta))))



            for i in range(min(batch_inputs.shape[0], n_examples - len(examples))):

                examples.append((

                    batch_T[i, 0].numpy(),

                    true_beta[i, 0],

                    pred_beta[i, 0],

                ))



            if len(examples) >= n_examples:

                break



    config.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    _plot_history(config)

    _plot_examples(config, examples)



    return {

        "val_mse": float(np.mean(mse_values)),

        "val_mae": float(np.mean(mae_values)),

        "val_rel": float(np.mean(rel_values)),

    }





def _plot_history(config: ExperimentConfig) -> None:

    history = np.load(config.history_path)



    fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

    ax.semilogy(history["train_total"], label="Total - träning", linewidth=2.0, color = 'darkgreen')

    ax.semilogy(history["val_total"], label="Total - validering", linewidth=2.0, color = 'darkmagenta')

    ax.semilogy(history["train_pde"], label="PDE - träning", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'limegreen')

    ax.semilogy(history["val_pde"], label="PDE - validering", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'violet')



    ax.set_xlabel("Epok", fontsize=14)

    ax.set_ylabel("Förlust", fontsize=14)

    #ax.set_title("Träningshistorik", fontsize=16)

    ax.tick_params(axis="both", labelsize=12)

    ax.grid(True, alpha=0.3)

    ax.legend(fontsize=12)



    fig.tight_layout()

    fig.savefig(config.figures_dir / "v5_history.png", dpi=250)

    plt.close(fig)





def _plot_examples(

    config: ExperimentConfig,

    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]],

) -> None:

    beta_vmin = config.bioheat.beta_background_min

    beta_vmax = config.bioheat.beta_tumor_max



    rel_global_vmin = 0.0

    rel_global_vmax = 8.0



    rel_zoom_vmin = 0.0

    rel_zoom_vmax = 0.2



    cmap_field = "viridis"

    cmap_error = plt.cm.magma.copy()

    cmap_error.set_bad(color="white")



    title_fs = 19

    cbar_fs = 15



    for idx, (T, beta_true, beta_pred) in enumerate(examples):

        rel_error = _relative_error(beta_true, beta_pred)



        rel_error_global = np.clip(rel_error, rel_global_vmin, rel_global_vmax)

        rel_error_zoom = np.clip(rel_error, rel_zoom_vmin, rel_zoom_vmax)



        beta_mask = _tumor_mask(beta_true, beta_vmin, beta_vmax)

        rel_error_tumor = np.where(beta_mask, rel_error_zoom, np.nan)



        fig, axes = plt.subplots(2, 3, figsize=(15, 10), constrained_layout=True)

        axes = axes.ravel()



        im0 = axes[0].imshow(T, origin="lower", cmap=cmap_field)

        axes[0].set_title("a) Temperatur $T_{FDM}$", fontsize=title_fs)

        cbar0 = plt.colorbar(im0, ax=axes[0], fraction=0.046)

        cbar0.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im1 = axes[1].imshow(beta_true, origin="lower", vmin=beta_vmin, vmax=beta_vmax, cmap=cmap_field)

        axes[1].set_title(r"b) $\beta_{exakt}$", fontsize=title_fs)

        cbar1 = plt.colorbar(im1, ax=axes[1], fraction=0.046)

        cbar1.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im2 = axes[2].imshow(beta_pred, origin="lower", vmin=beta_vmin, vmax=beta_vmax, cmap=cmap_field)

        axes[2].set_title(r"c) $\beta_{PINN}$", fontsize=title_fs)

        cbar2 = plt.colorbar(im2, ax=axes[2], fraction=0.046)

        cbar2.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im3 = axes[3].imshow(

            rel_error_global,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_global_vmin,

            vmax=rel_global_vmax,

        )

        axes[3].set_title("d) Relativt fel (globalt)", fontsize=title_fs)

        axes[3].contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="white", linewidths=0.8)

        cbar3 = plt.colorbar(im3, ax=axes[3], fraction=0.046)

        cbar3.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im4 = axes[4].imshow(

            rel_error_tumor,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_zoom_vmin,

            vmax=rel_zoom_vmax,

        )

        axes[4].set_title("e) Relativt fel i tumör", fontsize=title_fs)

        axes[4].contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="black", linewidths=0.8)

        cbar4 = plt.colorbar(im4, ax=axes[4], fraction=0.046)

        cbar4.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        axes[5].axis("off")



        for ax in axes[:5]:

            ax.set_xticks([])

            ax.set_yticks([])



        fig.savefig(config.figures_dir / f"v5_example_{idx:02d}.png", dpi=300)

        plt.close(fig)






inverse_PINN_2D_bio/model.py

from __future__ import annotations



import torch

from torch import nn



torch.set_num_threads(1)

torch.set_num_interop_threads(1)

try:

    torch.backends.mkldnn.enabled = False

except Exception:

    pass





class ConvBlock(nn.Module):

    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:

        super().__init__()

        self.block = nn.Sequential(

            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

        )



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return self.block(x)





class SmallUNet(nn.Module):

    def __init__(

        self,

        in_channels: int = 3,

        base_channels: int = 16,

        beta_min: float = 0.0,

        beta_max: float = 1.0,

    ) -> None:

        super().__init__()



        if beta_max < beta_min:

            raise ValueError("beta_max must be at least beta_min.")



        self.beta_min = beta_min

        self.beta_max = beta_max



        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)

        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)



        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)

        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)



        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)



        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)



        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)



        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 1, kernel_size=1)



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)

        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))

        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))



        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)

        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:

            d2 = nn.functional.interpolate(

                d2,

                size=e2.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))



        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)

        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:

            d1 = nn.functional.interpolate(

                d1,

                size=e1.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))



        raw_beta = self.final(d1)

        beta_pred = self.beta_min + (self.beta_max - self.beta_min) * torch.sigmoid(raw_beta)

        return beta_pred






inverse_PINN_2D_bio/model_steep.py

from __future__ import annotations



import torch

from torch import nn



torch.set_num_threads(1)

torch.set_num_interop_threads(1)

try:

    torch.backends.mkldnn.enabled = False

except Exception:

    pass







class ConvBlock(nn.Module):

    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:

        super().__init__()

        self.block = nn.Sequential(

            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

        )



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return self.block(x)



class SteepSigmoid(nn.Module):

    def __init__(self, k: float, x0: float = 0.0) -> None:

        super().__init__()

        self.k = k

        self.x0 = x0



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return torch.sigmoid(self.k * (x - self.x0))





class SmallUNet(nn.Module):

    def __init__(

        self,

        in_channels: int = 3,

        base_channels: int = 16,

        beta_min: float = 0.0,

        beta_max: float = 1.0,

    ) -> None:

        super().__init__()



        if beta_max < beta_min:

            raise ValueError("beta_max must be at least beta_min.")



        self.beta_min = beta_min

        self.beta_max = beta_max



        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)

        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)



        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)

        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)



        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)



        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)



        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)



        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 1, kernel_size=1)

        self.output_activation = SteepSigmoid(k=20, x0=0)



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)

        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))

        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))



        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)

        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:

            d2 = nn.functional.interpolate(

                d2,

                size=e2.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))



        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)

        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:

            d1 = nn.functional.interpolate(

                d1,

                size=e1.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))



        raw_beta = self.final(d1)

        beta_unit = self.output_activation(raw_beta)

        beta_pred = self.beta_min + (self.beta_max - self.beta_min) * beta_unit

        return beta_pred






inverse_PINN_2D_bio/physics.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from typing import Dict



import torch





@dataclass(slots=True)

class PhysicsFields:

    dx: float

    dy: float

    source: torch.Tensor

    beta: torch.Tensor

    Ta: float

    bottom_flux: torch.Tensor

    top_flux: torch.Tensor

    left_robin_h: float

    left_robin_Tinf: float

    right_temperature: torch.Tensor





def build_physics_fields(payload: Dict[str, object], device: torch.device) -> PhysicsFields:

    source = torch.as_tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device)

    beta = torch.as_tensor(payload["beta"], dtype=torch.float32, device=device)



    if source.ndim == 4:

        source = source[0, 0]

    if beta.ndim == 4:

        beta = beta[0, 0]



    return PhysicsFields(

        dx=float(payload["x"][1] - payload["x"][0]),

        dy=float(payload["y"][1] - payload["y"][0]),

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=float(payload["Ta"]),

        bottom_flux=torch.as_tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        top_flux=torch.as_tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        left_robin_h=float(payload["left_robin_h"][0]),

        left_robin_Tinf=float(payload["left_robin_Tinf"][0]),

        right_temperature=torch.as_tensor(payload["right_temperature"], dtype=torch.float32, device=device),

    )





def harmonic_mean_torch(a: torch.Tensor, b: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def pde_loss(

    beta_pred: torch.Tensor,

    temperature: torch.Tensor,

    source: torch.Tensor,

    Ta: float,

    dx: float,

    dy: float,

    alpha_const: float,

) -> torch.Tensor:

    Tc = temperature[:, :, 1:-1, 1:-1]

    Te = temperature[:, :, 1:-1, 2:]

    Tw = temperature[:, :, 1:-1, :-2]

    Tn = temperature[:, :, 2:, 1:-1]

    Ts = temperature[:, :, :-2, 1:-1]



    alpha_const_tensor = torch.full_like(temperature, fill_value=alpha_const)



    ac = alpha_const_tensor[:, :, 1:-1, 1:-1]

    ae = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, 1:-1, 2:])

    aw = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, 1:-1, :-2])

    an = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, 2:, 1:-1])

    a_s = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, :-2, 1:-1])



    rx = (ae * (Te - Tc) - aw * (Tc - Tw)) / (dx**2)

    ry = (an * (Tn - Tc) - a_s * (Tc - Ts)) / (dy**2)



    beta_c = beta_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]

    source_c = source[:, :, 1:-1, 1:-1]



    residual = rx + ry - beta_c * (Tc - Ta) + source_c

    return torch.mean(residual**2)

   



def bc_loss_constant_alpha(

    temperature: torch.Tensor,

    phys: PhysicsFields,

    alpha_const: float,

) -> torch.Tensor:

    grad_bottom = (temperature[:, :, 1, :] - temperature[:, :, 0, :]) / phys.dy

    grad_top = (temperature[:, :, -1, :] - temperature[:, :, -2, :]) / phys.dy



    bottom_res = alpha_const * grad_bottom - phys.bottom_flux[None, None, :]

    top_res = alpha_const * grad_top - phys.top_flux[None, None, :]



    return torch.mean(bottom_res**2) + torch.mean(top_res**2)





def smoothness_loss(alpha_pred: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    dx_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, :, 1:] - alpha_pred[:, :, :, :-1]

    dy_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:, :] - alpha_pred[:, :, :-1, :]

    return torch.mean(dx_term**2) + torch.mean(dy_term**2)








inverse_PINN_2D_bio/run.py

from __future__ import annotations



import argparse

from pathlib import Path



from .config import ExperimentConfig

from .data import generate_dataset, load_dataset, save_dataset

from .evaluate import evaluate_model

from .train import make_datasets, train_model





def parse_args() -> argparse.Namespace:

    parser = argparse.ArgumentParser(description="Train a 2D inverse alpha model from temperature fields.")

    parser.add_argument("--output-dir", type=Path, default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"))

    parser.add_argument("--grid-size", type=int, default=32)

    parser.add_argument("--n-samples", type=int, default=300)

    parser.add_argument("--epochs", type=int, default=40)

    parser.add_argument("--batch-size", type=int, default=8)

    parser.add_argument("--noise-std", type=float, default=0.0)

    parser.add_argument("--skip-generate", action="store_true")

    return parser.parse_args()





def main() -> None:

    args = parse_args()



    config = ExperimentConfig(

        output_dir=args.output_dir,

        grid_size=args.grid_size,

        n_samples=args.n_samples,

        noise_std=args.noise_std,

    )

    config.training.epochs = args.epochs

    config.training.batch_size = args.batch_size



    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    if args.skip_generate and config.dataset_path.exists():

        payload = load_dataset(config.dataset_path)

    else:

        payload = generate_dataset(config)

        save_dataset(payload, config.dataset_path)



    train_model(config, payload)



    _, val_set = make_datasets(payload, config)



    print("\nKlart")

    print(f"Dataset: {config.dataset_path}")

    print(f"Checkpoint: {config.checkpoint_path}")

    print(f"Historik: {config.history_path}")

    print(f"Figurer: {config.figures_dir}")



    if len(val_set) == 0:

        print("Evaluation hoppades över eftersom val-setet är tomt.")

    else:

        metrics = evaluate_model(config, payload)

        print(f"Val MSE: {metrics['val_mse']:.6e}")

        print(f"Val MAE: {metrics['val_mae']:.6e}")

        print(f"Val relative error: {metrics['val_rel']:.6e}")





if __name__ == "__main__":

    main()






inverse_PINN_2D_bio/train.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict, List, Tuple



import numpy as np

import torch

from torch.optim import AdamW

from torch.utils.data import DataLoader, Subset



from .config import ExperimentConfig

from .data import InverseAlphaDataset

from .model_steep import SmallUNet

from .physics import bc_loss_constant_alpha, build_physics_fields, pde_loss, smoothness_loss





def make_datasets(payload: Dict[str, np.ndarray], config: ExperimentConfig) -> tuple[Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]], Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]]:

    full_dataset = InverseAlphaDataset(

            payload["inputs"],

            payload["alpha"],

            payload["temperature"],

            payload["beta"],

            payload["source"],

        )

    n_total: int = len(full_dataset)

    n_train: int = int(round(config.training.train_fraction * n_total))

    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.training.seed)

    rng.shuffle(indices)

    train_idx: list[int] = indices[:n_train].tolist()

    val_idx: list[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(full_dataset, train_idx), Subset(full_dataset, val_idx)





def train_model(config: ExperimentConfig, payload: Dict[str, np.ndarray]) -> Dict[str, List[float]]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)    



    optimizer = AdamW(model.parameters(), lr=config.training.learning_rate, weight_decay=config.training.weight_decay)

    scheduler = torch.optim.lr_scheduler.CosineAnnealingLR(optimizer, T_max=config.training.epochs)

    physics = build_physics_fields(payload, device)

    train_set, val_set = make_datasets(payload, config)

    train_loader = DataLoader(train_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=True, num_workers=0)

    val_loader = DataLoader(val_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=False, num_workers=0)



    history: Dict[str, List[float]] = {

        "train_total": [], "train_data": [], "train_pde": [], "train_bc": [],

        "val_total": [], "val_data": [], "val_pde": [], "val_bc": [],

    }

    best_val: float = float("inf")

    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    for epoch in range(1, config.training.epochs + 1):

        train_metrics = _run_epoch(model, train_loader, optimizer, physics, config, device, training=True)

        val_metrics = _run_epoch(model, val_loader, optimizer, physics, config, device, training=False)

        scheduler.step()

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])

        history["train_data"].append(train_metrics["data"])

        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])

        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])

        history["val_data"].append(val_metrics["data"])

        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])

        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])



        if len(val_set) == 0:

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)

        elif val_metrics["data"] < best_val:

            best_val = val_metrics["data"]

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)



        

        print(

            f"Epoch {epoch:03d}/{config.training.epochs:03d} | "

            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "

            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e}"

        )

    np.savez_compressed(config.history_path, **{k: np.asarray(v, dtype=np.float32) for k, v in history.items()})

    return history





def _run_epoch(

    model: SmallUNet,

    loader: DataLoader,

    optimizer: AdamW,

    physics: object,

    config: ExperimentConfig,

    device: torch.device,

    training: bool,

) -> Dict[str, float]:

    model.train(training)

    metrics: Dict[str, float] = {"total": 0.0, "data": 0.0, "pde": 0.0, "bc": 0.0, "smooth": 0.0}

    n_batches: int = 0

    context = torch.enable_grad() if training else torch.no_grad()

    with context:

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, batch_source in loader:

            batch_inputs = batch_inputs.to(device)

            batch_alpha = batch_alpha.to(device)

            batch_T = batch_T.to(device)

            batch_beta = batch_beta.to(device)

            batch_source = batch_source.to(device)

            if training:

                optimizer.zero_grad(set_to_none=True)



            

            pred_beta = model(batch_inputs)



            loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            loss_data = loss_beta



            # pred_beta = model(batch_inputs)



            # loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            # loss_data = loss_beta



            alpha_const = config.alpha_sampling.alpha_background_min



            loss_pde_term = pde_loss(

                pred_beta,

                batch_T,

                batch_source,

                physics.Ta,

                physics.dx,

                physics.dy,

                alpha_const,

            )

            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss_constant_alpha(batch_T, physics,alpha_const)

            loss_smooth_term = torch.tensor(0.0, device=device)

            total: torch.Tensor = (

                config.training.lambda_data * loss_data

                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term

                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term

            )

            if training:

                total.backward()

                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)

                optimizer.step()

            metrics["total"] += float(total.detach().cpu())

            metrics["data"] += float(loss_data.detach().cpu())

            metrics["pde"] += float(loss_pde_term.detach().cpu())

            metrics["bc"] += float(loss_bc_term.detach().cpu())

            metrics["smooth"] += float(loss_smooth_term.detach().cpu())

            n_batches += 1

    for key in metrics:

        metrics[key] /= max(n_batches, 1)

    return metrics








inverse_PINN_2D_bio/train_weighted.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict, List, Tuple



import numpy as np

import torch

from torch.optim import AdamW

from torch.utils.data import DataLoader, Subset



from .config import ExperimentConfig

from .data import InverseAlphaDataset

from .model_steep import SmallUNet

from .physics import bc_loss_constant_alpha, build_physics_fields, pde_loss, smoothness_loss





def make_datasets(payload: Dict[str, np.ndarray], config: ExperimentConfig) -> tuple[Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]], Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]]:

    full_dataset = InverseAlphaDataset(

            payload["inputs"],

            payload["alpha"],

            payload["temperature"],

            payload["beta"],

            payload["source"],

        )

    n_total: int = len(full_dataset)

    n_train: int = int(round(config.training.train_fraction * n_total))

    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.training.seed)

    rng.shuffle(indices)

    train_idx: list[int] = indices[:n_train].tolist()

    val_idx: list[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(full_dataset, train_idx), Subset(full_dataset, val_idx)





def train_model(config: ExperimentConfig, payload: Dict[str, np.ndarray]) -> Dict[str, List[float]]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)    



    optimizer = AdamW(model.parameters(), lr=config.training.learning_rate, weight_decay=config.training.weight_decay)

    scheduler = torch.optim.lr_scheduler.CosineAnnealingLR(optimizer, T_max=config.training.epochs)

    physics = build_physics_fields(payload, device)

    train_set, val_set = make_datasets(payload, config)

    train_loader = DataLoader(train_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=True, num_workers=0)

    val_loader = DataLoader(val_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=False, num_workers=0)



    history: Dict[str, List[float]] = {

        "train_total": [], "train_data": [], "train_pde": [], "train_bc": [],

        "val_total": [], "val_data": [], "val_pde": [], "val_bc": [],

    }

    best_val: float = float("inf")

    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    for epoch in range(1, config.training.epochs + 1):

        train_metrics = _run_epoch(model, train_loader, optimizer, physics, config, device, training=True)

        val_metrics = _run_epoch(model, val_loader, optimizer, physics, config, device, training=False)

        scheduler.step()

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])

        history["train_data"].append(train_metrics["data"])

        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])

        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])

        history["val_data"].append(val_metrics["data"])

        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])

        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])



        if len(val_set) == 0:

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)

        elif val_metrics["data"] < best_val:

            best_val = val_metrics["data"]

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)



        

        print(

            f"Epoch {epoch:03d}/{config.training.epochs:03d} | "

            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "

            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e}"

        )

    np.savez_compressed(config.history_path, **{k: np.asarray(v, dtype=np.float32) for k, v in history.items()})

    return history





def _run_epoch(

    model: SmallUNet,

    loader: DataLoader,

    optimizer: AdamW,

    physics: object,

    config: ExperimentConfig,

    device: torch.device,

    training: bool,

) -> Dict[str, float]:

    model.train(training)

    metrics: Dict[str, float] = {"total": 0.0, "data": 0.0, "pde": 0.0, "bc": 0.0, "smooth": 0.0}

    n_batches: int = 0

    context = torch.enable_grad() if training else torch.no_grad()

    with context:

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, batch_source in loader:

            batch_inputs = batch_inputs.to(device)

            batch_alpha = batch_alpha.to(device)

            batch_T = batch_T.to(device)

            batch_beta = batch_beta.to(device)

            batch_source = batch_source.to(device)

            if training:

                optimizer.zero_grad(set_to_none=True)



            

            pred_beta = model(batch_inputs)



            beta_bg = config.bioheat.beta_background_min

            tumor_mask = (torch.abs(batch_beta - beta_bg) > 1e-6).float()

            weights = 1.0 + 9.0 * tumor_mask



            loss_beta = torch.mean(weights * (pred_beta - batch_beta) ** 2)

            loss_data = loss_beta



            # pred_beta = model(batch_inputs)



            # loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            # loss_data = loss_beta



            alpha_const = config.alpha_sampling.alpha_background_min



            loss_pde_term = pde_loss(

                pred_beta,

                batch_T,

                batch_source,

                physics.Ta,

                physics.dx,

                physics.dy,

                alpha_const,

            )

            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss_constant_alpha(batch_T, physics,alpha_const)

            loss_smooth_term = torch.tensor(0.0, device=device)

            total: torch.Tensor = (

                config.training.lambda_data * loss_data

                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term

                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term

            )

            if training:

                total.backward()

                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)

                optimizer.step()

            metrics["total"] += float(total.detach().cpu())

            metrics["data"] += float(loss_data.detach().cpu())

            metrics["pde"] += float(loss_pde_term.detach().cpu())

            metrics["bc"] += float(loss_bc_term.detach().cpu())

            metrics["smooth"] += float(loss_smooth_term.detach().cpu())

            n_batches += 1

    for key in metrics:

        metrics[key] /= max(n_batches, 1)

    return metrics








inverse_PINN_2D_bio/__init__.py

"""Physics-informed inverse model for alpha(x, y) from steady-state T(x, y)."""








inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/config.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/config.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/data.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/data.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/evaluate.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/model.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/model_steep.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/physics.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/run.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/train.cpython-314.pyc
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inverse_PINN_2D_bio/config.py

from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





@dataclass(slots=True)

class BoundaryConfig:

    left_temperature: float = 1.0

    right_temperature: float = 0.0

    bottom_flux_bias: float = 0.25

    bottom_flux_amp: float = 0.10

    top_flux_bias: float = -0.15

    top_flux_amp: float = 0.08





@dataclass(slots=True)

class BioheatConfig:

    beta_background_min: float = 0.1

    beta_background_max: float = 0.1

    beta_tumor_min: float = 0.6

    beta_tumor_max: float = 0.8



    source_background: float = 0.1

    source_tumor: float = 0.1



    Ta: float = 0.1





@dataclass(slots=True)

class AlphaSamplingConfig:

    alpha_background_min: float = 0.2

    alpha_background_max: float = 0.2

    alpha_tumor_min: float = 0.3

    alpha_tumor_max: float = 0.5



    n_tumors_min: int = 1

    n_tumors_max: int = 1

    radius_min: float = 0.15

    radius_max: float = 0.18

    ellipse_probability: float = 0.5





@dataclass(slots=True)

class TrainingConfig:

    epochs: int = 40

    batch_size: int = 8

    learning_rate: float = 1.0e-3

    weight_decay: float = 1.0e-5

    train_fraction: float = 0.8

    lambda_data: float = 1

    lambda_pde: float = 0.01

    lambda_bc: float = 0.01

    lambda_smooth: float = 0.0  # lägre än tidigare för stegfunktioner

    grad_clip_norm: float = 1.0

    seed: int = 42





@dataclass(slots=True)

class ExperimentConfig:

    grid_size: int = 32

    n_samples: int = 300

    noise_std: float = 0.0

    output_dir: Path = Path("outputs_inverse_alpha_2d")

    boundary: BoundaryConfig = field(default_factory=BoundaryConfig)

    bioheat: BioheatConfig = field(default_factory=BioheatConfig)

    alpha_sampling: AlphaSamplingConfig = field(default_factory=AlphaSamplingConfig)

    training: TrainingConfig = field(default_factory=TrainingConfig)



    @property

    def dataset_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "dataset.npz"



    @property

    def checkpoint_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "model.pt"



    @property

    def history_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "history.npz"



    @property

    def figures_dir(self) -> Path:

        return self.output_dir / "figures"








inverse_PINN_2D_bio/data.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from pathlib import Path

from typing import Dict, Tuple



import numpy as np

import torch

from scipy.sparse import lil_matrix

from scipy.sparse.linalg import spsolve

from torch.utils.data import Dataset



from .config import AlphaSamplingConfig, BoundaryConfig, ExperimentConfig, BioheatConfig





@dataclass(slots=True)

class Grid:

    x: np.ndarray

    y: np.ndarray

    X: np.ndarray

    Y: np.ndarray

    dx: float

    dy: float





@dataclass(slots=True)

class ProblemFields:

    source: np.ndarray

    beta: np.ndarray

    Ta: float

    bottom_flux: np.ndarray

    top_flux: np.ndarray

    left_temperature: np.ndarray

    right_temperature: np.ndarray





class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

    def __init__(

        self,

        inputs: np.ndarray,

        alpha: np.ndarray,

        temperature: np.ndarray,

        beta: np.ndarray,

        source: np.ndarray,

    ) -> None:

        self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

        self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

        self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)

        self.beta = torch.tensor(beta, dtype=torch.float32)

        self.source = torch.tensor(source, dtype=torch.float32)



    def __len__(self) -> int:

        return int(self.inputs.shape[0])



    def __getitem__(self, index: int):

        return (

            self.inputs[index],

            self.alpha[index],

            self.temperature[index],

            self.beta[index],

            self.source[index],

        )



# class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

#     def __init__(self, inputs: np.ndarray, alpha: np.ndarray, temperature: np.ndarray) -> None:

#         self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

#         self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

#         self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)



#     def __len__(self) -> int:

#         return int(self.inputs.shape[0])



#     def __getitem__(self, index: int) -> tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:

#         return self.inputs[index], self.alpha[index], self.temperature[index]





def make_grid(n: int) -> Grid:

    x: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    y: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="xy")

    return Grid(x=x, y=y, X=X, Y=Y, dx=float(x[1] - x[0]), dy=float(y[1] - y[0]))





def harmonic_mean(a: np.ndarray, b: np.ndarray) -> np.ndarray:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def make_problem_fields(grid: Grid, bc: BoundaryConfig, bio: BioheatConfig) -> ProblemFields:

    source = np.full_like(grid.X, bio.source_background, dtype=np.float64)



    # beta här är bara en platshållare; det riktiga beta-fältet sätts senare

    beta = np.zeros_like(grid.X, dtype=np.float64)



    bottom_flux = bc.bottom_flux_bias + bc.bottom_flux_amp * np.sin(2.0 * np.pi * grid.x)

    top_flux = bc.top_flux_bias + bc.top_flux_amp * np.cos(np.pi * grid.x)

    left_temperature = np.full_like(grid.y, bc.left_temperature, dtype=np.float64)

    right_temperature = np.full_like(grid.y, bc.right_temperature, dtype=np.float64)



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=bio.Ta,

        bottom_flux=bottom_flux.astype(np.float64),

        top_flux=top_flux.astype(np.float64),

        left_temperature=left_temperature,

        right_temperature=right_temperature,

    )





# def _rescale_to_bounds(field: np.ndarray, alpha_min: float, alpha_max: float) -> np.ndarray:

#     shifted: np.ndarray = field - float(field.min())

#     span: float = float(shifted.max())

#     if span < 1.0e-12:

#         return np.full_like(field, 0.5 * (alpha_min + alpha_max))

#     unit: np.ndarray = shifted / span

#     return alpha_min + (alpha_max - alpha_min) * unit





# def _smooth_rectangle(grid: Grid, cx: float, cy: float, wx: float, wy: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     sx: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx - wx / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx + wx / 2.0))))

#     sy: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy - wy / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy + wy / 2.0))))

#     return sx * sy





# def _smooth_disk(grid: Grid, cx: float, cy: float, radius: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     r: np.ndarray = np.sqrt((grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2)

#     return 0.5 * (1.0 - np.tanh(sharpness * (r - radius)))





def sample_alpha_field(

    grid: Grid,

    rng: np.random.Generator,

    cfg: AlphaSamplingConfig,

) -> tuple[np.ndarray, np.ndarray]:

    alpha_bg = float(rng.uniform(cfg.alpha_background_min, cfg.alpha_background_max))

    alpha_tumor = float(rng.uniform(cfg.alpha_tumor_min, cfg.alpha_tumor_max))



    alpha = np.full_like(grid.X, alpha_bg, dtype=np.float64)

    tumor_mask = np.zeros_like(grid.X, dtype=bool)



    n_tumors = int(rng.integers(cfg.n_tumors_min, cfg.n_tumors_max + 1))



    for _ in range(n_tumors):

        cx = float(rng.uniform(0.2, 0.8))

        cy = float(rng.uniform(0.2, 0.8))



        if rng.random() < cfg.ellipse_probability:

            rx = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            ry = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = ((grid.X - cx) / rx) ** 2 + ((grid.Y - cy) / ry) ** 2 <= 1.0

        else:

            r = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = (grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2 <= r**2



        tumor_mask |= mask



    alpha[tumor_mask] = alpha_tumor

    return alpha.astype(np.float64), tumor_mask



def apply_tumor_properties(

    tumor_mask: np.ndarray,

    fields: ProblemFields,

    bio: BioheatConfig,

    rng: np.random.Generator,

) -> ProblemFields:

    beta_bg = float(rng.uniform(bio.beta_background_min, bio.beta_background_max))

    beta_tumor = float(rng.uniform(bio.beta_tumor_min, bio.beta_tumor_max))



    source = fields.source.copy()

    beta = np.full_like(fields.beta, beta_bg, dtype=np.float64)



    beta[tumor_mask] = beta_tumor

    source[tumor_mask] = bio.source_tumor



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=fields.Ta,

        bottom_flux=fields.bottom_flux,

        top_flux=fields.top_flux,

        left_temperature=fields.left_temperature,

        right_temperature=fields.right_temperature,

    )



def solve_temperature(alpha: np.ndarray, grid: Grid, fields: ProblemFields) -> np.ndarray:

    n: int = alpha.shape[0]

    A = lil_matrix((n * n, n * n), dtype=np.float64)

    b: np.ndarray = np.zeros(n * n, dtype=np.float64)



    def idx(i: int, j: int) -> int:

        return j * n + i



    for j in range(n):

        for i in range(n):

            row: int = idx(i, j)

            if i == 0:

                A[row, row] = 1.0

                b[row] = fields.left_temperature[j]

                continue

            if i == n - 1:

                A[row, row] = 1.0

                b[row] = fields.right_temperature[j]

                continue

            if j == 0:

                a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

                A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy

                A[row, row] = -a_n / grid.dy

                b[row] = fields.bottom_flux[i]

                continue

            if j == n - 1:

                a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

                A[row, row] = a_s / grid.dy

                A[row, idx(i, j - 1)] = -a_s / grid.dy

                b[row] = fields.top_flux[i]

                continue

            a_e: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))

            a_w: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i - 1]))

            a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

            a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

            beta_c = float(fields.beta[j, i])



            A[row, idx(i + 1, j)] = a_e / grid.dx**2

            A[row, idx(i - 1, j)] = a_w / grid.dx**2

            A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy**2

            A[row, idx(i, j - 1)] = a_s / grid.dy**2

            beta_c = float(fields.beta[j, i])

            Ta = float(fields.Ta)  # eller fields.Ta[j,i] om spatialt



            A[row, row] = (

                -(a_e + a_w) / grid.dx**2

                - (a_n + a_s) / grid.dy**2

                - beta_c

            )



            b[row] = -fields.source[j, i] - beta_c * Ta

    return spsolve(A.tocsr(), b).reshape((n, n))





def generate_dataset(config: ExperimentConfig) -> Dict[str, np.ndarray]:

    rng = np.random.default_rng(config.training.seed)

    grid = make_grid(config.grid_size)

    base_fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.bioheat)



    alpha_list = []

    T_list = []

    beta_list = []

    source_list = []



    for _ in range(config.n_samples):

        alpha, tumor_mask = sample_alpha_field(grid, rng, config.alpha_sampling)

        fields = apply_tumor_properties(tumor_mask, base_fields, config.bioheat, rng)



        T = solve_temperature(alpha, grid, fields)



        if config.noise_std > 0.0:

            T = T + rng.normal(0.0, config.noise_std, size=T.shape)



        alpha_list.append(alpha.astype(np.float32))

        T_list.append(T.astype(np.float32))

        beta_list.append(fields.beta.astype(np.float32))

        source_list.append(fields.source.astype(np.float32))



    alpha_array = np.stack(alpha_list, axis=0)

    T_array = np.stack(T_list, axis=0)

    beta_array = np.stack(beta_list, axis=0)

    source_array = np.stack(source_list, axis=0)



    T_mean = float(T_array.mean())

    T_std = float(T_array.std() + 1.0e-6)

    T_norm = (T_array - T_mean) / T_std



    X_channel = np.broadcast_to(grid.X.astype(np.float32), T_array.shape)

    Y_channel = np.broadcast_to(grid.Y.astype(np.float32), T_array.shape)



    inputs = np.stack([T_norm, X_channel, Y_channel], axis=1).astype(np.float32)



    payload = {

        "inputs": inputs,

        "alpha": alpha_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "temperature": T_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "beta": beta_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "source": source_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "x": grid.x.astype(np.float32),

        "y": grid.y.astype(np.float32),

        "bottom_flux": base_fields.bottom_flux.astype(np.float32),

        "top_flux": base_fields.top_flux.astype(np.float32),

        "left_temperature": base_fields.left_temperature.astype(np.float32),

        "right_temperature": base_fields.right_temperature.astype(np.float32),

        "temperature_mean": np.array([T_mean], dtype=np.float32),

        "temperature_std": np.array([T_std], dtype=np.float32),

        "Ta": np.float32(config.bioheat.Ta),

    }

    return payload





def save_dataset(payload: Dict[str, np.ndarray], path: Path) -> None:

    path.parent.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    np.savez_compressed(path, **payload)





def load_dataset(path: Path) -> Dict[str, np.ndarray]:

    loaded = np.load(path)

    return {key: loaded[key] for key in loaded.files}










inverse_PINN_2D_bio/evaluate.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict



import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import torch

from torch.utils.data import DataLoader



from .config import ExperimentConfig

from .model import SmallUNet

from .train import make_datasets





def _relative_error(true_field: np.ndarray, pred_field: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:

    return np.abs(true_field - pred_field) / (np.abs(true_field) + eps)





def _tumor_mask(field_true: np.ndarray, vmin: float, vmax: float) -> np.ndarray:

    threshold = 0.5 * (vmin + vmax)

    return field_true > threshold





def evaluate_model(

    config: ExperimentConfig,

    payload: Dict[str, np.ndarray],

    n_examples: int = 3,

) -> Dict[str, float]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")



    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        alpha_min=alpha_min,

        alpha_max=alpha_max,

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)



    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)

    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])

    model.eval()



    _, val_set = make_datasets(payload, config)

    loader = DataLoader(val_set, batch_size=min(8, len(val_set)), shuffle=False, num_workers=0)



    mse_alpha_values: list[float] = []

    mae_alpha_values: list[float] = []

    rel_alpha_values: list[float] = []



    mse_beta_values: list[float] = []

    mae_beta_values: list[float] = []

    rel_beta_values: list[float] = []



    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]] = []



    with torch.no_grad():

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, _ in loader:

            pred_alpha, pred_beta = model(batch_inputs.to(device))

            pred_alpha = pred_alpha.cpu().numpy()

            pred_beta = pred_beta.cpu().numpy()



            true_alpha = batch_alpha.numpy()

            true_beta = batch_beta.numpy()



            mse_alpha_values.append(float(np.mean((pred_alpha - true_alpha) ** 2)))

            mae_alpha_values.append(float(np.mean(np.abs(pred_alpha - true_alpha))))

            rel_alpha_values.append(float(np.mean(_relative_error(true_alpha, pred_alpha))))



            mse_beta_values.append(float(np.mean((pred_beta - true_beta) ** 2)))

            mae_beta_values.append(float(np.mean(np.abs(pred_beta - true_beta))))

            rel_beta_values.append(float(np.mean(_relative_error(true_beta, pred_beta))))



            for i in range(min(batch_inputs.shape[0], n_examples - len(examples))):

                examples.append(

                    (

                        batch_T[i, 0].numpy(),

                        true_alpha[i, 0],

                        pred_alpha[i, 0],

                        true_beta[i, 0],

                        pred_beta[i, 0],

                    )

                )



            if len(examples) >= n_examples:

                break



    config.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    _plot_history(config)

    _plot_examples(config, examples)



    return {

        "val_mse_alpha": float(np.mean(mse_alpha_values)),

        "val_mae_alpha": float(np.mean(mae_alpha_values)),

        "val_rel_alpha": float(np.mean(rel_alpha_values)),

        "val_mse_beta": float(np.mean(mse_beta_values)),

        "val_mae_beta": float(np.mean(mae_beta_values)),

        "val_rel_beta": float(np.mean(rel_beta_values)),

    }





def _plot_history(config: ExperimentConfig) -> None:

    history = np.load(config.history_path)



    fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

    ax.semilogy(history["train_total"], label="Total - träning", linewidth=2.0, color = 'darkgreen')

    ax.semilogy(history["val_total"], label="Total - validering", linewidth=2.0, color = 'darkmagenta')

    ax.semilogy(history["train_pde"], label="PDE - träning", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'limegreen')

    ax.semilogy(history["val_pde"], label="PDE - validering", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'violet')



    ax.set_xlabel("Epok", fontsize=14)

    ax.set_ylabel("Förlust", fontsize=14)

    #ax.set_title("Träningshistorik", fontsize=16)

    ax.tick_params(axis="both", labelsize=12)

    ax.grid(True, alpha=0.3)

    ax.legend(fontsize=12)



    fig.tight_layout()

    fig.savefig(config.figures_dir / "v3_history.png", dpi=250)

    plt.close(fig)





def _plot_examples(

    config: ExperimentConfig,

    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]],

) -> None:

    alpha_vmin = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_vmax = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_vmin = config.bioheat.beta_background_min

    beta_vmax = config.bioheat.beta_tumor_max



    rel_global_vmin = 0.0

    rel_global_vmax = 4.0



    rel_zoom_vmin = 0.0

    rel_zoom_vmax = 0.5



    rel_zooma_vmin = 0.0

    rel_zooma_vmax = 0.05



    cmap_field = "viridis"

    cmap_error = plt.cm.magma.copy()

    cmap_error.set_bad(color="white")

    cmap_error_a = plt.cm.afmhot.copy()

    cmap_error_a.set_bad(color="white")







    title_fs = 19

    cbar_fs = 15



    for idx, (T, alpha_true, alpha_pred, beta_true, beta_pred) in enumerate(examples):

        rel_error_alpha = _relative_error(alpha_true, alpha_pred)

        rel_error_beta = _relative_error(beta_true, beta_pred)



        rel_error_alpha_global = np.clip(rel_error_alpha, rel_global_vmin, rel_global_vmax)

        rel_error_beta_global = np.clip(rel_error_beta, rel_global_vmin, rel_global_vmax)



        rel_error_alpha_zoom = np.clip(rel_error_alpha, rel_zooma_vmin, rel_zooma_vmax)

        rel_error_beta_zoom = np.clip(rel_error_beta, rel_zoom_vmin, rel_zoom_vmax)



        alpha_mask = _tumor_mask(alpha_true, alpha_vmin, alpha_vmax)

        beta_mask = _tumor_mask(beta_true, beta_vmin, beta_vmax)



        rel_error_alpha_tumor = np.where(alpha_mask, rel_error_alpha_zoom, np.nan)

        rel_error_beta_tumor = np.where(beta_mask, rel_error_beta_zoom, np.nan)



        fig = plt.figure(figsize=(16, 16), constrained_layout=True)

        gs = fig.add_gridspec(4, 3)



        # Temperaturbilden i EN ruta, vänsterkolumnen

        axT = fig.add_subplot(gs[1, 0])



        # tomma rutor runt temperaturbilden

        ax_empty_top = fig.add_subplot(gs[0, 0])

        ax_empty_top.axis("off")



        ax_empty_midlow = fig.add_subplot(gs[2, 0])

        ax_empty_midlow.axis("off")



        ax_empty_bottom = fig.add_subplot(gs[3, 0])

        ax_empty_bottom.axis("off")



        # Beta-block

        ax_b_true = fig.add_subplot(gs[0, 1])

        ax_b_pred = fig.add_subplot(gs[0, 2])

        ax_b_err_g = fig.add_subplot(gs[1, 1])

        ax_b_err_t = fig.add_subplot(gs[1, 2])



        # Alpha-block

        ax_a_true = fig.add_subplot(gs[2, 1])

        ax_a_pred = fig.add_subplot(gs[2, 2])

        ax_a_err_g = fig.add_subplot(gs[3, 1])

        ax_a_err_t = fig.add_subplot(gs[3, 2])



        # Temperatur

        imT = axT.imshow(T, origin="lower", cmap=cmap_field)

        axT.set_title("a) Temperatur $T_{FDM}$", fontsize=title_fs)

        cbarT = plt.colorbar(imT, ax=axT, fraction=0.046)

        cbarT.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta DNS

        imb1 = ax_b_true.imshow(

            beta_true,

            origin="lower",

            vmin=beta_vmin,

            vmax=beta_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_b_true.set_title(r"b) $\beta_{exakt}$", fontsize=title_fs)

        cbarb1 = plt.colorbar(imb1, ax=ax_b_true, fraction=0.046)

        cbarb1.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta PINN

        imb2 = ax_b_pred.imshow(

            beta_pred,

            origin="lower",

            vmin=beta_vmin,

            vmax=beta_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_b_pred.set_title(r"c) $\beta_{PINN}$", fontsize=title_fs)

        cbarb2 = plt.colorbar(imb2, ax=ax_b_pred, fraction=0.046)

        cbarb2.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta globalt fel

        imb3 = ax_b_err_g.imshow(

            rel_error_beta_global,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_global_vmin,

            vmax=rel_global_vmax,

        )

        ax_b_err_g.set_title(r"d) Relativt fel $\beta$ (globalt)", fontsize=title_fs)

        ax_b_err_g.contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="white", linewidths=0.8)

        cbarb3 = plt.colorbar(imb3, ax=ax_b_err_g, fraction=0.046)

        cbarb3.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta tumörfel

        imb4 = ax_b_err_t.imshow(

            rel_error_beta_tumor,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_zoom_vmin,

            vmax=rel_zoom_vmax,

        )

        ax_b_err_t.set_title(r"e) Relativt fel $\beta$ i tumör", fontsize=title_fs)

        ax_b_err_t.contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="black", linewidths=0.8)

        cbarb4 = plt.colorbar(imb4, ax=ax_b_err_t, fraction=0.046)

        cbarb4.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha DNS

        ima1 = ax_a_true.imshow(

            alpha_true,

            origin="lower",

            vmin=alpha_vmin,

            vmax=alpha_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_a_true.set_title(r"f) $k_{exakt}$", fontsize=title_fs)

        cbara1 = plt.colorbar(ima1, ax=ax_a_true, fraction=0.046)

        cbara1.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha PINN

        ima2 = ax_a_pred.imshow(

            alpha_pred,

            origin="lower",

            vmin=alpha_vmin,

            vmax=alpha_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_a_pred.set_title(r"g) $k_{PINN}$", fontsize=title_fs)

        cbara2 = plt.colorbar(ima2, ax=ax_a_pred, fraction=0.046)

        cbara2.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha globalt fel

        ima3 = ax_a_err_g.imshow(

            rel_error_alpha_global,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error_a,

            vmin=rel_global_vmin,

            vmax=rel_global_vmax,

        )

        ax_a_err_g.set_title(r"h) Relativt fel $k$ (globalt)", fontsize=title_fs)

        ax_a_err_g.contour(alpha_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="white", linewidths=0.8)

        cbara3 = plt.colorbar(ima3, ax=ax_a_err_g, fraction=0.046)

        cbara3.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha tumörfel

        ima4 = ax_a_err_t.imshow(

            rel_error_alpha_tumor,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error_a,

            vmin=rel_zooma_vmin,

            vmax=rel_zooma_vmax,

        )

        ax_a_err_t.set_title(r"i) Relativt fel $k$ i tumör", fontsize=title_fs)

        ax_a_err_t.contour(alpha_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="black", linewidths=0.8)

        cbara4 = plt.colorbar(ima4, ax=ax_a_err_t, fraction=0.046)

        cbara4.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Ta bort axelmarkeringar

        for ax in [

            axT,

            ax_b_true, ax_b_pred, ax_b_err_g, ax_b_err_t,

            ax_a_true, ax_a_pred, ax_a_err_g, ax_a_err_t,

        ]:

            ax.set_xticks([])

            ax.set_yticks([])



        fig.savefig(config.figures_dir / f"v3_example_{idx:02d}.png", dpi=300)

        plt.close(fig)






inverse_PINN_2D_bio/model.py

from __future__ import annotations



import torch

from torch import nn



torch.set_num_threads(1)

torch.set_num_interop_threads(1)

try:

    torch.backends.mkldnn.enabled = False

except Exception:

    pass





class ConvBlock(nn.Module):

    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:

        super().__init__()

        self.block = nn.Sequential(

            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

        )



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return self.block(x)





class SmallUNet(nn.Module):

    def __init__(

        self,

        in_channels: int = 3,

        base_channels: int = 16,

        alpha_min: float = 0.20,

        alpha_max: float = 0.80,

        beta_min: float = 0.0,

        beta_max: float = 1.0,

    ) -> None:

        super().__init__()



        if alpha_max <= alpha_min:

            raise ValueError("alpha_max must be larger than alpha_min.")



        self.alpha_min: float = alpha_min

        self.alpha_max: float = alpha_max



        self.beta_min = beta_min

        self.beta_max = beta_max



        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)

        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)



        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)

        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)



        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)



        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)



        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)



        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 2, kernel_size=1)



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)

        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))

        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))



        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)

        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:

            d2 = nn.functional.interpolate(

                d2,

                size=e2.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))



        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)

        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:

            d1 = nn.functional.interpolate(

                d1,

                size=e1.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))



        raw = self.final(d1)



        raw_alpha = raw[:, 0:1, :, :]

        raw_beta = raw[:, 1:2, :, :]



        alpha_pred = self.alpha_min + (self.alpha_max - self.alpha_min) * torch.sigmoid(raw_alpha)

        beta_pred = self.beta_min + (self.beta_max - self.beta_min) * torch.sigmoid(raw_beta)



        return alpha_pred, beta_pred






inverse_PINN_2D_bio/physics.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from typing import Dict



import torch





@dataclass(slots=True)

class PhysicsFields:

    dx: float

    dy: float

    source: torch.Tensor

    beta: torch.Tensor

    Ta: float

    bottom_flux: torch.Tensor

    top_flux: torch.Tensor

    left_temperature: torch.Tensor

    right_temperature: torch.Tensor





def build_physics_fields(payload: Dict[str, object], device: torch.device) -> PhysicsFields:

    source = torch.as_tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device)

    beta = torch.as_tensor(payload["beta"], dtype=torch.float32, device=device)



    if source.ndim == 4:

        source = source[0, 0]

    if beta.ndim == 4:

        beta = beta[0, 0]



    return PhysicsFields(

        dx=float(payload["x"][1] - payload["x"][0]),

        dy=float(payload["y"][1] - payload["y"][0]),

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=float(payload["Ta"]),

        bottom_flux=torch.as_tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        top_flux=torch.as_tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        left_temperature=torch.as_tensor(payload["left_temperature"], dtype=torch.float32, device=device),

        right_temperature=torch.as_tensor(payload["right_temperature"], dtype=torch.float32, device=device),

    )





def harmonic_mean_torch(a: torch.Tensor, b: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def pde_loss(

    alpha_pred: torch.Tensor,

    beta_pred: torch.Tensor,

    temperature: torch.Tensor,

    source: torch.Tensor,

    Ta: float,

    dx: float,

    dy: float,

) -> torch.Tensor:

    Tc = temperature[:, :, 1:-1, 1:-1]

    Te = temperature[:, :, 1:-1, 2:]

    Tw = temperature[:, :, 1:-1, :-2]

    Tn = temperature[:, :, 2:, 1:-1]

    Ts = temperature[:, :, :-2, 1:-1]



    ac = alpha_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]

    ae = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, 2:])

    aw = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, :-2])

    an = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 2:, 1:-1])

    a_s = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, :-2, 1:-1])



    rx = (ae * (Te - Tc) - aw * (Tc - Tw)) / (dx**2)

    ry = (an * (Tn - Tc) - a_s * (Tc - Ts)) / (dy**2)



    beta_c = beta_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]

    source_c = source[:, :, 1:-1, 1:-1]



    residual = rx + ry - beta_c * (Tc - Ta) + source_c

    return torch.mean(residual**2)

   



def bc_loss(alpha_pred, temperature, phys):

    alpha_bottom = harmonic_mean_torch(alpha_pred[:, :, 0, :], alpha_pred[:, :, 1, :])

    alpha_top = harmonic_mean_torch(alpha_pred[:, :, -1, :], alpha_pred[:, :, -2, :])



    grad_bottom = (temperature[:, :, 1, :] - temperature[:, :, 0, :]) / phys.dy

    grad_top = (temperature[:, :, -1, :] - temperature[:, :, -2, :]) / phys.dy



    bottom_res = alpha_bottom * grad_bottom - phys.bottom_flux[None, None, :]

    top_res = alpha_top * grad_top - phys.top_flux[None, None, :]



    return torch.mean(bottom_res**2) + torch.mean(top_res**2)





def smoothness_loss(alpha_pred: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    dx_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, :, 1:] - alpha_pred[:, :, :, :-1]

    dy_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:, :] - alpha_pred[:, :, :-1, :]

    return torch.mean(dx_term**2) + torch.mean(dy_term**2)








inverse_PINN_2D_bio/run.py

from __future__ import annotations



import argparse

from pathlib import Path



from .config import ExperimentConfig

from .data import generate_dataset, load_dataset, save_dataset

from .evaluate import evaluate_model

from .train import make_datasets, train_model





def parse_args() -> argparse.Namespace:

    parser = argparse.ArgumentParser(description="Train a 2D inverse alpha model from temperature fields.")

    parser.add_argument("--output-dir", type=Path, default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"))

    parser.add_argument("--grid-size", type=int, default=32)

    parser.add_argument("--n-samples", type=int, default=300)

    parser.add_argument("--epochs", type=int, default=40)

    parser.add_argument("--batch-size", type=int, default=8)

    parser.add_argument("--noise-std", type=float, default=0.0)

    parser.add_argument("--skip-generate", action="store_true")

    return parser.parse_args()





def main() -> None:

    args = parse_args()



    config = ExperimentConfig(

        output_dir=args.output_dir,

        grid_size=args.grid_size,

        n_samples=args.n_samples,

        noise_std=args.noise_std,

    )

    config.training.epochs = args.epochs

    config.training.batch_size = args.batch_size



    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    if args.skip_generate and config.dataset_path.exists():

        payload = load_dataset(config.dataset_path)

    else:

        payload = generate_dataset(config)

        save_dataset(payload, config.dataset_path)



    train_model(config, payload)



    _, val_set = make_datasets(payload, config)



    print("\nKlart")

    print(f"Dataset: {config.dataset_path}")

    print(f"Checkpoint: {config.checkpoint_path}")

    print(f"Historik: {config.history_path}")

    print(f"Figurer: {config.figures_dir}")



    if len(val_set) == 0:

        print("Evaluation hoppades över eftersom val-setet är tomt.")

    else:

        metrics = evaluate_model(config, payload)

        print(f"Val MSE alpha: {metrics['val_mse_alpha']:.6e}")

        print(f"Val MAE alpha: {metrics['val_mae_alpha']:.6e}")

        print(f"Val rel alpha: {metrics['val_rel_alpha']:.6e}")

        print(f"Val MSE beta: {metrics['val_mse_beta']:.6e}")

        print(f"Val MAE beta: {metrics['val_mae_beta']:.6e}")

        print(f"Val rel beta: {metrics['val_rel_beta']:.6e}")





if __name__ == "__main__":

    main()






inverse_PINN_2D_bio/train.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict, List, Tuple



import numpy as np

import torch

from torch.optim import AdamW

from torch.utils.data import DataLoader, Subset



from .config import ExperimentConfig

from .data import InverseAlphaDataset

from .model import SmallUNet

from .physics import bc_loss, build_physics_fields, pde_loss, smoothness_loss





def make_datasets(payload: Dict[str, np.ndarray], config: ExperimentConfig) -> tuple[Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]], Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]]:

    full_dataset = InverseAlphaDataset(

            payload["inputs"],

            payload["alpha"],

            payload["temperature"],

            payload["beta"],

            payload["source"],

        )

    n_total: int = len(full_dataset)

    n_train: int = int(round(config.training.train_fraction * n_total))

    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.training.seed)

    rng.shuffle(indices)

    train_idx: list[int] = indices[:n_train].tolist()

    val_idx: list[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(full_dataset, train_idx), Subset(full_dataset, val_idx)





def train_model(config: ExperimentConfig, payload: Dict[str, np.ndarray]) -> Dict[str, List[float]]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        alpha_min=alpha_min,

        alpha_max=alpha_max,

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)



    optimizer = AdamW(model.parameters(), lr=config.training.learning_rate, weight_decay=config.training.weight_decay)

    scheduler = torch.optim.lr_scheduler.CosineAnnealingLR(optimizer, T_max=config.training.epochs)

    physics = build_physics_fields(payload, device)

    train_set, val_set = make_datasets(payload, config)

    train_loader = DataLoader(train_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=True, num_workers=0)

    val_loader = DataLoader(val_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=False, num_workers=0)



    history: Dict[str, List[float]] = {

        "train_total": [], "train_data": [], "train_pde": [], "train_bc": [],

        "val_total": [], "val_data": [], "val_pde": [], "val_bc": [],

    }

    best_val: float = float("inf")

    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    for epoch in range(1, config.training.epochs + 1):

        train_metrics = _run_epoch(model, train_loader, optimizer, physics, config, device, training=True)

        val_metrics = _run_epoch(model, val_loader, optimizer, physics, config, device, training=False)

        scheduler.step()

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])

        history["train_data"].append(train_metrics["data"])

        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])

        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])

        history["val_data"].append(val_metrics["data"])

        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])

        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])



        if len(val_set) == 0:

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)

        elif val_metrics["data"] < best_val:

            best_val = val_metrics["data"]

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)



        

        print(

            f"Epoch {epoch:03d}/{config.training.epochs:03d} | "

            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "

            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e}"

        )

    np.savez_compressed(config.history_path, **{k: np.asarray(v, dtype=np.float32) for k, v in history.items()})

    return history





def _run_epoch(

    model: SmallUNet,

    loader: DataLoader,

    optimizer: AdamW,

    physics: object,

    config: ExperimentConfig,

    device: torch.device,

    training: bool,

) -> Dict[str, float]:

    model.train(training)

    metrics: Dict[str, float] = {"total": 0.0, "data": 0.0, "pde": 0.0, "bc": 0.0, "smooth": 0.0}

    n_batches: int = 0

    context = torch.enable_grad() if training else torch.no_grad()

    with context:

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, batch_source in loader:

            batch_inputs = batch_inputs.to(device)

            batch_alpha = batch_alpha.to(device)

            batch_T = batch_T.to(device)

            batch_beta = batch_beta.to(device)

            batch_source = batch_source.to(device)

            if training:

                optimizer.zero_grad(set_to_none=True)

            pred_alpha, pred_beta = model(batch_inputs)

            alpha_bg_per_sample = torch.amin(batch_alpha, dim=(2, 3), keepdim=True)

            tumor_mask = (torch.abs(batch_alpha - alpha_bg_per_sample) > 1e-6).float()

            weights = 1.0 + 9.0 * tumor_mask



            loss_alpha = torch.mean(weights * (pred_alpha - batch_alpha) ** 2)

            loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            loss_data = loss_alpha + loss_beta



            loss_pde_term = pde_loss(

                pred_alpha,

                pred_beta,

                batch_T,

                batch_source,

                physics.Ta,

                physics.dx,

                physics.dy,

            )

            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss(pred_alpha, batch_T, physics)

            loss_smooth_term: torch.Tensor = smoothness_loss(pred_alpha)

            total: torch.Tensor = (

                config.training.lambda_data * loss_data

                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term

                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term

                + config.training.lambda_smooth * loss_smooth_term

            )

            if training:

                total.backward()

                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)

                optimizer.step()

            metrics["total"] += float(total.detach().cpu())

            metrics["data"] += float(loss_data.detach().cpu())

            metrics["pde"] += float(loss_pde_term.detach().cpu())

            metrics["bc"] += float(loss_bc_term.detach().cpu())

            metrics["smooth"] += float(loss_smooth_term.detach().cpu())

            n_batches += 1

    for key in metrics:

        metrics[key] /= max(n_batches, 1)

    return metrics








inverse_PINN_2D_bio/__init__.py

"""Physics-informed inverse model for alpha(x, y) from steady-state T(x, y)."""








inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/config.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/config.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/data.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/data.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/evaluate.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/model.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/physics.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/run.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/train.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/__init__.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/__init__.cpython-314.pyc






värmeledning-2d/__init__ (kopia).py

"""Physics-informed inverse model for alpha(x, y) from steady-state T(x, y)."""







värmeledning-2d/data (kopia).py

from __future__ import annotations

from dataclasses import dataclass
from pathlib import Path
from typing import Dict

import numpy as np
import torch
from scipy.sparse import lil_matrix
from scipy.sparse.linalg import spsolve
from torch.utils.data import Dataset

from .config import AlphaSamplingConfig, BoundaryConfig, ExperimentConfig, SourceConfig


@dataclass(slots=True)
class Grid:
    x: np.ndarray
    y: np.ndarray
    X: np.ndarray
    Y: np.ndarray
    dx: float
    dy: float


@dataclass(slots=True)
class ProblemFields:
    source: np.ndarray
    bottom_flux: np.ndarray
    top_flux: np.ndarray
    left_temperature: np.ndarray
    right_temperature: np.ndarray


class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):
    def __init__(self, inputs: np.ndarray, alpha: np.ndarray, temperature: np.ndarray) -> None:
        self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)
        self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)
        self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)

    def __len__(self) -> int:
        return int(self.inputs.shape[0])

    def __getitem__(self, index: int) -> tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:
        return self.inputs[index], self.alpha[index], self.temperature[index]


def make_grid(n: int) -> Grid:
    x: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n, dtype=np.float64)
    y: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n, dtype=np.float64)
    X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="xy")
    dx: float = float(x[1] - x[0]) if n > 1 else 1.0
    dy: float = float(y[1] - y[0]) if n > 1 else 1.0
    return Grid(x=x, y=y, X=X, Y=Y, dx=dx, dy=dy)


def harmonic_mean(a: np.ndarray, b: np.ndarray) -> np.ndarray:
    eps: float = 1.0e-12
    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)


def make_problem_fields(grid: Grid, bc: BoundaryConfig, src: SourceConfig) -> ProblemFields:
    """
    Fasta randvillkor och fast källterm.
    Dessa är medvetet valda för att ge ett mer informativt temperaturfält.
    """
    source: np.ndarray = (
        0.20
        + 0.65 * np.sin(np.pi * grid.X) * np.sin(2.0 * np.pi * grid.Y)
        - 0.25 * np.cos(2.0 * np.pi * grid.X) * np.sin(np.pi * grid.Y)
    )

    bottom_flux: np.ndarray = 0.25 + 0.10 * np.sin(2.0 * np.pi * grid.x)
    top_flux: np.ndarray = -0.15 + 0.08 * np.cos(np.pi * grid.x)

    left_temperature: np.ndarray = np.full_like(grid.y, bc.left_temperature, dtype=np.float64)
    right_temperature: np.ndarray = np.full_like(grid.y, bc.right_temperature, dtype=np.float64)

    return ProblemFields(
        source=source.astype(np.float64),
        bottom_flux=bottom_flux.astype(np.float64),
        top_flux=top_flux.astype(np.float64),
        left_temperature=left_temperature,
        right_temperature=right_temperature,
    )


def _rescale_to_bounds(field: np.ndarray, alpha_min: float, alpha_max: float) -> np.ndarray:
    shifted: np.ndarray = field - float(field.min())
    span: float = float(shifted.max())
    if span < 1.0e-12:
        return np.full_like(field, 0.5 * (alpha_min + alpha_max), dtype=np.float64)
    unit: np.ndarray = shifted / span
    return alpha_min + (alpha_max - alpha_min) * unit


def _smooth_rectangle(grid: Grid, cx: float, cy: float, wx: float, wy: float, sharpness: float) -> np.ndarray:
    sx: np.ndarray = 0.5 * (
        np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx - wx / 2.0)))
        - np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx + wx / 2.0)))
    )
    sy: np.ndarray = 0.5 * (
        np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy - wy / 2.0)))
        - np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy + wy / 2.0)))
    )
    return sx * sy


def _smooth_disk(grid: Grid, cx: float, cy: float, radius: float, sharpness: float) -> np.ndarray:
    r: np.ndarray = np.sqrt((grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2)
    return 0.5 * (1.0 - np.tanh(sharpness * (r - radius)))


def sample_alpha_field(grid: Grid, rng: np.random.Generator, cfg: AlphaSamplingConfig) -> np.ndarray:
    """
    Skapar varierade alpha-fält:
    - Gaussiska bumpar
    - Fourier-liknande variationer
    - rektanglar
    - diskar
    - gradienttermer

    Medvetet ganska varierad generator, men fortfarande positiv efter omskalning.
    """
    field: np.ndarray = np.zeros_like(grid.X, dtype=np.float64)

    # Gaussiska strukturer
    n_gauss: int = int(rng.integers(2, 6))
    for _ in range(n_gauss):
        amp: float = float(rng.uniform(-1.0, 1.0))
        x0: float = float(rng.uniform(0.0, 1.0))
        y0: float = float(rng.uniform(0.0, 1.0))
        sx: float = float(rng.uniform(0.05, 0.22))
        sy: float = float(rng.uniform(0.05, 0.22))
        field += amp * np.exp(
            -(((grid.X - x0) ** 2) / (2.0 * sx**2) + ((grid.Y - y0) ** 2) / (2.0 * sy**2))
        )

    # Fourier-liknande mönster
    n_modes: int = int(rng.integers(1, 5))
    for _ in range(n_modes):
        kx: int = int(rng.integers(1, 5))
        ky: int = int(rng.integers(1, 5))
        px: float = float(rng.uniform(0.0, 2.0 * np.pi))
        py: float = float(rng.uniform(0.0, 2.0 * np.pi))
        amp: float = float(rng.uniform(-0.8, 0.8))
        field += amp * np.sin(2.0 * np.pi * kx * grid.X + px) * np.cos(2.0 * np.pi * ky * grid.Y + py)

    # Rektanglar med ibland ganska skarpa kanter
    n_rect: int = int(rng.integers(0, 4))
    for _ in range(n_rect):
        amp = float(rng.uniform(-1.0, 1.0))
        cx = float(rng.uniform(0.15, 0.85))
        cy = float(rng.uniform(0.15, 0.85))
        wx = float(rng.uniform(0.10, 0.45))
        wy = float(rng.uniform(0.10, 0.45))
        sharpness = float(rng.uniform(8.0, 40.0))
        field += amp * _smooth_rectangle(grid, cx, cy, wx, wy, sharpness)

    # Diskar
    n_disks: int = int(rng.integers(0, 4))
    for _ in range(n_disks):
        amp = float(rng.uniform(-1.0, 1.0))
        cx = float(rng.uniform(0.10, 0.90))
        cy = float(rng.uniform(0.10, 0.90))
        radius = float(rng.uniform(0.06, 0.22))
        sharpness = float(rng.uniform(8.0, 40.0))
        field += amp * _smooth_disk(grid, cx, cy, radius, sharpness)

    # Långvågiga gradienter
    field += float(rng.uniform(-0.8, 0.8)) * (grid.X - 0.5)
    field += float(rng.uniform(-0.8, 0.8)) * (grid.Y - 0.5)
    field += float(rng.uniform(-0.5, 0.5)) * (grid.X - 0.5) * (grid.Y - 0.5)

    alpha: np.ndarray = _rescale_to_bounds(field, cfg.alpha_min, cfg.alpha_max)
    return alpha.astype(np.float64)


def solve_temperature(alpha: np.ndarray, grid: Grid, fields: ProblemFields) -> np.ndarray:
    n: int = alpha.shape[0]
    A = lil_matrix((n * n, n * n), dtype=np.float64)
    b: np.ndarray = np.zeros(n * n, dtype=np.float64)

    def idx(i: int, j: int) -> int:
        return j * n + i

    for j in range(n):
        for i in range(n):
            row: int = idx(i, j)

            # Dirichlet vänster/höger
            if i == 0:
                A[row, row] = 1.0
                b[row] = fields.left_temperature[j]
                continue
            if i == n - 1:
                A[row, row] = 1.0
                b[row] = fields.right_temperature[j]
                continue

            # Neumann botten
            if j == 0:
                a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))
                A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy
                A[row, row] = -a_n / grid.dy
                b[row] = fields.bottom_flux[i]
                continue

            # Neumann toppen
            if j == n - 1:
                a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))
                A[row, row] = a_s / grid.dy
                A[row, idx(i, j - 1)] = -a_s / grid.dy
                b[row] = fields.top_flux[i]
                continue

            # Inre punkter
            a_e: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))
            a_w: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i - 1]))
            a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))
            a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

            A[row, idx(i + 1, j)] = a_e / grid.dx**2
            A[row, idx(i - 1, j)] = a_w / grid.dx**2
            A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy**2
            A[row, idx(i, j - 1)] = a_s / grid.dy**2
            A[row, row] = -(a_e + a_w) / grid.dx**2 - (a_n + a_s) / grid.dy**2
            b[row] = -fields.source[j, i]

    T_vec: np.ndarray = spsolve(A.tocsr(), b)
    return T_vec.reshape((n, n))


def generate_dataset(config: ExperimentConfig, n_samples: int) -> Dict[str, np.ndarray]:
    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.seed)
    grid: Grid = make_grid(config.grid.size)
    fields: ProblemFields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.source)

    alpha_list: list[np.ndarray] = []
    T_list: list[np.ndarray] = []

    for _ in range(n_samples):
        alpha: np.ndarray = sample_alpha_field(grid, rng, config.alpha_sampling)
        T: np.ndarray = solve_temperature(alpha, grid, fields)

        if config.source.noise_std > 0.0:
            T = T + rng.normal(0.0, config.source.noise_std, size=T.shape)

        alpha_list.append(alpha.astype(np.float32))
        T_list.append(T.astype(np.float32))

    alpha_array: np.ndarray = np.stack(alpha_list, axis=0)  # (N, H, W)
    T_array: np.ndarray = np.stack(T_list, axis=0)          # (N, H, W)

    T_mean: float = float(T_array.mean())
    T_std: float = float(T_array.std() + 1.0e-6)
    T_norm: np.ndarray = (T_array - T_mean) / T_std

    X_channel: np.ndarray = np.broadcast_to(grid.X.astype(np.float32), T_array.shape)
    Y_channel: np.ndarray = np.broadcast_to(grid.Y.astype(np.float32), T_array.shape)

    inputs: np.ndarray = np.stack([T_norm, X_channel, Y_channel], axis=1).astype(np.float32)

    payload: Dict[str, np.ndarray] = {
        "inputs": inputs,                                   # (N, 3, H, W)
        "alpha": alpha_array[:, None, :, :].astype(np.float32),
        "temperature": T_array[:, None, :, :].astype(np.float32),
        "x": grid.x.astype(np.float32),
        "y": grid.y.astype(np.float32),
        "dx": np.array([grid.dx], dtype=np.float32),
        "dy": np.array([grid.dy], dtype=np.float32),
        "source": fields.source.astype(np.float32),
        "bottom_flux": fields.bottom_flux.astype(np.float32),
        "top_flux": fields.top_flux.astype(np.float32),
        "left_temperature": np.array([config.boundary.left_temperature], dtype=np.float32),
        "right_temperature": np.array([config.boundary.right_temperature], dtype=np.float32),
        "temperature_mean": np.array([T_mean], dtype=np.float32),
        "temperature_std": np.array([T_std], dtype=np.float32),
    }
    return payload


def save_dataset(payload: Dict[str, np.ndarray], path: Path) -> None:
    path.parent.mkdir(parents=True, exist_ok=True)
    np.savez_compressed(path, **payload)


def load_dataset(path: Path) -> Dict[str, np.ndarray]:
    loaded = np.load(path)
    return {key: loaded[key] for key in loaded.files}


def create_dataset_file(save_path: Path, config: ExperimentConfig, n_samples: int) -> None:
    payload: Dict[str, np.ndarray] = generate_dataset(config=config, n_samples=n_samples)
    save_dataset(payload=payload, path=save_path)
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# inverse_alpha_pinn2d

Detta projekt innehåller kod för att undersöka om ett fysikinformerat neuronnät, ett så kallat Physics-Informed Neural Network (PINN), kan användas för att lösa ett inversproblem för stationär värmeledning i två dimensioner.

Målet är att prediktera ett rumsligt varierande värmediffusivitetsfält

\[
\alpha(x,y)
\]

utifrån ett givet temperaturfält

\[
T(x,y).
\]

Temperaturfältet genereras numeriskt från den stationära värmeledningsekvationen

\[
\nabla \cdot \left(\alpha \nabla T \right) + Q = 0.
\]

Projektet är en del av ett kandidatarbete om inversa värmetransportproblem med Physics-Informed Neural Networks.

---

## Projektets innehåll

Projektet gör i huvudsak följande:

1. Genererar syntetiska och varierade \(\alpha(x,y)\)-fält på enhetskvadraten.
2. Löser det direkta stationära värmeledningsproblemet för varje \(\alpha\)-fält.
3. Skapar träningsdata bestående av temperaturfält, koordinatkanaler och tillhörande exakta \(\alpha\)-fält.
4. Tränar ett U-Net-liknande konvolutionellt neuronnät som predikterar \(\alpha(x,y)\).
5. Utvärderar modellen på valideringsdata och på ett specialkonstruerat testfall.
6. Skapar figurer för jämförelse mellan exakt \(\alpha\), predikterat \(\alpha\), temperaturfält och relativt fel.

---

## Filstruktur

Projektet är uppdelat i följande filer:

```text
inverse_alpha_pinn2d/
├── __init__.py
├── config.py
├── data.py
├── evaluate.py
├── model.py
├── physics.py
├── run.py
├── train.py
├── test_custom_case.py
├── requirements.txt
└── README.md
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värmeledning-2d/train (kopia).py

from __future__ import annotations

from dataclasses import asdict
from typing import Any, Dict, List, Tuple

import numpy as np
import torch
from torch import nn
from torch.optim import Adam
from torch.optim.lr_scheduler import ReduceLROnPlateau
from torch.utils.data import DataLoader, Dataset, Subset

from .config import ExperimentConfig
from .physics import PhysicsContext, bc_loss, pde_loss, smoothness_loss


def split_dataset(
    dataset: Dataset[Any],
    train_fraction: float,
    seed: int,
) -> Tuple[Subset[Any], Subset[Any]]:
    n_total: int = len(dataset)
    n_train: int = int(train_fraction * n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(seed)
    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)
    rng.shuffle(indices)

    train_idx: List[int] = indices[:n_train].tolist()
    val_idx: List[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(dataset, train_idx), Subset(dataset, val_idx)


def make_datasets(
    dataset: Dataset[Any],
    train_fraction: float,
    seed: int,
) -> Tuple[Subset[Any], Subset[Any]]:
    return split_dataset(dataset, train_fraction, seed)


def _move_batch_to_device(
    batch: Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor],
    device: torch.device,
) -> Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:
    batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = batch
    return (
        batch_inputs.to(device),
        batch_alpha.to(device),
        batch_temperature.to(device),
    )


def _run_epoch(
    model: nn.Module,
    loader: DataLoader[Any],
    optimizer: Adam | None,
    physics: PhysicsContext,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> Dict[str, float]:
    is_train: bool = optimizer is not None
    if is_train:
        model.train()
    else:
        model.eval()

    total_sum: float = 0.0
    data_sum: float = 0.0
    pde_sum: float = 0.0
    bc_sum: float = 0.0
    smooth_sum: float = 0.0
    n_batches: int = 0

    for batch in loader:
        batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = _move_batch_to_device(batch, device)

        if is_train:
            optimizer.zero_grad(set_to_none=True)

        with torch.set_grad_enabled(is_train):
            pred_alpha: torch.Tensor = model(batch_inputs)

            loss_data: torch.Tensor = torch.mean((pred_alpha - batch_alpha) ** 2)
            loss_pde_term: torch.Tensor = pde_loss(pred_alpha, batch_temperature, physics)
            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss(pred_alpha, batch_temperature, physics)
            loss_smooth_term: torch.Tensor = smoothness_loss(pred_alpha)

            total: torch.Tensor = (
                config.training.lambda_data * loss_data
                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term
                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term
                + config.training.lambda_smooth * loss_smooth_term
            )

            if is_train:
                total.backward()
                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)
                optimizer.step()

        total_sum += float(total.detach().cpu().item())
        data_sum += float(loss_data.detach().cpu().item())
        pde_sum += float(loss_pde_term.detach().cpu().item())
        bc_sum += float(loss_bc_term.detach().cpu().item())
        smooth_sum += float(loss_smooth_term.detach().cpu().item())
        n_batches += 1

    denom: float = max(1, float(n_batches))
    return {
        "total": total_sum / denom,
        "data": data_sum / denom,
        "pde": pde_sum / denom,
        "bc": bc_sum / denom,
        "smooth": smooth_sum / denom,
    }


def train_model(
    model: nn.Module,
    dataset: Dataset[Any],
    physics: PhysicsContext,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> Dict[str, np.ndarray]:
    train_set, val_set = make_datasets(
        dataset=dataset,
        train_fraction=config.training.train_fraction,
        seed=config.seed,
    )

    train_loader: DataLoader[Any] = DataLoader(
        train_set,
        batch_size=config.training.batch_size,
        shuffle=True,
        drop_last=False,
    )
    val_loader: DataLoader[Any] = DataLoader(
        val_set,
        batch_size=config.training.batch_size,
        shuffle=False,
        drop_last=False,
    )

    optimizer: Adam = Adam(
        model.parameters(),
        lr=config.training.learning_rate,
        weight_decay=config.training.weight_decay,
    )

    scheduler: ReduceLROnPlateau = ReduceLROnPlateau(
        optimizer,
        mode="min",
        factor=config.training.scheduler_factor,
        patience=config.training.scheduler_patience,
        min_lr=config.training.scheduler_min_lr,
    )

    best_metric: float = float("inf")
    best_epoch: int = -1
    epochs_without_improvement: int = 0

    history: Dict[str, List[float]] = {
        "train_total": [],
        "train_data": [],
        "train_pde": [],
        "train_bc": [],
        "train_smooth": [],
        "val_total": [],
        "val_data": [],
        "val_pde": [],
        "val_bc": [],
        "val_smooth": [],
        "lr": [],
    }

    checkpoint_metric: str = config.training.checkpoint_metric

    for epoch in range(config.training.epochs):
        train_metrics: Dict[str, float] = _run_epoch(
            model=model,
            loader=train_loader,
            optimizer=optimizer,
            physics=physics,
            config=config,
            device=device,
        )

        val_metrics: Dict[str, float] = _run_epoch(
            model=model,
            loader=val_loader,
            optimizer=None,
            physics=physics,
            config=config,
            device=device,
        )

        current_lr: float = float(optimizer.param_groups[0]["lr"])
        history["lr"].append(current_lr)

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])
        history["train_data"].append(train_metrics["data"])
        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])
        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])
        history["train_smooth"].append(train_metrics["smooth"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])
        history["val_data"].append(val_metrics["data"])
        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])
        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])
        history["val_smooth"].append(val_metrics["smooth"])

        metric_value: float = val_metrics[checkpoint_metric]
        improved: bool = metric_value < (best_metric - config.training.early_stopping_min_delta)

        if improved:
            best_metric = metric_value
            best_epoch = epoch
            epochs_without_improvement = 0

            torch.save(
                {
                    "epoch": epoch + 1,
                    "best_epoch": best_epoch + 1,
                    "best_metric_name": checkpoint_metric,
                    "best_metric_value": best_metric,
                    "model_state_dict": model.state_dict(),
                    "optimizer_state_dict": optimizer.state_dict(),
                    "scheduler_state_dict": scheduler.state_dict(),
                    "config": asdict(config),
                },
                config.checkpoint_path,
            )
        else:
            epochs_without_improvement += 1

        scheduler.step(metric_value)

        print(
            f"Epoch {epoch + 1:03d}/{config.training.epochs:03d} | "
            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, "
            f"pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "
            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, "
            f"pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e} | "
            f"lr={current_lr:.2e}"
        )

        if epochs_without_improvement >= config.training.early_stopping_patience:
            print(
                f"\nEarly stopping vid epoch {epoch + 1}. "
                f"Ingen förbättring i val_{checkpoint_metric} på "
                f"{config.training.early_stopping_patience} epoker."
            )
            break

    np.savez(
        config.history_path,
        **{key: np.asarray(value, dtype=np.float64) for key, value in history.items()},
        best_epoch=np.asarray([best_epoch + 1], dtype=np.int64),
        best_metric=np.asarray([best_metric], dtype=np.float64),
    )

    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)
    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])

    return {
        key: np.asarray(value, dtype=np.float64)
        for key, value in history.items()
    }






värmeledning-2d/physics (kopia).py

from __future__ import annotations

from dataclasses import dataclass

import torch


@dataclass(slots=True)
class PhysicsContext:
    dx: float
    dy: float
    source: torch.Tensor
    bottom_flux: torch.Tensor
    top_flux: torch.Tensor
    left_temperature: float
    right_temperature: float


def harmonic_mean_torch(a: torch.Tensor, b: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
    eps: float = 1.0e-12
    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)


def pde_loss(alpha_pred: torch.Tensor, temperature: torch.Tensor, phys: PhysicsContext) -> torch.Tensor:
    """
    Diskret residual för steady-state:
        div(alpha grad(T)) + q = 0
    """
    Tc: torch.Tensor = temperature[:, :, 1:-1, 1:-1]
    Te: torch.Tensor = temperature[:, :, 1:-1, 2:]
    Tw: torch.Tensor = temperature[:, :, 1:-1, :-2]
    Tn: torch.Tensor = temperature[:, :, 2:, 1:-1]
    Ts: torch.Tensor = temperature[:, :, :-2, 1:-1]

    ac: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]
    ae: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, 2:])
    aw: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, :-2])
    an: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 2:, 1:-1])
    a_s: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, :-2, 1:-1])

    rx: torch.Tensor = (ae * (Te - Tc) - aw * (Tc - Tw)) / (phys.dx**2)
    ry: torch.Tensor = (an * (Tn - Tc) - a_s * (Tc - Ts)) / (phys.dy**2)

    source_interior: torch.Tensor = phys.source[None, None, 1:-1, 1:-1]
    residual: torch.Tensor = rx + ry + source_interior
    return torch.mean(residual**2)


def bc_loss(alpha_pred: torch.Tensor, temperature: torch.Tensor, phys: PhysicsContext) -> torch.Tensor:
    """
    Randvillkor:
    - vänster/höger Dirichlet på T
    - botten/toppen Neumann-flux med alpha * dT/dy
    """
    left_res: torch.Tensor = temperature[:, :, :, 0] - phys.left_temperature
    right_res: torch.Tensor = temperature[:, :, :, -1] - phys.right_temperature

    grad_bottom: torch.Tensor = (temperature[:, :, 1, :] - temperature[:, :, 0, :]) / phys.dy
    grad_top: torch.Tensor = (temperature[:, :, -1, :] - temperature[:, :, -2, :]) / phys.dy

    alpha_bottom: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 0, :]
    alpha_top: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, -1, :]

    bottom_res: torch.Tensor = alpha_bottom * grad_bottom - phys.bottom_flux[None, None, :]
    top_res: torch.Tensor = alpha_top * grad_top - phys.top_flux[None, None, :]

    return (
        torch.mean(left_res**2)
        + torch.mean(right_res**2)
        + torch.mean(bottom_res**2)
        + torch.mean(top_res**2)
    )


def smoothness_loss(alpha_pred: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
    dx_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, :, 1:] - alpha_pred[:, :, :, :-1]
    dy_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:, :] - alpha_pred[:, :, :-1, :]
    return torch.mean(dx_term**2) + torch.mean(dy_term**2)






värmeledning-2d/run (kopia).py

from __future__ import annotations

import argparse
import random
from pathlib import Path

import numpy as np
import torch

from .config import ExperimentConfig
from .data import InverseAlphaDataset, create_dataset_file, load_dataset
from .evaluate import evaluate_model
from .model import SmallUNet
from .physics import PhysicsContext
from .train import train_model


def set_seed(seed: int) -> None:
    random.seed(seed)
    np.random.seed(seed)
    torch.manual_seed(seed)
    if torch.cuda.is_available():
        torch.cuda.manual_seed_all(seed)


def build_arg_parser() -> argparse.ArgumentParser:
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument("--output-dir", type=str, default="outputs_inverse_alpha_2d")
    parser.add_argument("--grid-size", type=int, default=24)
    parser.add_argument("--n-samples", type=int, default=120)
    parser.add_argument("--epochs", type=int, default=100)
    parser.add_argument("--batch-size", type=int, default=6)
    parser.add_argument("--noise-std", type=float, default=0.0)
    parser.add_argument("--skip-generate", action="store_true")
    return parser


def main() -> None:
    parser = build_arg_parser()
    args = parser.parse_args()

    config = ExperimentConfig(output_dir=Path(args.output_dir))
    config.grid.size = args.grid_size
    config.source.noise_std = args.noise_std
    config.training.epochs = args.epochs
    config.training.batch_size = args.batch_size

    config.ensure_dirs()
    set_seed(config.seed)

    if args.skip_generate and config.dataset_path.exists():
        print(f"Återanvänder dataset: {config.dataset_path}")
    else:
        print(f"Genererar nytt dataset i: {config.output_dir}")
        create_dataset_file(
            save_path=config.dataset_path,
            config=config,
            n_samples=args.n_samples,
        )

    payload = load_dataset(config.dataset_path)

    dataset = InverseAlphaDataset(
        inputs=payload["inputs"],
        alpha=payload["alpha"],
        temperature=payload["temperature"],
    )

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    model = SmallUNet(alpha_min=config.alpha_sampling.alpha_min).to(device)

    physics = PhysicsContext(
        dx=float(payload["dx"][0]),
        dy=float(payload["dy"][0]),
        source=torch.tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device),
        bottom_flux=torch.tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        top_flux=torch.tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        left_temperature=float(payload["left_temperature"][0]),
        right_temperature=float(payload["right_temperature"][0]),
    )

    train_model(
        model=model,
        dataset=dataset,
        physics=physics,
        config=config,
        device=device,
    )

    evaluate_model(
        model=model,
        dataset=dataset,
        physics=physics,
        config=config,
        device=device,
    )

    print("\nKlart")
    print(f"Dataset: {config.dataset_path}")
    print(f"Checkpoint: {config.checkpoint_path}")
    print(f"Historik: {config.history_path}")
    print(f"Figurer: {config.figures_dir}")


if __name__ == "__main__":
    main()






värmeledning-2d/evaluate (kopia).py

from __future__ import annotations

from pathlib import Path
from typing import Any, Dict, List, Tuple

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import torch
from torch import nn
from torch.utils.data import DataLoader, Dataset

from .config import ExperimentConfig
from .data import Grid, InverseAlphaDataset, load_dataset, make_grid, make_problem_fields, solve_temperature
from .physics import PhysicsContext
from .test_custom_case import CASE_BUILDERS
from .train import make_datasets
from .model import SmallUNet


def _move_batch_to_device(
    batch: Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor],
    device: torch.device,
) -> Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:
    batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = batch
    return (
        batch_inputs.to(device),
        batch_alpha.to(device),
        batch_temperature.to(device),
    )


def _relative_error(alpha_true: np.ndarray, alpha_pred: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:
    return np.abs(alpha_true - alpha_pred) / (np.abs(alpha_true) + eps)


def _plot_history(config: ExperimentConfig) -> None:
    history = np.load(config.history_path)

    fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 5))
    ax.semilogy(history["train_total"], label="Total - träning", color = 'darkgreen')
    ax.semilogy(history["val_total"], label="Total - validering", color = 'darkmagenta')
    ax.semilogy(history["train_pde"], "--", label="PDE - träning", color = 'limegreen')
    ax.semilogy(history["val_pde"], "--", label="PDE - validering", color = 'violet')
    ax.set_xlabel("Epok")
    ax.set_ylabel("Förlust")
#    ax.set_title("Tränings historik")
    ax.grid(True, alpha=0.3)
    ax.legend()
    fig.tight_layout()
    fig.savefig(config.figures_dir / "history.png", dpi=180)
    plt.close(fig)


def _plot_field_grid(
    temperature: np.ndarray,
    alpha_true: np.ndarray,
    alpha_pred: np.ndarray,
    save_path: Path,
    temperature_title: str = r"c) Temperatur $T_{\mathrm{FDM}}$",
    dpi: int = 300,
) -> None:
    rel_error: np.ndarray = _relative_error(alpha_true, alpha_pred)

    alpha_vmin: float = float(min(np.min(alpha_true), np.min(alpha_pred)))
    alpha_vmax: float = float(max(np.max(alpha_true), np.max(alpha_pred)))

    fig, axes = plt.subplots(2, 2, figsize=(10.8, 8.8), constrained_layout=True)

    im1 = axes[0, 0].imshow(
        alpha_true,
        origin="lower",
        cmap="viridis",
        vmin=alpha_vmin,
        vmax=alpha_vmax,
    )
    axes[0, 0].set_title(r"a) $\alpha_{\mathrm{Exakt}}$", fontsize=17)
    cbar1 = fig.colorbar(im1, ax=axes[0, 0], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar1.ax.tick_params(labelsize=13)

    im2 = axes[0, 1].imshow(
        alpha_pred,
        origin="lower",
        cmap="viridis",
        vmin=alpha_vmin,
        vmax=alpha_vmax,
    )
    axes[0, 1].set_title(r"b) $\alpha_{\mathrm{PINN}}$", fontsize=17)
    cbar2 = fig.colorbar(im2, ax=axes[0, 1], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar2.ax.tick_params(labelsize=13)

    im3 = axes[1, 0].imshow(
        temperature,
        origin="lower",
        cmap="viridis",
    )
    axes[1, 0].set_title(temperature_title, fontsize=17)
    cbar3 = fig.colorbar(im3, ax=axes[1, 0], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar3.ax.tick_params(labelsize=13)

    im4 = axes[1, 1].imshow(
        rel_error,
        origin="lower",
        cmap="magma",
    )
    axes[1, 1].set_title("d) Relativt fel", fontsize=17)
    cbar4 = fig.colorbar(im4, ax=axes[1, 1], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar4.ax.tick_params(labelsize=13)

    for ax in axes.ravel():
        ax.set_xticks([])
        ax.set_yticks([])

    fig.savefig(save_path, dpi=dpi, bbox_inches="tight")
    plt.close(fig)


def _plot_examples(
    examples: List[Tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]],
    figures_dir: Path,
) -> None:
    for i, (temperature, alpha_true, alpha_pred) in enumerate(examples[:2]):
        _plot_field_grid(
            temperature=temperature,
            alpha_true=alpha_true,
            alpha_pred=alpha_pred,
            save_path=figures_dir / f"example_{i:02d}.png",
            temperature_title=r"c) Temperatur $T_{\mathrm{FDM}}$",
        )


def _plot_custom_cases(
    model: nn.Module,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> None:
    payload = load_dataset(config.dataset_path)

    grid_size = int(payload["temperature"].shape[-1])
    grid: Grid = make_grid(grid_size)
    fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.source)

    t_mean = float(np.asarray(payload["temperature_mean"]).reshape(-1)[0])
    t_std = float(np.asarray(payload["temperature_std"]).reshape(-1)[0])

    model.eval()

    case_name: str = "mixed"
    alpha_builder = CASE_BUILDERS[case_name]

    alpha_true = alpha_builder(grid).astype(np.float64)
    temperature = solve_temperature(alpha_true, grid, fields).astype(np.float32)

    temperature_norm = (temperature - t_mean) / max(t_std, 1.0e-8)
    x_channel = grid.X.astype(np.float32)
    y_channel = grid.Y.astype(np.float32)
    model_input = np.stack([temperature_norm, x_channel, y_channel], axis=0)[None, ...]

    with torch.no_grad():
        alpha_pred = model(
            torch.tensor(model_input, dtype=torch.float32, device=device)
        ).cpu().numpy()[0, 0]

    alpha_true_plot = alpha_true.astype(np.float32)

    _plot_field_grid(
        temperature=temperature,
        alpha_true=alpha_true_plot,
        alpha_pred=alpha_pred,
        save_path=config.figures_dir / "custom_case_mixed.png",
        temperature_title=r"c) Temperatur $T_{\mathrm{FDM}}$",
    )

def evaluate_model(
    model: nn.Module,
    dataset: Dataset[Any],
    physics: PhysicsContext,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> Dict[str, float]:
    _ = physics  # används inte direkt här, men behålls för enhetligt gränssnitt

    train_set, val_set = make_datasets(
        dataset=dataset,
        train_fraction=config.training.train_fraction,
        seed=config.seed,
    )

    val_loader: DataLoader[Any] = DataLoader(
        val_set,
        batch_size=config.training.batch_size,
        shuffle=False,
        drop_last=False,
    )

    model.eval()

    mse_values: List[float] = []
    mae_values: List[float] = []

    rel_error_sum: float = 0.0
    rel_error_count: int = 0

    examples: List[Tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]] = []

    with torch.no_grad():
        for batch in val_loader:
            batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = _move_batch_to_device(batch, device)
            pred_alpha: torch.Tensor = model(batch_inputs)

            mse_values.append(float(torch.mean((pred_alpha - batch_alpha) ** 2).cpu().item()))
            mae_values.append(float(torch.mean(torch.abs(pred_alpha - batch_alpha)).cpu().item()))

            rel_error_tensor: torch.Tensor = torch.abs(pred_alpha - batch_alpha) / (torch.abs(batch_alpha) + 1.0e-8)
            rel_error_sum += float(torch.sum(rel_error_tensor).cpu().item())
            rel_error_count += int(rel_error_tensor.numel())

            pred_np = pred_alpha.cpu().numpy()
            alpha_np = batch_alpha.cpu().numpy()
            temp_np = batch_temperature.cpu().numpy()

            for i in range(pred_np.shape[0]):
                if len(examples) < 3:
                    examples.append(
                        (
                            temp_np[i, 0],
                            alpha_np[i, 0],
                            pred_np[i, 0],
                        )
                    )

    val_mse: float = float(np.mean(mse_values)) if mse_values else float("nan")
    val_mae: float = float(np.mean(mae_values)) if mae_values else float("nan")
    val_mean_rel_error: float = rel_error_sum / rel_error_count if rel_error_count > 0 else float("nan")

    _plot_history(config)
    _plot_examples(examples, config.figures_dir)
    _plot_custom_cases(model, config, device)

    print(f"Val MSE: {val_mse:.6e}")
    print(f"Val MAE: {val_mae:.6e}")
    print(f"Val mean relative error: {val_mean_rel_error:.6e}")
    print(f"Val mean relative error (%): {100.0 * val_mean_rel_error:.2f} %")

    return {"val_mse": val_mse, "val_mae": val_mae, "val_mean_rel_error": val_mean_rel_error}

def _apply_checkpoint_config(config: ExperimentConfig, checkpoint: Dict[str, Any]) -> None:
    checkpoint_config = checkpoint.get("config", {})

    if "seed" in checkpoint_config:
        config.seed = int(checkpoint_config["seed"])

    training_config = checkpoint_config.get("training", {})
    if "train_fraction" in training_config:
        config.training.train_fraction = float(training_config["train_fraction"])
    if "batch_size" in training_config:
        config.training.batch_size = int(training_config["batch_size"])

    alpha_config = checkpoint_config.get("alpha_sampling", {})
    if "alpha_min" in alpha_config:
        config.alpha_sampling.alpha_min = float(alpha_config["alpha_min"])
    if "alpha_max" in alpha_config:
        config.alpha_sampling.alpha_max = float(alpha_config["alpha_max"])


def evaluate_checkpoint(output_dir: Path) -> Dict[str, float]:
    config = ExperimentConfig(output_dir=output_dir)
    config.ensure_dirs()

    payload = load_dataset(config.dataset_path)

    dataset = InverseAlphaDataset(
        inputs=payload["inputs"],
        alpha=payload["alpha"],
        temperature=payload["temperature"],
    )

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)
    _apply_checkpoint_config(config, checkpoint)

    model = SmallUNet(alpha_min=config.alpha_sampling.alpha_min).to(device)
    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])
    model.eval()

    physics = PhysicsContext(
        dx=float(payload["dx"][0]),
        dy=float(payload["dy"][0]),
        source=torch.tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device),
        bottom_flux=torch.tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        top_flux=torch.tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        left_temperature=float(payload["left_temperature"][0]),
        right_temperature=float(payload["right_temperature"][0]),
    )

    return evaluate_model(
        model=model,
        dataset=dataset,
        physics=physics,
        config=config,
        device=device,
    )


def main() -> None:
    import argparse

    parser = argparse.ArgumentParser(description="Evaluera sparad PINN-modell och skapa figurer.")
    parser.add_argument(
        "--output-dir",
        type=Path,
        default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"),
    )
    args = parser.parse_args()

    evaluate_checkpoint(output_dir=args.output_dir)


if __name__ == "__main__":
    main()




# samma skala på dns o pinnbild, magma på relativt fel, byt pred till pinn, Svenska!, skriv abc i titeln över delibild, lite större text, grid istället






värmeledning-2d/config (kopia).py

from __future__ import annotations

from dataclasses import dataclass, field
from pathlib import Path


@dataclass
class GridConfig:
    size: int = 24
    x_min: float = 0.0
    x_max: float = 1.0
    y_min: float = 0.0
    y_max: float = 1.0


@dataclass
class AlphaSamplingConfig:
    alpha_min: float = 0.15
    alpha_max: float = 2.50


@dataclass
class BoundaryConfig:
    left_temperature: float = 1.0
    right_temperature: float = 0.0


@dataclass
class SourceConfig:
    noise_std: float = 0.0


@dataclass
class TrainingConfig:
    train_fraction: float = 0.85
    batch_size: int = 6
    epochs: int = 100
    learning_rate: float = 1.0e-3
    weight_decay: float = 1.0e-6
    grad_clip_norm: float = 1.0

    lambda_data: float = 3.0
    lambda_pde: float = 0.5
    lambda_bc: float = 0.05
    lambda_smooth: float = 0

    checkpoint_metric: str = "data"   # "data" eller "total"

    early_stopping_patience: int = 60
    early_stopping_min_delta: float = 1.0e-5

    scheduler_factor: float = 0.5
    scheduler_patience: int = 20
    scheduler_min_lr: float = 1.0e-6


@dataclass
class ExperimentConfig:
    output_dir: Path = field(default_factory=lambda: Path("outputs_inverse_alpha_2d"))
    seed: int = 42

    grid: GridConfig = field(default_factory=GridConfig)
    alpha_sampling: AlphaSamplingConfig = field(default_factory=AlphaSamplingConfig)
    boundary: BoundaryConfig = field(default_factory=BoundaryConfig)
    source: SourceConfig = field(default_factory=SourceConfig)
    training: TrainingConfig = field(default_factory=TrainingConfig)

    @property
    def dataset_path(self) -> Path:
        return self.output_dir / "dataset.npz"

    @property
    def checkpoint_path(self) -> Path:
        return self.output_dir / "model.pt"

    @property
    def history_path(self) -> Path:
        return self.output_dir / "history.npz"

    @property
    def figures_dir(self) -> Path:
        return self.output_dir / "figures"

    def ensure_dirs(self) -> None:
        self.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)
        self.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)







__MACOSX/värmeledning-2d/._config (kopia).py





värmeledning-2d/test_custom_case (kopia).py

from __future__ import annotations

import argparse
from pathlib import Path
from typing import Callable

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import torch

from .config import ExperimentConfig
from .data import Grid, load_dataset, make_grid, make_problem_fields, solve_temperature
from .model import SmallUNet


AlphaBuilder = Callable[[Grid], np.ndarray]


def _clip_alpha(alpha: np.ndarray, alpha_min: float = 0.15, alpha_max: float = 2.50) -> np.ndarray:
    return np.clip(alpha, alpha_min, alpha_max).astype(np.float32)


def _relative_error(alpha_true: np.ndarray, alpha_pred: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:
    return np.abs(alpha_true - alpha_pred) / (np.abs(alpha_true) + eps)


def alpha_gaussian(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = (
        1.15
        + 0.95 * np.exp(-((grid.X - 0.28) ** 2 + (grid.Y - 0.72) ** 2) / 0.018)
        - 0.65 * np.exp(-((grid.X - 0.78) ** 2 + (grid.Y - 0.30) ** 2) / 0.012)
        + 0.22 * np.exp(-((grid.X - 0.58) ** 2 + (grid.Y - 0.50) ** 2) / 0.030)
    )
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_sharp_blocks(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = np.full_like(grid.X, 1.00, dtype=np.float32)
    alpha[(grid.X > 0.10) & (grid.X < 0.38) & (grid.Y > 0.58) & (grid.Y < 0.86)] = 2.20
    alpha[(grid.X > 0.54) & (grid.X < 0.85) & (grid.Y > 0.15) & (grid.Y < 0.44)] = 0.35
    alpha[(grid.X > 0.62) & (grid.X < 0.92) & (grid.Y > 0.64) & (grid.Y < 0.88)] = 1.85
    alpha[(grid.X > 0.18) & (grid.X < 0.32) & (grid.Y > 0.18) & (grid.Y < 0.34)] = 0.55
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_high_frequency(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = (
        1.20
        + 0.45 * np.sin(8.0 * np.pi * grid.X)
        - 0.35 * np.cos(7.0 * np.pi * grid.Y)
        + 0.30 * np.sin(6.0 * np.pi * grid.X) * np.cos(5.0 * np.pi * grid.Y)
        + 0.18 * np.sin(10.0 * np.pi * (grid.X + 0.4 * grid.Y))
    )
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_mixed(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = (
        1.05
        + 0.70 * np.exp(-((grid.X - 0.25) ** 2 + (grid.Y - 0.78) ** 2) / 0.016)
        - 0.55 * np.exp(-((grid.X - 0.78) ** 2 + (grid.Y - 0.38) ** 2) / 0.010)
        + 0.28 * np.sin(3.0 * np.pi * grid.X) * np.cos(2.0 * np.pi * grid.Y)
    )
    alpha[(grid.X > 0.44) & (grid.X < 0.64) & (grid.Y > 0.56) & (grid.Y < 0.76)] += 0.55
    alpha[(grid.X > 0.12) & (grid.X < 0.26) & (grid.Y > 0.16) & (grid.Y < 0.28)] -= 0.35
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_ring(grid: Grid) -> np.ndarray:
    r = np.sqrt((grid.X - 0.55) ** 2 + (grid.Y - 0.52) ** 2)
    alpha = 0.95 + 1.05 * np.exp(-((r - 0.20) ** 2) / 0.0025) - 0.25 * np.exp(-(r**2) / 0.020)
    alpha += 0.12 * np.cos(4 * np.pi * grid.X)
    return _clip_alpha(alpha)


CASE_BUILDERS: dict[str, AlphaBuilder] = {
    "gaussian": alpha_gaussian,
    "sharp_blocks": alpha_sharp_blocks,
    "high_frequency": alpha_high_frequency,
    "mixed": alpha_mixed,
    "ring": alpha_ring,
}


def parse_args() -> argparse.Namespace:
    parser = argparse.ArgumentParser(description="Test trained inverse-alpha model on a custom synthetic case.")
    parser.add_argument("--case", choices=sorted(CASE_BUILDERS.keys()), default="gaussian")
    parser.add_argument("--output-dir", type=Path, default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"))
    parser.add_argument("--save-name", type=str, default=None, help="Optional filename for saved figure inside output-dir/figures")
    parser.add_argument("--show", action="store_true", help="Show plot interactively")
    return parser.parse_args()


def main() -> None:
    args = parse_args()
    config = ExperimentConfig(output_dir=args.output_dir)

    payload = load_dataset(config.dataset_path)
    grid_size = int(payload["temperature"].shape[-1])
    grid = make_grid(grid_size)
    fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.source)

    alpha_true = CASE_BUILDERS[args.case](grid).astype(np.float64)
    temperature = solve_temperature(alpha_true, grid, fields).astype(np.float32)

    t_mean = float(np.asarray(payload["temperature_mean"]).reshape(-1)[0])
    t_std = float(np.asarray(payload["temperature_std"]).reshape(-1)[0])
    temperature_norm = (temperature - t_mean) / max(t_std, 1.0e-8)

    x_channel = grid.X.astype(np.float32)
    y_channel = grid.Y.astype(np.float32)
    model_input = np.stack([temperature_norm, x_channel, y_channel], axis=0)[None, ...]

    device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")
    model = SmallUNet(alpha_min=config.alpha_sampling.alpha_min).to(device)
    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)
    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])
    model.eval()

    with torch.no_grad():
        alpha_pred = model(torch.tensor(model_input, dtype=torch.float32, device=device)).cpu().numpy()[0, 0]

    alpha_true_plot = alpha_true.astype(np.float32)
    rel_error = _relative_error(alpha_true_plot, alpha_pred)
    mse = float(np.mean((alpha_true_plot - alpha_pred) ** 2))
    mae = float(np.mean(np.abs(alpha_true_plot - alpha_pred)))
    mean_rel = float(np.mean(rel_error))

    fig, axes = plt.subplots(1, 4, figsize=(16, 4))
    im0 = axes[0].imshow(temperature, origin="lower")
    axes[0].set_title(f"T ({args.case})")
    plt.colorbar(im0, ax=axes[0], fraction=0.046)

    im1 = axes[1].imshow(alpha_true_plot, origin="lower")
    axes[1].set_title(r"$\alpha_{true}$")
    plt.colorbar(im1, ax=axes[1], fraction=0.046)

    im2 = axes[2].imshow(alpha_pred, origin="lower")
    axes[2].set_title(r"$\alpha_{pred}$")
    plt.colorbar(im2, ax=axes[2], fraction=0.046)

    im3 = axes[3].imshow(rel_error, origin="lower")
    axes[3].set_title("rel. error")
    plt.colorbar(im3, ax=axes[3], fraction=0.046)

    for ax in axes:
        ax.set_xticks([])
        ax.set_yticks([])

    fig.suptitle(f"Custom case: {args.case} | MAE={mae:.4e}, MSE={mse:.4e}, mean rel={mean_rel:.4e}")
    fig.tight_layout()

    config.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)
    save_name = args.save_name or f"custom_case_{args.case}.png"
    save_path = config.figures_dir / save_name
    fig.savefig(save_path, dpi=180)

    print(f"Case: {args.case}")
    print(f"Saved figure: {save_path}")
    print(f"MAE = {mae:.6e}")
    print(f"MSE = {mse:.6e}")
    print(f"Mean relative error = {mean_rel:.6e}")

    if args.show:
        plt.show()
    else:
        plt.close(fig)


if __name__ == "__main__":
    main()






värmeledning-2d/requirements (kopia).txt

numpy
scipy
torch
matplotlib







värmeledning-2d/model (kopia).py

from __future__ import annotations

import torch
from torch import nn

# These settings avoid occasional CPU hangs with some convolution backends.
#torch.set_num_threads(1)
#torch.set_num_interop_threads(1)
#try:
#    torch.backends.mkldnn.enabled = False
#except Exception:
#    pass


class ConvBlock(nn.Module):
    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:
        super().__init__()
        self.block = nn.Sequential(
            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),
            nn.GELU(),
            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),
            nn.GELU(),
        )

    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
        return self.block(x)


class SmallUNet(nn.Module):
    def __init__(self, in_channels: int = 3, base_channels: int = 16, alpha_min: float = 0.15) -> None:
        super().__init__()
        self.alpha_min: float = alpha_min
        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)
        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)
        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)
        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)
        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)
        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2)
        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)
        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2)
        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)
        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 1, kernel_size=1)
        self.softplus = nn.Softplus()

    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)
        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))
        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))
        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)
        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:
            d2 = nn.functional.interpolate(d2, size=e2.shape[-2:], mode="bilinear", align_corners=False)
        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))
        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)
        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:
            d1 = nn.functional.interpolate(d1, size=e1.shape[-2:], mode="bilinear", align_corners=False)
        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))
        return self.softplus(self.final(d1)) + self.alpha_min





