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Sammandrag
Den partiella differentialekvationen (PDE) för värmeledning beskriver hur värme
sprids genom ett medium. Att lösa det stationära värmeledningsproblemet inverst,
det vill säga lösa ut den bakomliggande värmediffusiviteten från temperaturfältet,
kan bli beräkningstungt och känsligt för brus. Syftet med detta kandidatarbete är att
utreda möjligheterna till att i stället träna ett neuronnät, mer specifikt ett Physics-
Informed Neural Network (PINN), till att prediktera värmediffusiviteten. Vidare har
samma metod implementerats på PDE:n som beskriver värmetransport i biologisk
vävnad, Pennes bioheat-ekvation, där dess parametrar har predikterats med PINN.
Att kunna bestämma parametrarna i Pennes bioheat-ekvation kan potentiellt ha
medicinska tillämpningar som exempelvis hypertermibehandling av cancertumörer.
Resultatet av arbetet visar att det är möjligt att träna PINN till att med viss pre-
cision kunna prediktera värmediffusiviteten från en given temperaturdistribution,
både i en och två dimensioner. Vidare har det visats att PINN presterar bättre än
den mer konventionella finita differensmetoden (FDM) då brus infördes i tempera-
turdata. Dessutom visar resultatet att det är möjligt att träna PINN att prediktera
parametrarna i Pennes bioheat-ekvation med viss precision. För framtida studier
hade ytterligare tillämpningar kunnat undersökas samt att optimera neuronnätens
arkitektur och struktur. Dessutom hade problemet kunnat expanderas till tre di-
mensioner.

Nyckelord: PINN, neuronnät, maskininlärning, värmeledning, värmetransport, in-
versa problem, hypertermibehandling.
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Abstract
The partial differential equation (PDE) for heat conduction describes the propaga-
tion of heat through a medium. Inversely solving the stationary heat transfer pro-
blem, i.e. determining the underlying thermal diffusivity from the given temperature
field, may be computationally expensive and sensitive to measurement noise. The
purpose of this Bachelor’s thesis is to investigate the feasibility of instead training
a neural network, more specifically a Physics-Informed Neural Network (PINN), to
predict the thermal diffusivity. Furthermore, the same method was applied to the
PDE describing heat transfer through biological tissue, Pennes’ bioheat equation,
where its governing parameters were determined using a PINN. Predicting the para-
meters of Pennes’ bioheat equation could potentially have medical applications such
as hyperthermia treatments of cancerous tumours. The results of the project show
that it is possible to train a PINN to, with some precision, correctly predict the ther-
mal diffusivity from a given temperature field — both in one and two dimensions.
Further, the results also show that a PINN performs better than the more conven-
tional finite difference method (FDM) when noise is introduced to the temperature
data. Similarly, the results show that it is feasible to train a PINN to predict the
parameters of Pennes’ bioheat equation with some precision. Future studies on the
topic could investigate additional applications of the method, as well as optimize the
architecture and structure of the neural networks. Lastly, the problem could also be
investigated in three dimensions.

Keywords: PINN, neural network, machine learning, heat conduction, heat transfer,
inverse problems, hyperthermia treatment
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Förord
Denna rapport presenterar resultatet av vårt kandidatarbete, utfört vid Institutio-
nen för Mekanik och Maritima vetenskaper under våren 2026. Uppdraget beställdes
av handledare Lars Davidson som vi i projektgruppen vill rikta ett stort tack till för
all stöttning och hjälp längs vägen. Vi vill även tacka examinator Niklas Andersson
för granskning och bedömning av arbetet.
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Begreppslista

Nedan är en lista över akronymer och begrepp som använts i rapporten, listade i
alfabetisk ordning. Hänvisningar till begreppslistan kommuniceras löpande genom
texten med hjälp av kursiv stil.

Aktiveringsfunktion En funktion som beräknar utvärdet för en nod baserat på dess
vikter och tröskelvärden.

Avkodande nivå Den del av nätverket där den rumsliga upplösningen byggs
upp igen. (eng. decoding level).

Bakåtpropagering Användande av kedjeregeln för att beräkna derivatan av kost-
nadsfunktionen med avseende på vikterna.

Batchning Uppdelning av träningsdatan i delmängder som alla används
för att uppdatera vikterna.

Beräkningsnät En uppsättning punkter för att approximera lösningar till dif-
ferentialekvationer med numeriska beräkningar (eng. mesh).

Bias Se Tröskelvärde (eng. bias).

Brygga Den centrala och mest komprimerade delen av U-Net-
strukturen, där upplösningen är som lägst och antalet kanaler
som störst.

CNN Faltande nätverk. Typ av neuronnät.

Direkt problem Ett problem där den styrande ekvationen och dess parametrar
är kända och lösningen, exempelvis temperaturfältet, beräk-
nas.

Dirichlet-randvillkor Randvillkor av typen f(x) = D(x).

Djupa neuronnät Ett neuronnät med ett eller flera gömda lager mellan indata
och utdata.

Epok En fullständig genomgång av hela träningsdatasetet genom
inlärningsalgoritmen.

FDM Finita differensmetoden. Numerisk beräkningsmetod för
PDE:er.
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FEM Finita elementmetoden. Numerisk beräkningsmetod för
PDE:er.

Framåtriktat neuronnät Ett neuronnät där informationen går i en riktning, från indata
till utdata, utan återkoppling.

FVM Finita volymmetoden. Numerisk beräkningsmetod för
PDE:er.

Förlustfunktion Se kostnadsfunktion.

Försvinnande gradienter När gradienten av kostnadsfunktionen med avseende på en
vikt blir 0 eller mycket nära 0, vilket resulterar i att vikten
inte längre uppdateras.

Hypertermibehandling Behandlingsmetod där vävnad värms upp för att skada tu-
mörceller i samband med cancerbehandling.

Inlärningshastighet En hyperparameter som beskriver hur mycket gradienten av
kostnadsfunktionen påverkar viktuppdateringar.

Inversa problem Problem där orsaker eller parametrar bestäms utifrån obser-
verade resultat, exempelvis bestämma materialegenskaper ut-
ifrån ett temperaturfält.

Kanal En kanal i ett faltande nätverk är ett helt tvådimensionellt
fält. Varje kanal innehåller alltså ett värde i varje rutnäts-
punkt.

Kodande nivå En del av nätverket där den rumsliga upplösningen reduceras
samtidigt som antalet kanaler ofta ökar. (eng. encoding level).

Kostnadsfunktion Skalär funktion som mäter hur bra nätverket presterar.

Gradientnedstigning En algoritm som numeriskt försöker hitta kostnadsfunktio-
nens minimum genom att motsatt följa funktionens gradient.

Neuronnät En modell bestående av sammankopplade lager av noder med
träningsbara parametrar, som används för att approximera
samband mellan indata och utdata (eng. neural network).

MSE Vanligt förekommande kostnadsfunktion som består av medel-
värdet av kvadraten av skillnaden mellan modellprediktionen
och det korrekta värdet.

Neumann-randvillkor Randvillkor av typen f ′(x) = N(x) på randen av området där
PDE:n löses.

PDE Partiell differentialekvation. Differentialekvation innehållan-
des derivator med avseende på fler än 1 variabel.

Perfusion Genomströmning av blod i biologisk vävnad.
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PINN Physics-Informed Neural Network. Neuronnät som tar hänsyn
till fysikaliska samband.

Pooling En operation som minskar den rumsliga upplösningen i ett
fält för att skapa en mer kompakt representation.

Regularisering Ett bidrag till kostnadsfunktionen bestående av en norm av
samtliga vikter i nätverket för att minska risken för överan-
passning.

Robin-randvillkor Randvillkor av typen a(x)f(x)+b(x)∂nf(x) = R(x) på randen
av området där PDE:n löses, där ∂n är normalderivatan.

Skip connection En direkt koppling mellan två nivåer i ett neuronnät, exem-
pelvis mellan den kodande och avkodande delen i ett U-nät.

Stokastisk
gradientnedstigning

Stokastisk gradientnedstigning är en iterativ process där gra-
dienten approximeras för en delmängd av träningsdatan.

Tröskelvärde Ett numeriskt värde som kan justera utvärdet för en neuron
oberoende från kopplingar i föregående lager.

U-nät En faltande neuronnätsstruktur med en kodande del, en bryg-
ga och och en avkodande del, där skip connections används
mellan kodande och avkodande del.

Uppsampling En operation som ökar den rumsliga upplösningen i ett fält i
syfte att återskapa ett utdatafält med önskad storlek.

Vikt Det numeriska värde som definierar styrkan på kopplingen
mellan neuroner i olika lager.

Värmediffusivitet En materialparameter som beskriver hur fort temperaturför-
ändringar sprids i ett material.

Värmeledning Transport av värme i ett material på grund av temperatur-
skillnader.

Överanpassning När modellen inte längre lär sig generella mönster och i stället
memorerar träningsdatan.

xi





Nomenklatur

Nedan är nomenklaturen för index, uppsättningar, parametrar och variabler som
har använts genom hela rapporten.

Indexering

i,j,k,l,m,n Generella diskreta index
µ Superskript som betecknar ett godtyckligt träningsmönster

Parametrar och variabler

Allmänt

t Tid [s]
N Totala antalet noder
(x, y) Kartesiska koordinater i domän
h Avstånd mellan noder i beräkningsnät

Neuronnät

wij Vikt för neuron i, i lager j

W Viktmatris för neuroner
L Förlust för neuronnät
λ Viktning av förlust för neuronnät
θi Tröskelvärde för neuronaktivering
s Signaler i neuronnät
s Tillståndsvektor för signaler i neuroner
g Aktiveringsfunktion
bi Lokalt fält för neuron i
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η Inlärningshastighet
O

(µ)
i Utsignal från utsignalsneuron i för mönster µ

Vj Utsignal från dold neuron j

t
(µ)
i Önskat målvärde för neuron i och mönster µ

x(µ) Indatamönster µ

∆(µ)
m Viktat fel för utsignalsneuron m vid mönster µ

δ(µ)
m Bakåtpropagerande fel till dold neuron m

a
(l)
j Aktivering för neuron j i lager l

H Energifunktion tillika kostnadsfunktion
p Antal lagrade mönster
r(x) PDE-residual
Nc Antal punkter för utvärdering av MSE
γ Fysikaliska parametrar i PDE
N Differentialoperator i PDE
û Nätverkets approximation av fältvariabeln u

Värmeledning

α Värmediffusivitet [m2/s]
T Temperatur [K]
Q Värmeproduktion [W/m3]
k Värmeledningskoefficient [W/(m K)]
β Perfusionsparameter [W/(m3 K)]
ρb Blodets densitet [kg/m2]
cb Specifik värmekapacitet i blod [J/(kg K)]
wb Perfusionshastighet i blodet [s−1]
Ta Blodets temperatur i artärerna [K]
ρ Densitet [kg/m2]
Qmet Värmeproduktion från metabolism [W/m3]
q Värmeflödestäthet [W/m2]
σT Standardavvikelsen av temperaturfältet
µT Medelvärdet av temperaturfältet
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1
Inledning

Partiella differentialekvationer (PDE:er) är matematiska samband som kan använ-
das för att beskriva allt från naturliga processer som fluidströmning, värmeöverföring
och vågutbredning till finansiella modeller och populationsdynamik [1] [2]. Med tan-
ke på den centrala roll som PDE:er spelar i många tillämpningar är utvecklingen
av effektiva lösningsmetoder av stor betydelse. På grund av komplexiteten i många
av de system som kan beskrivas av PDE:er går det inte att lösa dessa ekvationer
analytiskt, utan olika numeriska beräkningsmetoder behövs. Dessa metoder är ofta
beräkningstunga och tidskrävande. Därför är metoder som kan göra beräknings-
processen lättare efterfrågade. En sådan metod skulle kunna vara Physics-Informed
Neural Networks (PINN).

Ett neuronnät är grunden i en maskininlärningsmetod som bygger på att neu-
roner aktiverar varandra, likt hur ett biologiskt nervsystem fungerar [3]. I ett ar-
tificiellt neuronnät sammankopplas neuroner av funktioner med olika vikter och
tröskelvärden, även kallade biaser (från engelskans bias). Genom att strukturera
dessa neuroner i lager kan nätverket, genom att justera vikter och tröskelvärden,
generera ett resultat utifrån given indata. För att skatta kvaliteten på resultatet
från neuronnätet används en kostnadsfunktion som också ligger till grund för hur
vikter och tröskelvärden justeras under iterationerna. En kostnad, eller förlust, är
ett mått på hur långt ifrån det faktiska värdet resultatet från neuronnätet är och
beräknas med kostnadsfunktionen. [4].

Ett PINN skiljer sig från ett vanligt neuronnät på sättet att det innehåller
ytterligare bidrag till förlusten utifrån kända fysikaliska egenskaper om systemet
[5]. Matematiskt kan förlusten beskrivas som

L = λdataLdata + λPDELPDE + λBCLBC (1.1)

där Ldata är kostnaden från att nätverkets resultat avviker från den korrekta datan.
LPDE och LBC i sin tur skattar fel mot den fysik som man vill att systemet ska
uppfylla, där LPDE är kostnaden från PDE:n och LBC är kostnaden från randvill-
koren. λ är vikter för respektive kostnad för att kunna reglera deras bidrag till den
totala kostnaden L. Genom att introducera fysikinformationen i nätverksträningen
kan man skapa ett neuronnät som konvergerar till ett fysikaliskt stringent resultat
och kan därför tillämpas för att lösa komplexa fysikaliska problem.

För att lösa PDE:er inom bland annat fluidmekanik [6], kvantmekanik [7] och
värmetransport [8] har PINN sett allt fler tillämpningar de senaste åren. En fördel
med PINN jämfört med traditionella numeriska metoder såsom finita elementme-
toden (FEM) är att PINN kan producera en kontinuerlig lösning utan att vara
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1. Inledning

beroende av ett diskretiserat beräkningsnät [9]. Vidare kan PINN hantera situatio-
ner med brusig eller ofullständig data, framför allt om PINN kombineras med andra
nätverksmetoder som faltande nätverk (CNN) [10]. FEM kan exempelvis inte heller
användas för att lösa inversa problem (utan måste kombineras med andra metoder)
[11]. För dessa problem är det därför lämpligt att utnyttja PINN. Ett inverst pro-
blem definieras som processen att från observerad data bestämma faktorerna som
har orsakat den [9]. Detta kan exempelvis innebära att bestämma okända paramet-
rar i en PDE utifrån data, vilket är vad detta arbete ämnar göra.

Att kunna ta reda på parametrarna i de differentialekvationer som styr vår om-
givning har många applikationer, inte minst för värmetransport. Att kunna bestäm-
ma exempelvis värmeledningskoefficienten kan inom materialteknik vara intressant
för att bättre förstå ett material [11]. Invers PINN har också tillämpningar inom
biomedicin där det kan användas för att bestämma egenskaper hos biologisk vävnad
som i sin tur kan användas för behandling av cancer. Hypertermibehandling är en
behandlingsmetod för cancer där tumörvävnad värms upp så att den dör, utan att
skada frisk vävnad [12]. Precisionen i att åstadkomma rätt temperatur, på rätt plats,
under rätt tid är dock svår [13]. Denna behandling skulle därför kunna förbättras
genom mer kännedom om de parametrar som styr värmetransporten i vävnaden.
Värmetransport i biologisk vävnad kan modelleras som en summa av värmeledning
och perfusion, en typ av konvektion som orsakas av att värme transporteras med
blodflödet [14].

1.1 Syfte

Syftet med detta arbete är att testa och utreda huruvida PINN kan användas för
att inverst bestämma okända parametrar i PDE:er som beskriver värmetransport
från en temperaturfördelning. Initialt ska användningen av PINN för att predikte-
ra värmediffusivitet för värmeledningsproblem i en och två dimensioner utforskas.
Sedan utforskas om nätverket kan modifieras för att även kunna prediktera perfu-
sionstermen i PDE:n som beskriver värmetransport i biologisk vävnad.

1.2 Mål

Målet med detta arbete är att konstruera PINN-modeller som utifrån en tempera-
turfördelning kan prediktera den bakomliggande värmediffusiviteten i både en och
två dimensioner. Ett ytterligare mål har varit att använda denna metodik för att
bestämma både värmediffusivitet och perfusionsterm för den PDE som beskriver
värmetransporten för en förenklad modell av en cancertumör i biologisk vävnad.

1.3 Avgränsningar

För att göra projektet genomförbart inom ramen för ett kandidatarbete kommer ett
flertal avgränsningar att göras. En avgränsning kommer vara att alla PDE:er som
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ska undersökas under projektets gång kommer att begränsas till en- och tvådimen-
sionella problem i syfte att minimera datorbaserad beräkningstid. Även randvillko-
ren kommer hållas enkla för att minimera beräkningstiden, därav utforskas endast
Dirichlet-, Neumann- och Robin-randvillkor.

Projektet begränsas dessutom på grund av att inversa problem för stationära
temperaturfält ofta är dåligt konditionerade. Vad detta betyder är att små störningar
i mätdata, exempelvis mätbrus eller diskretiseringsfel, kan ge stora förändringar i
det rekonstruerade α-fältet. Av denna anledning kommer projektet först och främst
hålla sig till att endast utveckla PINN-modeller som predikterar α för ett stort antal
datapunkter opåverkade av brus.

Neuronnät av den typ och storlek som har använts kräver mycket datorresur-
ser och tid för att tränas. Av denna anledning har arbetet behövt begränsas till
enklare geometrier som rektangulära defekter eller matematiska funktioner. Hyper-
parameteroptimering för PINN-modellerna kommer endast att göras i en begränsad
utsträckning för att uppnå stabil konvergens snarare än maximal precision eftersom
målet ligger mer i riktningen av att undersöka genomförbarheten än att maximera
prestandan.

Slutligen kommer inga praktiska experiment att genomföras för att validera
modellerna mot verkligheten på grund av att tillgång till rätt utrustning saknas.
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Teori

I följande avsnitt presenteras den relevanta teorin för projektet. Inledningsvis förkla-
ras grundläggande hur neuronnät är uppbyggda och dess ingående delar. Därefter
beskrivs numeriska metoder för lösning av PDE:er och till sist förklaras fysikaliska
samband så som olika typer av värmetransport.

2.1 Neuronnät
Att artificiellt försöka återskapa det biologiska neuronnätet har varit centralt för
utvecklingen av maskininlärning och är från början helt inspirerat av hur det bi-
ologiska nervsystemet bearbetar information. En av de första och mest framstå-
ende modellerna för att försöka återskapa en biologisk neuron är den så kallade
McCulloch-Pitts-neuronen 2.1 [15].

s1(t)

s2(t)

s3(t)

...

sN(t)

Σ

w
i1

wi2

wi3

w iN

si(t + 1) = sgn
(∑N

j=1 wij sj(t) − θi

)

Figur 2.1: Schematisk illustration av en McCulloch-Pitts-neuron, baserad på [15]. Neuronen
summerar insignalerna sj(t) vid det diskreta tidssteget t som viktas med faktorerna wij vilka
ämnas motsvara de synaptiska kopplingarnas olika styrkor i ett biologiskt nervsystem. Därefter
avges en aktiv eller inaktiv respons beroende på om summan överstiger tröskelvärdet θi med hjälp
av aktiveringsfunktionen sgn.

Modellen som McCulloch och Pitts tog fram återger hur den utgående signalen från
en given neuron i kan beskrivas som en viktad summa av utsignalerna från neuro-
nerna j, där j ∈ 1, 2, ..., N för ett godtyckligt antal neuroner N . Efter att en signal
sj(t) multiplicerats med motsvarande vikt wij subtraheras ett tröskelvärde θi som
också är specifikt för den givna neuronen i. Summan av alla produkter av insignaler
sj(t) och vikter wij efter subtraktion av tröskelvärdet θi körs sedan genom en så
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kallad aktiveringsfunktion. I McCulloch-Pitts ursprungliga modell gjordes detta för
att återskapa det biologiska fenomenet att neuroner antingen är aktiva eller inaktiva
med en tydlig distinktion. Fenomenet kan observeras genom att studera pyramidala
neuroner hos fiskar med hjälp av elektromagnetiska sensorer och kallas för ”spike
train” på engelska [15]. McCulloch och Pitts valde därför att använda signumfunk-
tionen som aktiveringsfunktion för att försöka återskapa just det fenomenet. Det
finns många olika aktiveringsfunktioner som passar olika bra till olika applikationer
men signumfunktionen var den som bäst tycktes återspegla de biologiska neuroner-
nas beteende. Funktionen är styckvis konstant och returnerar +1 om argumentet är
positivt och -1 om argumentet är negativt. Med andra ord gäller:

sgn(b) =

−1, b < 0,

+1, b ≥ 0.
(2.1)

som appliceras på ett argument b vilket definieras som summan av alla vikter och
insignaler till neuronen i efter subtraktion med tröskelvärdet.

bi(t) =
N∑

j=1
wijsj(t) − θi, (2.2)

Figur 2.2: Signum-funktionen applicerad på argumentet b som motsvarar den viktade summan
av alla signaler från föregående neuroner j subtraherat med tröskelvärdet θi.

Tillståndet i neuronen i beräknas sedan rekursivt över diskreta tidssteg t ∈ 1, 2, ..., tn

och med endast en uppsättning neuroner, eller ett lager neuroner i enlighet med
McCulloch och Pitts modell enligt följande [15].

si(t + 1) = sgn
 N∑

j=1
wijsj(t) − θi

 = sgn[bi(t)]. (2.3)

Förhoppningen var sedan att ett antal sammankopplade McCulloch-Pitts-neuroner
skulle ha förutsättningarna att återskapa samma beteende som kunde observeras hos
de biologiska neuronerna. En central fråga som återstod att besvara för McCulloch-
Pitts var dock hur vikterna wij ska väljas och hur nätverket faktiskt skulle kunna
lära sig. År 1949 föreslog den kanadensiske neuropsykologen Donald Hebb en prin-
cip som kan sammanfattas med att neuroner som aktiveras samtidigt stärker sina
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inbördes kopplingar (”Neurons that fire together, wire together”) [15]. Tillämpat på
McCulloch-Pitts-neuroner kunde detta formuleras som Hebbs regel:

wij = 1
N

p∑
µ=1

x
(µ)
i x

(µ)
j , (2.4)

där x(µ) ∈ {−1, +1}N betecknar det lagrade mönstret µ av totalt p lagrade mönster
och N är antalet neuroner. Regeln implicerar att vikten wij blir positiv om neuro-
nerna i och j tenderar att ha samma tillstånd i de lagrade mönstren och negativ om
de tenderar att ha olika tillstånd. Vikten wij beräknad med Hebbs regel (2.4) kan
därefter placeras på rad i och kolumn j i en viktmatris W av dimension N × N :

W = 1
N

p∑
µ=1

x(µ)
(
x(µ)

)T
= 1

N


w11 w12 · · · w1N

w21 w22 · · · w2N
... ... . . . ...

wN1 wN2 · · · wNN

 , (2.5)

där varje term x(µ)
(
x(µ)

)T
är en yttre produkt som bildar en N × N -matris. Upp-

dateringsregeln (2.7) kan då skrivas kompakt som en matrismultiplikation följd av
en komponentvis tillämpning av signum-funktionen:

s(t + 1) = sgn[W s(t)] , (2.6)

där s(t) =
[
s1(t), s2(t), . . . , sN(t)

]T
är tillståndsvektorn vid tidssteg t och signum-

funktionen appliceras elementvis på den resulterande vektorn Ws(t).
Notera att efter att vikterna är satta förblir de konstanta under hela inlärnings-

processen och väljs enligt Hebbs regel för att få neuronerna i nätverket att sträva
efter att återgå till närmaste lagrade mönster. Vikterna är dessutom symmetriska
enligt (2.4) eftersom wij = wji och nätverket är fullt kopplat vilket innebär att varje
neuron i princip är kopplad till alla andra. Med vikterna satta enligt Hebbs regel
och med uppdateringsregeln (2.3) erhålls det som John Hopfield populariserade 1982
under namnet Hopfield-nätverket [15].

Om tillstånden eller aktiveringarna si(t) ∈ s(t) uppdateras samtidigt med
hjälp av den ovan fastställda uppdateringsregeln (2.3) kallas det för en synkron
uppdatering. För ett nätverk med ett enda lager av N neuroner kan tillstånden även
uppdateras asynkront vilket innebär att enskilt utvalda neuroner m kan uppdateras
enligt:

sm(t + 1) = sgn
 N∑

j=1
wmj sj(t)

 , (2.7)

medan övriga neuronerns tillstånd förblir oförändrade. För hela neuronnätet innebär
det att:

si(t + 1) =


g
(∑

j wmjsj(t) − θm

)
, för i = m,

si(t), i ̸= m.
(2.8)
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Nätverkets dynamik kan sedan tolkas med hjälp av en kostnadsfunktion:

H(s) = −1
2
∑
i,j

wij sisj, (2.9)

som Hopfield kunde bevisa var garanterat icke-ökande under den asynkrona upp-
dateringsregeln (2.7). Nätverkets dynamik konvergerar därmed alltid mot ett lokalt
minimum för H vilket svarar mot ett lagrat mönster eller en förvrängd version av
mönstret.

Med ett enda lager neuroner finns dock en fundamental begränsning. Eftersom
alla neuroner delar samma lager och kopplas tillbaka till varandra finns det ingen
distinktion mellan in- och utlager vilket innebär att nätverket är rekursivt. I prak-
tiken innebär det att nätverket kan lagra och återkalla enkla binära mönster men
aldrig genomföra fullständiga mappningar från en insignal till en utsignal som bio-
logiska neuroner kan. Lagringskapaciteten för ett Hopfield-nätverk är också kraftigt
begränsad och börjar misslyckas med återkallning av inprogrammerade mönster om
antalet mönster p ≳ 0, 14 N [15]. Eftersom vikterna aldrig uppdateras uteblir ock-
så ett fundamentalt fenomen som återfinns hos de biologiska neuronerna, nämligen
möjligheten att variera styrkan i kopplingarna mellan sig. Det är egentligen precis
det vikterna är ämnade att återskapa och i naturen är dessa högst plastiska och
ändras ständigt i respons till ny information vilket spelar en betydande roll i hur
biologiska neuronnät lär sig [15]. Dessa begränsningar motiverade utvecklingen av
djupa neuronnät vilket ledde fram till den första fundamentala komponenten till
artificiella neuronnät: perceptronen , vilken består av totalt tre neuroner i två olika
lager.

a
(0)
1

a
(0)
2

a
(1)
1

Figur 2.3: En perceptronenhet, enklaste formen av neuronnät framtagen av McCulloch och
Pitts. Kunde användas för att lösa enkla binära klassificeringsproblem [15]

Lägg märke till notationen som används för att beteckna positionen för varje neuron
och dess aktivering a

(l)
j . Indexeringen j definierar positionen vertikalt och superskrip-

tet l fastställer vilket lager neuronen och aktiveringen tillhör. För att ett neuronnät
ska kunna kategoriseras som djupt behöver det ha minst ett lager av dolda neuro-
ner vilket innebär att det resulterande neuronnätet har ett inlager, ett mellanlager
(dolt) och ett utlager. Djupa neuronnät kan konstrueras genom att kombinera per-
ceptroner.
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Figur 2.4: En kombination av två perceptronenheter skapar i den ovanstående konstellationen
ett av de första exemplen på djupa neuronnät [15].

Med introduceringen av perceptronen och kombinationer av perceptroner kunde
en helt ny kategori av problem lösas eftersom neuronnätets insignaler nu kunde
skiljas från utsignalerna. Mer specifikt kunde nu mappningar och klassificeringar
göras vilket blev startskottet för maskininlärningens explosionsartade utveckling.
Grundidén är att ett givet mönster eller indata x(µ) bearbetas av nätverket för att
försöka producera ett väldefinierat önskat resultat t(µ). Notera här att superskriptet
µ används för att kommunicera vilket specifikt träningsmönster indatan, det önskade
resultatet och sedan också de producerade utsignalerna hör till. Gör därför skillnad
på den notationen och superskriptet som används för att referera till en specifik
neuron a

(l)
j . I litteraturen är det denna konvention som används så därför används

den även här [15].

x(µ) =


x

(µ)
1

x
(µ)
2
...

x
(µ)
N

 , t(µ) =


t
(µ)
1

t
(µ)
2
...

t
(µ)
M

 . (2.10)

Baserat på specifika insignaler kommer neuronnätet att producera utsignaler O(µ)

som sedan jämförs mot det önskade resultatet. Med andra ord eftersträvas att alla
vikter och tröskelvärden wij, θi ska resultera i utsignaler O

(µ)
i = t

(µ)
i för alla olika

indata µ och neuroner i. Olika indata x(µ) kan alltså ha olika önskade resultat t(µ) för
samma antal datapunkter N och M och därför är det viktigt att göra den distink-
tionen. Notera att det endast är de slutgiltiga neuronernas utsignaler som betecknas
med O

(µ)
i eftersom dessa blir de resulterande utsignalerna för hela neuronnätet. Alla

utsignaler för alla dolda neuroner betecknas istället med Vj och ges av (2.11)

Vj = g(bj) där bj =
∑

k

wjkxk − θj, (2.11)

med vikter wjk och tröskelvärden θj. Funktionen g(b) motsvarar aktiveringsfunktio-
nen och argumentet bj beräknas fortfarande precis på samma sätt som i (2.2) och
kallas generellt för det lokala fältet. Utsignalerna Oi kan därefter beräknas genom:

Oi = g(bi) där bi =
∑

j

wijVj − θi. (2.12)

där numreringen i = 1, 2, ..., M indexerar utsignalsneuronerna med vikter wij, j =
1, 2, ..., P indexerar de dolda neuronerna med vikter wjk och k = 1, 2, ..., N indexerar
insignalsneuronerna, som naturligt inte har några associerade vikter eftersom de är

9
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de första neuronerna i sekvensen. Notera att vikten wij som kopplar samman neuron
i och j indexeras från utlagret och bakåt, se figur 2.5.

2.1.1 Gradientnedstigning
För att ett djupt neuronnät ska kunna lära sig kan inte längre Hebbs regel använ-
das eftersom det består av mer än ett lager. Vikterna w kommer inte heller vara
statiska längre så det krävs en systematisk metod för att justera alla vikter och
tröskelvärden i nätverket. Härledningen av denna metod kommer göras med hjälp
av ett exempelnätverk 2.5.

Figur 2.5: Genom att kombinera fler perceptronenheter kan mer komplexa neuronnät konstrue-
ras. De gröna neuronerna motsvarar insignalsneuronerna och indexeras med k, de blåa kategoriseras
som dolda och indexeras med j och de röda motsvarar utsignalsneuronerna, indexerade med i.

Den metod som ligger till grund för i princip all modern träning av neuronnät
kallas gradientnedstigning eller gradient descent på engelska. Idén är att definiera
en kostnadsfunktion H som kvantifierar hur långt nätverkets utsignaler O

(µ)
i ligger

från de önskade målvärdena t
(µ)
i som definierades genom 2.10. Skillnaden mellan den

producerade utsignalen O
(µ)
i och det önskade resultatet t

(µ)
i kan sedan summeras över

alla träningsmönster µ = 1, . . . , p och alla utsignalsneuroner i = 1, . . . , M för att
erhålla sambandet:

H = 1
2

p∑
µ=1

M∑
i=1

(
t
(µ)
i − O

(µ)
i

)2
. (2.13)

Varje vikt kan sedan justeras sekventiellt i riktning mot den negativa gradi-
enten av H med avseende på den aktuella vikten vilket resulterar i att H minskar.
Genom att också definiera en inlärningshastighet η > 0 kan viktuppdateringar defi-
nieras som:

δWmn = −η
∂H

∂Wmn

, δwmn = −η
∂H

∂wmn

, (2.14)
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där Wmn betecknar de vikter som kopplar ihop utlagret med det dolda lagret och
wmn de vikter som kopplar ihop det dolda lagret med inlagret som etablerat i figur
2.5.

2.1.2 Bakåtpropagering
Derivatorna i (2.14) beräknas med hjälp av kedjeregeln. För samma nätverk 2.5 med
index k, j och i för de olika lagren beräknas:

V
(µ)

j = g

( 2∑
k=1

wjk x
(µ)
k − θj

)
= g

(
b

(µ)
j

)
, (2.15)

O
(µ)
i = g

 3∑
j=1

Wij V
(µ)

j − θi

 = g
(
b

(µ)
i

)
, (2.16)

där g återigen är aktiveringsfunktionen, b
(µ)
j och b

(µ)
i är de lokala fälten i respektive

lager och θj, θi är de tillhörande tröskelvärdena.
För vikterna Wmn som kopplar utlagret till det dolda lagret tillämpas kedjere-

geln en gång:

∂H

∂Wij

= −
∑

µ

∑
i

(
t
(µ)
i − O

(µ)
i

) ∂O
(µ)
i

∂Wij

. (2.17)

Utsignalen ges av O
(µ)
i = g(b(µ)

i ) och det dolda lagrets tillstånd Vj beror inte på
wij eftersom information endast flödar från vänster till höger. Därför kallas denna typ
av neuronnät för framåtriktat (feed-forward på engelska). Notera att felet summeras
över alla mönster µ för att uttrycka gradienten. Det ger vidare att:

∂O
(µ)
i

∂Wmn

= g′
(
B

(µ)
i

)
δim V (µ)

n , (2.18)

där g′ betecknar derivatan av aktiveringsfunktionen och δim definieras som Kronec-
kerdeltat. Om (2.17) och (2.18) kombineras erhålls uppdateringsregeln för utsignal-
sneuronernas vikter Wmn.

δWmn = η
p∑

µ=1

(
t(µ)
m − O(µ)

m

)
g′
(
B(µ)

m

)
︸ ︷︷ ︸

≡ ∆(µ)
m

V (µ)
n , (2.19)

där ∆(µ)
m definierar det viktade felet för utsignalsneuron m vid mönster µ. Om O(µ)

m =
t(µ)
m är felet noll och vikten förblir oförändrad. Precis som för gradienten summeras

de viktade felen för alla träningsmönster µ [15].
För vikterna wmn som kopplar insignalerna till det dolda lagret appliceras

kedjeregeln ytterligare gånger eftersom felet som evalueras med O(µ)
m −t(µ)

m inte beror
direkt på wmn utan indirekt via de dolda neuronernas tillstånd Vj:

∂O
(µ)
i

∂wmn

=
∑

j

∂O
(µ)
i

∂V
(µ)

j

∂V
(µ)

j

∂wmn

=
∑

j

g′
(
B

(µ)
i

)
Wij g′

(
b

(µ)
j

)
δim x(µ)

n . (2.20)
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Den resulterande uppdateringsregeln för vikterna tillhörande det dolda lagret
wmn blir därmed:

δwmn = η
p∑

µ=1

[∑
i

∆(µ)
i Wim

]
g′
(
b(µ)

m

)
︸ ︷︷ ︸

≡ δ(µ)
m

x(µ)
n , (2.21)

där δ(µ)
m är det bakåtpropagerande felet till den dolda neuronen m. Det resulterar i

att neurontillstånden beräknas framåt enligt (2.15), (2.16) medan felen propagerar
bakåt genom (2.21). Därav namnet bakåtpropagering (eng. backpropagation) [15].
Tröskelvärdena uppdateras på motsvarande vis enligt:

δΘm = −η
p∑

µ=1
∆(µ)

m , δθm = −η
p∑

µ=1
δ(µ)

m . (2.22)

Notera särskilt att uppdateringsformlerna (2.19) och (2.21) har exakt samma
struktur. Det gör algoritmen enkel att generalisera till ett godtyckligt antal lager
genom att iterera bakåtpropageringsalgoritmen rekursivt. Detta är i stora drag vad
som görs för näst intill all form av maskininlärning. I praktiken summeras felet sällan
över alla träningsmönster µ samtidigt utan istället väljs enstaka mönster slumpmäs-
sigt och summan över µ i (2.19), (2.21) utelämnas. När viktuppdateringen sedan görs
så pekar inte förändringen nödvändigtvis i den exakta globala gradientminimerande
riktningen men i genomsnitt minskar H ändå över tillräckligt många iterationer och
epoker . Metoden kallas då snarare för stokastisk gradientnedstigning (eng. stochastic
gradient descent). Fördelen med den är att benägenheten att fasta i lokala minima
minskar. En epok definieras som en fullständig genomgång av träningsdatan med
tillhörande viktuppdateringar och är ett disciplinspecifikt mått på träningstid. Efter
en epok körs neuronnätet genom träningen igen i hopp om att felet ska minska ännu
mer och i slutändan leda till en konvergerad modell. Hur konvergens avgörs framgår
i avsnitt 3.2.3.

2.1.3 Olika aktiveringsfunktioner
I avsnittet 2.1 introducerades signumfunktionen (2.1) som en så kallad aktiverings-
funktion och användes under hela den efterföljande härledningen av både gradient-
nedstigning och bakåtpropagering. Valet motiverades ursprungligen av att den ger
neuronnätet karaktäristik som efterliknar de biologiska motsvarigheternas binära
beteende. För Hopfield-nätverket, där vikterna är fasta och nätverket arbetar ge-
nom att iterativt konvergera mot lagrade mönster är signumfunktionen tillräcklig.
För djupa neuronnät som tränas med gradientnedstigning uppstår dock ett fun-
damentalt problem med bakåtpropageringsalgoritmen (2.19). Mer specifikt kräver
(2.21) att derivatan g′(b) av aktiveringsfunktionen kan beräknas eftersom den ingår
som en faktor i varje viktuppdatering. Signumfunktionens derivata är noll överallt
förutom i b = 0 där den istället är odefinierad vilket innebär att alla viktuppdate-
ringar blir noll och nätverket inte kan lära sig. Ett djupt neuronnät som ska tränas
med gradientnedstigning behöver därför en aktiveringsfunktion som är kontinuerlig
och deriverbar [15].
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En av de tidigaste och mest studerade kontinuerliga aktiveringsfunktionerna
är sigmoidfunktionen, definierad som

σ(b) = 1
1 + e−b

, (2.23)

som avbildar hela den reella tallinjen på intervallet (0,1). Sigmoidfunktionen kan ses
som en mjuk version av signumfunktionen som dels har den efterfrågade egenskapen
att dess derivata är väldefinierad och skild från noll men också att den kan uttryckas
i termer av funktionen själv

σ′(b) = σ(b)(1 − σ(b)) , (2.24)

vilket gör den beräkningsmässigt effektiv. Sigmoidfunktionens utdata kan dessutom
tolkas som en sannolikhet vilket gör den särskilt lämplig i utlager för binära klassi-
ficeringsproblem.

Figur 2.6: Aktiveringsfunktionen sigmoid, traditionellt sett betecknad med σ(b) med det lokala
fältet b.

En nära besläktad funktion är hyperbolisk tangens, eller tanh:

tanh(b) = eb − e−b

eb + e−b
, (2.25)

som avbildar den reella tallinjen på intervallet (-1,1) och är centrerad kring origo
till skillnad från sigmoidfunktionen. Funktionerna är relaterade genom tanh(b) =
2σ(2b) − 1 och delar därför samma grundläggande karaktäristik [15].
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Figur 2.7: Aktiveringsfunktionen tanh(b) som likt sigmoid är en av de historiskt mest studerande
aktiveringsfunktionerna och har varit avgörande för maskininlärningens utveckling [15].

Trots sina fördelar lider båda dessa funktioner av ett gemensamt problem som blir
särskilt påtagligt i djupa nät. När det lokala fältet |b| blir stort går g′(b) mot noll
vilket kallas för att funktionerna mättas. Eftersom bakåtpropageringsalgoritmen
multiplicerar faktorer av g′(b) genom varje lager enligt (2.21) innebär det att fel-
produkterna δ(µ)

m krymper exponentiellt med antalet lager. Detta fenomen kallas för
försvinnande gradienter (eng. vanishing gradient problem) och var länge ett avgö-
rande hinder för att framgångsrikt träna djupa neuronnät [15]. Vikterna i lager nära
inlagret uppdateras knappt medan lager nära utlagret lär sig normalt vilket resulte-
rar i att djupa nät med sigmoid- eller tanh-aktivering i praktiken beter sig som om
de vore betydligt grundare. Neuronnätet blir därmed ineffektivt och kan inte dra
nytta av sin storlek.

En aktiveringsfunktion som till stor del löser problemet med försvinnande gra-
dienter är ReLU (Rectified Linear Unit) och definieras som

ReLU(b) = max (0, b). (2.26)

ReLU-funktionen introducerades i samband med djupa neuronnät av Glorot et al.
[16] och är styckvis linjär med en derivata som antar värdet 1 för b > 0 och 0 för
b < 0 [15]. Eftersom derivatan inte mättas för positiva argument undviks det expo-
nentiella krympandet av gradienterna som ställer till problem för implementeringar
med sigmoid och tanh. Dessutom är ReLU beräkningsmässigt snabbare att evaluera
än de expontenialbaserade funktionerna.
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Figur 2.8: Aktiveringsfunktionen ReLU, som genom att returnera argumentet b för alla positiva
värden hanterar problemet med försvinnande gradienter.

En nackdel med ReLU är dock fenomenet med döda neuroner (eng. dying neurons).
Om det lokala fältet b blir negativt för alla träningsmönster µ sätts derivatan per-
manent till noll och neuronen slutar bidra till inlärningen. En variant som adresserar
detta problem är Leaky ReLU,

LeakyReLU(b) =

b, b ≥ 0,

γ · b, b < 0,
(2.27)

där γ är en liten positiv konstant, typiskt γ ≈ 0.01. Genom att tillåta ett litet
bidrag för negativa argument som är skilt från noll säkerställs att derivatan aldrig
blir exakt noll vilket eliminerar problemet med döda neuroner.

Figur 2.9: Aktiveringsfunktionen Leaky ReLU är en adaption av ReLU som adresserar proble-
met med döda neuroner genom att returnera ett nollskilt värde även för negativa argument b.

En ytterligare variant som har blivit allt mer populär inom modern maskininlärning
är GELU (Gaussian Error Linear Unit) och den definieras som

GELU(b) = b Φ(b) , (2.28)

där Φ(b) betecknar den kumulativa fördelningsfunktionen för standardnormalfördel-
ningen. Till skillnad från ReLU som har en skarp övergång vid b = 0 ger GELU en
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mjuk och kontinuerligt deriverbar övergång mellan negativa och positiva argument.
För stora positiva b antar GELU samma linjära beteende som ReLU och för stora
negativa värden likaså. I området kring origo avtar funktionen mer gradvis. GELU
är den aktiveringsfunktion som används i implementeringen och lösningen av det
tvådimensionella värmeledningsproblemet, se avsnitt 3.2.1.

Figur 2.10: GELU är en aktiveringsfunktion som delar samma karaktäristik som ReLU för stora
positiva och negativa argument men som också bidrar med en kontinuerligt deriverbar övergång
mellan b < 0 och b ≥ 0.

Värt att notera är också varför en rent linjär aktiveringsfunktion g(b) = b inte är
tillräcklig trots att den är fullkomligt kontinuerlig och deriverbar överallt. Om al-
la lager i ett neuronnät använder linjära aktiveringsfunktioner kan hela nätverkets
mappning från insignaler till utsignaler reduceras till en enda linjär transformation
oavsett hur många lager nätverket har [15]. Icke-linjäriteten i aktiveringsfunktioner-
na är med andra ord avgörande för neuronnätets förutsättningar att approximera
godtyckligt komplexa funktioner.

De ovan introducerade aktiveringsfunktionerna behöver inte användas entydigt
genom hela neuronnätet utan kan med fördel kombineras för att dra nytta av deras
unika fördelar och karaktäristik. Individuella lager kan alltså ha olika aktiverings-
funktioner. För specifika lager kan exempelvis aktiveringsfunktioner som är specifikt
anpassade till problemets natur användas istället, utan att nödvändigtvis vara de
mest effektiva valen vad gäller beräkningstid. I det tvådimensionella neuronnätet i
detta arbete används till exempel Softplus-funktionen i utlagret

Softplus(b) = ln
(
1 + eb

)
, (2.29)

vilken kan ses som en mjuk approximation av ReLU med egenskapen att dess utdata
alltid är strikt positiv. Valet motiveras av att den predikterade värmediffusiviteten
α är en fysikalisk storhet som per definition måste vara positiv.
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Figur 2.11: Aktiveringsfunktionen Softplus, som med fördel kan användas i specifika applika-
tioner där utvärdena från neuronlagret inte ska kunna anta negativa värden.

Valet av aktiveringsfunktion avgör vilka förutsättningar det resulterande neuron-
nätet får för sin inlärning och inferens. Genom att välja aktiveringsfunktion med
hänsyn till problemets omfattning, specifik karaktäristik och kända fysikaliska be-
gränsningar och förutsättningar kan det producerade resultatet finjusteras och op-
timeras.

2.1.4 Nätarkitekturer
De neuronnät som hittills beskrivits i avsnitten 2.1 och 2.1.3 från perceptronen
i figur 2.3 till det mer allmänna nätverket i figur 2.5 har alla tillhört kategorin
fullt kopplade framåtriktade nät (eng. fully connected feed-forward networks). I ett
sådant nät är varje neuron i ett givet lager kopplad till samtliga neuroner i det
efterföljande lagret och informationen flödar uteslutande i en riktning från inlager
till utlager. De vikter och tröskelvärden som härletts genom bakåtpropagering i
avsnitt 2.1.2 beskriver precis denna typ av arkitektur. I praktiken kan nätverkets
dimensioner väljas godtyckligt vilket illustreras figur 2.12.
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Figur 2.12: Generaliserad nätstruktur för ett godtyckligt antal lager m och neuroner n. Notera
att antalet neuroner för ett specifikt lager också kan väljas godtyckligt. Olika lager kan alltså
innehålla olika många neuroner.
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Utöver valet av aktiveringsfunktion finns ytterligare designparametrar som avgör
neuronnätets egenskaper, framför allt antalet lager (nätverkets djup) och antalet
neuroner per lager (nätverkets bredd).

Generellt kan ett djupare nät lära sig mer hierarkiska representationer av data
där eftersom tidiga lager kan extrahera enklare mönster för att senare lager ska
kunna kombinera dessa till allt mer abstrakta strukturer [15]. Samtidigt innebär
fler lager att bakåtpropageringsalgoritmen måste multiplicera fler faktorer av g′(b)
enligt (2.21) vilket förvärrar problemet med försvinnande gradienter som beskrevs
i avsnitt 2.1.3. Ett bredare nät med fler neuroner per lager kan samtidigt fånga en
rikare uppsättning mönster inom varje abstraktionsnivå men ökar också antalet fria
parametrar wm

ij och θm
i avsevärt. Ett alltför brett eller djupt nät riskerar dessutom att

överanpassa (eng. overfit) träningsdatan vilket innebär att nätverket även lär sig brus
och tillfälliga mönster i träningsdatan snarare än den underliggande strukturen och
därmed presterar sämre på ny data [15]. Med ny data avses mönster som neuronnätet
inte har stött på under sin träning och används för att evaluera dess prestanda. Val
av djup och bredd innebär därför alltid en avvägning mellan expressiv kapacitet och
generaliseringsförmåga.

En annan kategori av arkitektur som är av central betydelse för detta arbete är
den så kallade kodande och avkodande strukturer. Idén är att neuronnätet delas upp
i två delar där en kodande del successivt reducerar den rumsliga eller dimensionella
upplösningen av indatan och en avkodande del som expanderar representationen till-
baka till samma dimension som indatan. Mellan dem finns en så kallad brygga (eng.
bridge) som utgör nätverkets mest komprimerade representation. Den kodande de-
len tvingar nätverket att extrahera de viktigaste övergripande strukturerna i indatan
medan den avkodande delen rekonstruerar detaljerad information från den kompri-
merade representationen. Denna typ av arkitektur har visat sig särskilt effektiv för
problem där in- och utdata har samma rumsliga dimensionalitet men representerar
olika storheter, exempelvis bildsegmentering [15]. Då används också en speciell typ
av neuronnät som kallas för faltande nätverk (CNN) och denna struktur förklaras i
mer detalj under sitt eget avsnitt 2.1.5 CNN.

En specifik och inflytelserik variant av kodande och avkodande arkitekturer är
U-Nät (eng. U-Net), som utvecklades av Ronneberger et al. [17] för segmentering
av biomedicinska bilder. Det som skiljer U-nät från en enkel kodande och avkodan-
de struktur är introduktionen av skip connections mellan motsvarande nivåer i den
kodande och avkodande delen. Skip connections för direkt vidare lokal information
från den kodande delens tidiga lager till den avkodande delens motsvarande lager
genom att sammanfoga dem kanalvis. Mer om kanaler finns också att läsa under
avsnitt 2.1.5. Utan skip connections skulle detaljerad rumslig information gå för-
lorad i bryggan eftersom den komprimerade representationen inte kan bevara all
lokal detalj. Med skip connections kan den avkodande delen istället kombinera den
övergripande strukturen från den komprimerade representationen med de lokala de-
taljerna från den kodande delen. Skip connections bidrar dessutom till att reducera
problemet med försvinnande gradienter eftersom de tillhandahåller kortare vägar
genom nätverket för felsignalerna under bakåtpropagering [15]. En visualisering av
U-Nät-strukturen finns att se i figur 2.13
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Figur 2.13: En visualisering av den specifika neuronnätsarkitekturen ”U-Nät” med den kodande
och avkodande delen markerade. Även bryggan och exempel på skip connections är inritade.

2.1.5 CNN
I de fullt kopplade nät som beskrevs i föregående avsnitt är varje neuron i ett givet
lager kopplad till samtliga neuroner i det efterföljande lagret. För endimensionella
problem med måttligt antal inparametrar fungerar detta väl men för tvådimensio-
nella fält som temperaturfältet T (x, y) växer antalet vikter snabbt. Om exempelvis
ett tvådimensionellt fält representeras på ett 32×32-rutnät har inlagret 1024 neuro-
ner och ett enda fullt kopplat dolt lager med lika många neuroner skulle kräva över
en miljon vikter. Utöver att detta är beräkningsmässigt kostsamt saknar ett fullt
kopplat lager en uppfattning om rumslig närhet, det vill säga att punkter som ligger
intill varandra i fältet typiskt är starkare korrelerade med varandra än punkter långt
ifrån varandra. Faltande neuronnät (Convolutional Neural Networks, CNN) adres-
serar båda dessa problem genom att ersätta de fullt kopplade lagren med faltande
lager [15].

Idén bakom ett faltande lager är att en liten matris av vikter, en så kal-
lad kärna eller filter (eng. kernel) appliceras lokalt och systematiskt över indatan.
Filtret har typiskt en liten rumslig utsträckning och sveper stegvis över hela det
tvådimensionella indatafältet. Exempelvis hade filtret kunnat representeras med en
3 × 3 matris innehållande vikterna. I varje position beräknas en viktad summa av
de lokala indataelementen genom att de elementvis multipliceras med filtrets vik-
ter för att produkterna sedan ska kunna summeras och resultatet körs genom en
aktiveringsfunktion. Mer formellt kan detta skrivas som

Vij = g

 P∑
p=1

Q∑
q=1

wpq, xp+i−1,q+j−1 − θ

 , (2.30)

där Vij är utsignalen för neuronen vid position (i, j) i den resulterande egenskaps-
mappningen (eng. feature map), wpq är filtrets vikter med dimension P × Q, x
betecknar indatamatrisen, θ är ett tröskelvärde och g är aktiveringsfunktionen [15].
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Notera att indexeringen p + i − 1, q + j − 1 beskriver hur filtret förskjuts stegvis och
att samma vikter wpq och tröskelvärde θ används i varje position. Antalet steg som
kärnan förskjuts per beräkning kallas för stride.

Den centrala principen är alltså att vikterna delas (eng. weight sharing) mellan
alla positioner i fältet. Om indatan har dimension N × N och filtret har dimension
P ×Q krävs därför bara P ·Q+1 fria parametrar (vikter och tröskelvärde) för en enda
egenskapsmappning, oberoende av indatans storlek. Jämfört med ett fullt kopplat
lager som hade krävt N2 × N2 vikter innebär detta en drastisk reduktion av antalet
parametrar. Parameterdelningen innebär dessutom att samma lokala mönster kan
detekteras oavsett var i fältet det förekommer vilket är en egenskap som kallas
translationsinvarians [15]. För att illustrera faltningsoperationen konkret kan en
4 × 4-indatamatris X och ett 2 × 2-filter K betraktas:

X =


x11 x12 x13 x14
x21 x22 x23 x24
x31 x32 x33 x34
x41 x42 x43 x44

 , K =
[
w11 w12
w21 w22

]
. (2.31)

Filtret placeras först i det övre vänstra hörnet av X och beräknar den viktade
summan w11x11 + w12x12 + w21x21 + w22x22. Filtret förskjuts därefter ett steg åt
höger och beräknar w11x12 + w12x13 + w21x22 + w22x23 och så vidare. Efter att filtret
har svept över hela raden förskjuts den ett steg nedåt och processen upprepas. Med
stride [1, 1] och utan utfyllnad (eng. padding) ger ett 2 × 2-filter applicerad på en
4 × 4-matris en resulterande egenskapsmappning av dimension 3 × 3 vars element
ges av (2.30). De fyra hörnelementen blir specifikt:

V11 = g(w11x11 + w12x12 + w21x21 + w22x22 − θ)
V13 = g(w11x13 + w12x14 + w21x23 + w22x24 − θ)
V31 = g(w11x31 + w12x32 + w21x41 + w22x42 − θ)
V33 = g(w11x33 + w12x34 + w21x43 + w22x44 − θ)

(2.32)

där indexen p och q antar värdena 1 och 2 och aktiveringsfunktionen g appliceras
elementvis. Varje element i V sammanfattar alltså den lokala informationen i ett litet
område av indatan. I praktiken används flera olika filter parallellt i samma faltande
lager där varje filter producerar en egen egenskapsmappning. De olika filtren har
egna uppsättningar vikter och kan därför lära sig att detektera olika typer av lokala
mönster som exempelvis gradienter i olika riktningar eller lokala extrempunkter.
Varje individuell egenskapsmappning kallas för kanal och deras vikter tränas med
bakåtpropagering på samma sätt som vikterna i fullt kopplade lager. Bidraget från
varje kanal summeras sedan innan elementvis applicering av aktiveringsfunktionen
[15].

Faltande lager kombineras ofta med pooling-lager som reducerar den rumsliga
upplösningen genom att ersätta ett lokalt område med ett enda värde. Om värdena
i ett lokalt område ersätts med det maximala kallas detta för max-pooling. Pooling
minskar antalet parametrar i efterföljande lager och bidrar till att göra nätverket
mer robust mot små rumsliga förskjutningar i indatan [15]. Det är faltande lager
av denna typ som utgör de centrala byggstenarna i den U-Nät-arkitektur som be-
skrevs i avsnitt 2.1.4. I den kodande delen av U-nätet appliceras faltande lager följda
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av pooling för att successivt extrahera allt mer övergripande strukturer ur indatan
medan den avkodande delens faltande lager rekonstruerar den fulla rumsliga upplös-
ningen. Parameterdelningen och den lokala karaktären hos faltningsoperationen gör
CNN särskilt lämpliga för de tvådimensionella värmetransportproblem som studeras
i detta arbete där det predikterade α-fältet har samma rumsliga struktur som det
observerade temperaturfältet.

2.1.6 PINN
De neuronnät som hittills beskrivits i detta kapitel har alla tränats uteslutande på
data. Både fullt kopplade framåtriktade nät och faltande arkitekturer tränas på sam-
ma sätt utan någon större variation. Nätverket justerar sina vikter och tröskelvärden
med gradientnedstigning så att kostnadsfunktionen H i (2.13) minimeras så att skill-
naden mellan neuronnätets utsignaler O

(µ)
i och de önskade målvärdena t

(µ)
i blir så

liten som möjligt. Ett sådant rent datadrivet nät har dock ingen inbyggd kunskap
om de fysikaliska lagar som styr det system som datan baseras och hämtas från. Om
tillgänglig träningsdata är begränsad, brusig eller ofullständig kan nätverket därför
konvergera mot lösningar som visserligen passar datan men som nödvändigtvis inte
följer de underliggande fysiska lagarna.

Physics-Informed Neural Networks (PINN) adresserar detta genom att utö-
ka kostnadsfunktionen med ytterligare termer som tvingar nätverkets lösning att
respektera kända fysikaliska samband. Genom att implementera partiella differenti-
alekvationer (PDE:er) i kostnadsfunktionen får neuronnätet de förutsättningar som
krävs för säkerställa att resultatet uppfyller gällande fysiska lagar [18]. Den totala
kostnadsfunktionen för ett PINN kan då skrivas som

L = λdataLdata + λPDELPDE + λBCLBC, (2.33)
där Ldata kvantifierar avvikelsen mellan nätverkets producerade resultat och obser-
verad data, LP DE mäter hur väl nätverkets lösning uppfyller den styrande diffe-
rentialekvationen och LBC kvantifierar avvikelser mot kända randvillkor. Vikterna
λdata, λP DE och λBC avgör hur stor påverkan de olika termerna ska ha på den totala
kostnaden och valet av dessa skalningsfaktorer kan ha stor inverkan på nätverkets
konvergens och resultat.

Notera att termen Ldata är analog med den kostnadsfunktion som definierades
i (2.13) och mäter hur väl nätverkets utsignaler överensstämmer med tillgängliga
mätningar eller numeriskt genererad data. Det som gör ett PINN till mer än ett
vanligt neuronnät är just tillägget av PDE-termen LP DE. Betrakta en allmän PDE
på formen

N [ u(x) ; γ ] = 0, (2.34)
där N är en differentialoperator, u är den primärt okända, x betecknar de obe-
roende variablerna som rumskoordinater och tid och γ representerar de fysikaliska
parametrarna i ekvationen. Om nätverket predikterar en approximation û(x) av u
kan PDE-residualen definieras som

r(x) = N [ û(x) ; γ ], (2.35)
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som är noll om och endast om û uppfyller differentialekvationen exakt. PDE-bidraget
till kostnadsfunktionen kan sedan beräknas som exempelvis medelkvadratfelet av
residualen (eng. Mean Squared Error (MSE)) utvärderad i en uppsättning punkter
{xc} i domänen:

LPDE = 1
Nc

Nc∑
c=1

[ r(xc) ]2 , (2.36)

Under träningen drivs residualen mot noll i alla punkter där den beräknats vilket
innebär att nätverkets lösning inte bara anpassas till tillgänglig data utan också
tvingas vara konsekvent med den styrande fysiken. Beräkningen av residualen (2.35)
kräver att partiella derivator av nätverkets utdata med avseende på dess indata kan
beräknas. I moderna ramverk som PyTorch görs detta med hjälp av automatisk
differentiering (eng. automatic differentiation, även autograd) som beräknar exakta
derivator genom att utnyttja kedjeregeln på de elementära operationer som utgör
nätverkets beräkningsgraf. Automatisk differentiering är exakt till maskinprecision
till skillnad från numeriska differensmetoder som introducerar trunkeringsfel.

PDE-termen fungerar som en fysikalisk regularisering av nätverket. I ett rent
datadrivet nät kan många olika viktuppsättningar ge upphov till approximativt
samma utsignaler på träningspunkterna men med vitt skilda beteenden mellan des-
sa punkter. Genom att kräva att lösningen också ska uppfylla en differentialekvation
begränsas mängden tillåtna lösningar avsevärt. Lösningar som inte uppfyller de un-
derliggande fysikaliska lagarna kan med andra ord sållas bort för att ge rum åt
lösningar som tillfredställer både datan och fysiken. Detta är särskilt värdefullt när
tillgänglig data är gles, brusig eller koncentrerad till en del av domänen [18].

I ett direkt problem är PDE:ns parametrar γ kända och den sökta kvanti-
teten är fältvariabeln u(x). Nätverket tar de oberoende variablerna x som indata
och predikterar û(x) där PDE-residualen (2.35) driver lösningen mot enlighet med
den kända ekvationen eller sambandet. Det direkta problemet motsvarar alltså vad
traditionella numeriska metoder som FDM och FVM löser, vilka beskrivs i avsnitt
2.2.

I ett inverst problem är det fältvariabeln u(x) som antas vara känd medan en
eller flera av parametrarna γ i PDE:n är okända och ska bestämmas. Det är för
inversa problem som PINN visar en av sina mest utmärkande styrkor jämfört med
traditionella numeriska metoder. Inversa problem kan i allmänhet inte lösas direkt
med metoder som FDM eller FEM utan kräver att dessa kombineras med andra
optimeringstekniker [11]. I ett PINN hanteras det inversa problemet naturligt inom
samma ramverk genom att de okända parametrarna γ antingen predikteras direkt
av nätverket eller behandlas som fria parametrar som optimeras tillsammans med
nätverkets vikter under träningen. Kostnadsfunktionens dataterm Ldata ser till att
den predikterade lösningen överensstämmer med de observerade fältvärdena medan
PDE-termen LP DE säkerställer att de predikterade parametrarna γ följer den fysik
som genererat träningsdatan.
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2.2 Numeriska metoder för lösning av PDE:er
De flesta PDE:er är mycket svåra eller omöjliga att lösa analytiskt och därför är
numeriska metoder viktiga. Det finns ett flertal olika metoder, där de vanligaste är
finita differensmetoden (FDM), finita volymmetoden (FVM) och finita elementme-
toden (FEM). Både FDM och FVM har använts under arbetet men FEM noteras
bara som en möjlig numerisk metod utan att utredas vidare.

2.2.1 FDM
Den simplaste numeriska metoden är finita differensmetoden (FDM). Den utgår från
den PDE som ska lösas på differentialform Lu = f , där L är en linjär differentia-
loperator, f en källterm, och u är den sökta funktionen [19]. Metoden kräver också
en stencil för beräkning av derivator och ett beräkningsnät bestående av de punkter
där funktionsvärdet u ska approximeras. Därefter approximeras derivatorna i var-
je nod i beräkningsnätet med differenskvoter som angivits av stencilen, exempelvis
∂u
∂x

≈ u(x+h)−u(x)
h

, för att erhålla en uppsättning linjära ekvationer. Med hjälp av
dessa ekvationer erhålls ett stort linjärt ekvationssystem för funktionsvärdet i varje
nod, vilket kan uttryckas som Mx = b, där M är en gles matris, x är vektorn med de
sökta funktionsvärdena och b är en term som beror på randvillkoren och eventuella
källtermer i PDE:n.

2.2.2 FVM
Finita volymmetoden (FVM) utgår från integralformen på PDE:n, istället för diffe-
rentialformen som i FDM. Tillvägagångssättet för att erhålla diskretiseringen sker
likt det för FDM. Ett beräkningsnät skapas och integralformen appliceras på varje
cell i beräkningsnätet [20]. Därefter approximeras integralen med de noder som valts
i beräkningsnätet och en linjär ekvation av funktionsvärdena i noderna erhålls för
varje cell. Därifrån erhålls ett linjärt ekvationssystem som kan lösas som tidigare.

Fördelar med FVM gentemot FDM är till exempel att skarpa diskontinuite-
ter, såsom chockvågor eller fronter, kan hanteras bättre och att differentialformen
inte beskriver dem entydigt [21]. Det beror på att FVM utgår från integralformen
av PDE:n, där flöden mellan celler beskrivs, i stället för att enbart approximera
derivator i enskilda punkter. Dessutom är FVM konservativt vilket innebär att lo-
kala storheter som energi, massa och värme bevaras. Detta beror på att flödet över
cellväggar är bevarat.

2.3 Värmeledning
Värmeledning är en av de tre grundläggande formerna av värmetransport, tillsam-
mans med konvektion och strålning. Processen beskriver hur termisk energi sprids
inom ett material till följd av temperaturgradienter. Värmeledning kan beskrivas
med den paraboliska partiella differentialekvationen

∂T

∂t
= ∇ · (α∇T ) + Q, (2.37)
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vanligtvis benämnd värmeledningsekvationen, där α står för värmediffusiviteten, Q
en allmän källterm som representerar intern värmegenerering per volymsenhet, t
tid och T temperatur. Värmeledning kan också studeras utan tidsberoende. Genom
sätta ∂T

∂t
= 0 erhålls istället den stationära värmeledningsekvationen som blir:

∇ · (α∇T ) + Q = 0. (2.38)

Den stationära värmeledningsekvationen beskriver ett tillstånd där tempera-
turfältet stabiliserat sig och inte längre förändras med tiden. Fördelen med att be-
trakta det stationära sambandet är att man då endast behöver studera enskilda
mätningar av temperaturfältet. För direkta problem, där materialparametrar som
exempelvis α är kända och temperaturfältet T ska bestämmas, är den stationära
värmeledningsekvationen i allmänhet välställd i Hadamards mening [22]. Välställd
i detta sammanhang innebär att en lösning existerar och att den är entydig samt
beror kontinuerligt på data med givet randvillkor. En svårighet uppkommer dock
bland inversa problem där man bestämmer värmediffusiviteten från temperaturfäl-
tet då lösningen kan bli icke-entydig. Ett exempel på icke-entydighet är om man
har en homogen platta med en kant som värms till en viss temperatur medan mot-
stående kant hålls vid en annan temperatur. Eftersom plattan är homogen måste
värmediffusionskoefficienten vara konstant överallt, vilket leder till att det statio-
nära temperaturfältet blir helt linjärt. Problemet är att alla konstanta α skulle ge
upphov till exakt detta stationära temperaturfält, oavsett värde.

För att se till att inversa lösningar till stationära problem blir unika, alltså att
problemet är inverterbart, krävs i allmänhet ytterligare information. Ofta gäller det
kännedom om randvillkor, förekomst av källor eller att ha flera oberoende tempera-
turmätningar. Vad som i vissa fall uppstår om man inte kan uppfylla dessa krav är
att problemet blir icke-välställt och lösningar blir osäkra och känsliga för störningar
i data.

2.3.1 Analytisk lösning i 1D
I 1D kan värmeledningsekvationen skrivas som

∂

∂x

(
α(x)∂T (x)

∂x

)
+ Q(x) = 0, (2.39)

vilket kan utvecklas och skrivas om till

∂α

∂x

∂T

∂x
+ α

∂2T

∂x2 + Q = 0. (2.40)

Låt f = ∂T
∂x

, då erhålls
∂α

∂x
f + α

∂f

∂x
+ Q = 0, (2.41)

vilket är en symmetrisk differentialekvation med avseende på utbyte mellan f och
α. Med hjälp av kedjeregeln kan det skrivas om till

(αf)′ = −Q. (2.42)
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Genom att integrera båda led erhålls det att

αf = −
∫ x

0
Q(ξ)dξ + α(0)f(0). (2.43)

Därmed blir lösningen för α respektive f som funktioner av varandra

α(x) = − 1
∂T
∂x

(x)

∫ x

0
Q(ξ)dξ +

α(0)∂T
∂x

(0)
∂T
∂x

(x)
, (2.44)

f(x) = ∂T

∂x
(x) = − 1

α(x)

∫ x

0
Q(ξ)dξ +

α(0)∂T
∂x

(0)
α(x) .

Genom att integrera ∂T
∂x

erhålls det att

T (x) = −
∫ x

0

1
α(ξ)

∫ ξ

0
Q(ζ)dζdξ +

∫ x

0

α(0)∂T
∂x

(0)
α(ξ) dξ + T (0). (2.45)

Även om ekvation 2.44 och 2.45 är analytiska lösningar till 2.39 är det inte
nödvändigtvis så att de kan uttryckas i elementära funktioner då det är möjligt att
välja T , α och Q så att integralerna inte kan uttryckas med elementära funktioner.

2.4 Medicinsk tillämpning av PINN
Termisk behandling av tumörer är en växande behandlingsmetod inom onkologi som
bygger på att hetta upp vävnad för att försvaga eller döda den [23]. För att veta
hur värme sprider sig under uppvärmning av ett område behövs termisk modellering
som utnyttjar ekvationer för värmeledning. Inom modellering av biologisk vävnad
användes ofta en modifierad värmeledningsekvation utformad för att ta hänsyn till
vävnadens struktur och funktion.

2.4.1 Värmetransport i biologisk vävnad
För att modellera värmetransport i levande biologisk vävnad kan Pennes bioheat-
ekvation användas [24]. Den har formen

∇ · (k∇T ) + β(Ta − T ) + Qmet = 0, (2.46)

där T är vävnadens temperatur, k är värmeledningskoefficienten, Ta är temperaturen
på blodet i artärerna och Qmet är en källterm som beskriver värmeproduktionen från
metabolism. β beskriver så kallad perfusion och definieras som

β = ρbcbωb, (2.47)

där ρb och cb är blodets densitet respektive specifik värmekapacitet och ωb är per-
fusionshastigheten. Perfusionshastighet är ett mått på blodflödet som når ett organ
eller vävnadsvolym och är definierat som volymflöde av blod per vävnadsvolym och
tidsenhet [14].
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2.4.2 Hypertermibehandling
Hypertermibehandling är en medicinsk metod där cancerceller försvagar genom att
värma upp dem, vanligtvis till 42-45 ◦C [23]. Hypertermibehandling kan delas upp
i tre kategorier baserat på hur stort område som värms upp: helkropp, regional
och lokal. Helkroppshypertermi innebär att hela kroppen värms upp i syfte att
försvaga tumörceller i samband med annan typ av cancerbehandling. Kroppen värms
oftast upp uniformt och därav har man ingen nytta av termisk modellering inom
denna hypertermibehandling. Vid regional och lokal hypertermibehandling används
däremot riktad uppvärmning av vävnad. I dessa fall har man ett bestämt område
som ska värmas upp och då är det en stor fördel att veta hur värme sprider sig
och vilket temperaturfördelning man får vid behandlingen för att säkerställa att all
tumörvävnad behandlas. Dessutom kan det vara viktigt att se till att temperaturerna
i frisk vävnad inte blir för höga och ger onödiga biverkningar.

Genom att kombinera en modell för värmetransport i biologisk vävnad, exem-
pelvis Pennes bioheat-ekvation, med PINN kan man i teorin lösa ett inverst pro-
blem och rekonstruera termiska parametrar som värmeledning och perfusion från
temperaturmätningar. När dessa parametrar är kända reduceras problemet till ett
välställt framåtriktat problem, där en given uppvärmning ger en entydig och stabil
temperaturfördelning i vävnaden. Att veta exakt hur värmen sprider sig och vilka
temperaturer vävnaden når upp till är extra viktigt vid tumörbehandling med ter-
moablation, vilket innebär att man istället värmer upp mot 100 ◦C [23]. Istället för
att försvaga tumörcellerna som i hypertermibehandlingarna försöker man alltså dö-
da dem med termoablation. I och med de höga temperaturerna skulle PINN kunna
vara användbart för att se till att man inte också dödar frisk vävnad.
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Metodiken som använts för att lösa det inversa värmetransportproblemet med hjälp
av neuronnät kan brytas upp i ett antal delmoment. Dessa delmoment har till stor
del varit samma för projektets olika delproblem. För delproblemen i två dimensioner
har AI använts som hjälpmedel för produktion och felsökning av kod. I följande
kapitel kommer delproblemens metodiker för datagenerering, nätverkarkitekturens
utformning och validering att presenteras.

Datagenerering har inkluderat generering av temperaturfältet genom att lösa
det direkta problemet av värmeledningsproblemet och framöver benämns denna fär-
diga data som den exakta lösningen. Datagenerering har generellt utgått från någon
form av diskretiseringsmetod.

Nätverkarkitekturens utformning syftar till att bestämma nätverkets initia-
la parametrar för att maximera dess förutsättningar att lära sig datans ingående
mönster och karaktäristik, exempel på dessa parametrar är lagerstrukturer, antal
neuroner och aktiveringsfunktioner. För träning av nätverk inkluderas även att göra
datan kompatibel mellan olika Python-bibliotek såsom NumPy och PyTorch.

Validering har utförts genom att grafiskt följa kostnadsfunktionens ingående
delar eftersom insynen i nätverkets faktiska metod för att beräkna sitt resultat är
begränsad. För att förhindra en övertro på systemets pricksäkerhet, överanpassning
(eng. overfitting), har nätverket även validerats på data som inte varit träningsex-
empel.

3.1 Metod för värmeledning i 1D

För att kunna lösa det inversa värmeledningsproblemet i en dimension (1D) måste
ekvationen först lösas för det direkta problemet för att erhålla temperaturfältet.

Ett Python-ramverk skapades för att numeriskt lösa för temperaturfältet givet
ett analytiskt α med hjälp av finita volymmetoden, FVM. Värmeledningsekvatio-
nen löstes på detta vis för α som tilläts variera linjärt, kvadratiskt, gaussiskt och
sinusformigt med varierande koefficienter, totalt över 300 olika fall. Inga linjärkom-
binationer eller andra funktionskompositioner mellan de ovan nämnda typer av α
ingick i träningsdatan. I värmeledningsekvationen läts källtermen Q ≡ 0 medan T
hade Dirichlet-randvillkoren T (0) = 0 och T (1) = 1. Även α normerades så att
α(0) = 0,01. Den numeriska data som sparades från FVM -lösaren var T , T ′, T ′′, α
samt vilket x-värde de var beräknade i, vilka alla är nödvändig information för att
kunna beräkna PDE-bidraget i kostnadsfunktionen i PINN:et. De x-punkter som
träningsexemplen samplades i var xi = i

74 för i = 1, 2, . . . , 73.
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Det slutgiltiga PINN:et hade en arkitektur bestående av inlagret, nio gömda
lager och utlagret. Den sammanlagda arkitekturen för lagerens antal noder ser ut
enligt följande: [101, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10, 5, 1]. En visualisering av arkitektu-
ren visas i figur 3.1. Utparametern från nätverket är det predikterade αP INN(x),
där x är den första av de 101 inparametrarna till nätverket. De resterande 100 in-
parametrarna var temperaturfältet samplat i 100 punkter. De exakta x-värdena för
punkterna är xi = i

101 , för i = 1, 2, . . . , 100, vilket innebär att randnoderna har
exkluderats. Aktiveringsfunktionen som nätverket använder är en kombination av
tanh och LeakyReLU och visas i ekvation 3.1.

σ(x) =
(

1 + 1
10

∣∣∣∣∣LeakyReLU(x)
∣∣∣∣∣
)

· tanh(x) (3.1)
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Figur 3.1: Visualisering av lagerna i arkitekturen för det PINN som användes för att lösa det
inversa problemet i 1D.

Den kostnadsfunktion som användes bestod av fyra bidrag, alla med en viktning
av λ = 1. Det första bidraget var en term som bestod av summan av det absoluta
och relativa felet för varje träningsexempel.

Ldata =
√∑

i

(αi,P INN − αi,exakt)2 +

√√√√∑
i

(
αi,P INN − αi,exakt

αi,exakt

)2

, (3.2)

där αi,P INN och αi,exakt är modellprediktionen respektive det exakta värdet för α för
träningsexempel i.

Den andra termen i kostnadsfunktionen var PDE-förlusten. Den beräknades
enligt

LP DE =
√√√√∑

i

9
10
(
αi,P INNT ′′

i + α′
i,P INNT ′

i

)2
+ 1

10
(
αi,exaktT ′′

i + α′
i,P INNT ′

i

)2
. (3.3)
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där T ′
i och T ′′

i är temperaturens derivator i punkten xi för träningsexempel i. Det
till synes märkliga valet av LP DE motiveras med att tvinga PINN:et att finna en
lösning till PDE:n som är icke-trivial.

Det tredje bidraget till kostnadsfunktionen bestod av att summera |αi,P INN |
för de i där αi,P INN var negativt, och därmed icke-fysikaliskt. Det implementerades
med torch.sum(torch.where(prediction>=0,0,-prediction)). Detta har näs-
tan enbart en påverkan i början av träningen i och med att alla α är positiva.

Det fjärde och sista bidraget är en regulariseringsterm för att minska problem
med eventuell överanpassning. Den beräknades enligt

Lreg = 10−3 · ∥ω∥
N

, (3.4)

där ω är modellvikterna, N är antalet vikter och ∥·∥ är L2-normen.
På grund av storleken på träningsdatan har batchning använts vid träning

av modellen. Det innebär att träningsdatan delas upp i delmängder där kostnads-
funktionen beräknas och modellvikterna uppdateras en gång per delmängd, eller
batch. PyTorch tillhandahåller funktioner för detta och träningsexemplens ordning
randomiserades för att få en bra fördelning mellan olika α i varje batch.

Ingen dedikerad datamängd avsattes för validering. Istället testades manuellt
ett antal olika α som inte ingått i träningen, bland annat linjärkombinationer och
funktionskompositioner av de olika typerna av α som ingått i träningen.

3.2 Metod för värmeledning i 2D
I det tvådimensionella delproblemet studerades den stationära värmeledningsekva-
tionen på en kvadratisk domän. Domänen valdes som enhetskvadraten

Ω = [0, 1] × [0, 1],

där varje punkt i domänen beskrivs av koordinaterna (x, y). Målet var att undersöka
om ett neuronnät kunde rekonstruera ett rumsligt varierande värmediffusivitetsfält
α(x, y) utifrån det temperaturfält T (x, y) som fältet ger upphov till. Problemet
formulerades därmed som ett inverst problem, där temperaturfältet betraktades som
känt och α-fältet som okänt.

Temperaturfältet antogs uppfylla den stationära värmeledningsekvationen, se
ekvation (2.38). I samtliga genererade exempel användes samma källterm,

Q(x, y) = 0.20 + 0.65 sin(πx) sin(2πy) − 0.25 cos(2πx) sin(πy). (3.5)

Dirichlet-randvillkor användes på vänster och höger rand, där temperaturen sattes
till T = 1 vid x = 0 och T = 0 vid x = 1. På den nedre och övre randen användes
Neumann-randvillkor i form av givna värmeflöden. Det nedre randflödet sattes till

qbotten(x) = 0.25 + 0.10 sin(2πx), (3.6)

och det övre randflödet sattes till

qtoppen(x) = −0.15 + 0.08 cos(πx). (3.7)
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För varje genererat α-fält löstes först det direkta värmeledningsproblemet nu-
meriskt för att erhålla motsvarande temperaturfält. För att göra detta konstruerades
en specialanpassad rutnätsbaserad lösare för stationär värmeledning på ett struk-
turerat kartesisk nät. Först skapas ett regelbundet 2D-rutnät över enhetskvadraten
med meshgrid i NumPy. Därefter byggs ett glest linjärt ekvationssystem upp, punkt
för punkt, där varje inre nod kopplas till sina fyra grannar i öst-, väst-, nord-, sydled.
Diffusionskoefficienten mellan två angränsande punkter approximeras med harmo-
niskt medelvärde, vilket ger en mer robust behandling när α(x, y) varierar spatialt.
Randvillkoren implementeras direkt i matrisen och det resulterande glesa systemet
löses sedan med SciPys glesa lösare spsolve. Metoden är en variant av FDM för dif-
fusion på strukturerade nät, men är här skräddarsydd för problemets enkla geometri
och för effektiv generering av data till PINN-modellen.

3.2.1 Arkitektur för neuronnätet i 2D
För det tvådimensionella inversa värmeledningsproblemet användes ett PINN av ty-
pen U-Nät. Eftersom nätverket ska rekonstruera värmediffusivitetsfälet α(x, y) från
det stationära temperaturfältet T (x, y) passar U-Nät särskilt bra som nätarkitektur.
Problemet är i sin karaktäristik mycket likt ett bildsegmenteringsproblem på sättet
att indatan är ett tvådimensionellt fält T och utdatan är ett annat tvådimensionellt
fält (α) av samma storlek. U-Nätet i kombination med ett CNN sammanställer lokal
detaljinformation med en övergripande förståelse av fältets struktur och blir därför
lämplig för denna typ av invers rekonstruktion. Det resulterande nätverket kan då
identifiera lokala rumsliga strukturer i temperaturfältet och samtidigt bevara infor-
mation om var i domänen dessa strukturer förekommer. Modellen implementerades
i PyTorch och definierades som en SmallUNet-modell.

Indatan till nätverket som användes bestod av tre kanaler : det normaliserade
temperaturfältet Tnorm, se ekvation (3.9), samt två koordinatkanaler som innehöll
x- respektive y-koordinaten för varje punkt i rutnätet. Detta gav varje träningsex-
empel formen 3 × N × N , där N är antalet element på vardera sidan av domänen.
Arkitekturen av antalet kanaler i de olika lagren kan beskrivas enligt:

3 → 16 → 16 → 32 → 32 → 64 → 64 → 32 → 32 → 16 → 16 → 1, (3.8)

med två kodande nivåer , en brygga och två avkodande. Den första kodande nivån
använde 16 kanaler, den andra 32 kanaler och bryggan 64 kanaler. I den avkodande
delen minskades antalet kanaler åter till 32 och därefter 16 innan ett avslutande
1 × 1-faltningslager med aktiveringsfunktionen Softplus gav ett enkanaligt utda-
tafält motsvarande αPINN. Varje faltande block bestod av två faltningslager med
GELU-aktivering efter respektive lager. I den kodande delen reducerades den rums-
liga upplösningen successivt genom pooling, samtidigt som antalet kanaler ökade.
I den avkodande delen ökades upplösningen igen, så kallad uppsampling, samtidigt
som antalet kanaler minskade, så att modellen kunde producera ett α-fält med sam-
ma rumsliga dimensioner som indatan. Mellan motsvarande kodande och avkodande
nivåer användes dessutom skip connections, det vill säga direkta kopplingar som för
vidare lokal information från den kodande delen till den avkodande delen. Denna
information sammanfogades kanalvis med den uppsamplade representationen innan
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nästa faltande block. Skip connections är viktiga eftersom de gör att detaljerad rums-
lig information kan bevaras, trots att upplösningen reduceras i den kodande delen.
Figur 3.2 visar en schematisk översikt av nätverkets arkitektur. Figuren är förenklad
och visar främst hur upplösning och antal kanaler förändras genom modellen.

Indata
3 × 32 × 32

Falt.Block
16 kanaler

Pooling
32 → 16

Falt.Block
32 kanaler

Pooling
16 → 8

Brygga
64 kanaler

Uppsampling
8 → 16

Sammanfogning
+ Falt.Block
32 kanaler

Uppsampling
16 → 32

Sammanfogning
+ Falt.Block
16 kanaler

Utdata
1 × 32 × 32

αPINN

streckade pilar:
skip connections

Figur 3.2: Schematisk visualisering av den U-nät-arkitekturen som användes i 2D-fallet. Indatan
bestod av tre kanaler: det normaliserade temperaturfältet Tnorm samt koordinatkanalerna x och
y. I den kodande delen reducerades den rumsliga upplösningen genom pooling, samtidigt som
antalet kanaler ökade från 16 till 32 och därefter 64 i bryggan. I den avkodande delen återställdes
upplösningen genom uppsampling. De streckade pilarna visar skip connections, vilka för över lokal
information från den kodande delen till den avkodande delen. Vid sammanfogning kombineras
informationen från skip connection med den uppsamplade representationen innan nästa faltande
block. Det avslutande lagret ger ett enkanaligt fält motsvarande αPINN.

Temperaturfältet normaliserades enligt

Tnorm = T − µT

σT

, (3.9)

där µT och σT är medelvärden respektive standardavvikelser beräknade över hela
datasetet. Koordinatkanalerna lades till för att modellen inte enbart skulle känna
till temperaturens värde, utan också var i domänen värdet uppträder.

3.2.2 Datagenerering
α-fälten genererades för att skapa varierade men kontrollerade träningsdata. Varje
fält byggdes upp som en kombination av flera typer av rumsliga strukturer, bland
annat Gaussiska variationer, sinus- och cosinusmönster, rektangulära områden, cir-
kulära områden samt långsamma gradienter i x- och y-led. Efter att dessa bidrag
summerats skalades fältet om till intervallet 0,15 ≤ α ≤ 2,50. På så sätt erhölls
α-fält med både mjuka variationer och mer lokala strukturer, vilket gav modellen
varierade exempel att träna på. Det genererades 2000 exempel varav 85 % var trä-
ningsdata och resterande var valideringsdata.

3.2.3 Förlustfunktion och träningsstrategi
Det neuronnät som användes i 2D-fallet hade en förlustfunktion som bestod av flera
bidrag med olika roller. Den totala förlustfunktionen, se ekvation (2.33), bestod av
tre delar: Datatermen Ldata mätte skillnaden mellan det predikterade och det exakta
α-fältet. PDE-termen LPDE byggde på residualen till den stationära värmelednings-
ekvationen och beräknades diskret från det predikterade α-fältet tillsammans med
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det givna temperaturfältet. Randvillkorstermen LBC säkerställde att lösningen var
förenlig med de använda Dirichlet- och Neumannvillkoren. Träningen genomfördes
batchvis med gradientbaserad optimering, där batchvis träning innebär att modellen
uppdaterar sina vikter efter att ha bearbetat en mindre delmängd av träningsdata
i taget, vilket gör träningen mer minneseffektiv och ofta stabilare än att använda
hela datasetet på en gång. Batchstorleken som användes var 6 träningsexempel per
batch. Efter varje epok beräknades motsvarande förlust på valideringsmängden. Om
modellen, det vill säga värdena på samtliga parametrar, gav bättre resultat än den
föregående bästa modellen sparades samtliga parametrar som en ny modell. För att
undvika onödigt långa körningar infördes en stoppfunktion, vilket innebar att trä-
ningen avbröts när valideringsmåttet Mean Squared Error (MSE) för dataförlusten
inte förbättrades mer än 10−5 på 60 epoker. Inlärningshastigheten reducerades också
automatiskt när när förbättringen stannade av, vilket gav en mer stabil konvergens.

3.3 Metod för värmetransport i biologisk vävnad

Det neuronnät som användes för att bestämma perfusionstermen β i Pennes bioheat-
ekvation 2.46 grundade sig i det nätverk som användes i tidigare steg för att bestäm-
ma värmeledningskoefficienten i två dimensioner. Nätverket ändrades så att PDE:n
som skattas är ekvation 2.46 samt att β användes för att beräkna kostnadsfunktio-
nerna. I det sista lagret användes en sigmoidfunktion som aktiveringsfunktion och
20% av datan användes för validering. I övrigt var nätverkets arkitektur samma.

Den data som genererades ska efterlikna en tumör i frisk vävnad där tumören
har andra värmeledings- och perfusionsegenskaper än omgivningen. I domänen med
storlek 1×1 generades en cirkel eller oval på en slumpmässig plats som kunde ha
diameter mellan 0,15 och 0,18. Domänen var uppdelad i 64 × 64 element, istäl-
let för de 32 × 32 som användes i föregående delproblem. k i bakgrunden sattes
till 0,2 och i tumören var det 0,3. β i bakgrunden sattes till 0,1. I tumören, det
värde som nätverket ska bestämma, slumpades β mellan 0,6 och 0,8. Källtermen
Qmet sattes till 0,1 över hela domänen. Nätverket tränades på totalt 500 tränings-
och valideringsexempel. Samma randvillkor som det generella värmeledningsproble-
met använde implementerades även här förutom på den vänstra randen. Där byttes
Dirichlet-randvillkoret till Robinvillkor . Robin-randvillkor valdes för att efterlikna
exempelvis värmeutbytet mellan hud och omgivningen och hade formen

−k
∂T

∂x
= 1(1 − T ). (3.10)

Dessutom tränades ett nätverk för att hitta både k och β om båda dessa vari-
erade samtidigt. β slumpades som tidigare mellan 0,6 och 0,8. Därutöver introduce-
rades ett slumpmässigt k som varierade mellan 0,3 och 0,5. I denna data användes
inte Robin-randvillkor till höger, utan Dirichlet. Detta för att göra problemet något
enklare då både k och β varierade. I övrigt gick datagenerering och träning till på
samma sätt som då endast β predikterades.
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3.4 FDM-lösare för värmeledningsekvationen
För att kunna jämföra PINN mot andra metoder skrevs en finit differenslösare som
alternativ metod. FDM valdes på grund av sin enkelhet. Den generella PDE:n som
ska diskretiseras är värmeledningsekvationen:

∇ · (α(x)∇T (x)) = f(x). (3.11)

Betrakta inledningsvis värmeledning i 1D. Då kan PDE:n skrivas som

∂

∂x

(
α(x)∂T

∂x
(x)
)

= f(x). (3.12)

Derivatan av T med avseende på x kan approximeras med en differenskvot bakåt

∂T

∂x
≈ T (x) − T (x − h)

h
, (3.13)

där h är ett litet avstånd. Om stencilen i figur 3.3 används erhålls då att

∂T

∂x

∣∣∣∣∣
i− 1

2

≈ Ti − Ti−1

h
(3.14)

där indexet i + 1
2 betecknar att derivatan har approximerats mellan nod i och nod

i + 1. En visualisering av var derivatan har approximerats i förhållande till T visas i
figur 3.3. En stencil kan också ge ledtrådar kring hur derivatorna har approximerats.
Exempelvis är stencilen i figur 3.3 symmetrisk, vilket tyder på att andraderivatan
har approximerats med en central differenskvot, vilket också är fallet här.

Ti−1

∂T
∂x

|i− 1
2

Ti

∂T
∂x

|i+ 1
2

Ti+1

Figur 3.3: Stencilen som beskriver nodernas placering och var värdena för T samt ∂T
∂x är beräk-

nade i förhållande till varandra. De större punkterna motsvarar faktiska noder i beräkningsnätet,
medan de mindre punkterna endast visualiserar var derivatan beräknas och existerar inte i beräk-
ningsnätet.

För att inte introducera fler fel än nödvändigt bör α utvärderas vid samma po-
sition som ∂T

∂x
. För att göra det kan ett godtyckligt medelvärde användas för att finna

α|i+ 1
2
, men vanligt är att använda det aritmetiska eller harmoniska medelvärdet:

αi+ 1
2

= αi + αi+1

2
eller

αi+ 1
2

= 2 αiαi+1

αi + αi+1
.
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Sammantaget kan hela PDE:n utvecklad kring nod i approximeras med

∂

∂x

(
α(x)∂T

∂x
(x)
)∣∣∣∣∣

i

≈
α∂T

∂x

∣∣∣∣∣
i+ 1

2

− α∂T
∂x

∣∣∣∣∣
i− 1

2

h

≈
αi+ 1

2
(Ti+1 − Ti) − αi− 1

2
(Ti − Ti−1)

h2

≈
αi+ 1

2
Ti+1 − (αi+ 1

2
+ αi− 1

2
)Ti + αi− 1

2
Ti−1

h2

Om approximationerna görs om till likheter erhålls ett linjärt ekvationssystem där
ekvation i ser ut som:

αi+ 1
2
Ti+1 − (αi+ 1

2
+ αi− 1

2
)Ti + αi− 1

2
Ti−1

h2 = fi. (3.15)

Ekvation 3.15 gäller dock bara för de interna noderna i beräkningsnätet. Om Dirichlet-
randvillkor används för T erhålls det att det för randnoderna gäller att

T1 = D1,

TN = DN ,

om det är N noder i beräkningsnätet, och för Neumann-randvillkor erhålls det istäl-
let att randnoderna ska uppfylla

T2 − T1

h
= N1,

TN − TN−1

h
= NN .

För att lösa för T givet α erhålls ett linjärt ekvationssystem MT = b, där

Mii = −
αi+ 1

2
+ αi− 1

2

h2 ,

Mi,i±1 =
αi± 1

2

h2 ,

bi = fi,

för i = 2, 3, . . . , N − 1 och där rad 1 och N i M och b beror på vilka randvillkor
som används. Samma diskretisering av PDE:n kan också användas för att lösa för α.
Om det aritmetiska medelvärdet används för att interpolera α till mellan noderna
erhålls det att

(Ti+1 − Ti)αi+1 + (Ti+1 − 2Ti + Ti−1)αi − (Ti − Ti−1)αi−1

2h2 = fi. (3.16)

Då erhålls ett ekvationssystem Mα = b, där

Mii = −Ti+1 − 2Ti + Ti−1

2h2 ,

Mi,i+1 = Ti+1 − Ti

2h2 ,

Mi,i−1 = −Ti − Ti−1

2h2 ,

bi = fi
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för i = 2, 3, . . . , N − 1 och matriselementen tillhörande randnoderna beror på vilka
randvillkor som används för α. Något som är värt att notera är att denna matris
inte längre är approximativt symmetrisk, som när PDE:n löstes för T . Därför är
matrisekvationen ett mer instabilt system där små variationer i matriselementen
kan resultera i stora variationer i lösningen till systemet. Därför blir det mycket
svårare att hitta en bra numerisk lösning för α än när PDE:n löses för T .

Något som är värt att notera är att båda dessa matriser är tridiagonala, vilket
innebär att det är lätt att representera dem effektivt i minnet i en dator och att det
finns en simpel algoritm, Thomas algorithm eller tridiagonal matrix algorithm, för
att lösa denna typ av matrisekvationer.

Med motsvarande tillvägagångssätt som för 1D-fallet erhålls det att diskreti-
seringen för värmeledning i 2D blir

fij =
αi+ 1

2 ,j(Ti+1,j − Tij) − αi− 1
2 ,j(Tij − Ti−1,j)

h2
x

(3.17)

+
αi,j+ 1

2
(Ti,j+1 − Tij) − αi,j− 1

2
(Tij − Ti,j−1)

h2
y

där stencilen nedan i figur 3.4 användes. I detta falla erhålls ett linjärt ekvationssy-
stem med 5 diagonaler i stället för 3, som i 1D, där 2 av dem inte ligger angränsande
till huvuddiagonalen. Då denna matris inte är tridiagonal kan inte ”Thomas algo-
rithm” användas, men det finns ett flertal iterativa lösare som kan användas på
godtyckliga matrisekvationer och därmed även i detta fall.

Ti−1,j

Ti,j−1

Tij

Ti,j+1

Ti+1,j

Figur 3.4: Stencilen som användes för diskretiseringen av värmeledningsekvationen i 2D.

35



3. Metod

36



4
Resultat

I följande kapitel presenteras resultaten från de tre olika delproblemen. Resultaten
består av träningshistorik för de olika nätverken samt några testexempel.

4.1 Resultat för värmeledning i 1D
Ett nätverk med 101 inparametrar, bestående av ett x-värde och temperaturen
samplat i 100 jämt fördelade interna punkter, och ett utvärde har tränats. Modellen
består av inlagret, nio gömda lager och utlagret med en sammanlagd arkitektur med
lager med antal noder enligt följande: [101, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10, 5, 1]. Nedan i
figur 4.1 visas hur kostnadsfunktionen för modellen utvecklades över tid.

Figur 4.1: Historik över kostnadsfunktionen för PINN:et. ”DE” motsvarar PDE:ns bidrag till
kostnadsfunktionen, ”Data” motsvarar kostnadsbidraget från summan av det relativa och absoluta
felet för modellprediktionen och ”Övriga bidrag” består av en regulariseringsterm.

Under följande delavsnitt jämförs PINN-modellen med den FDM -lösare, som be-
skrevs i avsnitt 3.4. Jämförelsen görs för testfall som inte finns i träningsdatan,
både för exakta värden på temperatur-inparametrarna och när brus adderats.

Det α∗ som presenteras under respektive graf har normerats så att α(x) =
10−2

α∗(0)α
∗(x). Modellen har tränats på α(x) och inte α∗(x) och det är α(x) som pre-

senteras i graferna.
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4.1.1 Utan brus
I de efterföljande graferna har 20 noder använts för FDM-lösaren.

Figur 4.2: Resultatet från PINN och FDM för α∗ = 1 + x/3.

Figur 4.3: Resultatet från PINN och FDM för α∗ = 1 + exp
(
−10(x − 0,4)2)/2 − x2/3.

Figur 4.4: Resultatet från PINN och FDM för α∗ = 1 + sin
(
6x2)/10.
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Figur 4.5: Resultatet från PINN och FDM för α∗ = 1 + sin
(
6x2)/10 + x/3.

4.1.2 Med brus

Nedan har modellen jämförts mot FDM efter att likformigt fördelat brus mellan
−10−3 och 10−3, vilket motsvarar ±0,1 % av temperaturskillnaden.

I figur 4.6 nedan visas att även för det simplaste fallet för α presterar FDM
mycket dåligt med 100 noder när brus introducerats. För färre noder presterar FDM
något bättre och 20 noder används i efterföljande grafer.

Figur 4.6: Konstant α∗ = 0,01 för FDM med 100 noder.
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Figur 4.7: Resultatet från PINN där α∗ = 1 + x/3.

Figur 4.8: Resultatet från PINN där α∗ = 1 + exp
(
−10(x − 0,4)2)/2 − x2/3.

Figur 4.9: Resultatet från PINN där α∗ = 1 + sin
(
6x2)/10.
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Figur 4.10: Resultatet från PINN där α∗ = 1 + sin
(
6x2)/10 + x/3.

Även olika brusnivåer testades. Modellprediktionerna för brusnivåer på ±0,5 %,
±1 % och ±2 % visas nedan. För högre brusnivåer varierar Texakt så mycket att det
knappt finns några likheter med motsvarande temperaturfält utan brus. Anledningen
till att 2 % är det högsta pålagda bruset som redovisas nedan är att resultaten från
PINN-modellen då bruset är >2 % inte visar någon större likhet med det riktiga
värdet på α och felet blir allt större. αF DM har inte inkluderats i figurerna nedan då
den mestadels producerar brus där felet är flera storleksordningar större än PINN-
modellens fel. Notera att skillnaden Texakt − TP INN nu bara multiplicerats med en
faktor 10 istället för 100, som användes tidigare.

Figur 4.11: Resultatet från PINN där α∗ = 1 + sin
(
6x2)/10 och likformigt brus på upp till

±0,5 % adderats.
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Figur 4.12: Resultatet från PINN där α∗ = 1 + sin
(
6x2)/10 och likformigt brus på upp till ±1

% adderats.

Figur 4.13: Resultatet från PINN där α∗ = 1 + sin
(
6x2)/10 och likformigt brus på upp till ±2

% adderats.

4.2 Resultat för värmeledning i 2D

I följande tabeller och figurer redovisas resultaten från två olika modellträningar
av ett PINN som predikterar värmediffusiviteten α över enhetskvadraten utifrån
temperaturfältet som indata enligt metoden i avsnitt 3.2. Det genomfördes flera
modellträningar med olika λPDE och i tabell 4.1 nedan visas den bäst presterande
modellen (λPDE = 0,50) samt modellen med λPDE = 0,00 för att visa hur PDE:en
hjälper neuronnätet. λdata och λBC sattes till 3,0 respektive 0,05 för samtliga.

I figur 4.14, 4.15 och 4.16 visas tre olika valideringsexempel för modellen utan
PDE-term i kostnadsfunktionen och i figur 4.17 visas träningshistoriken för samma
modell. Dessa tre valideringsexempel valdes för att visa hur modellen presterar i
olika typer av α-fördelningar, en mycket varierande, en relativt mjuk och en med
skarpa kanter. Samma information för modellen med λPDE = 0,50 visas i figur 4.18,
4.19, 4.20 och 4.21.

42



4. Resultat

Tabell 4.1: Sammanfattning av de modellträningar som visas i rapporten.

Modellvariant Rutnät Träningsexempel [#] Epoker [#] Batch [#]
λPDE = 0,00 32x32 2000 146 6
λPDE = 0,50 32x32 2000 473 6

Tabell 4.2 visar att modellen med PDE-term ger lägre globalt valideringsfel
än modellen utan PDE-term. Mean Squared Error (MSE) minskar från 2,56 · 10−2

till 1,53 · 10−2, medan det relativa valideringsfelet minskar från 9,87 % till 7,26 %.
Detta innebär att modellen med λPDE = 0,50 ger en mer träffsäker rekonstruktion
av α över hela valideringsmängden.

Tabell 4.2: Globala valideringsresultat för modellvarianterna över hela valideringsdatan.

Modellvariant Valideringsfel MSE Relativt valideringsfel
λPDE = 0,00 2, 56 · 10−2 9,87 %
λPDE = 0,50 1, 53 · 10−2 7,26 %

De visuella resultaten i figurerna visar samtidigt att felet inte är jämnt fördelat över
domänen. De största avvikelserna uppstår framför allt i områden där α varierar
snabbt eller där fältet innehåller skarpare strukturer. I mjukare områden följer det
predikterade α-fältet i regel det exakta fältet bättre.

4.2.1 Modell med λPDE = 0,00

För modellen utan PDE-term återges de övergripande strukturerna i α-fältet, men
prediktionen blir delvis utslätad jämfört med det exakta fältet. Detta syns särskilt i
områden där α har lokala variationer eller skarpare övergångar. Det relativa felet är
därför störst i dessa delar av domänen, medan modellen presterar bättre i områden
där α varierar långsammare.
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Figur 4.14: Valideringsexempel 1 för modellen med λPDE = 0,00. Delfigur a) visar det exakta
värmediffusivitetsfältet αExakt och b) visar modellens predikterade fält αPINN. Dessa två delfigurer
visas med samma färgskala för att underlätta jämförelse. Delfigur c) visar temperaturfältet TFDM
som användes som indata till modellen, och d) visar det relativa felet mellan αExakt och αPINN.
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Figur 4.15: Valideringsexempel 2 för modellen med λPDE = 0,00. I a) visas det exakta α-
fältet från den genererade datan och i b) visas motsvarande PINN-prediktion. Delfigur c) visar
det tillhörande temperaturfältet TFDM, vilket är modellens huvudsakliga indata tillsammans med
koordinatinformation. Delfigur d) visar det relativa felet och synliggör var i domänen avvikelsen
mellan exakt och predikterat α-fält är störst.
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Figur 4.16: Resultat för det specialkonstruerade testfallet blandat för modellen med λPDE =
0,00. Delfigur a) visar det exakta värmediffusivitetsfältet αExakt, medan b) visar modellens predik-
tion αPINN. Delfigur c) visar temperaturfältet TFDM som beräknats från det exakta α-fältet, och d)
visar det relativa felet. Testfallet innehåller både mjuka variationer och skarpare lokala strukturer,
vilket gör det lämpligt för att bedöma modellens generaliseringsförmåga.
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Figur 4.17: Träningshistorik för modellen med λPDE = 0,00.

4.2.2 Modell med λPDE = 0,50

För modellen med λPDE = 0,50 ligger det predikterade α-fältet närmare det exakta
fältet i både de globala felmåtten och de visuella exemplen. Jämfört med model-
len utan PDE-term är strukturerna i α tydligare återgivna, och det relativa felet
är generellt lägre. Även för testfallet blandat fångar modellen huvuddragen i α-
fördelningen, även om avvikelser fortfarande finns nära skarpa övergångar.
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Figur 4.18: Valideringsexempel 1 för modellen med λPDE = 0,50. Delfigur a) visar det exak-
ta värmediffusivitetsfältet αExakt och b) visar det av PINN-modellen predikterade fältet αPINN.
Färgskalan är densamma i a) och b), vilket gör det möjligt att direkt jämföra fältens storlek och
rumsliga struktur. Delfigur c) visar temperaturfältet TFDM som användes som indata, och d) visar
det relativa felet mellan exakt och predikterat α-fält.
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Figur 4.19: Valideringsexempel 2 för modellen med λPDE = 0,50. I a) visas referensfältet αExakt
och i b) visas modellens prediktion αPINN. Delfigur c) visar det temperaturfält TFDM som uppstår
från det exakta α-fältet, medan d) visar det relativa felet i rekonstruktionen. Figuren illustrerar
hur väl modellen kan återskapa värmediffusiviteten för ett valideringsexempel som inte ingick i
träningsdatan.
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Figur 4.20: Resultat för det specialkonstruerade testfallet blandat för modellen med λPDE =
0,50. Delfigur a) visar det exakta värmediffusivitetsfältet αExakt och b) visar det predikterade
fältet αPINN. Delfigur c) visar det tillhörande temperaturfältet TFDM, och d) visar det relativa
felet. Testfallet används för att undersöka hur väl modellen generaliserar till ett sammansatt α-fält
med både mjuka variationer och mer lokala förändringar.
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Figur 4.21: Träningshistorik för modellen med λPDE = 0,50, tränad i 473 epoker.

4.3 Resultat för värmetransport i biologisk vävnad

I detta avsnitt presenteras resultaten från de nätverk som tränats för att prediktera
parametrerna i Pennes bioheat-ekvation 2.46. Först redovisas resultaten från nät-
verket som endast predikterade perfusionstermen β och sedan redovisas resultatet
från nätverket som predikterade både k och β.

4.3.1 Prediktion av β

För att träna neuronnätverket för att prediktera perfusionstermen β i Pennes biohea-
tekvation behövdes vikterna för respektive förlustterm i ekvation 2.33 bestämmas.
Eftersom inga av randvillkoren beror på β kan förlusten från randvillkoren Lbc bort-
ses från, så den termen sattes till 0,0. För att bestämma storleken på λP DE jämfört
med λdata gjordes några tester där det observerades att nätverket generellt preste-
rade bättre när λP DE höjdes. Om dock λP DE blev för stort i förhållande till λdata

konvergerade nätverket tidigt vid en lösning där β var i princip konstant över hela
domänen. Ett värde på λdata = 1 och λP DE = 0, 02 användes därför. Dock är dessa
värden inte optimerade då det ligger utanför detta arbetets omfattning.

Nätverket tränades i 300 epoker, då konvergens observerades (se figur 4.23).
Resultatet av denna träning illustreras med ett exempel från valideringsdatan och
visas i figur 4.22. I figur 4.22b visas β-fördelningen som använts för att generera
temperaturfördelningen med FDM och i 4.22c syns nätverkets prediktion av β. För
att skatta resultatets kvalitet beräknades medelvärdet av det relativa felet över
hela domänen för valideringsdatan. För denna träning blev det relativa felet för
valideringsexemplen 2,31 %.

51



4. Resultat

Figur 4.22: Exempel för resultat från neuronnätverk som predikterar β i Pennes bioheatekvation
(ekvation 2.46). En tumör i form av en cirkel eller oval genereras med slumpmässigt värde på β
som syns i b). När randvillkoren appliceras på domänen ger denna tumör med FDM upphov till
en temperaturfördelning a) som används som indata till PINN:et. Predikteringen av β syns i c).
Felet i hela domänen syns i d) och når ca 700 % precis vid tumörens kant. Om endast i element
innanför tumörens gränser studeras e) når felet ca 8 % förutom några element nära kanten där
felet blir större, uppåt 20 %.

4.3.2 Prediktion av β och k

För neuronnätet som predikterar både värmeledningskoefficienten k och perfusions-
koefficienten β återintroducerades förlusttermen för randvillkoren eftersom det kom-
mer påverka k. λBC valdes till samma värde som λP DE och en träning startades med
båda dessa värden som 0,02. Då konvergerade nätverket tidigt på ett felaktigt re-
sultat så λBC och λP DE sänktes båda till 0,01. Resultatet från denna träning kan
ses i figur 4.24. Även för detta problem tränades nätverket i 300 epoker och trä-
ningshistoriken visas i figur 4.25. Medelvärdet för det relativ felet för k över hela
domänen var 0,084 % och för β var det 0,78 %. Utanför tumören syns för detta
träningsexempel inga fel för varken k eller β. För några exempel syntes en eller ett
par enstaka element som nätverket predikterat till ett högre värde men generellt
är modellen träffsäker när det kommer till att identifiera tumörens gränser. I figur
4.24f syns att felet för β-fältet i tumören är konstant ca 15 %. Däremot för k ligger
felet mellan 0 och 2,5 %.
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Figur 4.23: Träningshistorik för neuronnätet som predikterar β i Pennes bioheat-ekvation. Den
totala förlusten för träningsdatan visas i lila och den totala förlusten för valideringsdatan i grönt.
Den totala förlusten inkluderar förlusten från både datan och PDE:n. Förlusten för endast PDE:n
syns i lila- och grönstreckat för träningsdata respektive valideringsdata.
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Figur 4.24: Valideringsexempel för PINN:et som har uppskattat både k och β. Tumörplacering-
en med motsvarande k och β som använts för att ta fram temperaturfältet i a) visas i f) respektive
b). Nätverkets prediktion av k och β syns i c) respektive g). Felen utanför tumören syns i figur d)
för β och för k i h). Det relativa felet i tumören syns i e) för β och i) för k. Notera att dessa inte
visas i samma skala för att eventuella avvikelser ska synas för respektive parameter.
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Figur 4.25: Träningshistorik för neuronnätet som predikterar både k och β i Pennes bioheat-
ekvation. Den totala förlusten för träningsdatan visas i lila och den totala förlusten för validerings-
datan i grönt. Den totala förlusten inkluderar förlusten från både datan och PDE:n. Förlusten för
endast PDE:n syns i lila- och grönstreckat för träningsdata respektive valideringsdata.
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5
Diskussion

5.1 Resultatdiskussion
I detta kapitel diskuteras de resultat som presenterades i föregående kapitel. En
genomgående frågeställning är huruvida PINN kan användas för att rekonstruera
värmediffusivitetsfältet α från ett känt temperaturfält. Att detektera att en avvikelse
existerar i ett material är i grunden ett enklare problem än att kvantifiera dess storlek
och exakta placering. Det senare kräver en fullständig rekonstruktion av α-fältet,
vilket generellt sett är ett svårlöst inversionsproblem [22]. Resultaten visar att PINN
har potential att utföra denna rekonstruktion, men att prestandan beror på en rad
faktorer såsom problemets inverterbarhet, dess komplexitet samt hur mycket indata
liknar träningsdatan. Dessa aspekter diskuteras mer ingående i de följande avsnitten.

5.1.1 Resultatdiskussion för värmeledning i 1D
Resultaten visar att PINN:et till stor del presterar bra för att återskapa de huvud-
sakliga mönster som finns i värmediffusiviteten givet en temperaturfördelning. Som
tidigare nämnts är det ett svårlöst inverst problem, vilket också går att se i bland
annat från figur 4.2 till 4.5. I b)-delfigurerna visas att den relativa skillnaden mellan
Texakt och TP INN är mindre än 1 % för de presenterade testfallen, och oftast inom
±0,2 %. Från figur 4.7 till 4.10 går det att se att motsvarande även gäller för PINN:et
trots att brus mellan ±0,1 % har adderats till mätdatan. Då det relativa felet mellan
αP INN och αexakt är cirka 10 gånger större än motsvarande relativa skillnad mellan
TP INN och Texakt visar det på svårigheten i att lösa det inversa problemet. Detta
bekräftas även av att FDM -lösaren nästan helt upphör att fungera efter att bruset
adderats till temperaturfördelningen. Det visar också på att det är mycket svårt att
förbättra prediktionen av α eftersom även små variationer i T resulterar i större
förändringar av α.

En anledning till att PINN:et presterar bättre kring x = 0 än x = 1 beror
sannolikt på hur träningsdatan har genererats. I träningsdatan är α(0) = 0,01 för
alla olika träningsexempel, medan α(x) inte har någon sådan begränsning. Även
antalet x-värden och deras placering kan spela en roll. Eftersom datagenereringen
samplade 73 punkter uniformt mellan (0, 1) har modellen fått mindre träning kring
randnoderna än de inre noderna eftersom randnoderna har färre grannoder.

Även om PINN-modellen inte tränats med brus i träningsdatan motstår den
brus bra, som kan ses i figur 4.7 till 4.10. En möjlig förklaring kan vara att nätverket
inte specifikt kollar på någon individuell nods värden, utan i stället alltid tar alla
nodernas värden i hänsyn till varandra och på så sätt bättre hittar det generella
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mönstret. En annan möjlig förklaring till varför PINN-modellen presterade bättre än
FDM då brus introducerats är att PINN-modellens begränsade storlek på vikterna
begränsar den kraftigt oscillerande derivatan, som uppstår mellan två noder på
grund av bruset.

När brusnivån ökades visade PINN-modellen sig vara motståndskraftig mot
brus, vilket kan ses i figur 4.9, 4.11, 4.12 och 4.13. För brusnivå på 2 % avvek
modellprediktionen mer och visade inte alla de generella svängningar som fanns i
det egentliga αDNS. På grund av hur känsligt det inversa problemet är för variationer
i T är det rimligt att prediktionen för α-fältet försämras från och med dessa nivåer.

5.1.2 Resultatdiskussion för värmeledning i 2D
Resultaten för det tvådimensionella värmeledningsproblemet visar att PINN-modellen
kan återskapa de huvudsakliga strukturerna i värmediffusivitetsfältet α utifrån ett
givet temperaturfält. I båda valideringsexemplen och i det specialkonstruerade test-
fallet blandat följer det predikterade α-fältet i stora drag det exakta fältets rumsliga
variationer. Detta är det viktigaste resultatet för 2D-delen, eftersom det visar att
modellen har lärt sig ett användbart samband mellan temperaturfältet TFDM och
det bakomliggande värmediffusivitetsfältet αExakt.

De visuella resultaten, i figur 4.18 till 4.20, visar också att modellen generellt
har lättare att återskapa mjuka och långsamt varierande α-fält än områden med
skarpa övergångar. I fält med tydliga kanter eller mer lokala variationer blir det
relativa felet större, särskilt nära gränser mellan områden med olika värmediffusi-
vitet. Detta är väntat eftersom skarpa strukturer är svårare att rekonstruera från
ett stationärt temperaturfält, där informationen om lokala variationer i α ofta är
indirekt och utsmetad i temperaturfältet. Felet koncentreras därför ofta till de delar
av domänen där α förändras snabbt.

Testfallet blandat är särskilt intressant eftersom det kombinerar flera typer
av strukturer, bland annat mjuka variationer och skarpare lokala förändringar. Att
modellen med PDE-term även där kan fånga huvuddragen i α visar att den har viss
generaliseringsförmåga utanför de enklaste valideringsexemplen. Samtidigt framgår
det att prediktionen inte är perfekt, vilket visar att modellen fortfarande har be-
gränsningar när den möter mer komplexa fält som exempelvis flera sammansatta
rumsliga strukturer.

Modellen utan PDE-term i förlustfunktionen presterade sämre än modellen
med λpde = 0,50. Det relativa valideringsfelet var 9,87 % för modellen med λpde =
0,00, jämfört med 7,26 % för modellen där PDE-termen inkluderades. Skillnaden
på 2,61 procentenheter visar att den fysikinformerade delen av förlustfunktionen
bidrog till en mer träffsäker rekonstruktion av α-fältet. Att modellen utan PDE-term
ändå uppnår relativt goda resultat visar samtidigt att mycket av sambandet mellan
temperaturfältet och det bakomliggande α-fältet kan läras direkt från den genererade
träningsdatan. Eftersom modellen tränades övervakat med tillgång till exakta α-
fält kunde datatermen ensam ge en användbar approximation. Detta innebär att
modellen med λpde = 0,00 snarare fungerar som ett rent datadrivet referensfall,
där nätverket lär sig statistiska samband mellan TFDM och αExakt utan att explicit
straffas för avvikelser från värmeledningsekvationen.
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Samtidigt blev förbättringen av PDE-termen mindre än vad som möjligen hade
kunnat förväntas. En möjlig förklaring är att träningsdatan var brusfri och genere-
rad med samma fysikaliska modell som användes i förlustfunktionen. Under sådana
förhållanden innehåller datatermen redan mycket stark information om sambandet
mellan temperaturfält och α-fält. PDE-termen får därför främst en kompletterande
roll snarare än att helt förändra modellens beteende. En annan möjlig förklaring
är att valet av λpde inte optimerades systematiskt. Det är därför möjligt att andra
viktningar av PDE-termen hade gett en större förbättring.

Sammantaget visar resultaten att ett PINN kan användas för att approxima-
tivt lösa det inversa värmeledningsproblemet i två dimensioner för den artificiella
problemklass som studerats. Ett relativt valideringsfel på 7,26 % för den bästa mo-
dellvarianten visar att metoden har potential att identifiera större strukturer och
variationer i rumsligt varierande α-fält. Däremot bör slutsatser om verkliga tillämp-
ningar dras med försiktighet, eftersom resultaten bygger på artificiella och brusfria
data med idealiserade randvillkor. För mer realistiska tillämpningar behöver mo-
dellen därför testas på data med brus, osäkerheter i randvillkor och mer varierade
fysikaliska situationer.

5.1.3 Resultatdiskussion för värmetransport i biologisk vävnad
Det nätverk som konstruerades för att bestämma perfusionskoefficienten β lyckades
hitta β-fördelningen i domänen med ett medelfel på 2,3 %. För den friska vävnaden
var PINN:ets prediktion exakt i nästan hela domänen. De stora avvikelserna förekom
i kanten av tumörområdet. Där kunde det relativa felet nå uppemot 700 % i vissa
fall. Denna avvikelse anses rimlig då det innebär att nätverket har gissat att tumören
ligger utanför där den egentligen är. Inuti tumören är felen mindre. I stora delar av
tumören var felet under 1 %, men några element i kanten har ett fel uppemot 20 %.
Problemen i kanten beror antagligen åter igen på att nätverket inte hittar tumörens
kanter särskilt bra. Att felen i övrigt är låga tyder på att modellen kan identifiera
β-fältet i stora drag. Även innanför tumören förekommet dock variationer i β-värdet
som når fel på cirka 8 % vilka tyder på att PINN:et inte kan förutsäga fältet med
hög precision i nuvarande utformning.

PINN:et som predikterar både k och β hade ett medelfel på valideringsdatan
gentemot den verkliga fördelningen på 0,084 % för k och 0,78 % för β. Att modellen
presterar bättre för k än för β syns också i figur 4.24. Detta är väntat då värmedif-
fusionskoefficienten bör ha större påverkan på temperaturfältet än den konvektiva
termen (som här är perfusion) när de är i samma storleksordning som i detta fall. In-
om själva tumören är felet på β större. Trots att det verkliga värdet på β i exemplet
är cirka 0,8 har nätverket predikterat ett värde på 0,7. Eftersom datan genererats
i intervallet 0,6 till 0,8 antas därför att PINN:et bara identifierat ett medelvärde
av alla möjliga värden på β. Detta förstärks av att de andra valideringsexemplen
visar samma sak, alltså en prediktion på 0,7, oavsett βexakt. PINN:et kan alltså inte
i sin nuvarande utformning uppskatta både k och β samtidigt utifrån den givna
temperaturfördelningen.

Trots att felet för β är högt för PINN:et som uppskattar både k och β i figur
4.24e så är det relativa medelfelet lägre än för nätverket som endast predikterar β.
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Detta tros bero på att PINN:et som bara predikterar β är sämre på att identifiera
tumörens gränser. De element som PINN:et felaktigt identifierar som tumörceller
får ett väldigt högt fel eftersom skillnaden mellan tumörens och bakgrundens perfu-
sionskoefficient är så pass stor. Därför kommer dessa celler att bidra mycket till det
totala felet. Att nätverket har tillgång till både α- och β-fördelningen verkar alltså
göra det lättare att identifiera tumörens gränser. Detta anses vara rimligt eftersom
värmeledningen påverkar temperaturfältet mer, som nämndes ovan. Dessutom an-
vändes Dirichlet-randvillkor för temperaturen på den vänstra randen för att skapa
temperaturfältet, vilket observerades vara lättare för nätverket att hantera jämfört
med Robin-randvillkor. För eventuella implementationer bör enstaka element som
är felaktigt identifierade inte påverka den resulterande temperaturfördelningen av-
sevärt. Dessutom visar resultatet från PINN:et som predikterar båda parametrarna
att detta problem kan elimineras om nätverket får tillgång till mer information.

5.2 Metoddiskussion

I följande avsnitt diskuteras de metoder som använts och metodval som gjorts i
detta arbete samt potentiella delmetoder att vidareutveckla eller införa.

5.2.1 Metoddiskussion för värmeledning 1D
Det finns ett flertal förbättringar som skulle kunna implementeras och undersökas.
En enkel sak som potentiellt hade kunnat förbättra PINN:et är att istället för att
sampla alla αexakt i precis samma 73 x-värden, så skulle α kunna samplas kring de 73
punkterna, men att de har en förskjutning som varierar slumpmässigt kring ett litet
intervall centrerat kring respektive punkt för att öka variationen i träningsexemplen
på ett enkelt sätt. Det hade även varit intressant att se hur mycket bättre PINN:et
hade kunnat prestera om träningsdatan hade innehållit ännu fler exempel för αexakt

med tillhörande Texakt. Potentiellt hade ett större nätverk krävts för att PINN:et
ska lära sig den ökade komplexiteten i träningsdatan. Generellt sett borde en ökad
variation i träningsexemplen ge en PINN-modell som kan prediktera fler olika α.

Ytterligare en enkel sak att testa hade varit att undersöka hur andra viktningar
i kostnadsfunktionen hade påverkat resultatet. Som visas i figur 4.1 är det Ldata som
dominerar kostnadsfunktionen. En konsekvens av att storleksordningen för α valdes
till ∼ 0,01 är att bidragen från det absoluta felet och PDE:n naturligt viktas 100
gånger mindre än om α valts till ∼ 1 då båda dessa bidrag är linjära med avseende
på α. Anledningen till att α ∼ 0,01 är att det är en vanlig storleksordning på α i
många material.

Anledningen till att begränsningen α(0) = 0,01 gjordes var för att värmeled-
ningsekvationen studerades i steady-state, och därför är α inte unik utan randvillkor
eftersom om α löser PDE:n i ekvation 2.38, så löses PDE:n även av 10α och sα, för
godtycklig konstant s ∈ R. Om tidsberoende i PDE:n hade introducerats och vär-
meledningen studeras inte längre i steady-state, så hade olika storleksordningar på
α kunnat särskiljas eftersom modellen då hade fått information om hur snabbt tem-
peraturgradienter utjämnats. Det hade dock ställt större krav på beräkningskraft
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då fler inparametrar, bestående av temperaturfältet vid flera olika tidpunkter, hade
behövts till modellen och en större mängd träningsdata.

5.2.2 Metoddiskussion för värmeledning i 2D
Metoden som användes för värmeledning i 2D bygger på att först generera α-fält
och därefter lösa det direkta värmeledningsproblemet för att få motsvarande tempe-
raturfält. Detta är en styrka eftersom det ger full kontroll över både indata och den
exakta lösningen, vilket gör det möjligt att kvantitativt utvärdera hur väl modellen
rekonstruerar α. Samtidigt innebär det att modellen tränas och valideras på data
som kommer från samma typ av generator och samma numeriska lösare. Resultaten
visar därför främst hur väl metoden fungerar inom den artificiella problemklass som
konstruerats, snarare än hur väl modellen direkt skulle fungera på experimentella
mätdata. För framtida applikationer kan dock träningsdatan väljas för det specifika
problem och situation man ska använda PINN för just då.

Det inversa problemet är i grunden svårt eftersom ett stationärt temperatur-
fält inte alltid innehåller tillräckligt med information för att entydigt bestämma ett
bakomliggande α-fält. Detta innebär att modellen felaktigt kan lära sig att alltid
återge en rekonstruktion av α-fältet oavsett givet temperaturfält, trots att denna re-
konstruktion inte är rätt för något enskilt temperaturfält. Metoden är därför beroen-
de av att träningsdatan innehåller tillräckligt informativa variationer i α, randvillkor
och källterm. I detta arbete användes fasta randvillkor och en fast källterm, vilket
gör problemet mer kontrollerat men också begränsar variationen i den fysikaliska
situation modellen tränas på.

Stoppfunktionen som implementerats resulterar i att modeller tränas i olika
antal epoker, och de två som visas här tränas i 146 respektive 473 epoker vilket på
ett sätt problematiserar jämförelsen mellan dessa två modeller eftersom skillnaden
i resultat inte enbart beror på PDE-termen. Men genom att studera träningshisto-
riken för de två modellerna, figur 4.17 och 4.21, så syns att de båda visar tecken
på överträning vilket alltså tyder på att resultatet inte hade varit särskilt annorlun-
da utan stoppfunktionen. Dock ska överträning ej ses som något positivt, då det
betyder att nätverket i sin nuvarande utformning inte kan lösa problemet bättre
med den givna datamängden. Det är dock inte omöjligt att nå ett bättre resultat
med den givna datan, men då måste exempelvis nätverkets arkitektur och/eller för-
lustvikterna ändras för att optimera modellen. Dessutom skulle överträning påverka
resultatet negativt om brus introduceras i datan.

Sammanfattningsvis är metoden lämplig för att undersöka om ett PINN kan
användas för att lösa ett kontrollerat inverst problem för stationär värmeledning
i två dimensioner. De viktigaste begränsningarna är att all data är artificiell, att
randvillkor och källterm hålls fasta samt att resultatet är känsligt för valet av för-
lustvikter och träningsparametrar. För framtida studier vore det därför relevant att
undersöka fler värden på samtliga förlustvikter, inkludera brus i temperaturfälten,
variera randvillkor och källterm samt testa modellen på mer realistiska eller experi-
mentellt framtagna data. Ytterligare en möjlig utveckling hade varit att undersöka
om värmediffusivitetens upplösning hade kunnat vara högre än temperaturfältets
upplösning. Detta hade i så fall åstadkommits genom någon form av interpolation,
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men en sådan metod kräver dock att modellen tränas mot högupplösta referensfält
och bör tolkas med försiktighet, eftersom detaljer som inte finns representerade i
indatan inte nödvändigtvis kan bestämmas entydigt.

5.2.3 Metoddiskussion för värmetransport i biologisk vävnad

Resultaten från PINN:et som predikterar β visar att ett PINN kan användas för
att identifiera β-fördelningen från en temperaturfördelning med relativt hög preci-
sion. Att β kan identifieras är intressant eftersom perfusion ofta är den dominerande
termen som påverkar temperaturfördelningen, och att det därför kan vara viktigt
vid exempelvis hypertermibehandlingar [13]. Däremot är de numeriska värdena som
använts i denna undersökning orealistiska kopplat till tillämpning i människokrop-
pen utan är dimensionslösa numeriska värden endast valda för att fungera med det
befintliga PINN:et som använts till tidigare problem. Lozano et al. [25] har sam-
manställt värmeledningsegenskaperna för bröstcancervävnad och frisk bröstvävnad.
Enligt dessa värden kan de relevanta koefficienterna vara ungefär k = 0, 322 W/mK
och β är ungefär mellan 103 och 104 W/m3K för frisk vävnad. För cancervävnad
är k = 0, 564 W/mK och β variera mellan 104 och 105 W/m3K. Från dessa värden
kan man också se att β bör ha en större påverkan på temperaturfältet än i de test-
fall som undersökts av denna studie. Dessutom är skillnaderna mellan frisk vävnad
och cancervävnad stora vilket bör innebära att det är lättare för PINN:et att iden-
tifiera ändringarna än om den friska och sjuka vävnaden hade haft mer liknande
värmetransportsegenskaper. Därför hade det varit intressant att vidare modifiera
nätverket för att behandla mer verklighetsförankrade modeller av tumörerna. Även
de temperaturer som använts i randvillkoren och blodtemperaturen Tb hade kunnat
ändras för att mer efterlikna ett realistiskt fall.

Den metaboliska värmeproduktionen har också antagits vara konstant över
både frisk vävnad och tumörvävnad. Cancervävnad har dock förändrad metabolism
vilket kan leda till en ökad värmeproduktion [26]. För att göra modellen mer re-
alistisk hade denna skillnad också kunnat implementeras genom att använda ett
högre värde på Qmet i tumören. Dessutom hade det kunnat underlätta identifiering-
en av tumörens gränser vilket hade kunnat förbättra resultatet för både k och β vid
kanterna.

När både k och β predikterades av PINN:et lyckades inte nätverket uppskatta
båda dessa parametrar, utan βP INN hade ingen koppling till det verkliga värdet.
Detta var väntat då β hade en mindre påverkan på temperaturfältet och nätverket
inte hade något sätt att skilja på påverkan från k- eller β-termen och därför till-
skriver allt till k. Resultaten tyder alltså på att det inte finns någon entydig lösning
för både k och β utifrån endast temperaturfördelningen. För att PINN:et möjligen
ska kunna identifiera både k och β föreslås två förbättringar på nuvarande modell.
Delvis hade ett större β i förhållande till k kunnat användas för att β ska få en
större påverkan på temperaturfältet, likt som föreslogs tidigare i detta avsnitt för
att göra modellen mer realistisk. Denna förändring bör dock inte lösa att tempe-
raturfördelningen inte motsvarar en entydig fördelning av k och β. Sannolikt hade
bara all variation tillskrivits β istället om β är tillräckligt mycket större än k. Det är
möjligt att en sådan modell är tillräckligt bra på att beskriva hur värmetransporten
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ser ut i domänen för vissa tillämpningar om k ändå bara har en försumbar påverkan.
Om precisionen för en sådan modell är för låg eller om man av någon annan anled-
ning skulle vilja ta reda på båda parametrar hade någon annan förbättring behövts.
En sådan skulle kunna vara att studera Pennes bioheat-ekvation med tidsberoende,
detta diskuteras mer i avsnitt 5.2.4.

En begränsning i denna undersökning är tillgången till beräkningskraft. Det
har gjort att större träningar med fler träningsexempel och högre upplösning inte
varit möjliga. Mer omfattande träningar hade kunnat leda till bättre resultat samt
möjliggjort för större variationer i flera parametrar som tumörens storlek, form och
variationer i koefficienternas värden. Dessutom hade modellen kunnat utökas till 3D
för att återigen komma närmre det verkliga fallet.

Resultatet från avsnitt 4.1.2 (där data med brus har använts i PINN:et) tyder
på att PINN är en bra metod för att hantera data med brus. För en applikation för
hypertermibehandling krävas att metoden är tolerant mot brus då det alltid kommer
förekomma i verkliga mätningar och eftersom toleranserna är små krävs det att
nätverket fortfarande presterar bra även om brus förekommer. För att säkerställa
att resultatet från avsnitt 4.1.2 också gäller i applikationen för cancerbehandling
skulle även detta PINN behöva tränas med brusig data.

5.2.4 Jämförelse av delproblem samt generell metoddiskus-
sion

Trots att liknande metoder användes för alla delproblem presterade de olika bra.
I 1D-fallet användes ingen valideringsdata så ett totalt relativt fel beräknades inte
men för de fall som illustreras i avsnitt 4.1.1 verkar det relativa felet vara i storleks-
ordningen 1-2 % för de allra flesta fall. För värmeledningsproblemet i 2D var det
relativa felet 7,26 % och för det biologiska värmetransportproblemet var det relativa
felet mellan 2,31 % ner till 0,084 % beroende på vilken modell och vilken parameter
som predikterades. Att nätverket som behandlar det endimensionella problemet pre-
sterar bättre än det tvådimensionella var väntat eftersom det är ett enklare problem.
Skillnaden är dock inte så stor, och jämfört med det biologiska värmetransportpro-
blemet presterade den i vissa fall sämre. Det beror förmodligen på att nätverket
för 1D-problemet tränats på en stor variation av α-fördelningar. Datan i det bi-
ologiska värmetransportproblemet bestod av enklare samband (styckvis konstanta
fördelningar) och variationen mellan fallen var liten i jämförelse. Därför anses det
rimligt att nätverket som applicerades på det biologiska värmetransportproblemet
presterade bättre trots att detta i grunden är ett svårare problem. I naturen före-
kommer i största utsträckning enklare värmeledningskoefficienter än de som använts
i värmeledningsproblemen i 1D och 2D. Därför bör modeller som presterar bättre
kunna utvecklas om de ska implementeras på mer praktiska problem. I problem där
modellen ska tillämpas kan också mer kännedom om systemet finnas så att trä-
ningsdatans omfattning kan begränsas till att till största del omfatta den typ av
fördelning som är av intresse att kunna rekonstruera.

Det inversa problemet att bestämma α från ett temperaturfält är, som för-
klarat i teoriavsnittet, generellt sett inte ett välställt problem. Eftersom datan som
används för att bestämma α-fältet är diskret uppstår möjligheten att flera α-fält kan
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ge samma temperaturfördelning. Upplösningen på indatan är således direkt kopp-
lad till hur små och kraftiga variationer som går att finna med PINN. Att arbeta
med det stationära fallet innebär en förenkling jämfört med det tidsberoende, men
medför samtidigt en informationsförlust. Temperaturens tidsutveckling, som direkt
återspeglar delar av diffusiviteten och andra parametrars rumsliga variation går för-
lorad. Denna förlust är en orsak till att de problem som har betraktats ibland är
svåra att invertera. För biologisk vävnad där önskan är att kunna göra en predik-
tion av värmeledningskoefficienten k och perfusionen β samtidigt är tidsberoende
sannolikt extra viktigt. Eftersom både k och β påverkar värmeledning är det rim-
ligt att anta att en separation av bidragen under en stationär förenkling kan vara
komplicerad.

Det kommer aldrig att gå att rekonstruera α på hela intervallet [0, 1] perfekt
för ett godtyckligt, eller nästan godtyckligt, α från ett ändligt antal punkter från
temperaturfältet eftersom α är definierat i ett oändligt antal punkter, men modellen
endast tar ett finit antal punkter som inparametrar. Om α varierar någorlunda snällt
går det att återskapa det i stora drag, som visats i resultaten. Denna begränsning
utgör en av svårigheterna i att lösa det inversa problemet.

Ytterligare en svårighet med att lösa det inversa problemet kommer från hur
α beror på T . Som visades i avsnitt 2.3.1 finns ett

(
∂T
∂x

)−1
-beroende i den analytiska

lösningen för α i 1D. Det gör att α varierar mycket känsligt på ändringar i T ′ och det
blir särskilt problematiskt om T ′ byter tecken, då det orsakar en division med 0 och
därmed inte går att säga något om α i den punkten. Rent fysikaliskt är det rimligt
att det inte går att säga något om α där T ′ = 0 eftersom det innebär att ingen värme
flödar. Även om det inte finns någon analytisk lösning till värmeledningsekvationen
2.38 i 2D för det generella fallet kommer det att finnas likartade beroenden på
T -derivatorna, vilket kan orsaka liknande problem som i 1D-fallet.
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Värmeledning genom ett medium är sällan helt homogen. I detta arbete användes
ett Physics-Informed Neural Network (PINN) för att med hjälp av endast tempera-
turfältet och dess randvillkor, inverst hitta de bakomliggande parametrarna värme-
ledningsfält och perfusionsfält.

I en dimension tyder resultaten på att det är möjligt att prediktera lätta va-
rierande α med lågt relativt fel från endast ett temperaturfält med hjälp av PINN.
Ett intressant resultat är att PINN kan bestämma α då brus introduceras, vilket
mer traditionella numeriska metoder som FDM har svårt för. Denna fördel kan göra
PINN intressant i mer praktiska applikationer. Vidare hade det varit intressant att
vidareutveckla metoden genom att införa slumpmässig sampling av α inom interval-
let samt att införa fler träningsexempel i syfte att förbättra nätverkets prediktering
av svårare och mer godtyckliga α.

För värmeledning i två dimensioner visar resultaten att ett PINN kan använ-
das för att rekonstruera huvuddragen i ett rumsligt varierande värmediffusivitetsfält
utifrån ett stationärt temperaturfält. Modellen med PDE-term presterade bättre än
modellen utan, vilket tyder på att fysikalisk information kan förbättra rekonstruk-
tionen. Samtidigt kvarstår problem vid skarpa övergångar i α-fältet, där det relativa
felet blev störst. Studien visar därför att PINN har potential för inversa problem in-
om värmeledning i två dimensioner, men att vidare studier krävs för mer realistiska
fall med exempelvis brus, varierande randvillkor och mer komplexa materialfält.

I den förenklade modellen för värmetransport i biologisk vävnad kunde nät-
verket uppskatta perfusionsparametern β med relativt hög noggrannhet. När endast
β predikterades blev det relativa felet 2,31 % över valideringsdatan. Även när både
värmeledningskoefficienten k och perfusionsparametern β predikterades samtidigt
erhölls låga relativa fel, 0,084 % för k och 0,78 % för β. Detta visar att metoden har
potential för att identifiera flera okända parametrar i en förenklad modell av bio-
logisk vävnad. Samtidigt bör resultatet tolkas med försiktighet eftersom modellen
bygger på en enkel geometri och genererade temperaturfält snarare än experimen-
tella mätdata.

Sammantaget visar arbetet att PINN är en lovande metod för inversa pro-
blem inom värmetransport. Resultaten bör dock tolkas inom ramen för arbetets
avgränsningar. All data som använts är genererad, randvillkor och källtermer har
varit idealiserade och mätbrus har endast behandlats i begränsad omfattning. För
att metoden ska kunna användas i mer realistiska tillämpningar krävs därför vida-
re studier med mer verklighetsnära geometrier, materialparametrar, randvillkor och
brusnivåer.
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Källkoden för respektive delproblem är inbäddade som ZIP-filer i PDF:en och kan
bland annat extraheras i PDF-läsare som Acrobat Reader och Okular. Även kom-
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demo.py

#!/usr/bin/env python
import argparse
import importlib
import threading
from time import sleep, monotonic
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import scipy.sparse as sparse
import scipy.sparse.linalg as linalg
import torch
import torch.nn as nn

p1D = importlib.import_module('poisson-1D')
compute = p1D.compute
pinn = importlib.import_module('main')

def fdm_T(alphas, DX=None):
    NX = alphas.shape[0]
    if DX is None:
        DX = 1/(NX-1)
    HM = lambda x,y: 2 * x * y / (x+y)
    md  = np.ones(NX)  # Huvuddiagonal
    ud  = np.zeros(NX) # Övre diagonal
    ld  = np.zeros(NX) # Nedre diagonal
    for i in range(1,NX-1):
        aE = HM(alphas[i], alphas[i+1])
        aW = HM(alphas[i-1], alphas[i])
        md[i]  = -(aE+aW)/DX**2
        ud[i]  = aE/DX**2
        ld[i]  = aW/DX**2
    A = sparse.diags((ud[:-1], md, ld[1:]), (1, 0, -1))
    b = -np.zeros_like(alphas)
    b[0]  = 0
    b[-1] = 1
    Ts, ec = linalg.gcrotmk(A, b)
    print(f'{ec = }, ', end='')
    return Ts

def fdm_alpha(Ts, BC, DX=0, S=0):
    if DX == 0:
        # assert(np.isclose(Ts[0], 0))
        # assert(np.isclose(Ts[-1], 1))
        DX = 1 / (Ts.shape[0] - 1)
    md  = np.ones(Ts.shape[0])  # Huvuddiagonal
    ud  = np.zeros(Ts.shape[0]) # Övre diagonal
    ld  = np.zeros(Ts.shape[0]) # Nedre diagonal
    for i in range(Ts.shape[0]):
        if i == 0 or i==Ts.shape[0]-1:
            continue
        md[i]  = (Ts[i+1]-2*Ts[i]+Ts[i-1]) / (2*DX**2)
        ud[i]  = (Ts[i+1]-Ts[i]) / (2*DX**2)
        ld[i]  = -(Ts[i]-Ts[i-1]) / (2*DX**2)
    A = sparse.diags((ud[:-1], md, ld[1:]), (1, 0, -1))
    b = -np.ones_like(Ts) * S
    b[0]  = BC[0]
    b[-1] = BC[-1]
    alphas, ec = linalg.gcrotmk(A, b)
    print(f'{ec = }, ', end='')
    return alphas

def input_loop():
    global exit_flag
    while not exit_flag:
        try:
            # Vänta tills grafen är uppdaterad
            while next_alpha:
                sleep(0.1)
            alpha = input('Ange alfa: ').strip()
            if not alpha:
                continue
            next_alpha.append(alpha)
        except KeyboardInterrupt, EOFError:
            exit_flag = True
            return
    return

def update_loop():
    global exit_flag, fig, ax, twinxax
    while not exit_flag:
        # Vänta på ny input
        if not next_alpha:
            sleep(0.1)
            continue
        alpha = next_alpha[0]
        print('Beräknar T givet alpha... ', end='')
        start = monotonic()
        try:
            ys, T, dTdy, d2Tdy2, alpha, alpha_p, viscos = compute(alpha)
            if not args.no_noise:
                rx = 20e-3
                T += np.random.uniform(-rx, rx, T.shape)
        except Exception as e:
            print(f'Ogiltigt alpha:\n{e}')
            next_alpha.pop(0)
            continue
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')
        viscos = np.zeros_like(alpha) + viscos
        DNS = np.c_[ys, T, ys*0, ys*0, alpha, viscos]

        print('Använder PINN... ', end='')
        start = monotonic()
        m_in = model.dns2input(DNS)
        alpha_pinn = model(m_in).detach().numpy().ravel()
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')

        print('Beräknar FDM $\\alpha$... ', end='')
        start = monotonic()
        # ys_fdm = np.linspace(0,1,100)
        ys_fdm = np.linspace(0,1,20)
        T_fdm = np.interp(ys_fdm, ys, T)
        alpha_fdm = fdm_alpha(T_fdm, BC=(alpha[0], alpha[-1])).ravel()
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')

        print('Beräknar FDM $T_{PINN}$... ', end='')
        start = monotonic()
        xs_pinn, DX = np.linspace(0, 1, 100, retstep=True)
        alphas_reduced = np.interp(xs_pinn, ys, alpha_pinn.ravel())
        T_pinn = fdm_T(alphas_reduced, DX=DX)
        end = monotonic()
        print(f'{end-start:.2f} s')

        print('Plottar data...')
        for a in fig.axes:
            a.clear()

        ax[0].plot(ys, alpha, 'r--', linewidth=3, label=r'$\alpha_{exakt}$')
        ax[0].plot(ys, alpha_pinn, 'b-', label=r'$\alpha_{PINN}$')
        # ax[0].plot(ys_fdm, alpha_fdm, 'g-', marker='x', label=r'$\alpha_{FDM}$')
        twinxax.plot(ys, 100*(alpha_pinn - alpha)/alpha, linestyle='-.', color='k', label=r'Relativt fel')

        ax[1].plot(ys, T, 'r--', linewidth=3, label=r'$T_{exakt}$')
        ax[1].plot(xs_pinn, T_pinn, 'b-', label=r'$T_{PINN}$')
        ax[1].plot(xs_pinn, 10*(T_pinn - np.interp(xs_pinn, ys, T)), 'k-.', label=r'$10\cdot(T_{PINN}-T_{exakt})$')
        # ax[1].plot(ys, ys, 'k:', linewidth=1, label=r'$T=x$')
        # ax[2].plot(T, alpha, 'r--', linewidth=4, label=r'$\alpha_{exakt}(T)$')
        # ax[2].plot(T, alpha_pinn, label=r'$\alpha_{PINN}(T)$')
        # ax[2].plot(T_fdm, alpha_fdm, 'g-', marker='x', label=r'$\alpha_{FDM}(T)$')

        ax[0].set_ylim(
            bottom=np.minimum(0.5*1e-2, np.min(alpha_pinn)),
            top=np.maximum(1.5*1e-2, np.max(alpha_pinn)),
        )
        ax[1].set_ylim(top=1)
        ax[0].set_xlim(0,1)
        ax[1].set_xlim(0,1)
        ax[0].set_ylabel(r'$\alpha$')
        ax[0].set_xlabel(r'$x$')
        twinxax.yaxis.set_label_position("right")
        twinxax.set_ylabel(r'Relativt fel, $100\cdot(\alpha_{PINN}/\alpha_{exakt}-1)$')
        ax[1].set_ylabel(r'$T$')
        ax[1].set_xlabel(r'$x$')
        # ax[2].set_xlabel(r'$T$')
        # ax[2].set_ylabel(r'$\alpha(T)$')
        ax[0].set_title('a)')
        ax[1].set_title('b)')
        # align_yaxis(ax[0], twinxax, nticks=5)

        # for i,a in enumerate(ax):
        lines, labels = ax[0].get_legend_handles_labels()
        lines2, labels2 = twinxax.get_legend_handles_labels()
        ax[0].legend(lines + lines2, labels + labels2, loc='lower left')#, ncol=2)
        # ax[0].legend(loc='lower left')#, ncols=2)
        ax[0].grid(visible=True)
        # ax[1].legend('upper left')
        lines, labels = ax[1].get_legend_handles_labels()
        ax[1].legend(lines[::-1], labels[::-1], loc='upper left').set_zorder(2)
        for line in ax[1].lines:
            line.set_zorder(3)
        ax[1].grid(visible=True)

        plt.tight_layout()
        fig.canvas.draw()
        next_alpha.pop(0)
    exit_flag = True
    return

def on_close(event):
    global exit_flag
    exit_flag = True

exit_flag = False
next_alpha = ['1']
if __name__ == '__main__':
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-m', '--model', type=str, help='Name of model to use')
    parser.add_argument('-l', '--load', type=str, help='Model weights to load')
    parser.add_argument('-D', '--DNS', type=str, help='DNS to load')
    parser.add_argument('-N', '--no-noise', action='store_true', help='Don\'t add noise to T')
    args = parser.parse_args()

    model, n_inp = pinn.MODELS_DICT[args.model]
    model = model(activation='tanhrelu', activation_out='id')
    model.logger.debug(f'Loading model "{model.__name__}"')
    if args.load:
        model.load_model(args.load)
        model.logger.debug(f'{model.get_arch() = }')
    # else:
    #     # model.load_model('models/y20gta-a-large-data-trained.pt')
    #     model.load_model('test-trained.pt')
    if args.DNS:
        model.load_DNS(args.DNS)
    else:
        model.load_DNS('t20-training.txt')

    font = {
        # 'family' : 'normal',
        # 'weight' : 'bold',
        'size'   : 17,
    }
    plt.rc('font', **font)
    # fig, ax = plt.subplots(1,3, figsize=(18,6))
    fig, ax = plt.subplots(1,2, figsize=(12,6))
    # plt.subplots_adjust(bottom=0.2)
    ax[0].set_ylabel(r'$\alpha$')
    ax[0].set_xlabel(r'$x$')
    ax[0].grid(visible=True)
    twinxax = ax[0].twinx()
    # twinxax.set_ylabel(r'Relativt fel $100\cdot(\alpha_{exakt}-\alpha_{PINN})/\alpha_{exakt}$', loc='center')
    ax[1].set_ylabel(r'$T$')
    ax[1].set_xlabel(r'$x$')
    ax[1].grid(visible=True)
    # ax[2].set_xlabel(r'$T$')
    # ax[2].set_ylabel(r'$\alpha(T)$')
    # ax[2].grid(visible=True)
    fig.canvas.mpl_connect('close_event', on_close)

    plt.show(block=False)

    update_thread = threading.Thread(target=update_loop)
    update_thread.start()
    input_loop()

    update_thread.join()

'''
1+x/3
1+exp(-10*(x-0.4)**2)/2-x**2/3
1+sin(6*x**2)/10
1+sin(6*x**2)/10+x/3


exp(-(x-0.5)**2)
1+exp(-10*(x-0.5)**2)
1+1/(1+exp(-10*(x-0.5)))
'''







gen.py

#!/usr/bin/env python
import importlib
import itertools
import os
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

p1D = importlib.import_module('poisson-1D')
# def compute(*args, **kwargs):
#     yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos = p1D.compute(*args, **kwargs)
#     vist = vist / vist[0] * viscos
#     return yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos
compute = p1D.compute

viscos = [
    # 0.005,
    0.01,
    # 0.05,
]

# Formel för vist, filnamn/-prefix
# TODO: lägg in [::-1] för vissa?
small_vists = [
    ('1', 'const'),
    ('1 + y', 'lin1'),
    ('0.5 + y', 'lin2'),
    ('2 - y', 'lin3'),
    ('1.5 - y', 'lin4'),
    ('1 + 0.7*y*(1-y)', 'quad1'),
    ('1 - 0.63*y*(1-y)', 'quad2'),
    ('0.7 + 0.3*(y-0.3)**2', 'quad3'),
    ('0.8 + 0.5*(y-0.8)**2', 'quad4'),
    ('1 + 0.5*sin(2*pi*y)', 'sin1'),
    ('1 + 0.4*sin(2*pi*y+1)', 'sin2'),
    ('1 + 0.2*sin(3*pi*y)', 'sin3'),
    ('1 + 0.45*sin(3*pi*y+1)', 'sin4'),
    ('1 + 0.5*cos(2*pi*y)', 'cos1'),
    ('1 + 0.5*cos(2*pi*y+1)', 'cos2'),
    ('1 + 0.5*cos(3*pi*y)', 'cos3'),
    ('1 + 0.3*cos(3*pi*y-0.5)', 'cos4'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-23*(y-0.3)))', 'sigmoid1'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-15*(y-0.5)))', 'sigmoid2'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-20*(y-0.7)))', 'sigmoid3'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-23*(0.8-y)))', 'sigmoid4'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-28*(0.6-y)))', 'sigmoid5'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-17*(0.4-y)))', 'sigmoid6'),
    ('1 + 1/(1 + exp(-24*(0.2-y)))', 'sigmoid7'),
]

big_vists = [('1', 'const')]
# Add linear:
ms, ks = np.linspace(0.5, 2, 5), np.linspace(-1, 1, 5)
i = 0
for (m,k) in itertools.product(ms, ks):
    if m+k <= 0:
        continue
    i += 1
    big_vists.append((f'{m} + {k}*y', f'linear{i}'))

# Add quadratic
as_, bs, cs = np.linspace(0.2, 0.9, 3), np.linspace(0.1, 1, 3), np.linspace(0, 1, 3)
for i,(a,b,c) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs)):
    big_vists.append((f'{a} + {b}*(y-{c})**2', f'quad{i}.1'))
bs, cs, ds = np.linspace(-1, 0, 3), np.linspace(1, 2, 3), [0.1, 0.63]
for i,(a,b,c,d) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs,ds)):
    big_vists.append((f'{a}-{d}*(y-{b})*(y-{c})', f'quad{i}.2'))

# Add sinusoidal
As, fs, phs = np.linspace(0.05, 0.6, 3), 2*np.pi*np.linspace(0.1, 3, 3), np.linspace(-np.pi, np.pi, 3)
for i,(a,f,p) in enumerate(itertools.product(As, fs, phs)):
    big_vists.append((f'1+{a}*sin({f}*x+{p})', f'sin{i}'))

# Add sigmoid
cs, ds = np.linspace(-40, -1, 5), np.linspace(0.1, 0.9, 5)
for i,(c,d) in enumerate(itertools.product(cs,ds)):
    big_vists.append((f'1+1/(1+exp({c}*(y-{d})))', f'sigmoid{i}.1'))
    big_vists.append((f'1+1/(1+exp({-1*c}*(y-{d})))', f'sigmoid{i}.2'))

# Add gaussian
as_, bs, cs, ds = [0.5, 1.1], [0.23, 0.5, 0.71], [19, 26, 37], np.linspace(0.15, 0.85, 3)
for i,(a,b,c,d) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs, ds)):
    big_vists.append((f'{a}+{b}*exp(-{c}*(x-{d})**2)', f'gauss{i}.1'))
as_ = [1, 1.24, 1.73]
for i,(a,b,c,d) in enumerate(itertools.product(as_, bs, cs, ds)):
    big_vists.append((f'{a}-{b}*exp(-{c}*(x-{d})**2)', f'gauss{i}.2'))

# Choose vists
# vists = small_vists
vists = big_vists

ndups = 0
for i,v in enumerate(vists):
    if v[1] in [t[1] for t in vists[i+1:]]:
        print(f'Found duplicate name "{v[1]}" at index {i}')
        ndups += 1
if ndups:
    exit(-1)

# Boundary conditions
BCS = [
    # (0,0),
    (0,1),
    # (1,0),
]

# Source terms
SS = [
    # 1,
    0,
]
nd = 300 # antal diskretiseringspunkter


def gen_example(fn_in, fn_out, tup_sz=3):
    '''
    Generate tuples of equaly spaced Ts centered around a y value, which is swept over (0,1)
    '''
    # Read DNS
    DNS = np.loadtxt(fn_in)
    y_DNS = DNS[:,0]
    k_DNS = DNS[:,1]
    dkdy_DNS = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
    vist_DNS = DNS[:,4]
    viscos_DNS = DNS[:,5]
    N = n = y_DNS.shape[0]
    dy = y_DNS[1] - y_DNS[0]

    # Create distances between samples
    np.random.seed(0xff)
    nds = 1
    dy2ds = lambda delta: np.ceil(delta/dy, dtype=int, casting='unsafe')
    dys = np.random.uniform(0.01, 0.1, size=nds)
    dys = np.array([0.05])
    ds = dy2ds(dys)

    # Index to start/end from in DNS data to not go out of bounds
    md = np.max(ds*tup_sz//2)+1
    # Number of samples in interval
    N2 = 200
    # Center points for all tupels
    y_smpl = np.linspace(
        np.min(y_DNS[md:-md]),
        np.max(y_DNS[md:-md]),
        num=N2
    ).reshape((N2,1))

    # Arrays to store the triplets
    ys = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    ks = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    dks = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    ddks = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    vs = np.zeros((nds, N2, tup_sz))
    deltas = np.zeros((nds, N2, 1))
    viscs = viscos_DNS[:N2].reshape((N2,1))
    for i,d in enumerate(ds):
        diffs = np.array(list(range(tup_sz))).reshape((1,tup_sz)) - tup_sz//2
        new_ys = y_smpl + d*dy*diffs
        ys[i,:,:] = new_ys
        ks[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, k_DNS)
        dks[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, dkdy_DNS)
        ddks[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, d2kdy2_DNS)
        vs[i,:,:] = np.interp(ys[i,:,:], y_DNS, vist_DNS)
        deltas[i,:,:] = dy*d

    # Formatera om data innan sparning
    ys = np.concat(ys, axis=0)
    vs = np.concat(vs, axis=0)
    ks = np.concat(ks, axis=0)
    dks = np.concat(dks, axis=0)
    ddks = np.concat(ddks, axis=0)
    deltas = np.concat(deltas, axis=0)
    conc = np.c_[ys, ks, dks, ddks, vs, deltas, viscs]
    np.savetxt(fn_out, conc)
    return


def gen_example_2(fn_in, fn_out, N_meas=10, N_ys=73):
    '''
    Extract N_meas Ts on the interval (0,1), and then sweep y across (0,1).
    '''
    # Read DNS
    DNS = np.loadtxt(fn_in)
    y_DNS = DNS[:,0]
    k_DNS = DNS[:,1]
    dkdy_DNS = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
    vist_DNS = DNS[:,4]
    viscos_DNS = DNS[:,5]
    N = n = y_DNS.shape[0]
    dy = y_DNS[1] - y_DNS[0]

    # y inputs to model = points to train the model in
    y_locs = np.linspace(0, 1, N_ys+2, endpoint=True)[1:-1].reshape((N_ys,1))
    # The model's input measurments' locations
    y_meas_locs = np.linspace(0, 1, N_meas+2, endpoint=True)[1:-1]
    y_meas_locs = np.resize(y_meas_locs, (N_ys,N_meas))

    ys = y_meas_locs
    ks = np.interp(ys, y_DNS, k_DNS)
    ks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, k_DNS)
    dks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, dkdy_DNS)
    ddks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, d2kdy2_DNS)
    vist2 = np.interp(y_locs, y_DNS, vist_DNS)
    viscs = np.interp(ys[:,0:1], y_DNS, viscos_DNS)
    conc = (ys, ks, y_locs, ks2, dks2, ddks2, vist2, viscs)
    conc = np.concat(conc, axis=1)

    np.savetxt(fn_out, conc)
    return

def gen_example_3(fn_in, fn_out, N_meas=10, N_ys=73):
    '''
    Same as gen_example_2, but also include boundary conditions for alpha
    '''
    # Read DNS
    DNS = np.loadtxt(fn_in)
    y_DNS = DNS[:,0]
    k_DNS = DNS[:,1]
    dkdy_DNS = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
    vist_DNS = DNS[:,4]
    viscos_DNS = DNS[:,5]
    N = n = y_DNS.shape[0]
    dy = y_DNS[1] - y_DNS[0]

    # y inputs to model = points to train the model in
    y_locs = np.linspace(0, 1, N_ys+2, endpoint=True)[1:-1].reshape((N_ys,1))
    # The model's input measurments' locations
    y_meas_locs = np.linspace(0, 1, N_meas+2, endpoint=True)
    y_meas_locs = np.resize(y_meas_locs, (N_ys,N_meas))

    ys = y_meas_locs
    ks = np.interp(ys, y_DNS, k_DNS)
    ks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, k_DNS)
    dks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, dkdy_DNS)
    ddks2 = np.interp(y_locs, y_DNS, d2kdy2_DNS)
    vist2 = np.interp(y_locs, y_DNS, vist_DNS)
    viscs = np.interp(ys[:,0:1], y_DNS, viscos_DNS)
    BC = np.array([[vist_DNS[0], vist_DNS[1]]]*N_ys)
    conc = (ys, ks, y_locs, ks2, dks2, ddks2, vist2, viscs, BC)
    conc = np.concat(conc, axis=1)

    np.savetxt(fn_out, conc)
    return


def main(out_N=3, out_file='', out_folder='', recalc=False):
    if out_file and out_folder:
        pass
    elif out_N == 3:
        out_file   = 'tripplets-training.txt'
        out_folder = 'tripplets'
    elif out_N == 5:
        out_file   = 'quints-training.txt'
        out_folder = 'quints'
    elif out_N == 10:
        out_file   = 'decs-training.txt'
        out_folder = 'decs'
    elif out_N == 20:
        out_file   = 't20-training.txt'
        out_folder = 't20'
    else:
        out_file = f't{out_N}-training.txt'
        out_folder = f't{out_N}'
        # raise(Exception('No out_file or out_folder specified!'))
    file_names = []
    # Generera DNS-data för alla kombinationer av parametrar
    for vs, vist_fn, bc, s in itertools.product(viscos, vists, BCS, SS):
        vist, fn = vist_fn
        fn += f'-nd-{nd}-v-{vs:.3f}-bc-{bc[0]}-{bc[1]}-s-{s}.txt'
        file_names.append(fn)
        if not recalc and os.path.exists(f'DNS-1D/{fn}'):
            print(f'Skipping "DNS-1D/{fn}" since it already exists')
            continue
        print(f'>>> "DNS-1D/{fn}", {vist = }, viscos = {vs:.2g}, S = {s:.2g}, {bc = }')
        compute(vist, viscos=vs, nj=nd, source=s, boundary_condition=bc, out_file=f'DNS-1D/{fn}')
    # Gör om DNS-data till önskade formatet för träningsdata
    for fn in file_names:
        print(f'\rKonverterar {fn}...', end=' '*20)
        # gen_example(f'DNS-1D/{fn}', f'{out_folder}/{fn}', tup_sz=out_N)
        # gen_example_2(f'DNS-1D/{fn}', f'{out_folder}/{fn}', N_meas=out_N)
        gen_example_3(f'DNS-1D/{fn}', f'{out_folder}/{fn}', N_meas=out_N)
    print()
    # Samla alla träningsexempel i en fil
    print('>>>', f'cat {out_folder}/<files> > {out_file}')
    os.system(f'echo > {out_file}')
    for f in file_names:
        os.system(f'cat {out_folder}/{f} >> {out_file}')
    return


if __name__ == '__main__':
    import argparse
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-n', type=int, default=3,
                        help='Number of elements in each tuple.')
    parser.add_argument('-f', type=str, help='File name of DNS data and out name.')
    parser.add_argument('-d', type=str, help='Out directory for training examples.')
    parser.add_argument('-r', '--recalc', action='store_true',
                        help='Recalculate already existing DNS data.')
    args = parser.parse_args()
    kwds = {k:v for k,v in args._get_kwargs()}
    kwds['out_N'] = kwds.pop('n')
    kwds['out_file'] = kwds.pop('f')
    kwds['out_folder'] = kwds.pop('d')
    main(**kwds)







main.py

#!/usr/bin/env python
from ast import literal_eval
import argparse
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import torch
import torch.nn as nn
import torch.optim as optim
from PINN import BaseModel, BatchedBaseModel, ConvBatchedModel

def DNS_loader_factory(fname, n):
    '''
    Decorator creator for the load_DNS method in the models,
    which all share the same patter in the beginning.
    '''
    def decorator(load_DNS):
        def load_DNS_wrapper(self, fname=fname, *args, **kwargs):
            self.logger.debug('Loading DNS data...')
            self.DNS = np.loadtxt(fname, delimiter=' ')
            self.y_DNS_np = self.DNS[:,0:n]
            self.k_DNS_np = self.DNS[:,n:2*n]
            self.dkdy_DNS_np = self.DNS[:,2*n:3*n]
            self.d2kdy2_DNS_np = self.DNS[:,3*n:4*n]
            self.vist_DNS_np = self.DNS[:,4*n:5*n]
            self.deltas_DNS = self.DNS[:,5*n:5*n+1]
            self.viscos_DNS = self.DNS[:,5*n+1:5*n+2]

            self.y_DNS = torch.tensor(
                self.y_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=True,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.k_DNS = torch.tensor(
                self.k_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.dkdy_DNS = torch.tensor(
                self.dkdy_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.d2kdy2_DNS = torch.tensor(
                self.d2kdy2_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.vist_DNS = torch.tensor(
                self.vist_DNS_np[:,n//2],
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            return load_DNS(self, *args, **kwargs)
        return load_DNS_wrapper
    return decorator

def DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt'):
    return DNS_loader_factory(fname=fname, n=3)

def DNS_loader_5(fname='quints-training.txt'):
    return DNS_loader_factory(fname=fname, n=5)

def DNS_loader_factory_global(fname, n):
    '''
    Decorator creator for the load_DNS method in the models,
    which all share the same patter in the beginning.
    '''
    def decorator(load_DNS):
        def load_DNS_wrapper(self, fname=fname, *args, **kwargs):
            self.logger.debug('Loading DNS data...')
            self.DNS = np.loadtxt(fname, delimiter=' ')
            self.ys_DNS_np = self.DNS[:,0:n]
            self.ks_DNS_np = self.DNS[:,n:2*n]
            self.y_locs_DNS_np = self.DNS[:,2*n:2*n+1]
            self.k_DNS_np = self.DNS[:,2*n+1:2*n+2]
            self.dkdy_DNS_np = self.DNS[:,2*n+2:2*n+3]
            self.d2kdy2_DNS_np = self.DNS[:,2*n+3:2*n+4]
            self.vist_DNS_np = self.DNS[:,2*n+4:2*n+5]
            self.viscos_DNS = self.DNS[:,2*n+5:2*n+6]

            self.y_DNS = torch.tensor(
                self.y_locs_DNS_np,
                requires_grad=True,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.k_DNS = torch.tensor(
                self.k_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.dkdy_DNS = torch.tensor(
                self.dkdy_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.d2kdy2_DNS = torch.tensor(
                self.d2kdy2_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            self.vist_DNS = torch.tensor(
                self.vist_DNS_np,
                requires_grad=False,
                dtype=torch.float32
            ).view((-1, 1))
            return load_DNS(self, *args, **kwargs)
        return load_DNS_wrapper
    return decorator

def DNS_loader_global_10(fname='deca-training.txt'):
    return DNS_loader_factory_global(fname=fname, n=10)

def DNS_loader_global_20(fname='t20-training.txt'):
    return DNS_loader_factory_global(fname=fname, n=20)

######## Model definitions ########

class Y3T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([y_DNS, f(y_DNS-delta), f(y_DNS), f(y_DNS+delta)]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class YA3T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, viscos, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos_DNS = DNS[:,5]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([y_DNS, viscos_DNS, f(y_DNS-delta), f(y_DNS), f(y_DNS+delta)]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y5T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_5(fname='quints-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([
            y_DNS, f(y_DNS-delta*2),
            f(y_DNS-delta), f(y_DNS),
            f(y_DNS+delta), f(y_DNS+delta*2)
        ]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class YA5T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_5(fname='quints-training.txt')
    def load_DNS(self):
        tmp = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, viscos, tmp), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos_DNS = DNS[:,5]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs: np.interp(xs, y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([
            y_DNS, viscos_DNS, f(y_DNS-delta*2),
            f(y_DNS-delta), f(y_DNS),
            f(y_DNS+delta), f(y_DNS+delta*2)
        ]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class YTdT(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.k_DNS, self.dkdy_DNS), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS    = DNS[:,0]
        k_DNS    = DNS[:,1]
        dkdy_DNS = DNS[:,2]
        arrs = np.array([y_DNS, k_DNS, dkdy_DNS]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in


class YTdTd2T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        self.training_input = torch.cat(
            (self.y_DNS, self.k_DNS, self.dkdy_DNS, self.d2kdy2_DNS),
            dim=1
        )
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS      = DNS[:,0]
        k_DNS      = DNS[:,1]
        dkdy_DNS   = DNS[:,2]
        d2kdy2_DNS = DNS[:,3]
        arrs = np.array([y_DNS, k_DNS, dkdy_DNS, d2kdy2_DNS]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y3T3dT3d2T(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_3(fname='tripplets-training.txt')
    def load_DNS(self):
        ks = torch.tensor(self.k_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        dks = torch.tensor(self.dkdy_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        d2ks = torch.tensor(self.d2kdy2_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks, dks, d2ks), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS   = DNS[:,0]
        k_DNS   = DNS[:,1]
        dk_DNS  = DNS[:,1]
        d2k_DNS = DNS[:,1]
        delta = self.deltas_DNS[0,0]
        f = lambda xs, DNS: np.interp(xs, y_DNS, DNS)
        ks   = [f(y_DNS-delta, k_DNS),   f(y_DNS, k_DNS),   f(y_DNS+delta, k_DNS)]
        dks  = [f(y_DNS-delta, dk_DNS),  f(y_DNS, dk_DNS),  f(y_DNS+delta, dk_DNS)]
        d2ks = [f(y_DNS-delta, d2k_DNS), f(y_DNS, d2k_DNS), f(y_DNS+delta, d2k_DNS)]
        arrs = np.array([y_DNS, *ks, *dks, *d2ks]).T
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y10GT(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_global_10(fname='deca-training.txt')
    def load_DNS(self):
        # y, *10T → a(y)
        # gör om 10T,ys,a(ys) till [[10T, y0, a0], [10T,y1,a1],...]
        ks = torch.tensor(self.ks_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        ks = np.interp(self.ys_DNS_np[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y10GTA(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_global_10(fname='deca-training.txt')
    def load_DNS(self):
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        ks = torch.tensor(self.ks_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks, viscos), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        tmp = np.interp(self.ys_DNS_np[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *tmp, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class Y20GTA(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    @DNS_loader_global_20(fname='t20-training.txt')
    def load_DNS(self):
        viscos = torch.tensor(self.viscos_DNS, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        ks = torch.tensor(self.ks_DNS_np, requires_grad=True, dtype=torch.float32)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, ks, viscos), dim=1)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        ks = np.interp(self.ys_DNS_np[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BY20GTA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 20, random=False)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.viscos_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BRY20GTA(BY20GTA):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def __call__(self, inp):
        if len(inp.shape) == 2:
            return super().__call__(inp)*inp[:,-1:]
        return super().__call__(inp)*inp[-1]

class BY40GTA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 40, random=False)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.viscos_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BY100GTA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 100, random=False)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.viscos_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        viscos = DNS[0,-1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, viscos) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class BY100GTBCA(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch):
        super().unpack_batch(batch, 100, random=False)
        n=100
        self.BC = batch[:,2*n+6:2*n+8]
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS, self.BC), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        alpha = DNS[:,4]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks, alpha[0], alpha[-1]) for y in y_DNS])
        # print(alpha[0], alpha[-1])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvBY20GT(ConvBatchedModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 21
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=False):
        n=20
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvRandBY20GT(ConvBatchedModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 21
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=True):
        n=20
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvBY100GT(ConvBatchedModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 101
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=False):
        n=100
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

class ConvRandBY100GT(ConvBY100GT):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        kwargs['N_input']  = 101
        kwargs['N_output'] = 1
        kwargs['nskip']    = 1
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__

    def unpack_batch(self, batch, random=True):
        n=100
        super().unpack_batch(batch, n, random=random)
        self.training_input = torch.cat((self.y_DNS, self.ks_DNS), dim=1)
        self.training_input.requires_grad_(True)
        self.training_output = self.vist_DNS

    def dns2input(self, DNS):
        y_DNS = DNS[:,0]
        k_DNS = DNS[:,1]
        self.unpack_batch(next(iter(self.batches)))
        ks = np.interp(self.ys_DNS[0,:], y_DNS, k_DNS)
        arrs = np.array([(y, *ks) for y in y_DNS])
        m_in = torch.tensor(arrs, requires_grad=False, dtype=torch.float32)
        return m_in

######## Plotting ########

def plot_history(model, fn=''):
    #### Plot loss history ####
    if not fn:
        fn = f'figures/{model.__name__}-loss.png'
    fig, ax = plt.subplots(nrows=1, ncols=1, figsize=(10,7))
    ax.semilogy(model.de_loss_history, color='b', label='DE')
    ax.semilogy(model.data_loss_history, color='r', label='Data ')
    ax.semilogy(model.total_loss_history, 'k--', label='Total kostnad')
    err = model.total_loss_history - (model.de_loss_history + model.data_loss_history)
    ax.semilogy(err, 'g-', label='Övriga bidrag')
    ax2 = ax.twinx()
    ax2.semilogy(model.LR_history, 'y--', label='$\\eta$')
    ax2.set_ylabel('Inlärningshastighet $\\eta$')
    ax.set_xlabel('Epok')
    ax.set_ylabel('Kostnad')
    ax.set_xlim(0,65_000)
    # ax.set_title('Error')
    ax.grid(visible=True)

    handles1, labels1 = ax.get_legend_handles_labels()
    handles2, labels2 = ax2.get_legend_handles_labels()
    plt.legend([*handles1[:2], *handles2, *handles1[2:]], [*labels1[:2], *labels2, *labels1[2:]], loc='best', ncol=2)
    # ax.legend(loc='upper right')
    plt.tight_layout()
    plt.savefig(fn)
    plt.show()
    return

def plot_prediction(model, fn=''):
    if not fn:
        fn = f'figures/{model.__name__}-vs-DNS.png'
    # Load new DNS data not in training data
    DNS = np.genfromtxt('y-k-dkdy-d2kdy2-vist-1D.txt')
    y_DNS_np      = DNS[:,0]
    k_DNS_np      = DNS[:,1]
    dkdy_DNS_np   = DNS[:,2]
    d2kdy2_DNS_np = DNS[:,3]
    vist_DNS_np   = DNS[:,4]

    # Plot vist prediction and DNS
    fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,10))
    # ax.plot(y_DNS_np, vist_DNS_np, 'r:', linewidth=5, label=r'$\nu_{\mathrm{DNS}}$')
    ax.plot(y_DNS_np, vist_DNS_np, 'r:', linewidth=5, label=r'$\alpha_{\mathrm{DNS}}$')

    m_in = model.dns2input(DNS)
    pred = model(m_in).detach().numpy()
    # ax.plot(y_DNS_np[1:-1], pred[1:-1], 'k', label=r'$\nu_{\mathrm{PINN}}$')
    ax.plot(y_DNS_np[1:-1], pred[1:-1], 'k', label=r'$\alpha_{\mathrm{PINN}}$')

    # Compute y-axis bounds
    ylower  = np.minimum(np.min(vist_DNS_np), np.min(pred))
    yupper  = np.maximum(np.max(vist_DNS_np), np.max(pred))
    diff   = yupper - ylower
    ylower -= 0.1 * diff
    yupper += 0.1 * diff

    ax.set_ylim((np.minimum(0, ylower), yupper))
    ax.set_xlim((0, 1))
    ax.set_xlabel('$y$')
    # ax.set_ylabel(r'$\nu_t$')
    ax.set_ylabel(r'$\alpha$')
    ax.grid(visible=True)

    # Temperatur på sin egen y-axel
    ax2 = ax.twinx()
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], k_DNS_np[1:-1], label='$k_{DNS}$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], y_DNS_np[1:-1], 'k--', linewidth='2', label='$k=y$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], dkdy_DNS_np[1:-1], label='$Dk_{DNS}$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], d2kdy2_DNS_np[1:-1], label='$D^2k_{DNS}$')
    ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], k_DNS_np[1:-1], label='$T_{DNS}$')
    ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], y_DNS_np[1:-1], 'k--', linewidth='2', label='$T=y$')

    # dy = model.deltas_DNS[0,0]
    # ys = [0.5-dy, 0.5, 0.5+dy]
    # ts = np.interp(ys, y_DNS_np[1:-1], k_DNS_np[1:-1])
    # ax2.scatter(ys, ts, color='k', marker='X', s=90, zorder=4, label='Model input')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], dkdy_DNS_np[1:-1], label='$D_yT_{DNS}$')
    # ax2.plot(y_DNS_np[1:-1], d2kdy2_DNS_np[1:-1], label='$D_y^2T_{DNS}$')
    # ax2.set_ylim((np.min(k_DNS_np), np.max(k_DNS_np)))
    ax2.set_ylabel(r'$T$')
    # ax2.set_ylabel(r'$k$')
    # Sort legend
    handles1, labels1 = ax.get_legend_handles_labels()
    handles2, labels2 = ax2.get_legend_handles_labels()
    plt.legend([*handles2, *handles1], [*labels2, *labels1], loc='best')
    plt.tight_layout()
    plt.savefig(fn)
    plt.show(block=True)
    return

def load_model(model, fname, *args, **kwargs):
    checkpoint = torch.load(fname, weights_only=False)
    m = model(checkpoint['arch'], *args, **kwargs)
    m.load_model(fname)
    return m

######## Run and train the models ########
ALL_MODELS = [
    (Y3T, 4),
    (YTdT, 3),
    (YTdTd2T, 4),
    (Y3T3dT3d2T, 10),
    (Y5T, 6),
    (YA3T, 5),
    (YA5T, 7),
    (Y10GT, 11),
    (Y10GTA, 12),
    (Y20GTA, 22),
    (BY20GTA, 22),
    (BRY20GTA, 22),
    (BY40GTA, 42),
    (BY100GTA, 102),
    (BY100GTBCA, 103),
    (ConvBY20GT, 21),
    (ConvRandBY20GT, 21),
    (ConvBY100GT, 101),
    (ConvRandBY100GT, 101),
]
MODELS_DICT = {m.__name__: (m, ninp) for m,ninp in ALL_MODELS}

def main(args):
    try:
        MODEL, n_inp = ALL_MODELS[int(args.model_index)]
    except ValueError:
        MODEL, n_inp = MODELS_DICT[args.model_index]

    if args.load and args.save:
        print('You cannot specify both --load and --save at the same time')
        exit(-1)

    # print(args.arch)
    # arch = [20]*6 if not args.arch else args.arch
    # arch = ([20, 20, 15, 15, 10, 10], [51, 20, 20, 15, 15, 10, 10, 5, 1])
    if not args.load:
        model = MODEL(
            args.arch,
            N_input=n_inp,
            lr=args.learning_rate,
            max_epochs=args.max_epochs,
            activation='tanhrelu',
            activation_out='id',
        )

        model.install_optimizer()
        model.install_scheduler(
        optim.lr_scheduler.ReduceLROnPlateau,
        factor=0.5, patience=100, cooldown=500, min_lr=1e-8
        # factor=0.5, patience=50, cooldown=100, min_lr=5e-8
        )
        model.logger.debug(f'Choosing model "{model.__name__}"')

    if args.load:
        model = load_model(
            MODEL, args.load,
            N_input=n_inp,
            lr=args.learning_rate,
            max_epochs=args.max_epochs,
            activation='tanhrelu',
            activation_out='id',
        )
    elif args.save:
        model.save_model(args.save)

    model.install_scheduler(
        optim.lr_scheduler.ReduceLROnPlateau,
        factor=0.5, patience=100, cooldown=500, min_lr=1e-9
        # factor=0.5, patience=50, cooldown=100, min_lr=5e-8
    )

    def after():
        ''' Runs after training '''
        if args.save_trained:
            model.save_model(args.save_trained)
        return

    model.load_DNS(args.DNS)
    if not args.no_training:
        try:
            model.train()
        except Exception as e:
            after()
            raise(e)
        after()

    if args.no_plotting:
        return
    plt.rcParams['font.size'] = 16
    plot_history(model)
    plot_prediction(model)
    return

def Arch(s):
    # Function to parse the architecture of normal FFNN or the CNN models
    arch = literal_eval(s)
    # Normal FFNN arch
    if isinstance(arch, (list,tuple)) and all([isinstance(i, int) for i in arch]):
        return list(arch)
    # CNN arch
    if not isinstance(arch, (list, tuple)) or len(arch) != 2:
        raise Exception(f'Error: arch must be a list or tuple of length 2, not "{arch}"')
    if not isinstance(arch[0], (list, tuple)):
        raise Exception(f'Error: arch[0] must be a list or tuple, not "{arch[0]}"')
    if not isinstance(arch[1], (list, tuple)):
        raise Exception(f'Error: arch[1] must be a list or tuple, not "{arch[1]}"')
    if not all([isinstance(i, int) for i in arch[1]]):
        raise Exception(f'Error: all elements of arch[1] must be integers, not "{arch[1]}"')
    for it in arch[0]:
        if isinstance(it, int):
            continue
        if not isinstance(it, (list,tuple)):
            raise Exception(f'Error: all elements of arch[0] must be integers or tuples of integers, not like "{it}" in {arch[0]}"')
        if not all([isinstance(i,int) or i is None for i in it]):
            raise Exception(f'Error: all elements in arch[0] must be tuples or lists of integers or None')
    return list(arch[0]),list(arch[1])


if __name__ == '__main__':
    torch.autograd.set_detect_anomaly(True)
    torch.manual_seed(0xff)
    np.random.seed(0xff)

    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-s', '--save', type=str,
                        help='Filename to save the initial state of the model')
    parser.add_argument('-S', '--save-trained', type=str,
                        help='Filename to save the trained model')
    parser.add_argument('-l', '--load', type=str,
                        help='Filename to load the model state from before starting training')
    parser.add_argument('-r', '--learning-rate', type=float, default=0.02)
    parser.add_argument('-m', '--max-epochs', type=int, default=10_000)
    parser.add_argument('--DNS', type=str, default='tripplets-training.txt',
                        help='DNS file to load')
    parser.add_argument('--arch', type=Arch,
                        help='Architecture of the hidden layers of the network.')
    parser.add_argument('--model-index', type=str, default='0', help='Index of model to choose.')
    parser.add_argument('--no-training', action='store_true',
                        help='Skip training the model and only create the plots. Should be used together with --load')
    parser.add_argument('--no-plotting', action='store_true', help='Skip plotting.')
    args = parser.parse_args()
    main(args)







PINN.py

#!/usr/bin/env python
import logging
from os import path
from sys import stdout, exc_info
import traceback

import numpy as np
import torch
import torch.nn as nn
import torch.optim as optim
from torch.autograd import grad

tanh = nn.Tanh()
leakyrelu = nn.LeakyReLU(0.5)
softplus = nn.Softplus()

activ_funcs = {
    'tanh': nn.Tanh(),
    'relu': lambda x: 0.5*leakyrelu(x),
    'tanhrelu': lambda x: (1+torch.abs(leakyrelu(x))/10)*tanh(x),
    'id': nn.Identity(),
    'softplus': lambda x: softplus(x),
    'negexp': lambda x: torch.where(x<0, torch.exp(x), x+1),
    'tanhexp': lambda x: torch.exp(15*tanh(x/15)),
}

class Quadratic(nn.Module):
    '''
    TODO: the parameter values cannot be restored
    Q(x) = x^TAx + Bx + C
    '''
    def __init__(self, inf, outf, **kwargs):
        super().__init__()
        self.quad = nn.Bilinear(inf, inf, outf, bias=False, **kwargs)
        self.lin = nn.Linear(inf, outf, **kwargs)
        self.in_features = inf
        self.out_features = outf

    def forward(self, x):
        return self.quad.forward(x, x) + self.lin.forward(x)

    def reset_parameters(self):
        self.lin.reset_parameters()
        self.quad.reset_parameters()

    def extra_repr(self):
        return self.lin.extra_repr() + ', ' + self.quad.extra_repr()


############ Neural network classes ############

class NNModel(nn.Module):
    def __init__(self, arch, activation='tanh', activation_out='id', activation_dict=activ_funcs):
        '''
        arch: List of number of nodes in each layer of the NN
        activation: the name of the activation function to use
        activation_out: the name of the activation function for the output layer.
        activation_dict: a dictionary containing the mapping from strings to actiation functions
        '''
        super().__init__()
        assert(len(arch) >= 2)
        self.layers = []
        self.n_parameters = 0
        self.set_arch(arch)
        self.activ_name = activation
        self.activ_out_name = activation_out
        self.activ = activation_dict[activation]
        self.activ_out = activation_dict[activation_out]

    def forward(self, x):
        out = x
        for layer in self.layers[:-1]:
            out = self.activ(layer(out))
        out = self.activ_out(self.layers[-1](out))
        return out

    def get_arch(self):
        ''' Returns the number of nodes in each layer of the NN '''
        return [l.in_features for l in self.layers] + [self.layers[-1].out_features]

    def set_arch(self, arch, full=True):
        assert(full==True)
        if self.layers:
            del self.layers
        self.layers = nn.ModuleList([
            nn.Linear(in_features=fi, out_features=fo)
            for fi,fo in zip(arch, arch[1:])
        ])
        # self.layers = nn.ModuleList(
        #     # [Quadratic(arch[0], arch[0])] + \
        #     [nn.Linear(in_features=fi, out_features=fo)
        #      for fi,fo in zip(arch, arch[1:-2])] + \
        #     # [Quadratic(arch[-2], 5)] + \
        #     [nn.Linear(in_features=(5, arch[-2])[1], out_features=arch[-1])]
        # )
        self.n_parameters = sum(p.data.nelement() for p in self.parameters())

class ConvNNModel(nn.Module):
    def __init__(self, arch, activation='tanh', activation_out='id', activation_dict=activ_funcs, nskip=1, full=False):
        '''
        arch: See set_arch for how to specify arch
        activation: the name of the activation function to use
        activation_out: the name of the activation function for the output layer.
        activation_dict: a dictionary containing the mapping from strings to actiation functions
        nskip: number of elements to skip from the beginning of the model inputs to not send into the CNN part of the network
        '''
        super().__init__()
        assert(len(arch) >= 2)
        self.conv_layers = []
        self.layers = []
        self.n_parameters = 0
        self.activ_name = activation
        self.activ_out_name = activation_out
        self.activ = activation_dict[activation]
        self.activ_out = activation_dict[activation_out]
        self.nskip = nskip
        self.set_arch(arch, full=full)

    def forward_conv(self, x):
        # Add new dimension for number of in channels
        out = x.unsqueeze(1)
        for i,layer in enumerate(self.conv_layers):
            # print(i, layer, out.shape)
            out = layer(out)
            # Don't apply activation to pooling layers.
            # NOTE: this might need to be commented out when using older saved models
            if not isinstance(layer, (nn.AdaptiveMaxPool1d, nn.AdaptiveAvgPool1d)):
                out = self.activ(out)
            # Only apply activation after conv. layer and not pooling layer
            # if i%2==0:
            #     out = self.activ(out)
        # Concatenate dimension 2 & 3
        out = torch.flatten(out, start_dim=1)
        return out

    def forward(self, x):
        # Skip first value of input (y-coordinate) before convolution
        conved = self.forward_conv(x[:,self.nskip:])
        # print(f'{conved.shape = }')
        out = torch.cat((x[:,:self.nskip], conved), dim=1)
        # print(f'{out.shape    = }')
        for layer in self.layers[:-1]:
            out = self.activ(layer(out))
        # print(f'{out.shape    = }')
        out = self.activ_out(self.layers[-1](out))
        # print(f'{out.shape    = }')
        return out

    def get_arch(self):
        ''' Returns the number of nodes in each layer of the NN '''
        # cnn_arch = []
        # nn_arch = [l.in_features for l in self.layers] + [self.layers[-1].out_features]
        return self.total_arch # (cnn_arch, nn_arch)

    def set_arch(self, arch, full=False):
        '''
        arch: (conv_arch, nn_arch)
              Architecture for CNN and FFNN part
              conv_arch:
                  List with a mix of ints and tuples.
                  The tuples are of the form (n_channels_out, kernel_size, stride, pool_size)
                  Any part of the tail of the tuple can be dropped to use defaults
                  and any parameter (except n_cannels_out) can be passed as None
                  to use a default value.
                  A negative stride uses padding abs(stride)//2+1 with padding_mode replicate
                  A positive pool_size uses AdaptiveMaxPool1d and a negative AdaptiveAvgPool1d
              nn_arch: List[Int]
        '''
        conv_arch, nn_arch = arch

        # Parse CNN architecture
        # channels = [] if full else [1]
        channels = [1]
        kern_szs = []
        strides  = []
        pool_szs = []
        for t in conv_arch:
            ch, ksz, st, psz = 5, 5, 1, None
            if not isinstance(t,int):
                t = tuple(t)
                if len(t)>=1:
                    ch = t[0] if t[0] is not None else ch
                if len(t)>=2:
                    ksz = t[1] if t[1] is not None else ksz
                if len(t)>=3:
                    st = t[2] if t[2] is not None else st
                if len(t)>=4:
                    psz = t[3] if t[3] is not None else psz
            channels.append(ch)
            kern_szs.append(ksz)
            strides.append(st)
            pool_szs.append(psz)

        if pool_szs[-1] is not None and not full:
            # Last layer must have a fixed size
            # Add compatability layer between CNN and FFNN
            nn_arch = [channels[-1]*abs(pool_szs[-1])+self.nskip] + nn_arch
        else:
            # For compatability with already saved models, if pool_szs[-1] is None,
            # it is expected that the given architecture handles the transition
            # from CNN to the FFNN correctly.
            assert(nn_arch[0] == channels[-1]*abs(pool_szs[-1])+self.nskip)

        # Save architecture
        conv_arch = tuple(zip(channels[1:], kern_szs, strides, pool_szs))
        self.total_arch = (conv_arch, nn_arch)

        if self.layers:
            del self.layers

        cls = []
        for i,t in enumerate(conv_arch):
            chi, cho, ksz, st, psz = channels[i], *t
            if st>0:
                cls.append(nn.Conv1d(in_channels=chi, out_channels=cho, kernel_size=ksz, stride=st))
            else:
                cls.append(nn.Conv1d(in_channels=chi, out_channels=cho, kernel_size=ksz, stride=abs(st), padding=abs(st)//2+1, padding_mode='replicate'))

            if psz is not None:
                if psz > 0:
                    cls.append(nn.AdaptiveMaxPool1d(psz))
                elif psz < 0:
                    cls.append(nn.AdaptiveAvgPool1d(-psz))
                else:
                    raise Exception(f'Pooling size {psz = } cannot be zero!')
        self.conv_layers = nn.ModuleList(cls)

        self.layers = nn.ModuleList([
            nn.Linear(in_features=fi, out_features=fo)
            for fi,fo in zip(nn_arch, nn_arch[1:])
        ])
        self.n_parameters = sum(p.data.nelement() for p in self.parameters())



############ Classes for training/interracting with the models above ############

class PINN():
    def __init__(self, arch=None, N_input=10, N_output=1, lr=0.005, max_epochs=10_000, **kwargs):
        # Create a logger
        self.logger = logging.getLogger(__name__)
        # Log to stdout and set formatting
        handler = logging.StreamHandler(stdout)
        handler.setLevel(logging.DEBUG)
        formatter = logging.Formatter('%(levelname)s - %(asctime)s - %(name)s - %(message)s')
        handler.setFormatter(formatter)
        self.logger.addHandler(handler)
        self.logger.setLevel(logging.DEBUG)

        self.__name__ = self.__class__.__name__
        self.model = None
        self.N_input = N_input
        self.N_output = N_output
        self.optimizer = None
        self.scheduler = None
        self.source = 0 # Source term in PDE
        self.lr = lr
        self.epoch = 0
        self.max_epochs = max_epochs
        self.checkpoint = {}
        if arch:
            self.set_arch(arch, **kwargs)
            self.install_optimizer()
            self.install_scheduler()
        self.training_input = None
        self.training_output = None
        self.training_mode = False
        self._opt_sched_not_synched = True

    def load_DNS(self, fname):
        '''
        Loads the training data form the given file.
        Should set self.training_input and self.training_output.
        '''
        raise(NotImplementedError())

    def compute_data_loss(self, prediction):
        return torch.norm(prediction - self.training_output)

    def compute_loss(self):
        '''
        The loss function of the model.
        '''
        self.optimizer.zero_grad()
        prediction = self.model(self.training_input)
        loss_data = self.compute_data_loss(prediction)
        l1_regularization = torch.tensor(0.)
        for param in self.model.parameters():
            l1_regularization += torch.norm(param, p=1)
        loss = loss_data + 1e-4 * l1_regularization
        loss.backward()
        return loss

    def pre_train(self):
        ''' Code to run just before starting the training loop '''
        self.logger.debug(f'Running a total of {self.max_epochs} epochs...')
        return

    def train_loop(self):
        ''' The loop in which the model training happens '''
        self.loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        loss_min = 1e30
        while self.epoch < self.max_epochs:
            loss = self.compute_loss()
            self.optimizer.step()
            self.scheduler.step()
            self.epoch += 1
            loss_np = loss.detach().numpy()
            self.loss_history[self.epoch] = loss_np
            loss_min = np.minimum(loss_np, loss_min)
            print(f'\rEpoch {self.epoch+1: ^6}, Learning Rate: {self.scheduler.get_last_lr()[0]:.3g}, Loss: {loss_np: 4.4f}, Loss_min: {loss_min: 4.4f}', end=' '*10)

    def post_train(self):
        ''' Code to run after exiting the training loop '''
        print()

    def train(self):
        '''
        Starting the training loop for the model
        '''
        if self.model is None:
            raise(Exception('No model is loaded'))
        if self.training_input is None or self.training_output is None:
            raise(Exception('No DNS data is loaded. Run .load_DNS() first.'))
        if self._opt_sched_not_synched:
            raise(Exception('The scheduler is not using the current optimizer! Install the scheduler after installing the optimizer.'))

        self.logger.debug('Starting training...')
        self.pre_train()
        try:
            self.training_mode = True
            self.train_loop()
        except KeyboardInterrupt:
            print()
            self.logger.info('Exiting training loop because of KeyboardInterrupt')
        except Exception as e:
            self.logger.error('Encountered an exception! Running post_train()...')
            self.post_train()
            self.training_mode = False
            raise(e)
        finally:
            self.post_train()
            self.training_mode = False
            self.logger.debug('Finished training.')

    def load_checkpoint(self, checkpoint):
        self.set_arch(
            checkpoint['arch'], full=True,
            activation=checkpoint['model_activ_name'],
            activation_out=checkpoint['model_activ_out_name'],
        )
        self.model.load_state_dict(checkpoint['model_state_dict'])
        self.epoch = checkpoint.get('epoch', 0)
        oo, oargs, okwargs = checkpoint['optimizer']
        self.install_optimizer(oo, *oargs, **okwargs)
        self.optimizer.load_state_dict(checkpoint['optimizer_state_dict'])
        ss, sargs, skwargs = checkpoint['scheduler']
        self.install_scheduler(ss, *sargs, **skwargs)
        self.scheduler.load_state_dict(checkpoint['scheduler_state_dict'])

    def create_checkpoint(self):
        self.checkpoint.update({
            'epoch': self.epoch,
            'arch': self.get_arch(),
            'model_state_dict': self.model.state_dict(),
            'model_activ_name': self.model.activ_name,
            'model_activ_out_name': self.model.activ_out_name,
            'optimizer_state_dict': self.optimizer.state_dict(),
            'scheduler_state_dict': self.scheduler.state_dict(),
        })
        return self.checkpoint

    def load_model(self, fname):
        '''
        Load initial state of the model.
        '''
        self.logger.debug(f'Loading model state from {fname}...')
        checkpoint = torch.load(fname, weights_only=False)
        self.load_checkpoint(checkpoint)

    def save_model(self, fname):
        '''
        Save the state of the model.
        '''
        self.logger.debug(f'Saving model state to {fname}...')
        checkpoint = self.create_checkpoint()
        # Don't overwrite an already existing file
        i = 1
        orig_fname = fname
        while path.exists(fname):
            fname = orig_fname.split('.')
            fname = ''.join(fname[:-1]) + f'-{i}.{fname[-1]}'
            i += 1
        if path.exists(orig_fname):
            self.logger.warning(f'File "{orig_fname}" already exists, saving to "{fname}" instead...')
        torch.save(checkpoint, fname)

    def install_optimizer(self, opt=optim.Adam, *args, **kwargs):
        assert(self.model is not None)
        self._opt_sched_not_synched = True
        kwargs['lr'] = kwargs.get('lr', self.lr)
        self.optimizer = opt(
            self.model.parameters(),
            *args,
            **kwargs
        )
        self.checkpoint['optimizer'] = (opt, args, kwargs)

    def install_scheduler(self, sched=None, *args, **kwargs):
        assert(self.optimizer is not None)
        if sched is None:
            sched = optim.lr_scheduler.MultiStepLR
            kwargs['milestones'] = kwargs.get('milestones', [1_000, 5_000, 15_000, 50_000])
        self.scheduler = sched(
            self.optimizer,
            *args,
            **kwargs
        )
        self.checkpoint['scheduler'] = (sched, args, kwargs)
        self._opt_sched_not_synched = False

    def get_arch(self):
        return self.model.get_arch()

    def set_arch(self, arch, full=False, **kwargs):
        if not full:
            arch = [self.N_input] + arch + [self.N_output]
        if self.model is None:
            self.model = NNModel(arch, **kwargs)
        else:
            self.model.set_arch(arch, full=full)
        self.logger.debug(f'{self.n_parameters = }')

    def __call__(self, *args, **kwargs):
        if self.training_mode:
            return self.model(*args, **kwargs)
        # Don't keep track of gradients unless necessary
        with torch.no_grad():
            return self.model(*args, **kwargs)

    @property
    def n_parameters(self):
        return self.model.n_parameters

    @staticmethod
    def get_derivative(f, y, **kwargs):
        ''' Compute the derivative of f(y) with respect to y. '''
        ones = torch.ones(y.size()[0], 1, device=torch.device("cpu"))
        df_dy = grad(f, y, ones, retain_graph=True, create_graph=True, **kwargs)[0]
        return df_dy


# A base model where only the load_DNS() function needs to be implemented
class BaseModel(PINN):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)
        self.__name__ = self.__class__.__name__
        self.de_loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        self.data_loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        self.total_loss_history = np.zeros(self.max_epochs)
        self.LR_history = np.zeros(self.max_epochs)

    def compute_PDE_loss(self, vist, dvist_dy):
        '''
        Compute the loss from the PDE
        '''
        DE_loss = dvist_dy * self.dkdy_DNS + vist * self.d2kdy2_DNS + self.source
        DE_loss = torch.norm(DE_loss)
        # return DE_loss
        DE_2 = dvist_dy * self.dkdy_DNS + self.vist_DNS * self.d2kdy2_DNS + self.source
        return (DE_loss + 9*torch.norm(DE_2))/10

    def compute_data_loss(self, prediction):
        ''' Computes both absolute and relative error '''
        diff = prediction - self.training_output
        abs_loss = torch.norm(diff)
        rel_loss = torch.norm(diff/self.training_output)
        return abs_loss + rel_loss

    def compute_loss(self, ret_all=False):
        '''
        Compute the losses
        '''
        # Clear gradients from the previous iteration
        self.optimizer.zero_grad()
        prediction = self.model(self.training_input)
        dpred_dy = self.get_derivative(prediction, self.training_input)[:,0].view((-1,1))

        loss_de = self.compute_PDE_loss(prediction, dpred_dy)
        loss_data = self.compute_data_loss(prediction)
        # Add PDE and data contributions
        self.loss = loss_de + loss_data

        # Penalize negative predictions
        self.loss += torch.sum(torch.where(prediction>=0,0,-prediction))

        # Penalize constant predictions on average to avoid minimizing PDE
        # by making prediction and it's gradient close to 0.
        # Assumes most training examples are not contant vists.
        # self.loss += 10/(1e-6 + torch.norm(dpred_dy))
        # Make sure alpha is on average close to viscos
        # self.loss += 10 * torch.abs(torch.mean(1 - prediction/self.viscos_DNS))

        # BC loss
        if 'BC' in self.__name__:
            arr1 = torch.ones_like(self.training_input[0,:])
            arr1[0] = 0
            arr2 = torch.zeros_like(self.training_input[0,:])
            arr2[0] = 1
            pred = self.model(self.training_input*arr1)
            self.loss += torch.norm(pred-self.BC[:,0])/10
            pred = self.model(self.training_input*arr1 + arr2)
            self.loss += torch.norm(pred-self.BC[:,1])/10

        # Calculate the L1 regularization term
        l1_regularization = torch.tensor(0.)
        for param in self.model.parameters():
            l1_regularization += torch.norm(param, p=1)
        self.loss += 1e-3 * l1_regularization / self.n_parameters

        # Compute gradients using backpropagation
        self.loss.backward()
        if not ret_all:
            return self.loss
        else:
            return self.loss, loss_de, loss_data

    def train_loop(self):
        self.de_loss_history = np.resize(self.de_loss_history, self.max_epochs)
        self.data_loss_history = np.resize(self.data_loss_history, self.max_epochs)
        self.total_loss_history = np.resize(self.total_loss_history, self.max_epochs)
        self.LR_history = np.resize(self.LR_history, self.max_epochs)
        loss_min = 1e30
        while self.epoch < self.max_epochs:
            loss, loss_de, loss_data = self.compute_loss(ret_all=True)
            self.de_loss_history[self.epoch]   = loss_de.detach()
            self.data_loss_history[self.epoch] = loss_data.detach()
            self.total_loss_history[self.epoch] = loss.detach()
            self.LR_history[self.epoch] = self.scheduler.get_last_lr()[0]
            self.optimizer.step()
            self.scheduler.step(loss.detach())
            self.epoch += 1

            loss_np = loss.detach().numpy()
            loss_min = np.minimum(loss_np, loss_min)
            print(f'\rEpoch {self.epoch+1: ^6}, Learning Rate: {self.scheduler.get_last_lr()[0]:.3g}, Loss: {loss_np: 4.4f}, Loss_min: {loss_min: 4.4f}' + ' '*10, end='')

    def load_checkpoint(self, checkpoint):
        super().load_checkpoint(checkpoint)
        self.de_loss_history = checkpoint.get('de_loss_history', np.zeros(self.max_epochs))
        self.data_loss_history = checkpoint.get('data_loss_history', np.zeros(self.max_epochs))
        self.total_loss_history = checkpoint.get('total_loss_history', np.zeros(self.max_epochs))
        self.LR_history = checkpoint.get('LR_history', np.zeros(self.max_epochs))

    def create_checkpoint(self):
        super().create_checkpoint()
        self.checkpoint.update({
            'de_loss_history': self.de_loss_history,
            'data_loss_history': self.data_loss_history,
            'total_loss_history': self.total_loss_history,
            'LR_history': self.LR_history,
        })
        return self.checkpoint

class DNSData(torch.utils.data.Dataset):
    def __init__(self, fname):
        self.DNS = np.loadtxt(fname, delimiter=' ', dtype='float32')

    def __len__(self):
        return self.DNS.shape[0]

    def __getitem__(self, idx):
        return self.DNS[idx, :]

class BatchedBaseModel(BaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)

    def load_DNS(self, fname, **kwargs):
        self.DNS = DNSData(fname)
        self.batches = torch.utils.data.DataLoader(
            self.DNS,
            # batch_size=30_000,
            batch_size=10_000,
            shuffle=True,
            **kwargs
        )
        self.training_input = 1
        self.training_output = 1

    def unpack_batch(self, DNS, n=20, random=False, rand_after=2000, rand_gradual=5000):
        self.ys_DNS = DNS[:,0:n]
        self.ks_DNS = DNS[:,n:2*n]
        self.y_DNS = self.y_locs_DNS = DNS[:,2*n:2*n+1]
        self.k_DNS = DNS[:,2*n+1:2*n+2]
        self.dkdy_DNS = DNS[:,2*n+2:2*n+3]
        self.d2kdy2_DNS = DNS[:,2*n+3:2*n+4]
        self.vist_DNS = DNS[:,2*n+4:2*n+5]
        self.viscos_DNS = DNS[:,2*n+5:2*n+6]
        if random and self.epoch > rand_after:
            unif = lambda low,high,shape: torch.rand(shape,dtype=torch.float32)*(high-low)+low
            rx =1e-3
            rand_ks = unif(-rx, rx, (1,n))
            f = min(1, (self.epoch-rand_after)/rand_gradual)
            self.ks_DNS += rand_ks*f

    def train_loop(self):
        self.de_loss_history = np.resize(self.de_loss_history, self.max_epochs)
        self.data_loss_history = np.resize(self.data_loss_history, self.max_epochs)
        self.total_loss_history = np.resize(self.total_loss_history, self.max_epochs)
        self.LR_history = np.resize(self.LR_history, self.max_epochs)
        loss_min = 1e30
        while self.epoch < self.max_epochs:
            total_loss = 0
            total_loss_de = 0
            total_loss_data = 0
            for batch in self.batches:
                self.unpack_batch(batch)
                loss, loss_de, loss_data = self.compute_loss(ret_all=True)
                self.optimizer.step()
                # Save total losses
                total_loss += loss
                total_loss_de += loss_de
                total_loss_data += loss_data
            self.de_loss_history[self.epoch]   = total_loss_de.detach()
            self.data_loss_history[self.epoch] = total_loss_data.detach()
            self.total_loss_history[self.epoch] = total_loss.detach()
            self.LR_history[self.epoch] = self.scheduler.get_last_lr()[0]
            self.scheduler.step(loss.detach())
            self.epoch += 1

            loss_np = total_loss.detach().numpy()
            loss_min = np.minimum(loss_np, loss_min)
            print(f'\rEpoch {self.epoch+1: ^6}, Learning Rate: {self.scheduler.get_last_lr()[0]:.3g}, Loss: {loss_np: 4.4f}, Loss_min: {loss_min: 4.4f}' + ' '*10, end='')

class ConvBatchedModel(BatchedBaseModel):
    def __init__(self, *args, **kwargs):
        super().__init__(*args, **kwargs)

    def set_arch(self, arch, full=True, **kwargs):
        assert(full==True)
        if self.model is None:
            self.model = ConvNNModel(arch, full=full, **kwargs)
        else:
            self.model.set_arch(arch, full=full)
        self.logger.debug(f'{self.n_parameters = }')







poisson-1D.py

#!/usr/bin/env python
import numpy as np

# TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm) solver
def tdma(a, b, c, d, phi, ni):
    p = np.zeros(ni+1)
    q = np.zeros(ni+1)
    q[0] = phi[0]
    for i in range(1,ni):
        # Calculate coefficients of recurrence formula
        term = a[i] - c[i]*p[i-1]
        if abs(term)<1.e-10:
            term = 1.e-10
        p[i] = b[i] / term
        q[i] = (d[i] + c[i]*q[i-1]) / term
    # Obtain new phi@s
    for ii in range(1,ni):
        i = ni-ii
        phi[i] = p[i]*phi[i+1] + q[i]
    return phi

def compute(vist, viscos=0.01, nj=300, max_iters=200, source=0, boundary_condition=(0,1), out_file='', allow_negative=False, verbose=False):
    # Possin eq.
    # Discretization described in detail in
    # http://www.tfd.chalmers.se/~lada/comp_fluid_dynamics/
    # Half channel width=1

    # Create the grid
    yfac = 1. # 1.15 # Stretching factor for cell width
    dy = 1/nj # 0.1
    yc = np.zeros(nj)

    # Create array of y-values to compute solution in
    for j in range(1,nj):
        yc[j] = yc[j-1] + dy
        dy = yfac * dy

    # Normalize yc to span [0,1]
    ymax = yc[-1]
    yc = yc / ymax

    # Compute cell centres
    yp = np.zeros(nj+1)
    yp[1:-1] = 0.5*(yc[1:] + yc[:-1])
    yp[-1] = yc[-1]

    urf = 1 # Under-relaxation
    jmon = 8 # Index of node to plot k for each iteration

    # Compute vist and it's first derivative
    script = f'''
from sympy import *
from sympy.core import Basic
x = y = Symbol('x')
alpha = {vist}
alpha = alpha
# Neccessary when vist is '1' or similar
if not isinstance(alpha, Basic):
    alpha = S(alpha)
alpha_p = diff(alpha, x)
alpha   = np.array([alpha.subs(x, yi) for yi in y_vals], dtype=np.float64)
alpha_p = np.array([alpha_p.subs(x, yi) for yi in y_vals], dtype=np.float64)
alpha = alpha*viscos/alpha[0]
alpha_p = alpha_p*viscos/alpha[0]
'''
    keys = {'alpha': None, 'alpha_p': None, 'y_vals': yp, 'viscos':viscos, 'np':np}
    exec(script, keys)
    vist = keys['alpha']
    vist_p = keys['alpha_p']

    if np.min(vist) <= 0 and not allow_negative:
        raise(Exception(f'vist contains values <= 0!:\n\t{np.min(vist) = :.3g}'))

    # Initialize arrays
    k_old = np.zeros(nj+1)
    k = np.ones(nj+1) * 1.e-4
    delta_y = np.zeros(nj)
    dn = np.zeros(nj+1)
    ds = np.zeros(nj+1)
    dy_s = np.zeros(nj+1) # Step sizes from node center to prevoius node center
    fy = np.zeros(nj+1)

    # # Loop over all nodes except the boundary nodes
    delta_y[1:nj] = yc[1:nj] - yc[0:nj-1]
    dn[1:nj] = 1/(yp[2:nj+1] - yp[1:nj])
    dy_s[1:nj] = yp[1:nj] - yp[0:nj-1]
    ds[1:nj] = 1/dy_s[1:nj]
    fy[1:nj] = (yc[1:nj] - yp[1:nj])/(yp[2:nj+1] - yp[1:nj])

    # Boundary conditions for k
    k_old[0] = k[0]  = boundary_condition[0]
    k_old[-1] = k[-1] = boundary_condition[1]
    nj2 = nj//2

    ######## Solve for k by iterating until convergence ########
    su = np.zeros(nj+1)
    an = np.zeros(nj+1)
    as1 = np.zeros(nj+1)
    ap = np.zeros(nj+1)
    k_iter = np.zeros(max_iters)
    # Do max. max_iters iterations
    for n in range(1, max_iters):
        # Solve k
        res_k = 0
        # Monitor the development of k in node jmon
        k_iter[n] = k[jmon]

        su[1:nj] = source * delta_y[1:nj]
        tmp = fy[:-1]*vist[1:] + (1.-fy[:-1])*vist[:-1]
        an[1:nj]  = tmp[1:]  * dn[1:nj]
        as1[1:nj] = tmp[:-1] * ds[1:nj]

        ap[1:nj] = (an[1:nj] + as1[1:nj])/urf
        su[1:nj] += (1-urf) * ap[1:nj] * k[1:nj]
        k_old[1:nj] = k[1:nj]
        res_k += np.sum(np.abs(an[1:nj]*k[2:nj+1] + as1[1:nj]*k[0:nj-1] + su[1:nj] - ap[1:nj]*k[1:nj]))
        k = tdma(ap,an,as1,su,k,nj)

        # Terminate iteration
        k_diff = np.max(k - k_old)
        if verbose:
            print(f'iter: {n:>4}, {k[nj2] = :.2e}, max(k-k_old) = {k_diff:.2e}')#, end=' '*10)
        if k_diff < 0.0001:
            break
    if verbose:
        print()

    ######## Post-processing of numerical solution ########
    # Compute and save dkdy and d2kdy2
    dkdy   = np.zeros(nj)
    dkdy_s = np.zeros(nj)
    dkdy_n = np.zeros(nj)
    d2kdy2 = np.zeros(nj)

    k_ns = fy[:-1]*k[1:] + (1-fy[:-1])*k[:-1]
    dkdy[1:nj] = (k_ns[1:] - k_ns[:-1]) / delta_y[1:nj]
    # NOTE: j = nj-1 här. Detta är oförändrat från icke-vektoriserade koden.
    dkdy[-1] = -k[j] / (yc[-1]-yp[-2])
    dkdy[1] = k[1] / yp[1]

    dkdy_n[1:nj] = (k[2:nj+1] - k[1:nj]) * dn[1:nj]
    dkdy_s[1:nj] = (k[1:nj] - k[0:nj-1]) * ds[1:nj]
    d2kdy2[1:nj] = (dkdy_n[1:nj]-dkdy_s[1:nj]) / delta_y[1:nj]

    if out_file:
        # viscos2 = np.ones_like(vist[1:-1])*viscos
        viscos2 = np.ones_like(vist[1:-1])*np.average(vist)
        conc = np.c_[
            yp[1:-1], k[1:-1],
            dkdy[1:], d2kdy2[1:],
            vist[1:-1], viscos2
        ]
        # Save only internal nodes
        np.savetxt(out_file, conc)

    return yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos

def main(args):
    kws = {k:v for k,v in args._get_kwargs() if v is not None}
    kws['out_file'] = kws.pop('save')
    kws['nj'] = kws.pop('ndiscretization')
    kws.pop('no_plots')
    yp, k, dkdy, d2kdy2, vist, vist_p, viscos = compute(verbose=True, **kws)

    if args.no_plots:
       return

    plt.rcParams.update({'font.size': 16})

    fig, ax1 = plt.subplots(figsize=(10,7))
    ax2 = ax1.twinx()
    # ax1.plot(yp, vist, color='orange', label=r'$\nu_{t,\mathrm{DNS}}$')
    # ax1.set_ylabel(r'$\nu_{t,\mathrm{DNS}}$')
    ax1.plot(yp, vist, color='orange', label=r'$\alpha_{\mathrm{DNS}}$')
    ax1.set_ylabel(r'$\alpha_{\mathrm{DNS}}$')
    # ax1.set_ylim((np.minimum(0, np.min(vist)), np.max(vist)*1.1))
    ax1.set_ylim((np.min(vist)*0.5, np.max(vist)*1.1))
    ax1.grid('both')
    ax1.set_xlabel('y')

    # ax2.plot(yp, k, color='b', label=r'$k_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.set_ylabel(r'$k_\mathrm{DNS}$')
    ax2.plot(yp, k, color='b', label=r'$T_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.plot(yp[1:], dkdy, color='g', label=r'$D_yT_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.plot(yp[1:], d2kdy2, color='k', label=r'$D_y^2T_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.plot(yp, yp, 'k--', label=r'$T=y$')
    ax2.set_ylabel(r'$T_\mathrm{DNS}$')
    # ax2.set_ylim((np.min(k), np.max(k)*1.))
    ax2.set_ylim((np.min(k), 1.))
    ax2.set_xlim((0, np.max(yp)))

    handles1, labels1 = ax2.get_legend_handles_labels()
    handles2, labels2 = ax1.get_legend_handles_labels()
    plt.legend(handles1 + handles2, labels1 + labels2, loc='lower right')
    plt.tight_layout()
    plt.savefig('figures/poisson-1D.png', dpi=600)
    plt.show()

if __name__ == '__main__':
    import argparse
    import matplotlib.pyplot as plt
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument('-s', '--save', type=str, default='y-k-dkdy-d2kdy2-vist-1D.txt',
                        help='Filename to save the DNS data to.')
    parser.add_argument('-m', '--max-iters', type=int, default=2000,
                        help='Maximum number of iterations.')
    parser.add_argument('-n', '--ndiscretization', type=int, default=400,
                        help='Number of discretization points to use.')
    parser.add_argument('-S', '--source', type=float, default=2,
                        help='Contant source term.')
    parser.add_argument('-B', '--boundary-condition', nargs=2, metavar=('bc0', 'bc1'),
                        type=float, default=(0,0),
                        help='Contant values for the boundary conditions.')
    parser.add_argument('-V', '--vist', type=str, default='1',
                        help='The function used to generate the vist variable (diffusion coefficient). Always multiplied by viscos.')
    parser.add_argument('--viscos', type=float, default=0.01,
                        help='The constant factor for the diffusion coefficient.')
    parser.add_argument('--allow-negative', action='store_true',
                        help='Allow negative values for the diffusion coefficient.')
    parser.add_argument('--no-plots', action='store_true',
                        help='Don\'t create any plots.')
    args = parser.parse_args()
    main(args)







requirements.txt

matplotlib==3.10.8
matplotlib-inline==0.2.1
numpy==2.4.4
scipy==1.17.1
sympy==1.14.0
torch==2.11.0







run.sh

#!/usr/bin/env bash
set -x
# Exempelprogram för hur träningsdata kan genereras och modeller tränas
# Generera träningsdata
./gen.py -n 100
mv t100-training.txt t100-const-a0-large.txt
# Träna modell
./main.py --model-index BY100GTA --DNS t100-const-a0-large.txt -m 100_000 -r 1e-3 --save-trained model-100-consta0-large-trained.pt --arch 80 70 60 50 40 30 20 10 5








inverse_PINN_2D_bio/config.py

from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





@dataclass(slots=True)

class BoundaryConfig:

    right_temperature: float = 0.0



    left_robin_h: float = 1.0

    left_robin_Tinf: float = 1.0



    bottom_flux_bias: float = 0.25

    bottom_flux_amp: float = 0.10

    top_flux_bias: float = -0.15

    top_flux_amp: float = 0.08





@dataclass(slots=True)

class BioheatConfig:

    beta_background_min: float = 0.1

    beta_background_max: float = 0.1

    beta_tumor_min: float = 0.6

    beta_tumor_max: float = 0.8



    source_background: float = 0.1

    source_tumor: float = 0.1



    Ta: float = 0.1





@dataclass(slots=True)

class AlphaSamplingConfig:

    alpha_background_min: float = 0.2

    alpha_background_max: float = 0.2

    alpha_tumor_min: float = 0.3

    alpha_tumor_max: float = 0.3



    n_tumors_min: int = 1

    n_tumors_max: int = 1

    radius_min: float = 0.15

    radius_max: float = 0.18

    ellipse_probability: float = 0.5





@dataclass(slots=True)

class TrainingConfig:

    epochs: int = 40

    batch_size: int = 8

    learning_rate: float = 1.0e-3

    weight_decay: float = 1.0e-5

    train_fraction: float = 0.8

    lambda_data: float = 1

    lambda_pde: float = 0.02

    lambda_bc: float = 0

    lambda_smooth: float = 0.0  # lägre än tidigare för stegfunktioner

    grad_clip_norm: float = 1.0

    seed: int = 42





@dataclass(slots=True)

class ExperimentConfig:

    grid_size: int = 32

    n_samples: int = 300

    noise_std: float = 0.0

    output_dir: Path = Path("outputs_inverse_alpha_2d")

    boundary: BoundaryConfig = field(default_factory=BoundaryConfig)

    bioheat: BioheatConfig = field(default_factory=BioheatConfig)

    alpha_sampling: AlphaSamplingConfig = field(default_factory=AlphaSamplingConfig)

    training: TrainingConfig = field(default_factory=TrainingConfig)



    @property

    def dataset_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "dataset.npz"



    @property

    def checkpoint_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "model.pt"



    @property

    def history_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "history.npz"



    @property

    def figures_dir(self) -> Path:

        return self.output_dir / "figures"








inverse_PINN_2D_bio/data.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from pathlib import Path

from typing import Dict, Tuple



import numpy as np

import torch

from scipy.sparse import lil_matrix

from scipy.sparse.linalg import spsolve

from torch.utils.data import Dataset



from .config import AlphaSamplingConfig, BoundaryConfig, ExperimentConfig, BioheatConfig





@dataclass(slots=True)

class Grid:

    x: np.ndarray

    y: np.ndarray

    X: np.ndarray

    Y: np.ndarray

    dx: float

    dy: float





@dataclass(slots=True)

class ProblemFields:

    source: np.ndarray

    beta: np.ndarray

    Ta: float

    bottom_flux: np.ndarray

    top_flux: np.ndarray

    left_robin_h: float

    left_robin_Tinf: float

    right_temperature: np.ndarray





class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

    def __init__(

        self,

        inputs: np.ndarray,

        alpha: np.ndarray,

        temperature: np.ndarray,

        beta: np.ndarray,

        source: np.ndarray,

    ) -> None:

        self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

        self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

        self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)

        self.beta = torch.tensor(beta, dtype=torch.float32)

        self.source = torch.tensor(source, dtype=torch.float32)



    def __len__(self) -> int:

        return int(self.inputs.shape[0])



    def __getitem__(self, index: int):

        return (

            self.inputs[index],

            self.alpha[index],

            self.temperature[index],

            self.beta[index],

            self.source[index],

        )



# class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

#     def __init__(self, inputs: np.ndarray, alpha: np.ndarray, temperature: np.ndarray) -> None:

#         self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

#         self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

#         self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)



#     def __len__(self) -> int:

#         return int(self.inputs.shape[0])



#     def __getitem__(self, index: int) -> tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:

#         return self.inputs[index], self.alpha[index], self.temperature[index]





def make_grid(n: int) -> Grid:

    x: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    y: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="xy")

    return Grid(x=x, y=y, X=X, Y=Y, dx=float(x[1] - x[0]), dy=float(y[1] - y[0]))





def harmonic_mean(a: np.ndarray, b: np.ndarray) -> np.ndarray:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def make_problem_fields(grid: Grid, bc: BoundaryConfig, bio: BioheatConfig) -> ProblemFields:

    source = np.full_like(grid.X, bio.source_background, dtype=np.float64)



    # beta här är bara en platshållare; det riktiga beta-fältet sätts senare

    beta = np.zeros_like(grid.X, dtype=np.float64)



    bottom_flux = bc.bottom_flux_bias + bc.bottom_flux_amp * np.sin(2.0 * np.pi * grid.x)

    top_flux = bc.top_flux_bias + bc.top_flux_amp * np.cos(np.pi * grid.x)

    right_temperature = np.full_like(grid.y, bc.right_temperature, dtype=np.float64)



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=bio.Ta,

        bottom_flux=bottom_flux.astype(np.float64),

        top_flux=top_flux.astype(np.float64),

        left_robin_h=float(bc.left_robin_h),

        left_robin_Tinf=float(bc.left_robin_Tinf),

        right_temperature=right_temperature,

)





# def _rescale_to_bounds(field: np.ndarray, alpha_min: float, alpha_max: float) -> np.ndarray:

#     shifted: np.ndarray = field - float(field.min())

#     span: float = float(shifted.max())

#     if span < 1.0e-12:

#         return np.full_like(field, 0.5 * (alpha_min + alpha_max))

#     unit: np.ndarray = shifted / span

#     return alpha_min + (alpha_max - alpha_min) * unit





# def _smooth_rectangle(grid: Grid, cx: float, cy: float, wx: float, wy: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     sx: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx - wx / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx + wx / 2.0))))

#     sy: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy - wy / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy + wy / 2.0))))

#     return sx * sy





# def _smooth_disk(grid: Grid, cx: float, cy: float, radius: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     r: np.ndarray = np.sqrt((grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2)

#     return 0.5 * (1.0 - np.tanh(sharpness * (r - radius)))





def sample_alpha_field(

    grid: Grid,

    rng: np.random.Generator,

    cfg: AlphaSamplingConfig,

) -> tuple[np.ndarray, np.ndarray]:

    alpha_value = float(cfg.alpha_background_min)

    alpha = np.full_like(grid.X, alpha_value, dtype=np.float64)



    tumor_mask = np.zeros_like(grid.X, dtype=bool)

    n_tumors = int(rng.integers(cfg.n_tumors_min, cfg.n_tumors_max + 1))



    for _ in range(n_tumors):

        cx = float(rng.uniform(0.2, 0.8))

        cy = float(rng.uniform(0.2, 0.8))



        if rng.random() < cfg.ellipse_probability:

            rx = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            ry = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = ((grid.X - cx) / rx) ** 2 + ((grid.Y - cy) / ry) ** 2 <= 1.0

        else:

            r = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = (grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2 <= r**2



        tumor_mask |= mask



    return alpha.astype(np.float64), tumor_mask



def apply_tumor_properties(

    tumor_mask: np.ndarray,

    fields: ProblemFields,

    bio: BioheatConfig,

    rng: np.random.Generator,

) -> ProblemFields:

    beta_bg = float(rng.uniform(bio.beta_background_min, bio.beta_background_max))

    beta_tumor = float(rng.uniform(bio.beta_tumor_min, bio.beta_tumor_max))



    source = fields.source.copy()

    beta = np.full_like(fields.beta, beta_bg, dtype=np.float64)



    beta[tumor_mask] = beta_tumor

    source[tumor_mask] = bio.source_tumor



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=fields.Ta,

        bottom_flux=fields.bottom_flux,

        top_flux=fields.top_flux,

        left_robin_h=fields.left_robin_h,

        left_robin_Tinf=fields.left_robin_Tinf,

        right_temperature=fields.right_temperature,

    )



def solve_temperature(alpha: np.ndarray, grid: Grid, fields: ProblemFields) -> np.ndarray:

    n: int = alpha.shape[0]

    A = lil_matrix((n * n, n * n), dtype=np.float64)

    b: np.ndarray = np.zeros(n * n, dtype=np.float64)



    def idx(i: int, j: int) -> int:

        return j * n + i



    for j in range(n):

        for i in range(n):

            row: int = idx(i, j)

            if i == 0:

                a_e = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))

                h = float(fields.left_robin_h)

                Tinf = float(fields.left_robin_Tinf)



                A[row, row] = a_e / grid.dx + h

                A[row, idx(i + 1, j)] = -a_e / grid.dx

                b[row] = h * Tinf

                continue

            if i == n - 1:

                A[row, row] = 1.0

                b[row] = fields.right_temperature[j]

                continue

            if j == 0:

                a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

                A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy

                A[row, row] = -a_n / grid.dy

                b[row] = fields.bottom_flux[i]

                continue

            if j == n - 1:

                a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

                A[row, row] = a_s / grid.dy

                A[row, idx(i, j - 1)] = -a_s / grid.dy

                b[row] = fields.top_flux[i]

                continue

            a_e: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))

            a_w: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i - 1]))

            a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

            a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

            beta_c = float(fields.beta[j, i])



            A[row, idx(i + 1, j)] = a_e / grid.dx**2

            A[row, idx(i - 1, j)] = a_w / grid.dx**2

            A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy**2

            A[row, idx(i, j - 1)] = a_s / grid.dy**2

            beta_c = float(fields.beta[j, i])

            Ta = float(fields.Ta)  # eller fields.Ta[j,i] om spatialt



            A[row, row] = (

                -(a_e + a_w) / grid.dx**2

                - (a_n + a_s) / grid.dy**2

                - beta_c

            )



            b[row] = -fields.source[j, i] - beta_c * Ta

    return spsolve(A.tocsr(), b).reshape((n, n))





def generate_dataset(config: ExperimentConfig) -> Dict[str, np.ndarray]:

    rng = np.random.default_rng(config.training.seed)

    grid = make_grid(config.grid_size)

    base_fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.bioheat)



    alpha_list = []

    T_list = []

    beta_list = []

    source_list = []



    for _ in range(config.n_samples):

        alpha, tumor_mask = sample_alpha_field(grid, rng, config.alpha_sampling)

        fields = apply_tumor_properties(tumor_mask, base_fields, config.bioheat, rng)



        T = solve_temperature(alpha, grid, fields)



        if config.noise_std > 0.0:

            T = T + rng.normal(0.0, config.noise_std, size=T.shape)



        alpha_list.append(alpha.astype(np.float32))

        T_list.append(T.astype(np.float32))

        beta_list.append(fields.beta.astype(np.float32))

        source_list.append(fields.source.astype(np.float32))



    alpha_array = np.stack(alpha_list, axis=0)

    T_array = np.stack(T_list, axis=0)

    beta_array = np.stack(beta_list, axis=0)

    source_array = np.stack(source_list, axis=0)



    T_mean = float(T_array.mean())

    T_std = float(T_array.std() + 1.0e-6)

    T_norm = (T_array - T_mean) / T_std



    X_channel = np.broadcast_to(grid.X.astype(np.float32), T_array.shape)

    Y_channel = np.broadcast_to(grid.Y.astype(np.float32), T_array.shape)



    inputs = np.stack([T_norm, X_channel, Y_channel], axis=1).astype(np.float32)



    payload = {

        "inputs": inputs,

        "alpha": alpha_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "temperature": T_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "beta": beta_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "source": source_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "x": grid.x.astype(np.float32),

        "y": grid.y.astype(np.float32),

        "bottom_flux": base_fields.bottom_flux.astype(np.float32),

        "top_flux": base_fields.top_flux.astype(np.float32),

        "left_robin_h": np.array([base_fields.left_robin_h], dtype=np.float32),

        "left_robin_Tinf": np.array([base_fields.left_robin_Tinf], dtype=np.float32),

        "right_temperature": base_fields.right_temperature.astype(np.float32),

        "temperature_mean": np.array([T_mean], dtype=np.float32),

        "temperature_std": np.array([T_std], dtype=np.float32),

        "Ta": np.float32(config.bioheat.Ta),

    }

    return payload





def save_dataset(payload: Dict[str, np.ndarray], path: Path) -> None:

    path.parent.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    np.savez_compressed(path, **payload)





def load_dataset(path: Path) -> Dict[str, np.ndarray]:

    loaded = np.load(path)

    return {key: loaded[key] for key in loaded.files}










inverse_PINN_2D_bio/evaluate.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict



import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import torch

from torch.utils.data import DataLoader



from .config import ExperimentConfig

from .model_steep import SmallUNet

from .train import make_datasets





def _relative_error(true_field: np.ndarray, pred_field: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:

    return np.abs(true_field - pred_field) / (np.abs(true_field) + eps)





def _tumor_mask(field_true: np.ndarray, vmin: float, vmax: float) -> np.ndarray:

    threshold = 0.5 * (vmin + vmax)

    return field_true > threshold





def evaluate_model(

    config: ExperimentConfig,

    payload: Dict[str, np.ndarray],

    n_examples: int = 3,

) -> Dict[str, float]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)



    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)

    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])

    model.eval()



    _, val_set = make_datasets(payload, config)

    loader = DataLoader(val_set, batch_size=min(8, len(val_set)), shuffle=False, num_workers=0)



    mse_values: list[float] = []

    mae_values: list[float] = []

    rel_values: list[float] = []

    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]] = []



    with torch.no_grad():

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, _ in loader:

            pred_beta = model(batch_inputs.to(device))

            pred_beta = pred_beta.cpu().numpy()



            true_beta = batch_beta.numpy()



            rel_values.append(float(np.mean(_relative_error(true_beta, pred_beta))))

            mse_values.append(float(np.mean((pred_beta - true_beta) ** 2)))

            mae_values.append(float(np.mean(np.abs(pred_beta - true_beta))))



            for i in range(min(batch_inputs.shape[0], n_examples - len(examples))):

                examples.append((

                    batch_T[i, 0].numpy(),

                    true_beta[i, 0],

                    pred_beta[i, 0],

                ))



            if len(examples) >= n_examples:

                break



    config.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    _plot_history(config)

    _plot_examples(config, examples)



    return {

        "val_mse": float(np.mean(mse_values)),

        "val_mae": float(np.mean(mae_values)),

        "val_rel": float(np.mean(rel_values)),

    }





def _plot_history(config: ExperimentConfig) -> None:

    history = np.load(config.history_path)



    fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

    ax.semilogy(history["train_total"], label="Total - träning", linewidth=2.0, color = 'darkgreen')

    ax.semilogy(history["val_total"], label="Total - validering", linewidth=2.0, color = 'darkmagenta')

    ax.semilogy(history["train_pde"], label="PDE - träning", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'limegreen')

    ax.semilogy(history["val_pde"], label="PDE - validering", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'violet')



    ax.set_xlabel("Epok", fontsize=14)

    ax.set_ylabel("Förlust", fontsize=14)

    #ax.set_title("Träningshistorik", fontsize=16)

    ax.tick_params(axis="both", labelsize=12)

    ax.grid(True, alpha=0.3)

    ax.legend(fontsize=12)



    fig.tight_layout()

    fig.savefig(config.figures_dir / "v5_history.png", dpi=250)

    plt.close(fig)





def _plot_examples(

    config: ExperimentConfig,

    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]],

) -> None:

    beta_vmin = config.bioheat.beta_background_min

    beta_vmax = config.bioheat.beta_tumor_max



    rel_global_vmin = 0.0

    rel_global_vmax = 8.0



    rel_zoom_vmin = 0.0

    rel_zoom_vmax = 0.2



    cmap_field = "viridis"

    cmap_error = plt.cm.magma.copy()

    cmap_error.set_bad(color="white")



    title_fs = 19

    cbar_fs = 15



    for idx, (T, beta_true, beta_pred) in enumerate(examples):

        rel_error = _relative_error(beta_true, beta_pred)



        rel_error_global = np.clip(rel_error, rel_global_vmin, rel_global_vmax)

        rel_error_zoom = np.clip(rel_error, rel_zoom_vmin, rel_zoom_vmax)



        beta_mask = _tumor_mask(beta_true, beta_vmin, beta_vmax)

        rel_error_tumor = np.where(beta_mask, rel_error_zoom, np.nan)



        fig, axes = plt.subplots(2, 3, figsize=(15, 10), constrained_layout=True)

        axes = axes.ravel()



        im0 = axes[0].imshow(T, origin="lower", cmap=cmap_field)

        axes[0].set_title("a) Temperatur $T_{FDM}$", fontsize=title_fs)

        cbar0 = plt.colorbar(im0, ax=axes[0], fraction=0.046)

        cbar0.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im1 = axes[1].imshow(beta_true, origin="lower", vmin=beta_vmin, vmax=beta_vmax, cmap=cmap_field)

        axes[1].set_title(r"b) $\beta_{exakt}$", fontsize=title_fs)

        cbar1 = plt.colorbar(im1, ax=axes[1], fraction=0.046)

        cbar1.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im2 = axes[2].imshow(beta_pred, origin="lower", vmin=beta_vmin, vmax=beta_vmax, cmap=cmap_field)

        axes[2].set_title(r"c) $\beta_{PINN}$", fontsize=title_fs)

        cbar2 = plt.colorbar(im2, ax=axes[2], fraction=0.046)

        cbar2.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im3 = axes[3].imshow(

            rel_error_global,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_global_vmin,

            vmax=rel_global_vmax,

        )

        axes[3].set_title("d) Relativt fel (globalt)", fontsize=title_fs)

        axes[3].contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="white", linewidths=0.8)

        cbar3 = plt.colorbar(im3, ax=axes[3], fraction=0.046)

        cbar3.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        im4 = axes[4].imshow(

            rel_error_tumor,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_zoom_vmin,

            vmax=rel_zoom_vmax,

        )

        axes[4].set_title("e) Relativt fel i tumör", fontsize=title_fs)

        axes[4].contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="black", linewidths=0.8)

        cbar4 = plt.colorbar(im4, ax=axes[4], fraction=0.046)

        cbar4.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        axes[5].axis("off")



        for ax in axes[:5]:

            ax.set_xticks([])

            ax.set_yticks([])



        fig.savefig(config.figures_dir / f"v5_example_{idx:02d}.png", dpi=300)

        plt.close(fig)






inverse_PINN_2D_bio/model.py

from __future__ import annotations



import torch

from torch import nn



torch.set_num_threads(1)

torch.set_num_interop_threads(1)

try:

    torch.backends.mkldnn.enabled = False

except Exception:

    pass





class ConvBlock(nn.Module):

    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:

        super().__init__()

        self.block = nn.Sequential(

            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

        )



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return self.block(x)





class SmallUNet(nn.Module):

    def __init__(

        self,

        in_channels: int = 3,

        base_channels: int = 16,

        beta_min: float = 0.0,

        beta_max: float = 1.0,

    ) -> None:

        super().__init__()



        if beta_max < beta_min:

            raise ValueError("beta_max must be at least beta_min.")



        self.beta_min = beta_min

        self.beta_max = beta_max



        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)

        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)



        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)

        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)



        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)



        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)



        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)



        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 1, kernel_size=1)



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)

        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))

        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))



        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)

        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:

            d2 = nn.functional.interpolate(

                d2,

                size=e2.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))



        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)

        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:

            d1 = nn.functional.interpolate(

                d1,

                size=e1.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))



        raw_beta = self.final(d1)

        beta_pred = self.beta_min + (self.beta_max - self.beta_min) * torch.sigmoid(raw_beta)

        return beta_pred






inverse_PINN_2D_bio/model_steep.py

from __future__ import annotations



import torch

from torch import nn



torch.set_num_threads(1)

torch.set_num_interop_threads(1)

try:

    torch.backends.mkldnn.enabled = False

except Exception:

    pass







class ConvBlock(nn.Module):

    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:

        super().__init__()

        self.block = nn.Sequential(

            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

        )



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return self.block(x)



class SteepSigmoid(nn.Module):

    def __init__(self, k: float, x0: float = 0.0) -> None:

        super().__init__()

        self.k = k

        self.x0 = x0



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return torch.sigmoid(self.k * (x - self.x0))





class SmallUNet(nn.Module):

    def __init__(

        self,

        in_channels: int = 3,

        base_channels: int = 16,

        beta_min: float = 0.0,

        beta_max: float = 1.0,

    ) -> None:

        super().__init__()



        if beta_max < beta_min:

            raise ValueError("beta_max must be at least beta_min.")



        self.beta_min = beta_min

        self.beta_max = beta_max



        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)

        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)



        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)

        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)



        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)



        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)



        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)



        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 1, kernel_size=1)

        self.output_activation = SteepSigmoid(k=20, x0=0)



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)

        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))

        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))



        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)

        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:

            d2 = nn.functional.interpolate(

                d2,

                size=e2.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))



        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)

        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:

            d1 = nn.functional.interpolate(

                d1,

                size=e1.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))



        raw_beta = self.final(d1)

        beta_unit = self.output_activation(raw_beta)

        beta_pred = self.beta_min + (self.beta_max - self.beta_min) * beta_unit

        return beta_pred






inverse_PINN_2D_bio/physics.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from typing import Dict



import torch





@dataclass(slots=True)

class PhysicsFields:

    dx: float

    dy: float

    source: torch.Tensor

    beta: torch.Tensor

    Ta: float

    bottom_flux: torch.Tensor

    top_flux: torch.Tensor

    left_robin_h: float

    left_robin_Tinf: float

    right_temperature: torch.Tensor





def build_physics_fields(payload: Dict[str, object], device: torch.device) -> PhysicsFields:

    source = torch.as_tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device)

    beta = torch.as_tensor(payload["beta"], dtype=torch.float32, device=device)



    if source.ndim == 4:

        source = source[0, 0]

    if beta.ndim == 4:

        beta = beta[0, 0]



    return PhysicsFields(

        dx=float(payload["x"][1] - payload["x"][0]),

        dy=float(payload["y"][1] - payload["y"][0]),

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=float(payload["Ta"]),

        bottom_flux=torch.as_tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        top_flux=torch.as_tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        left_robin_h=float(payload["left_robin_h"][0]),

        left_robin_Tinf=float(payload["left_robin_Tinf"][0]),

        right_temperature=torch.as_tensor(payload["right_temperature"], dtype=torch.float32, device=device),

    )





def harmonic_mean_torch(a: torch.Tensor, b: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def pde_loss(

    beta_pred: torch.Tensor,

    temperature: torch.Tensor,

    source: torch.Tensor,

    Ta: float,

    dx: float,

    dy: float,

    alpha_const: float,

) -> torch.Tensor:

    Tc = temperature[:, :, 1:-1, 1:-1]

    Te = temperature[:, :, 1:-1, 2:]

    Tw = temperature[:, :, 1:-1, :-2]

    Tn = temperature[:, :, 2:, 1:-1]

    Ts = temperature[:, :, :-2, 1:-1]



    alpha_const_tensor = torch.full_like(temperature, fill_value=alpha_const)



    ac = alpha_const_tensor[:, :, 1:-1, 1:-1]

    ae = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, 1:-1, 2:])

    aw = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, 1:-1, :-2])

    an = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, 2:, 1:-1])

    a_s = harmonic_mean_torch(ac, alpha_const_tensor[:, :, :-2, 1:-1])



    rx = (ae * (Te - Tc) - aw * (Tc - Tw)) / (dx**2)

    ry = (an * (Tn - Tc) - a_s * (Tc - Ts)) / (dy**2)



    beta_c = beta_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]

    source_c = source[:, :, 1:-1, 1:-1]



    residual = rx + ry - beta_c * (Tc - Ta) + source_c

    return torch.mean(residual**2)

   



def bc_loss_constant_alpha(

    temperature: torch.Tensor,

    phys: PhysicsFields,

    alpha_const: float,

) -> torch.Tensor:

    grad_bottom = (temperature[:, :, 1, :] - temperature[:, :, 0, :]) / phys.dy

    grad_top = (temperature[:, :, -1, :] - temperature[:, :, -2, :]) / phys.dy



    bottom_res = alpha_const * grad_bottom - phys.bottom_flux[None, None, :]

    top_res = alpha_const * grad_top - phys.top_flux[None, None, :]



    return torch.mean(bottom_res**2) + torch.mean(top_res**2)





def smoothness_loss(alpha_pred: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    dx_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, :, 1:] - alpha_pred[:, :, :, :-1]

    dy_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:, :] - alpha_pred[:, :, :-1, :]

    return torch.mean(dx_term**2) + torch.mean(dy_term**2)








inverse_PINN_2D_bio/run.py

from __future__ import annotations



import argparse

from pathlib import Path



from .config import ExperimentConfig

from .data import generate_dataset, load_dataset, save_dataset

from .evaluate import evaluate_model

from .train import make_datasets, train_model





def parse_args() -> argparse.Namespace:

    parser = argparse.ArgumentParser(description="Train a 2D inverse alpha model from temperature fields.")

    parser.add_argument("--output-dir", type=Path, default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"))

    parser.add_argument("--grid-size", type=int, default=32)

    parser.add_argument("--n-samples", type=int, default=300)

    parser.add_argument("--epochs", type=int, default=40)

    parser.add_argument("--batch-size", type=int, default=8)

    parser.add_argument("--noise-std", type=float, default=0.0)

    parser.add_argument("--skip-generate", action="store_true")

    return parser.parse_args()





def main() -> None:

    args = parse_args()



    config = ExperimentConfig(

        output_dir=args.output_dir,

        grid_size=args.grid_size,

        n_samples=args.n_samples,

        noise_std=args.noise_std,

    )

    config.training.epochs = args.epochs

    config.training.batch_size = args.batch_size



    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    if args.skip_generate and config.dataset_path.exists():

        payload = load_dataset(config.dataset_path)

    else:

        payload = generate_dataset(config)

        save_dataset(payload, config.dataset_path)



    train_model(config, payload)



    _, val_set = make_datasets(payload, config)



    print("\nKlart")

    print(f"Dataset: {config.dataset_path}")

    print(f"Checkpoint: {config.checkpoint_path}")

    print(f"Historik: {config.history_path}")

    print(f"Figurer: {config.figures_dir}")



    if len(val_set) == 0:

        print("Evaluation hoppades över eftersom val-setet är tomt.")

    else:

        metrics = evaluate_model(config, payload)

        print(f"Val MSE: {metrics['val_mse']:.6e}")

        print(f"Val MAE: {metrics['val_mae']:.6e}")

        print(f"Val relative error: {metrics['val_rel']:.6e}")





if __name__ == "__main__":

    main()






inverse_PINN_2D_bio/train.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict, List, Tuple



import numpy as np

import torch

from torch.optim import AdamW

from torch.utils.data import DataLoader, Subset



from .config import ExperimentConfig

from .data import InverseAlphaDataset

from .model_steep import SmallUNet

from .physics import bc_loss_constant_alpha, build_physics_fields, pde_loss, smoothness_loss





def make_datasets(payload: Dict[str, np.ndarray], config: ExperimentConfig) -> tuple[Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]], Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]]:

    full_dataset = InverseAlphaDataset(

            payload["inputs"],

            payload["alpha"],

            payload["temperature"],

            payload["beta"],

            payload["source"],

        )

    n_total: int = len(full_dataset)

    n_train: int = int(round(config.training.train_fraction * n_total))

    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.training.seed)

    rng.shuffle(indices)

    train_idx: list[int] = indices[:n_train].tolist()

    val_idx: list[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(full_dataset, train_idx), Subset(full_dataset, val_idx)





def train_model(config: ExperimentConfig, payload: Dict[str, np.ndarray]) -> Dict[str, List[float]]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)    



    optimizer = AdamW(model.parameters(), lr=config.training.learning_rate, weight_decay=config.training.weight_decay)

    scheduler = torch.optim.lr_scheduler.CosineAnnealingLR(optimizer, T_max=config.training.epochs)

    physics = build_physics_fields(payload, device)

    train_set, val_set = make_datasets(payload, config)

    train_loader = DataLoader(train_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=True, num_workers=0)

    val_loader = DataLoader(val_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=False, num_workers=0)



    history: Dict[str, List[float]] = {

        "train_total": [], "train_data": [], "train_pde": [], "train_bc": [],

        "val_total": [], "val_data": [], "val_pde": [], "val_bc": [],

    }

    best_val: float = float("inf")

    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    for epoch in range(1, config.training.epochs + 1):

        train_metrics = _run_epoch(model, train_loader, optimizer, physics, config, device, training=True)

        val_metrics = _run_epoch(model, val_loader, optimizer, physics, config, device, training=False)

        scheduler.step()

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])

        history["train_data"].append(train_metrics["data"])

        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])

        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])

        history["val_data"].append(val_metrics["data"])

        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])

        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])



        if len(val_set) == 0:

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)

        elif val_metrics["data"] < best_val:

            best_val = val_metrics["data"]

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)



        

        print(

            f"Epoch {epoch:03d}/{config.training.epochs:03d} | "

            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "

            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e}"

        )

    np.savez_compressed(config.history_path, **{k: np.asarray(v, dtype=np.float32) for k, v in history.items()})

    return history





def _run_epoch(

    model: SmallUNet,

    loader: DataLoader,

    optimizer: AdamW,

    physics: object,

    config: ExperimentConfig,

    device: torch.device,

    training: bool,

) -> Dict[str, float]:

    model.train(training)

    metrics: Dict[str, float] = {"total": 0.0, "data": 0.0, "pde": 0.0, "bc": 0.0, "smooth": 0.0}

    n_batches: int = 0

    context = torch.enable_grad() if training else torch.no_grad()

    with context:

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, batch_source in loader:

            batch_inputs = batch_inputs.to(device)

            batch_alpha = batch_alpha.to(device)

            batch_T = batch_T.to(device)

            batch_beta = batch_beta.to(device)

            batch_source = batch_source.to(device)

            if training:

                optimizer.zero_grad(set_to_none=True)



            

            pred_beta = model(batch_inputs)



            loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            loss_data = loss_beta



            # pred_beta = model(batch_inputs)



            # loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            # loss_data = loss_beta



            alpha_const = config.alpha_sampling.alpha_background_min



            loss_pde_term = pde_loss(

                pred_beta,

                batch_T,

                batch_source,

                physics.Ta,

                physics.dx,

                physics.dy,

                alpha_const,

            )

            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss_constant_alpha(batch_T, physics,alpha_const)

            loss_smooth_term = torch.tensor(0.0, device=device)

            total: torch.Tensor = (

                config.training.lambda_data * loss_data

                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term

                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term

            )

            if training:

                total.backward()

                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)

                optimizer.step()

            metrics["total"] += float(total.detach().cpu())

            metrics["data"] += float(loss_data.detach().cpu())

            metrics["pde"] += float(loss_pde_term.detach().cpu())

            metrics["bc"] += float(loss_bc_term.detach().cpu())

            metrics["smooth"] += float(loss_smooth_term.detach().cpu())

            n_batches += 1

    for key in metrics:

        metrics[key] /= max(n_batches, 1)

    return metrics








inverse_PINN_2D_bio/train_weighted.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict, List, Tuple



import numpy as np

import torch

from torch.optim import AdamW

from torch.utils.data import DataLoader, Subset



from .config import ExperimentConfig

from .data import InverseAlphaDataset

from .model_steep import SmallUNet

from .physics import bc_loss_constant_alpha, build_physics_fields, pde_loss, smoothness_loss





def make_datasets(payload: Dict[str, np.ndarray], config: ExperimentConfig) -> tuple[Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]], Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]]:

    full_dataset = InverseAlphaDataset(

            payload["inputs"],

            payload["alpha"],

            payload["temperature"],

            payload["beta"],

            payload["source"],

        )

    n_total: int = len(full_dataset)

    n_train: int = int(round(config.training.train_fraction * n_total))

    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.training.seed)

    rng.shuffle(indices)

    train_idx: list[int] = indices[:n_train].tolist()

    val_idx: list[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(full_dataset, train_idx), Subset(full_dataset, val_idx)





def train_model(config: ExperimentConfig, payload: Dict[str, np.ndarray]) -> Dict[str, List[float]]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)    



    optimizer = AdamW(model.parameters(), lr=config.training.learning_rate, weight_decay=config.training.weight_decay)

    scheduler = torch.optim.lr_scheduler.CosineAnnealingLR(optimizer, T_max=config.training.epochs)

    physics = build_physics_fields(payload, device)

    train_set, val_set = make_datasets(payload, config)

    train_loader = DataLoader(train_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=True, num_workers=0)

    val_loader = DataLoader(val_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=False, num_workers=0)



    history: Dict[str, List[float]] = {

        "train_total": [], "train_data": [], "train_pde": [], "train_bc": [],

        "val_total": [], "val_data": [], "val_pde": [], "val_bc": [],

    }

    best_val: float = float("inf")

    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    for epoch in range(1, config.training.epochs + 1):

        train_metrics = _run_epoch(model, train_loader, optimizer, physics, config, device, training=True)

        val_metrics = _run_epoch(model, val_loader, optimizer, physics, config, device, training=False)

        scheduler.step()

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])

        history["train_data"].append(train_metrics["data"])

        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])

        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])

        history["val_data"].append(val_metrics["data"])

        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])

        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])



        if len(val_set) == 0:

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)

        elif val_metrics["data"] < best_val:

            best_val = val_metrics["data"]

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)



        

        print(

            f"Epoch {epoch:03d}/{config.training.epochs:03d} | "

            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "

            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e}"

        )

    np.savez_compressed(config.history_path, **{k: np.asarray(v, dtype=np.float32) for k, v in history.items()})

    return history





def _run_epoch(

    model: SmallUNet,

    loader: DataLoader,

    optimizer: AdamW,

    physics: object,

    config: ExperimentConfig,

    device: torch.device,

    training: bool,

) -> Dict[str, float]:

    model.train(training)

    metrics: Dict[str, float] = {"total": 0.0, "data": 0.0, "pde": 0.0, "bc": 0.0, "smooth": 0.0}

    n_batches: int = 0

    context = torch.enable_grad() if training else torch.no_grad()

    with context:

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, batch_source in loader:

            batch_inputs = batch_inputs.to(device)

            batch_alpha = batch_alpha.to(device)

            batch_T = batch_T.to(device)

            batch_beta = batch_beta.to(device)

            batch_source = batch_source.to(device)

            if training:

                optimizer.zero_grad(set_to_none=True)



            

            pred_beta = model(batch_inputs)



            beta_bg = config.bioheat.beta_background_min

            tumor_mask = (torch.abs(batch_beta - beta_bg) > 1e-6).float()

            weights = 1.0 + 9.0 * tumor_mask



            loss_beta = torch.mean(weights * (pred_beta - batch_beta) ** 2)

            loss_data = loss_beta



            # pred_beta = model(batch_inputs)



            # loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            # loss_data = loss_beta



            alpha_const = config.alpha_sampling.alpha_background_min



            loss_pde_term = pde_loss(

                pred_beta,

                batch_T,

                batch_source,

                physics.Ta,

                physics.dx,

                physics.dy,

                alpha_const,

            )

            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss_constant_alpha(batch_T, physics,alpha_const)

            loss_smooth_term = torch.tensor(0.0, device=device)

            total: torch.Tensor = (

                config.training.lambda_data * loss_data

                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term

                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term

            )

            if training:

                total.backward()

                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)

                optimizer.step()

            metrics["total"] += float(total.detach().cpu())

            metrics["data"] += float(loss_data.detach().cpu())

            metrics["pde"] += float(loss_pde_term.detach().cpu())

            metrics["bc"] += float(loss_bc_term.detach().cpu())

            metrics["smooth"] += float(loss_smooth_term.detach().cpu())

            n_batches += 1

    for key in metrics:

        metrics[key] /= max(n_batches, 1)

    return metrics








inverse_PINN_2D_bio/__init__.py

"""Physics-informed inverse model for alpha(x, y) from steady-state T(x, y)."""








inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/config.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/config.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/data.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/data.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/evaluate.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/model.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/model_steep.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/physics.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/run.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/train.cpython-314.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/__init__.cpython-312.pyc





inverse_PINN_2D_bio/__pycache__/__init__.cpython-314.pyc






inverse_PINN_2D_bio/config.py

from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





from dataclasses import dataclass, field

from pathlib import Path





@dataclass(slots=True)

class BoundaryConfig:

    left_temperature: float = 1.0

    right_temperature: float = 0.0

    bottom_flux_bias: float = 0.25

    bottom_flux_amp: float = 0.10

    top_flux_bias: float = -0.15

    top_flux_amp: float = 0.08





@dataclass(slots=True)

class BioheatConfig:

    beta_background_min: float = 0.1

    beta_background_max: float = 0.1

    beta_tumor_min: float = 0.6

    beta_tumor_max: float = 0.8



    source_background: float = 0.1

    source_tumor: float = 0.1



    Ta: float = 0.1





@dataclass(slots=True)

class AlphaSamplingConfig:

    alpha_background_min: float = 0.2

    alpha_background_max: float = 0.2

    alpha_tumor_min: float = 0.3

    alpha_tumor_max: float = 0.5



    n_tumors_min: int = 1

    n_tumors_max: int = 1

    radius_min: float = 0.15

    radius_max: float = 0.18

    ellipse_probability: float = 0.5





@dataclass(slots=True)

class TrainingConfig:

    epochs: int = 40

    batch_size: int = 8

    learning_rate: float = 1.0e-3

    weight_decay: float = 1.0e-5

    train_fraction: float = 0.8

    lambda_data: float = 1

    lambda_pde: float = 0.01

    lambda_bc: float = 0.01

    lambda_smooth: float = 0.0  # lägre än tidigare för stegfunktioner

    grad_clip_norm: float = 1.0

    seed: int = 42





@dataclass(slots=True)

class ExperimentConfig:

    grid_size: int = 32

    n_samples: int = 300

    noise_std: float = 0.0

    output_dir: Path = Path("outputs_inverse_alpha_2d")

    boundary: BoundaryConfig = field(default_factory=BoundaryConfig)

    bioheat: BioheatConfig = field(default_factory=BioheatConfig)

    alpha_sampling: AlphaSamplingConfig = field(default_factory=AlphaSamplingConfig)

    training: TrainingConfig = field(default_factory=TrainingConfig)



    @property

    def dataset_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "dataset.npz"



    @property

    def checkpoint_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "model.pt"



    @property

    def history_path(self) -> Path:

        return self.output_dir / "history.npz"



    @property

    def figures_dir(self) -> Path:

        return self.output_dir / "figures"








inverse_PINN_2D_bio/data.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from pathlib import Path

from typing import Dict, Tuple



import numpy as np

import torch

from scipy.sparse import lil_matrix

from scipy.sparse.linalg import spsolve

from torch.utils.data import Dataset



from .config import AlphaSamplingConfig, BoundaryConfig, ExperimentConfig, BioheatConfig





@dataclass(slots=True)

class Grid:

    x: np.ndarray

    y: np.ndarray

    X: np.ndarray

    Y: np.ndarray

    dx: float

    dy: float





@dataclass(slots=True)

class ProblemFields:

    source: np.ndarray

    beta: np.ndarray

    Ta: float

    bottom_flux: np.ndarray

    top_flux: np.ndarray

    left_temperature: np.ndarray

    right_temperature: np.ndarray





class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

    def __init__(

        self,

        inputs: np.ndarray,

        alpha: np.ndarray,

        temperature: np.ndarray,

        beta: np.ndarray,

        source: np.ndarray,

    ) -> None:

        self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

        self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

        self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)

        self.beta = torch.tensor(beta, dtype=torch.float32)

        self.source = torch.tensor(source, dtype=torch.float32)



    def __len__(self) -> int:

        return int(self.inputs.shape[0])



    def __getitem__(self, index: int):

        return (

            self.inputs[index],

            self.alpha[index],

            self.temperature[index],

            self.beta[index],

            self.source[index],

        )



# class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):

#     def __init__(self, inputs: np.ndarray, alpha: np.ndarray, temperature: np.ndarray) -> None:

#         self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)

#         self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)

#         self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)



#     def __len__(self) -> int:

#         return int(self.inputs.shape[0])



#     def __getitem__(self, index: int) -> tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:

#         return self.inputs[index], self.alpha[index], self.temperature[index]





def make_grid(n: int) -> Grid:

    x: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    y: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n)

    X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="xy")

    return Grid(x=x, y=y, X=X, Y=Y, dx=float(x[1] - x[0]), dy=float(y[1] - y[0]))





def harmonic_mean(a: np.ndarray, b: np.ndarray) -> np.ndarray:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def make_problem_fields(grid: Grid, bc: BoundaryConfig, bio: BioheatConfig) -> ProblemFields:

    source = np.full_like(grid.X, bio.source_background, dtype=np.float64)



    # beta här är bara en platshållare; det riktiga beta-fältet sätts senare

    beta = np.zeros_like(grid.X, dtype=np.float64)



    bottom_flux = bc.bottom_flux_bias + bc.bottom_flux_amp * np.sin(2.0 * np.pi * grid.x)

    top_flux = bc.top_flux_bias + bc.top_flux_amp * np.cos(np.pi * grid.x)

    left_temperature = np.full_like(grid.y, bc.left_temperature, dtype=np.float64)

    right_temperature = np.full_like(grid.y, bc.right_temperature, dtype=np.float64)



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=bio.Ta,

        bottom_flux=bottom_flux.astype(np.float64),

        top_flux=top_flux.astype(np.float64),

        left_temperature=left_temperature,

        right_temperature=right_temperature,

    )





# def _rescale_to_bounds(field: np.ndarray, alpha_min: float, alpha_max: float) -> np.ndarray:

#     shifted: np.ndarray = field - float(field.min())

#     span: float = float(shifted.max())

#     if span < 1.0e-12:

#         return np.full_like(field, 0.5 * (alpha_min + alpha_max))

#     unit: np.ndarray = shifted / span

#     return alpha_min + (alpha_max - alpha_min) * unit





# def _smooth_rectangle(grid: Grid, cx: float, cy: float, wx: float, wy: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     sx: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx - wx / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx + wx / 2.0))))

#     sy: np.ndarray = 0.5 * (np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy - wy / 2.0))) - np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy + wy / 2.0))))

#     return sx * sy





# def _smooth_disk(grid: Grid, cx: float, cy: float, radius: float, sharpness: float) -> np.ndarray:

#     r: np.ndarray = np.sqrt((grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2)

#     return 0.5 * (1.0 - np.tanh(sharpness * (r - radius)))





def sample_alpha_field(

    grid: Grid,

    rng: np.random.Generator,

    cfg: AlphaSamplingConfig,

) -> tuple[np.ndarray, np.ndarray]:

    alpha_bg = float(rng.uniform(cfg.alpha_background_min, cfg.alpha_background_max))

    alpha_tumor = float(rng.uniform(cfg.alpha_tumor_min, cfg.alpha_tumor_max))



    alpha = np.full_like(grid.X, alpha_bg, dtype=np.float64)

    tumor_mask = np.zeros_like(grid.X, dtype=bool)



    n_tumors = int(rng.integers(cfg.n_tumors_min, cfg.n_tumors_max + 1))



    for _ in range(n_tumors):

        cx = float(rng.uniform(0.2, 0.8))

        cy = float(rng.uniform(0.2, 0.8))



        if rng.random() < cfg.ellipse_probability:

            rx = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            ry = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = ((grid.X - cx) / rx) ** 2 + ((grid.Y - cy) / ry) ** 2 <= 1.0

        else:

            r = float(rng.uniform(cfg.radius_min, cfg.radius_max))

            mask = (grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2 <= r**2



        tumor_mask |= mask



    alpha[tumor_mask] = alpha_tumor

    return alpha.astype(np.float64), tumor_mask



def apply_tumor_properties(

    tumor_mask: np.ndarray,

    fields: ProblemFields,

    bio: BioheatConfig,

    rng: np.random.Generator,

) -> ProblemFields:

    beta_bg = float(rng.uniform(bio.beta_background_min, bio.beta_background_max))

    beta_tumor = float(rng.uniform(bio.beta_tumor_min, bio.beta_tumor_max))



    source = fields.source.copy()

    beta = np.full_like(fields.beta, beta_bg, dtype=np.float64)



    beta[tumor_mask] = beta_tumor

    source[tumor_mask] = bio.source_tumor



    return ProblemFields(

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=fields.Ta,

        bottom_flux=fields.bottom_flux,

        top_flux=fields.top_flux,

        left_temperature=fields.left_temperature,

        right_temperature=fields.right_temperature,

    )



def solve_temperature(alpha: np.ndarray, grid: Grid, fields: ProblemFields) -> np.ndarray:

    n: int = alpha.shape[0]

    A = lil_matrix((n * n, n * n), dtype=np.float64)

    b: np.ndarray = np.zeros(n * n, dtype=np.float64)



    def idx(i: int, j: int) -> int:

        return j * n + i



    for j in range(n):

        for i in range(n):

            row: int = idx(i, j)

            if i == 0:

                A[row, row] = 1.0

                b[row] = fields.left_temperature[j]

                continue

            if i == n - 1:

                A[row, row] = 1.0

                b[row] = fields.right_temperature[j]

                continue

            if j == 0:

                a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

                A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy

                A[row, row] = -a_n / grid.dy

                b[row] = fields.bottom_flux[i]

                continue

            if j == n - 1:

                a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

                A[row, row] = a_s / grid.dy

                A[row, idx(i, j - 1)] = -a_s / grid.dy

                b[row] = fields.top_flux[i]

                continue

            a_e: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))

            a_w: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i - 1]))

            a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))

            a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

            beta_c = float(fields.beta[j, i])



            A[row, idx(i + 1, j)] = a_e / grid.dx**2

            A[row, idx(i - 1, j)] = a_w / grid.dx**2

            A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy**2

            A[row, idx(i, j - 1)] = a_s / grid.dy**2

            beta_c = float(fields.beta[j, i])

            Ta = float(fields.Ta)  # eller fields.Ta[j,i] om spatialt



            A[row, row] = (

                -(a_e + a_w) / grid.dx**2

                - (a_n + a_s) / grid.dy**2

                - beta_c

            )



            b[row] = -fields.source[j, i] - beta_c * Ta

    return spsolve(A.tocsr(), b).reshape((n, n))





def generate_dataset(config: ExperimentConfig) -> Dict[str, np.ndarray]:

    rng = np.random.default_rng(config.training.seed)

    grid = make_grid(config.grid_size)

    base_fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.bioheat)



    alpha_list = []

    T_list = []

    beta_list = []

    source_list = []



    for _ in range(config.n_samples):

        alpha, tumor_mask = sample_alpha_field(grid, rng, config.alpha_sampling)

        fields = apply_tumor_properties(tumor_mask, base_fields, config.bioheat, rng)



        T = solve_temperature(alpha, grid, fields)



        if config.noise_std > 0.0:

            T = T + rng.normal(0.0, config.noise_std, size=T.shape)



        alpha_list.append(alpha.astype(np.float32))

        T_list.append(T.astype(np.float32))

        beta_list.append(fields.beta.astype(np.float32))

        source_list.append(fields.source.astype(np.float32))



    alpha_array = np.stack(alpha_list, axis=0)

    T_array = np.stack(T_list, axis=0)

    beta_array = np.stack(beta_list, axis=0)

    source_array = np.stack(source_list, axis=0)



    T_mean = float(T_array.mean())

    T_std = float(T_array.std() + 1.0e-6)

    T_norm = (T_array - T_mean) / T_std



    X_channel = np.broadcast_to(grid.X.astype(np.float32), T_array.shape)

    Y_channel = np.broadcast_to(grid.Y.astype(np.float32), T_array.shape)



    inputs = np.stack([T_norm, X_channel, Y_channel], axis=1).astype(np.float32)



    payload = {

        "inputs": inputs,

        "alpha": alpha_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "temperature": T_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "beta": beta_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "source": source_array[:, None, :, :].astype(np.float32),

        "x": grid.x.astype(np.float32),

        "y": grid.y.astype(np.float32),

        "bottom_flux": base_fields.bottom_flux.astype(np.float32),

        "top_flux": base_fields.top_flux.astype(np.float32),

        "left_temperature": base_fields.left_temperature.astype(np.float32),

        "right_temperature": base_fields.right_temperature.astype(np.float32),

        "temperature_mean": np.array([T_mean], dtype=np.float32),

        "temperature_std": np.array([T_std], dtype=np.float32),

        "Ta": np.float32(config.bioheat.Ta),

    }

    return payload





def save_dataset(payload: Dict[str, np.ndarray], path: Path) -> None:

    path.parent.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    np.savez_compressed(path, **payload)





def load_dataset(path: Path) -> Dict[str, np.ndarray]:

    loaded = np.load(path)

    return {key: loaded[key] for key in loaded.files}










inverse_PINN_2D_bio/evaluate.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict



import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import torch

from torch.utils.data import DataLoader



from .config import ExperimentConfig

from .model import SmallUNet

from .train import make_datasets





def _relative_error(true_field: np.ndarray, pred_field: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:

    return np.abs(true_field - pred_field) / (np.abs(true_field) + eps)





def _tumor_mask(field_true: np.ndarray, vmin: float, vmax: float) -> np.ndarray:

    threshold = 0.5 * (vmin + vmax)

    return field_true > threshold





def evaluate_model(

    config: ExperimentConfig,

    payload: Dict[str, np.ndarray],

    n_examples: int = 3,

) -> Dict[str, float]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")



    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        alpha_min=alpha_min,

        alpha_max=alpha_max,

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)



    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)

    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])

    model.eval()



    _, val_set = make_datasets(payload, config)

    loader = DataLoader(val_set, batch_size=min(8, len(val_set)), shuffle=False, num_workers=0)



    mse_alpha_values: list[float] = []

    mae_alpha_values: list[float] = []

    rel_alpha_values: list[float] = []



    mse_beta_values: list[float] = []

    mae_beta_values: list[float] = []

    rel_beta_values: list[float] = []



    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]] = []



    with torch.no_grad():

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, _ in loader:

            pred_alpha, pred_beta = model(batch_inputs.to(device))

            pred_alpha = pred_alpha.cpu().numpy()

            pred_beta = pred_beta.cpu().numpy()



            true_alpha = batch_alpha.numpy()

            true_beta = batch_beta.numpy()



            mse_alpha_values.append(float(np.mean((pred_alpha - true_alpha) ** 2)))

            mae_alpha_values.append(float(np.mean(np.abs(pred_alpha - true_alpha))))

            rel_alpha_values.append(float(np.mean(_relative_error(true_alpha, pred_alpha))))



            mse_beta_values.append(float(np.mean((pred_beta - true_beta) ** 2)))

            mae_beta_values.append(float(np.mean(np.abs(pred_beta - true_beta))))

            rel_beta_values.append(float(np.mean(_relative_error(true_beta, pred_beta))))



            for i in range(min(batch_inputs.shape[0], n_examples - len(examples))):

                examples.append(

                    (

                        batch_T[i, 0].numpy(),

                        true_alpha[i, 0],

                        pred_alpha[i, 0],

                        true_beta[i, 0],

                        pred_beta[i, 0],

                    )

                )



            if len(examples) >= n_examples:

                break



    config.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

    _plot_history(config)

    _plot_examples(config, examples)



    return {

        "val_mse_alpha": float(np.mean(mse_alpha_values)),

        "val_mae_alpha": float(np.mean(mae_alpha_values)),

        "val_rel_alpha": float(np.mean(rel_alpha_values)),

        "val_mse_beta": float(np.mean(mse_beta_values)),

        "val_mae_beta": float(np.mean(mae_beta_values)),

        "val_rel_beta": float(np.mean(rel_beta_values)),

    }





def _plot_history(config: ExperimentConfig) -> None:

    history = np.load(config.history_path)



    fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

    ax.semilogy(history["train_total"], label="Total - träning", linewidth=2.0, color = 'darkgreen')

    ax.semilogy(history["val_total"], label="Total - validering", linewidth=2.0, color = 'darkmagenta')

    ax.semilogy(history["train_pde"], label="PDE - träning", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'limegreen')

    ax.semilogy(history["val_pde"], label="PDE - validering", linestyle="--", linewidth=2.0, color = 'violet')



    ax.set_xlabel("Epok", fontsize=14)

    ax.set_ylabel("Förlust", fontsize=14)

    #ax.set_title("Träningshistorik", fontsize=16)

    ax.tick_params(axis="both", labelsize=12)

    ax.grid(True, alpha=0.3)

    ax.legend(fontsize=12)



    fig.tight_layout()

    fig.savefig(config.figures_dir / "v3_history.png", dpi=250)

    plt.close(fig)





def _plot_examples(

    config: ExperimentConfig,

    examples: list[tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]],

) -> None:

    alpha_vmin = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_vmax = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_vmin = config.bioheat.beta_background_min

    beta_vmax = config.bioheat.beta_tumor_max



    rel_global_vmin = 0.0

    rel_global_vmax = 4.0



    rel_zoom_vmin = 0.0

    rel_zoom_vmax = 0.5



    rel_zooma_vmin = 0.0

    rel_zooma_vmax = 0.05



    cmap_field = "viridis"

    cmap_error = plt.cm.magma.copy()

    cmap_error.set_bad(color="white")

    cmap_error_a = plt.cm.afmhot.copy()

    cmap_error_a.set_bad(color="white")







    title_fs = 19

    cbar_fs = 15



    for idx, (T, alpha_true, alpha_pred, beta_true, beta_pred) in enumerate(examples):

        rel_error_alpha = _relative_error(alpha_true, alpha_pred)

        rel_error_beta = _relative_error(beta_true, beta_pred)



        rel_error_alpha_global = np.clip(rel_error_alpha, rel_global_vmin, rel_global_vmax)

        rel_error_beta_global = np.clip(rel_error_beta, rel_global_vmin, rel_global_vmax)



        rel_error_alpha_zoom = np.clip(rel_error_alpha, rel_zooma_vmin, rel_zooma_vmax)

        rel_error_beta_zoom = np.clip(rel_error_beta, rel_zoom_vmin, rel_zoom_vmax)



        alpha_mask = _tumor_mask(alpha_true, alpha_vmin, alpha_vmax)

        beta_mask = _tumor_mask(beta_true, beta_vmin, beta_vmax)



        rel_error_alpha_tumor = np.where(alpha_mask, rel_error_alpha_zoom, np.nan)

        rel_error_beta_tumor = np.where(beta_mask, rel_error_beta_zoom, np.nan)



        fig = plt.figure(figsize=(16, 16), constrained_layout=True)

        gs = fig.add_gridspec(4, 3)



        # Temperaturbilden i EN ruta, vänsterkolumnen

        axT = fig.add_subplot(gs[1, 0])



        # tomma rutor runt temperaturbilden

        ax_empty_top = fig.add_subplot(gs[0, 0])

        ax_empty_top.axis("off")



        ax_empty_midlow = fig.add_subplot(gs[2, 0])

        ax_empty_midlow.axis("off")



        ax_empty_bottom = fig.add_subplot(gs[3, 0])

        ax_empty_bottom.axis("off")



        # Beta-block

        ax_b_true = fig.add_subplot(gs[0, 1])

        ax_b_pred = fig.add_subplot(gs[0, 2])

        ax_b_err_g = fig.add_subplot(gs[1, 1])

        ax_b_err_t = fig.add_subplot(gs[1, 2])



        # Alpha-block

        ax_a_true = fig.add_subplot(gs[2, 1])

        ax_a_pred = fig.add_subplot(gs[2, 2])

        ax_a_err_g = fig.add_subplot(gs[3, 1])

        ax_a_err_t = fig.add_subplot(gs[3, 2])



        # Temperatur

        imT = axT.imshow(T, origin="lower", cmap=cmap_field)

        axT.set_title("a) Temperatur $T_{FDM}$", fontsize=title_fs)

        cbarT = plt.colorbar(imT, ax=axT, fraction=0.046)

        cbarT.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta DNS

        imb1 = ax_b_true.imshow(

            beta_true,

            origin="lower",

            vmin=beta_vmin,

            vmax=beta_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_b_true.set_title(r"b) $\beta_{exakt}$", fontsize=title_fs)

        cbarb1 = plt.colorbar(imb1, ax=ax_b_true, fraction=0.046)

        cbarb1.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta PINN

        imb2 = ax_b_pred.imshow(

            beta_pred,

            origin="lower",

            vmin=beta_vmin,

            vmax=beta_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_b_pred.set_title(r"c) $\beta_{PINN}$", fontsize=title_fs)

        cbarb2 = plt.colorbar(imb2, ax=ax_b_pred, fraction=0.046)

        cbarb2.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta globalt fel

        imb3 = ax_b_err_g.imshow(

            rel_error_beta_global,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_global_vmin,

            vmax=rel_global_vmax,

        )

        ax_b_err_g.set_title(r"d) Relativt fel $\beta$ (globalt)", fontsize=title_fs)

        ax_b_err_g.contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="white", linewidths=0.8)

        cbarb3 = plt.colorbar(imb3, ax=ax_b_err_g, fraction=0.046)

        cbarb3.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Beta tumörfel

        imb4 = ax_b_err_t.imshow(

            rel_error_beta_tumor,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error,

            vmin=rel_zoom_vmin,

            vmax=rel_zoom_vmax,

        )

        ax_b_err_t.set_title(r"e) Relativt fel $\beta$ i tumör", fontsize=title_fs)

        ax_b_err_t.contour(beta_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="black", linewidths=0.8)

        cbarb4 = plt.colorbar(imb4, ax=ax_b_err_t, fraction=0.046)

        cbarb4.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha DNS

        ima1 = ax_a_true.imshow(

            alpha_true,

            origin="lower",

            vmin=alpha_vmin,

            vmax=alpha_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_a_true.set_title(r"f) $k_{exakt}$", fontsize=title_fs)

        cbara1 = plt.colorbar(ima1, ax=ax_a_true, fraction=0.046)

        cbara1.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha PINN

        ima2 = ax_a_pred.imshow(

            alpha_pred,

            origin="lower",

            vmin=alpha_vmin,

            vmax=alpha_vmax,

            cmap=cmap_field,

        )

        ax_a_pred.set_title(r"g) $k_{PINN}$", fontsize=title_fs)

        cbara2 = plt.colorbar(ima2, ax=ax_a_pred, fraction=0.046)

        cbara2.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha globalt fel

        ima3 = ax_a_err_g.imshow(

            rel_error_alpha_global,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error_a,

            vmin=rel_global_vmin,

            vmax=rel_global_vmax,

        )

        ax_a_err_g.set_title(r"h) Relativt fel $k$ (globalt)", fontsize=title_fs)

        ax_a_err_g.contour(alpha_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="white", linewidths=0.8)

        cbara3 = plt.colorbar(ima3, ax=ax_a_err_g, fraction=0.046)

        cbara3.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Alpha tumörfel

        ima4 = ax_a_err_t.imshow(

            rel_error_alpha_tumor,

            origin="lower",

            cmap=cmap_error_a,

            vmin=rel_zooma_vmin,

            vmax=rel_zooma_vmax,

        )

        ax_a_err_t.set_title(r"i) Relativt fel $k$ i tumör", fontsize=title_fs)

        ax_a_err_t.contour(alpha_mask.astype(float), levels=[0.5], colors="black", linewidths=0.8)

        cbara4 = plt.colorbar(ima4, ax=ax_a_err_t, fraction=0.046)

        cbara4.ax.tick_params(labelsize=cbar_fs)



        # Ta bort axelmarkeringar

        for ax in [

            axT,

            ax_b_true, ax_b_pred, ax_b_err_g, ax_b_err_t,

            ax_a_true, ax_a_pred, ax_a_err_g, ax_a_err_t,

        ]:

            ax.set_xticks([])

            ax.set_yticks([])



        fig.savefig(config.figures_dir / f"v3_example_{idx:02d}.png", dpi=300)

        plt.close(fig)






inverse_PINN_2D_bio/model.py

from __future__ import annotations



import torch

from torch import nn



torch.set_num_threads(1)

torch.set_num_interop_threads(1)

try:

    torch.backends.mkldnn.enabled = False

except Exception:

    pass





class ConvBlock(nn.Module):

    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:

        super().__init__()

        self.block = nn.Sequential(

            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),

            nn.GELU(),

        )



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        return self.block(x)





class SmallUNet(nn.Module):

    def __init__(

        self,

        in_channels: int = 3,

        base_channels: int = 16,

        alpha_min: float = 0.20,

        alpha_max: float = 0.80,

        beta_min: float = 0.0,

        beta_max: float = 1.0,

    ) -> None:

        super().__init__()



        if alpha_max <= alpha_min:

            raise ValueError("alpha_max must be larger than alpha_min.")



        self.alpha_min: float = alpha_min

        self.alpha_max: float = alpha_max



        self.beta_min = beta_min

        self.beta_max = beta_max



        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)

        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)



        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)

        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)



        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)



        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)



        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(

            base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2

        )

        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)



        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 2, kernel_size=1)



    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)

        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))

        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))



        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)

        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:

            d2 = nn.functional.interpolate(

                d2,

                size=e2.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))



        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)

        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:

            d1 = nn.functional.interpolate(

                d1,

                size=e1.shape[-2:],

                mode="bilinear",

                align_corners=False,

            )

        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))



        raw = self.final(d1)



        raw_alpha = raw[:, 0:1, :, :]

        raw_beta = raw[:, 1:2, :, :]



        alpha_pred = self.alpha_min + (self.alpha_max - self.alpha_min) * torch.sigmoid(raw_alpha)

        beta_pred = self.beta_min + (self.beta_max - self.beta_min) * torch.sigmoid(raw_beta)



        return alpha_pred, beta_pred






inverse_PINN_2D_bio/physics.py

from __future__ import annotations



from dataclasses import dataclass

from typing import Dict



import torch





@dataclass(slots=True)

class PhysicsFields:

    dx: float

    dy: float

    source: torch.Tensor

    beta: torch.Tensor

    Ta: float

    bottom_flux: torch.Tensor

    top_flux: torch.Tensor

    left_temperature: torch.Tensor

    right_temperature: torch.Tensor





def build_physics_fields(payload: Dict[str, object], device: torch.device) -> PhysicsFields:

    source = torch.as_tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device)

    beta = torch.as_tensor(payload["beta"], dtype=torch.float32, device=device)



    if source.ndim == 4:

        source = source[0, 0]

    if beta.ndim == 4:

        beta = beta[0, 0]



    return PhysicsFields(

        dx=float(payload["x"][1] - payload["x"][0]),

        dy=float(payload["y"][1] - payload["y"][0]),

        source=source,

        beta=beta,

        Ta=float(payload["Ta"]),

        bottom_flux=torch.as_tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        top_flux=torch.as_tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),

        left_temperature=torch.as_tensor(payload["left_temperature"], dtype=torch.float32, device=device),

        right_temperature=torch.as_tensor(payload["right_temperature"], dtype=torch.float32, device=device),

    )





def harmonic_mean_torch(a: torch.Tensor, b: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    eps: float = 1.0e-12

    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)





def pde_loss(

    alpha_pred: torch.Tensor,

    beta_pred: torch.Tensor,

    temperature: torch.Tensor,

    source: torch.Tensor,

    Ta: float,

    dx: float,

    dy: float,

) -> torch.Tensor:

    Tc = temperature[:, :, 1:-1, 1:-1]

    Te = temperature[:, :, 1:-1, 2:]

    Tw = temperature[:, :, 1:-1, :-2]

    Tn = temperature[:, :, 2:, 1:-1]

    Ts = temperature[:, :, :-2, 1:-1]



    ac = alpha_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]

    ae = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, 2:])

    aw = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, :-2])

    an = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 2:, 1:-1])

    a_s = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, :-2, 1:-1])



    rx = (ae * (Te - Tc) - aw * (Tc - Tw)) / (dx**2)

    ry = (an * (Tn - Tc) - a_s * (Tc - Ts)) / (dy**2)



    beta_c = beta_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]

    source_c = source[:, :, 1:-1, 1:-1]



    residual = rx + ry - beta_c * (Tc - Ta) + source_c

    return torch.mean(residual**2)

   



def bc_loss(alpha_pred, temperature, phys):

    alpha_bottom = harmonic_mean_torch(alpha_pred[:, :, 0, :], alpha_pred[:, :, 1, :])

    alpha_top = harmonic_mean_torch(alpha_pred[:, :, -1, :], alpha_pred[:, :, -2, :])



    grad_bottom = (temperature[:, :, 1, :] - temperature[:, :, 0, :]) / phys.dy

    grad_top = (temperature[:, :, -1, :] - temperature[:, :, -2, :]) / phys.dy



    bottom_res = alpha_bottom * grad_bottom - phys.bottom_flux[None, None, :]

    top_res = alpha_top * grad_top - phys.top_flux[None, None, :]



    return torch.mean(bottom_res**2) + torch.mean(top_res**2)





def smoothness_loss(alpha_pred: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

    dx_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, :, 1:] - alpha_pred[:, :, :, :-1]

    dy_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:, :] - alpha_pred[:, :, :-1, :]

    return torch.mean(dx_term**2) + torch.mean(dy_term**2)








inverse_PINN_2D_bio/run.py

from __future__ import annotations



import argparse

from pathlib import Path



from .config import ExperimentConfig

from .data import generate_dataset, load_dataset, save_dataset

from .evaluate import evaluate_model

from .train import make_datasets, train_model





def parse_args() -> argparse.Namespace:

    parser = argparse.ArgumentParser(description="Train a 2D inverse alpha model from temperature fields.")

    parser.add_argument("--output-dir", type=Path, default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"))

    parser.add_argument("--grid-size", type=int, default=32)

    parser.add_argument("--n-samples", type=int, default=300)

    parser.add_argument("--epochs", type=int, default=40)

    parser.add_argument("--batch-size", type=int, default=8)

    parser.add_argument("--noise-std", type=float, default=0.0)

    parser.add_argument("--skip-generate", action="store_true")

    return parser.parse_args()





def main() -> None:

    args = parse_args()



    config = ExperimentConfig(

        output_dir=args.output_dir,

        grid_size=args.grid_size,

        n_samples=args.n_samples,

        noise_std=args.noise_std,

    )

    config.training.epochs = args.epochs

    config.training.batch_size = args.batch_size



    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    if args.skip_generate and config.dataset_path.exists():

        payload = load_dataset(config.dataset_path)

    else:

        payload = generate_dataset(config)

        save_dataset(payload, config.dataset_path)



    train_model(config, payload)



    _, val_set = make_datasets(payload, config)



    print("\nKlart")

    print(f"Dataset: {config.dataset_path}")

    print(f"Checkpoint: {config.checkpoint_path}")

    print(f"Historik: {config.history_path}")

    print(f"Figurer: {config.figures_dir}")



    if len(val_set) == 0:

        print("Evaluation hoppades över eftersom val-setet är tomt.")

    else:

        metrics = evaluate_model(config, payload)

        print(f"Val MSE alpha: {metrics['val_mse_alpha']:.6e}")

        print(f"Val MAE alpha: {metrics['val_mae_alpha']:.6e}")

        print(f"Val rel alpha: {metrics['val_rel_alpha']:.6e}")

        print(f"Val MSE beta: {metrics['val_mse_beta']:.6e}")

        print(f"Val MAE beta: {metrics['val_mae_beta']:.6e}")

        print(f"Val rel beta: {metrics['val_rel_beta']:.6e}")





if __name__ == "__main__":

    main()






inverse_PINN_2D_bio/train.py

from __future__ import annotations



from typing import Dict, List, Tuple



import numpy as np

import torch

from torch.optim import AdamW

from torch.utils.data import DataLoader, Subset



from .config import ExperimentConfig

from .data import InverseAlphaDataset

from .model import SmallUNet

from .physics import bc_loss, build_physics_fields, pde_loss, smoothness_loss





def make_datasets(payload: Dict[str, np.ndarray], config: ExperimentConfig) -> tuple[Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]], Subset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]]:

    full_dataset = InverseAlphaDataset(

            payload["inputs"],

            payload["alpha"],

            payload["temperature"],

            payload["beta"],

            payload["source"],

        )

    n_total: int = len(full_dataset)

    n_train: int = int(round(config.training.train_fraction * n_total))

    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.training.seed)

    rng.shuffle(indices)

    train_idx: list[int] = indices[:n_train].tolist()

    val_idx: list[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(full_dataset, train_idx), Subset(full_dataset, val_idx)





def train_model(config: ExperimentConfig, payload: Dict[str, np.ndarray]) -> Dict[str, List[float]]:

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    alpha_min = config.alpha_sampling.alpha_background_min

    alpha_max = config.alpha_sampling.alpha_tumor_max



    beta_min = config.bioheat.beta_background_min

    beta_max = config.bioheat.beta_tumor_max



    model = SmallUNet(

        alpha_min=alpha_min,

        alpha_max=alpha_max,

        beta_min=beta_min,

        beta_max=beta_max,

    ).to(device)



    optimizer = AdamW(model.parameters(), lr=config.training.learning_rate, weight_decay=config.training.weight_decay)

    scheduler = torch.optim.lr_scheduler.CosineAnnealingLR(optimizer, T_max=config.training.epochs)

    physics = build_physics_fields(payload, device)

    train_set, val_set = make_datasets(payload, config)

    train_loader = DataLoader(train_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=True, num_workers=0)

    val_loader = DataLoader(val_set, batch_size=config.training.batch_size, shuffle=False, num_workers=0)



    history: Dict[str, List[float]] = {

        "train_total": [], "train_data": [], "train_pde": [], "train_bc": [],

        "val_total": [], "val_data": [], "val_pde": [], "val_bc": [],

    }

    best_val: float = float("inf")

    config.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)



    for epoch in range(1, config.training.epochs + 1):

        train_metrics = _run_epoch(model, train_loader, optimizer, physics, config, device, training=True)

        val_metrics = _run_epoch(model, val_loader, optimizer, physics, config, device, training=False)

        scheduler.step()

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])

        history["train_data"].append(train_metrics["data"])

        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])

        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])

        history["val_data"].append(val_metrics["data"])

        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])

        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])



        if len(val_set) == 0:

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)

        elif val_metrics["data"] < best_val:

            best_val = val_metrics["data"]

            torch.save({"model_state_dict": model.state_dict()}, config.checkpoint_path)



        

        print(

            f"Epoch {epoch:03d}/{config.training.epochs:03d} | "

            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "

            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e}"

        )

    np.savez_compressed(config.history_path, **{k: np.asarray(v, dtype=np.float32) for k, v in history.items()})

    return history





def _run_epoch(

    model: SmallUNet,

    loader: DataLoader,

    optimizer: AdamW,

    physics: object,

    config: ExperimentConfig,

    device: torch.device,

    training: bool,

) -> Dict[str, float]:

    model.train(training)

    metrics: Dict[str, float] = {"total": 0.0, "data": 0.0, "pde": 0.0, "bc": 0.0, "smooth": 0.0}

    n_batches: int = 0

    context = torch.enable_grad() if training else torch.no_grad()

    with context:

        for batch_inputs, batch_alpha, batch_T, batch_beta, batch_source in loader:

            batch_inputs = batch_inputs.to(device)

            batch_alpha = batch_alpha.to(device)

            batch_T = batch_T.to(device)

            batch_beta = batch_beta.to(device)

            batch_source = batch_source.to(device)

            if training:

                optimizer.zero_grad(set_to_none=True)

            pred_alpha, pred_beta = model(batch_inputs)

            alpha_bg_per_sample = torch.amin(batch_alpha, dim=(2, 3), keepdim=True)

            tumor_mask = (torch.abs(batch_alpha - alpha_bg_per_sample) > 1e-6).float()

            weights = 1.0 + 9.0 * tumor_mask



            loss_alpha = torch.mean(weights * (pred_alpha - batch_alpha) ** 2)

            loss_beta = torch.mean((pred_beta - batch_beta) ** 2)

            loss_data = loss_alpha + loss_beta



            loss_pde_term = pde_loss(

                pred_alpha,

                pred_beta,

                batch_T,

                batch_source,

                physics.Ta,

                physics.dx,

                physics.dy,

            )

            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss(pred_alpha, batch_T, physics)

            loss_smooth_term: torch.Tensor = smoothness_loss(pred_alpha)

            total: torch.Tensor = (

                config.training.lambda_data * loss_data

                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term

                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term

                + config.training.lambda_smooth * loss_smooth_term

            )

            if training:

                total.backward()

                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)

                optimizer.step()

            metrics["total"] += float(total.detach().cpu())

            metrics["data"] += float(loss_data.detach().cpu())

            metrics["pde"] += float(loss_pde_term.detach().cpu())

            metrics["bc"] += float(loss_bc_term.detach().cpu())

            metrics["smooth"] += float(loss_smooth_term.detach().cpu())

            n_batches += 1

    for key in metrics:

        metrics[key] /= max(n_batches, 1)

    return metrics
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"""Physics-informed inverse model for alpha(x, y) from steady-state T(x, y)."""
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"""Physics-informed inverse model for alpha(x, y) from steady-state T(x, y)."""







värmeledning-2d/data (kopia).py

from __future__ import annotations

from dataclasses import dataclass
from pathlib import Path
from typing import Dict

import numpy as np
import torch
from scipy.sparse import lil_matrix
from scipy.sparse.linalg import spsolve
from torch.utils.data import Dataset

from .config import AlphaSamplingConfig, BoundaryConfig, ExperimentConfig, SourceConfig


@dataclass(slots=True)
class Grid:
    x: np.ndarray
    y: np.ndarray
    X: np.ndarray
    Y: np.ndarray
    dx: float
    dy: float


@dataclass(slots=True)
class ProblemFields:
    source: np.ndarray
    bottom_flux: np.ndarray
    top_flux: np.ndarray
    left_temperature: np.ndarray
    right_temperature: np.ndarray


class InverseAlphaDataset(Dataset[tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]]):
    def __init__(self, inputs: np.ndarray, alpha: np.ndarray, temperature: np.ndarray) -> None:
        self.inputs = torch.tensor(inputs, dtype=torch.float32)
        self.alpha = torch.tensor(alpha, dtype=torch.float32)
        self.temperature = torch.tensor(temperature, dtype=torch.float32)

    def __len__(self) -> int:
        return int(self.inputs.shape[0])

    def __getitem__(self, index: int) -> tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:
        return self.inputs[index], self.alpha[index], self.temperature[index]


def make_grid(n: int) -> Grid:
    x: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n, dtype=np.float64)
    y: np.ndarray = np.linspace(0.0, 1.0, n, dtype=np.float64)
    X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="xy")
    dx: float = float(x[1] - x[0]) if n > 1 else 1.0
    dy: float = float(y[1] - y[0]) if n > 1 else 1.0
    return Grid(x=x, y=y, X=X, Y=Y, dx=dx, dy=dy)


def harmonic_mean(a: np.ndarray, b: np.ndarray) -> np.ndarray:
    eps: float = 1.0e-12
    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)


def make_problem_fields(grid: Grid, bc: BoundaryConfig, src: SourceConfig) -> ProblemFields:
    """
    Fasta randvillkor och fast källterm.
    Dessa är medvetet valda för att ge ett mer informativt temperaturfält.
    """
    source: np.ndarray = (
        0.20
        + 0.65 * np.sin(np.pi * grid.X) * np.sin(2.0 * np.pi * grid.Y)
        - 0.25 * np.cos(2.0 * np.pi * grid.X) * np.sin(np.pi * grid.Y)
    )

    bottom_flux: np.ndarray = 0.25 + 0.10 * np.sin(2.0 * np.pi * grid.x)
    top_flux: np.ndarray = -0.15 + 0.08 * np.cos(np.pi * grid.x)

    left_temperature: np.ndarray = np.full_like(grid.y, bc.left_temperature, dtype=np.float64)
    right_temperature: np.ndarray = np.full_like(grid.y, bc.right_temperature, dtype=np.float64)

    return ProblemFields(
        source=source.astype(np.float64),
        bottom_flux=bottom_flux.astype(np.float64),
        top_flux=top_flux.astype(np.float64),
        left_temperature=left_temperature,
        right_temperature=right_temperature,
    )


def _rescale_to_bounds(field: np.ndarray, alpha_min: float, alpha_max: float) -> np.ndarray:
    shifted: np.ndarray = field - float(field.min())
    span: float = float(shifted.max())
    if span < 1.0e-12:
        return np.full_like(field, 0.5 * (alpha_min + alpha_max), dtype=np.float64)
    unit: np.ndarray = shifted / span
    return alpha_min + (alpha_max - alpha_min) * unit


def _smooth_rectangle(grid: Grid, cx: float, cy: float, wx: float, wy: float, sharpness: float) -> np.ndarray:
    sx: np.ndarray = 0.5 * (
        np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx - wx / 2.0)))
        - np.tanh(sharpness * (grid.X - (cx + wx / 2.0)))
    )
    sy: np.ndarray = 0.5 * (
        np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy - wy / 2.0)))
        - np.tanh(sharpness * (grid.Y - (cy + wy / 2.0)))
    )
    return sx * sy


def _smooth_disk(grid: Grid, cx: float, cy: float, radius: float, sharpness: float) -> np.ndarray:
    r: np.ndarray = np.sqrt((grid.X - cx) ** 2 + (grid.Y - cy) ** 2)
    return 0.5 * (1.0 - np.tanh(sharpness * (r - radius)))


def sample_alpha_field(grid: Grid, rng: np.random.Generator, cfg: AlphaSamplingConfig) -> np.ndarray:
    """
    Skapar varierade alpha-fält:
    - Gaussiska bumpar
    - Fourier-liknande variationer
    - rektanglar
    - diskar
    - gradienttermer

    Medvetet ganska varierad generator, men fortfarande positiv efter omskalning.
    """
    field: np.ndarray = np.zeros_like(grid.X, dtype=np.float64)

    # Gaussiska strukturer
    n_gauss: int = int(rng.integers(2, 6))
    for _ in range(n_gauss):
        amp: float = float(rng.uniform(-1.0, 1.0))
        x0: float = float(rng.uniform(0.0, 1.0))
        y0: float = float(rng.uniform(0.0, 1.0))
        sx: float = float(rng.uniform(0.05, 0.22))
        sy: float = float(rng.uniform(0.05, 0.22))
        field += amp * np.exp(
            -(((grid.X - x0) ** 2) / (2.0 * sx**2) + ((grid.Y - y0) ** 2) / (2.0 * sy**2))
        )

    # Fourier-liknande mönster
    n_modes: int = int(rng.integers(1, 5))
    for _ in range(n_modes):
        kx: int = int(rng.integers(1, 5))
        ky: int = int(rng.integers(1, 5))
        px: float = float(rng.uniform(0.0, 2.0 * np.pi))
        py: float = float(rng.uniform(0.0, 2.0 * np.pi))
        amp: float = float(rng.uniform(-0.8, 0.8))
        field += amp * np.sin(2.0 * np.pi * kx * grid.X + px) * np.cos(2.0 * np.pi * ky * grid.Y + py)

    # Rektanglar med ibland ganska skarpa kanter
    n_rect: int = int(rng.integers(0, 4))
    for _ in range(n_rect):
        amp = float(rng.uniform(-1.0, 1.0))
        cx = float(rng.uniform(0.15, 0.85))
        cy = float(rng.uniform(0.15, 0.85))
        wx = float(rng.uniform(0.10, 0.45))
        wy = float(rng.uniform(0.10, 0.45))
        sharpness = float(rng.uniform(8.0, 40.0))
        field += amp * _smooth_rectangle(grid, cx, cy, wx, wy, sharpness)

    # Diskar
    n_disks: int = int(rng.integers(0, 4))
    for _ in range(n_disks):
        amp = float(rng.uniform(-1.0, 1.0))
        cx = float(rng.uniform(0.10, 0.90))
        cy = float(rng.uniform(0.10, 0.90))
        radius = float(rng.uniform(0.06, 0.22))
        sharpness = float(rng.uniform(8.0, 40.0))
        field += amp * _smooth_disk(grid, cx, cy, radius, sharpness)

    # Långvågiga gradienter
    field += float(rng.uniform(-0.8, 0.8)) * (grid.X - 0.5)
    field += float(rng.uniform(-0.8, 0.8)) * (grid.Y - 0.5)
    field += float(rng.uniform(-0.5, 0.5)) * (grid.X - 0.5) * (grid.Y - 0.5)

    alpha: np.ndarray = _rescale_to_bounds(field, cfg.alpha_min, cfg.alpha_max)
    return alpha.astype(np.float64)


def solve_temperature(alpha: np.ndarray, grid: Grid, fields: ProblemFields) -> np.ndarray:
    n: int = alpha.shape[0]
    A = lil_matrix((n * n, n * n), dtype=np.float64)
    b: np.ndarray = np.zeros(n * n, dtype=np.float64)

    def idx(i: int, j: int) -> int:
        return j * n + i

    for j in range(n):
        for i in range(n):
            row: int = idx(i, j)

            # Dirichlet vänster/höger
            if i == 0:
                A[row, row] = 1.0
                b[row] = fields.left_temperature[j]
                continue
            if i == n - 1:
                A[row, row] = 1.0
                b[row] = fields.right_temperature[j]
                continue

            # Neumann botten
            if j == 0:
                a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))
                A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy
                A[row, row] = -a_n / grid.dy
                b[row] = fields.bottom_flux[i]
                continue

            # Neumann toppen
            if j == n - 1:
                a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))
                A[row, row] = a_s / grid.dy
                A[row, idx(i, j - 1)] = -a_s / grid.dy
                b[row] = fields.top_flux[i]
                continue

            # Inre punkter
            a_e: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i + 1]))
            a_w: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j, i - 1]))
            a_n: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j + 1, i]))
            a_s: float = float(harmonic_mean(alpha[j, i], alpha[j - 1, i]))

            A[row, idx(i + 1, j)] = a_e / grid.dx**2
            A[row, idx(i - 1, j)] = a_w / grid.dx**2
            A[row, idx(i, j + 1)] = a_n / grid.dy**2
            A[row, idx(i, j - 1)] = a_s / grid.dy**2
            A[row, row] = -(a_e + a_w) / grid.dx**2 - (a_n + a_s) / grid.dy**2
            b[row] = -fields.source[j, i]

    T_vec: np.ndarray = spsolve(A.tocsr(), b)
    return T_vec.reshape((n, n))


def generate_dataset(config: ExperimentConfig, n_samples: int) -> Dict[str, np.ndarray]:
    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(config.seed)
    grid: Grid = make_grid(config.grid.size)
    fields: ProblemFields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.source)

    alpha_list: list[np.ndarray] = []
    T_list: list[np.ndarray] = []

    for _ in range(n_samples):
        alpha: np.ndarray = sample_alpha_field(grid, rng, config.alpha_sampling)
        T: np.ndarray = solve_temperature(alpha, grid, fields)

        if config.source.noise_std > 0.0:
            T = T + rng.normal(0.0, config.source.noise_std, size=T.shape)

        alpha_list.append(alpha.astype(np.float32))
        T_list.append(T.astype(np.float32))

    alpha_array: np.ndarray = np.stack(alpha_list, axis=0)  # (N, H, W)
    T_array: np.ndarray = np.stack(T_list, axis=0)          # (N, H, W)

    T_mean: float = float(T_array.mean())
    T_std: float = float(T_array.std() + 1.0e-6)
    T_norm: np.ndarray = (T_array - T_mean) / T_std

    X_channel: np.ndarray = np.broadcast_to(grid.X.astype(np.float32), T_array.shape)
    Y_channel: np.ndarray = np.broadcast_to(grid.Y.astype(np.float32), T_array.shape)

    inputs: np.ndarray = np.stack([T_norm, X_channel, Y_channel], axis=1).astype(np.float32)

    payload: Dict[str, np.ndarray] = {
        "inputs": inputs,                                   # (N, 3, H, W)
        "alpha": alpha_array[:, None, :, :].astype(np.float32),
        "temperature": T_array[:, None, :, :].astype(np.float32),
        "x": grid.x.astype(np.float32),
        "y": grid.y.astype(np.float32),
        "dx": np.array([grid.dx], dtype=np.float32),
        "dy": np.array([grid.dy], dtype=np.float32),
        "source": fields.source.astype(np.float32),
        "bottom_flux": fields.bottom_flux.astype(np.float32),
        "top_flux": fields.top_flux.astype(np.float32),
        "left_temperature": np.array([config.boundary.left_temperature], dtype=np.float32),
        "right_temperature": np.array([config.boundary.right_temperature], dtype=np.float32),
        "temperature_mean": np.array([T_mean], dtype=np.float32),
        "temperature_std": np.array([T_std], dtype=np.float32),
    }
    return payload


def save_dataset(payload: Dict[str, np.ndarray], path: Path) -> None:
    path.parent.mkdir(parents=True, exist_ok=True)
    np.savez_compressed(path, **payload)


def load_dataset(path: Path) -> Dict[str, np.ndarray]:
    loaded = np.load(path)
    return {key: loaded[key] for key in loaded.files}


def create_dataset_file(save_path: Path, config: ExperimentConfig, n_samples: int) -> None:
    payload: Dict[str, np.ndarray] = generate_dataset(config=config, n_samples=n_samples)
    save_dataset(payload=payload, path=save_path)
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# inverse_alpha_pinn2d

Detta projekt innehåller kod för att undersöka om ett fysikinformerat neuronnät, ett så kallat Physics-Informed Neural Network (PINN), kan användas för att lösa ett inversproblem för stationär värmeledning i två dimensioner.

Målet är att prediktera ett rumsligt varierande värmediffusivitetsfält

\[
\alpha(x,y)
\]

utifrån ett givet temperaturfält

\[
T(x,y).
\]

Temperaturfältet genereras numeriskt från den stationära värmeledningsekvationen

\[
\nabla \cdot \left(\alpha \nabla T \right) + Q = 0.
\]

Projektet är en del av ett kandidatarbete om inversa värmetransportproblem med Physics-Informed Neural Networks.

---

## Projektets innehåll

Projektet gör i huvudsak följande:

1. Genererar syntetiska och varierade \(\alpha(x,y)\)-fält på enhetskvadraten.
2. Löser det direkta stationära värmeledningsproblemet för varje \(\alpha\)-fält.
3. Skapar träningsdata bestående av temperaturfält, koordinatkanaler och tillhörande exakta \(\alpha\)-fält.
4. Tränar ett U-Net-liknande konvolutionellt neuronnät som predikterar \(\alpha(x,y)\).
5. Utvärderar modellen på valideringsdata och på ett specialkonstruerat testfall.
6. Skapar figurer för jämförelse mellan exakt \(\alpha\), predikterat \(\alpha\), temperaturfält och relativt fel.

---

## Filstruktur

Projektet är uppdelat i följande filer:

```text
inverse_alpha_pinn2d/
├── __init__.py
├── config.py
├── data.py
├── evaluate.py
├── model.py
├── physics.py
├── run.py
├── train.py
├── test_custom_case.py
├── requirements.txt
└── README.md
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from __future__ import annotations

from dataclasses import asdict
from typing import Any, Dict, List, Tuple

import numpy as np
import torch
from torch import nn
from torch.optim import Adam
from torch.optim.lr_scheduler import ReduceLROnPlateau
from torch.utils.data import DataLoader, Dataset, Subset

from .config import ExperimentConfig
from .physics import PhysicsContext, bc_loss, pde_loss, smoothness_loss


def split_dataset(
    dataset: Dataset[Any],
    train_fraction: float,
    seed: int,
) -> Tuple[Subset[Any], Subset[Any]]:
    n_total: int = len(dataset)
    n_train: int = int(train_fraction * n_total)

    rng: np.random.Generator = np.random.default_rng(seed)
    indices: np.ndarray = np.arange(n_total)
    rng.shuffle(indices)

    train_idx: List[int] = indices[:n_train].tolist()
    val_idx: List[int] = indices[n_train:].tolist()

    return Subset(dataset, train_idx), Subset(dataset, val_idx)


def make_datasets(
    dataset: Dataset[Any],
    train_fraction: float,
    seed: int,
) -> Tuple[Subset[Any], Subset[Any]]:
    return split_dataset(dataset, train_fraction, seed)


def _move_batch_to_device(
    batch: Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor],
    device: torch.device,
) -> Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:
    batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = batch
    return (
        batch_inputs.to(device),
        batch_alpha.to(device),
        batch_temperature.to(device),
    )


def _run_epoch(
    model: nn.Module,
    loader: DataLoader[Any],
    optimizer: Adam | None,
    physics: PhysicsContext,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> Dict[str, float]:
    is_train: bool = optimizer is not None
    if is_train:
        model.train()
    else:
        model.eval()

    total_sum: float = 0.0
    data_sum: float = 0.0
    pde_sum: float = 0.0
    bc_sum: float = 0.0
    smooth_sum: float = 0.0
    n_batches: int = 0

    for batch in loader:
        batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = _move_batch_to_device(batch, device)

        if is_train:
            optimizer.zero_grad(set_to_none=True)

        with torch.set_grad_enabled(is_train):
            pred_alpha: torch.Tensor = model(batch_inputs)

            loss_data: torch.Tensor = torch.mean((pred_alpha - batch_alpha) ** 2)
            loss_pde_term: torch.Tensor = pde_loss(pred_alpha, batch_temperature, physics)
            loss_bc_term: torch.Tensor = bc_loss(pred_alpha, batch_temperature, physics)
            loss_smooth_term: torch.Tensor = smoothness_loss(pred_alpha)

            total: torch.Tensor = (
                config.training.lambda_data * loss_data
                + config.training.lambda_pde * loss_pde_term
                + config.training.lambda_bc * loss_bc_term
                + config.training.lambda_smooth * loss_smooth_term
            )

            if is_train:
                total.backward()
                torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), config.training.grad_clip_norm)
                optimizer.step()

        total_sum += float(total.detach().cpu().item())
        data_sum += float(loss_data.detach().cpu().item())
        pde_sum += float(loss_pde_term.detach().cpu().item())
        bc_sum += float(loss_bc_term.detach().cpu().item())
        smooth_sum += float(loss_smooth_term.detach().cpu().item())
        n_batches += 1

    denom: float = max(1, float(n_batches))
    return {
        "total": total_sum / denom,
        "data": data_sum / denom,
        "pde": pde_sum / denom,
        "bc": bc_sum / denom,
        "smooth": smooth_sum / denom,
    }


def train_model(
    model: nn.Module,
    dataset: Dataset[Any],
    physics: PhysicsContext,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> Dict[str, np.ndarray]:
    train_set, val_set = make_datasets(
        dataset=dataset,
        train_fraction=config.training.train_fraction,
        seed=config.seed,
    )

    train_loader: DataLoader[Any] = DataLoader(
        train_set,
        batch_size=config.training.batch_size,
        shuffle=True,
        drop_last=False,
    )
    val_loader: DataLoader[Any] = DataLoader(
        val_set,
        batch_size=config.training.batch_size,
        shuffle=False,
        drop_last=False,
    )

    optimizer: Adam = Adam(
        model.parameters(),
        lr=config.training.learning_rate,
        weight_decay=config.training.weight_decay,
    )

    scheduler: ReduceLROnPlateau = ReduceLROnPlateau(
        optimizer,
        mode="min",
        factor=config.training.scheduler_factor,
        patience=config.training.scheduler_patience,
        min_lr=config.training.scheduler_min_lr,
    )

    best_metric: float = float("inf")
    best_epoch: int = -1
    epochs_without_improvement: int = 0

    history: Dict[str, List[float]] = {
        "train_total": [],
        "train_data": [],
        "train_pde": [],
        "train_bc": [],
        "train_smooth": [],
        "val_total": [],
        "val_data": [],
        "val_pde": [],
        "val_bc": [],
        "val_smooth": [],
        "lr": [],
    }

    checkpoint_metric: str = config.training.checkpoint_metric

    for epoch in range(config.training.epochs):
        train_metrics: Dict[str, float] = _run_epoch(
            model=model,
            loader=train_loader,
            optimizer=optimizer,
            physics=physics,
            config=config,
            device=device,
        )

        val_metrics: Dict[str, float] = _run_epoch(
            model=model,
            loader=val_loader,
            optimizer=None,
            physics=physics,
            config=config,
            device=device,
        )

        current_lr: float = float(optimizer.param_groups[0]["lr"])
        history["lr"].append(current_lr)

        history["train_total"].append(train_metrics["total"])
        history["train_data"].append(train_metrics["data"])
        history["train_pde"].append(train_metrics["pde"])
        history["train_bc"].append(train_metrics["bc"])
        history["train_smooth"].append(train_metrics["smooth"])

        history["val_total"].append(val_metrics["total"])
        history["val_data"].append(val_metrics["data"])
        history["val_pde"].append(val_metrics["pde"])
        history["val_bc"].append(val_metrics["bc"])
        history["val_smooth"].append(val_metrics["smooth"])

        metric_value: float = val_metrics[checkpoint_metric]
        improved: bool = metric_value < (best_metric - config.training.early_stopping_min_delta)

        if improved:
            best_metric = metric_value
            best_epoch = epoch
            epochs_without_improvement = 0

            torch.save(
                {
                    "epoch": epoch + 1,
                    "best_epoch": best_epoch + 1,
                    "best_metric_name": checkpoint_metric,
                    "best_metric_value": best_metric,
                    "model_state_dict": model.state_dict(),
                    "optimizer_state_dict": optimizer.state_dict(),
                    "scheduler_state_dict": scheduler.state_dict(),
                    "config": asdict(config),
                },
                config.checkpoint_path,
            )
        else:
            epochs_without_improvement += 1

        scheduler.step(metric_value)

        print(
            f"Epoch {epoch + 1:03d}/{config.training.epochs:03d} | "
            f"train total={train_metrics['total']:.4e}, data={train_metrics['data']:.4e}, "
            f"pde={train_metrics['pde']:.4e}, bc={train_metrics['bc']:.4e} | "
            f"val total={val_metrics['total']:.4e}, data={val_metrics['data']:.4e}, "
            f"pde={val_metrics['pde']:.4e}, bc={val_metrics['bc']:.4e} | "
            f"lr={current_lr:.2e}"
        )

        if epochs_without_improvement >= config.training.early_stopping_patience:
            print(
                f"\nEarly stopping vid epoch {epoch + 1}. "
                f"Ingen förbättring i val_{checkpoint_metric} på "
                f"{config.training.early_stopping_patience} epoker."
            )
            break

    np.savez(
        config.history_path,
        **{key: np.asarray(value, dtype=np.float64) for key, value in history.items()},
        best_epoch=np.asarray([best_epoch + 1], dtype=np.int64),
        best_metric=np.asarray([best_metric], dtype=np.float64),
    )

    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)
    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])

    return {
        key: np.asarray(value, dtype=np.float64)
        for key, value in history.items()
    }






värmeledning-2d/physics (kopia).py

from __future__ import annotations

from dataclasses import dataclass

import torch


@dataclass(slots=True)
class PhysicsContext:
    dx: float
    dy: float
    source: torch.Tensor
    bottom_flux: torch.Tensor
    top_flux: torch.Tensor
    left_temperature: float
    right_temperature: float


def harmonic_mean_torch(a: torch.Tensor, b: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
    eps: float = 1.0e-12
    return 2.0 * a * b / (a + b + eps)


def pde_loss(alpha_pred: torch.Tensor, temperature: torch.Tensor, phys: PhysicsContext) -> torch.Tensor:
    """
    Diskret residual för steady-state:
        div(alpha grad(T)) + q = 0
    """
    Tc: torch.Tensor = temperature[:, :, 1:-1, 1:-1]
    Te: torch.Tensor = temperature[:, :, 1:-1, 2:]
    Tw: torch.Tensor = temperature[:, :, 1:-1, :-2]
    Tn: torch.Tensor = temperature[:, :, 2:, 1:-1]
    Ts: torch.Tensor = temperature[:, :, :-2, 1:-1]

    ac: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:-1, 1:-1]
    ae: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, 2:])
    aw: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 1:-1, :-2])
    an: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, 2:, 1:-1])
    a_s: torch.Tensor = harmonic_mean_torch(ac, alpha_pred[:, :, :-2, 1:-1])

    rx: torch.Tensor = (ae * (Te - Tc) - aw * (Tc - Tw)) / (phys.dx**2)
    ry: torch.Tensor = (an * (Tn - Tc) - a_s * (Tc - Ts)) / (phys.dy**2)

    source_interior: torch.Tensor = phys.source[None, None, 1:-1, 1:-1]
    residual: torch.Tensor = rx + ry + source_interior
    return torch.mean(residual**2)


def bc_loss(alpha_pred: torch.Tensor, temperature: torch.Tensor, phys: PhysicsContext) -> torch.Tensor:
    """
    Randvillkor:
    - vänster/höger Dirichlet på T
    - botten/toppen Neumann-flux med alpha * dT/dy
    """
    left_res: torch.Tensor = temperature[:, :, :, 0] - phys.left_temperature
    right_res: torch.Tensor = temperature[:, :, :, -1] - phys.right_temperature

    grad_bottom: torch.Tensor = (temperature[:, :, 1, :] - temperature[:, :, 0, :]) / phys.dy
    grad_top: torch.Tensor = (temperature[:, :, -1, :] - temperature[:, :, -2, :]) / phys.dy

    alpha_bottom: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 0, :]
    alpha_top: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, -1, :]

    bottom_res: torch.Tensor = alpha_bottom * grad_bottom - phys.bottom_flux[None, None, :]
    top_res: torch.Tensor = alpha_top * grad_top - phys.top_flux[None, None, :]

    return (
        torch.mean(left_res**2)
        + torch.mean(right_res**2)
        + torch.mean(bottom_res**2)
        + torch.mean(top_res**2)
    )


def smoothness_loss(alpha_pred: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
    dx_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, :, 1:] - alpha_pred[:, :, :, :-1]
    dy_term: torch.Tensor = alpha_pred[:, :, 1:, :] - alpha_pred[:, :, :-1, :]
    return torch.mean(dx_term**2) + torch.mean(dy_term**2)






värmeledning-2d/run (kopia).py

from __future__ import annotations

import argparse
import random
from pathlib import Path

import numpy as np
import torch

from .config import ExperimentConfig
from .data import InverseAlphaDataset, create_dataset_file, load_dataset
from .evaluate import evaluate_model
from .model import SmallUNet
from .physics import PhysicsContext
from .train import train_model


def set_seed(seed: int) -> None:
    random.seed(seed)
    np.random.seed(seed)
    torch.manual_seed(seed)
    if torch.cuda.is_available():
        torch.cuda.manual_seed_all(seed)


def build_arg_parser() -> argparse.ArgumentParser:
    parser = argparse.ArgumentParser()
    parser.add_argument("--output-dir", type=str, default="outputs_inverse_alpha_2d")
    parser.add_argument("--grid-size", type=int, default=24)
    parser.add_argument("--n-samples", type=int, default=120)
    parser.add_argument("--epochs", type=int, default=100)
    parser.add_argument("--batch-size", type=int, default=6)
    parser.add_argument("--noise-std", type=float, default=0.0)
    parser.add_argument("--skip-generate", action="store_true")
    return parser


def main() -> None:
    parser = build_arg_parser()
    args = parser.parse_args()

    config = ExperimentConfig(output_dir=Path(args.output_dir))
    config.grid.size = args.grid_size
    config.source.noise_std = args.noise_std
    config.training.epochs = args.epochs
    config.training.batch_size = args.batch_size

    config.ensure_dirs()
    set_seed(config.seed)

    if args.skip_generate and config.dataset_path.exists():
        print(f"Återanvänder dataset: {config.dataset_path}")
    else:
        print(f"Genererar nytt dataset i: {config.output_dir}")
        create_dataset_file(
            save_path=config.dataset_path,
            config=config,
            n_samples=args.n_samples,
        )

    payload = load_dataset(config.dataset_path)

    dataset = InverseAlphaDataset(
        inputs=payload["inputs"],
        alpha=payload["alpha"],
        temperature=payload["temperature"],
    )

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    model = SmallUNet(alpha_min=config.alpha_sampling.alpha_min).to(device)

    physics = PhysicsContext(
        dx=float(payload["dx"][0]),
        dy=float(payload["dy"][0]),
        source=torch.tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device),
        bottom_flux=torch.tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        top_flux=torch.tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        left_temperature=float(payload["left_temperature"][0]),
        right_temperature=float(payload["right_temperature"][0]),
    )

    train_model(
        model=model,
        dataset=dataset,
        physics=physics,
        config=config,
        device=device,
    )

    evaluate_model(
        model=model,
        dataset=dataset,
        physics=physics,
        config=config,
        device=device,
    )

    print("\nKlart")
    print(f"Dataset: {config.dataset_path}")
    print(f"Checkpoint: {config.checkpoint_path}")
    print(f"Historik: {config.history_path}")
    print(f"Figurer: {config.figures_dir}")


if __name__ == "__main__":
    main()






värmeledning-2d/evaluate (kopia).py

from __future__ import annotations

from pathlib import Path
from typing import Any, Dict, List, Tuple

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import torch
from torch import nn
from torch.utils.data import DataLoader, Dataset

from .config import ExperimentConfig
from .data import Grid, InverseAlphaDataset, load_dataset, make_grid, make_problem_fields, solve_temperature
from .physics import PhysicsContext
from .test_custom_case import CASE_BUILDERS
from .train import make_datasets
from .model import SmallUNet


def _move_batch_to_device(
    batch: Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor],
    device: torch.device,
) -> Tuple[torch.Tensor, torch.Tensor, torch.Tensor]:
    batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = batch
    return (
        batch_inputs.to(device),
        batch_alpha.to(device),
        batch_temperature.to(device),
    )


def _relative_error(alpha_true: np.ndarray, alpha_pred: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:
    return np.abs(alpha_true - alpha_pred) / (np.abs(alpha_true) + eps)


def _plot_history(config: ExperimentConfig) -> None:
    history = np.load(config.history_path)

    fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 5))
    ax.semilogy(history["train_total"], label="Total - träning", color = 'darkgreen')
    ax.semilogy(history["val_total"], label="Total - validering", color = 'darkmagenta')
    ax.semilogy(history["train_pde"], "--", label="PDE - träning", color = 'limegreen')
    ax.semilogy(history["val_pde"], "--", label="PDE - validering", color = 'violet')
    ax.set_xlabel("Epok")
    ax.set_ylabel("Förlust")
#    ax.set_title("Tränings historik")
    ax.grid(True, alpha=0.3)
    ax.legend()
    fig.tight_layout()
    fig.savefig(config.figures_dir / "history.png", dpi=180)
    plt.close(fig)


def _plot_field_grid(
    temperature: np.ndarray,
    alpha_true: np.ndarray,
    alpha_pred: np.ndarray,
    save_path: Path,
    temperature_title: str = r"c) Temperatur $T_{\mathrm{FDM}}$",
    dpi: int = 300,
) -> None:
    rel_error: np.ndarray = _relative_error(alpha_true, alpha_pred)

    alpha_vmin: float = float(min(np.min(alpha_true), np.min(alpha_pred)))
    alpha_vmax: float = float(max(np.max(alpha_true), np.max(alpha_pred)))

    fig, axes = plt.subplots(2, 2, figsize=(10.8, 8.8), constrained_layout=True)

    im1 = axes[0, 0].imshow(
        alpha_true,
        origin="lower",
        cmap="viridis",
        vmin=alpha_vmin,
        vmax=alpha_vmax,
    )
    axes[0, 0].set_title(r"a) $\alpha_{\mathrm{Exakt}}$", fontsize=17)
    cbar1 = fig.colorbar(im1, ax=axes[0, 0], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar1.ax.tick_params(labelsize=13)

    im2 = axes[0, 1].imshow(
        alpha_pred,
        origin="lower",
        cmap="viridis",
        vmin=alpha_vmin,
        vmax=alpha_vmax,
    )
    axes[0, 1].set_title(r"b) $\alpha_{\mathrm{PINN}}$", fontsize=17)
    cbar2 = fig.colorbar(im2, ax=axes[0, 1], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar2.ax.tick_params(labelsize=13)

    im3 = axes[1, 0].imshow(
        temperature,
        origin="lower",
        cmap="viridis",
    )
    axes[1, 0].set_title(temperature_title, fontsize=17)
    cbar3 = fig.colorbar(im3, ax=axes[1, 0], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar3.ax.tick_params(labelsize=13)

    im4 = axes[1, 1].imshow(
        rel_error,
        origin="lower",
        cmap="magma",
    )
    axes[1, 1].set_title("d) Relativt fel", fontsize=17)
    cbar4 = fig.colorbar(im4, ax=axes[1, 1], fraction=0.046, pad=0.04)
    cbar4.ax.tick_params(labelsize=13)

    for ax in axes.ravel():
        ax.set_xticks([])
        ax.set_yticks([])

    fig.savefig(save_path, dpi=dpi, bbox_inches="tight")
    plt.close(fig)


def _plot_examples(
    examples: List[Tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]],
    figures_dir: Path,
) -> None:
    for i, (temperature, alpha_true, alpha_pred) in enumerate(examples[:2]):
        _plot_field_grid(
            temperature=temperature,
            alpha_true=alpha_true,
            alpha_pred=alpha_pred,
            save_path=figures_dir / f"example_{i:02d}.png",
            temperature_title=r"c) Temperatur $T_{\mathrm{FDM}}$",
        )


def _plot_custom_cases(
    model: nn.Module,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> None:
    payload = load_dataset(config.dataset_path)

    grid_size = int(payload["temperature"].shape[-1])
    grid: Grid = make_grid(grid_size)
    fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.source)

    t_mean = float(np.asarray(payload["temperature_mean"]).reshape(-1)[0])
    t_std = float(np.asarray(payload["temperature_std"]).reshape(-1)[0])

    model.eval()

    case_name: str = "mixed"
    alpha_builder = CASE_BUILDERS[case_name]

    alpha_true = alpha_builder(grid).astype(np.float64)
    temperature = solve_temperature(alpha_true, grid, fields).astype(np.float32)

    temperature_norm = (temperature - t_mean) / max(t_std, 1.0e-8)
    x_channel = grid.X.astype(np.float32)
    y_channel = grid.Y.astype(np.float32)
    model_input = np.stack([temperature_norm, x_channel, y_channel], axis=0)[None, ...]

    with torch.no_grad():
        alpha_pred = model(
            torch.tensor(model_input, dtype=torch.float32, device=device)
        ).cpu().numpy()[0, 0]

    alpha_true_plot = alpha_true.astype(np.float32)

    _plot_field_grid(
        temperature=temperature,
        alpha_true=alpha_true_plot,
        alpha_pred=alpha_pred,
        save_path=config.figures_dir / "custom_case_mixed.png",
        temperature_title=r"c) Temperatur $T_{\mathrm{FDM}}$",
    )

def evaluate_model(
    model: nn.Module,
    dataset: Dataset[Any],
    physics: PhysicsContext,
    config: ExperimentConfig,
    device: torch.device,
) -> Dict[str, float]:
    _ = physics  # används inte direkt här, men behålls för enhetligt gränssnitt

    train_set, val_set = make_datasets(
        dataset=dataset,
        train_fraction=config.training.train_fraction,
        seed=config.seed,
    )

    val_loader: DataLoader[Any] = DataLoader(
        val_set,
        batch_size=config.training.batch_size,
        shuffle=False,
        drop_last=False,
    )

    model.eval()

    mse_values: List[float] = []
    mae_values: List[float] = []

    rel_error_sum: float = 0.0
    rel_error_count: int = 0

    examples: List[Tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]] = []

    with torch.no_grad():
        for batch in val_loader:
            batch_inputs, batch_alpha, batch_temperature = _move_batch_to_device(batch, device)
            pred_alpha: torch.Tensor = model(batch_inputs)

            mse_values.append(float(torch.mean((pred_alpha - batch_alpha) ** 2).cpu().item()))
            mae_values.append(float(torch.mean(torch.abs(pred_alpha - batch_alpha)).cpu().item()))

            rel_error_tensor: torch.Tensor = torch.abs(pred_alpha - batch_alpha) / (torch.abs(batch_alpha) + 1.0e-8)
            rel_error_sum += float(torch.sum(rel_error_tensor).cpu().item())
            rel_error_count += int(rel_error_tensor.numel())

            pred_np = pred_alpha.cpu().numpy()
            alpha_np = batch_alpha.cpu().numpy()
            temp_np = batch_temperature.cpu().numpy()

            for i in range(pred_np.shape[0]):
                if len(examples) < 3:
                    examples.append(
                        (
                            temp_np[i, 0],
                            alpha_np[i, 0],
                            pred_np[i, 0],
                        )
                    )

    val_mse: float = float(np.mean(mse_values)) if mse_values else float("nan")
    val_mae: float = float(np.mean(mae_values)) if mae_values else float("nan")
    val_mean_rel_error: float = rel_error_sum / rel_error_count if rel_error_count > 0 else float("nan")

    _plot_history(config)
    _plot_examples(examples, config.figures_dir)
    _plot_custom_cases(model, config, device)

    print(f"Val MSE: {val_mse:.6e}")
    print(f"Val MAE: {val_mae:.6e}")
    print(f"Val mean relative error: {val_mean_rel_error:.6e}")
    print(f"Val mean relative error (%): {100.0 * val_mean_rel_error:.2f} %")

    return {"val_mse": val_mse, "val_mae": val_mae, "val_mean_rel_error": val_mean_rel_error}

def _apply_checkpoint_config(config: ExperimentConfig, checkpoint: Dict[str, Any]) -> None:
    checkpoint_config = checkpoint.get("config", {})

    if "seed" in checkpoint_config:
        config.seed = int(checkpoint_config["seed"])

    training_config = checkpoint_config.get("training", {})
    if "train_fraction" in training_config:
        config.training.train_fraction = float(training_config["train_fraction"])
    if "batch_size" in training_config:
        config.training.batch_size = int(training_config["batch_size"])

    alpha_config = checkpoint_config.get("alpha_sampling", {})
    if "alpha_min" in alpha_config:
        config.alpha_sampling.alpha_min = float(alpha_config["alpha_min"])
    if "alpha_max" in alpha_config:
        config.alpha_sampling.alpha_max = float(alpha_config["alpha_max"])


def evaluate_checkpoint(output_dir: Path) -> Dict[str, float]:
    config = ExperimentConfig(output_dir=output_dir)
    config.ensure_dirs()

    payload = load_dataset(config.dataset_path)

    dataset = InverseAlphaDataset(
        inputs=payload["inputs"],
        alpha=payload["alpha"],
        temperature=payload["temperature"],
    )

    device: torch.device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")

    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)
    _apply_checkpoint_config(config, checkpoint)

    model = SmallUNet(alpha_min=config.alpha_sampling.alpha_min).to(device)
    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])
    model.eval()

    physics = PhysicsContext(
        dx=float(payload["dx"][0]),
        dy=float(payload["dy"][0]),
        source=torch.tensor(payload["source"], dtype=torch.float32, device=device),
        bottom_flux=torch.tensor(payload["bottom_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        top_flux=torch.tensor(payload["top_flux"], dtype=torch.float32, device=device),
        left_temperature=float(payload["left_temperature"][0]),
        right_temperature=float(payload["right_temperature"][0]),
    )

    return evaluate_model(
        model=model,
        dataset=dataset,
        physics=physics,
        config=config,
        device=device,
    )


def main() -> None:
    import argparse

    parser = argparse.ArgumentParser(description="Evaluera sparad PINN-modell och skapa figurer.")
    parser.add_argument(
        "--output-dir",
        type=Path,
        default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"),
    )
    args = parser.parse_args()

    evaluate_checkpoint(output_dir=args.output_dir)


if __name__ == "__main__":
    main()




# samma skala på dns o pinnbild, magma på relativt fel, byt pred till pinn, Svenska!, skriv abc i titeln över delibild, lite större text, grid istället






värmeledning-2d/config (kopia).py

from __future__ import annotations

from dataclasses import dataclass, field
from pathlib import Path


@dataclass
class GridConfig:
    size: int = 24
    x_min: float = 0.0
    x_max: float = 1.0
    y_min: float = 0.0
    y_max: float = 1.0


@dataclass
class AlphaSamplingConfig:
    alpha_min: float = 0.15
    alpha_max: float = 2.50


@dataclass
class BoundaryConfig:
    left_temperature: float = 1.0
    right_temperature: float = 0.0


@dataclass
class SourceConfig:
    noise_std: float = 0.0


@dataclass
class TrainingConfig:
    train_fraction: float = 0.85
    batch_size: int = 6
    epochs: int = 100
    learning_rate: float = 1.0e-3
    weight_decay: float = 1.0e-6
    grad_clip_norm: float = 1.0

    lambda_data: float = 3.0
    lambda_pde: float = 0.5
    lambda_bc: float = 0.05
    lambda_smooth: float = 0

    checkpoint_metric: str = "data"   # "data" eller "total"

    early_stopping_patience: int = 60
    early_stopping_min_delta: float = 1.0e-5

    scheduler_factor: float = 0.5
    scheduler_patience: int = 20
    scheduler_min_lr: float = 1.0e-6


@dataclass
class ExperimentConfig:
    output_dir: Path = field(default_factory=lambda: Path("outputs_inverse_alpha_2d"))
    seed: int = 42

    grid: GridConfig = field(default_factory=GridConfig)
    alpha_sampling: AlphaSamplingConfig = field(default_factory=AlphaSamplingConfig)
    boundary: BoundaryConfig = field(default_factory=BoundaryConfig)
    source: SourceConfig = field(default_factory=SourceConfig)
    training: TrainingConfig = field(default_factory=TrainingConfig)

    @property
    def dataset_path(self) -> Path:
        return self.output_dir / "dataset.npz"

    @property
    def checkpoint_path(self) -> Path:
        return self.output_dir / "model.pt"

    @property
    def history_path(self) -> Path:
        return self.output_dir / "history.npz"

    @property
    def figures_dir(self) -> Path:
        return self.output_dir / "figures"

    def ensure_dirs(self) -> None:
        self.output_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)
        self.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)







__MACOSX/värmeledning-2d/._config (kopia).py





värmeledning-2d/test_custom_case (kopia).py

from __future__ import annotations

import argparse
from pathlib import Path
from typing import Callable

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import torch

from .config import ExperimentConfig
from .data import Grid, load_dataset, make_grid, make_problem_fields, solve_temperature
from .model import SmallUNet


AlphaBuilder = Callable[[Grid], np.ndarray]


def _clip_alpha(alpha: np.ndarray, alpha_min: float = 0.15, alpha_max: float = 2.50) -> np.ndarray:
    return np.clip(alpha, alpha_min, alpha_max).astype(np.float32)


def _relative_error(alpha_true: np.ndarray, alpha_pred: np.ndarray, eps: float = 1.0e-8) -> np.ndarray:
    return np.abs(alpha_true - alpha_pred) / (np.abs(alpha_true) + eps)


def alpha_gaussian(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = (
        1.15
        + 0.95 * np.exp(-((grid.X - 0.28) ** 2 + (grid.Y - 0.72) ** 2) / 0.018)
        - 0.65 * np.exp(-((grid.X - 0.78) ** 2 + (grid.Y - 0.30) ** 2) / 0.012)
        + 0.22 * np.exp(-((grid.X - 0.58) ** 2 + (grid.Y - 0.50) ** 2) / 0.030)
    )
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_sharp_blocks(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = np.full_like(grid.X, 1.00, dtype=np.float32)
    alpha[(grid.X > 0.10) & (grid.X < 0.38) & (grid.Y > 0.58) & (grid.Y < 0.86)] = 2.20
    alpha[(grid.X > 0.54) & (grid.X < 0.85) & (grid.Y > 0.15) & (grid.Y < 0.44)] = 0.35
    alpha[(grid.X > 0.62) & (grid.X < 0.92) & (grid.Y > 0.64) & (grid.Y < 0.88)] = 1.85
    alpha[(grid.X > 0.18) & (grid.X < 0.32) & (grid.Y > 0.18) & (grid.Y < 0.34)] = 0.55
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_high_frequency(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = (
        1.20
        + 0.45 * np.sin(8.0 * np.pi * grid.X)
        - 0.35 * np.cos(7.0 * np.pi * grid.Y)
        + 0.30 * np.sin(6.0 * np.pi * grid.X) * np.cos(5.0 * np.pi * grid.Y)
        + 0.18 * np.sin(10.0 * np.pi * (grid.X + 0.4 * grid.Y))
    )
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_mixed(grid: Grid) -> np.ndarray:
    alpha = (
        1.05
        + 0.70 * np.exp(-((grid.X - 0.25) ** 2 + (grid.Y - 0.78) ** 2) / 0.016)
        - 0.55 * np.exp(-((grid.X - 0.78) ** 2 + (grid.Y - 0.38) ** 2) / 0.010)
        + 0.28 * np.sin(3.0 * np.pi * grid.X) * np.cos(2.0 * np.pi * grid.Y)
    )
    alpha[(grid.X > 0.44) & (grid.X < 0.64) & (grid.Y > 0.56) & (grid.Y < 0.76)] += 0.55
    alpha[(grid.X > 0.12) & (grid.X < 0.26) & (grid.Y > 0.16) & (grid.Y < 0.28)] -= 0.35
    return _clip_alpha(alpha)


def alpha_ring(grid: Grid) -> np.ndarray:
    r = np.sqrt((grid.X - 0.55) ** 2 + (grid.Y - 0.52) ** 2)
    alpha = 0.95 + 1.05 * np.exp(-((r - 0.20) ** 2) / 0.0025) - 0.25 * np.exp(-(r**2) / 0.020)
    alpha += 0.12 * np.cos(4 * np.pi * grid.X)
    return _clip_alpha(alpha)


CASE_BUILDERS: dict[str, AlphaBuilder] = {
    "gaussian": alpha_gaussian,
    "sharp_blocks": alpha_sharp_blocks,
    "high_frequency": alpha_high_frequency,
    "mixed": alpha_mixed,
    "ring": alpha_ring,
}


def parse_args() -> argparse.Namespace:
    parser = argparse.ArgumentParser(description="Test trained inverse-alpha model on a custom synthetic case.")
    parser.add_argument("--case", choices=sorted(CASE_BUILDERS.keys()), default="gaussian")
    parser.add_argument("--output-dir", type=Path, default=Path("outputs_inverse_alpha_2d"))
    parser.add_argument("--save-name", type=str, default=None, help="Optional filename for saved figure inside output-dir/figures")
    parser.add_argument("--show", action="store_true", help="Show plot interactively")
    return parser.parse_args()


def main() -> None:
    args = parse_args()
    config = ExperimentConfig(output_dir=args.output_dir)

    payload = load_dataset(config.dataset_path)
    grid_size = int(payload["temperature"].shape[-1])
    grid = make_grid(grid_size)
    fields = make_problem_fields(grid, config.boundary, config.source)

    alpha_true = CASE_BUILDERS[args.case](grid).astype(np.float64)
    temperature = solve_temperature(alpha_true, grid, fields).astype(np.float32)

    t_mean = float(np.asarray(payload["temperature_mean"]).reshape(-1)[0])
    t_std = float(np.asarray(payload["temperature_std"]).reshape(-1)[0])
    temperature_norm = (temperature - t_mean) / max(t_std, 1.0e-8)

    x_channel = grid.X.astype(np.float32)
    y_channel = grid.Y.astype(np.float32)
    model_input = np.stack([temperature_norm, x_channel, y_channel], axis=0)[None, ...]

    device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")
    model = SmallUNet(alpha_min=config.alpha_sampling.alpha_min).to(device)
    checkpoint = torch.load(config.checkpoint_path, map_location=device, weights_only=False)
    model.load_state_dict(checkpoint["model_state_dict"])
    model.eval()

    with torch.no_grad():
        alpha_pred = model(torch.tensor(model_input, dtype=torch.float32, device=device)).cpu().numpy()[0, 0]

    alpha_true_plot = alpha_true.astype(np.float32)
    rel_error = _relative_error(alpha_true_plot, alpha_pred)
    mse = float(np.mean((alpha_true_plot - alpha_pred) ** 2))
    mae = float(np.mean(np.abs(alpha_true_plot - alpha_pred)))
    mean_rel = float(np.mean(rel_error))

    fig, axes = plt.subplots(1, 4, figsize=(16, 4))
    im0 = axes[0].imshow(temperature, origin="lower")
    axes[0].set_title(f"T ({args.case})")
    plt.colorbar(im0, ax=axes[0], fraction=0.046)

    im1 = axes[1].imshow(alpha_true_plot, origin="lower")
    axes[1].set_title(r"$\alpha_{true}$")
    plt.colorbar(im1, ax=axes[1], fraction=0.046)

    im2 = axes[2].imshow(alpha_pred, origin="lower")
    axes[2].set_title(r"$\alpha_{pred}$")
    plt.colorbar(im2, ax=axes[2], fraction=0.046)

    im3 = axes[3].imshow(rel_error, origin="lower")
    axes[3].set_title("rel. error")
    plt.colorbar(im3, ax=axes[3], fraction=0.046)

    for ax in axes:
        ax.set_xticks([])
        ax.set_yticks([])

    fig.suptitle(f"Custom case: {args.case} | MAE={mae:.4e}, MSE={mse:.4e}, mean rel={mean_rel:.4e}")
    fig.tight_layout()

    config.figures_dir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)
    save_name = args.save_name or f"custom_case_{args.case}.png"
    save_path = config.figures_dir / save_name
    fig.savefig(save_path, dpi=180)

    print(f"Case: {args.case}")
    print(f"Saved figure: {save_path}")
    print(f"MAE = {mae:.6e}")
    print(f"MSE = {mse:.6e}")
    print(f"Mean relative error = {mean_rel:.6e}")

    if args.show:
        plt.show()
    else:
        plt.close(fig)


if __name__ == "__main__":
    main()






värmeledning-2d/requirements (kopia).txt

numpy
scipy
torch
matplotlib







värmeledning-2d/model (kopia).py

from __future__ import annotations

import torch
from torch import nn

# These settings avoid occasional CPU hangs with some convolution backends.
#torch.set_num_threads(1)
#torch.set_num_interop_threads(1)
#try:
#    torch.backends.mkldnn.enabled = False
#except Exception:
#    pass


class ConvBlock(nn.Module):
    def __init__(self, in_channels: int, out_channels: int) -> None:
        super().__init__()
        self.block = nn.Sequential(
            nn.Conv2d(in_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),
            nn.GELU(),
            nn.Conv2d(out_channels, out_channels, kernel_size=3, padding=1),
            nn.GELU(),
        )

    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
        return self.block(x)


class SmallUNet(nn.Module):
    def __init__(self, in_channels: int = 3, base_channels: int = 16, alpha_min: float = 0.15) -> None:
        super().__init__()
        self.alpha_min: float = alpha_min
        self.enc1 = ConvBlock(in_channels, base_channels)
        self.pool1 = nn.MaxPool2d(2)
        self.enc2 = ConvBlock(base_channels, base_channels * 2)
        self.pool2 = nn.MaxPool2d(2)
        self.bridge = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels * 4)
        self.up2 = nn.ConvTranspose2d(base_channels * 4, base_channels * 2, kernel_size=2, stride=2)
        self.dec2 = ConvBlock(base_channels * 4, base_channels * 2)
        self.up1 = nn.ConvTranspose2d(base_channels * 2, base_channels, kernel_size=2, stride=2)
        self.dec1 = ConvBlock(base_channels * 2, base_channels)
        self.final = nn.Conv2d(base_channels, 1, kernel_size=1)
        self.softplus = nn.Softplus()

    def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
        e1: torch.Tensor = self.enc1(x)
        e2: torch.Tensor = self.enc2(self.pool1(e1))
        bridge: torch.Tensor = self.bridge(self.pool2(e2))
        d2: torch.Tensor = self.up2(bridge)
        if d2.shape[-2:] != e2.shape[-2:]:
            d2 = nn.functional.interpolate(d2, size=e2.shape[-2:], mode="bilinear", align_corners=False)
        d2 = self.dec2(torch.cat([d2, e2], dim=1))
        d1: torch.Tensor = self.up1(d2)
        if d1.shape[-2:] != e1.shape[-2:]:
            d1 = nn.functional.interpolate(d1, size=e1.shape[-2:], mode="bilinear", align_corners=False)
        d1 = self.dec1(torch.cat([d1, e1], dim=1))
        return self.softplus(self.final(d1)) + self.alpha_min





