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Popularvetenskaplig presentation

I detta arbete ska vi diskutera begreppet spinn, vad som inom matematik kallas Zs-minnet hos
rotationer. Det visar sig for en del system, bland annat inom kvantmekaniken, att nér det har
genomgatt en full 360° rotation har det &nnu inte aterstéllts till sitt grundldge, utan &r nu i
motsatt konfiguration, och det ar férst nér systemet fatt rotera ytterligare 360°, till sammanlagt
720°, som systemet aterstéllts. Spinn dr inte bara ett fenomen som dyker upp inom matematiken,
utan ar ett naturligt fenomen och har en plats i virlden vi befinner oss i.

"Balttricket” kan hjélpa oss fa insikt i detta fenomen. Det visar sig att om man féster ena &nden
av ett bélte i ett bordsben och haller den andra &nden i sin hand och roterar &nden man haller i
ett varv kommer man mérka att detta vridna bélte inte gar att fa "ovridet” genom att flytta runt
béltet; det enda sétt det kan aterga till att bli ovridet &ar att rotera béaltet ett helt varv till.

Ett annat sétt att betrakta fenomenet &r att utgd fran att rotation alltid &r kring en axel, och
forsoka gora en avbildning av rotationer som ett typ av rum dér vardera punkt utgor en viss rota-
tion. Lat vardera axel vara en linje dir samtliga linjer har en punkt de alla gar igenom och lat hur
langt ut pa varje linje man &r i forhallande till denna punkt utgora den vinkel man roterat, detta
kommer utgora ett klot med "radie” 180°. Men da sammanfaller systemen, dvs 180° rotation runt
en axel, eller —180° runt samma axel motsvarar samma rotation.

Detta fenomen uppkommer som sagt bland annat i kvantmekaniken. For att kunna modellera
dem val behéver man ett nytt sétt att forestélla sig vad som sker. Det behovs ett nytt typ av ob-
jekt med egenskapen att de, precis som kvantmekaniska system, inte aterstéllts efter 360° rotation
utan istéllet 720°. De matematiska objekt som har denna egenskap kallas "spinorer” och upptécktes
av Elie Cartan 1913, ett bra tag innan behovet inom kvantmekaniken uppkom.

Ett problem med spinn och spinorer ar att det ar svart att faktiskt visualisera hur det ser ut. I
detta arbete har vi darfor skapat en datoranimation for att visualisera fenomenen.

Vi har bland annat utvecklat datoranimationer dar en anvindare kan rotera runt ett vanligt ko-
ordinatsystem, och jamféra den med ldgen inom ett visst klot. Dessa ldgen i klotet relaterar vi
till kvaternioner, vilka &r en samling av skaldrer och "bivektorer”. Bivektorer dr en speciell typ av
vektorer men som istéllet for att motsvara linjer &r de mer som plan.

Det finns &ven ett program som istéllet later dig manipulera en punkt i klotet, dar nu koordinat-
systemet istéillet kommer fa rotera efter hur punkten befinner sig. Man kommer se att nidr man
dragit runt koordinataxlarna ett helt varv kommer inte punkten i klotet ha aterkommit, utan tva
varv kravs. Ett tredje program, kanske mer exotiskt &n de tidigare, later anvindaren se hur kva-
ternionen roterar spinorer, dar man kan se att det kommer krévas just tva varv for att systemet
skall aterstéllas. Bland annat anvénds kvaternionerna i mekatronik och stelkroppsmekanik just for
att de beskriver roterande system sé& enkelt och sé troget till verkligheten.

I vart projekt beskriver vi hur man bygger upp en Cliffordalgebra, en algebra som bestar av olika
typer av "multivektorer”, i vilka bivektorerna ar en del i av. De anvénds inte enbart i kvantmekaniken
utan man kan bygga upp dem for att géra utridkningar i speciell relativitetsteori. Aven en del klassisk
mekanik blir férenklad med Cliffordalgebran.



Sammanfattning

Ett viktigt begrepp inom kvantmekaniken &r spinn. Vissa kvantmekaniska system har egen-
skapen att vid en full rotation har systemet inte aterstallts utan befinner sig istdllet i motsatt
konfiguration relativt startliget. Detta &r vad man menar med spinn. Spinn &r dock ként for
att vara svart att visualisera. I detta arbete har vi skapat en datoranimation for att visa hur
spinn uppkommer och beter sig. Vi har anvént programspraket MATLAB for att gora detta.
For att kunna forstd denna datoranimation maste man dock forst ha grundlaggande forstaelse
for spinn. I detta arbete har vi darfor gjort en genomgang av den matematiska teorin bakom
spinn. Vi borjar med att forklara begreppen yttre algebra och Cliffordalgebra. Sedan introdu-
cerar vi kvaternioner och férklarar deras koppling till spinn. Vi gar darefter igenom begreppen
spinorer och spinorrum som dr nédvéndiga for att beskriva spinn i fysiken. Vi avslutar arbetet
med att forklara hur koden &r uppbyggd och hur den &r kopplad till spinn.

Abstract

A central concept in quantum mechanics is spin. Certain quantum systems have the prop-
erty that, at a full rotation, the system has not been reset, but is in the opposite configuration
relative to the starting position. It is previously known that spin is hard to visualize. In
this paper we have for this reason created a computer animation to show how spin arises and
how it behaves. We have used the programming language MATLAB to do this. To be able to
understand this animation it is necessary to have a basic understanding of spin. A central part
of this paper will therefore consist of a review of the mathematical theory behind spin. We
start by explaning the mathematical concepts of exterior algebra and Clifford algebra. Then
we introduce quaternions and explain their connections to spin. Furthermore we explain the
mathematical concepts of spinors and spinor space to describe spin. Finally we end the paper
with explaining how the code is written and how it relates to spin.
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1 Vad vi kommer att gora

Syftet med detta arbete &r att skapa ett interaktivt datorprogram dar man kan se relationer mellan
rotationer av vektorer och spinorer, men dven hur rotationer i sig paverkar vektorerna respektive
spinorerna. Vidare &r syftet ocksé att kunna visualisera fenomenet spinn och att matematiskt
kunna presentera varfér rotationer har det interna minne vi kallar spinn.

Detta projekt kommer att vara tvadelat. Forsta delen kommer handla om rotationer i 3 dimensio-
ner. Vi kommer hir undersdka de topologiska egenskaperna hos méngden av rotationer for R? och
aven pévisa det si kallade Za-minnet som finns hos rotationsgruppen SO(3). Detta minne dr vad
man menar med spinn. Vi kommer dven skapa en datoranimation for att visualisera spinn.

Andra delen av projektet kommer att behandla spinorer. Spinorer &r objekt som samexisterar
med ett tillhérande vektorrum. Spinorer tillimpas inom kvantmekaniken och &r darfor viktiga att
lara sig mer om. Vi kommer &ven att géra en datoranimation for att visa hur vektorrummet roterar
tillsammans med spinorrummet.

1.1 Vad handlar egentligen spinn om?

Spinn som fenomen existerar for vektorrum med dimension hégre dn 2. Det roterar gradvis till tva
rotationer med tva topologiskt urskiljbara homotopklasser, en till 27 och en till 47. Dessa tva olika
klasser ger spinortransformationer av motsatt tecken. Som vi ndmnde tidigare &r bélttricket ett
berémt exempel for att illustrera den 6vergripande spinnteorin. Ena dnden av ett bélte dr fastsatt
och den andra &nden roterar fritt. Baltet vrids néar den fria &nden roterar ett varv, for att aterga
till att ej lingre vara vridet maste den fria dnden rotera tva varv runt samma axel med moturs
orientering.

1.2 Struktur och forkunskap

Vi kommer att ldra oss forsté spinn genom geometrisk algebra. Forst gér vi igenom yttre algebra och
Cliffordalgebra. Genom Cliffordalgebran kommer vi sedan att definiera kvaternioner. Kvaternioner
ar objekt som anvénds for att rotera i 3 dimensioner. Sedan kommer vi att hitta en homomorfi
mellan de kvaternioner som ger upphov till rotationer och rotationsgruppen SO(3).

Vi kommer sedan att undersoka spinorer genom matrisrepresentationer av Cliffordalgebran i R?. Vi
kommer dven att undersoka rotationer av spinorer och dven visa att de ar objekt som ar oberoende
av representationen fran Cliffordalgebran.

For att fa en lattlast och (férhoppningsvis) njutbar lisning av detta arbete behdver man grund-
laggande kunskaper i linjar algebra och abstrakt algebra. Att ha grundliggande forstaelse for
kvantmekanik ar nyttigt men inte nodvéandigt.

1.3 Metod och material

Som vi sett &r syftet med detta arbete dels att genomfora en teoretisk genomgang av begreppet
spinn och spinorer, dels att gora en datoranimation dir vi visar hur spinn uppkommer. For att
kunna ge en teoretisk genomgang av begreppet spinn maste man ha en god forstaelse for spinn. Vi
har darfor last igenom och diskuterat litteraturen kring spinn och spinorer, och skapat en datorani-
mation fér att kunna visualisera spinn. Vidare har vi fatt stor hjélp fran handledare Andreas Rosén
for att forsta teorin. For att skapa datoranimationerna har vi anvint programspraket MATLAB.



2 Yttre algebra och Cliffordalgebra

Vi inleder detta arbete med att diskutera yttre algebra. For att kunna gora detta borja vi med att
definiera ett vektorrum, V, med nagon kropp, K. I detta arbete kommer vi att utga fran att alla
vektorrum dr euklidiska. Yttre algebran (AV, 4+, A, 1) till V ar det 2" dimensionella vektorrummet
AV = AOVBAV B A2V...A™V. Ett element i detta rum skrivs d&: v = vog+v1+va+...4+v, € AV
och vi séiger att v dr en multivektor av grad n, dir v; € A'V. Speciellt &r A’V rummet av skalérer,
AV rummet av vektorer, A2V rummet av bivektorer och A?V rummet av trivektorer.

Nu definierar vi yttreprodukten.
Definition Yttreprodukt (referens: Andreas Rosén (handledare), skriftlig kommunikation, 14,/5

2019) Lat {e1,...,e,} utgdra en bas for vektorrummet V och lat v; € V vara vektorer sidana att
vj = ) a; e;. Vi berdknar dd yttreprodukten av dessa vektorer som

e1 a e a
1 1,1 1,n Lo lans i
€9 az 1 e a2 n
VIAVIA oAU, = | | . ) . ::Z Dler A Aey. (1)
: : " : p
a1 ... a
€n Qn1 . Qnn 61 T
Vi har att féljande regler for yttreprodukten:
1w Au = —u A v (antikommutativitet); (2)
2.(v Au) Aw =v A (uAw) (associativitet). (3)

2.1 Cliffordprodukt
Foljande sats ldgger grunden till det som vi nedan kallar Cliffordprodukten.

Sats: Lagranges identitet! Lt V vara ett skaldrproduktsrum. Vektorerna vy och vy uppfyller da
att

[(v1,v2) % + o1 Ava* = [v1 ][], (4)

Dar (a,b) dar skaldrprodukten mellan tvd vektorer a och b, och |v;| anger lingden pd vektorn v;.
Intuitionen bakom denna sats hittas i Cauchy-Schwarz och Hadamards olikheter.

Vi kommer ihag att om V &r ett skaldrproduktsrum och vektorerna u,v € V vet vi fran Cauchy-
Schwarz olikhet att

[(v1, v2)] < Jor|vzl. ()

Hadamards olikhet sdger istéllet att

lv1 A va| < |vg|[va]. (6)

Vi far likhet i Hadamards olikhet om och endast om (v1,v2) = 0, om vektorerna &r ortogonala.

LF6r bevis av denna sats, se (1)



Vi far likhet i Cauchy-Schwarz olikhet om och endast om (v1,vs) = |vi||ve|, om vektorerna &r
parallella. Det finns alltsa ett inverst forhallande mellan skaldrprodukten och yttreprodukten.

I euklidiska rum definierar vi skaldrprodukten som det unika talet 0 < 6 < 7 sddant att

(v1,v2) = |v1]|vz| cos(6), (7)
ekv. (4) kan da skrivas
[01*v2]? cos® (6) + [v1 A va|* = o [*|oa|*. (8)
Det foljer da att
|v1 Avg|* = |vg|*|va|?*sin?(0), 0 < 6 < 7. (9)

Dessa produkter kan vi sédtta ihop genom operationen

Ul A U2 - <U1, U2> + Ul /\ U2 E /\OV @ /\2‘/. (10)

Detta &r vad vi menar med Cliffordprodukten av vektorerna vy och wvs. I fortséttningen kommer
vi, pa de stéllen dir det inte finns risk att missforstand uppstar, skriva v1 A ve =: v1vs.

Definition Cliffordprodukt (1) Cliffordprodukten dr den unika bilinjira produkt pd yttre alge-

bran, A\V. For en parvis ortogonal méngd {a;}{ vektorer i V. sammanfaller cliffordprodukten med
yttre produkten. Vidare uppfyller dven cliffordprodukten nedanstiende punkter

e a’=la*VacV
e aa; = —aja;, fori#j (11)
(] (a1 AQQ)ACLgial A(agﬁag)

Nu féljer definitionen av Cliffordalgebra.

Definition Cliffordalgebra Med AV menar vi Cliffordalgebran (AV,+, A) definierad av Clifford-
produkten pd rummet av multivektorer i V.

Nagot som kan verka onddigt nu, men som kommer bli relevant senare i arbetet nér vi kommer till
kvaternioner, &r uppdelningen i udda och jamna multivektorer. Vi definierar de jamna och udda

multivektorerna som

AV = NVOANTV AV @ ., AV = AV VeV .., (12)

s AV = AV @ A9V,
Lat A®V:=A"V, A%V: =A%V och

AV = A%V @ AV, (13)

Vi ser sérskilt att om u,v € A’V sa foljer det att u A v € A’V och alltsa dr sluten. Medan
A%V inte &r sluten under Cliffordprodukt.



2.2 Geometrisk tolkning av multivektorer i Cliffordalgebran for R?

Vi ska nu niirmare studera strukturen hos Cliffordalgebran for R3.2 Lat{e;, ea, e3} utgéra en ON-
bas for V = R3. Vi kan se basvektorerna som de traditionella {x,y, z} respektive. Vi kallar dessa
vektorer for grad 1 objekt och i Cliffordalgebra uttrycker vi dem A'R3,

En skalir representerar en punkt och kallas for grad 0 objekt. I Cliffordalgebra blir de A°R3.

Fran basvektorerna ska vi nu bilda de sa kallade bivektorerna {ejes, eses, eseq} genom Clifford-
produkten. Bivektorerna ligger i respektive plan i ett 3D rum. ejes i xy-planet, eses i yz-planet
och egey 1 zz-planet. Vi ritar dem som parallellogram med moturs orientering (se 4, 5 och 6 i
Appendix). Vi kallar dessa grad 2 objekt och beskriver dem som A2R3 pa Cliffordalgebraiskt vis.

Nu aterstar bara att skapa det sista “grundelementet” ejeses. Vi kallar detta objekt trivektorn. I
Cliffordalgebra uttrycker vi den som eja3 € A3R3.

Denna bildar vi genom att ta en av bivektorerna, sig ejes, och “férlanger” den i egs riktning. Pa
samma sétt tar vi bivektorn eses och forlanger i ey riktning, samt tar bivektorn eze; och forlanger
den i ey riktning. Vi bildar pa s& sitt en si kallad parallellepiped med positiv orientering. (se 7 i
Appendix).

Vi sammanfattar ovan 4 typer av objekt (en skaldr med grad-0, tre vektorer med grad-1, tre

bivektorer med grad-2 och en trivektor med grad-3) som 8 grundelement i ett vektorrum
{1,€e1, €2, €3, €162, €2€3, €3€1, e1eze3 }. Detta illustrerar vi i figur 1.

Grad—3: €123

Grad-2: ej2, €23, €31

Grad-1: e, ez, e2

Grad-0: 1

Figur 1: Cliffordalgebrans struktur i R3

2Det hir beskrivningen bygger pa (4)



3 Rotationer i R?

I detta avsnitt begrinsar vi oss till att V' = R3. Vi kommer hir titta pa rotationer av vektorer i V'
med hjélp av bade rotationsmatriser men d&ven med hjélp av kvaternionerna, som kan definieras fran
den jimna Cliffordalgebran. Vi hittar en homomorfi mellan kvaternionerna och rotationsmatriser,
sedan gar vi vidare och visar Zs-minnet hos rotationer. Gruppen av rotationsmatriser skrivs som
SOB3):={T:V = V;T'T =1,detT = 1}. Diir " #r transponatet till matrisen.

3.1 Kvaternioner

Vi skall nu anvinda oss utav Cliffordalgebran for att definiera kvaternionerna. Kvaternionerna kan
ses som en utvidgning av det komplexa talplanet C. I det komplexa talplanet kan man enkelt rotera
komplexa tal, z € C, geonom multiplikation av en fas, *?, sadan att

0 ig2_ ig

07 = 2" = ¢'22¢'2.

27 =€

Vi vill nu, pa liknande sitt, anvinda kvaternioner for att rotera vektorer i R3. Kvaternionerna,
som vi nedan hénvisar till som H, dr fyrdimensionella additiva objekt med féljande egenskaper for
sin specifika produkt

i =j% =k* =ijk = —1. (14)

Vi kan konstruera samma egenskaper med hjélp av den jimna Cliffordalgebran, A’V genom att
lata

—e€g€3 = i,
erez = J,
—€1€2 = k‘,

sa vi far, med Cliffordprodukt, samma egenskaper som kvaternionerna. Vi representarar H som
H = (A®’V,+, A). Vi kan dven se att H ar en associativ divisionsalgebra, alltsi att varje icke-noll
kvaternion &r inverterbar. Fér ¢ = a + bi + ¢j + dk, dar ¢ = a — bi — ¢j — dk betecknar konjugatet
i H har vi att gg = a® + b + ¢ + d? = |q|%. ¢s invers dr da ¢~ = q/|q|*.

Vi vill hitta ett sitt att rotera vektorer i R3 i ett godtyckligt plan [j] med hjilp av H.
Betrakta forst en godtycklig rotation T € SO(3) och en vinkel . Fran B.4 foljer att det alltid finns
en egenvektor till T med egenviirde 1. Vilj en ON-bas {e;}7_; sddan att T(e;) = e;. Vi far da att
matrisen for T i basen {e;} &ar
1 0 0
T=|0 cosp —sinp|. (15)
0 sing  cosp

For en rotationsmatris géller
T= (Tl TQ T3) = (Tel T€2 T63). (16)

Sa varje kolumn i T svarar mot hur respektive basvektor har roterat.

Vi hittar nu en kvaternion ¢ sa att vi far samma rotation for respektive basvektorer,
gerq” = e,
qeaq”"

gesq~ ! = —sin ey + cos .

= COs peg + sin pes,

Lat ¢ = exp(—¢j/2) = cos(p/2) — jsin(p/2). Dér j € A%V och |j| = 1. For e; far vi da

e1=qeiq "

=[cos(¢/2) — jsin(p/2)]e1[cos(¢/2) + jsin(p/2)]
¥
5 (

= cos? pey — cos%sin 5 jer —e1j) — sin? gjelj =ey.



Detta galler vid fallet att je; = e1j, samt ekvivalent —je1j = ey, vilket enligt definitionen for
Cliffordprodukten (11) ger att j = fes3. Vi underséker nu om detta dven giller for es och e3. Om
detta giller har vi hittat en kvaternion fér den givna matrisen.

1

qeaq” = cos wes + sin pes
= [cos% — jsin g] €9 [cosg + jsin %}
= cos? geg + cos % sin %(egj — jey) — sin® %j@gj
=[cos® % — sin? g]@z + cos % sin §(262j)

= COs (peg + sin wes].
Har har vi anvént de trigonometriska identitetetrna
cos? ¢ —sin® p = cos2p, 2 cos psin g = sin 2.

Vidare far vi for es,

— sin pes + cos pesz = qegq_1

:[cosg —jsing]eg[cos% —ﬁ—jsinf]

2
= cos? geg + cos g sin g(e&j — jes) — sin® %jegj
— sin? g] es + cos g sin g(Qegj)

= COs (pes + sin wes].

:[6082 b
2

Vi ser hiar nu att eg3j = —ey samt att esj = e3, vilket ger att j = e23. Vi har alltsd nu hittat
en representation for matriser 1 SO(3) som kvaternioner. For att vi skall f& en homomorfi krévs
det pa grund av konvention att ¢ = exp(—7/2) (1). Om vi valt det omvénda, ¢ = exp(¢j/2) hade
vi fatt j = e3o. Orienteringen pa denna bivektor hade d& varit motsatt riktningen av rotationen,
darfor véljer vi ¢ = exp(—pj/2).

Sats (Rotationer i R®). Ldat V wvara ett tredimensionellt hogerorienterat euklidiskt rum med orien-
tering J. En rotation av v € V. med en vinkel ¢ moturs i planet [j] beskrivs genom

v — qvq_l.

Diir q = exp(3) € spin(V) = {q € A®V;|q> =1} och b= —¢j, j € A*V;|j]* =1.

Vi kan observera hir att den grupp av kvaternioner som ger upphov till rotationer, g € spin(V)
ar isomorf med enhetssfiren i fyra dimensioner, S3. Detta ses tydligast genom att for
q=a+bi+cj+dk e spin(V) giller att |q|*> = gg = a® + b® + ¢? + d? = 1 Uttrycken spin(V) och
S3 kommer nedan anviindas synonymt. Vi kallar ett ¢ € spin(V) for en rotor.

Vi undersoker nu strukturen hos dessa rotationer. Antag att vi har tva olika kvaternioner, ¢; och
G2, som bada ger samma rotation.

qvg; " = qaugy (17)

Genom att multiplicera fran vénster med g5 L och fran hoger med ¢; ges

@ v =vg; qr. (18)

Alltsd kommuterar v med ¢, Lo



Vi vet att skaldrer ar kommutativa och att addition ar en kommutativ operation. Det vi behéver
undersoka nu dr om rena kvaterioner, bivektorer, kommuterar med vektorer.

Vi vet att Cliffordprodukten &r antikommutativ fér vektorer enligt ekv. (11).
- —ejLe; OH.l 1 %j elleri =k o (19)
ejresomi=j="kellerk#1i#j

Vad vi kan se ar att om vektorn e; &r en del av bivektorn, t.ex ejes;, s gor den ett ojamnt antal
“hopp” och resulterar darfor i antikommutativitet, och vice versa om e; inte ligger i bivektorn. Men
vi kan hitta g5 L och ¢ s& att vi far en bivektordel som inte kommuterar méaste bivektordelen vara
0. Det enda som aterstar ar da en skaldr. D& spin(V') ar sluten under Cliffordprodukten si maste
q2_1q1 € spin(V') och déarmed

¢l = £l = g = tqo. (20)

Vi har alltsd for en given rotation T finns det exakt tva kvaternioner +¢q € spin(V) som sva-
rar mot rotationen. Dessa tva dr antipodala kvaternioner pa S3. Vi kan nu, med samma metod
som ovan, fa fram rotationsmatrisen T for ett godtckligt ¢ = exp(—0j/2), dar

j = aesy + beis + cear, a® + b2 +c? =1 ges av

cos?(0/2)+sin?(0/2)(a® —b*—c?) 2ab sin®(0/2)—csin(0) 2acsin®(0/2)+bsin(0)
2absin®(0/2)+csin(6) cos?(0/2)+sin?(0/2)(—a?+b*—c?) 2bsin?(0/2)—asin(6) . (21)
2acsin?(0/2)—bsin(6) 2besin?(0/2)+asin(6) cos?(0/2)+sin?(0/2)(—a’®—b%+c?)

Hérledning for denna finns i appendix B.3.

Vi vill nu hitta en invers sa att vi, for en given rotationsmatris, kan fa fram rotationsaxel och
vinkel. Vi kan givietvis fa fram den givna kvaternionen fran rotationsmatrisen genom att jamfora
med ekv. (21). Men detta kraver mycket arbete. Istéllet kan vi definiera Cliffordsparet Trc(R) (1)
som

Tro(R) =Y e & R(e;). (22)

Vi far da
Tro(R) =e1 A (Riie1 + Ra1ea + Rsies)+
ez A (Riger + Rogses + Rases)+
es A (R13€1 + Roszes + R3363) =
Tr(R) + e12(R21 — Ri2) + e13(R31 — Ri3) + e23(R32 — Ras).

(23)

Dér T'r(R) representerar det vanliga sparet hos matrisen, Tr(A) := Y, an,. Alltsd sumeringen av
diagonalelementen.

Anta att vi nu vet rotationsaxeln. Lat {€;} vara en ON-bas for V, dir j = é; A €3 ar bivektorn
parallel med planet for rotationen. Rotationsmatrisen i basen {e}} kommer da att bli

1 0 0
R=10 cos¢ —sing|. (24)
0 sing coso¢
Cliffordsparet kommer nu, med ekv. (23) att bli
Tro(R) =14 2(cos ¢ + jsing). (25)

Cliffordsparet &r invariant till val av bas enligt féljande lemma.



Lemma. For en linjir avbildning T har vi att Cliffordsparet dr invariant till val av bas. Alltsa for
tvd baser {e;} och {€;} Har vi att

TTC (Tei) = T’I’C (Téi).
Dir indexet da representerar avbildningen i de tva baserna.

Bewvis. Lat {€;} vara en ON-bas till V dér é; = ) . a;,e; dér e; dr basvektorer i standardbasen.
Basbytesmatrisen A dr ortogonal. Vidare géller att

(&, &) Zaj i€, Zap KEp)
=30 > aprlesep) Zaj 15 = O
J P
Cliffordspéret i basen &; blir nu
Tro(T) = Z Z ajiej A T(Z ak.iek)
_ZZ“NQAZ@’“ (ex) (27)
- Z Z Z ajiaxqie; & T(er).

D& summation &r kommutativ spelar det ingen roll vilken summa vi tar forst. Vidare, da A ar
ortogonal, #r #ven AT. Vi far da

Tro(T) = Z Z Z ajiarie; AT (ex)
i ki
= ZZ(S]-]CGJ' A T(ek) (28)
ik

=> ej 8 T(ej) = Tre(T).

O
Vi kan nu, genom att termjamfora ekv. (23) och (25), fa fram ¢ och j som
Tr(R) —1
10) :arccos<r(2)>,
) (29)
j = Roy — R R31 — R R3o — Ra3)|.
J sin(9) [612( 21 12) +e13(Rar 13) + ea3(Raz 23)



3.2 Kontinuerliga rotationer och spinn

An sa ldnge har vi att for varje rotation finns det exakt 2 punkter pa S som motsvarar en rotation.
Vi skall nu undersoka vad som hénder med ett system nér vi roterar det kontinuerligt.

3.2.1 Parametrisering av S3

Da S2 dr en tredimensionell mangfald inbéddad i 4D dr det dr svart att visualisera den pa ett bra

sitt. Det som vi gor hér &r att vi lyfter alla punkter pa S2 till ett klot i A? V. Betrakta funktionen
C AV — S8,

g (30)
p:b—q.

Dir b € A%V, Vi skriver det som b = ¢j, dir ¢ = |b| mod 47 och j = I% Vidare sa har p formen
p(b) = exp(b/2) = cos(8/2) + jsin(9/2).

Randen, dér |b| = 2w 4+ 4nk, k=0, 1, 2, .... Alla punkter &r identifierade med samma kvaternion
g = —1. Vi ser hér att for |b| = 4wk &r p(b) = 1. Vidare {or |b| = 7 4 27k s& har vi att p(b) = b. Vi
har att p en bijektiv avbildning for |b] < 27 pa grund av injektiviteten hos exponentialfunktionen.

3.2.2 53 enkelt sammanhingande

For en mangfald som ar enkelt ssmmanhéngande betyder det att alla slutna kurvor &r homotopa,
vidare nollhomotopa.

Vi kommer hér att bevisa att S3 &r enkelt sammanhingande. Betrakta en sluten, kontinuerlig
kurva pa S2 som inte gar genom —1,

7:[0, 1] = 5%

7(0) =~(1) = ¢,

diir ¢ &r en fix punkt. Vi lyfter v till bivektorklotet A2V genom ekv. (30). Vi har nu en kurva,
p~L(y(t)) i A%2V. Vi vill hitta en homotopi mellan denna kurva och dess startpunkt, §. Lat

(31)

[0, 1] X [0, 1] = A3V : (s,t) — I'(s,1),

D(s,t) =p~ (v(1)) +s(p™" (@) —p~ ' (4(1)))

vara en yta genom A2V. Vi ser att T'(0,¢) = p~1(y(t)), medan I'(1,¢) = p~1(G). Alltsa, I' kan
kontinuerligt deformeras fran p=1(y(t)) till p~1(§). Fér fallet nér kurvan gar genom sydpolen, —1,

kan vi lata den undvika sydpolen innan vi lyfter den med p genom att t.ex lata kurvan g i en liten
halvcirkel runt sydpolen.

(32)

Alla slutna kurvor pa S° &r didrmed homotopa. Fundamentalgruppen ar den grupp av skilda
ekvivalensklasser for en given méngd. I detta fallet de slutna kurvor som ej &r homotopa. Fun-
damentalgruppen for S? &r da m1(S3) = {1}.

3.2.3 Fundamentalgruppen for SO(3)

Vi vill nu undersoka slutna rotationskurvor i SO(3) for att kunna pavisa Zs-minnet.

Anta pa samma sétt som i ekv. (31) en kontinuerlig kurva genom SO(3),
T:telo, 1] — SO@3),
0. 1] - 50(3) )
T(0)=T(1) = I.

P& samma siitt som vi lyfte en kurva pa S till A%V vill vi nu lyfta 7'(¢) till $3. Vi har en homomorfi
fran kvaternioner pa S® till matriser i SO(3)
i S% 5 SO(3),

T —q. (34)



Formen f6r denna homomorfi kan t.ex ges fran den allména rotationsmatrisen i ekv. (21). Skillnaden
mellan lyftet i ekv. (34) och lyftet i ekv. (30) dr att for varje T € SO(3) finns £¢ € S3. Vi har
alltsa surjektivitet men inte injektivitet. Vi kan dock fa en typ av lokal injektivitet genom att bara
betrakta en av dessa kvaternioner. Da de tva kvaternionerna, som motsvarar samma T € SO(3),
ar antipodala kommer deras vigar aldrig korsas om vi gor en liten forflyttning av 7'. Vi far alltsa
en lokal isomorfi fran S — SO(3) nér vi betraktar kontinuerliga rotationer och bara betraktar ett
q € S3. Vi later nu p~! vara inversen. Vi har da att

ploT(t): SO(3) — S, 2

poT(0)=1. (85)
Sa kurvan pa S borjar pa 1 och kommer nu att réra sig 6ver sfiren. Nar ¢ nirmar sig 1 finns
det nu tvA olika punkter den kan sluta pa. Da p~1 o T(I) = &1 si kommer kurvan att sluta pa
antingen 1 eller -1. Det finns alltsa tva skilda vagar som inte tillhér samma ekvivalensklass. Den
ena, som &r sluten pa S och ddrmed motsvarar nollhomotop, &r samma system som vi bérjade
med. Den kurva som gér fran nordpol till sydpol motsvarar inte ldngre samma system, &ven om
det ser likadant ut. Denna kurva dr homotop med en kurva som motsvarar rotation av 27 radianer
runt en valfri axel, vilket vi kan se genom lyftet p i ekv. (30). Den kurva som ar sluten &r vidare
homotop med en kurva som gar ner till —1 och sedan upp pa andra sidan av S®. Alltsa en rotation
av 47 radianer runt en given axel. Det f6ljer fran dessa tva skilda kurvor att fundamentalgruppen
fér rotationsgruppen i tre dimensioner &r

71'1(50(3)) = {]., —1} = ZQ. (36)

Detta avslutar nu avsnittet om rotationer i R3. Vi har visat hur vi viildigt enkelt kan rotera vektorer
med hjilp av kvaternioner. Men vi kan inte ldngre anvinda SO(3) for att beskriva rotationer av
objekt som har detta Zs-minne. Vi kommer nu att flytta fokus fran vektorer till spinorer.
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4 Spinorer

Zo-minnet aterkommer, som vi ndmnt, till exempel inom kvantmekaniken. En elektron vars spinn-
tillstand har roterat 27 radianer dr inte ldngre i sitt ursprungliga grundtillstand utan har istéllet
hamnat i motsatt tillstand.

Vad vi menar med tillstand och rotation hér &r ett kvantmekaniskt tillstand, och en rotation har
ar en rotation i tillstindsrummet (dock &r denna relaterad till en “fysikalisk rotation”, som beter
sig mer normalt, med en period pa 2m): |¢) = T |+) + ¢~ |—), dir ¥, ¢~ dr komplexa tal, och
[+),|—) &r tillstinden “spinn upp” respektive "spinn ned”, ett kvantmekaniskt tillstind motsvarar
en sannolikhet i den mening att exempelvis om man méter ett system i tillstand [¢) i “spinn
upp/ned” riktningen &r (+|¢)) sannolikheten att man far ett métvirde i ”spinn upp”, dér + &r
en seskvilinjir skaldrprodukt mellan det kvantmekaniska tillstindsrummet (beskrivs med |), en
"cket”) som &r ett Hilbertrum, och dess duala rum (beskrivs med (|, en "bra”, tillsammans utgor
de "bracket” notationen).

I kvantmekaniken finns “operatorer”, objekt som kan &ndra ett tillstand, och om en operator A ar
hermitesk &r (a|Ala) ett vintevirde som motsvarar en observabel som man kan méta. Tidsutveck-
lingen hos ett kvantmekaniskt system ar beroende av dess hamiltonian, H, som alltid ar hermitesk
och om hamiltonianen ar tidsoberoende fas evolutionen som en operator exp(—iHt/h) (specifikt &r
tidsutvecklingen hos ett system dess tillstand vid specifika tidspunkter, och blir exp(—iHt/h) |to),
dér |to) ar tillstandet i tid |to), for det tillstand som intresserar oss). Det fall som intresserar oss r
nér en elektron befinner sig i ett externt statiskt (tidsoberoende) magnetfilt, och hamiltonianen
kan da skrivas som H = wS,, didr w = |e|B/(m.c).

Tidsevolutionen ges da av exp(—iwS. /h) [¢) = exp(—iwtS, /h) (YT |[+) 4+~ | =) = pTel=/MS= 1)
Fapme(TWt/ M8 | ) = qptemiwt/2 | ) p—ei@t/2 | 2). Detta r eftersom |+),|—) ér spinntillstand i
z-led, och &r dirmed egentillstdnd (motsvarar egenvektorer) till S, operatorn. Den har egenvirden
+h/2 (exp(A) for operatorn A betraktas i stort pd samma séitt som om A vore en matris, i detta
fall kan operatorn S, till och med beskrivas med en matris. Med andra ord eftersom |+),|—) &r
egentillstand till S, med egenvirden +4/2 dr de &ven egentillstand till exp(S,) med egenvirden
e*h/2). Om man betraktar tidsutvecklingen for |¢/) ser man i exponentialen +iwt/2. Division med
2 innebér att vi far en period T = 47 /w, vilket &r en annan precession dn den som skulle vara om
man méter pa egenvirdet (]S, |v), det vill siga om man méter vintevirdet pa spinn i z-led, som
har period T' = 27 /w. Det kommer senare i texten uppdagas for lasaren att tillstdndet vi bemérkte
med [¢) i inledningen &r en spinor, vars natur kommer gas igenom i texten.

Sa med "motsatt tillstand” har menas inte 6vergang i stil med “spinn upp”’” — ”spinn ned” utan
istallet o) — — |}, eller "spinn upp” — “minus spinn upp”. Denna Gvergéng dr dock métbar, med
exempelvis neutroninterferometri.

Om ldsaren vill fordjupa sig i &mnet rekommenderas varmt (3).

Zy-minnet hos elektroner medfor att SO(3) inte kan beskriva en elektrons spinn. Vad som krévs
ar en representation av spin(V), p, sddan att p(—1) = —I. Vi kommer i detta avsnitt gi in pa just
detta. Vi definierar en representation p fran den jimna Cliffordalgebran till algebran av matriser
for ett tillhorande spinorrum. Spinorrummet ar alltsi ett rum som existerar med ett tillhérande
vektorrum. Vi kommer senare visa att spinorrummet dr oberoende av hur vi representerar Cliffor-
dalgebran. De olika representationerna &r relaterade via basbyte.

4.1 Grupprepresentation

Vikommer nu att borja titta pa spinorummet. Vi definierar forst en grupprepresentation av spin(V)
som en slit grupphomomorfi fran spin(V) till matriser for ett linjart rum
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p :spin(V) — L(S),

p(—q) = —p(q)- 37)

Vi far en injektiv representation si att for varje matris i bilden av p finns det exakt en rotor i
spin(V). Pa samma sétt som bivektorer kan anvindas for att rotera vektorer kan de &ven anvindas
for rotation av spinorer. For en representation med egenskapen att p(—¢q) = —p(q) kallar vi S for
ett spinorrum. Spinorerna dr da de objekt som matriserna i £(.S) opererar pa.

Vi kommer att ta fram matrisrepresentationer av Cliffordalgebran da spin(V) C H C AV och sa
kommer vi, genom vara representationer av AV, dven att f4 en grupprepresentation for spin(V).

4.2 Dimensionsanalys

Vi kommer aterigen att begriinsa oss till att V = R3. Vi har da att dimg(AV) = 8. Vi kommer hir
att ta fram representationer till tvadimensionella komplexa matriser. Algebran for dessa matriser
betecknas £(C?). Vi vill hitta en isomorfi mellan Cliffordalgebran och matriserna fér spinorrumet.
For att kunna tdcka hela matrisalgebran behover vi att dimensionerna dr samma, i detta fallet
ar bade definitionsméngd och virdeméngd 8 dimensionellt. Skillnaden adr dock att vi gar fran en
reell algebra till en komplex. Genom att lata trivektorn ejo3 := J har vi att J? = —1. Vidare kan
vi skriva en multivektor i Cliffordalgebran som w = wqo 4+ wy, dir wy € A’V och w; € A%V,
Vi later nu wi = Jws, dar we € A’V. Det vi ser nu som att AV &r isomorft med de komplexa
kvaternionerna H,.. Vi skriver en komplex kvaternion som q. = q1 + Jg2, ddr g1 och g2 bada ar
reella kvaternioner enligt representationen vi gjorde i avsnitt 3.1. Vi har nu en komplex algebra
H, sidan att dimg(H.) = 8 = dimg(L£(C?)). Vi kan nu hitta en isomorfi mellan de komplexa
kvaternionerna och matriser i £(C?).

4.3 Matrisrepresentationer av Cliffordalgebran

Hér kommer vi att ta fram matrisrepresentationer av Cliffordalgebran och visa att de olika re-
presentationerna inte paverkar strukturen hos spinorrummet utan forser oss endast med ett annat
perspektiv av det.

4.4 Matriser for Cliffordalgebran

I detta avsnitt kommer vi att visa hur vi kan representera underalgebror hos Cliffordalgebran med
matriser. En algebrahomomorfi &r en homomorfi p : AV — £(S), sddan att f6r w € AV,

4.4.1 Komplexa matriser som reella matriser

Vi vill forst hitta ett siatt att beskriva komplexa matriser som reella matriser.
Vi tittar forst pa det endimensionella fallet for C
@1 : L(C) — L(R?) = AR?> = ¢y(a + bi) := [—ab Z] ,a,b € R%. (38)

Det gar latt att visa att o1 ar en injektiv homomorfi, det &r dock ingen isomorfi da den ej ar
surjektiv.

Vi gar nu vidare genom att utvidga ¢ till komplexa 2 x 2-matriser. Vi far for z; = a; + ib;,
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@9 L(C?) — L(RY),

Z1 2| _ |a1 + Zbl as + ZbQ gpl(al + Zbl) ()01((12 + Zbg)
23 zi| |az+ib3 a4 +iby p1(az +1ibz) @1(as + ibg)

ay by az by
b1 a1 by ao
a3 b3 as by
—bs a3 —bs a4

(39)

Funktionen ¢, : £(C?) — L(R*) #r en injektiv homomorfi.

Vi kan &ven hitta en isomorfi fér vektorerna som dessa matriser verkar pa sadan att

0:C% - R,
ai
z| a1 +iby by 4
|:w:| o |:a2+ib2:| - as € R
ba

4.4.2 Representation av kvaternioner som komplexa matriser

Vi ska nu ta fram de tva representationer fér kvaternionerna vi kommer att anvénda i detta arbete.
Vi vill hitta en isomorfi p : H. — £(C?), déir &r H, enligt ovan isomorft med AR3.

Vi kommer forst att betrakta representationer av reella kvaternioner H, sa att for ¢ = a+bi +cj +
dk € H, dar a, b, ¢, d € R. ¢ kan skrivas som ¢ = a+bi+c¢j +dij = (a+bi) + (¢ + di)j = z + wj.
Vi kan nu anvinda oss utav ¢; for att ta fram en liknande homomorfi fér kvaternionerna. Fran
(2), far vi en representation

p1:H — L(C?),
p1(z + wj) = [z@ 1;1] . (40)

Dér ar w, Z respektiv komplex konjugation av w och z.

Fran (1) far vi nu ytterligare en representation for H,

pQZH%E(C2)7
‘ ' a—ci d—bi (1)
p2(q = a+bi+cj+dk) = [dbi a+ci]'

For att nu f4 en isomorfi behéver vi att dessa representationer kan utvidgas till de komplexa
kvaternionerna ¢ = a + bi + cj + dk, dir a, b, ¢, d € A°V @ A3V alltsa ér tal med den komplexa
struktur J som ansattes i 4.2. Lat nu p : H — £(C)? vara en homomorfi. Vi komplexifierar
avbildningen p till p: H, — £(C?) sidan att for den komplexa strukturen J har vi att p(J) = il,
dér ¢ € C. En kvaternion H, 3 ¢ = g1 + Jg¢o representeras nu genom p(q) = p(q1) + ip(gz2). Det
foljer av de homomorfa egenskaperna hos p att detta ar en giltlig komplexifiering. Det foljer fran
appendix B.2 att p; och py dr homomorfier. Vi utvidgar nu dessa till att &ven representera de
komplexa kvaternionerna. Vi har nu tva surjektiva homomorfier fran AV till £(C?). Vad som #r
kvar att visa &r injektivitet.

Lemma (Injektivitet hos representationer). En representation p : H — L(C?) som dr en homo-
morfi ar ocksd injektiv.
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Bevis. Lat p : H, — L£(C?) vara en homomorfi som ovan. For att p skall vara injektiv giller att
p(q) = 0 om och endast om g = 0. Da representationen ¢ = a + bi + ¢j + dk ar linjar foljer att,

p(q) = pla+bi+cj+dk) = ap(1) + bp(i) + cp(j) + dp(k) = 0.
Vi multiplicerar nu fran vinster med konjugatet p(q),

p(@)p(q) = p(qq)
= p(a® +b* + * 4 d?)
= (@ +0° + ¢ +d*)p(1) = p()0 = 0.

Detta giller endast om a? + b2 +c? +d> =0 a=b=c=d = 0. Viser nu att om p &r en
homomorfi giller for p(q1) = p(g2) < p(g1 — ¢2) = 0 & g1 = ¢, vilket visar injektivitet. O

Vi har nu alltsa tva isomorfier som bada representerar Cliffordalgebran till V.

4.4.3 Koppling mellan representationerna

Vi ska hér visa relationerna mellan tva representationer av Cliffordalgebran. Vi kommer hitta en
automorfi mellan representationerna som relaterar dessa via basbyte.

Vi har vara tva representationer av kvaternionerna.

1:H. —=L(C )
:H. =L(C
. . a+bz c+ di 49
p1(a+bi+cj+dk) = et di a—bil (42)

pa(a+ bi+ cj + dk) = d_bz}

{ dsz a+ci|’

Vi underséker nu relationerna mellan dessa. Bada tva avbildar 1 pa I och —1 pa —I. £(C?) &r
dérmed fortfarande operatorer till ett tillhérande spinorrum. Vi vill nu hitta en koppling mellan
dessa tva representationer. Vi kan definiera en automorfi ¢ : £L(C) — £(C) sadan att

o(p1(q)) = p2(q)- (43)

Fér pi(q) = M € L(C?) har vi da att ¢(M) = py o p; (M) = pa o py ' (p1(q)) = pa(q), vilket
ar vad vi letar efter. Denna automorfi dr valdefinierad d& inversen existerar. Lat oss nu observera
strukturen hos dessa tva representationer,

;1) =1 = ps(1),
pr(~1) = —I = py(~1),

(i) = 0@} = pa(—),
p1(j) = _01 (1)} = pa(k),
[

nw =0 o =mco.

S& vi har att for ¢ € H,
+1 — +1,
1= —7,
J =k,
k — —i.
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Vi forsoker nu hitta ett gs = a + bi + ¢j + dk, si ¢ — qsqq; ! som ger samma struktur som ekv.
(45) ovan.
Gst = —jqs & ai — b—ck +dj = —aj + bk + ¢ — di, (46)

detta ger ¢ = —b, d = —a.
4sj = —kqs < aj + bk + b+ ai = —ak — bj — bi — a, (47)

detta ger a = —b. Vi har ddrmed ¢s = a — ai + aj — ak normerar vi detta far vi a = 1/2. p; och
p2 ar darmed relaterade med en rotation i H. Vi har alltsa

p1(asaa; ") = pilas)pr(@)pi(as ) = p2(q). (48)

Matrisen p1(gs) ser ut som

(49)
Vi har nu en automorfi ¢ sadan att

d(p1(q)) = Tp1(@)T ™" = p2(q). (50)

Vi ser hir att dessa tva representationer &r relaterade via ett basbyte enligt appendix B.1. Det
visar sig faktiskt att alla representaioner for £(C?) ir relaterade via ett basbyte. Detta summeras
i satsen nedan.

Sats (Automorfier i £(.5) d& dimc(S) = 2). Algebran for matriser till ett vektorrum S av komplex
dimension 2 dr komplett, i den meningen att for varje automorfi ¢ : L(S) — L(S), 3T € L(S) sd
att ¢(X) =TXT 1, VX € L(S). T dr unik upp till multiplikation med skaldr.

Bevis. (1) Detta bevis ir tvadelat. Lat forst, v = | [, X =v[1 0] = | Y| och £ = |V 9|,
U2 vy 0 11

Eftersom E inte &r inverterbar &r inte heller ¢(F) det, med andra ord kolumnerna i ¢(E) ar
linjért beroende. Lat nu {e;} vara en ON-bas for S si att e; ar parallell med kolumnerna i (¢(E)),

vidare 1at ey = [zl}
T2

Vi ser att
XE=0= ¢(XE) = 6(X)$(E) =0,

da dr kolumnerna i ¢(E) || e;. Detta dr ekvivalent med att ¢(X)e; = 0.
Vi har nu att
P(X) = ¢(X)I =
=¢(X)(ere] +eaeg ) = (X )eae, .

Later vi nu
Av = ¢(X)es.

Far vi genom multiplikation fran vinster av eg ,

d(X) = Av [xl :1:2] .

Med liknande argumentation kan vi visa att for en matris U = [(1)} ul = L? 5} .
1 U2
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dar u = {ul} .
U2

Vidare giller att
dlou") = (v 1 0] [(1)} u')

= (X)6(U) = Av 31 3] [@yfj W B

= Mo B,

dir A = [z1 2] Bl} Lat nu 7 := AA. Vi har da Vu,v € S : ¢p(vu') = Avu' B.
2

Lat oss nu titta ndrmare pa

d(v1uf voug ) = ¢(vr(ur, v2)ug ) = (u1,v2)d(viug )

51
= (uy,v2)Tv1ug B. (51

Samtidigt har vi att
¢(’U1’LLI’U2U;—) = qS(vluI)gb(vgu;) = TvluIBTvgu;—B.

Vi ser nu att
<U1,’U2>T’U1U2TB = AvlulTBTvgu;B.
Vi flyttar in (uq,va),
Tviu] voug B = Tvyu] BTvyuy B.

Hir kan vi deducera att BT = I < B = T~ alltsa for matriser pa formen vu ',

p(ou") = Tou" T

For godtyckliga matriser kan vi skriva dessa som en linjarkombination utav matriser pa formen
vu'. Vi kan sedan anvinda linjériteten hos automorfin och far da att

H(X)=TXT ! VX € L(S).
Att de dr unika ses ldttast genom
TXT =T XTy ' & Ty, ' T X = XT, T

Med X godtycklig har vi att T3 7y kommuterar med samtliga matriser. Eftersom de 2x2 kom-
plexvirda matriserna dr isomorfa med H, innebér det att det finns en motsvarande komplexvérd
kvaternion Qpyiq, SOM kommuterar med samtliga komplexvirda kvaternioner. De enda kvaterni-
oner som kommuterar med samtliga ar skaldra tal (eftersom att i j och k ej kommuterar). Detta
medfor att Urpigy = B, dar ar B ett komplext tal. Om vi nu atergar isomorft till matriserna féas

T, 'y = BI, alltsa Ty = BTs. O

Vad vi kommit fram till hir dr att spinorrummet &r ett geometriskt rum inbédddat i Cliffordalge-
bran. Vi kan hitta olika representationer for det med dessa olika férser en bara med olika perspektiv
pa spinorerna.

Detta avslutar nu teoridelen. Vi har visat hur vi kan rotera vektorer i R? med hjilp av kvaternioner.
Vidare har vi dven visat Zs-minnet hos SO(3) och argumenterat for att vi behover en representa-
tion for att beskriva objekt som har detta minne. Spinorerna har da detta Zs-minne som inte kan
observeras genom vanliga vektorer. Vi har tagit fram representationer fér operatorer pa spinorerna.

I vart interaktiva program har vi tagit fram visualiseringar av vektorummet och spinorrummet
och kommer att kunna demonstrera detta fenomen tydligt.
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5 Kodningen bakom VR, BR och SR

Under projektet har vi producerat tre program, VR, BR och SR (stér fér Vektorrymd, Bivektor-
rymd samt Spinorrymd). VR och BR é&r visualiseringar av de parametriseringar mellan bivektor-
rymden och vektorrymden

BR — L(VR), b—T, Tv=e"?ve "2

(se &ven (30) samt avsnittet om kvaternioner och rotationer i R? 3.1. ) De ér skapade i pedagogiskt
syfte. Anvéndaren skall kunna visuellt fa demonstrerat for sig att SO(3) har ett Zy-minne i den
meningen att nar ett vektorsystem roterat ett helt varv kommer inte en punkt i bivektorrymden
som kontinuerligt f6ljt detta system ha aterstéllts. Bivektorn befinner sig da istéllet pa randen,
|b| = 27. Alla b som uppfyller detta motsvarar, enligt ekv. (30), samma kvaternion —1, b — /2.

SR visualiserar representationen mellan bivektorrymden och spinorrymden
BR — L(SR), b—T, Ti¢=p(’?).

Dér 4 &r en spinor. Man kan se i programmet som visualiserar spinorer att efter att en punkt
i bivektorrymden forflyttats till sin rand kommer spinorer inte ha aterstéllts, utan har istéllet
hamnat i motsatt konfiguration: ¥ — —1.

BR och SR behéver programmet quaternion.m for att fungera. SR behéver &ven platonic_ solid.m.

I samtliga program finns en Bivektor-Spinor- samt Vektorrymd uppvisade som grafiska element.
Bivektorrymden bestar av ett klot med radie 27, d&r motsvarar punkterna de enhetskvaternio-
ner som finns i S2, och relateras till de rena bivektorerna med ¢ = exp(b/2). Det finns déri ett
litet rott klot som representerar en punkt i bivektorklotet. Den sitter till en borjan i origo men
nir programmet anvinds kommer den att borja flytta runt. Tre “skuggbilder”, mer transparenta
punkter projicerade pa de tre axlarna kommer att synas for att ge battre insikt i vart i klotet
punkten befinner sig. Eftersom denna avbildning har ett modulus pa 47 &r den réda punkten i
programmet instélld pa att da den borjar hamna utanfor 47 s& ska den flyttas innanfér klotet
men speglas s& att den behaller den sista flyttningen som anvindaren gjorde pa systemet (dvs.
b— —(4m —|b]) - b/(|b]). Det finns dven ett sfariskt skal inritad i omradet |b| = m som motsvarar
ekvatorn for kvaternionerna i S3, for att anvindarna skall fa béttre koll pa vilka kvaternioner som
motsvarar den givna rotationen. Spinorrymden ar vildigt lik Bivektorrymde i den mening att den
har en sfar och ekvator men det finns istéllet fyra punkter, en for varje spinor som hade utgort en
bas i fyra dimensioner. Dessa &r utritade som platonska kroppar. Istéllet for skuggbilder ar krop-
parna projicerade ned pa z = —10 och x = 10 -planen for att ge en tydligare bild av deras ldgen.
Vektorrymden bestar av tre vektorer som representerar en bas i R?, som efter grafiken uppdateras
kommer att borja rotera.

I samtliga program finns dven interaktionsobjekt, objekt som en anvdndare kan interagera med
for att gora dndringar i grafiken. Dessa utgors av planytor, tre olika plan som motsvarar projek-
tioner /skdrningar av © — y, 2 — & och y — z-planen.

I programmet VR &dr dessa interaktionsplan projektioner av vektorrymden, dar samtliga vektorer
finns projicerade. Om interaktionspunkten kommer tillrackligt nidra nagon vektor kommer vektorn
rotera sa den pekar pa interaktionspunkten. Samtliga vektorer kommer da att forflyttas och hela
systemet dndras, vilket d&ven kommer att flytta punkten i Bivektorrymden. Denna kommer att 1ag-
ga sig i den punkt som motsvarar den axel och det vinkelutslag som hade roterat vektorrymden in i
dess befintliga ldge i en rotation. Detta lage fas genom anvindning av Cliffordsparet (29). Eftersom
Bivektorrymden &r 2-1 finns det egentligen fler sétt att gora dessa. Men om vi sétter kriterierna
att flyttningarna ska vara kontinuerliga och att b = (0,0, 0) motsvarar vektorns grundsystem finns
bara ett sétt.
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I BR &r interaktionsplanen skirningsplan av Bivektorrymden genom origo, parallellt med = —
Y,z — x.y — z planen. De objekt man kan interagera med i dessa &r roda punkter, som motsvarar
klotpunkten i Bivektorrymden. Om interaktionspunkten kommer tillréckligt ndra nagon av planens
klotpunkter kommer klotpunkten att “dras” till denna punkt, vilket kommer att &ndra punkten i
Bivektorrymden. Detta kommer sedan uppdatera grafiken i VR pa sa sétt att systemet roterar in
till motsvarande lage.

BR och VR visar Zy-minnet i den mening att nér vektorsystemet roterat ett fullt varv och ater-
stallts till samma ldge kommer inte klotpunkten att infinna sig i grundposition, utan det &r forst
efter tva varv som klotpunkten aterstélls. Om man till exempel enbart roterar i z-axeln (x —y pla-
net) kommer klotpunkten att befinna sig i (0,0, 27)/(0,0, —27) (dessa motsvarar samma punkt),
medan vektorsystemet da ar i grundlaget.

SR har samma interaktionsmoment som BR. Skillnaden &r att spinorer, istéllet for vektorer, kom-
mer forflyttas. Det som kommer visa sig hér &r att spinorerna inte befinner sig i grundlige da
klotpunkten rort sig 27 fran sin grundposition, istéllet kommer samtliga spinorer att finnas i de
antipodala légena till sitt grundlige (representationer av operatorer till spinorrymden har egen-
skapen att p(—1) = —1I).

18



SO(3)

Surjektiv,
lokalt injektiv

_~

\l/ Bijektiv,

bortsett fran —1

N~

Figur 2: Avbildning mellan olika vektorrum

19

SR, L(C?)

Injektiv

SB

~
~



Litteraturforteckning

[1] Rosén, Andreas Geometric Multivector Analysis. Birkhduser, Cham (forthcoming) 2019.

[2] Tapp, Kristopher. Matriz Groups for Undergraduates. AMERICAN MATHEMATICAL SOCI-
ETY 2005.

[3] Sakurai, Jun John. Modern Quantum Mechanics,2nd Edition. Addison-Wesley Publishing Com-
pany 1994.

[4] Mathoma.
Geometric Algebra in 3D - Fundamentals. Hémtad 2019-02-17 fran https:

//www.youtube.com/watch?v=E1L16gzNbFE&1ist=PLpzmRsG7u_gqaTo_vEseQ7U8KFvtiJY4K&
index=9 Publicerades 27 december 2016.

20


https://www.youtube.com/watch?v=ElLl6gzNbFE&list=PLpzmRsG7u_gqaTo_vEseQ7U8KFvtiJY4K&index=9
https://www.youtube.com/watch?v=ElLl6gzNbFE&list=PLpzmRsG7u_gqaTo_vEseQ7U8KFvtiJY4K&index=9
https://www.youtube.com/watch?v=ElLl6gzNbFE&list=PLpzmRsG7u_gqaTo_vEseQ7U8KFvtiJY4K&index=9

A Visualisering av yttre algebran

Figurer

0 O U= Wi =

Cliffordalgebrans struktur i R® . . . . . . . . .. ... ...
Avbildning mellan olika vektorrum . . . . . . ... .. oo
Visualisering av yttreprodukten av vektorer w ochv . . . . . . .. ... ... ...
ereo TXy-plan . . . . . L e e e e
esegiyz-plan . . . . oL L e e
eserizx-plan . . . . .. L e
Yttreprodukten av tre linjart oberoende vektorer. . . . . . . . ... ...,
Basbytesdiagram . . . . . .. . oL L

Figur 3: Visualisering av yttreprodukten av vektorer u och v

[c

Figur 4: ejes 1 xy-plan

ﬂ

Figur 5: eses i yz-plan

~

Figur 6: ese; i zx-plan

€3

21



€3

€2

€1

Figur 7: Yttreprodukten av tre linjart oberoende vektorer.
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B Kompletterande Teori

B.1 Basbyten

I linjar algebra lar vi oss att till en linjar avbildning av ett vektorrum V g : V. — V finns en
matris A sddan att g(v) = Avg, for en vektor v € V, dir A = (g(e1) g(e2) ... g(ey)) och vg ar
koordinaterna i basen F = (e; e ... e,). Om vi nu later F = (f1 fa ... fn) vara en annan bas
for V, sddan att Fugp = vg, giller att g(v) = Apvp, dir Ap = (g(f1) 9(f2) ... g(fn)). Vidare
foljer att vi kan skriva Ar som

Ap =F'AF

Detta fortydligas i nedanstaende diagram.

AE = g(en)

vE ARvVE

Ap =F~lAF

v Apvp

Figur 8: Basbytesdiagram
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B.2 Homomorfa matrisrepresentationer
Vi visar nedan att de representationer for kvaternionera som vi valde i 4.4.2 faktiskt &r homomorfier.
Bevis. Lat ¢ : H — L(C?),

a+bi c+di

Genom ¢(a+bi+cj+dk)= [—c v di a—bi

], dér a,b,c,d € R.

For att visa att detta d&r en homomorfi maste vi visa att den bevarar multiplikation och addition.
For att visa att den bevarar addition, 1at

o((a+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+ hk)) =

(a+e)+ O+ f)i (c+g)+ (d+h)i
—(c+g)+(d+h)i (a+e)—(b+ f)i

o(la+e)+ (b+ fli+(c+g)j+ (d+h)k){

[a+bi c—&-dz} {e—kfi g+ hi

et di a—bi gt hi e_fl}¢(a+bi+cj+dk)+¢(e+fi+gj+hk).

Vilket visar att den bevarar addition. For att visa att den bevarar multiplikation 1at

o((a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+ hk)) =

¢((ae = bf —cg +dh) + (af + be+ ch —dg)i+ (ag — bh + ce + df)j + (ah + bg — cf + de)k) =
(ae —bf —cg+ dh) + (af + be + ch —dg)i (ag — bh + ce + df) + (ah + bg — cf + de)i
—(ag —bh +ce+df) + (ah + bg — cf + de)i (ae —bf —cg+ dh) — (af + be + ch — dg)i

— [—ac—:bcili thz] [_eg++fii gf’;z] = ¢(a+ bi+ cj + dk)p(e + fi+ gj + hk).

Vilket visar att den bevarar multiplikation. Alltsa &r ¢ en homomorfi.

Med samma argument som ovan kan man &ven se att

¢ : H — L(C?) &r en homomorfi, dér

. . a—ci d—b
Y(a+bi+cj+dk) = {—d—bz’ a—i—cz}'

B.3 Rotationsmatris for godtycklig axel och vinkel i VR

Fran linjar algebra lar vi oss att en rotation bestdms av vart den tar basvektorerna. Om vi vill
lara oss hur rotationsmatrisen for en godtycklig axel och godtycklig vinkel récker det alltsa att vi
kollar pa basvektorerna. Detta kan vi géra med hjélp av kvaternioner. Vi har att

R = (Rey Rey Res), dar R dr var rotationsmatris och

1

Rey = qge1q™ ",
Res = qeaq™?,
Res = qesq .

Déar g = exp(%), j = aesy +beisz +cear, a, b, c € R och a? +b% + ¢ = 1. Om vi riknar pa detta
far vi att

qezq~! = (cos(0/2) — jsin(0/2))es(cos(0/2) + jsin(6/2)) =
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=( cos(f/2)es + (aeassin(0/2) — beys sin(0/2) + ce12sin(0/2))es(cos(0/2) + jsin(6/2)) =

=(cos(0/2)es+asin(f/2)es—bsin(0/2)e; +csin(6/2)e123)(cos(0/2) —asin(f/2)eaz+bsin(6/2)e13—
csin(f/2)e1s) =

= cos2(0/2)es+acos(6/2) sin(0/2)ea—b cos(6/2) sin(0/2)e; —c cos(/2) sin(0/2)es12-+a cos(0/2) sin(8/2)ea—
a?sin?(0/2)es+absin®(0/2)ea13+acsin®(0/2)e;—bcos(0/2) sin(0/2)e1 +absin®(0/2)e193—b? sin?(0/2)es+
besin?(0/2)es + ccos(0/2) sin(0/2)e193 + acsin®(0/2)e; + besin?(0/2)es + ¢ sin®(0/2)es =

— cos?(A/2)es + sin?(0/2)(—a® — b? + c?)es + 2acos(6/2)sin(0/2)ey — 2bcos(h/2) sin(8/2)e; +
2bcsin®(0/2)es + 2acsin®(0/2)e; =

—(2ac sin?(0/2) —bsin(0))e; 4 (2bcsin?(0/2) +asin(f))es 4 (cos? (0/2) —a? sin?(0/2) — b? sin®(0/2) +
c?sin?(0/2))es.

Om man gér motsvarande berdkningar fér e; och ey far man att

ge1q~ ' = (cos?(0/2) + a?sin?(0/2) — b?sin?(6/2) — c?sin*(0/2))e; + (2absin®(0/2) — csin(f))eq +
(2acsin®(0/2) + bsin(f))es,

qeaq~' = (2absin?(6/2) + csin(f))e; + (cos?(0/2) — a®sin?(0/2) + b?sin?(0/2) — 2 sin*(0/2))es +
(2bsin?(0/2) — asin())es.

Vi far da att

cos?(0/2)+sin?(0/2)(a®—b*—c?) 2absin®(0/2)—csin(6) 2acsin?(0/2)+bsin(6)
R = 2absin?(0/2)+csin(9) cos?(0/2)+sin?(0/2)(—a?+b>—c?) 2bsin?(6/2)—asin(9)
2acsin®(0/2)—bsin(0) 2bcsin?(0/2)+a sin(0) cos?(0/2)+sin?(0/2)(—a*—b2+c?)

B.4 En rotation i R? &r alltid kring en axel

Bevis. Detta pastaende innebér att for en allmén rotation kring origo finns alltid en linje (rotations-
axel) som inte har forflyttat sig med avseende pa grundliget. Detta &r bevisat om man kan visa att
samtliga element R € SO(3) har en egenvektor v for vilken Rv = v. Detta &r identiskt med att pé-
std att samtliga matriser 1 SO(3) har ett egenvirde A = 1, eller att det(R—1I) = 0. For att visa detta
anvinder vi att eftersom RT = R~ gilller R—1 = R—RR" = R-(I-R") = R-(I—R)" vi har #ven
for rotationsmatriser att det(R) = 1, samt att for godtyckliga A, B &r det(AB) = det(A) - det(B)
och det(AT) = det(A). Med dessa beriiknas

det(R— 1) = det(R- (I — R)T) = det(R) - det(I — R) = det((—1) - (R — I)) = (—1)3 - det(R — I) =
—det(R —1I).

Eftersom det(R — I) = —det(R — I) méaste det(R—I) = 0. O
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C KOD
C.l1 VR

clf;clear all;

%introduktion

76{

%Detta program ’ar skapat i samband med ett kandidatprojekt ,
%och ’ar menat att vara en del i ett paket av tre

%(VR,BR och SR, d’ar VR star f'or vektorrymden,

% BR f’or bivektorrymden och SR for spinorrymden).

%f’or att kunna kKora BR och SR kr'avs quaternion.m
%SR kr’aver ’aven platonic solid.m

%Vardera program skall gd att anvanda utan tillgang till de andra, och
gar
%att anvianda utan djupare kunskap i matematiken om bara for nojes skull

%Denna inledning ’ar skriven for att ge insikt i vad de olika

Y%programmen gor, vad de 'ar till flor, hur man anvander dem, och hur de ’a
T

Y%uppbyggda .

%Den ’ar skriven for att flors’oka s& langt det gar enhetligt

%beskriva samtliga tre program samtidigt, s&

%att det inte finns behov av att 1’asa inledningen i ndgon av de andra.

%Mer specifika detaljer relaterade till varje kods uppbyggnad; vad de
olika

Y%momenten g'or och varflor de skrivs pd det satt de gors skall skrivas nla
ra

%tillh’orande kodstycke.

%Kunskaper kring programmering tenderar att variera, si jag har

%f'oredragit att ta upp "flor manga detaljer" ’an flor f& 1 texten, sé
koden

%skall vara enkel att florstd ’aven utan tidigare kunskaper.

%Jag ’ar sj’alv inte mycket av en kodare, och genom att beskriva sa

%mycket av logiken som mniojligt ’ar det florhoppningsvist enklare for en
mer

%van att gora for’andringar denne tycker behovs.

9BR och VR ’ar en visuell demonstration av hur kvaternionerna
%dubbelt t’acker gruppen SO(3), som beskriver rotationer i 3D.

7SR ’ar en visualisering av spinorer, som har egenskapen att de inte
Y%aterst’allts efter 360 graders, utan 720 graders rotation
%(specifikt ’ar att flor en spinor—representation p ’ar p(—1)=1I)

%Programmens strukturer ’'ar pad minga s’att lika;

%Den f'orsta koden i varje program har jag satt ut parametrar som ’ar
ditsatta

%s& att anv’andaren skall kunna justera efter datorprestanda och
personliga preferenser

%sedan de matematiska/logiska objekten ,
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JDarefter instantieras diverse geometriska objekt satt i sina
%" grundtillstand".

%I vardera program finns tre plan ned p& vilka ett rum projiceras

%(1 BR och SR projiceras "Bivektorrymden", i VR projiceras "
Vektorrymden") .

%Dessutom kommer i vardera plan en punkt instantieras

%(en bla stjarna (’x’)) som i samtliga texter kommer kallas
interaktionspunkten",

%for att sarskilja den fran punkten i BR, som kommer kallas
klotpunkten ".

%Planen kommer kallas "interaktionsplanen". Planen kommer ofta
beskrivas

Z%som att de "tillh’or" det rum som projicerades ned pa det

%(exempelvis IWar i VR kan texten "vektorrummets plan" f’orekomma).

%Bland de objekt som finns visuellt representerade i planen finns

%komponenter som kan interagera med interaktionspunkter ,

%vilka kommer kallas ’interaktionsobjekt .

%interaktionspunkten gir att flytta , och

%genom att komma tillr’ackligt n'ara ett interaktionsobjekt

Ykommer det att flytta sig sa den hamnar s& n’ara

%interaktionspunkten den kan.

%interaktionsplanen ’ar alltid x—y, z—x, och y—z plan.

%Det ’ar vart att anm’arka att jag valt att kalla ett plan z—x.

n

n

%I samtliga program finns ett "vektorrum" och ett "bivektorrum"
%vektorrummets visuella komponenter ’ar tre stycken vektorer

Zsom skall representera ett koordinatystem

%(x—axel, y—axel och en z—axel) och i en bredare bem’arkelse, vektorer i
%tre dimensioner.

%Bivektorrummet ’ar ett klot med radie 2xpi

Zsom ’ar en visuell representation av enhetskvaterniornerna , vilka utglor

%en tredimensionell sf’ar inb’addad i fyra dimensioner, och

%om b=|bl b2 b3| ’ar en punkt i B(0,2xpi) kan den relateras till en
specifik

%kvaternion via b—>exp ((blxi+b2xj+b3xk) /2)

%Klotets fr’amsta komponent ’ar en punkt (kallad klotpunkt, kommer ibland
i kod understryka

%att den ’ar r'od, flor att s’arskilja den frén interaktionspunkten , och n’a
r jag diskuterar

%den som en kvaternion eller vektor kommer jag kalla den b)

%bollen har for ’ovrigt ett modulus pa 4xpi (exp((4xpixj)/2)=1), sd nar
b kommer "over" 4xpi

Y%kommer den forflyttas till ett motsvarande l’age p&4 andra sidan klotet.

%f'or att ge en bPattre bild av var i klotet punkten befinner sig har

%"skuggbilder satts ut, vilka beskriver b’s Iprojektioner pa B’s axlar.

%I VR ’ar det vektorrummet som ’ar projicerat pa interaktionsplanen.

%ovektorrummets interaktionsobjekt ’ar de olika vektorernas pilspetsar;

Ym’'ar interaktionspunkten kommer n'ara pilspetsen kommer dess vektor

%roteras in mot interaktionspunkten ,

%varefter hela koordninatsystemet kommer rotera efter samma axel och

Y%med samma vinkelutslag .

%Varje system av koordinataxlar (x’,y’,z’), motsvarar en
rotationsmatris:
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%lx’ y’ z’] (eftersom x’ y’ z’ ’ar ortonormerade, vi har

YR[el e2 e3]=[R(el) R(e2) R(e3)|=[x" y  z7]

%Ifran denna rotationsmatris kan man f&4 ut en bivektor

%genom att betrakta matrisens "clifford trace", vilket vi kan
%relatera till en specifik axel och en specifik vinkel, vilket

%da ’ar en b—vektor som motsvarar klotpunktens nya l’age i bivektorrymden

%Det som tydligt mlarks ’ar att ’aven da rotationssystemet roterat 360
grader

%kommer inte b—vektorn ha atergatt till [0 0 0], utan det ’ar forst
efter

%tva rotationer som systemet har aterst’allts helt.

%I BR ’ar det bivektorrummet som ’ar projicerat pa interaktionsplanen ,
och

%interaktionsobjektet ’ar klotpunkten. D& interaktionspunkten kommer n’a
ra

%klotpunkten flyttas klotpunkten till interaktionspunktens Dage.

%I varje interaktionsplan finns ’aven en cirkel utritad , som motsvarar

Y%randen av BR.

%klotpunkten motsvarar (‘ar) en bivektor, vilket vi kan relatera till en
enhets—

%kvaternion g=exp(b/2), dar vi nu kan rotera koordinatsystemet

Y%med qvq~—1. Mer detaljrik forklaring finns i projektrapporten.

%I koden i sig anvands ett befintligt program som fanns i quaternion .m,

Zsom jag ej vet hur den ’ar uppbyggd.

%I SR har vi ’aven spinorrummet, vilket likt BR ’ar ett klot av radie 2x
pi,

%vari det ligger fyra stycken punkter (&terigen ’stj’arnor’, (x))

%som motsvarar spinorer.

%Spinorer beskrivs ofta som vektorer i C~2, dar det finns en

%kvaternionrepresentation p(q)=[z w;—w’ z’], som ’verkar’ pa

%spinorerna. I SR gar vi ’over till R~4, oh eftersom p bevarar 1’angder

Y%kommer "enhetsspinorer" befinna sig 1 sflaren, s& vi representerar

%spinorerna i nagon mening som om de vore "kvaternioner".

%I SR ’ar det aterigen BR som projiceras pa interaktionsplanen , med

Ysamma interaktionssystem som i BR, och nar bollens r'orelse resulterar

%i forandringar av kvaternionens l’age genom det p(q) som beskrevs ovan.

%hur kvaternionen roterar vektorrummet ’ar ocksa med

%f’or att hjalpa visualiseringen av spinorernas l’agen finns ’aven
%projektionsplan som beskriver dess lagen i xy och zx planen, satta i
%deras klot, pad nivaderna z=—10 respektive x=10,

%Det gar ’aven att sld pad "skuggbilder" som fungerar p& samma s’att som
%klotets skuggor, men detta resulterar i 16 punkter i klotet, s& det ’ar
%I grundlaget satt till 0, men kan s’attas pad med en "shadeon"—konstant

%samtliga interaktioner mellan program och anv’andare
Y%hanteras inom en while loop, som alltid ’ar satt till ’true
%interaktionspunkterna ’ar "impoint"—objekt (eller i 2019: drawpoint).
%Som instantieras med planet det befinner sig i.

%Dessa kallas pa i loopen med en "get"

)
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%(For den ovane: get/getters och set/setters ’ar

%i programmering typiska funktioner att ge klasser. En "get" later

%anvandaren l’asa av variabler /Wamta information som ett objekt har

%(1i detta fall har vi en impoint, vars variabel vi plockar ’ar "Position
n

%Den kan instantieras via h.impoint();, och positionen fas da

%via h.getPosition.))

%interaktionspunktens 1’age sparas, och en serie if—satser kollar om

%den nuvarande punkten ’ar n'ara nigot interaktionsobjekt .

%pointdistance garanterar att de interaktionspunkter som inte vidrlors

%ej kan interagera med sitt plans interaktionsobjekt , vilket hade gjort

%koden svéarnavigerad .

%Det finns en del kriterier utsatta flor att se till att s& f& "on’odiga"

%loopar gors som mojligt for att snabba upp programmetn som i nul’aget

PZar r’att langsamma.

Z70m interaktionspunkten kommer n'ara ett objekt, ber’aknar programmet
vilka operationer

%som skall utforas.

%darefter har varje programs while loop en serie set—funktioner (en
set"/setter

%later anv'andaren ans’atta ett nytt varde i ett objekt,

% exempelvis: set(u,’XData’,b(1),’YData’,b(2),’ZData’,b(3)) s’atter ut

%klotpunkten i dess nya l’age i BR.) vilka uppdaterar alla grafiska
objekt .

%oy

%beskrivning av konstanter som kan vara vart att modifiera ,
%om tex kod gar langsamt

7ol

%1. ’pauselength’ best’ammer, 1 sekunder, den tid det skall ta mellan
varje

%iteration av att lasa av vektorpunktens 1’age och positionera
vektorsystemet och

%klotpunkten efter det.

%2. ’dist’ beskriver fran vilket avstéand interaktionspunkten skall ha
%fran pilspetsarna tills de borjar flytta pa sig

%3. Pointdistance uts’atter ett krav

%som begrlansar antalet processer som gors i while loopen, genom att

%kontrollera vilket avstdnd den nuvarande interaktionspunkten har

%relativt den tidigare iterationspunkten

%dvs om man s’atter pointdistance 0.01 miste interaktionspunkten ha f’o
rflyttats

%0.01 enheter fran det l’age den var sedan senaste grafikuppdatering,
innan

Y%programmet kontrollerar huruvida klotpunkten skall flyttas relativt

%interaktionspunktens nuvarande 1age.

%Den g'or ’aven s& att interaktionspunkterna
%inte paverkar systemet om inte anviandaren r’or vid dem. Om man

%s’atter pointdistance till mnoll finns det ingen fors’akring till detta.

%(Jag tror detta ’ar pga att impoint, som genererar
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interaktionspunkterna ,
%verkar flytta sig sjlalv, om ’an valdigt lite , i sin egen uppdatering.
%(jag ’ar os’aker pa dessa detaljer , kan ju ocksad tex vara relaterat till
%grafikens uppdateringar).)

%startvec best’ammer interaktionspunktens startl’age da programmet kors.

70}
pauselength=0.05;
dist =0.4;
startvec=[0 0];
pointdistance =0.05;

%x,y,z ’ar namnen pa axlarna hos vektorsystemet

%p,p2 sparar datan hos impoint i while—loopen

%dist kvadreras flor att florenkla matematiken i programmet
%j2 ,i,theta2 anviands flor att kolla kriterier om vilken sida
%ekvatorn klotpunkten skall befinna sig i bivektorrymden

x=[1;0;0];
y=[0;1;0];
z=[0;0;1];
p=startvec;

p2=startvec;
dist=dist ~2;

j2=[0 0 0J;
i=0;
theta2=0;

%klotet som beskriver de enhetskvaternioner som verkar

%pa vektorrummet, ,

76

%en punkt inom klotet (b) relateras till en "ren kvaternion"
%b=[bl b2 b3]—>blxi+b2xj+b3xk som relateras till en
%enhetskvaternion g via g=exp(b/2).

o}
figure (1)
set (gef, 'Position’, [100, 100, 1000, 500])

subplot (1,2,1);

[m n o]=sphere; %total sphere bdry —> q——1

surf (2« pixm,2*pi*n,2xpixo, facecolor’, "blue’, ’facealpha’ .2, EdgeAlpha
7,0) 5

hold on

surf(pixm, pi*n,pixo, facecolor’, green’, ’'facealpha’ .4, EdgeAlpha’,0);

hold on
phi=linspace (0,2 pi);

xlabel ('x")
ylabel ('y"’)
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zlabel ('z")

plot (2« pixcos(phi),2«pixsin(phi), ' black’) % circle for visualisation

plot3([—10 10],[0 0], [0 0], black’,[0 0],[—10
0],[0 0], [-10 10], black")

7o{

10], [0 0], black [0

%b representerat inom klotet som en punkt, bem’arkt som en stj’arna (’x7)

Z%samt tre "skuggbilder", projektioner av b pad x,y och z axlarna,
%i en svagare gréaskala, flfor att f& battre ’oversikt i var i det

%tredimensionella rummet b befinner sig
%(visualiseringen av bollens l'age star sist i
punkterna

koden, sa att om

%overlappar , kommer den faktiska bollens l’age vara den som syns)

70}

uxyz=surf ([0.35%m;0.35+m;0.35+m]| ,[0.35%n;0.35%n;0.35%n],[0.35%0;0.35%0
;0.35%0], "facecolor’,’red’, ’facealpha’,0.25, EdgeAlpha’,0);

u=surf (0.35*m,0.35%n,0.35%0, facecolor’, red’,
' aO) ;

grid on
axis([=7 7 =77 =7 7])
axis equal

title (’Bivektorrummet BR’,’FontSize’,14)

subplot (1,2,2);

"facealpha ’,1, EdgeAlpha

%tre vektorer visualiseras som motsvarar koordinater flor ett

tredimensionellt

Y%vektorrum, interaktivt kan roteras av anviandaren.
%aven ett mindre vektorsystem , som visar grundpositionen.

7ol

%dess rotationer kommer relateras till den bivektor b=—phixj, som genom

att

%verka pa grundsystemet (via exp(b/2)v(exp(—b/2) skulle ha roterat

systemet till dess nul’age.

@

vecx=quiver3 ([0 —0.5],[0 —0.5],[0 —1.2],[x(1)
", Autoscale’ 7 off7); hold on; %generate a
coordinate system

vecy=quiver3 ([0 —=0.5],[0 —0.5],[0 —1.2],[y(1)
", Autoscale’, off )

vecz=quiver3 ([0 —0.5],[0 —0.5],[0 —1.2],[z(1)

", Autoscale’ | off 7);

xlim ([-1.2 1.2])
ylim([—-1.2 1.2])
zlim ([-1.2 1.2])
title (’Vektorrummet VR’ ,’FontSize’ ,14);

pbaspect (|1 1 1]);
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figure (2);

set (gef, ’"Position’, [100, 100, 600, 200])

vx=quiver ([—-2.5 0 2.5],[0 O 0]7[}(’(1),X(3) x(2)],[x(2),x(1),x(3)],

AutoScale’ ;7 off 7); hold on;%,

»") ; hold

on

b’

I
vy=quiver ([=2.5 0 2.5],[0 0 Of,[y(1),y(3),y(2)],[¥y(2),y(1),y(3) ], r~

AutoScale’, off ) ;

vz=quiver ([ =2.5 0 2.5],[0 0 0],[z(1),2(3),2(2)],[2(2),2(1),2(3)],"

AutoScale’, off )

axis([-5 5 —=1.5 1.5]);
pbaspect ([10 3 1]);

txtxy = 'x—y plan’;
txtzx = 'z—x plan’;
txtyz = 'y—z plan’;

text (—3,—1.1,txtxy, 'FontSize ,12);
text(—0.5,—1.1,txtzx , "FontSize’ ,12)
text (2,—1.1,txtyz, FontSize’ ,12);
title ("interaktiva ytor’, FontSize’

h=impoint (gca,startvec);

while (true)
pause (pauselength)
%p sparar nya interaktionslaget
p=h.getPosition;
%om vi inte r'ort oss ett litet
if (pointdistance <=norm (p—p2))

)

,12) 5

avstand skall ingenting

ske

if (0.1<=norm (p)&&0.1<=norm(p+[2.5 0])&&0.1<=norm(p—[2.5 0]))

%kollar om vi hamnat n'ara en

specifik vektor

if ((p(1)—x(1)+2.5)"2+(p(2)—=x(2) ) 2<=dist &&0.1<=x (1) "2+x(2) ~2)

%vi anv’ander det nya laget samt vektorn flor att

%bilda en rotationsmatris ,
samtliga

%objekt

p(1)=p(1) +2.5;

q=[x(1) x(2)];

p=p/norm(p) ;
q=q/norm(q) ;

som Vi

anv'ander for att

%alfa ,beta best’ammer rotationsmatrisen

alfa=p(1)*q(1)+p(2)*q(2);
beta=p(1)*q(2)-p(2)*q(1);

xl=alfa*x(1)+betaxx(2);
x2=alfaxx(2)—betaxx(1);
x(1)=x1;x(2)=x2;
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yl=alfaxy(1l)+betaxy(2);
y2=alfaxy(2)—betaxy(1);
y(1)=y1;y(2)=y2;

zl=alfaxz (1)+betaxz (2);
z2=alfaxz (2)—betaxz(1);
z(1)=z1;2(2)=22;
elseif ((p(1)=y(1)+2.5)"2+(p(2)—y(2)) 2<=dist&&0.1<=y (1) 2+y(2) "2)
p(1)=p(1)+2.5;
a=[y (1) vy(2)1;
p=p/norm(p);

q=q/norm(q) ;

alfa=p (1) *q(1)+p(2)*q(2);
beta=p (1)*q(2)—p(2)*q(1);

xl=alfaxx(1)+betaxx(2);
x2=alfaxx(2)—betaxx(1);
x(1)=x1;x(2)=x2;
yl=alfaxy(1)+betaxy(2);
y2=alfaxy(2)—betaxy(1);
y(D)=yl;y(2)=y2;

zl=alfaxz (1)+betaxz(2);
z2=alfaxz(2)—betaxz (1) ;
z(1)=21;2(2)=22;

(x)

)
Yx=x /norm ;y=y/norm (y);z=z/norm(z) ;

elseif ((p(1)—z(1)+2.5)"2+(p(2)—2(2)) 2<=dist&&0.1<=2z(1)"2+2z(2) ~2)

p=p/norm(p) ;
q=q/norm(q) ;

alfa=p(1)*q(1)+p(2)*q(2);
beta=p(1)*q(2)-p(2)*q(1);

xl=alfa*x(1)+betaxx(2);
x2=alfaxx(2)—betaxx(1);
x(1)=x1;x(2)=x2;

yl=alfaxy(1)+betaxy(2);
y2=alfaxy(2)—betaxy(1);
y(1)=yl;y(2)=y2;

zl=alfaxz (1)+betaxz (2);
z2=alfaxz (2)—betaxz(1);

33



elseif ((p(1)

elseif ((p(1)

elseif ((p

z(1)=21;2(2)=22;
Yox=x /norm (x) ;y=y/norm(y) ; z=z /norm(z) ;

—x(3
a=[x(3) x(1)
p=p/norm(p) ;
q=q/norm (q) ;

)

alfa=p(1)*q(1)+p(2)*q(2);
beta=p(1)xq(2)-p(2)*q(1);

xl=alfaxx(3)+betaxx(1);
x2=alfax*x(1)—betaxx(3);
x(3)=x1;x(1)=x2;

yl=alfaxy(3)+betaxy(1);
y2=alfaxy(1)—betaxy(3);
y(3)=ylsy(1)=y2;

zl=alfaxz(3)+betaxz(1);
z2=alfaxz(1)—betaxz(3);
z(3)=z1;z(1)=22;

=y (

a=[y(3) y(1
p=p/norm(p) ;
q=q/norm(q) ;

alfa=p(1)*q(1)+p(2)*q(2);
beta=p(1)*q(2)-p(2)*q(1);

xl=alfa*x(3)+betaxx(1);
x2=alfaxx(1)—betaxx(3);
x(3)=x1;x(1)=x2;

yl=alfaxy(3)+betaxy(1);
y2=alfaxy(1)—betaxy(3);
y(3)=ylsy(1)=y2;

zl=alfaxz(3)+betaxz(1);
z2=alfaxz(1)—betaxz(3);
z(3)=z1;z(1)=22;

a=[z(3) z(1
p=p/norm(p) ;
g=q/norm(q);

)1
alfa=p(1)*q(1)+p(2)*q(2);

34
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beta=p(1)*q(2)-p(2)*q(1);

xl=alfa*x(3)+betaxx(1);
x2=alfa*x(1)—betaxx(3);
x(3)=x1;x(1)=x2;

yl=alfaxy(3)+betaxy(1);
y2=alfaxy(1)—betaxy(3);
y(3)=ylsy(1)=y2;

zl=alfaxz(3)+betaxz(1);
z2=alfaxz(1)—betaxz(3);
z(3)=2z1;2z(1)=22;

elseif ((p(1l)—x(
p(l)=p(1) -
a=[x(2) x(3
p=p/norm(p) ;
g=q/norm (q)

) —2.5)"2+(p(2)—x(3) ) 2<=dist &&0.1<=x(2) "2+x(3) ~2)

)

alfa=p(1)*q(1)+p(2)*q(2);
beta=p(1)*q(2)-p(2)*q(1);

xl=alfa*x(2)+betaxx(3);
x2=alfaxx(3)—betaxx(2);
x(2)=x1;x(3)=x2;

yl=alfaxy(2)+betaxy(3);
y2=alfaxy(3)—betaxy(2);
y(2)=yl;y(3)=y2;

zl=alfax*z (2)+betaxz(3);
z2=alfaxz(3)—betaxz(2);
z(2)=21;2(3)=22;
elseif ((p(1)—y 2.5)°2+(p(2)—y(3) ) 2<=dist&&0.1<=y (2) "24+y(3) ~2)
p(1)=p(1)
a=[y(2) v
p=p/norm (
q=q/norm (

alfa=p(1)*q(1)+p(2)*q(2);
beta=p(1)*q(2)-p(2)*q(1);

xl=alfaxx(2)+betaxx(3);
x2=alfaxx(3)—betaxx(2);
x(2)=x1;x(3)=x2;

yl=alfaxy(2)+betaxy(3);
y2=alfaxy(3)—betaxy(2);
v (2)=yl;y(3)=y2;

zl=alfaxz (2)+betaxz(3);
z2=alfaxz (3)—betaxz(2);
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z2(2)=21;2(3)=22;

zl=alfaxz(2)+betaxz(3);
z2=alfaxz(3)—betaxz(2);
72(2)=21;2(3)=22;

yl=alfaxy(2)+betaxy(3);
y2=alfaxy(3)—betaxy(2);
y(2)=yl;y(3)=y2;

xl=alfax*x(2)+betaxx(3);
x2=alfaxx(3)—betaxx(2);
x(2)=x1;x(3)=x2;

end

7o{

J%b—bollens lage fas ut via Clifford Tracet, dar
YCT(R)=2%(cos (theta /2)+j*sin (theta /2))+1

YR ’ar en rotationsmatris, som kan fas ut av att givet en
%konfiguration {x’,y’,z’} 'ar R=[x" y’ 2]

%if satserna ’ar till flor att l'osa problemet att cosinus inte

%surjektiv pa [0,2pi].

%det man kan kolla ’ar att eftersom sin(theta/2) byter tecken

det

2.5)°2+(p(2)—2(3)) " 2<=dist&&0.1<=2 (2) “2+2z(3) ~2)

‘ar

1 omra

%theta=k*pi kommer den j—vektor som tas ut dar byta tecken i detta

omrade
%och vi bryr oss enbart om omraddet vid "ekvatorn" abs(b)=pi
%(att man far teckenskift vid 2pi ’ar inga problem, eftersom
Y%har en "spegling" i detta omrdde. Oan ’ar ocksd ok, dar har
a
%tecken’andringar .
%sad nar vi flyttar mellan sidor av ekvatorn tar vi i+1, och

vi ’andéa
vi ocks

Jom 1 ’ar jJamn eller udda best’ammer vilket belopp vi skall valja for

Y%theta .
%o}
i=ly(3)=2(2) z(1)—=x(3) x(2)-y(1)];

theta=real (acos ((x(1)+y(2)4+2(3)—-1)/2));

i (not (j (1)—08&j (2)—0&&j (3)==0))
j=J /morm(j);

if (abs(theta2—pi)<=0.5&&not (sign (j(1))==sign(j2(1)))&&not (abs(]

(2)°2+j(3)°2-1)<=0.2))
i=mod(i+1,2);

elseif (abs(theta2—pi)<=0.5&&not (sign (j(2))=—=sign(j2(2)))&&not (
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abs(j(1)°24+j(3)°2-1)<=0.2))
i=mod(i+1,2);

elseif (abs(theta2—pi)<=0.5&&not (sign (j(3))=—=sign (j2(3)))&&not (
abs(j(1)°24+j(2)°2-1)<=0.2))
i=mod(i+1,2);
end
else
i=i2;
end
if (i==0)
b=thetaxj ;
theta2=theta;
else
b=—(2xpi—theta)xj;
theta2=2«pi—theta;
end
%set funktionerna uppdaterar grafiken
set (vx, udata[x(1),x(3) ,x(2) ], “vdata ", [x(2) ,x(1) ,x(3)]) ;
set (vy, udata [y (1),y(3) .y (2)], vdata ", [v(2) v (1) .y (3)]) 3
set (vz, 'udata’ ,[z(1),2(3),2(2)], vdata’ ,[z(2),2(1),2(3)]);
set(vecx ‘udata’ ,[x(1) 0.5], vdata’ ,[x(2) 0], wdata’,[x(3) 0]);
set (vecy, 'udata’ ,[y(1) 0], vdata’ ,[y(2) 0.5], wdata’,[y(3) 0]);
set (vecz, 'udata’ ,[z(1) 0], vdata’,[z(2) 0], wdata’,[z(3) 0.5]);
set (uxyz, 'XData’ ,[b(1)+0.35%m;0.35+m;0.35+m]|, "YData’ ,[0.35%n;b
(2)4+0.35%n;0.35%n]|, "ZData’ ,[0.35%0;0.35%0;b(3) +0. 35*0])
set (u, 'XData’ ,b(1)4m=*0.35, "YData’ ,b(2)+nx0.35, ZData’ ,b(3)+o
x0.35)
J2=) 5
theta2=theta;
end
end
p2=p;
end
C.2 BR
%
%Detta program ’ar skapat i samband med ett kandidatprojekt ,
%och ’ar menat att vara en del i ett paket av tre
%(VR,BR och SR(detta program), d'ar VR star flor vektorrymden,
% BR f’or bivektorrymden och SR f’or spinorrymden).
%For BR och SR kr’avs att man har quaternion.m for att programmen skall
%kunna Kora. SR kr’aver ’aven att platonic solid.m finns.

%Vardera program skall ga att anv’anda utan tillgang till de andra, och
gar
%att anvianda utan djupare kunskap i matematiken om bara flor nojes skull
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%Denna inledning ’ar skriven flor att ge insikt i vad de olika

Y%programmen gor, vad de ’ar till flor, hur man anviander dem, och hur de ’a
T

Y%uppbyggda .

%Den ’ar skriven for att flors’oka s& langt det gar enhetligt

%beskriva samtliga tre program samtidigt, sé&

%att det inte finns behov av att l’asa inledningen i négon av de andra.

%Mer specifika detaljer relaterade till varje kods uppbyggnad; vad de
olika

Y%momenten gor och varflor de skrivs pa det satt de gors skall skrivas n’a
ra

%tillh’orande kodstycke.

%Kunskaper kring programmering tenderar att variera, sa jag har

%foredragit att ta upp "f'or manga detaljer" 'an flor f& i texten, sa
koden

%skall vara enkel att florstd ’aven utan tidigare kunskaper.

%Jag ’ar sj’alv inte mycket av en kodare, och genom att beskriva sé

%mycket av logiken som mniojligt ’ar det florhoppningsvist enklare for en
mer

%ovan att gora f'or’andringar denne tycker beh’ovs.

9BR och VR ’ar en visuell demonstration av hur kvaternionerna
%dubbelt t’acker gruppen SO(3), som beskriver rotationer i 3D.

7SR ’ar en visualisering av spinorer , som har egenskapen att de inte
T terst’allts efter 360 graders, utan 720 graders rotation
%speciellt ’ar val att f'or en spinor—representation p ’ar p(—1)=—I

%Programmens strukturer ’ar pad minga s’att lika;

%Den f'orsta koden i varje program har jag satt ut parametrar som ’ar
ditsatta

%s& att anviandaren skall kunna justera efter datorprestanda och
personliga preferenser

%sedan de matematiska/logiska objekten ,

9Darefter instantieras diverse geometriska objekt satt i sina

%" grundtillstand".

%I vardera program finns tre plan ned p& vilka ett rum projiceras

%(I BR och SR projiceras "Bivektorrymden", i VR projiceras "
Vektorrymden") .

%Dessutom kommer i vardera plan en punkt instantieras

%(en bla stjarna (’x’)) som i samtliga texter kommer kallas
interaktionspunkten",

%for att sarskilja den fran punkten i BR, som kommer kallas
klotpunkten ".

%Planen kommer kallas "interaktionsplanen". Planen kommer ofta
beskrivas

Zsom att de "tillh’or" det rum som projicerades ned pa det

%(exempelvis Dar i VR kan texten "vektorrummets plan" f'orekomma) .

%Bland de objekt som finns visuellt representerade i planen finns

%komponenter som kan interagera med interaktionspunkter ,

%vilka kommer kallas ’interaktionsobjekt .

%interaktionspunkten gar att flytta , och

%genom att komma tillr’ackligt nara ett interaktionsobjekt

n

n
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Ydkommer det att flytta sig sd den hamnar s n’ara
%interaktionspunkten den kan.

%interaktionsplanen ’ar alltid x—y, z—x, och y—z plan.

Det ’ar vart att anm’arka att jag valt att kalla ett plan z—x.

%I samtliga rum forekommer en "vektor— och bivektorrymd"

%Vektorrymden visuella komponenter ’ar tre stycken vektorer

%som skall representera ett koordinatystem

%(x—axel , y—axel och en z—axel) och i en bredare bem’arkelse , vektorer i
%tre dimensioner.

%Bivektorrymden ’ar klot med radie 2xpi

%som ’ar en visuell representation av enhetskvaterniornerna , vilka utglor

%en tredimensionell sf’ar inb’addad i fyra dimensioner, och

%om b=[bl b2 b3| ’ar en punkt i B(0,2xpi) kan den relateras till en
specifik

%kvaternion via b—>exp ((blxi+b2xj+b3xk) /2)

%Klotets fr’amsta komponent ’ar en punkt (kallad klotpunkt, kommer ibland
i kod understryka

%att den ’ar r’od, flor att s’arskilja den fran interaktionspunkten, och n'a
r jag diskuterar

%den som en kvaternion eller vektor kommer jag kalla den b)

%bollen har for ’ovrigt ett modulus pa 4xpi (exp((4xpixj)/2)=1), sa nar
b kommer "over" 4xpi

Ykommer den forflyttas till ett motsvarande l’age pa andra sidan klotet .

%f'or att ge en Pattre bild av var i klotet punkten befinner sig har

%"skuggbilder satts ut, vilka beskriver b’s Iprojektioner pa B’s axlar.

%I VR ’ar det vektorrummet som ’ar projicerat pad interaktionsplanen.

%vektorrummets interaktionsobjekt ’ar de olika vektorernas pilspetsar;

%n’ar interaktionspunkten kommer n'ara pilspetsen kommer dess vektor

%roteras in mot interaktionspunkten ,

%varefter hela koordninatsystemet kommer rotera efter samma axel och

Y%med samma vinkelutslag .

%Varje system av koordinataxlar (x’,y’,z’), motsvarar en
rotationsmatris:

%[x’ y’ z’] (eftersom x’ y’ z’ ’ar ortonormerade, vi har

TR[el e2 e3]=[R(el) R(e2) R(e3)]|=[x" vy’ z’]

%Ifran denna rotationsmatris kan man f& ut en bivektor

%genom att betrakta matrisens "clifford trace", vilket vi kan

%relatera till en specifik axel och en specifik vinkel, vilket

%d& ’ar en b—vektor som motsvarar klotpunktens nya l’age i bivektorrymden

%Det som tydligt mlarks ’ar att ’aven da rotationssystemet roterat 360
grader

Y%kommer inte b—vektorn ha atergatt till [0 0 0], utan det ’ar florst
efter

%tva rotationer som systemet har aterst’allts helt.

%I BR ’ar det bivektorrummet som ’ar projicerat pa interaktionsplanen ,
och

%interaktionsobjektet ’ar klotpunkten. D& interaktionspunkten kommer n’a
ra

%klotpunkten flyttas klotpunkten till interaktionspunktens Dage.
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%I varje interaktionsplan finns ’aven en cirkel utritad , som motsvarar

%randen av BR.

%klotpunkten motsvarar (‘ar) ju en b—vektor, vilket vi kan relatera till
en enhets—

%kvaternion g=exp(b/2), dar vi nu kan rotera koordinatsystemet

Y%amed qvq~—1. Mer detaljrik f'orklaring finns i projektrapporten.

%I koden i sig anviands ett befintligt program som fanns i quaternion .m,

%som jag ej vet hur den ’ar uppbyggd.

%I SR har vi spinorrummet, vilket likt BR’ar ett klot av radie 2xpi,
%vari det ligger fyra stycken punkter (&terigen ’stj’arnor’, (x))

Zsom motsvarar spinorer.

%Spinorer beskrivs ofta som vektorer i C~2, dar det finns en
%kvaternionrepresentation p(q)=[z w;—w’ z’], som ’verkar’ pa
%spinorerna. I SR gar vi ’over till R~4, oh eftersom p bevarar ’angder
Y%kommer "enhetsspinorer" befinna sig 1 sflaren, s& vi representerar
%spinorerna i nagon mening som om de vore "kvaternioner".

%I SR ’ar det aterigen BR som projiceras péa interaktionsplanen , med
Ysamma interaktionssystem som i BR, och nar bollens r'orelse resulterar
%i for’andringar av kvaternionens l’age genom det p(q) som beskrevs ovan.

%f’or att hjalpa visualiseringen av spinorernas l’agen finns ’aven
%projektionsplan som beskriver dess l'agen i xy och zx planen, satta i
%deras klot , pd nivaerna z=—10 respektive x=10,

%samtliga interaktioner mellan program och anv’andare

%i varje kod hanteras inom en while loop, som alltid ’ar satt till ’“true

%interaktionspunkterna ’ar "impoint"—objekt (eller i 2019: drawpoint).

%Som instantieras med planet det befinner sig i.

%Dessa kallas pad i loopen med en "get"

%(For den ovane: get/getters och set/setters ’ar

%i programmering typiska funktioner att ge klasser. En "get" later

%anv'andaren l’asa av variabler /Wamta information som ett objekt har

%(i detta fall har vi en impoint, vars variabel vi plockar ’ar "Position
n

%Den kan instantieras via h.impoint();, och positionen fas da

%via h.getPosition.))

%interaktionspunktens l'age sparas, och en serie if—satser kollar om

%den nuvarande punkten ’ar n'ara nigot interaktionsobjekt .

%pointdistance garanterar att de interaktionspunkter som inte vidrlors

%ej kan interagera med sitt plans interaktionsobjekt , vilket hade gjort

%koden svarnavigerad.

%Det finns en del kriterier utsatta flor att se till att sa f& "on'odiga"

%loopar gors som mojligt flor att snabba upp programmetn som i nul’aget

Par r’att langsamma.

%0m interaktionspunkten kommer n'ara ett objekt, ber’aknar programmet
vilka operationer

%som skall utforas.

%darefter har varje programs while loop en serie set—funktioner (en
set"/setter

%later anv’andaren ans’atta ett nytt varde i ett objekt,

% exempelvis: set (u,’XData’,b(1),’YData’ ,b(2),’ZData’,b(3)) s’atter ut

%klotpunkten i dess nya l'age i BR.) vilka uppdaterar alla grafiska
objekt .
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0}

clear all; clf;

Y%medan introduceras konstanter som anviandaren kan valja att

%justera efter behov, beroende pad dennes dators prestandakrav osv.
76

%Detta program (BR) verkar vara mindre kr’avande ’an VR

%séa det finns mer frihet i hur man vill ans’atta konstanterna har, och
%jag har inga direkta rekommendationer, om anv’andaren ’ar intresserad
%b'or denne testa sjlalv.

%1. ’pauselength’ best’ammer, i sekunder, den tid det skall ta mellan
varje

%iteration av att l'asa av vektorpunktens 1l’age och positionera
vektorsystemet och

%klotpunkten efter det.

%2. ’dist’ beskriver fran vilket avstand de blad punkterna
%aktiverar pilarna sa att de kan florflyttas

%3. Pointdistance uts’atter ett krav

%som begrlansar antalet processer som gors i while loopen, genom att

%kontrollera vilket avstand den nuvarande interaktionspunkten har

%relativt den tidigare iterationspunkten

%dvs om man s’atter pointdistance 0.01 maste interaktionspunkten ha f'o
rflyttats

%0.01 enheter fran det l’age den var sedan senaste grafikuppdatering ,
innan

Y%programmet kontrollerar huruvida klotpunkten skall flyttas relativt

%interaktionspunktens nuvarande lage.

%Den g'or ’aven s& att interaktionspunkterna
%inte paverkar systemet om inte anviandaren r’or vid dem. Om man
%s’atter pointdistance till noll finns det ingen flors’akring till detta.

%(Jag tror detta ’ar pga att impoint, som genererar
interaktionspunkterna ,

%verkar flytta sig sjalv, om ’an valdigt lite , i sin egen uppdatering.

%(jag ’ar os’aker pa dessa detaljer , kan ju ocksa tex vara relaterat till

%grafikens uppdateringar).)

70}

dist =1.5;

pauselength=0.05;

pointdistance=0.005;

Y%medan instantieras de logiska/matematiska objekten

%b ’ar punkten i klotrymden som, som relaterar till kvaternionrummet
%via gq=exp(b/2). Har relaterar den till rotationer med T(v)=qvq~(—1)
%(punkten kommer i texten kallas "klotpunkten" da dess visuella

aspekter betraktas
% och b om jag skall beskriva den som ett matematiskt objekt)

b=[0 0 0];
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X*[ ) 7()]’
=[0,1,0];
z=[0,0,1];

%koden nedan ritar ut klotet i vilket klotpunkten (b) befinner sig
figure (1)

set (gef, "Position’, [100, 100, 1000, 500])

subplot (1,2,1)

[m n o]=sphere; %total sphere bdry —> q——1

surf (2« pixm,2*pi*n,2+«pi*xo, facecolor’, blue’, ’facealpha’, .3, EdgeAlpha
7,0) 5

hold on

surf(pixm, pi*n,pixo, facecolor’, ’green’, ’'facealpha’ .5, EdgeAlpha’,0);

hold on

phi=linspace (0,2%pi);

xlabel ('x")

ylabel ('y ")

zlabel ('z7)

title (’Bivektorrymden BR’,’FontSize’,14);

plot (2xpixcos(phi),2#«pi*sin(phi), black’) % circle for visualisation

hold on

plot3([—10 10],[0 0], [0 0], black’,[0 0],[—10 10], [0 0], black [0
0],[0 0], [~10 10], black ")

%klotpunkten ritas ut,

Z%samt tre stycken "skuggbilder"; projektioner av b p& klotrummets x,y
och z axlar

%utritade 1 graskala med svag ljusinst’allning , flor att ge mer insikt

%i var inom klotrummet bollen befinner sig 1i.

%(bollen star sist i koden sa att den inte ’overt’acks av skuggbilderna)

uxyz=plot3 ([0 0 0],[0 O 0],[0 O 0], =", Color’,[0.5 0.5 0.5]);
u=surf (0.35%m,0.35%n,0.35%0, "facecolor’, 'red’, ’facealpha’,1, EdgeAlpha
1,0);

grid on

axis(|-7 7 =77 =7 7])
axis equal

hold on

subplot (1,2,2);

%Koden nedan ritar ut vektorsystemet som roteras av

%den kvaternion (q) som beskrivs av klotpunkten via g=exp(b/2).
vecl=quiver3(0,0,0,x(1),x(2),x(3),’b’); hold on;

vec2=quiver3 (0,0,0,y(1),y(2),y(3), r");

vec3=quiver3 (0,0,0,z(1),z(2),z(3),’¢g’);

%ett mindre vektorsystem som visar vektorsystemets ursprungsposition
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%(b=0, eller [x,y,z]=[1 0 0],[0 1 0], [0 O 1])
smallx=quiver3(—-0.5,-0.5,-1,0.5,0,0,’b");
smally=quiver3(—-0.5,-0.5,-1,0,0.5,0,'r7);
smallz=quiver3(-0.5,-0.5,—-1,0,0,0.5,’¢");

xlim([—-1.2 1.2])
ylim([—-1.2 1.2])
zlim ([-1.2 1.2])
title (’Vektorrymden VR’ ,’FontSize’,14);

%kod som ’projicerar ’ bollrymden p& x—y,z—x och y—z planen,

%inom vilka tre separata punkter (h'ar kallade interaktionspunkter (de
bla punkter)

%vilka later dig manipulera klotpunktens (den r’oda) Dage.

%0m man forflyttar ett plans interaktionspunkt s& att den hamnar

%tillriackligt n'ara klotpunkten (avstéandet best’ams av ’'dist ’) kommer

%klotpunkten att forflyttas till interaktionspunktens plats.

%cirkeln inritat i planet beskriver avstdndet punkten har fréan
%klotets rand i detta plan, dess storlek uppdateras efter
%klotpunktens nya Dagen.

%(koden for samtliga plan ’ar i allm’anhet analoga)

%genom att gora subplotten som ett objekt, kan den deklareras
%till en "parent" flor impointen, vilket tilldter mig att best’anma
%impointens l’age inuti koden

%xyz=subplot (3,4,]9 10]);

figure (2);
set (gef, ’"Position’, [100, 100, 600, 200])

bxyz=plot ([b(1)—20 b(3) b(2)+20],[b(2) b(1l) b(3)], red*’);hold on
circz=plot (2« pikcos(phi)—20,2«pi*sin(phi),’'g’);

circy=plot (2« pixcos(phi) ,2+«pixsin (phi), ' r7);

circx=plot (2« pixcos (phi)+20,2«pixsin (phi),’'b’);

xlim ([-30 30]);
ylim ([-8 8]);
axis([-30 30 —10 10])

txtxy = 'x—y plan’;
txtzx = 'z—x plan’;
txtyz = 'y—z plan’;
text (—23,—-7.5,txtxy
text (—3,—-7.5,txtzx);
text (17,—7.5,txtyz);
title (’interaktiva plan’, FontSize’,12);

)5

h=impoint (gca ,[0 7]);

p=[0 7];
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p2=p;

dist=dist ~2;

%inom while loopen definieras all interaktion mellan programmet

%och anviandare. Forst initieras programmets get—funktioner for

%att finna interaktionspunkternas nuvarande l'agen, varefter

%if satser kollar om interaktionspunkterna ’ar tillr’ackligt nara
klotpunkten

%for att klotpunkten skall forflyttas , varefter bollens l'age justeras

%och vektorsystemet roteras efter den boll i rummet som valts ut.

bt=b;

while (true)
pause (pauselength)
p=h.getPosition;

tdlstance<—norm(p p2));
)+20)"2+(p(1)=b(2)) 2<=dist)

if((p —b(1
=p(1 )+20
=p (2
((p

)2+ (p(2)—b (1)) 2<=dist)

20)~2+(p(2)—b(3)) 2<—dist)
20

5
end

%D& b’s norm (phi) ’ar st’orre ’an 2xpi reflekteras den genom den
linje som
%delar dess riktning med storleken (4*pi—phi)

768

%0m phi=2xpi+phi’, phi’>0 far vi phi—>phi2=2xpi—phi’, eftersom vi
har

Y%modulo 2xpi, motsvarar ju denna punkt samma kvaternion som man drog
till

%fast b skall hallas inom klotet .

70}
if (2% pi<=norm (b))

b=—(4#pi—norm (b)) *b/norm(b) ;
end

%if (balldist <(bt (1)—b(1)) 2+ (bt (2)=b(2)) 2+ (bt (3)=b(3))"2)

Y%uppdaterar storleken hos cirklarna i1 planen efter b—vektorns nya 1

9

age

rx=sqrt ((2xpi)~"2—b
ry=sqrt ((2xpi)~2—b(2)"~2);
rz=sqrt ((2xpi)~2-b(3)"2);
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set (cirex , "XData’ ,rx*cos (phi)+20, YData’ ,rx*sin (phi))
set (cirey , 'XData’ ,ry*cos(phi), YData’ ,ry*sin (phi))

set (circz , 'XData’ ,rz*cos(phi)—20, YData’ ,rz*sin (phi))

%set funktioner som uppdaterar klotpunktens lage

set (bxyz, 'XData’ ,[(b(1)—-20) b(3) b(2)+20], YData’ ,[b(2) b(1l) b
(3)1)

set (u, 'XData’ ,b(1)4m=*0.35, "YData’ ,b(2)4n=0.35, ZData’ ,b(3)+o
%x0.35)

set (uxyz, 'XData’ ,[b(1) 0 0], YData’,[0 b(2) 0], ZData’,[0 0 b
31D

%kvaternionen exp(b/2) tas ut, och RotateVectorQ ’ar en funktion

%i quaternion.m som roterar systemet givet en kvaternion

g=exp (quaternion (0,b(1)/2,b(2)/2,b(3)/2));

x=RotateVectorQ(q,[1 0 0]);

y=RotateVectorQ(q,[0 1 0]);

z=RotateVectorQ(q,[0 0 1]);

%set funktioner som uppdaterar vektorrummet

set (vecl, 'udata’,x(1), vdata’,x(2), wdata’ ,x(3));

set (vec2, 'udata’,y(1), vdata’,y(2), wdata’,y(3));

set (vecd, 'udata’,z (1), vdata’,z(2), wdata’,z(3));

bt=b;

%end
p2=p;
end
end
C.3 SR

clear all; clf;

76{

%Detta program ’ar skapat i samband med ett kandidatprojekt ,

%och ’ar menat att vara en del i ett paket av tre

%(VR,BR och SR(detta program), dar VR star for vektorrummet, BR f’or
%Bivektorrummet

%och SR f’or spinorrummet) .

%For att BR och SR skall kunna KkKora kr’avs att man laddar hem quaternion
.m
%For SR kr’avs ’aven platonic_solid.m

%Vardera program skall ga att anv’anda utan tillgéng till de andra, och
gar
%att anvianda utan djupare kunskap i matematiken om bara for nojes skull

%Denna inledning ’ar skriven for att ge insikt i vad de olika

Yprogrammen gor, vad de ’ar till f'or, hur man anviander dem, och hur de ’a
N

%uppbygegda .

%Den ’ar skriven for att flors’oka s& langt det gar enhetligt

%beskriva samtliga tre program samtidigt , séa

%att det inte finns behov av att l’asa inledningen i nidgon av de andra.
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Y%Mer specifika detaljer relaterade till varje kods uppbyggnad; vad de
olika

Y%momenten gor och varflor de skrivs pa det satt de gors skall skrivas nla

ra
%tillh’orande kodstycke.

%Kunskaper kring programmering tenderar att variera, si jag har

%f'oredragit att ta upp "flor manga detaljer" ’an flor fa i1 texten, si
koden

%skall vara enkel att florstd ’aven utan tidigare kunskaper.

9BR och VR ’ar en visuell demonstration av hur kvaternionerna

%dubbelt t’acker gruppen SO(3), som beskriver rotationer i 3D.

%SR ’ar en visualisering av spinorer, som pavisar rotationers "Spin 2
minne ".

%Programmens strukturer ’ar pa minga s’att lika;

%Den f'orsta koden i varje program har jag satt ut parametrar som ’ar
ditsatta

%sa att anv’andaren skall kunna justera efter datorprestanda och
personliga preferenser ,

%sedan star sd manga som nlojligt av de logiska/matematiska objekten ,

%vektorer osv

9Darefter instantieras diverse geometriska objekt satt i sina
%"startl’agen".

%I vardera program finns tre plan ned p& vilka ett rum projiceras

%(I BR och SR projiceras "Bivektorrymden", i VR projiceras "
Vektorrummet") .

%Dessutom kommer i vardera plan en punkt instantieras

%(en bla stjarna (’x’)) som i samtliga texter kommer kallas
interaktionspunkten",

%for att sarskilja den fran punkten i BR, som kommer kallas
klotpunkten ".

%Planen kommer kallas "interaktionsplanen" och kommer ofta beskrivas

Zsom att de "tillh’or" det rum som projicerades ned pa det

%(exempelvis War i VR kan texten "vektorrummets plan" f’orekomma).

%Bland de objekt som finns visuellt representerade i planen finns

%komponenter som kan interagera med interaktionspunkter ,

%vilka kommer kallas ’interaktionsobjekt ’.

%interaktionspunkterna gar att flytta i det plan i vilket det ’ar
definierat

%Genom att komma tillr’ackligt nara ett interaktionsobjekt

Y%kommer foremalet att flytta sig sd den hamnar pd samma plats som

%interaktionspunkten .

%interaktionsplanen ’ar alltid x—y,z—x, och y—z planen.

%Det ’ar vart att anm’arka att jag valt att kalla ett plan z—x. Det var

%delvis for att behdlla orientering och s& att samtliga grundtillstand

%hos vektorrummets plan har samma form, samt att det finns nagot
trevligt

%overlapp 1 meningen att nar man i Spin—Algebran ofta n’amner

%bivektorn el3 som e31 (eller snarare har vi i,j,k— —e23,—e31,—el2).

n

n

%"Vektorrummet" och "Bivektorrummet" representeras i samtlig kod

46



67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

103

104

105

106

107

108

109

110

111

%vektorrummets visuella komponenter ’ar tre stycken vektorer

%som skall representera ett koordinatystem

%(x—axel , y—axel och en z—axel) och i en bredare bem’'arkelse, vektorer i

%tre dimensioner.

%Bivektorrummet bestar av ett klot med radie 2xpi

Zsom ’ar en visuell representation av enhetskvaterniornerna , vilka utglor

%en tredimensionell sf’ar inb’addad i fyra dimensioner, och

%om b=|bl b2 b3| ’ar en punkt i B(0,2xpi) kan den relateras till en
specifik

%kvaternion via b—>exp ((blxi+b2xj+b3xk) /2)

%Bollens fr’amsta komponent ’ar en punkt (kallad klotpunkt, kommer ibland
i kod understryka

%att den ’ar r'od, for att s’arskilja den frén interaktionspunkterna , och
n‘ar jag diskuterar

%den som en kvaternion eller vektor kommer jag kalla den b)

%bollen har flor ’ovrigt ett modulus pa 4xpi (exp((4xpixj)/2)=1), sd nar
b kommer "over" 4xpi

Y%kommer den forflyttas till ett motsvarande l’age p&4 andra sidan klotet.

%som beskriver en specifik punkt i klotet.

%f'or att ge en Pattre bild av var i klotet punkten befinner sig har

%"skuggbilder satts ut, vilka beskriver b’s projektioner péa
Bivektorrymdens axlar.

%I VR ’ar det vektorrummet som ’ar projicerat pad interaktionsplanen.

%vektorrummets interaktionsobjekt ’ar de olika vektorernas pilspetsar;

Y%n’ar interaktionspunkten kommer n'ara pilspetsen kommer dess vektor
flyttas

%mot punkten pd s& s’att att vektorns Dangd inte

%andras, dvs den roterar mot interaktionspunkten ,

%varefter hela koordninatsystemet kommer rotera efter samma axel och

%med samma vinkelutslag .

%Varje system av koordinataxlar (x’,y’,z’), motsvarar en
rotationsmatris:

%|x” y’ z’] (eftersom x’ y’ z’ ’ar ortonormerade, vi har

JR|el e2 e3]|=[R(el) R(e2) R(e3)]|=[x" vy’ z’]

%Ifrédn denna rotationsmatris kan man f& ut en vektor i Bivektorrymden

%genom att betrakta matrisens "clifford trace", vilket vi kan

%relatera till en specifik axel och en specifik vinkel, vilket

%da ’ar en b—vektor som motsvarar klotpunktens nya l'age i bollrummet .

%Det som tydligt mlarks ’ar att ’aven dd rotationssystemet roterat 360
grader

%kommer inte b—vektorn ha atergatt till [0 0 0], utan det ’ar forst
efter

%tva rotationer som systemet har aterst’allts helt.

%I BR ’ar det bollrummet som ’ar projicerat pa interaktionsplanen , och

%interaktionsobjektet ’ar klotpunkten. D& interaktionspunkten kommer n’a
ra

%klotpunkten flyttas klotpunkten till interaktionspunktens Dage.

%I varje interaktionsplan finns ’aven en cirkel utritad , som motsvarar

Y%randen av BR.

%klotpunkten motsvarar ('ar) ju en b—vektor, vilket vi kan relatera till
en enhets—

%kvaternion g—exp(b/2), dar vi nu kan rotera koordinatsystemet

47



112

114

115

116

117

119

120

121

122

124

125

126

127

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

142

143

146

147

149

150

151

152

154

155

156

157

159

160

162

Y%amed qvq~—1. Mer detaljrik f'orklaring finns i projektrapporten.
%I koden i sig anvands ett befintligt program som fanns i quaternion .m,
%som jag ej vet hur den ’ar uppbyggd.

%I SR har vi spinorrummet, vilket likt BR’ar ett klot av radie 2xpi,
%vari det ligger fyra stycken punkter (&terigen ’stj’arnor’, (x))

Zsom motsvarar spinorer.

%Spinorer beskrivs ofta som vektorer i C~2, dar det finns en
%kvaternionrepresentation p(q)=[z w;—w’ z’], som ’verkar’ pa
%spinorerna. I SR gar vi ’over till R~4, oh eftersom p bevarar 1’angder
Ykommer "enhetsspinorer" befinna sig i sflaren, s& vi representerar
%spinorerna i nagon mening som om de vore "kvaternioner".

%I SR ’ar det aterigen BR som projiceras péa interaktionsplanen , med
Y%samma interaktionssystem som i BR, och n'ar bollens r'orelse resulterar
%i for’andringar av kvaternionens l’age genom det p(q) som beskrevs ovan.

%f’or att hjalpa visualiseringen av spinorernas l’agen finns ’aven

%"skuggbilder", men eftersom det inneb’ar att spinorrymden har 16
stycken

%visualiserade punkter, ’ar det valbart att s’atta pa dem.

%det finns ’aven projektioner av spinorerna ned pa "golvet" och ena

%"vaggen", flor att ge mer insikt i deras l’agen. Den ’ar satt som "pa" om

Zanviandaren inte st’anger av dem.

%samtliga interaktioner mellan program och anv’andare

%i varje kod hanteras inom en while loop, som alltid ’ar satt till ’“true

%interaktionspunkterna ’ar "impoint"—objekt .

%Som instantieras strax efter planet det befinner sig i.

%Dessa kallas pad i loopen med en "get"

%(For den ovane: get/getters och set/setters ’ar

%i programmering typiska funktioner att ge klasser. En "get" later

%anv'andaren l'asa av variabler /Wamta information som ett objekt har

%(i detta fall har vi en impoint, vars variabel vi plockar ’ar "Position
n

%Den kan instantieras via h.impoint();, och positionen fas da

%via h.getPosition.))

%interaktionspunktens 1’age sparas, och en serie if—satser kollar om

%den nuvarande punkten ’ar n'ara nigot interaktionsobjekt .

%pointdistance garanterar att de interaktionspunkter som inte vidr’ors

%ej kan interagera med sitt plans interaktionsobjekt , vilket hade gjort

Y%programmet svarnavigerat .

0}

Y%nedan introduceras en del konstanter som anv'andaren kan valja att
%justera efter behov, beroende pad dennes dators prestandakrav osv.

7of

%1. ’pauselength’ best’ammer, i sekunder, den tid det skall ta mellan
varje

%iteration av att 1l'asa av vektorpunktens 1l’age och positionera
vektorsystemet och

%klotpunkten efter det.
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%2. ’dist’ beskriver fran vilket avstéand interaktionspunkten skall vara
%fran nagon av klotpunktens projektioner innan r'orelse aktiveras.

%3. Pointdistance uts’atter ett krav

%som begrlansar antalet processer som gors i while loopen, genom att

%kontrollera vilket avstédnd den nuvarande interaktionspunkten har

%relativt den tidigare iterationspunkten

%dvs om man s’atter pointdistance 0.01 miste interaktionspunkten ha fo
rflyttats

%0.01 enheter fran det l’age da klotpunkten senast flyttades , innan

Y%programmet kontrollerar huruvida klotpunkten skall flyttas relativt

%interaktionspunktens nuvarande 1age.

%Den har ’aven funktionen att utan den hade ’aven de interaktionspunkter

%i planen du inte befinner dig i hade kunnat paverka systemet.

%Jag hade tidigare f'ors’okt med en likmande funktion, ekvivalent

%med denna om pointdistance var noll.

%Av nadgon anledning fick jag dock st’orningar, jag tror det kan bero pa

Z%impoint , men ’ar definitivt inte s’aker.

Y%Med balldist kontrolleras hur langt klotpunkten skall ha rlort
%sig innan grafiken uppdateras. Dess analog i VR ’ar "vecdist"

0}

dist =1.5;
pauselength=0.05;
pointdistance=0.1;
balldistance =0.1;

%shadeon s’atter ut "skuggade" versioner av spinorerna (mer transparenta
)

Y%som ’ar utsatta pi x—y—z axlarna

%projectionon s'atter ut projektioner av spinorerna, plana bilder

%péa z=—10 och x=10 planen.

%de syns om konstanten ’ar satt till 1.

%shadeon ’ar f'or tillf’allet av, det blir latt valdigt manga punkter
vilket

Y%kan gora det svart att se

shadeon=0;
projectionon=1;

%de matematiska/logiska objekten
%b ’ar punkten i klotet av radie 2*pi, som relaterar till
kvaternionrummet

%som en exponential.bl,b2,b3,bd ’ar de vektorer som beskriver

%spinorerna som representerade 1 kvaternionrummet (spinorpunkter)

%spinorerna ’ar i sig vektorer i ett 4 dimensionellt rum, som vi War

%relaterar till klotet genom att betrakta vardera index som ett bidrag
till

%en kvaternion: q=[ql q2 g3 q4]—> ql+i*xq2+]j*q3+kxqd

Y%x,y,z ’ar basvektorerna i vektorrymden

%r best’ammer storleken hos spinorerna
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b=[0 0 0];
b1=[0 0 0];
b2=[pi 0 0];
b3=[0 pi 0];
b4=[0 0 pi];
x=[1;0;0];
y=10;1;0];
z=10;0;1];
r=0.95;
shadedist =10;
%f'orst ritas bollrymden (BR) ut

figure (1)

set (gef, 'Position’, [100, 100, 1800, 600])

subplot (2,6,[1 2 7 8])
%koden nedan ritar ut klotet i vilket klotpunkten (b) befinner sig

[m n o|=sphere; %total sphere bdry => q=——1

surf (2% pixm,2xpi*n,2xpi*xo, facecolor’, 'blue’,
EdgeAlpha’,0);

hold on

N

facealpha’ .15’

surf(pixm, pi*n, pixo, facecolor’,’green’, ’'facealpha’ .3, EdgeAlpha’,0);

phi=linspace (0,2 pi);

plot (2xpixcos(phi),2#«pixsin(phi), black’) % circle for visualisation

hold on

plot3([-10 10],[0 0], [0 O], black’,[0 O],[—10 10], [0 O], black’ [0
0],[0 0], [-10 10], black’)

%klotpunkten ritas ut

%samt tre stycken "skuggbilder"; projektioner av b p& klotrummets x,y
och z axlar

Z%utritade i graskala med svag ljusinst’allning , flor att ge mer insikt

%i var inom klotrummet bollen befinner sig i.

%(bollen star sist i koden sa att den inte ’overt’acks av skuggbilderna)

Y%uxyz=plot3 ([0 0 0],[0 0 0],[0 O O],’«”, Color’,[0.5 0.5 0.5]);

uxyz=surf ([0.35%m;0.35%m;0.35+m]| ,[0.35%n;0.35%n;0.35%n],[0.35%0;0.35%0
;0.35%0], "facecolor’,’red’, ’facealpha’ 0.2, EdgeAlpha’,0);

u=surf (0.35%m,0.35%n,0.35%0, "facecolor’,’red’, ’'facealpha’ 1, EdgeAlpha
7,0)

xlabel ('x")
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ylabel ('y ")

zlabel ('z")

title ( 'Bivektorrymden BR’,’FontSize’ ,14);
grid on

axis([=7 7 =77 =7 7])

axis equal

%kodstycket nedan visualiserar genererar spinorrymden och spinorerna
%klotet dar spinorerna ’ar utsatta (Spinorrymden)

subplot (2,6,[3 4 9 10])

N

surf (2% pixm,2xpikn,2xpi*xo, facecolor’, blue’, ’'facealpha’,0.15,"’
EdgeAlpha’,0);
hold on

surf (pism, pi*n, pixo, facecolor’, green’, ’'facealpha’ .3, EdgeAlpha’,0);

xlabel ('x")
ylabel ('y ")
zlabel ('z"7)

plot (2xpixcos(phi),2%«pi*sin(phi), black’) % circle for visualisation

plot3([-10 10],[0 0], [0 O], black’,[0 0],[—10 10], [0 O], black’ [0
0],[0 0], [-10 10], black’)

%spinorerna , representerade som platonska solider inom ett klot
%samt skuggbilder

if (shadeon==1)

[Vt,F]=platonic solid (5,r);

Vt=[Vt(:,1)4+b1(1),Vt(:,2),Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+b1(2),Vt(:,3);Vt(:,1)
JVE(:,2),Ve(:,3)+b1(3) |;

ulxyz=patch(’ Faces’ |[F;F+20;F+20], Vertices ,Vt, FaceColor’,’b’,’
FaceAlpha’ ,0.2, EdgeColor’,’k’, ’Edgealpha’ ,0.2, ’LineWidth’ ,0.1) ;

[Vt,F|=platonic solid (2,r);

Vi=[Vt(:,1)4+b2(1) ,Vt(:,2) ,Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+b2(2),Vt(:,3);Vt(:,1)
JVe(:,2) ,Vt(:,3)+b2(3)];

u2xyz=patch(’ Faces’ |[F;F+8;F+16], Vertices’ ,Vt, FaceColor’,'r’,’
FaceAlpha’,0.2, EdgeColor’,’k’, Edgealpha’,0.2, 'LineWidth’ ,0.1) ;

[Vt,F]=platonic solid (3,r);

Vt=[Vt(:,1)+b3 (1) ,Vt(:,2),Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+b3(2),Vt(:,3);Vt(:,1)
Ve (:,2) ,VE(:,3)4b3(3) |;

udxyz=patch(’ Faces’ |[F;F+6;F+12], Vertices ' ,Vt, FaceColor’,’g’,”’
FaceAlpha’,0.2, EdgeColor’,’k’, Edgealpha’,0.2, 'LineWidth’,0.1) ;

[Vt,F]=platonic_ solid (4,r);

Vt=[Vt(:,1)+b4 (1) ,Vt(:,2),Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+b4d(2),Vt(:,3);Vt(:,1)
VE(:,2) Ve (:,3) b4 (3) |

udxyz=patch(’ Faces’ |[F;F+12;F+24], Vertices ' ,Vt, 'FaceColor’, 'y’ ,’
FaceAlpha’,0.2, EdgeColor’,’k’, Edgealpha’,0.2, ’LineWidth’,0.1) ;

end

%projektionsbilder f’or spinorerna
%1. bla, dodekahedronens projektion (dodekagon)
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%2. r’od, kubens projektion (kvadrat)
%3. gr'on, hexaederns projektion (romb)
%. gul, isokahedronen (hexagon)

if (projectionon==1)

dodecax=[1/2;sqrt (3)/4;1/2°2;0;—-1/2"2;—sqrt (3) /4;—1/2;—sqrt (3)
/4;-1/272;0;1/2"2;sqrt (3) /4];

dodecay=[0;1/2"2;sqrt (3) /4;1/2;sqrt (3)/4;1/2°2;0;-1/2"2;—sqrt (3)
/4;=1/2;—sqrt (3) /4;-1/272];

d3=[10;10;10;10;10;10;10;10;10;10;10;10];

vl=[dodecax+bl (1) dodecay+bl(2) —d3;d3 dodecax+bl(2) dodecay+bl(3)];

Fdodeca=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12];

ul2xyz=patch (' Faces’ ,[Fdodeca;Fdodeca+12], Vertices '’ ,vl, FaceColor’,’
blue ’); hold on

squarex=[—1/2;1/2;1/2;-1/2];

squarey =[—1/2;-1/2;1/2;1/2];

d1=[10;10;10;10];

u22xyz=patch(’'Faces’ ,[1 2 3 4;5 6 7 8], Vertices’ ,[squarex+b2(1)
squarey+b2(2) —dl;dl squarex+b2(2) squarey+b3(3)], FaceColor’, 'red’
); hold on

rhombusx=[-1/2;0;1/2;0];

rhombusy=[0;1/2;0; —1/2];

d4=[10;10;10;10];

vl=[rhombusx rhombusy —d4;d4 rhombusx rhombusy];

F=[1 2 3 4];

u32xyz=patch(’ Faces’ |[F;F+4], Vertices’ ,[rhombusx+b3(1) rhombusy+b3(2)
—d4;d4 rhombusx+b3(2) rhombusy+b3(3)], FaceColor’, green’); hold on

icosax =[0;sqrt (3) /4;sqrt (3)/4;0;—sqrt (3) /4;—sqrt (3) /4];

icosay=[1/2;1/4;-1/4;-1/2;—1/4;1/4];

d2=[10;10;10;10;10;10];

ud2xyz=patch( 'Faces’ ,[1 2 3 45 6;7 8 9 10 11 12], Vertices’  ,[icosax+bd
(1) icosay+b4(2) —d2;d2 icosax+b4(2) icosay+b4(3)], FaceColor’,’
yellow 7); hold on

end

[Vt,F]=platonic_solid(5,r);

Vt=[Vt(:,1)+b1(1),Vt(:,2)+b1(2),Vt(:,3)+b1(3)];

ul=patch(’Faces’ ,F, Vertices’,Vt, "FaceColor’,’b’, FaceAlpha’,1,”’
EdgeColor’, 'k’ ,’LineWidth’ ,0.1) ;

[Vt,F|=platonic solid (2,r);

Vi=[Vt(:,1)4+b2(1) ,Vt(:,2)+b2(2) ,Vt(:,3)+b2(3) |;

u2=patch(’Faces’ ,F, ’Vertices ' ,Vt, "FaceColor’,’r’, ’FaceAlpha’,1,’

)
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EdgeColor’, 'k’ ’LineWidth’ ,0.1) ;
[Vt,F]=platonic_solid(3,r);
Vt=[Vt(:,1)+b3 (1) ,Vt(:,2)+b3(2),Vt(:,3)+b3(3) ]
ud=patch(’'Faces’  ,F, Vertices’,Vt, FaceColor’,’
EdgeColor’, 'k’ ,’LineWidth’ ,0.1) ;
[Vt,F|=platonic solid (4,r);
Vi=[Vt(:,1)+b4(1) ,Vt(:,2)+b4(2) ,Vt(:,3)+b4(3) ]
ud=patch (' Faces  ,F, Vertices’,Vt, FaceColor’,’
EdgeColor’,’k’, ’LineWidth’ ,0.1) ;

g’ ,'FaceAlpha’,1,’

y’, FaceAlpha’,1,’

grid on

axis(|-7 7 =77 =7 7])

axis equal

title (’Spinorrymden SR’,’FontSize’ ,14);

subplot (2,6,[5 6 11 12])

vecx=quiver3 ([0 —0.5],[0 —0.5],[0 —1.2],[x(1) 0.5],[x(2) O],[x(3) O],’b

", Autoscale’,’off’); hold on; %generate a rotateable x—y—=z
coordinate system

vecy=quiver3 ([0 —0.5],[0 —0.5],[0 —1.2],[y(1) O],[y(2) 0.5],[y(3) O], r

", Autoscale’ | off7);

vecz=quiver3 ([0 —0.5],[0 —0.5],[0 —1.2],[z(1) O],[z(2) O],[z(3) 0.5],’g
", Autoscale’, off’);

axis([—-1.2 1.2 —-1.2 1.2 —1.2 1.2])

pbaspect ([1 1 1]);

xlabel ('x")

ylabel ( 'y ")

zlabel('z"7)

title ("Vektorrymden VR’ ,’FontSize’ ,14);

76{

%kod som projicerar klotrummet pd x—y,z—x och y—z planen,

%inritade 1 en gemensam plot, d’ar en punkt (h'ar kallade
interaktionspunkten (den bléa)

%later dig manipulera klotpunktens (den r’oda) Dage.

%0m man forflyttar interaktionspunkten s& den hamnar

%tillriackligt n'ara klotpunkten (avstédndet best’ams av ’'dist ’) kommer

Z%oklotpunkten att forflyttas till interaktionspunktens plats.

%cirkeln inritat i planet beskriver avstdndet punkten har fréan
%klotets rand i detta plan, dess storlek uppdateras efter
%klotpunktens nya l’agen.

o}

figure (2);

set (gef, ’"Position’, [100, 100, 600, 200])

bxyz=plot ([b(1)—20 b(3) b(2)+20],[b(2) b(1) b(3)], reds’):hold on

circz=plot (2+pixcos (phi) —20,2«pixsin (phi), s ")
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w06 circy=plot (2xpixcos(phi) ,2+«pixsin(phi),’'r7);

a7 cirex=plot (2« pixcos(phi)+20,2«pixsin (phi),’'b’);
408

409 axis([—SO 30 —10 10])

410

a1 txtxy = ‘x—y plan’;

sz txtzx = 'z—x plan’;

sz txtyz = ’y—z plan’;

aa text (—23,-7.5,txtxy
as text(—3,—-7.5,txtzx);
ae text (17,-7.5,txtyz);
ar title(’interaktiva ytor’,’FontSize’,12);

418

) ;

419

120 h=impoint (gca,[0 7]);

421

a22 %p sparar impointens l’age i loopen,

123 %p2 anv’ands for att kontrollera huruvida interaktionspunkten flyttats
a2a %tillr’ackligt flor att grafiken skall uppdateras

425

426 p:[O 7],
427 p2:p;
428

129 pointdistance=pointdistance ~2;

a0 dist=dist ~2;

131 balldistance=balldistance ~2;

432

433

i ]

ass %inom while loopen definieras all interaktion mellan programmet

a6 %och anv’andare. Forst initieras programmets get—funktioner f'or

w37 %att finna interaktionspunkternas nuvarande l’agen, varefter

ass %if satser kollar om interaktionspunkterna ’ar tillr’ackligt n’ara
klotpunkten

as0 %f’or att klotpunkten skall flyttas, vilket relateras till en kvaternion

a0 Ysom vi representerar som en matris som kommer transformera spinorerna,

a1 %vars lagen kan relateras till en boll pad samma s’att som man kan

a2 %enhetskvaternionerna

443 %}

wa while (true)

145 pause (pauselength)

146 p=h.getPosition;

147 if (pointdistance <=(p(1)—p2(1))"2+(p(2)-p2(2))"2)

148 distl=(p(1)—b(1)+20)"2+(p(2)-b(2))"2;

449 dist2=(p(1)=b(3)) " 2+(p(2)—-b(1))"2;

450 dist3=(p(1)—b(2)—20)"2+(p(2)-b(3)) " 2;

151 if (balldistance<=distl || pointdistance<=dist2 || pointdistance <=
dist3)

s AE((p(1)=b(1)+20) 2+ (p(1)=b(2) ) "2<~dist )

453 b(].):p(l) 20;

454 b(2)=p(2)7

455 elseif ((p(1)=b(3))"2+(p(2)-b(1))2<=dist)

436 b(3)=p(1);

b(1)=p(2)

158 elseif ((p(1)=b(2)—20)"2+(p(2)—b(3)) 2<=dist)

459 b(2):p<1)—20;
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%

b(3)=p(2);

end
7o{

%0m phi=2«pi+phi’, phi’>0 far vi phi—>phi2=2xpi—phi’, eftersom vi
har

Y%modulo 2xpi, motsvarar ju denna punkt samma kvaternion som man drog

till |
%fast b skall hallas inom klotet .
o}

if (2xpi<=norm (b))
b=—(4#pi—norm(b) ) *b/norm(b) ;
end

%skippar uppdateringar om b—vektorn inte florflyttats
%tillr’ackligt (kan vara ’overflodig ide...)
if (balldist <=(bt(1)=b(1)) 24+ (bt (2)=b(2)) 2+(bt(3)=b(3))"2)

Y%kvaternionens nya l’age best’ammer spinorernas

Y%darefter beskrivs spinorerna som enhetskvaternioner

%i den andemening att de kan representeras med deras respektive
%deras j,phi, som best’ammer

%deras positioner som punkter inom ett kvaternionklot
%(dvs)bl=phil*jl, dar de relateras till en

%kvaternion via gql=exp(bl/2) (analogt for b2,b3,b4)

7o{

%Av nagot sk’al st’allde jag om systemet sd matrismultiplikationen
gjordes

%inuti koden, d’ar man plockar ur m

Y%Kanner mig manad att &terst’alla den representation som anv’andes,

%ifall det finns intresse (kontrollering av r’akneregler osv):

%rho (q)=rho (ql+i*xq2+j*q3+kxqd)=
%ql % I+q2% I4+q3* J+qd+K =

%[ql 0 0 0; [0 g2 0 0O; [0 0 g3 0; [0 0 0 g4;
%0 ql 00;: +-q2000;, + 000-g3: + 00 q4 0;
%0 0 ql 0; 000 q2; —q3 0 0 0; 0 —q4 0 0;
%000 ql 00 —q2 0] 0 g3 00 —q4 00 0]
70}

g=exp (quaternion (0,b(1)/2,b(2)/2,b(3)/2));
Jl=[q.e(2):q.e(3):q.e(4) |;

J2=[q.e(1);q.e(4);—q.e(3)];
J3=[-q.e(4);q.e(1)5q.¢(2)];
Ji=[q.e(3);—q.e(2);q.e(1) |;

phil=2xacos(q.e(1));

phi2=2xacos(—q.e(2));

phi3=2xacos(—q.e(3));

phid=2xacos(—q.e(4));
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541

542

546

bl=philxJ1;
b2=phi2xJ2;
b3=phi3*J3;
bd=phidxJ4;

%RotateVectorQ ’ar en funktion i1 quaternion.m som

Y%roterar systemet givet en kvaternion
x=RotateVectorQ(q,[1 0 0]);
y=RotateVectorQ(q,[0 1 0]);
z=RotateVectorQ(q,[0 0 1]);

%set —funktioner som uppdaterar skuggbildernas l’agen

Y%uppdaterar storleken hos cirklarna i planen efter b—vektorns nya |1
‘age
%(cirklarna skall ge inblick hur n'ara klotpunkten ’ar klotets rand)

rx=sqrt ((2«pi)~2—b(1) "2
ry=sqrt ((2xpi)~2—b(2)"2);
rz=sqrt ((2+pi)~2-b(3) "2);
set (cirex , "XData’ ,rx*cos (phi)+20, YData’ ,rx*sin (phi))
set (circy , "XData’ ,ry*cos(phi), YData’ ,ry*sin (phi))
set (circz , 'XData’ ,rz*cos(phi)—20, YData’ ,rz*sin (phi))

%set funktioner som uppdaterar klotpunktens lage
%samt interaktionsobjekt (klotpunkt i plan) och skuggbilder

set (bxyz, 'XData’ ,[(b(1)=20) b(3) b(2)+20], YData’,[b(2) b(1) b
(3)1);

set (u, 'XData’ ,b(1)4m=*0.35, "YData’ ,b(2)+nx0.35, ZData’ ,b(3)+o
£0.35) ;

set (uxyz, 'XData’ ,[b(1)+0.35%m;0.35*m;0.35+m]|, "YData’ ,[0.35%n;b
(2)+0.35%n;0.35%n]|, "ZData’ ,[0.35%0;0.35%0;b(3)+0.35%0])

%Spinorer samt dess ’skuggbilder’ och projektioner uppdateras
if (shadeon==1)

[Vt,F]=platonic_solid (5,r);

Vt=[Vt(:,1)+b1(1),Vt(:,2),Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+b1(2),Vt(:,3)
V(1) VE(,2) Ve 3) b1 (3)

set (ulxyz, 'Faces’ ,|F;F+20;F+20], Vertices ,Vt);

[Vt,F]=platonic_solid (2,r);

Vt=[Vt(:,1)+b2(1),Vt(:,2),Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+b2(2),Vt(:,3)
sVE(:,1) ,Ve(:,2) ,VE(:,3)+b2(3) |;

set (u2xyz, "Faces’ |[F;F+8F+16], Vertices’ ,Vt);

[Vt,F]=platonic_solid (3,r);

Vt=[Vt(:,1)+b3 (1) ,Vt(:,2) ,Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+b3(2),Vt(:,3)
sVE(:,1) ,Ve(:,2) ,VE(:,3)+b3(3) |;

set (udxyz, 'Faces’ ,[F;F+6;F+12],  Vertices ,Vt);

[Vt,F|]=platonic solid (4,r);

Vi=[Vt(:,1)+b4(1) ,Vt(:,2) ,Vt(:,3);Vt(:,1),Vt(:,2)+bd(2),Vt(:,3)
sVE(:,1) ,VE(:,2) ,Vt(:,3)4+b4(3) |;
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end

set (udxyz, Faces’ |[F;F+12;F+424],  Vertices ,Vt);

end

if (projectionon==1)

set (ul2xyz, 'Faces’ ,[Fdodeca;Fdodeca+12], Vertices’

(1) dodecay+bl(2) —d3;d3 dodecax+bl(2) dodecay+bl(3)]);

set (u22xyz, "Faces’ ,[1 2 3 4;5 6 7 8], Vertices’

squarey+b2(2) —dl;dl squarex+b2(2) squarey+b3(3)]);

set (ud2xyz, "Faces’ ,[1 2 3 4;5 6 7 8], Vertices’

rhombusy+b3(2) —d4;d4 rhombusx+b3(2) rhombusy+b3(3)]);

set (ud2xyz, "Faces’ ,[1 2 3 45 6;7 8 9 10 11 12], Vertices’
icosax+b4 (1) icosay+b4(2) —d2;d2 icosax+b4(2) icosay+b4(3)

1)

end

[Vt,F]=platonic_solid (5,r);

Vi=[Vt(:,1)+b1(1),Vt(:,2)+b1(2),Vt(:,3)+b1(3) |;

set (ul, "Faces’ ,F, " Vertices ,Vt)
[Vt,F]=platonic_solid (2,r);

7

Vt=[Vt(:,1)+b2(1) ,Vt(:,2)+b2(2),Vt(:,3)+b2(3)];

set (u2, "Faces’ ,F, Vertices’ ,Vt)
[Vt,F]=platonic_solid (3,r);

)

VE=[Vt(:,1)+b3 (1), Vt(:,2)+b3(2),Vt(:,3)1b3(3)]:

set (u3, "Faces " ,F, Vertices ', Vt)
[Vt,F]=platonic solid (4,r);

7

Vi=[Vt(:,1)+b4(1) ,Vt(:,2)+b4(2) ,Vt(:,3)+b4(3) |;

set (ud, Faces’ ,F, Vertices’ ,Vt)

set (vecx, 'udata’ ,[x(1) 0.5], vdata’
set (vecy, 'udata’ [y (1) 0], vdata’ ]|
set (vecz, 'udata’ ,[z(1) 0], vdata’ |
end

P2=p;

end
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