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Popularvetenskaplig presentation

Polynom &r ett koncept som introduceras tidigt i varje matematikers utbildning. Samtidigt som
den mystiska variabeln x upptéicks for forsta gangen infors den allra enklaste sortens polyno-
mekvationer, ndmligen de av grad ett. Lite senare i utbildningen kommer studenten att stéta pa
polynomekvationer av grad tva som snabbt 16ses med hjélp av den forhallandevis enkla pg-formeln.
Starkt av sin framgang rusar den unga matematikern snabbt mot det svarare konceptet av kvadrat-
kompletering, vilken blir nadastoten for den stackars andragradsekvationen. Till synes ostoppbar
fortsdtter studenten sin erévring av polynomekvationer och inte heller de av grad tre ar ldngre
sikra. Fjardegradspolynomen faller sedan och 6verkommen av hybris fragar sig studenten nu om
det finns nagot polynom som kan sétta sig emot dennes néstan obegrinsade kunskap.

Det visar sig att polynomekvationer av grad fem eller hogre inte kan 16sas med négon allmén
formel och var student far kéinna pa sitt forsta nederlag. Slagen, men inte besegrad fortsitter stu-
denten sin odyssé och gar sakta fran sina hemkéra exakta numeriska virden till den ovissa sidan
av matematiska approximationer. Nagonstans pa véigen far studenten séllskap av en ny vapendra-
gare, ett sa kallat matematisk berdkningsprogram vid namn Matlab. Med den nya medhjilparen
vid sin sida och farsk kunskap om approximativa l6sningar tdnds en gnista hopp i studentens hjérta.

Snabbt inser studenten att det har Sppnats en hel virld av mojligheter med oédndliga sitt att
bekdmpa kriget mot polynomekvationerna. Fran en uppsjé av olika metoder sa &r det tre tillva-
gagangsitt som fangar studentens intresse. Ovillig att helt 6verge bekvamligheterna som bara de
reella talen kan erbjuda utses som forsta metod Sturmkedjemetoden. Bevipnad med kunskap om
de komplexa talen viiljer studenten att nyttja argumentpricipmetoden for att féra Sturmkedjeme-
todens fackla vidare till det komplexa planet. Sist men inte minst intresserar sig studenten fér hur
Matlab 16ser polynomekvaktioner och kommer 6ver kompanjonmatrismetoden.

Besatt i att inte bara sla utan férgéra polynomekvationer férséker studenten att ta reda pa vilken
metod som fungerar bést. Alla tre metoderna jamfors med avseende pa for- och nackdelar. Med
hjartat i halsgropen vintar studenten pa resultatet av jamforelsen. Tdnk om kriget mot polyno-
mekvationerna kunde vinnas med en approximativ metod. Det skulle vara mycket anvandbart for
alla som skulle kunna ténka sig vilja l6sa polynomekvationer av grad fem eller hogre.

Efter teoretisk analys, algoritmskrivande, dataprogrammering och testande av de tre olika metoder-
na visade det sig att de alla har sina fordelar och sina nackdelar. Sturmkedjemetoden ar anvéandbar
om endast reella 16sningar efterfragas, argumentprincipmetoden fungerar bra for de flesta polynom
men behdver lang berdkningstid vid hoga gradtal. Kompanjonmatrismetoden 16ser det flesta fallen,
ar snabb och darfér bra om man ska berdkna manga polynom. Vilken metod som passar bést beror
saledes helt och hallet pa vilket problem som ska 16sas.



Sammanfattning

Polynomekvationen &r ett grundliggande matematiskt begrepp men det ar inte mojligt att
hitta en exakt representation av nollstéllena for gradtal storre &n fyra. Trots att det inte gar
att hitta exakta 16sningar till dessa polynomekvationer kan man med olika metoder ofta uppna
en god approximation till nollstéllena. Det finns mer eller mindre enkla sitt att approximera
rotterna till ett polynom av hog grad och i denna rapport utforskar vi tre av dessa metoder
dar respektive metod ar baserad pa: Sturmkedjor, argumentprincipen eller kompanjonmatrisen

Genom litteraturstudier bekantade vi oss med d&mnesomradet som i grunden &r teoretiskt.
Befintliga numeriska metoder fér approximativa l6sningar av polynom analyserades och be-
visades matematiskt. Vi testade sedan olika lésningsmetoder inklusive Sturmkedjemetoden,
argumentprincipmetoden samt kompanjonmatrismetoden. Vi testade sedan berdkningspro-
grammet roots i Matlab som anvinder kompanjonmatrismetoden for att hitta rétter till po-
lynomekvationer.

De tre metoder som vi testade har alla sina fordelar och nackdelar. Vi kunde inte utse en
bésta metod for att hitta nollstillen till alla former av polynomekvationer. Ska man berdkna
manga polynom och det inte spelar nagon roll att reella 16sningar kan fa en liten imaginér-
del kan kompajonmatrismetoden vara intressant. Om endast reella 16sningar efterfragas och
polynomen har heltalskoefficienter &r Sturmkedjemetoden mycket anvindbar. Argumentprin-
cipenmetoden fungerar bra for de flesta rétter men nér polynomets gradtal stiger s behover
den betydligt langre berékningstid &n de andra metoderna. Vilken metod som passar bést
beror saledes pa vilket problem som ska l6sas.

Abstract

Although a polynomial equation is a basic mathematical concept it is not possible to find an
exact representation of solutions to polynomials of a degree greater than four. This problem
can be circumvented by the use of numerical approximations of the roots. Several approxima-
tion methods are available for polynomials of higher degrees and in this study we investigated
three different methods including those based on Sturm sequences, the argument principle and
companion matrices.

We got acquainted with the field, which is highly theoretical, through literature studies. Exist-
ing numerical methods for approximative solutions of polynomial equations were analysed and
verified mathematically. We then tested different methods for solving polynomial equations
including those based on Sturm sequences, the argument principle and companion matrices.
We also tested the calculation program roots used by Matlab and based on the companion
matrix method to find the roots of polynomal equations.

The three methods that were tested had all their own advantages and drawbacks. It was not
possible to appoint the best method for solving all forms of polynomial zeros. The method
based on companion matrices was the fasted and solved most forms of polynomial equations,
but some of the real roots had a small imaginary part. The method based on Sturm sequences
was highly applicable if only real root solutions were requested and the coefficients of the
polynomial equations were only integrals. The method based on the argument principle worked
well on most polynomial equations, but when the polynomial degree increased the calculation
time for this method increased rapidly. Thus, which method is most applicable is highly
dependent on the type of problem that is to be solved.
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Forord

Denna rapport ingar som ett kandidatarbete i matematiska vetenskaper fér Géteborgs universitet
och Chalmers Tekniska Hogskola. Studien har gjorts i samarbete mellan en student fran Gote-
borgs universitet (KK) och tva studenter fran Chalmers Tekniska Hogskola. Den ene studenten pa
Chalmers ldser civilingenjorsprogrammet Teknisk matematik (MB) och den andre civilingenjors-
programmet Teknisk fysik (TJN). Under arbetet har det forts en loggbok 6ver gruppens aktivitet,
den enskilde individens bidrag samt moéten med handledare och representanter fran facksprak.
Nedan foljer en lista 6ver vilka kapitel och avsnitt som respektive forfattare har bidragit med.
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Populédrvetenskaplig presentation — Markus Bengtsson

Sammanfattning — Tim Johansson Nero

Forord — Kari Kristjansson

Inledning — Kari Kristjansson

Definition av ett polynom — Kari Kristjansson

Polynomekvationers egenskaper — Tim Johansson Nero

Konstruktion av en Sturmkedja — Kari Kristjansson & Tim Johansson Nero
Variation av en Sturmkedja — Tim Johansson Nero

Antal reella nollstdllen — Markus Bengtsson

Exempel 3.2 — Kari Kristjansson

. Argumentprincipmetoden — Markus Bengtsson
. Kompanjonmatrismetoden — Kéri Kristjansson
. Algoritmer for programimplementering — Hela gruppen

. Resultat — Hela gruppen

Diskussion — Hela gruppen

Arbetet har dven innefattat dataprogrammering och nedan ges en lista 6ver vem som skrivit vilken

kod.
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Programmeringskoderna redovisas i Appendix A.
Sturm.m — Markus Bengtsson & Tim Johansson Nero
variation.m — Markus Bengtsson & Tim Johansson Nero
isol.m — Kéari Kristjansson

approx.m — Kéari Kristjansson

GCD.m — Tim Johansson Nero

MultRoot.m — Tim Johansson Nero

Argp.m — Markus Bengtsson

Imglsol.m — Markus Bengtsson

ArgPSolve.m — Markus Bengtsson

KomMatMet.m — Kari Kristjansson & Tim Johansson Nero

TestSturm.m — Tim Johansson Nero

Vi vill tacka var handledare Marten Wadenbéck for hans skickliga véigledning och stéd under
kandidatarbetet.



1 Inledning

Ett vanligt férekommande problem inom matematiken och dess tillampningar &r att bestdmma
16sningarna till polynomekvationer. En naturlig fraga &r om en ekvation alltid &r 16sbar. Algebrans
fundamentalsats garanterar att varje polynom av grad ett eller storre har minst ett komplext noll-
stille. Ekvationer av grad tva kan ju alltid pa ett effektivt sétt l6sas med pg-formeln eller med
hjalp av kvadratkompletering. I boken Algebra och geometri [VE11] beréattar Anders Vretbland och
Kerstin Ekstig hur ménniskor genom tiderna har intresserat sig av att l6sa polynomekvationer. Re-
dan hos babylonierna fanns det kunskap om detta och de klarade av att 16sa andragradsekvationer
som hade positiva tal som losningar. Antikens greker tog detta vidare och funderade 6ver om det
fanns liknande formler som kunde 16sa ekvationer av grad tre, fyra och sa vidare. Det skulle dock
droja dnda fram tills 1500-talet innan man lyckades hitta formler for l6sningen av ekvationer av
hogre grad an tva.

Det var italienarna Scipione Ferro (1465-1526) och Niccolo Fontana, kallad Tartaglia (1499-1557),
som oberoende av varandra 16ste tredjegradsekvationen [VE11]. Tartaglia anfortrodde 16sningen i
hemlighet till Girolamo Cardano (1501-1576) som dock avslojade det hela genom en publikation.
Annu en italienare, Ludvico Ferraro (1522-1565), visade sedan att en ekvation av fjirde graden
kunde reduceras till ett problem for en tredjegradsekvation, varvid den blev l6sbar.

For ekvationer av femte graden eller hogre kunde man inte komma fram till en 16sning. P& 1820-talet
visade norrmannen Niels Henrik Abel (1802-1832) och fransmannen Evariste Galois (1811-1832)
var for sig att for en allmén ekvation av grad fem eller hogre gar det inte att hitta en formel for
l6sningarna [VE11]. Diremot s finns det metoder for att approximera fram losningar, och det ar
i manga sammanhang tillrackligt bra.

I detta arbete kommer vi att studera 16sning av polynomekvationer av grader upp till och lika med
50. For polynom av grad fyra eller ldgre finns givna formler och metoder {or att hitta alla komplexa
och reella rotter. Polynomekvationer av grad fem eller hogre saknar 16sningsformler, men med hjalp
av numeriska metoder gar det att finna approximativa rétter med godtycklig precision [VE11].

1.1 Syfte

Syftet med denna rapport &r att analysera och matematiskt bevisa ett par befintliga metoder f6r
att 16sa polynomekvationer av grad fem eller hdgre, samt att testa vilken metod som mest effektivt
approximerar 16sningen till en given polynomekvation.

1.2 Precisering av fragestillningen

I vart arbete har vi valt att fokusera pa féljande huvudfragestéllning:

1. Vi vill beskriva, understka och jamnféra de tre metoderna Sturmkedjemetoden, argument-
principmetoden och kompanjonmatrismetoden for att bestdmma nollstéllen till polynomekva-
tioner.

Vi har dven valt att studera foljande underfragor:

1. Hur kan man pé ett effektivt sétt sédkert hitta alla 16sningar till en polynomekvation f(z) = 0?7
2. Hur méanga av nollstéllena kommer att vara reella?

3. Hur méanga nollstillen kommer finns i intervallet [a, b]?

4. Vad hénder om nagot nollstélle har multiplicitet storre &n ett?

5. Vilken cirkel |z| < R i det komplexa planet kommer med all séikerhet innehalla alla nollstéllen
till f(2)?



1.3 Avgransningar

Vi har begrénsat rapporten till att behandla polynomekvationer i en variabel. Fér Sturmkedjor
har endast polynom med reella koefficienter anvints, men fér argumentprincipen och kompanjon-
matrismetoden behandlades &ven polynomen med komplexa koefficienter. De polynom som vi har
studerat ar pa formen:

p(z) = Zai$i7 dér a; € R eller a; € C. (1)
i=0

2 Polynomekvationer och relevanta satser

For att utféra ndrmare studier av polynom och lésningar av polynomekvationer kravs forst att
deras utformning och grundldggande egenskaper redovisas. I detta kapitel kommer vi att definiera
polynom och beskriva nagra av deras egenskaper. Vi kommer dven att redogora for de viktigaste
satserna av betydelse for polynom.

2.1 Definition av ett polynom

Ett polynom &r ett matematiskt uttryck, som bestar av ett antal givna, reella eller komplexa tal
ap, ai,..., a, och en variabel x, och har formen

p(z) = ap +ay + agx® +--- + a,a™. (2)

Talen ag, ai,..., a, kallas f6r polynomets koefficienter. Man séger att polynomet p(x) &r reellt
om dess koefficienter &r reella, respektive komplext om koefficienterna dr komplexa. Om p och ¢
ar tva polynom, sdger man att p och ¢ &r lika om, och endast om, deras koefficienter &ar lika. Om
alla koefficienter ax i (2) ar noll s& sa far polynomet beteckningen 0 och kallas for nollpolynomet.
Om p(z) = ag, det vill siiga om alla a; med k > 1 &r noll, &r polynomet konstant och bestdms av
talet ag. Om p inte &r nollpolynomet och n &r det storsta talet for vilket a,, # 0, sdger man att p
har graden n och betecknas n = grad p. Nollpolynomet saknar grad. Fér alla andra polynom p ar
grad p ett heltal > 0 och ett konstant polynom p har grad p = 0. Summan p + g och produkten pq
av tva polynom ger nya polynom.

Om p ar ett polynom, sa kallas ekvationen

p(z) =0, 3)

for en polynomekvation. En 16sning eller rot! till ekvation (3) &r ett tal a s& att p(a) = 0. Man
siger da ocksa att talet a &r ett nollstélle till polynomet p.

2.2 Polynomekvationers egenskaper

Enligt satsen om att summan av kontinuerliga funktioner &r en kontinuerlig funktion [PB10] ses
att ett polynom av en variabel dr en kontinuerlig funktion Vz € (—o0,00) da alla dess termer z",
n = 0,1, ... & kontinuerliga. Kontinuiteten medfér att den enda mdjligheten for ett polynom att
viixla tecken dr om det passerar p(«) = 0 for ndgot « tillhérandes dess definitionsméingd, se sats 2.1.
Detta ar en viktig egenskap hos polynom och anvénds i Sturmkedjemetoden, se kapitel 3.1.

Sats 2.1. Satsen om mellanliggande viirden?. Antag att f dr kontinuerlig i det slutna inter-
vallet a < & < b och antingen f(a) > 0 och f(b) < 0 eller f(a) < 0 och f(b) > 0 dd existerar en
punkt xo € [a,b] sd att f(zo) = 0.

Antag ett polynom p(x) av grad n dé existerar minst ett komplext nollstélle till p(x) enligt sats 2.2.

L Anmdrkning: Allméant ar en rot # nollstille. En rot #r ett tal som léser en ekvation och ett nollstélle &r ett tal
som ger polynomekvationens viarde lika med noll
2Sats gjord utifran information fran [PB10]



Sats 2.2. Algebrans fundamentalsats®. Varje komplex polynomekvation p(z) = 0, dir
gradp > 1, har minst en komplex rot.

Foljdsats 2.2.1. Om gradp = n sd har ekvationen p(z) = 0 exakt n rétter, om varje rot riknas
efter dess multiplicitet.

Antag ett polynom p(x) av gradn > 1 har tva nollstillen i « respektive 8, o # 3, da existerar
minst ett nollstélle till p/(z), enligt sats 2.3, mellan « och £.

Sats 2.3. Medelviirdessatsen®. Antag att f dr kontinuerlig i det slutna intervallet a < x < b
och deriverbar i det dppna intervallet a < x < b. Dé finns minst en punkt £, a < & < b sddan att

f) = fa) = f(E)(b—a).
En begransning att f(b) = f(a) = 0 i medelvéirdessatsen ger Rolles sats, sats 2.4
Sats 2.4. Rolles Sats®. Antaga # b och f(a) = f(b) = 0 da finns det minst en punkt £, a < & < b

ddr
f€=o.
Om ett polynom av gradn har ett nollstélle &r det mdéjligt att faktorisera p(z) enligt sats 2.5.

Sats 2.5. Faktorsatsen®. Antag att talet o dr en rot till polynomekvationen p(z) = 0. Dé dr
polynomet z — « en faktor i p(z), vilket innebdr att

p(z) = (2 = a)q(2), (4)

for nagot polynom q(z), ddr gradq = grad f — 1.
Om m dr det ldgsta antalet faktoriseringar som mdaste utforas sd att q(a) # 0, wvilket innebar
p(2) = (z — a)™q(z) sdger vi att polynomet p har en rot av multiplicitet m i punkten z = «.

Ett polynom av grad n har maximalt n stycken nollstéllen i det komplexa planet. Antag att funk-
tionen p(z) &r ett polynom av gradn, di existerar ett komplex nollstille o enligt 2.2. Sats 2.5
hévdar att det dr mojligt att faktorisera p(z) som (z — «) - g(z) dér z &r en komplex variabel
och g(z) ar ett polynom. Med samma resonemang dr det mojligt att visa att polynomet p(z) har
maximalt n stycken enkla nollstéillen i det komplexa planet och att p(z) kan skrivas som

n

p(z) =po [ (z — ), (5)

i=1

dér pg dr en konstant och a; ar de enkla nollstéllena till p(z). Om nollstéllena har multiplicitet m
kan p(x) skrivas som

p(z) = po H(z —a;)™, (6)

déar pp ar en konstant, «; &r nollstillena p(z) och m; &r nollstillenas multiplicitet. I denna formel
ar n =Y 7_, m; det maximala antalet rotter till polynomet p.

Enligt definitionen for polynom &r alla nollstéllen for alla tdnkbara polynom &ndliga. Det finns
alltsd nagot virde r si att |oy| < r for alla losningar «; till polynomekvationen p(z) = 0. Alla
nollstillen ligger d& innanfor en cirkel med radie 7 centrerad i origo”. Féljande sats ger ett sétt att
hitta en sadan cirkel.

3Sats hamtad fran [PB10]

4Sats himtad fran [PB10]

5Sats hamtad fran [PB10]

SModifierad fran [PB10]

7 Anmdrkning: D4 alla nollstallen &ar reella fas istallet ett intervall —r < z < r



Sats 2.6. Storsta absolutbelopp av nollstélle till polynom?®. Alla nolistdllen till polynomet
p(z) ligger i cirkeln

Antag att vi har tva tal a och b. Det dr mojligt att bilda kvoten mellan dessa tva tal som § = g+ 3
dér ¢ ar heltalskvoten mellan a och b och r &r resten. Fragan dr nu om det dr mojligt att for tva
godtyckliga polynom skriva dessa pa samma sétt som a och b7 Det d&r mojligt om de tva polynomen
uppfyller vissa specifika krav enligt sats 2.7.

Qp—1 Ap—2 ar Qo

+1, .., +1,

|z] < max( +1,

n n aTl n

Sats 2.7. Polynomdivision®. Sitt p(z) och s(x) till tvd polynom och lit gradp > grad s > 1. Dd
existerar tvd polynom q(x) och r(x) sd att

gradr < grad s,

och

Detta kan skrivas om till
p(z) = s(z)q(z) + (),

dar q(z) brukar kallas for kvotpolynomet och r(x) for restpolynomet.
Utgaende fran sats 2.7 &r det mojligt att definiera stérsta gemensamma delaren for tva polynom.

Definition 2.1. Stérsta gemensamma delare (sgd)'’. Man séiger att ett polynom h Gr stérsta
gemenasamma delare (sgd) till tvd polynom p och s om h delar bide p och s samt att for varje
polynom d som delar biade p och s gdller dven att d delar h.

For att hitta sgd kan man anvédnda sig av Euklides algoritm.

3 Metoder for att 16sa polynomekvationer

Genom litteraturstudier har vi bekantat oss med &mnesomrédet som i grunden ar teoretiskt. Be-
fintliga numeriska metoder for approximativa 16sningar av polynom har analyserats och bevisats
matematiskt. Vi har sedan testat olika 16sningsmetoder inklusive Sturmkedjemetoden, argument-
principmetoden samt kompanjonmatrismetoden. Berdkningsprogrammet Matlab anvénder kom-
panjonmatrismetoden i sin funktion roots som hittar rétter till polynomekvationer. Slutligen har
vi pa olika satt utvarderat vilken metod som mest effektivt approximerar 16sningen till en given
polynomekvation. D& all nédvandig teori behandlats och olika tester har utférts har metoderna im-
plementerats i form av Matlab-program som kan 16sa en godtycklig polynomekvation i en variabel
utgadende fran nagon av metoderna.

3.1 Sturmkedjemetoden

I manga fall 4r endast de reella 16sningarna till en polynomekvation av intresse. Ett sétt att
hitta alla reella nollstéllen till ett polynom med reella koefficienter &r att anvéinda Sturmkedjor.
Herbert S. Wilf utforskar Sturmkedjor och deras anvindningsomraden i sin bok Mathematics for
the Physical Sciences [Wil62|, varifran vi har hdmtat olika definitioner och satser som anvinds
i detta kapitel. Idén bakom Sturmkedjor &r att utga ifrdn en funktion f(z) som endast &ndrar
tecken i funktionens nollstéllen, vilket uppfylls av polynom med enkla nollstéllen. Wilf infér vissa
begrénsningar, enligt definition 3.1, pa funktionerna som maste uppfyllas for att sekvensen av
funktioner ska vara en Sturmkedja.

8Sats himtad och dversatt fran [Wil62]
9Sats hamtad fran [VE11]
10Sats himtad fran [VE11]



Definition 3.1. Sturmkedjor. En Sturmkedja dr en foljd funktioner fi(z), ..., fn(x) som dr kon-
tinuerliga pé ett intervall x € (a,b) och uppfyller foljande aziom:

fr—1(mo) och fry1(xo) dr nollskilda och av olika tecken dd xq dr ett nollstdlle till fi,(x)  (7)
fn(x) #0 for alla x € (a,b)  (8)

D& polynom &r kontinuerliga funktioner for alla x dr en sekvens polynom p;(z), ..., p,(x) som upp-
fyller definition 3.1 en Sturmkedja. Om p(z) har fler &n ett nollstélle pa intervallet (a,b) existerar,
enligt Rolles sats, sats 2.4, minst ett nollstille mellan a och b f6r dess derivata p'.

Definition 3.1 innebér att om ett nollstélle existerar i sekvensen p;(z), ..., pn(z) s& méaste de tva
omkringliggande funktionerna ha motsatt tecken samt att den sista funktionen p,(x) inte vixlar
tecken. I Sturmkedjan &r det mdjligt att anvdnda godtyckliga polynom forutsatt att de uppfyller
definition 3.1 men att hitta dessa generella polynom blir snabbt omdjligt. En Sturmkedja kan
konstrueras pa ett enkelt siatt med foljande metod som tas upp i kapitel 3.1.1.

3.1.1 Konstruktion av en Sturmkedja

Borja med ett polynom p med enkla nollstillen och sétt pi(x) = p(x), pa(xz) = p}(z). Enligt
sats 2.7 kan p; och po skrivas som p1(z) = a1 (x)p2(x) + 71 (x) dir a1 (x) &r kvoten och rq () resten.

Nista term i polynomsekvensen sitts till p3(z) = —ri(z) vilket ger for ett allmént sturmkedje-
polynom px_1 = ap—1pr — Pr+1. Antag att a &r ett nollstélle till polynomet py, vilket innebér
att pr(a) = 0, d& ger ekvationen innan att py_1(a) = —pr+1(e) som dérmed uppfyller det forsta

kravet i definition 3.1. Detta leder till att ett polynom av grad n utan multiplicitet kommer att ha
en Sturmkedja bestaende av maximalt n + 1 polynom, eftersom graden pa sturmkedjepolynomen
pr(z) minskar stegvis efter varje polynomdivision 2.7.

Déremot om p(x) har nollstillen med multiplicitet kommer p(x) och p(x) att fa virdet noll i dessa
punkter, vilket bryter mot det forsta axiomet i definitionen av Sturmkedjor 3.1. Det finns dock
ett sdtt att kringga det hér problemet. Det &r mojligt att konstruera en Sturmkedjan som kan
anvindas dven i detta fall efter vissa omskrivningar. Fran ett polynom av grad n med multiplicitet
fas en kedja som bestar av n eller farre polynom och dér sista polynomet i kedjan inte dr konstant.
Lat p1(x), ..., pm(x) vara denna kedja diar m < n+ 1, d& kommer p,,(x) vara storsta gemensamma
delare, se definition 2.1, till (p1(z), ..., pm—1(2)) och varje polynom i (p1(z), ..., pm(z)) kan divideras
med p,,(z). Slutligen fas d& en ny kedja som bildar en Sturmkedja och har formen:

pi(z) pa(z) pm—1(z)

Pm(2) (@) pm(z)
Detta 6verensstammer inte helt med konstruktionen av Sturmkedjor beskriven ovan eftersom van-
ligtvis ar pi(z) = p(x) och pa(z) = p'(x). Polynomet po(x)/pm(z) dr dock inte derivatan av
p1(x)/pm(x). Det spelar emellertid ingen roll som vi kommer att se 1 beviset av sats 3.1.

3.1.2 Variation av en Sturmkedja

For att hitta antalet och placeringen av de reella nollstéillena till ett polynom p;(z) med hjalp av
Sturmkedjan p;(z), ..., p,(x) pa intervallet (a,b) méaste Sturmkedjans variation hittas. Variationen
fér Sturmkedjan definieras enligt definition 3.2

Definition 3.2. Variation. Lit xg € R, dd definieras variationen av sekvensen pi(x), ...,pn(x) i
punkten xo som antalet teckenvdzlingar mellan + och — da sekvensen nedan genomgas © ordning
fran vdnster till hoger.

(sgn(p1(20)), sgn(p2(20)), -, sgn(pn(zo)))
Exempel 3.1. Beriikna variationen av Sturmkedjan fér polynomet p(z) = 42* 4222 — 1 i punkten
T = -2

Det givna polynomet har Sturmkedjan (4x* 4 222 — 1,162 + 42,1 — 22, =5z, —1) som i punkten
x = —2 dndrar tecken enligt (+, —, —, +, —). Kedjan dndrar tecken mellan den forsta och andra,
tredje och fjirde och fjarde och femte polynomet och variationen blir 3 i punkten x = —2, alltsa
blir V(-2) = 3.



3.1.3 Antalet reella nollstéillen

Det aterstar nu att slutligen hitta alla reella nollstéllen till en given polynomekvation. I f6ljande
sats visas att Sturmkedjor och deras variation kan anvéndas for att hitta dessa nollstéllen.

Sats 3.1. Antalet reella nollstdllen till polynomet p(x) inom intervallet x € [a,b] dr skillnaden i
variationen mellan dessa punkter, det vill siga V(a) — V(b).

Bevis. Betrakta variationen V(z) i en punkt x € [a,b]. Lat = a, notera virdet pa V(a) och lat
sedan x g mot b. Om for ndgot x variationen dndras méste nadgon funktion pi(x) byta tecken. For
denna punkt xo géller d& att pg(zo) = 0. P4 grund av definitionen for Sturmkedjor stér klart att
k # n. Av definitionen &r ocksa givet att kringliggande funktioner py_;(z) och pr11(x) har olika
tecken kring . Detta innebér att da nollstéllet xq for py, & > 1, passeras sker ingen dndring av
variationen, vilket illustreras i f6ljande exempel:

vanster om x héger om xg
pe-1(z)  pr(@)  pr+a(2) pe-1(z)  pr(@)  pr+a(2)
+ + - + - -
+ - - + + —
— + + - - +
- + - + +

Saledes kan variationen enbart &dndras i de punkter dir pi(xz) = p(z) = 0. Lat nu xy vara ett
nollstélle till p;(x). D& pa(z) = p/(z) finns endast foljande mojligheter f6r Sturmkedjans virden:

vanster om x héger om g
pi(x)  p2(x) pi(z)  p2(z)
+ p— —_ p—
- - - -

Nu ses att variationen minskar med 1 d& ett nollstélle till p(x) passeras, och endast da. Séaledes
blir antalet nollstdllen som passeras pa ett intervall (a,b) lika med skillnaden i variation mellan
andpunkterna, det vill siga V' (a) — V(b). Notera att variationen ar avtagande vid varje dvergang
och har darmed sitt storsta vérde i punkten z = a.

O
Det dr mojligt att anvinda detta for att ta fram ett litet intervall runt ett nollstélle.

Exempel 3.2. Hitta antalet reella 16sningar till polynomet p(z) = 4z* + 222 — 1 med hjilp av
Sturmkedjor.

Lésning. Enligt avsnitt 3.1.1 ovan finns det en metod for att berdkna Sturmkedjan. Vi borjar med
att sitta py () = 4o* 4+ 222 — 1. Nista steg dr att sitta po() till pj(z) och ta bort gemensamma
faktorer, alltsi p} (z) = 1623 +4x — po(x) = 42° + 2. Nu ges resten av polynomen i Sturmkedjan

av _rest[pi’i(lagl)], sa p3(z) = —rest[iigzi]:
e N e
22 -1
ri=22—1 — ps(z)=1—22 Viupprepar samma procedur, py(z) = _reSt[gzgg}:
_ Adtta| 1-a%
Aa® A [ A1
5x
reo = b5x — pa(x) = —5z. Proceduren upprepas igen, ps(x) = —rest[%]:



rs =1 — ps(z) = —1. Sturmkedjan ges nu av (p1(z), p2(), p3(2), pa(x), p5(2)).

Tabell 1: Visar variationen av tecken i Sturmkedjan for olika x-véarden.

v | ;@) | p2(x) | p3(x) | pa(x) | ps(x) | V(z)
—00 + — - + — 3
—1 | + — 0 - — 3
0 — 0 + 0 — 2
1 + + 0 — — 1
00 + + — — 1
Tabell 1 visar Sturmkedjans vdrden i punkterna x = —oo,—1,0,1,00, notera att polynomet

p(r); = 42* + 222 — 1 har tva reella nollstéillen mellan (—1,1). Det forsta nollstiillet ligger mellan
(=1,0) och det andra ligger mellan (0, 1) vilket kan ses tydligt fran d&ndringen i variation vid dessa
punkter. Figur 1 visar polynomet p(x) = 42* + 222 — 1 som illustrerar att metoden fungerar.

()

Figur 1: Polynomet 4z* 4 222 — 1 néra dess reella nollstéillen

3.2 Argumentprincipmetoden

Betrakta ett polynom p(x) av gradn som enligt f6ljdsatsen till algebrans fundamentalsats, sats
2.2.1, har exakt n stycken nollstéllen i det komplexa planet. Tidigare 16stes polynomekavationer
med reella koefficienter och nollstéllen med hjélp av Sturmkedjor, men denna metod kan ej tilldmpas
pé komplexa polynom. Till exempel s& &r variationen inte definierad for komplexa termer och det
finns ingen enkel generalisering for variationen av komplexa polynom. Sturmkedjor kan saledes
nyttjas till att hitta reella 16sningar till en polynomekvation men for att hitta alla 16sningar kravs
att andra metoder anvinds och en av dem vi ska titta ndrmare pa dr argumentprincipen.

3.2.1 Argumentprincipen

Antag att vi har ett polynom p(z) = 37 a;27 dir z dr en komplex variabel 2 = z+iy och a; € C.
Ett satt att hitta nollstéllen till detta polynom &r att faststélla hur manga nollstéllen som ligger
i ett givet omrade i det komplexa planet. I boken A First Course in Complex Analysis [Bec+02]
presenteras mojligheten att gora detta genom inférandet av de satser och definitioner som aterges



i detta kapitel. Polynomet p ar en kontinuerlig och differentierbar funktion som saknar poler i hela
det komplexa planet. Nu inférs tva nédvéandiga definitioner fér funktioner.

Definition 3.3. Holomorf. En funktion f : G — C dr holomorf i en punkt z om den dr differen-
tierbar i en Oppen cirekelskiva centrerad i z. Om f dr differentierbar for alla punkter pd ett éppen
mdangd E C G sdgs f vara holomorf pi E.

Definition 3.4. Meromorf. En funktion f dr meromorf pa ett omride G om f dr holomorf i G
utom 1 funktionens poler.

Polynomet p &r alltsa holomorft i alla punkter zy pa det komplexa planet och ddrmed &ven mero-
morft pa samma omrade. Slutligen presenteras en sista nédvandig definition.

Definition 3.5. Homotopi. Antag att vo(t) och y1(t), 0 < t < 1 dr slutna kurvor i omrddet
G C C. Da dr v G-homotop till ~1, vilket vi skriver g ~a 71, om det finns en kontinuerlig
funktion h : [0,1)> — G sa det gdller for alla s,t € [0,1] att

h(t,0) = 7(?),
ht 1 _71<t)a
h(0,s) = h(1,s).

Tva kurvor ar alltsd homotopa om de kan kontinuerligt deformeras fran den ena till den andra.
Om en kurva « i omradet G &r homotop till punkten noll, v ~¢ 0, kallas v nollhomotop. Nu kan
den titulédra satsen presenteras

Sats 3.2. Argumentprincipen. Antag att f dr meromorf innanfor v, dd v dr en positivt orien-
terad, enkel, sluten, styckvis kontinuerlig kurva som inte passerar ndgot nollstdlle eller pol for f,
och v ~g 0. Lit Z(f,~) vara antalet nollstallen ill f innanfér v riknat efter multiplicitet och
P(f,v) vara antalet poler innanfor v riknat efter ordning. Da galler att

f/
Tm ’deZ— (fv’Y)_P(f7’7)

Bevis. Vi nojer oss med att bevisa satsen da f &r ett godtyckligt polynom med alla nollstéllen
innanfor 4. Varje polynom p(z) kan enligt faktorsatsen, sats 2.5, uttryckas som

p(z) = k(z — 21)" (2 — 22)"2...(2 — %)™,
dér n; betecknar multipliciteten hos nollstéllet z;. Vidare blir den logaritmiska derivatan

P om(z—z)m (2= 2)™ (2 — 2)™ (2 — z) ! mo n;
p (z —z1)™ (2 — z9)"2...(2 — 2;)™ z—z1 | z—z

Nu kan den ursprungliga integralen beriknas enligt foljande

! d d
/gdz:nl/ : —l—...—i—nj/ : =2mi(ny + ... + nj).
’yp —YZ*Zl ,),2’72]‘

D& polynom saknar poler &ar detta ekvivalent med uttrycket i satsen. O

Namnet kommer fran det faktum att integralen av den logaritmiska derivatan ldngs med en kurva -,

fv 7 'dz kan ses som skillnaden i argumentet av f da z foljer «. Detta kan illustreras med ett
exempel.

Exempel 3.3. Hitta antalet nollstillen till polynomet p(z) = 2% + z som ligger i en cirkel med
radie 2 centrerad i origo med hjélp argumentprincipen.

Lisning. D& p kan faktoriseras till p = z(z 4 1) ses litt att polynomet har nollstéllena z = 0 och
z = 1, vilka bada ligger i cirkeln. Om nu cirkeln beskrivs med hjélp av vinkeln 0 fas z(0) = 2¢%
och p(z(0)) = 4€2%" + 2e% = 4cos26 + 2cosf + i(4sin 26 + 2sinf) dr polynomets avbildning pa
cirkeln. Avbildningens kurva da 0 < 6 < 27 kan ses i Figur 2
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Figur 2: Avbildningen av polynomet p(z) = 22 + z pa cirkeln 22 + y? = 4. Notera att den vertikala
axeln dr imagindr.

Fran figuren ses att kurvan omldper origo tva ganger, det vill siga argumentet dndras med 4,
vilket tyder pa att det finns tva nollstéllen till polynomet i den givna cirkeln. Nu undersoks om
detta Gverensstdmmer med resultatet som fas med hjélp av argumentprincipen. Med v satt till

cirkeln med radie 2 och % = ziii fas
1 / 1 [ p'(=(0 1 2™ 4(1 +4e'?
f/gdzzil Mz’(@)dﬁ:—‘/ wdgzz
2mi J, p 2ri Jo  p(2(0)) 2t Jo 14 2et

Argumentprincipen och den grafiska tolkningen ger alltsd bada det korrekta svaret att det finns
tva nollstéallen i cirkeln.

3.2.2 Antalet komplexa nollstéllen

Likt hur variationen av en Sturmkedja gav antalet nollstdllen pa ett intervall ger argumentprinci-
pen antalet nollstéllen pa ett omrade i det komplexa planet inneslutet av kurvan . Nu kvarstar
att soka i omradet efter mer exakta losningar till ett givet polynom.

Enligt argumentprincipen kan v véljas som en godtycklig enkel, sluten, styckvis kontinuerlig kurva
som innesluter alla nollstéllen till polynomet. En kvadrat med sidan R centrerad i origo &r en sadan
kurva om R véljs tillrdckligt stort. For att utféra s6kningen efter nollstéllenas position i kvadraten
delas den upp i sina fyra kvadranter. Nu anvinds argumentprincipen pa varje ny kvadrat och om
integralen har ett vérde storre &n noll finns nollstéllen i den mindre kvadraten. For varje kvadrat
dar nollstélle hittas delas dven denna i kvadranter och processen upprepas tills dess att en kvadrat
med nollstéllen hittas vars sida r &r tillrackligt liten. Denna kvadrat ses d& som en approximation
av ett nollstélle till polynomet. Da en sadan djupsckning har utforts i alla fyra kvadranter till den
ursprungliga kvadraten har alla nollstéllen till polynomet hittats.

Den forsta kvadratens utformning garanterar att inget nollstélle ligger pa dess rand. Det finns
dock inga garantier att detta stdmmer for alla kvadrater under sdkningen. Om ett nollstélle xg till
polynomet ligger pa randen till en kvadrat fas att p(zg) = 0 och % blir odefinierat. Saledes

p(zo)
kan antalet nollstéllen inom kvadraten ej faststéllas. Denna komplikation kan hanteras genom att
flytta kvadraten d& en odefinierad integral patréffas i sokningen och istéllet anvéinda integralen for

den nya kurvan.

3.3 Kompanjonmatrismetoden

I linjar algebra kan man hitta nollstédllen till ett polynom genom att skapa en matris och berdkna
dess egenviirden och egenvektorer. Micheal T. Heath beskriver metoden i sin bok Scientific Com-
putiong An Intorductory Survey [Hea02]. En n X n matris A har egenvirden \; och egenvektorer



v; om Av; = \;v;. En n X n matris har maximalt n egenvirden och n egenvektorer. Att berikna
egenvirdena ar likvirdigt med att hitta 16sningen till det(A — AI) = 0, som ger upphov till ett
polynom dér egenvirdena \; dr nollstdllena till polynomet. Ekvationen det(A — AI) = 0 kallas for
det karakteristiska polynomet. Matrisen som skapas kan ses som en kompanjon till polynomet och
kallas dérfor kompanjonmatris.

Lat p(z) = 2" + ap_12" " + ... + a7 + ap; da ges kompanjonmatris for p av

Kp)=|. . . o (9)

0 0 1 —Qp—1
Rotterna for det karakteristiska polynomet det(zI — K) = 0 &r nollstéllena for polynomet p och
egenvirdena for kompanjonmatrisen. Elementen i den sista kolonnen i kompanjonmatrisen &r po-

lynomets koefficienter med motsatt tecken, ettor lings sub-diagonalen och nollor péa resterande
platser. Saledes dr nollstéllena for p egenvirdena for K(p).

For ett polynom p definieras kompanjonmatrisen sd att det karakteristiska polynomet det(zI—-K) =
p().

Vi visar att p(x) = det(zI—K) med hjilp av induktion. Fér n = 1 &r K = [—ag] och det(2I-K) =
det([z 4+ ag]) = &+ ap. Antag nu att det &r sant f6r n— 1 och visa att det dr sant {6r n. Vi anvinder
oss av kofaktor utveckling pa 6versta raden.

T 0 0 agp

-1 =z 0 ai

det(zI-K)=|0 —1 0 az

0 0 -1 T+ Qp_1

z 0 ... O ai -1 z ... 0
-1 x ... 0 as O -1 ... O
=z|. . . + (=1)"*ag | . .
0 0 ... =1 z+4+an—_1 0 0o ... -1

Enligt induktionsantagandet ar den forsta determinanten

2"Vt a0 2+ as + ay. (10)

Den andra determinanten &r (—1)"~! eftersom det &r en (n — 1) x (n — 1) trianguléir matris och
da blir determinanten produkten av matrisens diagonalelement. Alltsa far vi

det(zI — K) = z(z" ' + ap_12" 2 + -+ apx +ay) + (—1)"Mag(—-1)"!
=a"+ap 2" M+ Fax+ag (11)

= p(z).
Genom induktion har vi visat att pastaendet &r sant for ett polynom av gradn.
Varje metod som berdknar egenvirdena for K(p) (ekvation 9) dr en metod for att berdkna noll-
stéllen for p(z) och tviartom. Matlabs polynomltsare roots berdknar nollstéllena till ett polynom

via kompanjonmatrisen. En metod fér att berdkna egenvirdena till kompanjonmatrisen ar QR-
algoritmen.

10



3.3.1 QR-algoritmen

QR-algoritmen &r en metod for att rdkna ut egenvirdena till en kvadratisk matris A. Heath
beskriver metoden i sin bok [Hea02], varifrdn vi har inhdmtat exempel 3.4 och 3.5. Idén bakom
algoritmen baseras pa QR-faktorisering, vilket beskrivs mer ingaende i avsnitt 3.3.2. I korthet
innebér metoden faktorisering av matrisen A: A = QR dir Q #r en ortogonal matris, Q! = Q7
QQ” =1, och R &r en dvertriangulir matris. Om A skulle vara komplex fir Q en unitér matris
istéllet for en ortogonal sddan. Dérefter multipliceras Q och R i omvind ordning: Ay = RQ.
QR-faktoriseringen upprepas sedan féor Ag: Ay = Q1R och Q; och Ry multipliceras i omvand
ordning: A; = R1Q;.

Algoritm 1: QR-algoritmen [Hea02]
1 AO =A
2 for k=1,2,... do
Berdkna QR-faktoriseringen
QiR = Ay
A =Ry Qg
end

[=2 3= B )

Exempel 3.4. Illustrering av QR-algoritmen.
For att illustrera QR-algoritmen tillimpar vi den pa en symmetrisk matris

29766 0.3945  0.4198 1.1159
A — 0.3945 2.7323 —0.3097 0.1129
~ 104198 —0.3097 2.5675 0.6079 |’

1.1159 0.1129 0.6079  1.7231

som har egenviarden A\; =4, Ay =3, A3 =2, Ay = 1. Om vi QR-faktoriserar och sedan skapar den
omvanda produkten, RQ, far vi

3.7703  0.1745  0.5126 —0.3934
0.1745 2.7675 —0.3872  0.0539
0.5126 —0.3872 24019 —0.1241
—0.3934 0.0539 —0.1241 1.0603

A =

Diagonalen nérmar sig egenvirdena och de andra virdena i matrisen minskar i storlek. Fortsétter
vi iterera ett par ganger far vi

3.9436  0.0143  0.3046  0.1038
0.0143  2.8737 —0.3362 —0.0285

Az = 0.3046 —0.3362 2.1785 0.0083 |’
0.1038 —0.0285 0.0083 1.0042
och
3.9832 —0.0356 0.1611 —0.0262
A — —0.0356 2.9421 —0.2432 0.0098
3=

0.1611 —0.2432 2.0743 0.0047
—0.0262  0.0098 0.0047 1.0003

Diagonalen dr nu &nnu narmare egenvardena och de andra vérdena i matrisen har fortsatt minska i
storlek. Endast nagra iterationer till skulle behovas for att berdkna egenvérdena med full precision
som visas.

3.3.2 QR-faktorisering

QR-faktorisering &r en ortogonal transformation till en triangulér form [Hea02]. Om A &r en n xn
matris, s& kan A skrivas pa formen

11



A =QR,

déar Q &r en ortogonal n X n matris och R &r en 6vertrianguldr n x n matris. Det finns flera sétt att
berdakna QR-faktoriseringen. En populér metod &r att anvinda Householdertransformation, som
dr en matris av formen

T
vV
H=1-2—
vIv’
déir v dr en nollskild vektor. Matrisen H dr bade symmetrisk och ortogonal, sa H = HT = H~ .
Ta en vektor a = (ay,az,...,a,), d& viljs v si att alla komponenter till a forsvinner utom den
forsta,
« 1
0 0
Ha = =al.| =ae
0 0

Anvéander vi formeln for H, far vi

T T
viv v'a
ae; = Ha = (I—2—)a:a—2v—
vvT vvT’

saledes blir

VTV

v=(a—ae))———.

( ) 2vTa
Skalarfaktor dr dock inte relevant eftersom den forsvinner om vi anvinder formeln for H, sa vi kan
skriva

v=a-—ae;.

Fér att bevara normen maste o = = ||a||, och tecknet bor viljas efter o = —sgn(a1) [|al|, s& att «
och a; inte tar ut varnadra.

For att fa en béttre forstaelse for transformationen fran vektorn a till + ||al|, e; kan man fore-
stilla sig det geometriskt. Vektorn a transformeras till den foérsta koordinataxeln dér alla andra
komponeterer dr noll. Normen bevaras genom att spegla a genom nagon av de tva hyperplanen.
Hyperplanen &dr tva vinkelrita strilar som delar vinklarna mellan a och e; mitt i tur (bisektriser).
Ett sadant hyperplan ges av span(v)t = {x : vT2 = 0} dér v &r en nollskild vektor. Vektorn v
ar parallell med a — ae; dér o = *£||a||, (& beror pa vilket hyperplan a speglas genom). Den
ortogonala projektionen pa span(v) ges av P = v(vIv) vl = (vvT)/(vTv) och projektionen pa
span(v)® ges av I—-P. Saledes ér (I-P)a = a—v(vTa)/(vIv) projektionen av a pa span(v)*, men
for att na den forsta koordinataxeln behover vi ga dubbelt sa langt. Déarfor ges transformationen
vi behover av H=1—-2P =1 —2(vv?)/(vTv).

Exempel 3.5. Illustrering av Householder-transformation.

For att ge exempel pa konstruktionen just beskriven, anvinder vi vektorn

3
a= (4
0
Vi véljer vektorn v enligt
3 1 3 o
v=a—ae; = [4| —a (0| = |4]| — |0],
0 0 0 0
dér a = £ ||a|, = £5. Eftersom a; &r positiv véljer vi « = —5. Vi far
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3 ) 8
v= 1|4 -0 | =14
0 0 0

For att kontrollera att transformationen stdmmer kan vi berdkna

T 3 8 -5
4
Ha:anV—;aﬂv: 4 72£ 41 =101,
vv 0 0 0

hér ser vi att normen ar bevarad.

3.3.3 Algoritm Householder QR-faktorisering

Hittills har vi visat hur man konstruerar en Householder transformation for att transformera en
given vektor. Mer generellt for en n-vektor a, s kan a delas till en partition av tva vektorer

dér a; dr en (k — 1)-vektor, 1 < k < n. Om vi véljer Householder-vektorn enligt

a= 01 _ e
- a, )
dér a = —sgn(a1) ||al|,, d& kommer Householder transformationen att ta bort de n — k sista kom-
ponenterna i a. Anviander vi Householder transformationen upprepade ganger for k = 1,...,n kan

vi ta bort subdiagonalen och elementen under i en (n X n) matris A, genom att transformera
en kolonn i taget fran vanster till hoger, och pa det sittet reducera matrisen till Gvertriangular
form. QR-faktorisering genom Householdertranformation sammanfattas i Algoritm 2 dér den j:te
kolonnen i A ges av a;.

Algoritm 2: Householder QR-faktorisering [Hea02]

1 fork=1,...,ndo

2 | a=-—sgu(ag/ai, +- - +a2;)
3 VkZ[O Oakk ank]T—aek
4 B = vivy

5 if B = 0 then

6 Fortsétt med nésta k

7 for j=k,...,ndo

8 v=vla;

9 aj =a; — (27;/Bk)vk

10 end

11 end

12 end

4 Algoritmer for programimplementering

Nedan foljer algoritmerna som kan anvéndas for implementering av sturmkedjemetoden, argu-
mentprincipen samt kompanjonmatrismetoden. Ett forsok har gjorts for att géra algoritmerna sa
tydliga som mojligt utan att ga in for mycket pa variabler och bakomliggande tankar och idéer
som anvants i vart program. Den forsta raden i varje algoritm ger namnet p& den kod som vi har
skrivit som kan hittas i appendix, exempelvis pa rad 1 algoritm 3 star det sturm.m som gar att
hitta i appendix. Pa varje algoritm ges ett rekommenderat input och output till varje funktion.
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4.1 Algoritmer for Sturmkedjemetoden

Hér presenteras en algoritm for att berdkna sturmkedjan for ett polynom p.

Algoritm 3: Sturmkedja

1

o Uk W N

sturm.m ;

Input : Polynom p(x)

Output: Matris som innehaller Sturmkedjepolynomen

p1 = derivatan av p

Polynomdividera p med p1; p=q*pl+r

p2 = -—r

Légg till po som i matris

Upprepa tills r dr av grad noll (konstant), med p = p; och p; = p2

Variationen berdknar antal reella nollstillen ett polynom p(x) har inom ett intervall. Nedan repre-
senteras algoritmen.

Algoritm 4: Variationen av en sturmkedja

1

© W N O Gk W N

e
= o

variation.m ;

Input : Matris U med Sturmkedjepolynom, Tva granspunkter a och b

Output: Skillnaden i variation mellan punkterna a och b, V(a) — V(b)

Utvérdera Sturmkedjepolynomen fran matrisen i punkterna a och b, s, = U(a), s, = U(b)
if s4p(J) *sap(j +1) < 0 then

‘ Vab = Vab +1
else if s(i) *s(i + 1) == 0 then
Vab = Vab +1
hoppa 6ver ¢ + 1
else
| j=j+1
end

Ta V(a) =V, och V(b) =V}, och berdkna V(a) — V(b)

Algoritm 5 tar bort multipliciteten fran p(x). Multipliciteten tas bort fran p(z) for att man skall
kunna utnyttja att polynomet byter tecken innan och efter nollstéllet, vilket kravs for Sturmked-
jemetoden. Exempelvis s& har 22 noll som nollstélle och multiplicitet tva och byter inte tecken i
intervallet (—1,1). Ddremot har # samma nollstille som 2% och byter tecken i (—1,1).

Algoritm 5: Hantering av multipla nollstéllen

1

N 0 ok woN

MultRoot.m ;
Input : Polynom p(x)
Output: Polynom pl(z) med endast enkla rotter
Hitta sgd mellan p och p’ (derivatan), SGD = sgd(p,p’)
if Antal element av SGD &r mindre &n tva then
‘ returnera pl =p
else
‘ Berikna och returnera pl = p/p’
end

Efter att Sturmkedjan och variationen har berdknats for ett polynom p(x) i intervallet (a,b) kan
varje reellt nollstalle i (a,b) isoleras. Nedan ges algoritm 6 som isolerar de reella nollstéllena for p(x).

14



Algoritm 6: Isolering av nollstdllen [Kallg]

1 isol.m ;
Input : Polynom p(x), méatintervall (a,b)
Output: E, A
E=[]A=[]
r = Antal nollstéllen inom (a, b);
if r =0 then

| returnera E=[],A =]
end
if r =1 then

| returnera E =[], A = (a,b)
end
W= [a‘v b, 7"];
while W # [ ] do
Ta bort 6versta elementet [c,d,r] 1 W
m=(c+d)/2
if p(m) =0 then

Placeram i E
p(z)/(x —m)

end
r = Antal nollstéllen inom(c, m)
if r =1 then

| placera (c,m) i A
else

| placera (¢, m,r) i W for vidare arbetning
end
r = Antal nollstéllen inom(m, d)
if r =1 then

| placera (m,d) i A
else

| placera (m,d,r) i W for vidare arbetning
end
end

© 00 N O ok W N

NN N NNNNDNDDNN B = oo e e e e e e
W N O G b W N O © 0 O G h W N = O

W N
o ©

Nar varje reellt nollstélle till p(z) har isolerats i ett intervall s& kan algoritm 7 anvindas for att
minska intervallen.

Algoritm 7: Approximering inom tolerans [Kall§]

1 approx.m ;
Input : Polynom p(z), métintervall (a,b), tolerans e
Output: A

2 if g(a) =0 then
s | ql@)/(z - a)
4 end

5 if q(b) =0 then
6 | ax)/(z-b)
7 end

8 c=a;

9 d=b

10 m=(a+b)/2;

15



11 while d — ¢ > € do

12 if q(m) =0 then
13 | spara m

14 end

15 if sgn(q(c)) # sgn(q(d)) then
16 d=m

17 m=(c+d)/2
18 else

19 c=m;

20 m=(c+d)/2
21 end

22 end

23 A = (¢, d)

Algoritm 8 tar ett polynom och ger som utvéirde rotternas multiplicitet samt de reella 16sningar
till polynomet som hittas med hjilp av Sturmkedjemetoden.

Algoritm 8: Hantering av indata

1 PolyLos.m ;

Input : Polynom p(x)

Output: 2x (antal element p(z))-matris med nollstéllen i kolumn 1 och multiplicitet i

kolumn 2

[R, p1] = MultRoot(p(z)), Ta bort multipla nollstillen, R som &r det storsta intervall som
innehaller alla nollstéllen fas av sats 2.6

3 [P,I] = approx(pl, —R, R, Tollerans)

4 Beradkning av multiplicitet ;

5 Utvidga de exakta punkterna till smé intervall runt dessa punkter

[P2712] = [PvIL p2=p

7 while Antal element i P2 eller 12 dr storre dn noll do

8 Oka multipliciteten med 1

N

(=)

9 p2 = p2’
10 Berékna [P2,12] = approx(p2, vinstra intervallgrins, hoger intervallgréns, Tolerans)
11 end

4.2 Algoritmer for argumentprincipmetoden

Algoritmen for att hitta losningar till komplexa polynomekvationer innefattar dels sjalva argu-
mentprincipen som hittar antalet nollstillen inom en kvadrat i det komplexa planet, en algoritm
for att soka fram approximerade nollstéllen i kvadraten samt en algoritm som given ett polynom
16ser polynomekvationen och bestdmmer varje rots multiplicitet.

For att berdkna kurvintegralen langs en kvadrat delas den upp i fyra delar. Kurvan av varje sida
kan da beskrivas som en linjar funktion och integralerna blir ldtta att berdkna. Integralerna sum-
meras och antalet nollstéllen i kvadraten har da hittats.

Algoritm 9: Argumentprincipen

1 ArgP.m ;
Input : Funktion f(z) = %/ logaritmiska derivatan av polynomet p, Kvadrat i C
Output: Antalet nollstéllen r i den givna kvadraten

16



2 for Varje sida av kvadraten do

3 I = Kurvintegralen av f langs med kvadratens sida
4 if Integralen odefinierad then

5 ‘ return r = odefinierad

6 end

7 end

8 r = Summan av integralerna 6ver kvadratens fyra sidor

D& en algoritm for argumentprincipen har implementeras kan sjilva sékningen av nollstéllen ut-
foras. Algoritm 10 soker efter alla nollstéllen i en given kvadrat genom att rekursivt hitta alla
nollstéllen i mindre och mindre kvadrater placerade inom den ursprungliga kvadraten.

Algoritm 10: S6k 16sningar till en polynomekvation i en kvadrat

1 Imglsol.m ;

Input : Funktion f = p logaritmiska derivatan av polynomet p, Kvadrat K i C, Matris
for alla funna nollstéllen A
Output: Alla unika nollstéllen till polynomet i K

2 r = Antalet nollstallen i K
3 while r odefinierad do
4 K = K + (1 + )¢, € liten positiv konstant
5 r = Antalet nollstéllen i nya K
6 end
7 if » =0 then
8 ‘ return
9 end
10 if r =1 then
11 ‘ Léagg till nollstallet i A
12 else
13 for Alla kvadranter i K do
14 ‘ A = Alla unika nollstéllen i kvadranten
15 end
16 end

Slutligen implementeras en algoritm som givet ett polynom ger alla komplexa l6sningar samt varje
16snings multiplicitet.

Algoritm 11: Los komplex polynomekvation med argumentprincipen

1 ArgPSolve.m ;
Input : Polynom p(x)
Output: Alla nollstéllen till polynomet och deras multiplicitet
[R, pm] = MultRoot(p(x)), Ta bort multipla nollstéllen, R radie for stérsta cirkel som
innehaller alla nollstéllen enligt 2.6
A = Alla unika nollstéllen till p,,, multiplicitet = 1
Pa =P
while Antalet funna nollstillen < graden av p do
Pd = pd’
for Varje nollstille o till p do
if 0 < Antalet nollstdllen till pq’ @ en liten kvadrat runt o then
‘ Oka multipliciteten fér o i A med 1
end

© 0 N o 0k W N

[uny
(=]

end

=
=

12 end
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4.3 Algoritm for kompanjonmatrismetoden

Algoritm 12 ger en algoritm for kompanjonmatrismetoden som borjar med att sédtta upp kompan-
jonmatrisen fér polynomet och sedan hittar egenvirdena. Vi har anvint matlabs kommando eig
for att berdkna egenvirdena som baseras pa QR-algoritmen [SX03].

Algoritm 12: Konstruction av kompanjonmatrisen

1 KomMatMet.m ;
Input : Polynom p(z)
Output: Alla nollstéllen till polynomet
k = p(1) hogstagradskoefficient
for j=1,...,length(p) do
‘ p(j) = p(j)/k Delar varje koefficient i p med hogstagradskoefficient
end
p(1) =[ ] ta bort hogstagradskoefficient i p
I=lengt(p)
z = (zeros(l,l — 1))
p=transpose(p)
A = [z, —p]
fori=1,...,1—1do
| A(i+ 1,4) = 1 Ettor ligns sub-diagonalen
end
Berakna egenvérden for A

© 00 N O ok W N

e
B W N = O

4.4 Tillampning av algoritmer i matlab

For att testa metoderna skrevs ett program i Matlab som slumpade fram polynomets nollstéllen
och gradtal, som lag inom ett bestdmt intervall, och utvecklade dessa nollstéllen till ett polynom.
Efter detta berdknades nollstdllena med hjilp av antingen Sturmkedjemetoden, argumentprincip-
metoden eller kompanjonmatrismetoden. Nollstillena samt multipliciteten jamfordes dérefter mot
de nollstillen som vi visste att polynomet hade och var inom en tolerans pa cirka 10~3. Berikning-
tiden och gradtalet lades sedan i en lista som vi plottade. Notera att koden inte &r fullt optimerad
s& att tiderna for alla metoder kan forbattras.
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5 Resultat

Vara resultat avseende berdkning av ett polynoms nollstéllen med olika metoder presenteras nedan
i tabeller eller graf som illustrerar berdkningstid versus polynomets gradtal. Graferna visar att det
gar att berdkna nollstdllena med en relativt enkel kod och att berédkningen inte tar alltfor lang tid.
Formen pa graferna beror pa hur var kod ser ut och det &r mojligt att en annorlunda implementering
av metoderna har ett annat tid-grad utseende.

5.1 Sturmkedjemetoden

Figur 3 visar sambandet mellan tiden det tar for Sturmkedjemetoden att beridkna alla reella noll-
stéllen mot polynomets gradtal. Figuren pekar pa ett relativt linjart samband mellan tiden det tar
att berdkna nollstdllena och gradtalet for polynomet. Figuren &r baserad pa cirka 1000 slumpade
polynom med nollstéllen mellan —50 och 50 och gradtal mellan 2 och 18.

*  Beraknade tidpunkter *
0.056502x +0.0098231

o o o
ES o ©

Tid att Berakna Nollstallen [s]

o
¥

0 I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18

Gradtal fér Polynomet

Figur 3: Sambandet mellan tiden att berdkna nollstdllen med Sturmkedjemetoden och gradtal for
polynomet.
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5.2 Argumentprincipmetoden

Figur 4 visar relationen mellan polynomets gradtal och tiden for att berékna dess nollstillen med
argumentprincipen. Exekveringstiden for slumpmassigt utvalda nollstéllen, inom omradet a+i3 déar
a, € [—1000,1000], f6r 95 polynom av grad 1 —11 och 60 polynom med grad 11 — 20 inférs i Figur
4. Figur 4a visar att det forekommer “outliers” med lang berdkningstid for nollstédllen nér gradtalet
for polynomet overstiger 14. I Figur 4b har vi dragit ned skalan péa tidsaxeln och utelamnat en
del "outliers”, varvid ett svagt kurvlinjért samband mellan berdkningstid och polynomets gradtal
framtréder.

300 201
.
*
250 * *
16 *
= = *
c c 141 *
2 200 < *
bS] o
2 2121 *
[} o
z z % *
;g 150 % g 10 « *
% * b * % *
3 3 8r x o,
%100} * 8 * * §
° - 6 * %
[= [= * * % ¥
* § *
o | i
50 - i i
* * * * *
L *
* ¥ * 2 ¥ ; ¥ 4 ¥
Oh—% % % ¥ x w ¥ & Eox o 4 x § % LI 0 . . . . . . . . )
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Gradtal fér Polynomet Gradtal fér Polynomet

(a) (b)

Figur 4: Sambandet mellan berédkningstid for nollstéllen (o + i dér «, 5 € [—1000,1000]) en-
ligt argumentprincipen och polynomets gradtal. Figur 4b visar en forstorad bild av Figur 4a och
uteldmnar en del “outliers” (> 20s).

I tabell 2 visas den genomsnittliga exekveringstiden for polynom av olika grader och storlek pa
dess nollstéllen.

Tabell 2: Exekveringstid for att hitta nollstdllen till polynom med komplexa koefficienter beroende
pa polynomets gradtal n och storleken av dess nollstillen, métvérden i [s]. For polynom av grad
20 viljs sidan till kvadraten innehallande alla nollstillen till R = 10'3. Nollstéllen inom o + i3 dir
«, B anges i tabellen.

n | apB<10 50 100 200 500 1000

2 2.2205 2.2531 2.2576 2.2694 2.2834 2.3116
3 2.3292 2.4496 2.5041 2.5349 2.6009 2.6542
) 2.7238 2.9775 3.1423 3.3247 3.5817 3.8910
10 4.1801 7.4823 9.6679 11.1912 14.1127 17.4760
20* | 10.37779 | 12.14062 | 17.67183 | 32.73250 | 59.48764 | 103.0977

5.3 Kompanjonmatrismetoden

Figur 5 visar exekveringstiden med kompanjonmatrismetoden fér polynom av grad 1 till 50 med
slumpade nollstillen inom omradet a+if dir «, 8 € [—1000,1000]. I Figur 5b dér vi har dragit
ned skalan pa tidsaxeln och uteldmnat berdkningstid > 3 ms forefaller exekveringstiden 6ka expo-
nentiellt ndr gradtalet pa polynomen ¢kar.

I Tabell 3 visas den genomsnittliga exekveringstiden for Matlabs polynomlésare roots att hitta
nollstéllen for polynom av olika grader och med nollstéllen av olika storlek.
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Figur 5: Plot av tiden det tar att berdkna polynomets nollstillen med kompanjonmatrismetoden
gentemot dess gradtal. Polynomen &r slumpade med gradtal mellan 1 och 50 samt nollstéllen inom
omréadet (a+140) x 1000 dér o, § € [—1,1]. Notera att skalan pa tidsaxeln &r i millisekunder. Figur
5b visar en forstorad bild av figur 5a och utelimnar berédkningstid som Gverstiger 3ms.

Tabell 3: Exekveringstid for Matlabs polynomlésare roots att hitta nollstéllen till polynom med
komplexa koefficienter beroende pa polynomets gradtal n och storleken av dess nollstéllen, mét-
virden i [s|. Nollstéllen inom « + i dir a, 8 anges i tabellen.

n | ap<10 50 100 200 500 1000

2 | 0.000171 | 0.000191 | 0.000217 | 0.000233 | 0.000221 | 0.003374
3 | 0.000150 | 0.000159 | 0.000156 | 0.000170 | 0.000202 | 0.000484
5 | 0.000173 | 0.000156 | 0.000167 | 0.000190 | 0.000200 | 0.000638
10 | 0.000223 | 0.000217 | 0.000212 | 0.000243 | 0.000249 | 0.000290
20 | 0.000392 | 0.000389 | 0.000388 | 0.000288 | 0.000420 | 0.000481
50 | 0.002326 | 0.002642 | 0.002616 | 0.002822 | 0.002170 | 0.002708

Vi jamforde &ven kompanjonmatrismetoden for polynom med endast enkla nollstéllen med polynom
som har nollstéllen med multiplicitet enligt nedan.

Exempel 5.1. Antag att

pi(x) = (x —2.2)(x — 2.7)(z — 3.3)(x — 3.5)(x + 3.7)(z — 4.1)
(x+52)(x —84)(x+7.1)(x +5.2)
=210 — 329 — 115.9112% + 329.7382" + 4342.452°% — 14281.22° + 61770.22*
+ 261680z> + 17150922 — 16463202 — 1678410

och

p2(z) = (x — 2.2)3(x 4+ 3.5)3(z — 4.1)*
=219 —13.22% — 32.272% 4+ 1077.0927 — 2907.08z° — 20876.6z° + 118194z  (13)
— 4407723 — 90769122 4 22161302 — 1613860

21



Nedanfor 1 Tabell 4 visas berdknade resultat av komMatMet.m

Tabell 4: Berdknade resultat av komMatMet.mat

(a) Enkla nollstéallen

p1 med enkla nollstéllen

Nollstallen Beraknade resultat
2.2 2.2000
2.7 2.7000
3.3 3.3000
3.5 3.5000
4.1 4.1000
5.2 5.2000
8.4 8.4000
—3.7 —3.7000
—-5.2 —5.2000
7.1 —7.1000

Tabell 5 visar berdknade resultat med Matlabs polynomlésare roots.

(b) Nollstallen med multiplicitet

p2 med multiplicitet

Nollstéllen

Berdknade resultat

2.2
2.2
2.2
4.1
4.1
4.1
4.1
—-3.5
-3.5
-3.5

2.2000 + 0.0001¢
2.2000 — 0.0001%
2.2001 + 0.0000:
4.0989 4 0.00112
4.0989 — 0.00112
4.1011 + 0.0011¢
4.1011 — 0.0011¢
—3.5000 + 0.0000z
—3.5000 + 0.0000:
—3.5000 + 0.0000:

Tabell 5: Berdaknade resultat av roots

(a) Enkla nollstéallen

p1 med enkla nollstéllen

Nollstallen

Beridknade resultat

2.2
2.7
3.3
3.5
4.1
5.2
8.4
-3.7
—5.2
—7.1

2.2000
2.7000
3.3000
3.5000
4.1000
5.2000
8.4000
—3.7000
—5.2000
—17.1000
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(b) Nollstallen med multiplicitet

p2 med multiplicitet

Nollstallen

Berdknade resultat

2.2
2.2
2.2
4.1
4.1
4.1
4.1
—-3.5
—-3.5
-3.5

2.2000 + 0.0000:
2.2000 — 0.0000¢
2.2000 + 0.0000z
4.1002 + 0.00027
4.1002 — 0.00022
4.0998 + 0.00027
4.0998 — 0.0002:
—3.5000 + 0.0000z
—3.5000 + 0.0000z
—3.5000 + 0.0000:




6 Diskussion

Att bestdmma nollstéllen till polynomekvationer &r av stor betydelse inom flera matematiska
tillampningsomraden. Ett viktigt problem &r att det finns inga matematiska metoder for att hitta
en exakt 16sning till polynomekvationer av grad storre dn fyra utom i vissa undantagsfall. Daremot
finns det flera numeriska metoder for att approximera nollstéllena till polynom av grad fem eller
hogre. Vi har i detta arbete undersckt och implementerat tre metoder for att approximativt 16sa
polynomekvationer utgaende fran Sturmkedjor, argumentprincipen samt kompanjonmatrisen. Vi
har &ven studerat ett antal underfragor kring polynomets nollstéllen (avsnitt 1.2) och avhandlat
de med teoretiska resonemang (kapitel 3).

6.1 Sturmkedjemetoden

Sturmkedjemetoden kan endast 16sa reella polynomekvationer med reella koefficienter, men i manga
fall 4r vi endast intresserade av dessa 16sningar. Sturmkedjemetoden &r saledes anvindbar i manga
situationer, men uppvisar dnda nackdelar vid viss implementering. Bland annat ar den dalig pa att
hantera godtyckliga polynom med godtyckliga reella koefficienter. Problemet &r att det ar svart att
exakt polynomdividera och hitta storsta gemensamma delare (sgd) for ett allmént polynom med
koefficienter med decimaltecken. Svarigheten att hitta sgd gor att polynomets multiplicitet inte kan
divideras bort. Felaktigheterna i polynomdivisionen gor att konstruktionen av Sturmkedjan inte
ar tillimpbar i dessa fall da den ger fel virden. Teoretiskt kan alla reella l6sningar till ett polynom
hittas med hjélp av Sturmkedjemetoden men pa grund av datorns begrinsade berdkningsintervall
kommer inte extremt stora nollstéllen att kunna hittas. Fordelar med Sturmkedjemetoden &ar att
den endast hittar reella I6sningar, den ar relativt snabb och den kan, fér laga gradtal, enkelt utforas
fér hand.

Vid berdkning av ett slumpat polynoms nollstéllen med var egna funktion PolyLos.m satte vi det
maximala gradtalet till 18 (Figur 3). Detta for att vid gradtal storre en 18 och vid nollstéllen med
stort absolutbelopp sé& blev det fel i de deriveringar och polynomdivisioner som Matlab beh&ver
utféra. Om detta fel sedan anvéinds i nésta polynomdivision blir felet stérre och dérmed kommer
metoden att ge fel virden pa nollstéllena. Sturmkedjemetoden dr ddrmed mest anvindbar for laga
gradtal, under cirka 15, dér det tar mindre &n en sekund att berdkna varje polynoms nollstéllen.
Tiden det tar att berdkna nollstdllena vixer linjart som ¢t = 0.056502x + 0.0098231 beroende pa
gradtalet z (Figur 3).

6.2 Argumentprincipmetoden

Metoden som baseras pa argumentprinicipen kan 16sa komplexa polynomekvationer, vilket inte
Sturmekedjemetoden férméar att goéra. En férdel med argumentprincipen &r dess relativt enkla
grafiska representation. Teoretiskt sett kan alla nollstéllen till ett polynom som ligger inom ett vil-
definierat godtyckligt omrade hittas med hjilp av argumentprincipen. Polynom av grad fem eller
lagre hanteras vil, dven for nollstéllen 0 < |zi| < 1000 (Tabell 2). Exekveringstiden for polynom av
hogre grad ckade kraftigt, varvid algoritmen blev opraktisk. Till exempel blir inte bara integralerna
laings en kurva som passerar ett nollstélle odefinierade, utan &ven kurvor som passerar néra ett
nollstélle resulterar i odefinierade integraler vid berdkning i Matlab. Detta forsvarar sokandet da
sma kvadrater runt mojliga nollstéllen upptrader vildigt opalitligt.

Ett annat problem som uppstéar vid implementeringen av argumentprincipmetoden ar att for stora
polynom kommer alla berédkningar att snabbt innefatta enormt stora tal. For ett polynom av grad
20 med nollstéllen inom |z| < 10 blir integralen av den forsta kvadraten given av sats 3.4 sé stor att
Matlab tolkar den som odndlig. Om en mindre kvadrat som innehéaller alla nollstéllen &r kiind kan
istdllet den nyttjas i programmet. For att 16sa polynomekvationer av grad 20 anvéndes en kvadrat
med sidan r = 103, vilket visade sig vara den stérst mojliga kvadraten som kunde anvindas for att
hitta alla nollstéllen. Pa liknande sdtt kan kvadraten véljas allt mindre fér att hantera polynom av
allt hogre grad. For polynom av tillrackligt hoga gradtal kommer den minsta kvadraten centrerad
i origo som ger en definierad integral inte innehalla alla nollstéllen och programmet kan d& anses
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ha slutat fungera. Detta sker for polynom med gradtal kring 95 eller hogre.

Lésningar av polynomekvationer med hjilp av argumentprincipen kan ségas fungera i allménhet
val for ekvationer med gradtal < 20, under speciella forhallanden for gradtal fran 20 till 95 och
inte alls for gradtal > 95. Tekniskt sett kan alltsd polynomekvationer av grad upp till 95 16sas.
Exekveringstiden 6kar dock snabbt i takt med gradtalet och uppnar flera minuter fér polynom av
grad 50 eller hégre. Implementeringen av argumentprincipen kan alltsa ses som ett ineffektivt sitt
att 16sa polynomekavtioner med hogt gradtal.

6.3 Kompanjonmatrismetoden

Kompanjonmatrismetoden kan i likhet med argumentprincipen l6sa komplexa polynomekvationer.
Eftersom det finns flera effektiva numeriska algoritmer for att berdkna egenvirdena fér en matris
sasom QR-algoritmen kan nollstéllen till ett polynom beridknas snabbt och precist. Var tillimpning
av kompanjonmatrismetoden visade att den var snabb och att den klarade av polynom upp till
grad 50 utan problem (Figur 5).

Det finns tydliga skillnader mellan polynom med enkla nollstéllen och polynom med multiplicitet
som vi maste ta hansyn till vid berdkningar (exempel 5.1). For polynom med enkla nollstéillen
ger kompanjonmatrismetoden snabba och noggranna resultat (Tabell 4a), medan f6r polynom med
multiplicitet ger berdkningarna i regel inte lika noggrant utbyte (Tabell 4b och 5b). Xiao-Ming Niu
och Tetsuya Sakurai foreslar i en artikel fran 2003 [SX03] att detta kan losas genom att konstruera
en ny kompanjonmatris med endast enkla egenvirden. Med deras metod kan man, istéllet for
att berdkna alla nollstéllen samtidigt, berdkna polynomets distinkta nollsdllen och multiplicitet
separat. P& detta vis tar man bort multipliciteten fran polynomet, vilket resulterar i ett polynom
med samma nollstéllen fast alla &r enkla. P& s& sitt anvinds komapanjonmatrismetoden for att i
forsta led berdkna de distinkta nollstéllena; multipliciteten beréknas sedan i efterhand for att fa
mer exakta resultat.

6.4 Jamforelse av metoder och fordjupning i underfragor

Vid berdkning av nollstéllen &r idén bakom Sturmkedjemetoden och argumentprincipmetoden myc-
ket lik. Bada metoder borjar med att hitta antalet nollstéllen till polynomet. Sturmkedjemetoden
delar sedan in nollstéllena i intervall tills varje intervall endast innehaller ett nollstélle och minskar
varje intervall inom en viss tolerans. Argumentprincipen delar in nollstdllena i kvadrater istél-
let for intervall och nér varje nollstélle &r indelat i en egen kvadrat minskas kvadraten. Bada
metoderna raknar systematiskt ut ett nollstélle i taget. P4 grund av den extra dimension som
argumentprincipmetoden tillimpar behover den genomféra betydligt fler iterationer for att hitta
alla nollstéllen. Kompanjonmatrismetoden riknar ut alla nollstillen samtidigt. Sturmkedjemeto-
den har inga “outliers” som drastiskt paverkar berdkningstiden som argumentvariationspricipen
eller kompanjonmatrismetoden har, jamfér Figur 3 med Figur 4 och Figur 5. Detta innebér att
Sturmkedjemetoden &r palitlig och anvéndbar i det intervall den kan berékna.

I avsnitt 1.2 presenterades en rad fragestédllningar angaende sarskilda aspekter for 16sningar av
polynomekvationer. Dessa har alla besvarats i rapporten och kortfattade svar till varje fraga ater-
ges i detta avsnitt. I foregaende avsnitt har vi visat att det finns tre ganska effektiva metoder
for att hitta alla 16sningar till en polynomekvation f(z) = 0. Alla dessa metoder har férdelar och
nackdelar. Ar beriikningshastighet av intresse dr kompanjonmatrismetoden den mest anvindbara
men den har nackdelen att den kan gora om en reell rot till en komplex. Om endast reella 16sning-
ar efterfragas kan man anvinda Sturmkedjor. Férutom att hitta hur ménga av nollstéllena som
kommer att vara reella kan man med hjélp av sats 2.2.1 dven se hur manga som kommer att vara
komplexa. D& Sturmkedjor kan hitta alla reella 16sningar har metoden inget problem att berikna
hur manga nollstillen som kommer att finnas i ett definierat intervall [a, b].

Om ett nollstélle har multiplicitet storre &n ett som inte kan tas bort dr Sturmkedjemetoden inte
anviandbar. Aven kompanjonmatrismetoden kan ge komplexa virden for reella rotter vilket inte
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ar helt optimalt. Argumentprincipen ar inte lika beroende av rotternas multiplicitet och metoden
hittar distinkta nollstdllena for ett allmént polynom. D&remot har var algoritm svart att hitta
nollstéllenas multiplicitet och behover darfor optimeras.Trots en lang berdkningstid kan argument-
principmetoden anvéndas med fordel for att hitta distinkta nollstéllen.

Vi fragade dven vilken cirkel |z| < R i det komplexa planet kommer med all siikerhet innehéalla
alla nollstéllen till f(z)? Enligt Sats 2.6 innehéller cirkeln i det komplexa planet med den storsta
radien R med all séikerhet alla nollstéllen till f(z).

6.5 Konklusion

De tre metoder som vi har utforskat for 16sning av polynomekvationer av grad 5 eller higre har
alla fordelar och nackdelar. Bland Sturmkedjemetoden, argumentprincipmetoden och kompanjon-
matrismetoden kan vi inte utse en Gverlag basta metod for att hitta nollstéllen till alla former av
polynomekvationer. Vilken metod som passar bast beror helt och hallet pa vilket problem som
ska 16sas. Ska man berikna manga polynom och det inte spelar nagon roll att reella 16sningar kan
fa en liten imaginédrdel kan kompajonmatrismetoden vara intressant. Om endast reella 16sning-
ar efterfragas och polynomen har heltalskoefficienter dr Sturmkedjemetoden mycket anvindbar.
Argumentprincipmetoden fungerar bra for de flesta rétter men nér polynomets gradtal stiger sa
behdver den betydligt langre berdkningstid &n de andra metoderna.
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A Appendix

A.1 Matlab kod
A.1.1 Kod for utférande av Sturmkedjormetoden

function u = sturm(p)
tol = le—6;
pNext = polyder(p); %hittar f2 £’
Z = [p; 0, pNext]; %ladgger in fl och f2 som vektorer i bdrjan av en matris
Y%loopen kors sadlange det sist tillagda polynomet i matrisen har grad > 0
villkor = 1; Ysant
u = [];
while villkor
if 0 >= nnz(pNext(1l: end—1))
break
end
[a, r] = deconv(p, pNext(find (pNext "= 0, 1, ’first’) : end));
if norm(r) < tol
t = Z(end , :);
t = t(find(t = 0, 1, ’first’) : end);
[p1, 7] = deconv(Z(1, :), t); %Lagg till den forsta sturmkedjan
u = pl;
Langd = length(Z(:, 1));
for j = 2:Langd
la, =] = deconv(Z(j, ), t);
pNext= [zeros (1, length(pl) — length(q)), ql;
u = [u; pNext];
end
villkor = 0;
else
p = pNext; %flyttar ett steg ned i kedjan
%néasta polynom i kedjan dr —resten vid tidigare polynomdivision
pNext= [zeros (1, length(p) — length(r)), —r];
Z = [Z; pNext]; %lagg till polynomet i matrisen
end
end
if isempty (u) %inte tom
u = 7;
end
end
function var = variation(a, b, u)
var = 0; sa = zeros(size(u, 1),1); sb = zeros(size(u, 1),1);
for i = 1l:size(u, 1) %kor for alla polynom i sturmkedjan
sa(i) = polyval(u(i, :), a); %finner véardet till alla polynom i pkt a
sb(i) = polyval(u(i, :), b);
end
sa = sign(sa);
sb = sign(sb);
for i = 1l:size(sa, 1)—1 %kor igenom och jamfor alla védrden i sturmkedjan
if sa(i)xsa(i+1l) < O %o m f k och f k+1 har olika tecken i pkt a
var = var+1; %variationen oOkar d& var = V(a)-V(b)
elseif sa(i)*sa(i+l) = 0
var = var-+1;
i = i+1;
end
end
for i = 1l:size(sa, 1)—1 %kor igenom och jamfor alla védrden i sturmkedjan
if sb(i)*sb(i+1l) < 0 %o m f k och f k+1 har olika tecken i pkt a
var = var—1; %variationen Okar d& var = V(a)-V(b)
elseif sb(i)*sb(i+1l) = 0
var = var —1;
i = i+1;
end
end

function [MaxRadie, SingleRoot]| = MultRoot(p)
%Tar bort multipliciteten frdn p och berdknar maxvirdet for rotter
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pPrim = polyder(p);
Ged = GCD(p, pPrim);

SingleRoot deconv (p, Ged);

MziixRadie = 1 + max(abs(p))/abs(p(1));

function GedKoeff = GCD(pl, p2)
%Beraknar koefficienterna hos ged for

syms x; %sdg att x ska vara variabeln

Polynoml = poly2sym(pl, x); %Generera en funktion ¢ nxx"0

Polynom2 = poly2sym (p2, x);

GCDKoeff = coeffs (gcd (Polynoml, Polynom2), *All’); %double:
till num.

Lengd = length (GCDKoeff) ;

for i = 1:Lengd

GedKoeff (i) = double (GCDKoeff(i));
end
end

function Root = PolyLos(p)
Tolx =le—6;

[R, p4] = MultRoot(p); %Alla rétter mellan —R,R och pl &r
MaxVarde = (length (p)—1)*logl0(R);

if MaxVarde > 250
R = 10°((250—1) / (length(p)-—1));
MaxVarde = (length (p)—1)*logl0(R);
end

%Se till att vi inte

if MaxVarde < 250

[P, I] = approx(p4, —R, R, Tolx);

if isempty (I) && isempty (P) % Inga nollstéallen
Root = [0, 0];
disp ( "tom )
return

end

AntalP = 0; Antall = 0;

if 0 < numel(P)
AntalP = length (P(1,
elseif 0 < numel(I)
Antall = length (I(:,

5) ) s
1));

end

Root = zeros (Antall+AntalP ,
epsilon le —6;
totAntal Antall + AntalP;

2);

l:totAntal
1;

for j =
Fortsatt
n 0;
pl = p;
if Antall > 0
a=1(j, 1);
b=1(j, 2);
Antall = Antall —
elseif AntalP > 0

a = P(j — Antall) — epsilon;

1;

%litet intervall
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43 b = P(j — Antall) + epsilon;

44 end

45 while Fortsatt =— 1

46 [R, p2] = MultRoot(pl);

a7 if 1 < numel(p2)

a8 [T,J] = approx(p2, a , b, Tolx);
49 if isempty (J) && isempty (T)
50 Root(j, 2) = n;

51 Root (j, 1) = (atb)/2;

52 Fortsatt = 0;

53 elseif isempty(J) && numel(p2) < 2
54 Root(j, 2) = n;

55 Root(j, 1) = (atb)/2;
56 Fortsatt = 0;

57 elseif Tisempty (T) J%om den inte &r tom
58 Root(j, 2) = n;

59 Root(j, 1) = T;

60 else

61 Root(j, 2) = n;

62 Root(j, 1) = (atb)/2;
63 end

64 else

65 Fortsatt = 0;

66 end

67

68 pl = polyder(pl);

69 n = n+l;

70 end

71

72 end

73 else

74 disp (’too large number’)

75 end

76 end

function [P, I|= approx(p, a, b, e)

1
2
3 % P kolonnmatris med exakta nollstdllen , I matris d& r varje rad &ar ett
1+ % intervall av storlek e och innehéller endast ett nollstalle.

s |[E, Al=isol(p, a, b);

s P = E;

o 1= [l

10 while 0 < numel(A) %Ko6r till den gétt igenom alla intervall (rader) i A

11

12 if polyval(p, A(1, 1)) =— 0 % Kollar om fdrsta &ndpunkten &r nollstédlle
13 pl = [ 1 -A(1, 1)]; % Sdatter p2 = ’(x—nollstdlle)’

14 p = deconv(p, pl); % Polynomdivision p=p/pl

15 end

16

17 if polyval(p, A(1, 2)) — 0 % Kollar om andra &andpunkten &r nollstédlle
18 p2 = [ 1 -A(1, 2)];

19 p = deconv(p, p2);

20 end

21

22 c =A(1, 1);

23 d =A(1, 2);

24 m= (ctd)/2;

26 while d—c > e % Hittar nollstallet eller minskar intervallet som inneh&ller det
28 if polyval(p, m) =— 0

29 P(end+1, :)= m;

30 return % Om m ar nollstdlle avslutas loopen

31 end

32

33 % Kollar om nollstallet dr mellan ¢ och m eller mellan m och d

34 if sign(polyval(p, c¢)) "= sign(polyval(p, m)) && sign(polyval(p, m)) "= 0
35 d = m;

36 m = (ctd) /2;
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else
c = m;
m = (ctd)/2;
end
end

I(end+1, :) = [c d]; % Placera [c d| som en radvektor i I
A(l, ) = []; % Tar bort o6versta intervallet (raden) i A

end
end

function [E, A] = isol(p, a, b)

B (15 A= (I;
u = sturm(p);
r = variation(a, b, u);
if r=—20

return % Inga nollstédllen , returerar E = [] och A = [].
elseif r =1

A= [a b]; % Ett nollstédlle , returerar E = [|] och A = [(a, b)]
else
W= [a b]; % Matris med intervall som innehéaller fler &n ett nollstalle.

while 0 < numel(W) % Koér tills alla nollstdllen &r hittade eller
% varje nollstalle ar isolerat i1 ett intervall.

a =W(1, 1);
b =W(1, 2);
m = (atb)/2;
wW(1l, :) = []; % Tar bort Oversta
if polyval(p, m) = 0 % kollar om m &r ett nollstéalle
E(end+1, :) = m; % placerar m i E
end
r = variation(a, m, u); % kollar hur ménga nollstallen det &r mellan a och
m
if r=1
A(end+1, :) = [a m]; % om ett nolstdlle, placera (a,m) i A
elseif r > 1
W(end+1, :) = [a m]; % om fler &n ett nollstélle placera [am r| i W
féor vidare arbetning
end
r = variation (m,b,u); % kollar hur ménga nollstdllen det &r mellan m och b
if r =1
A(end+1, :) = [m b]; % om ett nollstdlle , pacera (m,b) i A
elseif r > 1
W(end+1, :) = [m b]; % om fler &n ett nollstédlle placera [mb r| i W

for vidare arbetning
end
end

end
end

A.1.2 Kod fér kompanjonmatrismetoden

function A = KomMatMet(p)

for j = 1l:length(p)

p(j) = p(i)/k

p(l) = []; % tarbort l:a elemetet
p = transpose(fliplr(p));
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w v =

1+ 11 = integral (@(x) f(x+1i*R+O), R, —R); %Oversida, kurvan

Langd = length (p);
z = zeros (Langd, Langd-—1);

s A= [z —p];

for i = 1:Langd-—1
A(i+1,i) = 1;
end

= eig(A);
end

A.1.3 Kod fér argumentprincipen

function r = ArgP(f, O, R)
warning (’off’, ’all’);
lastwarn (')

% Om integralern &ar odefinerad ger matlab en varning och r

if numel(lastwarn)>0

I12= integral (@Q(x) f(—Rxx1i+0)*1i, R, —R); % Véanster sida, kurvan

if numel(lastwarn)>0
r = NaN;
else

t+ixR
satts

till NalN

I3 = integral (@(x)f(x—1i*R40O), —R, R); % Undersida, kurvan = t—Rxi

if numel(lastwarn)>0
r = NaN;
else

14 = integral (Q(x)f(R+1i*x+O)*1i, —R, R); % Hoger sida, kurvan = Ritxi

if numel(lastwarn)>0

r = NaN;
else
r = double ((I1+I2+41I3+14) /(2xpixli));
return
end
end
end
end
end

function A = ArgPSolve(p)

[R, pm] = MultRoot(p); % Tar bort nollstdllen med multiplicitet

syms X

f = matlabFunction (poly2sym (polyder (pm), x)/poly2sym (pm, x)); %f = p’/p

= —Rttx*i

5 A = Imglsol(f, 0, R, [], 0); % Hittar lésningar i kvadrat med sida R centrerad i O
> pd = p;
% Kor da antalet hittade nollstdllen &r fdrre dn polynomets grad

while sum(A(:, 2)) < length(p)—1
pd = polyder (pd);

g = matlabFunction (poly2sym (polyder (pd), x)/poly2sym(pd, x));

for i = 1:length (A)

% Om nollstdalle for p ar nollstdlle for p’
if round(ArgP(g, A(i, 1), 10e—6)) "= 0

har det multiplicitet

A(i, 2) = A(i, 2)+1; % Oka nollstidllets multiplicitet med 1

end
end
end
end

function A = Imglsol(f, O, R, A, r)

AF = A; rf = r; tol = 10e—6; n = 0; Ol = O;

r = ArgP(f, O, R); % Antalet nollstdllen i kvadrat med sida R centrerad i O
while isnan(r) = 1 % Nollstdlle p& randen, flytta kvadrat och forsék igen

O = Otmax(tol*0.1, tol*x(R~0.5))*(1+1i); % Nytt O for

n = n+l;
if n< 5 & R > tol
r = ArgP(f, O, R);

% For manga iterationer utan att hitta r,
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else

end
end

elseif R > 10e—3

P = @3
O = 01;
else % Sidan s& liten att r antas vara 1
r = 1;
O = 01;
end
7 end
if T < tol % Inga nollstéallen
return
elseif round(real(r)) = 1 && R < tol %Ett nollstdlle , ldgger till O i A

A= [A; O, 1];

A = Imglsol(f, O+(1+1i)*R/2, R/2, A, r); % Kollar rekursivt en kvadrant
% Om man hittat alla nollstdllen i gillande kvadraten skippas resten
if (numel(A)—numel (AF))/2 < round(r)
A = Imglsol(f, O+(1-1i)*R/2, R/2, A, 1);
end
if (numel(A)—numel (AF)) /2 < round(r)
A = Imglsol (f, O+(—1-1i)*R/2, R/2, A, r);
end

if (numel(A)—numel(AF))/2 < round(r)
A = Imglsol (f, O+(—1+1i)*R/2, R/2, A, r);
end

A.1.4 Kod for test av funktioner

Antalggr = 7000;
Beee = zeros(Antalggr, 2);
villkor = 1;

Tol = 1E-3;
faila = 0;
for z = 1:Antalggr

j = round(rand*30)+1; %+l sd att inte lika med noll
A = zeros(1, j);

for i = 1:j
A(i) = round (((rand*2 —1))x50)+1;
end
ii = 1;
pp = 2;
B = [];
T = 1;

while (ii <= j)

end
Er
ii
pp

v = 1;
while (pp <= j)
if isempty (find (T = pp))
it A(ii) = A(pp)

v = v+1;
T = [T pp];
end
end
pp = pp+1;
end
B = [B; A(ii) v];
ii = ii+1;
pp = ii+1;

= length(B(:, 1));
while ii <= Er

while pp <= Er
if B(ii, 1) = B(pp,1)
B(pp, :) = [I;
pp = ii;
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till
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104
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Er = Er—1;
end
pp = pp+1;
end
ii = ii+1;
pp = ii+1;
end

p5 = poly (A);
Root = []; tid = [];

length (A) %enkla nollstéallen

%se till att rotter

if length(B(1, :)
tic;
Root = PolyLos(p5);
tid = toc;
elseif numel(GCD(p5, polyder(p5))) > 1
tic;
Root = PolyLos(p5);
tid = toc;
elge
faila = faila + 1;
end
if Tisempty (Root)
Root = sortrows (Root);
B = sortrows (B);
if length(B(:, 1)) = length(Root(:, 1))
BLangd = length (B(:, 1));
Skillnaden = B(:, 1) — Root(:, 1);
for pii = 1:BLangd
test = norm(Skillnaden (pii));
if test > Tol
Villkor = 0;
end
end
else
villkor = 0;
end
if Tisempty (tid) && villkor
Beee(z, 1) = j;
Beee(z, 2) = tid;
end
end
if mod(z, 10) =— 0
disp (z)
end

clearvars —except Beee z Antalggr Tol villkor

villkor = 1;
end

[x, y] = find (Beee —
Beee(x, :) = [];

s %Woplotta upp métviarden

hold on
minsta = min(Beee(:, 1
storsta = max(Beee(:,

set (gca, ’'fontsize’, 1

p9 = polyfit(Beee(:, 1

0

DE

plotl = plot(Beee(:, 1), Beee(:, 2), ’'rx*’)
xlabel (’Gradtal fér Polynomet’,’fontsize’, 10)

ylabel (’Tid att Berdkna Nollstédllen

ar ratt

plot2 = fplot (poly2sym(p9), [minsta, storsta],
legend ( ’location’, ’Northwest’)

legend ( [plotl plot2],
num?2str (p9(2))))

’Berdknade tidpunkter
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)

)

faila

Beee(:, 2), 1); %linjdr anpassning

[s]’, fontsize’, 10)

7ba)

strcat ( num2str(p9(1)),

x4



