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Sammanfattning

Langdskidakning ar en stor sport dar det finns manga olika parametrar som avgor
hur vél en akare presterar. En sidan parameter ar friktionen mellan skidan och snon.
Akare har forsokt minska denna parameter s& linge sporten har existerat. Idag gors
det primart med olika metoder for ytpreparering infattande bade valla och struk-
tur. En utmaning ar att méta pa ett kvantitativt och vetenskapligt satt hur dessa
metoder star sig mot varandra.

Projektet har syftat till att hitta ett siatt att méta friktionskoefficienten vid langdskid-
akning sa vetenskapligt men dven anvandarvéinligt som mojligt. En rorelseekvation
togs fram for att beskriva sambandet for friktionskoefficienten vid langdskidakning.
Detta foljdes av en litteraturstudie kring tidigare losningar. Baserat pa litteratur-
studien genomfordes en utvecklingsprocess dar en métteknik utvecklades, samt test-
metoder for att kunna verifiera denna matteknik.

Projektet resulterade i en matteknik bestaende av en IMU, en mjukvara, samt mag-
neter eller fotoceller. Mattekniken testades genom glidtest pa plan mark inomhus i
skidanldggningen Skidome i Goteborg. Testerna hade en glidfas pa 15 meter och ge-
nomférdes i hastigheter upp till 6 m/s. Detta visade att méattekniken kan anvindas
for att méta skillnad i friktion med en precision béttre an 40, 005.

Slutsatsen av projektet ar att utrustningen som anvindes gav anvandbara resultat
som skulle kunna anvindas av motiondrer och vid trédning. En vidareutveckling av
programvaran och uppgradering av IMU skulle eventuellt kunna ge tillrackligt bra
precision for att jamfora olika typer av glidvalla pa elitniva.

Nyckelord: langdskidor, glidfriktion, parglidning, vintersport, IMU, friktionskoeffi-
cient, skid-sno-friktion, Skidome.
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Abstract

Cross-country skiing is a major sport where many different parameters influence an
athlete’s performance. One such parameter is the friction between the ski and the
snow. Skiers have been trying to reduce this friction ever since the sport began. To-
day, this is primarily achieved through various surface treatment methods, including
both waxing and base structuring. However, one ongoing challenge is to measure the
effectiveness of these methods in a quantitative and scientific manner.

The aim of this project was to develop a method for measuring the coefficient of
friction in cross-country skiing in a way that is both scientifical and user-friendly. A
motion equation was developed to describe the relationship governing the coefficient
of friction in skiing. This was followed by a literature review of existing solutions.
Based on the insights from this review, a development process was carried out to
create a measurement technique and corresponding test methods to validate it.

The project resulted in a measurement system consisting of an IMU, a custom soft-
ware solution, and either magnets or photocells. The method was tested through
glide tests indoor in the Skidome ski facility in Gothenburg. Each test involved a
15 meter long glide phase at speeds of up to 6 m/s. The results demonstrated that
the technique was capable of detecting differences in friction with a precision better
than +0.005.

The conclusion of the project is that the equipment provided useful data that could
be of value to recreational skiers and in training environments. Further development
of the software and an upgraded IMU could potentially provide sufficient precision
to compare different types of glide wax at an elite level.

Keywords: cross-country skiing, glide friction, parallel glide testing, winter sports,
IMU, coefficient of friction, ski-snow friction, Skidome.
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1

Inledning

Inom langdskidakning ar bra glid avgérande for att uppna hog fart och god pre-
station. Trots att det finns vetenskapliga metoder for att méta glidfriktion mellan
skida och sno6, saknas fortfarande praktiska och liattanvanda l6sningar som fungerar
tillforlitligt och dr anvindbara ute i falt. Avsaknad av en sadan metod gor det svart
att pa ett effektivt sitt utvardera och optimera utrustning som olika skidpar, struk-
turer eller valla, vilket ar sarskilt viktigt pa elitniva dar sma variationer i friktion
kan fi stor inverkan p& akares resultat. Aven bland motionérer finns ett potentiellt
intresse av att kunna maéata glidfriktion for att utvardera glidférmaga. Detta géller
bade aspekten att kunna optimera utrustningen utifran personliga malsattningar
men dven for att forbéattra upplevelsen av skidakningen som helhet.

I dagsléaget anvands framst relativa och ofta subjektiva testmetoder som parglidning,
dar tva akare aker bredvid varandra utfor en backe utan aktiv paverkan och jamfor
glidet pa deras respektive skidor. Parglidningsmetoden har dock betydande begrans-
ningar. Individuella skillnader som akarnas tyngd och position, samt yttre faktorer
som att exempelvis de olika sparen kan variera i kvalité. Aven olika ingdngsvirden
som hastighet och startposition paverkar skidans glid. Detta gor det svart att dra
sdkra slutsatser om hur olika material och vallor paverkar glidet pa skidorna. For att
forbattra forstaelsen och optimera utrustningen kravs en mer noggrann och objektiv
métmetod.

Forskning kring méatning av skid-sno-friktion har under senare ar fokuserat pa att
utveckla system som kan ge hog precision under realistiska forhallanden. Olika stu-
dier har bidragit till utvecklingen av metoder fér objektiv méatning av friktion. En
friglidande tribometer har utvecklats for att mojliggéra métning av glidfriktion for
fullstora skidor under realistiska hastigheter [1]. Testerna har gjorts i en kontrollerad
inomhusmiljé och for att uppna hog noggrannhet anvindes optiska hastighetssenso-
rer. Resultaten visade en relativ standardavvikelse pa cirka 0,5 %, vilket indikerar
en mycket god repeterbarhet. Studien lyfte dock dven att denna precision kravde
omfattande signalfiltrering pa grund av vibrationsrelaterat brus i hastighetsmét-
ningen. Detta visar att &ven om metoden ger tillforlitliga resultat, dr den kanslig for
storningar som kréaver noggrann efterbehandlning av data.

En ytterligare studie lyfte aven den att det gjorts flera forskningsférsok att kvan-
tifiera friktion mellan skidor och sné [2], men poédngterar samtidigt att det bara
finns ett fatal metoder som beaktar glidet hos skidor i verklig storlek under na-
turliga forhallanden. For att ta steg i riktningen mot métningar i mer naturliga
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miljoer utvecklades ett system dér ett "Real-Time Kinetic Global Navigation Satel-
lite System'(RTK GNSS) monterades pa en glidande sldde. Genom att méata exakt
position och hastighet i realtid kunde friktionskoefficienten berédknas under bade ac-
celeration och retardation. Studien visade bland annat att friktionskoefficienten var
mer an 20% hogre under acceleration. Daremot noterades vissa utmaningar kopp-
lade till métosdakerhet, sarskilt under faser dar accelerationen fordndrades kraftigt.
Aven i den hér studien papekas utmaningar kopplade till brus som minskar mét-
noggrannhet vid accelerationsfasen.

Bristen pa en tillforlitlig méatmetod av glidfriktion gor det svart for bade elit- och
breddakare att objektivt utvardera hur olika vallor och strukturer paverkar skidans
glid. Detta skapar en ojamn balans mellan resurssvaga och resursstarka team i tav-
lingssammanhang. Utvecklingen av en testmetod har dessutom blivit mer relevant
sedan fluorvallor férbjudits pa grund av dess negativa miljopaverkan [3]. Fluoret
i vallan var tidigare en stor faktor till minskade skillnader av olika skidors glid
péa grund av dess slittalighet over tid [4]. Eftersom dagens tillaitna produkter med-
for storre skillnader blir en storre testorganisation viktigare. For att uppratthalla
riattvisan inom sporten, skulle detta kunna leda till en 6ppning pa marknaden for
att kunna jamfora och optimera alternativa material och produkter. Med forand-
rat regelverk och materialférutséattningar sker en brytpunkt som paverkar teknik-
utvecklingen. Fluorférbudet skulle kunna bidra till 6kat fokus pa utveckling av nya
innovativa produkter [5], dir en systematisk metod for att kvantifiera glidfriktion
kan komma att bli ett viktigt verktyg for framtida utveckling inom sporten.

1.1 Syfte

Projektet syftade till att utveckla en objektiv och praktiskt anvindbar matmetod for
att kvantifiera glidfriktionen mellan skida och sn6 inom léngdskidsporten. Genom
att bestdmma friktionskoefficienten for en given kombination av ytstruktur och valla
kan sékrare resultat erhéllas i jamforelse med dagens parglidningsmetod. Genom att
bestamma friktionskoefficienten, dels som en funktion av hastigheten och dels som
ett medelvirde per test, syftade projektet till att ge en mer detaljerad och noggrann
analys av glidfriktionen, samt eliminera subjektiva bedéomningar.

Det huvudsakliga malet for projektet var att konstruera en fungerande prototyp
som mojliggdr métning av friktionskoefficienten under kontrollerade férhallanden.
Systemet skulle dven kunna samla in data for att mojliggéra analys av friktionen
som funktion av hastigheten, samt att kunna urskilja skillnader i glidfriktion mellan
olika vallor och skidor. Ett av delmélen under projektets gang har varit att utveckla
en fungerande prototyp som kan samla in data. Darefter har ytterligare mal varit att
genomfora tester pa skidor med prototypen dar dven insamling av data genomforts.
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1.2 Avgransningar

Projektet genomfordes inom ramarna for ett kandidatarbete, vilket innebar vissa av-
gransningar. Samtliga tester genomfordes i en kontrollerad miljo i Skidome, vilket &r
en inomhusanldggning med skidspar pa konstsné i Goteborg. Avgrédnsningen med att
enbart gora tester inomhus innebar att projektet inte tog hansyn till den variation
som kan uppsta vid utomhustester pa natursno. Dessa variationer kan exempelvis
vara temperatur, relativ luftfuktighet, vind och snotyp. Testerna inomhus i Skidome
dgde rum under kontrollerade férhallanden med relativt lika snostruktur vid varje
testtillfille eftersom temperatur och luftfuktighet inte varierade. Detta inkluderade
att mattekniken enbart sdkerstélldes fungera i miljoer dar dessa parametrar inte
varierade. Vind ansags dven vara helt avsaknad, vilket aven detta innebar att mat-
tekniken enbart sakerstélldes fungera i vindstilla miljoer. Orsaken till avgransningen
var att kandidatarbetets bas var i Goteborg och testerna framst genomférdes i april
da sn6 normalt inte forekommer dar.

Aven om skidornas vibrationer potentiellt kan paverka matvirdena, valdes dessa bort
fran analysen i detta projekt, da testerna utfordes i relativt laga hastigheter upp till
6,5 m/s vilket motsvarar ungefar 20 km/h. Vid hogre hastigheter har vibrationer
visat sig kunna paverka bade méatnoggrannhet och friktionsbeteende, exempelvis ge-
nom uppvarmning av belaget till foljd av friktionen [2]. Detta skulle kunna ge utslag
aven vid lagre hastigheter, som konsekvens av olika hog starthastighet. Analys av
sadana effekter ansags bli avancerad och omfattande da det &r manga samverkande
parametrar. Aspekten ansags falla utanfor fokusomradet for detta projektet vilket
innebar att eventuella vibrationsstorningar hanterades med brusfiltrering, utan att
studeras djupare.
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Teori

I detta kapitel forklaras de grundldggande principerna kring friktion mellan skida och
sno, tekniska losningar som relaterar till matning av glidfriktion samt utmaningar
och mojligheter med detta.

2.1 Friktion

Friktion &r den kraft som motverkar rérelsen mellan tva ytor i kontakt med varandra.
Inom langdskidakning &r friktionen mellan skida och sn6 en avgérande faktor. Under
glidfasen efterstravas att minimera friktionen for att fa en sa optimal skida som
mojligt. Friktionskraften (Fy) ér direkt proportionell mot normalkraften (N) och
proportionalitetskonstanten (x) och kan uttryckas enligt sambandet,

Ff:/LN

Proportionalitetskonstanten ar i detta fall friktionskoefficienten. For att fa ut en
friktionskoefficient for en langdskidakare gar det att stilla upp en jamviktsekvation
for ett scenario dér en akare aker utan att ta fart pa ett underlag som inte ar helt
plant. Utgangspunkt ar enligt figur 2.1, dar en skidakare glider utan att ta fart.
Vinkeln 6 representerar lutningen pa underlaget i forhallande till horisontalplanet.
Genom att friligga skidakaren enligt figur 2.1, gar det att stélla upp Newtons andra
lag:

S F =ma. (2.1)

Nu+Fp mgsin @

mg cos 6

Figur 2.1: Frilagd skidédkare pa underlag med lutning 6 i
forhallande till horisontalplanet, med massa m samt luft-
motstand Fp.



2. Teori

Rorelseekvationen i dkriktningen blir da féljande:
mgsinf — mgucost — Fp = ma, (2.2)

dar m ar akarens massa, 0 ar vinkeln pa underlaget i forhallande till horisontalplanet,
w ar friktionskoefficienten och Fp éar luftmotstandet. Genom f6ljande utveckling gar
det att losa ut friktionskoefficienten p ur ekvationen,

mgsinf —mgucosf — Fp = ma
Fp a (2.3)
mgcosf  gcosf

& p o= tanf —

Som tidigare namnt representerar Fp luftmotstandet, vilket kan beskrivas med ut-
trycket

caApv®

5
dar p ar luftens densitet, c¢; &r motstandskoefficienten som ar beroende av bland
annat formen pa objektet som ror sig, A, ar projektionsarean pa objektet som ror
sig och v ar hastigheten. Om Fp sétts in i ekvation (2.3) fas ett slutgiltigt uttryck
for friktionskoefficienten p,

Fp=p (2.4)

2
pcaApv a

pu=tanf — (2.5)

2mgcos  gcosf

Mittentermen i uttrycket ar den del som representerar luftmotstandet. Om en ékare
skulle antas aka i exakt samma position, skulle variablerna cq och A, vara konstanta.
Med éven p och m konstanta ar det alltsa enbart 6,v och a som varierar om ex-
empelvis ett traditionellt glidtest skulle genomforas. Tidigare studier har visat att
caA, vid fartstéllning kan vara sa liten som 0, 18m? [6]. Detta bidrar till att mitten-
termen i uttrycket blir liten och att luftmotstandets paverkan inte har betydande
effekt pa friktionskoefficienten. Hastighetens inverkan ar a andra sidan kvadratisk,
vilket skulle kunna gora att luftmotstandet far en mer betydande inverkan vid hoga
hastigheter. Detta ar dock inget som har testats i detta arbete.

2.2 Felanalys

For att oka forstaelsen for resultaten och dess precision ar det viktigt att gora en
felanalys. Detta for att avgéra om IMU ar en ldamplig sensor for att méata respektive
parameter.

Felanalysen baseras pa parameterarna acceleration, hastighet och vinkel (a, v, )
fran rorelseekvation (2.5) . I denna berdknas hur mycket parametrarna har varierat
under forsoken som ska replikera varandra och darefter berdknas hur mycket re-
spektive parameter paverkar den slutgiltiga friktionskoefficienten. Adderas dessa fas
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den totala felmarginalen for respektive forsok. For att ta fram den totala paverkan
anvands linjar felpropagering,

B 0,u 2 3,u 2 8,& 2

dar A6, Av och Aa representerar standardavvikelsen i respektive parameter och
g—g, g—ﬁ och g—g ar respektive variabels partiella derivata. Dessa berdknas utifran

rorelseekvation (2.5) till,

o ) pcqaAyv?sing  asind
—— =sec” 0 £ 2.7
a9~ ¢ * 2mg cos? 0 * gcos2f’ (27)
o pcqAyv
- _Patpr 2.
v mg cos 6 (28)
och P )
o
7 . 2.
da gcost (29)

2.3 IMU

Inertial Measurement Unit (IMU) &r en sensor som maéter flera olika parametrar. I
detta arbete anvands den for att méta acceleration, vinkelorientering och storlek pa
magnetfiltet. Accelerationen méts med en accelerometer, vinkelorienteringen méts
med ett gyroskop och magnetféiltet méts med en magnetometer [7]. Samtliga para-
metrar méater respektive virden i tre dimensioner (x, y och z). Dessa tre parametrar
anviander mikroelektromekaniska system (MEMS) tillsammans med kallmanfiltre-
ring for att fa fram resultaten [8]. IMU:n méter i epoch-tid som &r en universal tids-
enhet som representerar tidangivelser definierat fran ett specifikt datum [9] vilket
medfor enklare synkronisering mellan dess matparameterar och andra parametrar.
IMU:n é&r liten och smidig att hantera.

IMU:n fungerar bade inomhus och utomhus da den ar oberoende av GPS. Det gar
inte att direkt fa fram en hastighet med hjalp av en IMU utan den maste integreras
fram fran accelerationen, vilket &r sa kallad "dod rdkning”. Inom navigationsteori
innebar detta att man anviander information om var man tidigare har befunnit sig
for att berdkna nuvarande position [10]. En fordel dr att GPS eller annan exakt
positionsbestamning inte behover anvindas. En nackdel ér att sma fel i begynnel-
sevillkoret ger stora fel i berdknade positionen. I projektet anviandes denna metod
med en acceleration for att ta fram en hastighet. IMU:n &ar kénslig for brus men
har en hog samplingshastighet (1/ms) vilket medfér att brusreducering ar mojlig.
For att IMU:ns prestanda ska maximeras och for att sékerstdlla bra matresultat
behover den kalibreras innan anvindning da den vid forflyttningar samt 6ver tid
kan borja drifta. MbientLabs egna tillvigagangssitt [11] anvandes for att kalibrera
IMU:n infoér varje testtillfalle.
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IMU:er utvecklas konstant och &r ett attraktivt forskingsomrade d& de spelar en
avgorande roll i utvecklingen av bland annat sjalvgaende fordon och dronare [12]. T
samma studie undersoks om man kan ta fram exakt position med hjalp IMU:er for
navigering pa platser dar GPS-signaler ar svaga.

I detta projektet anvindes IMU:n, "MMS — MetaMotionS”, vilken innehaller Bosch
BMI270 som ér ett MEMS med sex axlar. Den har en prestanda pa vinkelmétning
pa + 0,5 °/s [13]. Det finns IMU:er pa marknaden som har hogre prestanda &n denna
men har da ocksa en storre kostnad. Exempel pa det ar ADIS16470 vilken har en
prestanda pa £+ 3,5 °/h for vinkelmétningen [13]. Den ger en mindre felmarginal
for tester kortare &n en minut men fortfarande inte obefintlig. Da gyroskop ar en
viktig del i att sjalvkorande fordon ska fungera och vara sikra ar detta ett omrade
som utvecklas i snabb takt och med stora ekonomiska resurser. Till exempel har Al
borjat integreras i IMU:er for att oka funktionaliteten [12].

2.4 Fotoceller

Fotoceller mater passage av objekt genom att en ljuskélla i sensorenheten sander ut
en ljusstrale mot en reflektor. Nar ett objekt passerar och bryter ljusstralen registre-
rar sensorn fordndringen, vilket anvinds for att bestdmma den exakta tidpunkten
for passagen. Tidpunkten sparas med en noggrannhet pa millisekunder. Genom att
placera ut flera fotoceller pa ett utmétt avstand mellan varandra kan en medelhas-
tighet tas fram mellan tva fotocellers positioner. Utifran detta kan en hastighetsgraf
tas ut och om tva fotoceller star tillrackligt ndra varandra resulterar det i en has-
tighet som kan anses momentan. Noggrannheten pa det viardet beror pa avstandet
mellan fotocellerna.
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Teknisk utveckling av
matutrustning

Inom produktutveckling ér en vésentlig del av processen att kunna jamfora, utvér-
dera och vidareutveckla olika typer av koncept. For att uppna detta tillampas en
rad olika metoder vilket medfér att en optimal produkt tas fram i enlighet med
projektets syfte.

3.1 Fordjupning kring friktionspaverkande vari-
abler

Projektets initiala fokus lag pa att fordjupa forstaelsen for friktionskoefficienten och
hur den kan kvantifieras i praktiken. Arbetet inleddes med en férdjupning i den
bakomliggande problemformuleringen, samt en undersokning av befintlig forskning
och fysikaliska modeller som anviands for att beskriva och méta friktion. En ge-
nomgang av vetenskapliga artiklar gav en helhetsbild av de faktorer som paverkar
friktionen mellan skida och sné.

Eftersom friktionskoefficienten kan variera avsevart med yttre faktorer som tem-
peratur, relativ luftfuktighet och underlag, ar det svart att fa jamforbara och re-
producerbara testférhallanden i falt da dessa snabbt kan fordndras [1], [14]. Detta
medfor utmaningar vid jamforelser mellan olika tester och forsvarar bade validering
av matutrustning och bedémning av resultatets tillforlitlighet. En positiv foljd av
att testerna genomfordes i en kontrollerad inomhusmiljo i Skidome var att paverkan
fran varierande yttre faktorer minimerades och déarmed okade mojligheten till jam-
forbara och reproducerbara testresultat.

Tidigare studier visade att matningar under retardation generellt uppvisar lagre
variation &n under acceleration [1]. Detta indikerar att retardationsfasen ger mer
stabila och tillforlitliga matvarden. Utifran detta valdes att fokusera pa matningar
under retardation pa plan mark.

Sammanfattningsvis identifierades flera viktiga faktorer som paverkar friktion, vilket
var avgorande for bade planering och utférande. For att tydliggora dessa faktorer
skapades ett fiskbensdiagram som visas i figur 3.1, dar friktionskoefficienten presen-
teras som huvudproblem med tre underliggande huvudkategorier. Under respektive
kategori tydliggors de bakomliggande orsakerna som ansags paverka friktionen. De



3. Teknisk utveckling av métutrustning

tidsberoende parametrarna sasom vinkel, hastighet, acceleration och luftmotstand
forandras under rorelse och behover darmed maétas eller berdaknas under testforlop-
pet. Miljo som relativ luftfuktighet, temperatur och underlag ar yttre paverkande
faktorer som bor dokumenteras eller hallas konstanta mellan testtillfallena. Materi-
alaspekter som valla, struktur, skida och akarens egenskaper éar saker som behover
specificeras.

[ Tidsberoende parametrar ]

Vinkel pa underlag

Hastighet

Acceleration
Luftmotstand

H

Friktionskoeficient

Akare (massa, cq,4,)
Valla Relativ luftfuktighet

Struktur (rill, mm.) Temperatur

Skida (spann, mm.) Underlag (snd, spar, mm.)

Material

Figur 3.1: Fiskbensdiagram over friktionspaverkande faktorer.

Fiskbensdiagrammet fungerade som ett stod for den efterféljande idégenereringen,
da de parametrar som behdvde métas, berdknas eller kontrolleras visualiserades pa
ett tydligt sitt.

3.2 Idégenerering for friktionsmatning

Idégenereringen i projektet utgick fran behov och forutsdttningar som identifierats
tidigare under projektet med fokus pa att utveckla en mjukvara som kan berdkna en
friktionskoefficient. Mjukvaran bygger pa rorelseekvationen (2.5) dar parametrarna
acceleration, hastighet och vinkel ingar. Fokus vid idégenerering lag darfor pa hur
dessa parametrar kan métas pa ett tillforlitligt satt under olika friktionsférhallanden
och varierande miljo.

Idégenereringen genomfordes i form av brainstorming dar olika tekniska losningar
diskuterades. Bland annat togs idéer fram kring anvdndningen av sensorer sasom
accelerometrar, inclinometrar och hastighetssensorer. Utover sjalva métningen be-
hévdes ett system for att samla in och bearbeta data. Hér diskuterades mojligheterna
att anvanda en Raspberry Pi som datainsamlingsenhet.

For att mata rorelsevariablerna foreslogs anvandningen av en IMU, vilken var lamp-
lig att montera direkt pa skidan. Utover sjalva hardvaran medfoljde dven en till-
hoérande applikation for datainsamling, vilken underldttade for bade konfigurering
sasom samplingsfrekvens och export av matdata. Detta innebar att en separat da-
taenhet, sasom en Raspberry Pi valdes bort.



3. Teknisk utveckling av métutrustning

3.3 Berakning av hastighet

For att integrera hastigheten utifran IMU:ns accelerationsdata kravs en starthastig-
het. Under projektet anvandes initialt fotoceller for att senare erséittas av magneter.
Syftet var att hitta en tillforlitlig metod for att fa fram starthastighet, samt att med
fotoceller validera resultatet mot referensdata.

3.3.1 Integration av acceleration

Tidigare projekt har visat att IMU:er ofta ar otillrdckliga for att ge tillforlitlig has-
tighetsdata, sirskilt nir hog precision ar avgorande [14]. Darav blev en del av metod-
utvecklingen att verifiera hur val den integrerade hastighetsprofilen stammer 6verens
med tillforlitlig data fran fotoceller. Detta gjordes genom métningar pa rullskidor i
ett testforfarande som utformats for att replikera ett glidtest pa plan mark. Test-
forfarandet innebar att fem stycken fotoceller var utplacerade med respektive fem
meters mellanrum i en idrottshall, se figur 3.2. Testpersonen tog fart genom ben-
sparkar for att sedan glida i fartstéallning hela vagen.

T -Fotocell

- MU

4 tmt ot

y A Y
Akare tar fart 20m
(glidzon)

Figur 3.2: Testforfarande i idrottshall for jamfo-
relse av hastighet fran fotoceller och IMU.

Fotoceller anvandes for att samla in referensdata som sedan jamférdes mot den in-
tegrerade hastighetsprofilen. I figur 3.3 illustreras jamforelsen mellan hastigheterna
over tid fran de tva olika datakéllorna, IMU:n med réd kurva och fotoceller med bla
kurva.

Resultatet visar att den integrerade hastigheten foljer referenshastigheten. Detta
tyder pa att accelerationsmétning i kombination med en kénd starthastighet ar
en mojlig metod for hastighetsberdkning. De sma avvikelserna mellan profilerna
kan troligen forklaras av brus. Trots detta indikerar resultatet att IMU:er kan vara
tillrackligt noggranna for friktionsberdkningar vid liknande utféranden.
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3. Teknisk utveckling av métutrustning

Hastighet som funktion av tid fran IMU och fotoceller

—— Hastighet (m/s)
—— Hastighet fotoceller (m/s)

N

-...|

w
A

Hastighet (m/s)
N
3

1,75+

13 14 15 16 17 18 19 20 21
Tid (s)

Figur 3.3: Hastighet som funktion av tid, ddr den roda linjen

ar framtagen genom att integrera data fran en accelerometer och

anvanda initialhastigheten fran fotocellsdatan. Den blaa linjen visar
hastigheten framtagen av fotoceller.

3.3.2 Alternativ metod for att bestidmma starthastighet

Som ett alternativ till fotoceller undersoktes magneter for att ta fram en start-
hastighet. Denna metod innebar att magneter placerade ut i skidsparet pa samma
positioner som fotocellerna tidigare varit placerade. Dessa kunde da ge toppar i
IMU:ns magnetometer som kunde anvandas for att ta ut tidpunkter i datan. Med
hjalp av dessa tidpunkter kunde sedan en starthastighet beraknas. Resultaten av
denna metod var likviardiga med resultaten fran métningarna med fotoceller. Base-
rat pa detta beslutades det att ga vidare med magneter istéillet for fotoceller med
motiveringen att det medforde lagre kostnad och béattre mobilitet for en slutprodukt.

Utslagsmatning av magnetfaltet under testforfarande

0,0010 —— X-axeln
— Y-axeln
0,0005 —— Z-axeln
£ o0,0000 ——
=
Hl
=
% —0,0005
c
o
]
= -0,0010
—0,0015
-0,0020 1
30 32 34 36 38 40
Tid (s)

Figur 3.4: Utslagen hos IMU:ns magnetfiltsmétning under ett
av testforfarandena.
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3. Teknisk utveckling av métutrustning

3.4 Vinkelmatning

For att undersoka om IMU:er var en ldmplig metod for vinkelmétning genomfoérdes
tester pa ett lutningsbart rullband. Testet innebar att IMU:n lag still pa rullbandet
som vinklades en grad var tionde sekund. Utifran detta kunde datan for vinkeln hos
IMU:n utvéarderas, se figur 3.5.

Vinkel uppmétt med IMU pa rullband

30

—— Vinkel stegvis runt y-axeln
Utraknad drift
20 17 —— Vinkel stegvis runt y-axeln driftkompenserad

104

Vinkel (grader)
o

_10 4
—204
—-30 +— ! . ' . : . .
0 25 50 75 100 125 150 175
Tid (s)

Figur 3.5: Resultat fran vinkelmétning pa ett rullband samt
driftkompensation. Den blaa linjen visar ett test dar vinkeln
okades stegvis med en grad per steg. Darefter har driften kom-
penserats med ett forsta gradens polynom, se orange linje. Det-
ta medforde resultat i form av den grona linjen.

Under testerna observerades att datan for vinkeln fran IMU:n tenderade att drifta.
Detta ledde till behovet av ytterligare tester for hur olika rorelsemonster paverkar
driften och huruvida de kan kompenseras.

Tva tester utfordes dar IMU:n roterades. Ett langsamt test med kontrollerad rorelse,
samt ett test med en hastig och abrupt rorelse. I det forsta fallet uppvisade IMU:n en
linjar drift, se (a) i figur 3.6, vilket tyder pa att en linjar driftkompensation skulle
kunna vara tillracklig under lugna rorelser. I andra fallet med en kraftfull rorelse
uppvisade vinkeldatan ett kaotiskt monster vilket kan ses i (b) i figur 3.6. I samband
med dessa snabba rorelser kunde ett fenomen som kallas bottning observeras, dér
IMU:n forlorar sin referenspunkt vid vinkelmatning. Detta leder till att sensorn inte
langre kan registrera korrekt vinkeldata vilket orsakar stora matfel eller tar hdnsyn
till en ny felaktig vinkel. Ddrmed konstaterades att vinkelmétning med IMU:n inte
ar tillforlitlig vid kraftiga rorelser, eftersom bade drift och bottning skapar métfel
som blir svara att kompensera for.

12



3. Teknisk utveckling av métutrustning

Vinkel (grader)

Drifttest lugn rorelse Drifttest haftig rorelse

301 100 |
20 50
10 T
hel
0 &
o 40
-10 T 4
£
—20 > g
0 4
_30 4
-20
—a0{ _ . ‘ , , ‘ . ‘ ,
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 50
Tid (s) Tid (s)
(a) En IMU:s drift vid en lugn roérelse. (b) En IMU:s drift vid en héftig rorelse.

Figur 3.6: Resultaten fran drifttesterna som genomfordes for att under-
soka potentialen i att anvinda IMU:er dven for att berdkna vinkeln under

testforfarandet.
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4

Testupplagg och genomforande

For att validera méattekniken och métutrustningen genomfordes olika tester inne i
Skidome. Testerna gjordes vid tva tillfallen. Det forsta tillfallet syftade till att se
om metoden fungerade och det andra testtillfallet syftade till att utvardera hur val
den fungerade.

4.1 Forsta testtillfallet i Skidome

For att utvardera systemets funktionalitet genomfordes ett forsta testtillfille i Skido-
me under konstanta forhallanden. Syftet med testerna var att underséka hur val den
framtagna mjukvaran tillhorande sensortekniken kunde berdkna en friktionskoeffici-
ent. Fotoceller anvindes for att méta hastighet, dels for att fa ut en starthastighet,
men dven for att validera hastighetsméatningen fran IMU:n.

Eftersom detta var ett funktionstest valdes tva par skidor med tydligt skilda frik-
tionsegenskaper som testobjekt. Ett par skejtskidor som baserat pa erfarenhet for-
vantades ha lag friktion och ett par skinsskidor som baserat pa erfarenhet forvantades
ha signifikant hogre friktion. Denna kontrast férenklade bedémning av rimligheten
i mjukvarans berdkning av friktionskoefficienten, da det fanns en tydlig skillnad i
friktion.

Testuppstéallningen som syns i figurerna 4.1, 4.2 och 4.3 inkluderade tre fotoceller.
Tva av dessa placerades i borjan av teststrackan med ett avstand pa en meter mel-
lan sig vilket mojliggjorde en berdkning av starthastigheten. Den tredje fotocellen
placerades i slutet av strackan, pa ett avstand av 15 meter fran den andra fotocel-
len. Vid denna fotocell byggdes dven ett gupp av sno i sparet for att ge en topp
i vinkelmétningen pa IMU:n och sdledes kunna tidssynka IMU:n och fotocellerna.
Behovet av denna atgérd fanns pa grund av att fotocellerna inte registrerar absolut
tid utan endast relativa tidsstamplar fran teststart. Genom att identifiera guppets
topp i IMU:ns accelerationdata kunde det tolkas som en referenspunkt. Darefter
riknades tiden bakat utifran fotocellernas tidpunkter, vilket kunde synkroniseras i
relation till IMU:ns tidslinje.

14
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T -Fotocell

A\ -Gupp
- MU
o
41 IR
Cam.
| . ) /
Y T |
m 15m
Akare tar fart (starthastighet) (glidzon)

Figur 4.1: Testforfarande i Skidome med fotoceller, IMU
samt gupp.

Figur 4.2: Fotoceller upp- Figur 4.3: En IMU fastsatt
stallda i Skidome med 1 re- med silvertejp pa framre de-
spektive 15 meter mellanrum. len av skidan.

Tre test genomfordes pa varje skidpar. Infor varje test placerades testpersonen pa
ett forutbestdmt avstand ifran den forsta fotocellen. IMU:n startades 20 sekunder
innan akaren tog fart i syfte att samla in data och mojliggéra kompensering for drift
i vinkelmétningen hos IMU:n. Vid varje forsok tog testpersonen fart fram till den
forsta fotocellen for att sedan glida resten av teststrickan.

4.2 Andra testtillfallet i Skidome

Infor det andra testtillfallet var malet att testa om métutrustningen kunde kanna
skillnad pa ett skidpar som var ovallade respektive vallade med glidvalla. Testet syf-
tade dven till att testa om magneter kunde anvindas for att berdkna starthastighet
istallet for fotoceller.

15



4. Testupplagg och genomforande

Testforfarandet var i 6vrigt likt det vid de forsta testerna, se figur 4.4. Istéllet for
fotocellerna placerades magneter i snén. For att fa sa bra utslag i magnetometern
i IMU:n som mojligt placerades magneterna i sparet sa nédra ytan som mojligt, se
figur 4.5. Koner stéalldes ut vid magneterna, for att tydliggéra magneternas position,
se figur 4.6.

@ -Magnet

- MU

(o)
O
It A
¥ e ¥

im . 15m
(starthastighet) (glidzon)

L

Akare tar fart

Figur 4.4: Testforfarande i Skidome med magneter och
IMU.

Figur 4.5: Magnet placerad Figur 4.6: Kon utstalld for
i skidsparet. att visa magnetens placering.

Tva par skejtskidor testades med varsin akare. Det forsta paret var av modell Fischer
RCS Skate (bendmns som skejtskidor 1 och anvinds av testperson A) och det andra
paret var av modell Fischer CRS Skate (bendmns som skejtskidor 2 och anvénds av
testperson B). Vardera akare akte forst tre test pa ett par skidor. Darefter vallades
skidorna med glidvalla utvald efter Skidomes forutsattningar. Efter att vallan hade
preparerats pa skidorna genomforde samma akare tre nya test. Den andra akaren
gjorde exakt samma forfarande med det andra paret skidor.
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Resultat

I foljande avsnitt presenteras de resultat som har tagits fram. Bade resultat for
att undersoka friktionens variation mellan skejt- och skinsskidor och dven mellan
ovallade och glidvallade skejtskidor.

5.1 Skillnad i friktion mellan skejt- och skinsski-
dor

Resultaten fran de forsta tillfallet i Skidome som presenteras i avsnitt 4.1 visas upp
i figur 5.1. I grafen gar det att se variation i friktion mellan skejt- och skinsskidor.
Detta visar att metoden fungerar for att urskilja skidor med stor variation i frik-
tionskoefficient. Friktionen &r presenterad som en funktion av hastigheten, alla sex
tester pavisar att 6kad hastighet medfér minskad friktion.

For att fa upp fart infor testerna skejtade testpersonen vilket ledde till fel i matning-
en fran gyroskopet da skejtskédren blev for héaftiga for IMU:ns prestanda. Vinkeln &r
darfor satt till 0 i databehandlingen.

Resultatet ér brusreducerat genom att accelerationen ar approximerad till konstant
over tidsintervallet av testet. Hastigheten ar framtagen genom integration av accele-
rationen som da blir en rét linje med lutningen given av accelerationen och m-vérdet
givet av vad fotoceller berdknade starthastigheten till. Darefter ar friktionskoeffici-
enten berdknad for varje millisekund med rorelseekvation (2.5). Medelvirdet fran
bade testet pa skins- och skejtskidor finns presenterat i tabell 5.1.
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5. Resultat

Friktion 6ver hastighet fran IMU-data skejt- och skinsskidor
0,08 1 —

______'_________-
\

—— Forsok 1 skejtskidor
Forsok 2 skejtskidor
| = Forsok 3 skejtskidor

o o

=) =]

o N
\

Friktionskoefficient
5
w

0,04 ——
- Forsok 1 skinsskidor
. - . . __—-_-—-—_——_——‘———
0,031 Forsok 2 skinsskidor
—— Forsok 3 skinsskidor —
3 4 5 6

Hastighet (m/s)

Figur 5.1: Friktionen for skejtskidor respektive skinsskidor.

5.2 Skillnad i friktion mellan ovallade och glidval-
lade skejtskidor

Resultaten fran andra testtillfallet i Skidome som presenteras i avsnitt 4.2 visas upp i
figur 5.2 dér testperson A ses i figur (a) och testperson B i figur (b). Likt férsoken dér
skejt och skinsskidor jamfordes gar det dven hér att se att de ovallade skidorna har
hogre friktionskoefficient dn de vallade. Genomsnittsskillnaden &r 0,01 mellan fore
och efter vallning for bade testperson A och testperson B. Friktionen &r presenterad
som en funktion av hastigheten, alla fem tester pavisar att okad hastighet medfor
minskad friktion. For att ta fram resultatet har en liknande metod anvants som for
testerna i avsnitt 5.1. Enda skillnaden ar att starthastigheten bestamdes med hjalp
av magneter istallet for fotoceller. Idén om att stakning skulle leda till att IMU:ns
gyroskop inte skulle krascha under testforfarandet visade sig inte stamma. Déarfor
ar vinkeln satt till 0 &ven i denna dataanalys.
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5. Resultat

Friktion dver hastighet frén testperson A med och utan valla

0.0450 \\ —— Utan valla 1
! Utan valla 2
£ 0,0425 ~—— Utan valla 3
-8 0.0400 —— Med valla 1
s Med valla 2
£ 0,0375 1 — —— Med valla 3
c
£ 0,0350 ] \
~
Y 0,0325 1
0,0300 \
2,5 3,0 35 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0
Hastighet (m/s)
(a) Testperson A’s testresultat
Friktion 6éver hastighet frén testperson B med och utan valla
0,058
‘£ 0,056 |
(7]
‘G 0,054
% 0,052 1
9
il 0,050 1 —— Utan valla 1
O 0,048 Utan valla 2
X —— Med valla 1 \
= 0,046
- —— Med valla 2 T I
0.0441 Med valla 3 ‘

15 2,0 25 3,0 3.5 4.0
Hastighet (m/s)

(b) Testperson B’s testresultat

Figur 5.2: Friktion som funktion av hastighet dar vissa forsok ér pa glid-
vallade skidor och andra ovallade skidor.

5.3 Sammanstallning av resultat fran glidtester

Resultaten fran de olika glidtesterna som har genomforts under projektets gang
presenteras i tabell 5.1 och 5.2. T tabellerna innebar "medelvarde av glidfriktion”
ett medelvarde av de tva till tre tester som genomférdes med samma uppstéallning.
Det gar att se i figur 5.1 och 5.2 att friktionskoefficienten varierar med hastigheten.
Variationen ar liten och darav har den inte tagits i beaktning nér medelvardena ar
framtagna.

Tabell 5.1: Sammanstéllt resultat i form av medelviarden fran glidtest 1 nar skejt-
skidor jamfordes med skinsskidor.

Test | Testperson Skidor Medelvarde av glidfriktion
1 A Skejtskidor 0,029
2 A Skinsskidor 0,071
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5. Resultat

Tabell 5.2: Sammanstallt resultat i form av medelvarden fran glidtest 2 nar 2 olika
personer (A och B) ékte pa 2 olika skidpar (1 och 2).

Test | Testperson Skidor Medelvarde av glidfriktion
3 A Skejtskidor 1 ovallade 0,044
4 A Skejtskidor 1 glidvallade 0,034
5 B Skejtskidor 2 ovallade 0,055
6 B Skejtskidor 2 glidvallade 0,046

Ett resultat som framgar utifran tabell 5.1 och 5.2 ar skillnaden pa friktionskoef-
ficient pa testperson A’s skejtsskidor mellan de olika testtillfallena. I jamforelsen
mellan skejtskidor och skinskidor far de en friktionskoefficient 0,029 vilken vid and-
ra testtillfillet istéllet ligger pa cirka 0,044 respektive 0,034.

Detta kan forklaras utifran att skidorna som anvéants till testerna inte enbart &r
avsedda till tester utan aven anvints privat, vilket i detta fallet ocksa kan ha haft
en relativt stor paverkan. Innan det forsta testtillfallet var skidorna nyligen behand-
lade med bade stalsickel och rill. De hade dven preparerats med valla pa grund av
en resa till fjallen for varskidakning. Dessa forhallanden ansags vara relativt likvér-
diga forhallandena inomhus i Skidome, dér snén bedéms ha en struktur liknande
blotsno och stor kornstorlek pa snokristallerna. Infor det andra testtillfallet hade
skidorna istéllet akt mycket i blotsnd och smutsiga spar, nagot som troligen paver-
kat den tidigare prepareringen. Pa detta vis gar det att motivera trenden med hogre
friktionskoefficient vid det andra testtillféllet.
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Diskussion

I detta avsnitt diskuteras resultatets trovirdighet och testférfarandena. Utover detta
diskuteras den slutgiltiga matmetodens ingaende delar som IMU och magneter, samt
vilken matprecision som uppnaddes.

6.1 Resultatets trovardighet

Vid bada tillfillena néar glidtester har genomforts i Skidome har de skidor som for-
vantats ha hogst friktion ocksa haft det. Skillnaderna mellan alternativen var fort-
farande stora och darmed blir det svart att avgora om mindre skillnader skulle vara
mojliga att urskilja. Grafen i figur 5.2(a) visar att forsoken "Utan valla 2” och "Med
valla 2”7 har friktionskoefficienter nérmre varandra an vad tva forsok med samma
valla har. Detta tyder pa att sma skillnader ar svara att urskilja.

Alla férsok har sambandet att friktionen minskar med 6kad hastighet dven om va-
riationen over dessa hastigheter inte &r jattestor. En liknande trend har observerats
i tidigare studier [15], [16] som beskriver att friktion initialt minskar med 6kad has-
tighet pa grund av bildandet av en smoérjande vattenfilm, men sedan okar friktions-
koefficienten med dnnu hogre hastigheter. Aven en annan studie visar en liknande
trend med minskad friktion med 6kad hastighet [14]. Daremot visar ytterligare en
annan studie ett icke-linjart samband dar friktionen &r som lagst vid cirka 2 - 2.5
m/s och sedan okar vid bade hégre och lédgre hastigheter [1]. Med denna bakgrund
kan resultatet i detta projekt reflektera ett verkligt samband men det ar svart att
dra sdkra slutsatser eftersom tidigare studier inte ér entydiga i denna fraga.

En mojlig felkalla ar att analysen bygger pa en konstant acceleration och dérav po-
tentiellt missar information om att retardationen blir storre vid hogre hastigheter.
Det har dven undersokts om métdatan kunde anpassas till ett linjart samband mel-
lan acceleration och tid. Denna metod gav dock orimliga hastigheter och utveckling
av metoden forkastades.

Vid ndrmare studier av graferna gar det att se att de inte ar linjara. Detta innebér
att friktionen minskar olinjart med hastigheten. Eftersom hastighetstermen i ekva-
tion (2.5) &r den enda som ar kvadratisk ar det darfor denna som ger den olinjara
minskningen i den berdknade friktionskoefficienten med avseende pa hastigheten, se
figurerna 5.1 och 5.2. Den minskande trenden skulle alltsd kunna bero pa fel vid
ansattningen av nagon eller ndgra av termerna m, ¢; och A, som multipliceras med
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6. Diskussion

hastigheten i ekvation (2.5).

6.2 Matprecision

I resultatet som presenteras i detta projekt ar vinkeln # satt till 0 eftersom driftpro-
blem uppstod nér den togs i beaktning. Eftersom 6 ér en viktig parameter i ekvation
(2.5) kommer den inte uteslutas i felanalysen. Istallet kommer tva olika virden att
tas fram for Ap. Ett virde dar # hanteras som en konstant satt till 0 och ett vérde
dar 6 tas i beaktning utifran testdata.

Tabell 6.1: Standardavvikelser och partiella derivator for respektive parameter som
it beror av i de sex glidtesterna.

Test | A0 | Av | Aa %‘;(9, v, a) %’;(6, v) g—‘;(&)
1 0,30 | 0,42 | 0,064 0,99 -0,0020 | -0,10
0,21 | 0,29 | 0,037 0,99 -0,0024 | -0,10
0,30 | 0,78 | 0,022 0,99 -0,0020 | -0,10
0,29 | 0,60 | 0,019 099 | -0,0023 | -0,10
0,58 | 0,011 | 0,021 | 099 | -0,0013 | -0,10
0,032 | 0,059 | 0,013 0,99 -0,0014 | -0,10

S O W N

Tabell 6.2: Totala osdkerheter i p, dels med 6 = 0 och Af = 0 samt dels med 6
och A fran matningar med IMU:n for de sex olika glidtesterna.

Test | Ap(v,a, Av, Aa) | Ap(0,v,a, A0, Av, Aa)
1 4 0,0065 + 0,0084
2 + 0,0038 + 0,0052
3 + 0,0027 + 0,0059
4 + 0,0024 + 0,0056
5) 4+ 0,0021 + 0,0104
6 4 0,0013 4+ 0,0014

I tabell 6.2 ses att felmarginalen Ay konsekvent &r hogre nér vinkeln tas i beaktning
an nar vinkeln ar satt till 0, vilket kommer fran att en mer variabel dr inkluderad.
Matprecisionen nar endast hastighet och acceleration ar varierande ér genomsnitt-
ligen mindre an 4+ 0,005. Nar dven vinkeln varierar ar den genomsnittligen £ 0,007
dar test 5 och 6 utmarker sig som sérskilt hogt respektive sarskilt lagt. Da vin-
keln enbart beror pa skidsparet borde bade medelvardena och standardavvikelsen
for respektive test bli desamma. Utifran detta borde matprecisionen fordndras lika
mycket i alla test. Det gor den inte och darfér anses métningen vara férsumbar och
matprecisionen for testerna ar mindre an 4+ 0,005.

I tabell 6.1 gar det dock att se att g—’g ~ 1. Det innebér att felet i vinkelparametern

kommer vara identiskt med standardavvikelsen for vinkeln. Det optimala testforfa-
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randet innebér att standardavvikelsen dr 0 for vinkeln. For detta krévs véldigt bra
méatutrustning. Istallet blir slutsatsen for felanalysen att vinkelns paverkan till den
totala métprecisionen blir standardavvikelsen i vinkeln (A6 ).

Den manskliga faktorn under de olika testforfarandena kan vara bidragande till
vissa skillnader i hastighet och acceleration. Ingangshastigheten samt att sta och ha
tyngden pa precis samma position ar exempel pa faktorer som kan paverka dessa
skillnader. Givet det, viss begransande matprecision i matutrustningen och val av
analysmetod sa ar standardavvikelserna for Av och Aa sma. I tabell 6.1 ses att den
partiella derivatan med avseende pa hastigheten dr mindre én den med avseende
pa accelerationen, med en storre storleksskillnad édn standardavvikelserna. Déarfor
paverkar matprecisionen av hastigheten den totala métprecisionen minst.

6.3 Testforfarande

En potentiell osédkerhet i testforfarandena var att testerna genomfordes av tva olika
testpersoner. Det anvindes dven tva olika par skidor, med skillnader i bade modell
och grundpreparering, vilket kan ha paverkat resultatens jamforbarhet. De tva olika
testpersonerna hade olika mycket erfarenhet av langdskidakning, vilket kan ge vari-
ationer i akstil samt att det fanns en del osékerheter i att avgora exakt nar akaren
kom ner i fartstiallning. Eftersom skidsparet svingde precis innan glidstrickan var
det dven svart for testpersonerna att komma i réatt position vid ratt tillfalle och i
samma hastighet vid varje testtillfalle.

Vid det forsta testtillfallet byggdes dven ett gupp som testpersonen akte Gver for att
mojliggdra synkronisering mellan IMU och fotoceller. Det finns en osdkerhet kring
hur exakt denna synkronisering blev, eftersom sma variationer i akstil, position eller
kontakt med guppet kan ha paverkat utslagets tydlighet i sensordatan. Detta kan i
sin tur paverka precisionen i den tidsmassiga kopplingen mellan systemen.

Sparkvaliteten har ocksa varierat i Skidome mellan de olika testerna. Nér de forsta
testerna genomfordes var sparen mer uppakta da det gatt lingre tid sedan sparpre-
parering. De senare testerna genomfoérdes samma dag som sparpreparering, vilket
istallet medforde att sparen var i gott skick. Det ar dven svart att saga hur kornstor-
leken av snokristallerna dr i Skidome, déar snoén harstammar fran iskross. Ett an-
tagande ar att kornstorleken ar storre for iskrossen én for natursnd. Det dr dven
testpersonernas uppfattning att det gar trogare att aka i Skidome dn pa natursno.
Med detta sagt gar det inte med sdkerhet att sdga hur just Skidomes forhallanden
paverkar testresultaten. Daremot har samtliga forhallanden forutom sparkvaliteten
varit desamma vid alla test. Alltsa gar det inte att utesluta att forhallandena i
Skidome exempelvis skulle ge systematiskt hogre friktionskoefficienter &n vad som
skulle kunna uppmatas i natursné eller under andra férhallanden. Detta &r dock
inget problem om malet ar att kunna jamfora olika valla i samma forhallanden, sa
lange differenserna i friktionskoefficienterna ér konsekventa.
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6.4 Fotoceller och magneter

En eventuell brist vid matningarna med magnetfilt dr att magnetometern gav utfall
i vixlande riktningar som vid ett perfekt forfarande borde ha varit samma. Detta
kan bero pa att magneterna i de olika métpunkterna under testerna kan ha varit
vridna at olika hall, vilket i sa fall resulterar i motsatta hall pa magnetfilten. I figur
3.4 syns den forsta toppen som hogst i z-led, vilket ar sa det borde vara nar akaren
aker med skidan ovanfor magneten i sparet. Den andra toppen kommer déaremot i
x-led, vilket motsvarar akriktningen, medan den sista toppen som syns i y-led kan
tolkas som ett utslag i sidled. Detta kan vara en sidoeffekt av att magneterna inte
placerades helt vinkelrdtt ner i snén, mot horisontalplanet. Topparna var fortsatt
tydliga jamfort med magnetometerns 6vriga data under hela testforfarandet. Att det
inte alltid ges utslag i z-led kan innebédra en osidkerhet i noggrannheten nar toppen
kom. Ett exempel pa detta var nir toppen kom i negativt x-led, alltsa i den rikt-
ningen som akaren kom ifran, vilket kan innebéra att toppen var métt lite for tidigt.

Fotoceller kan dven de introducera osdkerheter i métresultaten beroende pa upp-
stallningen, eftersom bara sma variationer i vinkeln mot reflektorn kan paverka
registreringen. I detta projekt berdknades starthastigheten utifran medelvardet fran
de tva forsta fotocellerna. Om fotocellerna inte star pa exakt det avstandet som tas
in i berdkningarna skulle detta paverka den berdknade starthastigheten. Eftersom
fotocellerna var monterade pa stativ kan ojamnheter i snén ha gjort att fotocellerna
inte statt helt vinkelratt mot underlaget, vilket kan ha paverkat avstandet mellan
dem.

Synkroniseringen av data fran fotocellerna med IMU-méatningar blir en extra faktor
jamfort med magneter, som kan matas direkt fran IMU:n. Daremot har métningarna
med IMU:n och dess ingaende parametrar inte heller gett en helt perfekt synkro-
nisering av data. Trots att de tre olika matningarna av acceleration, vinkel och
magnetfilt startades samtidigt, kunde énda datan fran IMU:n visa att de inte hade
startat exakt samtidigt, matt i epoch-tid.

Kvaliteten pa testerna anses inte ha forandrats av att anvianda fotoceller respektive
magneter for att berakna starthastigheten och totaltiden pa testerna.

6.5 IMU och mjukvara

I den aktuella prototypen har det funnits en begrdnsad kontroll éver nidr IMU:n
startar och stoppar insamling av data, vilket har lett till ett omfattande manu-
ellt arbete med synkronisering och tolkning av datan. Trots detta anses IMU:n ha
gett anvindbar information som motiveras av métprecisionen i avsnitt 6.2. Detta
till skillnad fran liknande studier med IMU:er som helt avfardat IMU-l6sningar pa
grund av otillférlitliga méatvarden [17]. IMU:n som har anvénts i detta projektet &r
dock av enklare kvalité, vilket tyder pa att det med mer avancerade IMU:er gar att
uppna béttre resultat [17].

24



6. Diskussion

En mer precis och hogkvalitativ IMU skulle forhoppningsvis kunna minska bruset
redan vid maéttillfallet, vilket inte bara skulle minska behovet av efterbearbetning,
utan ocksa oka tillforlitligheten i de resultat som analyseras [18], [12]. Att anvinda
flera IMU:er som sitter bredvid varandra &r dven nagot som har visats ge battre
resultat 4n att endast ha en enskild IMU [18].

En ytterligare utmaning med den nuvarande IMU:n har varit den hoga nivan av
brus i den insamlade datan. Omfattande brusreducering har darfor varit nodvandigt
for att fa fram anvindbar data. Aven om dessa brusreduceringsfilter inte syftar till
att fordndra sjalva métvirdena, utan snarare jdmna ut datan sa finns alltid en risk
att viktiga detaljer i datan gar forlorade i processen.

6.6 Vinkelmitning

Vinkeln som skidan har i forhallande till vertikalplanet ar en viktig del i framta-
gandet av friktionskoefficienten vilket framgar i avsnitt 2.2. Sma fel i matningen av
vinkeln kan leda till betydande avvikelser i resultatet, vilket innebéar att hog preci-
sion kréavs for att minimera osakerheten i friktionsberdkningen.

I testforfarandet var tanken att anvianda IMU:ns gyroskop for att berdkna vinkeln
vilket &r en lattillgénglig och anvindarvinlig metod. Under testfasen uppticktes
dock att gyroskopet uppvisar drift 6ver tid. Genom att genomfora drifttester kunde
driften bestamas till linjar vilket redovisas i avsnitt 3.4. Det observerades samtidigt
att dven om driften alltid var linjar sa visade test som utfordes vid olika tidpunkter,
platser och olika lang tid efter kalibrering fa olika mycket drift. Fér att hantera detta
planerades att efter varje enskilt test rakna ut driften och kompensera bort den fran
datan. Problemet med att driften fordndras aven med tid och darigenom eventuellt
inte dr linjar under langre testforfaranden tas inte hansyn till i denna metod. I de
drifttester som har genomforts pa upp till en minut har lineariteten bestatt men
detta kan vara bra att ta med framat om intresse for langre testforfaranden finns.

Vid hastiga rorelser har vinkelmatningen i IMU:n visat ett ytterligare problem. Gy-
roskopets sensorer i IMU:n bottnar, vilket innebar att den overskrider de interna
gransvardena och slutar méta den faktiska vinkeln. Detta leder till att en felaktig
referensvinkel antas vilket paverkar hela méatningen. Problemet &r svart att syste-
matiskt kompensera for i efterhand genom dataanalys da bade tidpunkt och storlek
pa avvikelserna édr svara att identifiera i datan.

For att komma undan problemet med att IMU:n bottnar vid hastiga rorelser an-
passades metoden infor testforfarandet genom att begrinsa rorelsen infor glidfasen
till enbart stakning istéllet for skejtning. Detta syftade till att minimera plétsliga
rorelser och stabilisera vinkelméatningen da skidan anses vara mer still av att farten i
storsta man tas med 6verkroppen vid stakning. Trots detta kvarstod problemet vil-
ket potentiellt kan forklaras av att farten delvis behdvde tas i en kurva pa grund av
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platsbrist vid testuppstéallningen. Detta ledde till att det trots allt innebar en hastig
forflyttning av skidan dven om det inte var via rena skejtskér. Optimalt skulle fart
ha behovt tas pa en helt rak stracka genom stakning for att se om det var en mojlig
16sning pa problemet med kollaps av IMU:n.

Som f6ljd av dessa problem behévde vinkeln anséttas till O vid analysen, vilket inte
ar helt optimalt da det ar den parametern som paverkar mest vid sma skillnader,
se avsnitt 6.2. Eftersom testerna daremot gjordes i platta spar sa bedéms paverkan
av felen som begransad.

Det ar mojligt att en IMU med hogre prestanda skulle kunna ge mer tillforlitlig
vinkeldata med mindre driftstorningar, men det ar inte nagot som undersokts vida-
re i detta projekt. Som diskuteras i avsnitt 6.5 finns det IMU:er med hogre prestanda
an den som anvéants och utvecklingen av IMU:er gar snabbt. Ett rimligt antagande
utifran detta dr att mer avancerade sensorer skulle kunna ge battre resultat. En
fundering som kvarstar dr om det kan finnas béttre matverktyg pa marknaden for
att ta fram vinkeln under rorelse &n méatningar med IMU:n.

En motivering till att testerna fortfarande skulle kunna vara relevanta ér att vinkeln
paverkar pa samma sitt i varje test vilket gor att det inte skapar storre fel for ett
test én ett annat. Om malet ar att jamfora olika skidor och vallor pa samma plats,
exempelvis infor ett lopp sa hade alltsa detta felet inte bidragit pa ett felaktigt satt.
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Slutsatser

Detta projekt visar att det med hjalp av en IMU gar att mata friktionskoefficienten
pa ett par lingdskidor med en precision pa cirka 0,005 vid ett glidtest som genomfors
pa plan mark. Metoden fungerar bade med magneter och fotoceller och ar tillréackligt
kanslig for att identifiera skillnader mellan olika skidor samt olika belagsprepare-
ringar.

Resultat fran testtillfiallen visar pa skillnader i friktionskoefficient mellan olika skid-
typer och ytprepareringar. Detta bekraftar att metoden har potential att sarskilja
skidor med olika friktionsegenskaper vilket mojliggor objektiv jamforelse av glidfrik-
tion och eliminerar subjektiva bedomningar. Matprecisionen mellan testerna tyder
pa att metoden kan reproduceras.

For att na hogre precision kravs forbéattrad vinkelméatning samt fortsatt utveckling
av brusreducering for accelerationen. I detta projekt approximerats vinkeln till 0.
Antagandet gjordes pa grund av att testerna genomfordes i ett plant spar. Daremot
forekommer det anda sma variationer i sparets lutning vilket paverkar resultatet.

Sammanfattningsvis indikerar resultaten att en matuppstallning med IMU och mag-
neter eller fotoceller ar tillracklig for att kvantifiera friktionskoefficient for olika skid-
typer och ytprepareringar. Metoden bor dock vidareutvecklas for att uppna hogre
precision. Med fortsatt utveckling har denna metod potential att ersidtta dagens
subjektiva testmetoder.
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Rekommendationer for framtida
arbeten

8.1 Rekommendationer for glidtest

Det finns en relevans i att mangdtesta for att se tydligare trender i resultaten. Flera
olika parametrar skulle da kunna testas. Att genomfora manga exakt likadana tester
pa samma skidor skulle kunna ge en tydligare indikation pa precisionen hos méattek-
niken. Genom att méngdtesta skulle det aven ga att testa olika typer av glidvalla
och skidor som ar lika varandra. Skulle sadana test ge tydliga resultat skulle &ven
anvandbarheten av metoden 6ka. For att sédkerstélla antaganden kring dragkraften
behover tester genomforas med olika testpersoner med olika vikt pa samma skidor.
Det ér den hér typen av méngdtester som behover genomforas for att en métteknik
som denna skulle bli aktuell for anvandning inom elitskidakning.

Eftersom det har visat sig uppsta problem med vinkelméatningen dven vid stakning
skulle det finnas en poéng i att endast testa glid efter en backe, likt ett traditionellt
glidtest. Detta skulle kunna medfora att IMU:n utsétts for sa laga storningar som
mojligt eftersom rorelserna blir mindre hastiga. Detta skulle dven kunna bidra till
att testerna genomfors i hogre hastigheter. Att genomfora testerna i hogre hastig-
het skulle &ven kunna bidra till mer anvandbara resultat eftersom detta skulle vara
narmre relevanta hastigheter under tavlingssammanhang.

Da samtliga tester genomfordes inomhus i Skidome med férre varierande parametrar
an utomhus som tidigare diskuterats i 6.3, skulle det behéva goras fler tester utomhus
pa olika typer av sno for att vidare kunna dra slutsatser om metoden ger tillforlitliga
resultat.

8.2 Fotoceller och magneter

Som diskuterat i avsnitt 6.4 ger anvindning av fotoceller och magneter for has-
tighetsberakningar likvardiga resultat. Om endast magneter anvands kommer all
data fran IMU:n, vilket innebér att méttekniken blir mer portabel och lattanvénd.
Magneter ér dven avsevart billigare én fotoceller, vilket &ven det ar nagot som okar
tillgangligheten. Nagot som dock bor sdkerstéallas ar att IMU:s magnetometer endast
tar upp signaler i ett och samma led. Detta skulle kunna astadkommas genom att
fasta en magnet som har en tydlig dragningskraft i ett led pa ett plant objekt, som
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en tunn skiva. Denna skulle sedan kunna placeras under snon for att sikerstéilla att
magnetfiltet verkar vinkelratt mot IMU:n.

8.3 IMU och mjukvara

Som tidigare namnt i diskussionsavsnittet 6.5 gar manga av osékerheterna i det har
projektet att koppla till IMU:n som har anvants. En rekommendation for fortsatta
studier inom samma omrade ar darfor att anvinda en sa modern och hogpresterande
IMU som mojligt. En rekommendation for fortsatt arbete &r aven att jobba vidare
med utveckling av en mjukvara som kan lédsa av data fran IMU:n automatiskt. Att
anvinda andra former av brusreducering dn vad som ér gjort i detta projektet ar
aven nagot som skulle vara intressant att studera.
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Mjukvara

#Kod for brusredusering och framtagning av mu
#Importera data

import pandas as pd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import cumulative_trapezoid

#Indata

glid_acc_ral = pd.read_csv(’carro4valla_acc.csv’)
glid_gyro_radl = pd.read_csv(’carrod4valla_gyro.csv’)
glid_mag_ral = pd.read_csv(’carro4valla_mag.csv’)
glid_acc_ra2 = pd.read_csv(’carrobvalla_acc.csv’)
glid_gyro_rad2 = pd.read_csv(’carrobvalla_gyro.csv’)
glid_mag_r&d2 = pd.read_csv(’carrobvalla_mag.csv’)
glid_acc_ra3 = pd.read_csv(’carro6valla_acc.csv’)
glid_gyro_ra3 = pd.read_csv(’carro6valla_gyro.csv’)

glid_mag_ras3 pd.read_csv(’carro6valla_mag.csv’)

glid_mag_1 = glid_mag_ral
glid_mag_2 glid_mag_ra2
glid_mag_3 glid_mag_ra3

#Start, slut och starthastighet
index_peakl_testl = np.argmax(glid_mag_1["x-axis (T)"])

5 glid_mag_1_time = glid_mag_1["elapsed (s)"]

start_time_testl = glid_mag_1_time[index_peakl_testl]

index_peak2_testl = np.argmin(glid_mag_1["y-axis (T)"])
meterl_time_testl glid _mag_1_time[index_peak2_testl]

index_peak3_testl = np.argmin(glid_mag_1["x-axis (T)"])
meter16_time_testl = glid_mag_1_time[index_peak3_testl]
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5 start_velocityl = 1 / (meterl_time_testl - start_time_testl)

print (start_time_testl, meterl_time_testl, start_velocityl,
meter16_time_testl)

index_peakl_test2 = np.argmax(glid_mag_2["z-axis (T)"])
glid_mag_2_time = glid_mag_2["elapsed (s)"]
start_time_test2 = glid_mag_2_time[index_peakl_test2]

np.argmax (glid_mag_2["x-axis (T)"])
glid_mag_2_time[index_peak2_test2]

index_peak2_test2
meterl_time_test2

index_peak3_test2 = np.argmin(glid_mag_2["z-axis (T)"])
meter16_time_test2 = glid_mag_2_time[index_peak3_test2]

start_velocity2 = 1 / (meterl_time_test2 - start_time_test2)
print (start_time_test2, meterl_time_test2, start_velocity2,
meter16_time_test2)

index_peakl_test3 = np.argmax(glid_mag_3["y-axis (T)"])

; glid_mag_3_time = glid_mag_3["elapsed (s)"]

start_time_test3 = glid_mag_3_time[index_peakl_test3]

index_peak2_test3 = np.argmin(glid_mag_3["y-axis (T)"])

7 meterl_time_test3 = glid_mag_3_time[index_peak2_test3]

glid_mag_3_z = glid_mag_3["z-axis (T)"].iloc [900:]. copy ()
index_peak3_test3 = np.argmin(glid_mag_3_z)
meter16_time_test3 = glid_mag_3_time[index_peak3_test3 + 900]

start_velocity3 = 1 / (meterl_time_test3 - start_time_test3)
print (start_time_test3, meterl_time_test3, start_velocity3,
meter16_time_test3)

glid_acc_1 = glid_acc_ral.iloc[index_peak2_testl +20:
index_peak3_testl].copy ()

glid_gyro_1 = glid_gyro_r&l.iloc[index_peak2_testl + 20:
index_peak3_testl].copy ()

glid_acc_2 = glid_acc_ra2.iloc[index_peak2_test2 + 14:
index_peak3_test2 ].copy()

glid_gyro_2 = glid_gyro_ra2.iloc[index_peak2_test2 + 14:
index_peak3_test2 ].copy()

glid_acc_3 = glid_acc_réa3.iloc[index_peak2_test3 + 18:
index_peak3_test3 + 900].copy ()

glid_gyro_3 = glid_gyro_r&a3.iloc[index_peak2_test3 + 18:
index_peak3_test3 + 900].copy ()

#Hastighet

5 timel = glid_acc_1["elapsed (s)"].values
; accelerationl = glid_acc_1["x-axis (g)"].values

[x * 9.82 for x in accelerationi]
np.mean(accelerationl)
np.full(timel.shape, accelerationl)

accelerationl

accelerationl
accelerationl

velocityl = cumulative_trapezoid(accelerationl, timel, initial=0)
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92 velocityl += start_velocityl

94 time2 = glid_acc_2["elapsed (s)"].values

95 acceleration2 = glid_acc_2["x-axis (g)"].values

96 acceleration2 = [x * 9.82 for x in acceleration2]

97 acceleration?2 np.mean (acceleration?2)

98 acceleration?2 np.full(time2.shape, acceleration2)

990 velocity2 = cumulative_trapezoid(acceleration2, time2,

100 velocity2 += start_velocity2

102 time3 = glid_acc_3["elapsed (s)"].values

103 acceleration3 = glid_acc_3["x-axis (g)"].values

104 acceleration3 = [x * 9.82 for x in acceleration3]

105 acceleration3 = np.mean(acceleration3)

106 acceleration3 = np.full(time3.shape, acceleration3)

107 velocity3 = cumulative_trapezoid(acceleration3, time3,

108 velocity3 += start_velocity3

111 plt.figure(figsize=(10, 5))

112 plt.plot (timel, accelerationl, label = "Acceleration
113 plt.plot(time2, acceleration2, label = "Acceleration
114 plt.plot(time3, acceleration3, label = "Acceleration

115 plt.plot (timel, velocityl, label="Hastighet 1 (m/s)")
116 plt.plot(time2, velocity2, label="Hastighet 2 (m/s)")
117 plt.plot (time3, velocity3, label="Hastighet 3 (m/s)")

110 plt.xlabel ("Tid (s)")
120 plt.ylabel ("Hastighet (m/s) / Acceleration")

S

initial=0)

initial=0)

(m/s**x2)")
(m/s*x*2)")
(m/s**x2)")

121 plt.title("Hastighet/Acceleration 6ver tid fran IMU-data")

122 plt.legend ()
123 plt.grid ()
124 plt.show ()

127 #Berdkna friktionskoefficient
12s rho = 1.293
120 C_DA = 0.2

130 m = 60
131 g = 9.82
132 friction101 = - (rho * C_DA * velocitylx**2)/(2 * m * g

accelerationl / (g )

133 friction201 = - (rho * C_DA * velocity2#**2)/(2 * m * g

acceleration2 / (g )

13¢ friction301 = - (rho * C_DA * velocity3*%*2)/(2 * m * g

acceleration3d / (g )

136 #Plotta friktionskoefficienten O6ver hastigheten
137 plt.figure(figsize=(10, 5))

) -

) =

) -

138 plt.plot(velocityl, frictionl101l, label="Friktionskoefficienten 1

vinkel = 0", linewidth=2)

130 plt.plot(velocity2, friction201, label="Friktionskoefficienten 2

vinkel = 0", linewidth=2)

140 plt.plot(velocity3, friction301, label="Friktionskoefficienten 3

vinkel = 0", linewidth=2)
141 plt.xlabel ("Hastighet (m/s)")
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plt.ylabel ("Friktion")

plt.title("Friktion 6ver hastighet frédn IMU-data Carro med valla")
plt.legend ()

plt.grid )

plt.show ()

#Kod foér felanalysen

#Framtagning av medelvadrden och standardavvikelser

mean_al23 = ( accelerationi[0] + acceleration2[0] + acceleration3
(ol > / 3

standardavvikelse_al23 = np.sqrt(( ( accelerationl[0] - mean_al23 )
**%2 + ( acceleration2[0] - mean_al23 )**2 + ( acceleration3[0] -
mean_al23 )*%x2) / 3)

mean_v123 = ( np.mean(velocityl) + np.mean(velocity2) + np.mean(
velocity3) ) / 3

standardavvikelse_v123 = np.sqrt(( ( np.mean(velocityl) - mean_v123
)**2 + ( np.mean(velocity2) - mean_v123 )**2 + ( np.mean(
velocity3) - mean_v123 )*x*2) / 3)

7 print (mean_al23, mean_v123)

print (standardavvikelse_al23, standardavvikelse_v123 )
# Funktioner f0r att berdkna mu och Delta mu

k = rho * C.DA / (2 * m *x g)

def mu(theta, v, a):
theta = np.asarray(theta)
v = np.asarray (v)
a = np.asarray(a)
return np.tan(theta) - k * v**x2 / np.cos(theta) - a / (g * np.
cos (theta))

def mu_uncertainty(theta, v, a, dtheta, dv, da):
theta = np.asarray(theta)

v = np.asarray(v)

a = np.asarray(a)

dtheta = np.asarray(dtheta)
dv = np.asarray(dv)

da = np.asarray(da)

dmu_dtheta = (1 / np.cos(theta))**x2 \
+ k * v**x2 * np.sin(theta) / np.cos(theta)**2 \
+ a * np.sin(theta) / (g * np.cos(theta) **2)

dmu_dv
dmu_da

-2 * k * v / np.cos(theta)
-1 / (g * np.cos(theta))

delta_mu = np.sqrt(
(dmu_dtheta * dtheta) **2 +
(dmu_dv * dv) **x2 +
(dmu_da * da) **2
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return delta_mu, dmu_dtheta, dmu_dv, dmu_da

#Delta mu
# Vinkeln satt till O och &dven dess avvikelse

theta = np.radians(np.array([O0, O , 0, 0, 0, 01))

v = np.array ([4.4959528956281885, 5.42619419504588,
4.6125767380122795, 5.245025280741813, 2.8658064652753206 ,
3.202719521593718])

a = np.array([-0.7403013509286412, -0.3450129931425164,
-0.4633414488802337, -0.39485529019003596, -0.5625654035087719 ,

-0.47428332756132763 1)

dtheta = np.radians(np.array ([0, O, 0, O, 0, O 1))

s dv. = np.array ([0.42243231558059813, 0.2945304685618283,

0.7811879137484843, 0.6000090757586153

, 0.010924368240166071, 0.059397293242081525, 1)

da = np.array ([0.06377372187119057, 0.036536165645880976,
0.02169090192167647, 0.018888140355473582, 0.02074259649122806,
0.012792445885242552])

mu_values = mu(theta, v, a)

: mu_errors, dmu_theta, dmu_dv, dmu_da = mu_uncertainty(theta, v, a,

dtheta, dv, da)

for i in range(len(mu_values)):
print (£" I [{i}] = {mu_values([i]:.4f} A5 {mu_errors[i]:.4f}", f"
Vinkel derivata{dmu_theta[i]:.4f}", f"Hastighets derivata{dmu_dv
[i]:.4f}", f"Accelerations derivata{dmu_dal[i]:.4f}")

213 # Vinkeln inkluderad

219

)
N

&)
N

theta = np.radians(np.array([1.2924510382534826,
1.0726235362429601 , 1.0355204161010096, 0.6140055122186444,
0.34731402005014006, 1.0333278308386842]))

v = np.array ([4.4959528956281885, 5.42619419504588,
4.6125767380122795, 5.245025280741813, 2.8658064652753206,
3.202719521593718])

a = np.array([-0.7403013509286412, -0.3450129931425164,
-0.4633414488802337, -0.39485529019003596, -0.5625654035087719 ,

-0.47428332756132763 1)

dtheta = np.radians(np.array ([0.3006311141791708,
0.20618476175069514 , 0.301227228102583, 0.2920044991649912,
0.581193234335965, 0.03151975910988741 1))
dv = np.array([0.42243231558059813, 0.2945304685618283,
0.7811879137484843, 0.6000090757586153
0.010924368240166071, 0.059397293242081525 1)

5 da = np.array ([0.06377372187119057, 0.036536165645880976,

0.02169090192167647, 0.018888140355473582, 0.02074259649122806,
0.012792445885242552])
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r mu_valuesl = mu(theta, v, a)

mu_errorsl, dmu_thetal, dmu_dvl, dmu_dal = mu_uncertainty(theta, v,
a, dtheta, dv, da)

for i in range(len(mu_valuesl)):
print (£" I [{i}] = {mu_values1[i]:.4f} AS {mu_errorsi1[il:.4f}",
f"Vinkel derivata{dmu_thetal[i]:.4f}", f"Hastighets derivata{
dmu_dvi[i]:.4f}", f"Accelerations derivata{dmu_dal[i]:.4f}")
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