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Forord

Detta arbete studerar teorin fran differentialgeometri for att bland annat understka krokningar
av ytor samt forklara varfér en perfekt platt karta av jorden inte existerar, som en foljd av Gauss
remarkabla sats. Ddrmed forviantas ldsaren ha kunskaper inom linjér algebra och flervariabelanalys.

Under projektet har det forts en veckovis dagbok som hanterats rullande bland medlemmarna.
Aven en individuell tidslogg har dokumenterats i dagboken. Syftet med dagboken och tidsloggen
ar att logga gruppmoten samt medlemmarnas bidrag till arbetet, for att framfora arbetsprocessen.
Under arbetsprocessen har vi diskuterat innehallet i varje kapitel, dir varje gruppmedlem har fatt
féljande egna huvudansvar:

— Linh: delkapitel 1.1, kapitel 3, appendix A, forord.

— Ludvig: delkapitel 2.2, delkapitel 4.3, populédrvetenskaplig presentation.

— Eric: delkapitel 1.3, delkapitel 2.1, appendix B, Al-anvindande.

— Mandreja: delkapitel 1.2, delkapitel 4.1 och 4.2, kapitel 0, appendix C.

Utéver detta har sammanfattning, Abstract, kiillhantering och notationstabell i appendix [A.4] skri-
vits gemensamt. Figurerna, samt bilden pa framsidan, &r gjorda i programmen Clip Studio Paint,

Canva eller Samsung Notes om inget annat angetts. Slutligen vill vi tacka var handledare Genkai
Zhang for hans visdom och engagemang samt radgivning.



Popularvetenskaplig presentation

Manga av oss har nog hort att de kartor vi oftast anviander innehaller felaktigheter, exempelvis att
de visar Gronland som lika stort som Afrika trots att Afrika i verkligheten &r ungefar 14 ganger sa
stort [12]. Varfor gor vi inte kartor som &r battre dn sa? I detta arbete dr det fragan vi stéller oss.
Ett matematiskt resonemang férs som slutar i ett bevis for att vi inte kan skapa en karta som &ar
“perfekt”. Darefter diskuteras vilka egenskaper det &r mojligt for en konstruerad karta att ha.
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Figur 1: Afrika och Groénland som &r gronmarkerade ser ungeféir lika stora ut pa kartan men i
verkligheten ar Afrika betydligt storre &n Gronland.

Fran den forsta gangen en primitiv manniska beskrivit en stig i skogen genom att dra linjer med
en pinne i jord, till kartlaggning vid dagens upptéackter av solsystemets avlagsnaste himlakroppar,
har den kartografiska vetenskapen tagit form. Hur en karta skapas &r fragan om hur en enorm yta
— en skog, en planet, en galax — malas av pa nagot mycket mindre — en jordplatt, en bit papper.
Det ar fragan om vilken information vi bryr oss om att bevara, om vilken information som kan
forvanskas i denna kraftiga forminskning av verkligheten till nagot 1dtt 6verblickbart. Det viktiga
ar nog sjon och stenbumlingen med det specifika utseendet, inte varje buske och varje grus.

For kartor som avbildar hela eller stora delar av jorden &r det &nnu mer vi maste forsumma.
Beroende pa varfor en karta skapas kanske vi till och med férsummar allting vi har pa jorden,
allt liv och alla méarkvérdigheter, forutom exempelvis var nationsgranser ligger. Nar vi jobbar med
kartor av jorden uppstar ytterligare ett problem, férutom att vi malar av s& mycket pa sa lite. Vi
vill ocksa mala av nagot runt — jordklotet — pa nagot platt — kartan. Dessa malade platta kartor av
den runda jorden kallas for kartprojektioner. Nar den primitiva ménniskan drog kartan 6ver skogen
var inte det ett problem hon hade, jorden &r ju s enorm att vi knappast mérker av ndgon rundhet
i vanliga fall.

Att jorden &r ett klot har inte alltid varit ként. Under de sex sista arhundradena fore vér
tideriikning blev virldens rundhet allt mer av ett tydligt faktum [8]. Aven om det skulle komma,
att dréja méanga fler arhundraden innan andra felkéllor blev sa sma att felen som skapas av en
kartprojektion fran en sfar blev viktiga, sa borjade det redan under denna tid designas olika sétt att
projicera sfiaren pa en platt karta. En av de tidigaste matematiskt formulerade kartprojektionerna
ar den lik-rektanguldra projektionen som visas i Figur [2| Projektionen skapas genom att projicera
nordpolen till kartans 6vre kant, och sydpolen till kartans nedre kant. Dérefter projiceras longituder
till vertikala rata linjer och latituder till horisontella rata linjer 6éver kartan med proportionerliga
avstand sa att ett rutnét bildas, i vilket alla vertikala avstand bevaras. Denna projektion saknar
flera egenskaper som kan anses efterstravansviarda for en karta. Exempelvis avbildar kartan alla
latituder som lika ladnga som kartans bredd, trots att de har olika lingd beroende pa hur néira
ekvatorn eller polerna de ligger.

Eftersom vad som kan anses vara “bra” med en karta &r subjektivt och beror pa vad kartan
vill informera om, finns det inget objektivt svar pa vilka egenskaper som éar efterstravansvirda
eller problematiska for en karta. Generellt borde det vara positivt att kartan liknar verkligheten sa



Figur 2: Karta av jorden gjord med en likrektangulédr projektion. Notera de repetetiva avstanden
mellan latituder och longituder pa kartan.

mycket som mdojligt, alltsa att nagonting &r likadant péa kartan och i verkligheten. Tidigare ndmndes
exemplet dér Gronland och Afrika visas som néstan lika stora i dagens vanliga kartor, trots att de
inte ar lika stora. Det &r fallet specifikt med kartor som skapas med Mercatorprojektionen. Det ar
den vanligaste kartprojektionen for vérldskartor idag, och den kartprojektion som anvénds i Figur
Det finns dock &dven fordelar med dessa kartor: de bevarar ndmligen alla former och vinklar. Om
ett omrade pa jorden &r cirkuldrt, kommer det allts& ocksa vara cirkulért pa en karta skapad med
Mercatorprojektionen. Det ar ocksd mojligt att skapa kartor sa att alla omraden med samma storlek
ocksd kommer vara lika stora pa kartan, det vill sdga dar Afrika kommer vara ungefar 14 ganger
s stort som Gronland. En tredje efterstriavansvird egenskap for kartor, som Mercatorprojektionen
ocksa saknar, dr att den kortaste vagen mellan tva punkter ocksa avbildas som den kortaste vigen
pa kartan. Detta forenklar anvindningen av kartan for att hitta den optimala viagen for en resa.
Slutligen &r en av de mer uppenbarligen efterstravansvirda egenskaperna for en karta att avstandet
mellan olika punkter bevaras, alltsd att om tva striackor ar lika langa pa kartan sa &r de lika langa
i verkligheten, och om en stricka ar kortare pa kartan sa &r den ocksa kortare i verkligheten.

Dessa olika egenskaper kan definieras matema-
tiskt for att underscka vilka egenskaper som den
platta kartan av den sfariska jordytan kan ha. Den
viktiga skillnaden mellan planet och sfaren som for-
svarar avbildningen mellan dessa tva ytor ar att de
har olika krékning. I grunden betyder krokning hur
mycket nagot bojer sig, men detta koncept blir na-
got mer komplicerat nar det handlar om krokning-
en av ytor eftersom de kan bdja sig pé olika sétt i
olika riktningar. En del av det matematiska faltet
differentialgeometri behandlar denna typ av krok-
ta ytor. Matematikern Carl Friedrich Gauss som
ar portritterad i Figur [3] arbetade med detta filt
och ar 1827 bevisade han resultatet som kommit
att kallas Gauss remarkabla sats. Satsen innebér
att produkten av den stérsta och den minsta krok-
ningen i riktningar pa ytan bevaras, dven om ytan
bdjs.

Detta resultat visar sig vara mycket anvindbart och besvarar flera fragor om kartprojektioner
fran den runda jorden till en platt karta. Dels bevisar satsen att det inte alls &r md&jligt att gora en
karta av jorden som bevarar proportionaliteten av avstand, den sista efterstravansviarda egenskapen
som namndes. Dels kan satsen ocksa anvindas for att bevisa att ingen platt karta av jorden kan ha
ens tva av de tre andra efterstravansviarda egenskaperna samtidigt, vilket blir vildigt begransande
for kartografin. Tillsammans férklarar detta varfor vi &nda anvander en sddan imperfekt karta som
Mercatorprojektionen: det finns helt enkelt ingen perfekt karta.

Figur 3: Portrétt av Carl Friedrich Gauss ma-
lat ar 1840, d& Gauss var 63 ar gammal [4].



Sammandrag

Foljande kandidatarbete &mnar studera begreppet krokning samt bevisa Gauss remarkabla
sats for att forstd dess konsekvenser for tillimpningar inom kartografi.

Arbetet inleds med att bygga upp fundamenten i kurvteori i plan och rum, dar begreppet
krokning forst introduceras. Vidare definieras begreppet yta i tre dimensioner, for att sedan
beskriva krokningsbegreppet for ytor. Detta leder till en diskussion om hur en ytas forsta
respektive andra fundamentala former anvénds for att méata langd, vinklar samt Gausskrok-
ning. Dérefter introduceras begreppet isometri mellan ytor, for att sedan bevisa att en ytas
Gausskrokning bevaras under isometrier, det vill sdga Gauss remarkabla sats. Slutligen stu-
deras satsens tillimpningar inom matematisk kartografi, dir konforma och areabevarande
projektioner fran sfarer till plan studeras. Vidare visas bland annat att en kartprojektion inte
kan vara bade konform och areabevarande samtidigt, och att det inte heller &r mojligt for en
konform eller areabevarande projektion att avbilda storcirklar pa réta linjer.

Abstract

This bachelor thesis aims to study the concept of curvature and to prove Gauss’ Remarkable
Theorem in order to understand its consequences regarding applications in the subject of
cartography.

The project starts by introducing the fundamentals of curve theory in two and three di-
mensions by studying the central concept of curvature and its properties. We continue with
surfaces in Euclidean three-dimensional space and study their curvatures, the principal, mean,
and Gauss curvatures. This leads to a discussion of how the first and second fundamental
forms for a surface are used to measure lengths, angles, and Gaussian curvature of the surface.
Moreover, the concept of an isometry between surfaces is introduced to prove that the Gaus-
sian curvature of a surface is preserved under isometric maps, which is also known as Gauss’
Remarkable Theorem. Finally, the applications of the theorem are studied in the subject of
mathematical cartography, where conformal and equiareal projections of spheres are studied.
It is further shown, among other things, that a map projection cannot be both conformal
and equiareal at the same time, and that it is also not possible for a conformal or equiareal
projection to map great circles onto straight lines.
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0 Inledning

0.1 Amne

Krokningen av en kurva kan beskrivas som ett matt pa hur mycket kurvan béjer sig i planet eller
i rummet. Pa liknande sétt kan krokningen av en yta ses som hur mycket en yta bojer sig. Ytor
kan dock bdja sig pa olika sdtt, och olika mycket i olika riktningar. I och med detta finns det olika
typer av krokning av ytor, bland annat medelkrokning och Gausskréokning.

Gausskrokning i en punkt pé en yta beskrivs genom att studera hur riktningen hos en normal
till ytan forindras i en omgivning till en punkt pa ytan. Ar 1827 upptickte Carl Friedrich Gauss
att Gausskrokningen av en yta inte &ndras d& ytan omformas under en langdbevarande avbildning,
en isometri. Gauss visade dessutom att Gausskrokning kan berdknas genom att endast anvinda
egenskaper som inte beror pa hur ytan ar positionerad i rummet, exempelvis avstand och vinklar
[2]. Saledes visade Gauss att Gausskrokningen &r en inneboende egenskap hos ytor och bevaras
under isometrier, trots att Gausskrokningen &r ett matt pa hur mycket ytan bojs. Detta resultat
ansag Gauss var forvanande, vilket motiverar att satsen kallas Gauss remarkabla sats.

Detta faktum &r relevant for ett flertal tillimpningar, bland annat inom kartografi. En f6ljd av
Gauss remarkabla sats dr att det inte gar att platta ut en sfir till ett plan utan att sfiren stricks
ut. Detta leder till att det d4r omdojligt att gora en korrekt platt karta av jorden, det vill sdga en
karta som bevarar alla lingder [3]. I sin tur ger det upphov till ett behov av att konstruera olika
typer av kartprojektioner, beroende pé vilka egenskaper som &r dénskvirda for en viss tillampning.

0.2 Rapportens mal

For att forsta och bevisa Gauss remarkabla sats, som presenteras i kapitel 3, krdvs en del bak-
grundsteori. Det forsta kapitlet ger en teoretisk grund i kurvteori och ytteori, dér vi bland annat
introducerar egenskaper hos kurvor i planet och rummet, samt hur vi kan definiera och beskriva
ytor. Kapitel 2 introducerar bland annat Gaussavbildningen och hur den anvénds for att definiera
krokning av ytor. I och med detta introduceras &ven den forsta och andra fundamentala formen for
ytor. V&l i kapitel 3 definieras begreppet isometri, vilket f6ljs av formulering och bevis av Gauss
remarkabla sats. Slutligen anvinds resultaten for tillimpningar inom kartografi i kapitel 4, dar
olika typer av kartprojektioner presenteras, samt for att visa varfor det inte gar att gora platta
kartprojektioner av jorden som bevarar langder.

0.3 Bakgrundsteori

Léasaren forvantas besitta forkunskaper som motsvarar tva ars universitetsstudier inom matematik.
Sarskilt kréavs forkunskaper inom flervariabelanalys och linjér algebra. Vi hénvisar till appendix
med kompletterande teori i linjar algebra och med teori i flervariabelanalys, samt begrepp
och definitioner fran topologi. Dér paminns ldsaren om nagra definitioner och resultat som inte
omfattas av arbetet men som ar av vikt for &mnet och projektet.

1 Kurvteori och ytteori

For att bygga upp lidsarens kunskaper inom arbetets huvuddmne introduceras grundliggande kurv-
teori i plan och rum i delkapitel 1.1 respektive 1.2. Ytteorin i delkapitel 1.3 som byggs upp fran
kurvteorin &r visentlig for att forsta teorin inom efterféljande huvudkapitel. T delkapitel 1.1 an-
vinds huvudsakligen kapitel 2 i boken Elementary Differential Geometry |3| av Bér. Aven kapitel
11 boken Elementary Differential Geometry |16] av Pressley anvinds, mestadels for formuleringen
och beviset av Lemma ) I delkapitel 1.2 refererar vi ocksa till kapitel 2 i [3], och i delkapitel
1.3 anvéinds kapitel 4 i |16].

1.1 Kurvteori i planet

Inom detta delkapitel definierar vi forst parametriserade kurvor i R™, for att sedan betrakta kurvor
i planet. En kurva i planet kan man latt rita for hand pa ett papper — cirklar, linjer, grafer bland



andra. Vidare definieras centrala begrepp som hastighetsvektor och normalfdlt for kurvor i planet.
Delkapitlet avslutas sedan med definitionen av ett ofta férekommande begrepp under hela arbetet
— krokning, men begransat till kurvor i planet.

Definition 1.1 (Parametriserad kurva). Ldt I C R vara ett intervall. Om -~ : I — R", n>1 ar
en sldﬂ avbildning sd kallar vi ~ for en parametriserad kurva.

Anmirkning. Fér kurvor i planet dr malmangden R? och da siger vi ibland plan kurva.

Vi later variabeln ¢ € I beteckna tiden vid vilken en punkt pa kurvan - befinner sig. Vi betraktar
dess tangentvektor ~'(t) som kurvans hastighetsvektor och kallar ||v'(t)|| for dess hastighet. Om
hastigheten &ar konstant 1, sa séger vi att kurvan har normerad hastighet.

For en kurva kan det uppsta “horn”, och for att undvika dessa introducerar vi darfor reguljdira
kurvor.

Definition 1.2 (Reguljiar kurva och lingden av en kurva). Den parametriserade kurvan ~ sdgs
vara reguljar om dess hastighetsvektor v'(t) # 0 for allat € I. Om (a,b) C I sd sager vi ocksd att

() := f;H'y’(t)Hdt dr lingden av segmentet till v dd t € (a,b).

I méanga fall har kurvor inte normerad hastighet, och da skulle vi vilja hitta en annan paramet-
risering av kurvan for att gora den lattare att arbeta med. Lat v : I — R™ vara en parametriserad
kurva. Vi kallar ® : J — I déir J C R &r ett annat intervall, sadant att ® och ®~! : I — J &r slita,
fér en parametertransformation eller omparametrisring av =y.

Lemma 1.3. a) Lingden av en parametriserad kurva ~ dr oberoende av omparametrisering, det
vill séga ¥y =~v0® : J — R™ har samma lingd som ~y.
b) Regulariteten av en kurva dr oberoende av omparametrisering.

Bevis. a) Lat 4 = «y o ® vara en omparametrisering av v dar ® : [a,b] — [c,d]. Med kedjeregeln
far vi att

b b
17) = / (v 0 B/ (1))t = / Y (@(0))]] - 12 (1))t
Lat s = ®(t), det vill siga att ds = ®’(t)dt, s € [c,d]. Vi far

d
17) = / Y (s)]lds = 1().

b) Antag att 4 dr en omparametrisering av v och ® en parametertransformation. Lat ¢ = &1,
alltsd ar ®(¢(t)) = t for alla t. Kedjeregeln ger oss ®'(1(t)) - ¢'(¢) = 1, och vi far &'(¢) # 0.
Eftersom 4(t) = v(®(t)) ger kedjeregeln att 4’ (t) = v/ (®(t)) - ®’(¢), vilket aldrig &r 0 eftersom ~
ar reguljar.

O

Anmirkning. Om ~ : [a,b] — R™ &r en parametriserad kurva med normerad hastighet, si ar
I(v(s)) = [0 dt = s —a, s € [a,b], det vill séiga lingden av intervallet [a, s], vilket forenklar inte-
gralberdkningen. Darfor foredras normerad hastighet (&ven for att kurvan da ror sig med konstant
hastighet).

Exempel 1.4. Betrakta en cirkulir kurva runt origo déir 4 : [0,27) — R?,~(¢) = (r cos(t), rsin(t))
och r > 0 &r dess radie. Notera att ||y'|| = r # 1. Vi vill hitta en parametertransformation sddan att
den nya parametriserade kurvan har normerad hastighet. Vi véljer ®(t) = t/r, ® : [0, 27r) — [0, 27).
D& ar omparametriseringen vy (®(t)) = 4(t) = r(cos(t/r),sin(t/r)) vilket beskriver samma cirkel
och uppfyller vart villkor, ||5'(¥)|] = 1.

Ett kidnnetecken som plana kurvor har ar ett sa kallat normalfilt, sadant att i varje punkt pa
kurvan finns det en motsvarande normalvektor till kurvan i punkten. Vi betecknar rotationsmatri-
sen som roterar vektorer 90° motsols med

0 —1
J= ( ) .
1 0
Da &r Jv L v for alla vektorer v € R2.
1Se appendix for definitionen av en slat avbildning.




Definition 1.5 (Normalfilt for kurvor i planet). Ett normalfilt i (t) for en plan kurva~y : I — R?
med normerad hastighet definieras genom n~(t) := J~'(t). Alltsa ger normalfiltet i varje punkt pd
kurvan den normalvektor som fas av att rotera tangentvektorn 90 grader motsols.

Anmirkning. (v/(t),n(t)) bildar en ortonormal bas for R2.
Om en plan kurva har normerad hastighet sa giller det att ||v/||> =4’ -4/ = 1. Anviinder vi
produktregeln for derivator si far vi att v -~ +~" - " =24"- 4" =0o0ch v’ - 4" = 0. Alltsé ar

v LAy (1)
Vi vet nu att bade normalféltet n-,(¢) f6r en plan kurva - med normerad hastighet och ~" ()

ar ortogonala mot kurvans tangent '(t). D& méaste n(t) och 4" (t) vara parallella med varandra.
Alltsa dr de konstant multiplar av varandra, 4" (t) = &(t) - n (t).

Definition 1.6 (Krokningen for en plan kurva). Funktionen k : I — R kallas for krékningen av
kurvan ~y(t).

Intuitivt kan krokning betraktas som ett matt pa hur mycket en plan kurva avviker fran en rét
linje. Foljande exempel visar att en cirkel har konstant krokning, det vill sdga cirkeln kroker sig
lika mycket Gverallt vilket vi &ven ser geometriskt.

Lemma 1.7. En cirkel med radie r har krokning 1/r.

Bevis. Betrakta cirkeln med normerad hastighet ~ : [0, 277) — R? som beskrivs av

~(t) = (rcos(t/r),rsin(t/r)),
enligt Exempel Da &r v/(t) = (—sin(t/r), cos(t/r)) och vi far att

n.(t) = J¥'(t) = (= cos(t/r), —sin(t/r)),
samt v (t) = L(—cos(t/r), —sin(t/r)) = In.(t). Alltsa &r krokningen av en cirkel 1. O

1.2 Kurvteori i rummet

Detta delkapitel tar upp skillnader mellan kurvor i planet och kurvor i rummet genom att diskutera
krokningsbegreppet for kurvor i rummet. Ett normalfilt for kurvor i rummet gar inte att definiera
lika enkelt som ett normalfilt for kurvor i planet, eftersom de vektorer som &r ortogonala mot
kurvans hastighetsvektor bildar ett plan. For kurvor med normerad hastighet i planet har vi att
~"(t) = K(t)-n~(t), och eftersom ~” (t) &r parallell med n-, () betyder detta att |x(t)| =||v"(¢)||. Om
vi inte bryr oss om krokningens tecken gar den att definiera utan att ta hdnsyn till en normalvektor.

Definition 1.8 (Krokning av kurvor i rummet). Ldit v : I — R3 wvara en kurva i rummet med
normerad hastighet. Dé kallas funktionen k(t) :=||v" (t)|| for krékningen av ~.

Anméirkning. Krokningen for kurvor i rummet indikerar hur mycket en kurva avviker fran en rat
linje, precis som for kurvor i planet. Enligt denna definition géller x(t) > 0, med likhet om och
endast om kurvan lokalt &r en rét linje.

Det ar mojligt att visa att en plan kurva entydigt kan definieras i termer av dess krokning.
Detta stimmer inte for kurvor i rummet R3. Betrakta exempelvis enhetscirkeln i zy-planet, v(t) =
(cos(t),sin(t),0), samt en helix 4(t) = (cos(t),sin(t),t). Dessa har bada samma krokning x(t) = 1,
men det dr inte mojligt att utfora nagon kombination av translationer och rotationer for att forma
om den ena kurvan till den andra. Aven fast krokningen #r densamma #r de dérfor olika kurvor.

Utifran definitionen av krokning av kurvor i planet &r det rimligt att definiera en principalnor-
mal enligt nedan.

Definition 1.9 (Principalnormalvektor). Lt ~(t) vara en kurva i R® med normerad hastighet.
Om krokningen k(t) # 0 kan vi definiera principalnormalen av ~ i punkten v(t) som vektorn

n(t) := ﬁ'y”(t).

Anmirkning. Eftersom ||v”|| = & enligt Definition ar m en enhetsvektor.

For att fa en komplett ortonormal bas for R? kan vi nu definiera en binormal vektor som &r
ortogonal mot kurvans normal- och hastighetsvektorer med hjilp av kryssprodukten mellan dessa
vektorer. Binormalen av 4 i punkten ¢ ges av b(t) := ~/(t) x n(t), vilket gor att (' (t), n(t), b(t))
utgdr en positivt orienterad ortonormal bas for R3. Denna dr dock endast definierad da x(t) # 0.



1.3 Ytteori

I detta delkapitel definieras samt diskuteras vad en slit yta i R® dr for nagot. Intuitivt ir en yta i
tre dimensioner en delmiingd S C R? som en observatér vid varje given punkt pa ytan betraktar
som nagot plant, precis som en person pa jordytan upplever jorden som plan om personen tittar
framat i sin nirhet. Det innebér att ytan lokalt runt punkten p € S beter sig som ett plan i R2.
Innan den matematiska definitionen av en yta kan preciseras sa introduceras ett viktigt begrepp
for att forsta vad uttrycket “beter sig som” betyder ur ett topologiskt perspektiv.

Definition 1.10 (Homeomorfi). Lit X ochY wvara delmdngder av R™. En kontinuerlig och bijektiv
funktion f : X — Y dr en homeomorfi om dess invers f~' : Y — X dr kontinuerlig. Om det
existerar en homeomorfi mellan X och 'Y sdgs X och Y wara homeomorfa.

En homeomorfi f : X — Y ger en bijektiv korrespondens mellan 6ppna méangder i X och
Oppna méingder 1 Y. Om U #r en 6ppen méingd i X s& ar f(U) 6ppen i Y, och drver de topologiska
egenskaperna hos U. Detta gor att om X och Y &r homeomorfa beter de sig pa samma sétt, och
kan betraktas som lika ur ett topologiskt perspektivﬂ Med detta i atanke ségs en liten del V' av
en yta bete sig lokalt som ett plan U C R? om det existerar en homeomorfi mellan V och U. I och
med detta dr det mojligt att definiera vad en slit yta i R? ér for nagot.

Definition 1.11 (Slit yta). En delmingd S C R® dr en slit yta om det for alla punkter p € S
finns en dppen méingd U C R?, en dppen mingd W C R3 som innehdller p och en slit avbildning
o :U — R3, sidana att

i)o:U — SNW dr en homeomorfi, och

it) o dr slat och de partiella derivatorna g—z och ‘g—,‘:, betecknade o, och o,, dr linjdrt oberoende

for alla (u,v) € U.

Anmirkning. Villkoret att o, och o, ar linjart oberoende i i) kan ocksa formuleras som att
oy X 0y # 0 for alla (u,v) € U. Vi kommer hiidanefter att referera till sléita ytor endast som “ytor”
i fortsdttningen av arbetet.

For en given yta finns d& flera homeomorfier o : U — S NW som kallas {6r lokala parametrise-
ringar, eller ibland ytstycken. Begreppet ytstycke anvinds nér ytan betraktas som en sammanfog-
ning av ytstycken, dir samlingen av alla ytstycken som tillsammans técker ytan kallas for ytans
atlas.

Det kan finnas flera sitt att bilda en atlas for en yta, dér dessa kan besta av olika samlingar
av ytstycken. Dessa atlas beskriver dock samma yta. Det gar att vélja en eller flera av dessa, men
det gar ocksa att vilja samlingen av alla atlas tillsammans. Denna samling innehéaller alla mdéjliga
ytstycken, och kallas for ytans mazimala atlas. Alla sldta ytstycken som ingar i den maximala
atlasen kallas for godtagbara ytstycken till S. Valet av maximal atlas &r naturligt, d& det inte kan
uppsta oklarheter kring vilken atlas som asyftas.

Foljande resultat avseende slédta ytstycken motsvarar Lemma ) fast for ytor.

Proposition 1.12. Lit U,U C R? och lito : U — R3 wvara ett slitt ytstycke. Lit ® : U — U vara
en omparametrisering. Dd dr o = oo ® : U — R? ett slitt ytstycke.

Beviset utelamnas da det ar mycket likt beviset till Lemma )
Av specifikt intresse &r en speciell typ av avbildningar mellan sldta ytor, som mdjliggor att
jamfora ytor och deras egenskaper.

Definition 1.13 (Diffeomorfi). En bijektiv och slit avbildning f : S; — Sa mellan ytorna Sy och
Sy kallas for en diffeomorfi om dess invers f~1 : Sy — Sy dr slit. Om det existerar en diffeomorfi
mellan S1 och S si sigs S1 och So vara diffeomorfa.

En diffeomorfi mellan tva ytor &r ytteorins motsvarighet till homeomorfi. Det innebér att tva
diffeomorfa ytor kan slatt omformas till varandra, och ytorna &r siledes ekvivalenta under diffeo-
morfi.

Vi formulerar ocksa ett lemma som kommer att vara viktigt vid studiet av speciella typer av
diffeomorfier mellan ytor i kapitel 3 och kapitel 4.

2Den intresserade lisaren hinvisas till appendix for en djupare motivering till detta ur ett topologiskt
perspektiv.



Lemma 1.14. Ldt f : Sy — Se vara en diffeomorfi, och lit o vara ett godtagbart ytstycke pa Si.
D¢ dr f oo ett godtagbart ytstycke pa Ss.

Bevis. Betrakta det godtagbara ytstycket oy : U — Sy pa Sy, och ytstycket oy : U — S5 pi Sy. Da
avbildar f(o;(u,v)) punkter pa Sp till punkter pa Ss, och da finns det nidgon parametertransfor-
mation @ : U — U sadan att f(o1(u,v)) = oa(®(u,v)), ty f &r en diffeomorfi. Enligt Proposition
ar oo(®(u,v)) slit, och saledes ett godtagbart ytstycke. O

Vi betraktar alltid en ytas maximala atlas nér vi talar om en yta om inget annat anges. Saledes
ar alla ytstycken godtagbara, vilket tillater oss att alltid kunna anvinda Lemma vid studiet
av diffeomorfier f mellan ytor.

Slita kurvor v i R? kan #ven ligga pa en yta S. Om ~ : I — R3 iir en kurva som ligger i bilden
av en lokal parametrisering o : U — R3 av S, sa finns en avbildning ¢ — (u(t), v(¢)) diir u och v &r
sldta funktioner, sadana att y(t) = o (u(t), v(¢)). For kurvor pa en yta S betraktas kurvor pa sadan
form. Precis som varje sldt kurva - har en tangentvektor sa har varje slit yta ett tangentplan i
varje punkt pa ytan.

Definition 1.15 (Tangentrum). Tangentrummet vid en punkt p for en yta S, betecknat T,S, dr
mdangden av alla tangentvektorer ' (0) vid p = ~(0) till alla kurvor v pd S som gar genom p.

Sats 1.16. Lit o : U — R? vara ett ytstycke till ytan S, och (u,v) € U. Tangentrummet T,S dr
dd ett delrum av R3 som spinns upp av vektorerna o, och o.

Bevis. Vi konstaterar forst att eftersom o, och o, &r linjart oberoende sa spénner de séledes upp
ett tvadimensionellt delrum av R3. Vi visar sedan att varje tangentvektor till en kurva ~ pa S
ligger i delrummet som spanns upp av o, och o,. Tag férst en kurva v pa S, pa formen

v(t) = o (u(t), v(t)).
Derivering ger enligt kedjeregeln
' (t) = ouu'(t) + o0 (t).

Séledes kan varje tangentvektor 4/(¢) till en kurva ~ pd S skrivas som en linjirkombination av o,
och o, och ligger darfor i delrummet som spédnns upp av dessa.

Omvént visar vi att varje vektor som ligger i delrummet som spanns upp av o, och o, ar en
tangentvektor till en kurva v pa S. Tag en vektor w i delrummet som spénns upp av o, och o,.
Vi kan da skriva w = ao, + Bo,, o, € R. Sétt

¥(t) = o(up + at,vg + Bt),

dar up = u(0) och vy = v(0) s& att v(0) = o (ug,vg) = p. D& &r ~ en slidt kurva pa S. Vidare far
vi i punkten p, det vill sdga da t = 0, att

~'(0) = aoy + fo, = w.

Saledes kan varje vektor i delrummet som spénns upp av o, och o, uttryckas som en tangentvektor
i punkten p till en kurva ~ pa S. O

Varje tangentplan kan beskrivas genom en normalvektor till planet. Det finns tv& normalvek-
torer av given langd vid varje punkt i planet, som pekar i motsatta riktningar. Valj ett ytstycke
o : U — R? som innehaller punkten p. Eftersom 7,5 spénns upp av de linjért oberoende vektorer-
na o, och o, evaluerade i punkten (ug,vg) € U som korresponderar med p enligt Sats finns
det ett naturligt val av normalvektor, namligen

oy X Oy

N, = (2)

low x o]’

Denna normalvektor kallas for enhetsnormalen till T,,S. Enhetsnormalen &r definierad upp till
tecken £IN,, beroende pa valet av o, X o, eller o, x o,,. Enhetsnormalen till 7,,S anvinds nér vi
studerar krokningen av ytor i kapitel 2.



2 Krokning av ytor

Foregaende kapitel bygger upp nodvindig teori som i detta kapitel tillampas for att studera det
begrepp som utgér fundamentet i rapporten — krékning av ytor. I detta kapitel fordjupas ldsaren
i begreppet krokning av tredimensionella ytor med hjélp av geometrisk intuition. Detta &r en for-
beredelse for rapportens huvudresultat i kapitel 3 och kapitel 4. I det férsta delkapitlet definieras
begreppet Gausskrokning, som for ytor motsvarar krokningsbegreppet for kurvor. I det andra del-
kapitlet anvinds krokningen for kurvor pa en yta for att definiera begreppet principala krékningar
for ytan, genom vilket teorin for krokning av kurvor knyts ihop med den om Gausskrékning. Teorin
grundar sig i kapitel 3 i 3], kapitel 6 och 7 i |16] samt kapitel 3 i Differential Geometry of Curves
and Surfaces av Do Carmo [6].

2.1 Gaussavbildningen och Gausskrokning

Nér kurvor i rummet med normerad hastighet diskuterades i delkapitel 1.2 definierades dess krok-
ning i punkten ¢t som x(t) = ||v”(¢)||. I delkapitel 1.1 visades att derivatan av en normerad tangent-
vektor till en kurva dr ortogonal mot tangentvektorn, och saledes parallell med normalen till ~(¢).
Krokningen av en kurva beskriver da hastigheten av riktningsforandringen for tangentvektorn +/
per lingdenhet. Studiet av ytor gar tillviiga pa liknande sétt, genom att istillet betrakta det mot-
svarande fallet hos ytor i tre dimensioner: hastigheten av riktningsforandringen hos tangentplanet
nér det varierar éver punkter pa ytan.

I delkapitel 1.3 definierades enhetsnormalen till en yta .S med lokal parametrisering o i en punkt
p € S enligt , dér enhetsnormalen &r normal till 7,,S. Tangentplanet kan beskrivas i termer av
en normalvektor till planet, sa att undersoka riktningsférandringen hos normalvektorn till ytan &r
samma sak som att undersoka riktningsférandringen hos tangentplanet. Vi definierar en avbildning
som tilldelar enhetsnormalen till varje punkt p € S.

Definition 2.1 (Gaussavbildningen). Lit o : U — R® vara en lokal parametrisering av ytan S.
Avbildningen N : S — S?, o(u,v) = Ny (u,v) enligt (@, kallas Gaussavbildningen.

Anmirkning. Gaussavbildningen &r véldefinierad for alla orienterbamﬂ ytor S.

Gaussavbildningen avbildar in i S? ty enhetsnormalen har lingd 1. Den &r ocksa en slit av-
bildning for alla slita ytor S, ty N : S — S? beskrivs av som &r slédt eftersom o, och o, &r
sldta. Gaussavbildningen ger oss mdojligheten att studera normalvektorer och tangentplan i termer
av avbildningar.

Forandringshastigheten for en storhet studeras i termer av dess derivator, som &r en linjir
approximation i ett mycket litet intervall av en funktion. Detta koncept generaliseras till ytor
genom foljande definition.

Definition 2.2 (Differential av avbildning). Differentialen dy,f : T,S1 — Ty,)S2 av en slit av-
bildning f : S1 — Sa mellan ytorna S1 och Sy dr en linjdr approximation av f i punkten p sdadan
att dpf(w) = (f ov)'(0), dir ~(t) dr en kurva pé S; med ¥(0) =p € Sy och v'(0) = w € T,5;.

Anmérkning. Differentialen d,f &r en linjir avbildning som representerar en riktningsderivata
langs riktningen w € TS i definitionen. Den &r ocksa véldefinierad, ty d,f(w) &r oberoende av
valet av kurva 4 sidan att 4/(0) = w. Den intresserade liasaren hinvisas till Proposition for
ett bevis av detta faktum.

Eftersom Gaussavbildningen ar slit kan vi definiera dess differential

W, :=d,N : T,S = Tn,)S*, p€ S

som &r en linjar avbildning. Avbildningen W), kallas féor Weingarten-avbildningen. Bilden av en
punkt p € S under Gaussavbildningen &r enhetsnormalen till 7,5, flyttad in i S?. Saledes dr en-
hetsnormalen till 7,5, definierad av Gaussavbildningen, samma normalvektor som till 7' N(p)S2.
Tangentplanen 7,5 och T N(p)S2 ar da ortogonala mot samma normalvektor, och &r dérfor paral-
lella. Detta gor att 7,5 och T (,)S? identifieras som samma plan, och vi kan betrakta W, som en
avbildning W), : T,,S — T,S. Se Figur [

3Den intresserade lisaren finner en beskrivning av orienterbara ytor i appendix



Eftersom Weingarten-avbildningen &r en
linjar avbildning s& kan vi anvinda de manga
verktyg som linjér algebra ger oss for att stude-
ra den. En naturlig fraga &r hur avbildningen
representeras i dess avbildningsmatris. Avbild-
ningsmatrisen beror pa vilken bas som valjs for
; tangentplanet 73,5, men avbildningens deter-
: minant och spar dr tva kvantiteter relaterade

till avbildningen som &r oberoende av valet av
Figur 4: Tangentplanen for S och S? identifieras. bas enligt Proposition [A:8] Vi kan saledes gora
kapitlets viktigaste definition.

Definition 2.3 (Gausskrokning och medelkrokning). Gausskrokningen K for ytan S i punkten p €

S definieras som K (p) := det(W),), och medelkrékningen ip € S definieras som H(p) := %Tr(Wp).

Vi hérleder nu avbildningsmatrisen fér W, i termer av den naturliga basen B = {o,,0,}
for T,,S fran Sats Eftersom dim7,S = 2 dr avbildningsmatrisen till W, en 2 x 2-matris.
For att beskriva avbildningsmatrisen underséker vi hur W, avbildar basvektorerna o, och o,
ty avbildningsmatrisen for en linjar avbildning &r bestdmd av hur den avbildar basvektorerna.
Om W), betraktas som en riktningsderivata som i anmérkningen efter Definition @ berdknas

riktningsderivatan av enhetsnormalen i riktningarna o, och o,. Dessa riktningsderivator ar aé\; o .=
N, respektive %Nv" := Ng,, det vill séga

Wy(ow) = Ng,, Wy(oy) = Ng,. (3)

Eftersom N,, och N,  éar partiella derivator av N, dr de ortogonala mot N, (jamfor med
). Saledes &r de ortogonala mot en normal till 7},S, och méaste dérfor ligga i 7,S. Dérfor kan
N,, och N, skrivas som linjirkombinationer av basvektorerna o, och a,, enligt Sats Vi
kan darfor skriva

(No. No)=(on @) (5 §). eboder (4)

wils= (5 5)

ar avbildningsmatrisen till Weingarten-avbildningen.

dar

Sats 2.4. Avbildningsmatrisen till Weingarten-avbildningen dr [Wp|p = ]-'fl}'H, dar

_ Oy Oy Oy 0y o G’u'Nau O'u'Ncrv
]:1 = och .7:[[ = .
O, 0, Oy, 0y 0, Ny, 0, Ny,

Bewvis. Ekvation () ger att
(No, Ng,)=(0u 0o,)[W,]s.

t
Multiplicera med (Z_@‘) fran véinster. Da far vi
v

o, o,
<0't> (Nau Nav) = (at) (Uu Uv) [Wp]Bz
vilket med skaldrprodukter kan skrivas
Uu'Nau o'u'Ncrv _ Oy " Oy Oy " Oy
(Uv'Ncru Uv'Na'v> - (O’U-O'u O'v~0'v> [WP]B.
Definiera nu F7 := (au "Tu Gur av) och Frr = (au No, o Nc’”). Saledes ar
Oy Oy Oy 0Oy O'U'Ncru Oy INg,

Wyl = Fr ' Fur.



Lemma 2.5. W, dr en sjilvadjungerad linjir avbildning, ddr T,,S dr utrustat med den euklidiska
skaldrprodukten i R3.

Bevis. Ty W, : T,S — T,S r linjér per definition récker det att visa att Wy (o) -0y = oy Wp(o),
vilket &r ekvivalent med o, - Ny, = 0, - Ny, enligt . Eftersom N, 1 o, och N, L o, ar
Ny -0, =0 o0ch Ny -0, = 0. Deriverar vi den forsta ekvationen med avseende pa v och den andra
med avseende pa u ger produktregeln att

Ny, 0y + Ny -0yy=00ch Ny, -0y, + Ny -0y =0.
Saledes ar
0, Ny, =—Ng 0y =0, Ng,.
O
Det foljer fran Lemma [2.5]att bade F; och Fr; &r symmetriska och kommutativa matriser. For

att forenkla notationen, sitt £ =o,, -0y, F' =0, -0, =0, -0y, G =0, -0,,samt L =0, - Ny,
M=0, Ny, =0, Ny, och N=0, Ny, sa att

E F : L M :
Fr= (F G) = (‘;g) (0u @,) och Frp = (M N) = (‘;g) (N,, N.,).

Vi kallar F; for matrisrepresentationen av den forsta fundamentala formen och Fjy for matris-
representationen av den andra fundamentala formen for ytan S, samt E,F,G och L, M, N for
den forsta respektive andra fundamentala formens koefficienter. Den forsta fundamentala formen
ar en positivt definit kvadratisk form, hérledd fran att normen av tangentvektorn till en kurva
¥(t) = o(u(t),v(t)) pa en yta S ges av

' O = [lowd (t) + o' (t)]]* = Eu'(t)? + 2Fd (t)0'(t) + Gv'(1)*.
Med den forsta fundamentala formen menas déarmed uttrycket som skrivs

Edu? + 2Fdudv 4+ Gdv?,

och analogt for den andra fundamentala formen med koefficienterna L, M och N. Med hjilp av
dessa hérleder vi en formel for Gausskrokningen for S i punkten p € S.

oy g . .. . . _ LN—M?
Proposition 2.6. Gausskrékningen for ytan S i punkten p € S beskrivs av K = Fe—"1r -

Bevis. Enligt Definition 2:3] och Sats [2.4] &r
K = det(W,) = det([W,]g)
= det(F; ' Fir) = det(F; ) det(Frr)

- det(f[[) o LN—M2
~ det(F;)  EG-F?°

O

Med detta resultat kan Gausskrokningen for olika ytor med enkelhet berdknas om det gar att
hitta en lamplig lokal parametrisering o (u,v) for ytan. Resultatet anvinds for att bevisa foljande
lemma, som aterkommer i senare kapitel.

Lemma 2.7. Gausskrékningen for en sfar S, med radie r dr K = %2 1 varje punkt pa sfiren.

Bevis. Parametrisera sfiren med sfariska koordinater,
o(u,v) = (rsinucosv,rsinusinv,rcosu), u € [0,7),v € [0, 27).

Vi far efter berdkning av enhetsnormalen N, och dess derivator, samt derivatorna o, och o, att
L=—r,N=—rsin®u, M =0, samt £ =12, G =r?sin®u, F = 0. Detta ger att

(=r)(=rsin®u) 1

(r2)(r2sin?u) 12

enligt Proposition [2.6) O



Anmirkning. Beviset till Lemma [2.7] ger att

EF_r2 0 hLM_—r 0
F G) o r2sn?u) P\ N) T\ 0 —rsin?u)’

vilket enligt Sats ger att W, = %Ig, dar I, betecknar identitetsavbildningen av dimension tva.
Enligt Definition dr da K = det(W,) = %2 Detta resultat ar intuitivt rimligt, ty Gaussavbild-
ningen for enhetssfiaren S = S? ér precis I och dirfér &r W, = I i detta fall.

2.2 Principala krokningar och normal krokning

Tidigare kapitel har huvudsakligen fokuserat pa krokningen av kurvor och krékningen av ytor var
for sig. Detta delkapitel presenterar fler verktyg for att hantera krékningen av kurvor pa ytor och
krokningen langs specifika riktningar pa ytor. For att gora detta paminner vi oss om Lemma
som anvands for flera viktiga resultat.

Proposition 2.8. Samtliga egenvirden for avbildningen W, dr reella.

Bevis. Enligt Lemma ar den linjéra avbildningen W, sjalvadjungerad. Da géller enligt Lemma
[A4] att W), har reella egenvérden. O

Definition 2.9 (Principal krokning och principal vektor). De principala krékningarna for en yta
dr egenvérdena till avbildningen Wy,. Egenvektorerna som motsvarar respektive egenvdrde kallas for
principala vektorer.

Da [Wp]p ér en 2 x 2-matris har den tva egenvirden, k1 och kg, som alltsid &r de principala
krokningarna. Dessutom &r dessa reella enligt Proposition Det visar sig senare att de princi-
pala krokningarna &r ett matt pa krokningen av ytan i riktningen som bestdms av motsvarande
principala vektorer, p; och ps.

Proposition 2.10. De principala vektorerna till ytan S i punkten p € S bildar en ortonormal bas
for tangentplanet T,,S.

Bevis. Enligt Lemma [2.5) ar W), en sjilvadjungerad linjir avbildning pa T},S. Sats [A.5] ger da att
T,S har en ortonormal bas som bestar av egenvektorerna till W,,, och de &r per Deﬁnition@ exakt
de principala vektorerna. O

Exempel 2.11. Vi vill bestdmma de principala krokningarna och Gausskrokningen for ytan som
beskrivs av z = zy. Denna yta parametriseras med o (u,v) = (u, v, uv) for reella u,v. For att finna
de egenvirden vi soker bestdmmer vi avbildningsmatrisen till Weingarten-avbildningen, vilket vi
gor genom att forst berékna o, och o, déirefter N, och N, och slutligen F; och Fj; for att
kunna anviinda Sats 2.4l Vi far

-1 —uv  14u?
Wlg= —— :
[Wele MLHP+W3@+U2 ﬂw)
Vi kan nu med Definitionerna 2.9 och 2.3 berdkna

]< det [[p B) — r“2 2 1 2 2 2, 2 1
P B 12 — :t + 2 + 2

ViT@r o2 (I +u?+02)3 (1+u? +0?)3

Speciellt noterbart i exemplet ar att produkten av de tva principala krokningarna blir lika med
Gausskrokningen. Vi visar nu att det dr ett allmént samband.

Sats 2.12. Ldt k1 och kg beteckna principalkrokningarna for ytan S i punkten p € S. Da gdller
for Gausskrokningen K och medelkrékningen H for S ip att

K= KR1K2 (5)
H:“;“. (6)



Bevis. Vi har fran Sats @ att da W, ar sjélvadjungerad s& &r den diagonaliserbar. Vi visar forst
att (D) géller. Enligt Definition ar K = det(W,). Determinanten av en diagonaliserbar matris
dr produkten av matrisens egenvirden enligt Proposition men egenvirdena for W, ar fran
Definition 2.9 principalkrokningarna. Determinanten &r allts produkten av principalkrokningarna,

K = det(W),) = ki1ka.

Vi visar nu @ Per Definition giller det att H = $Tr(W,). Sparet av en diagonaliserbar
matris dr enligt Proposition [A-7]lika med summan av dess egenvirden, vilket hir dr principalkrok-
ningarna x; och ky. Proposition ger att Tr(W,) &r oberoende av valet av bas. Alltsa géller

1 1
H= §T7“(Wp) = 5(/%1 + K2).

O

Vi har visat att medelkrokningen H &r ett medelvirde av de principala krékningarna, vilket
forklarar namnet medelkrokning. Vi noterar att &ven Gausskrokningen ar en form av medelkrok-
ning, da den ar kvadraten av det geometriska medelvirdet av de principala krokningarna. For att
fa en battre forstaelse av vad de principala krokningarna egentligen innebér studerar vi krokningen
av kurvor som ligger pa ytor.

Vi studerar en kurva v med normerad hastighet pa ytan S, och véljer ett ytstycke o av S som
innehaller en punkt p pa kurvan. Da géller att vi i p har en enhetsnormal N, som &r ortogonal
mot den normerade hastighetsvektorn 4/, ty den &r en tangentvektor till 4 och d& ocksa till S.
Kryssprodukten N, x ' dr en binormal till sina faktorer och dessa bildar darfor tillsammans en
ortonormerad bas for R3. Vektorer i R? kan da skrivas som en linjirkombination med denna bas,
och fér 4" som ar ortogonal mot +' enligt giller da

Y = knNg + g(Ng x v'). (7)

Vi kallar s, fér den normala krékningen och kg for den geodesiska krékningen tillhérande
kurvan .

2

Proposition 2.13. Krékningen av en kurva som ligger pd en yta beskrivs av k? = k2 + /{3.

Bevis. Vi far med Definition ekvation och d& N, samt N, x 4" ar ortogonala och bada
normerade att vi kan berdkna krokningen enligt

K2 =712 =50 No + kg (N x 7)[? =|lkin No |+ (No x 7[> = 62 + 52,

O

Exempel 2.14. Lat v vara en kurva med normerad hastighet sddan att v(t) = o (ug, ﬁ) pa

staren S, = o som beskrivs av
o(u,v) = (rsinucosv,rsinusinv, rcosu), u € [0,7),v € [0, 27).

Vi har att t € [0,27rsinug) dir ug € (0,7) &r konstant. Saledes &r « en cirkel pa sfiren med
konstant z-koordinat. Vi berdknar de normala och geodesiska krokningarna genom att berdkna
Ng,~' och 4" och far d&

cos(ug)

,‘{;n:—f K, =
r Y

rsin(ug)’

Exemplet visar att den geodesiska krokningen varierar for de olika krokta cirklar vi far for olika
ug, medan den normala krokningen &ar konstant. Detta pekar mot faktumet att den geodesiska
krékningen méter en kurvas krokning pa en yta, medan den normala krékningen méter sjilva
ytans krokning. Det gar exempelvis att visa att pa ett plan géller det fér alla kurvor att den
normala krékningen &r 0 och att x = k4. Vi kommer hér att lamna den geodesiska krokningen som
har farre kopplingar till de andra begrepp kring ytors kréokning som vi arbetar vidare med i denna
rapport, och fokuserar istéllet pa den normala krokningen. Fran kan vi hérleda ett uttryck for
den normala krokningen, enligt
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Y+ Ng = £,Ng - Ng + £4g(Ng xv') - Ny = k. (8)

Normal krokning kan knytas ihop med de principala krokningarna vilket ger en mer intuitiv for-
klaring av de bada begreppen. Dock ligger hérledningen av dessa resultat utanfor detta arbetets
ramar. For den intresserade ldsaren finns bevis till f6ljande Propositioner och i appendix
[A.3]

Proposition 2.15. Kurvor pd ett ytstycke med samma tangentvektor i en punkt p har samma
normala krokning i p.

Proposition 2.16. De principala krokningarna @ en punkt pa ett ytstycke dr mazximum och mi-
nimum for de normala krokningarna for alla kurvor pd ytstycket i punkten. Riktningarna med de
principala krokningarna ges av motsvarande principala vektorer, och kallas principala riktningar.

Dessa resultat visar att den normala krokningen for en kurva styrs av ytans krékning léngs
tangenten till kurvan, och att de principala krokningarna &r normal krokning i de principala rikt-
ningarna. Detta innebér ocksé genom Sats 2.12] att Gausskrokningen i en punkt p kan ses som en
produkt av den maximala och minimala krokningen i p hos “rdta” kurvor i ytan.

Vi avslutar kapitel 2 med att atervinda till de fundamentala formerna som introducerades
precis fore Proposition for att skapa en intuition kring vad deras virden innebér for en yta och
hur de bestdmmer nagra av ytans mest fundamentala egenskaper, krokning och lingd. Vi visar
i Proposition [2.17] att den forsta fundamentala formen bestdmmer lingden av alla kurvor som
ligger pa ytan, och vi visar i Proposition hur den andra fundamentala formen bestdmmer
den normala krokningen i ytan, och genom tidigare resultat bestammer den da ocksa principal
krokning och Gausskrokning.

Proposition 2.17. Lingden av kurvan v(t) = o (u(t),v(t)), t € [a,b] berdknas enligt

I(y) = /b VEU (t)2 + 2Fu/ (t)v' (t) + Go'(t)2dL.

Bevis. Vi har fran Definition att I(y) = f:||7'(t)||dt. Vi anviinder normens definition och
berdknar integranden enligt

\/'y’(t) -Y(t) = \/(u’(t)a'u +v'(t)oy)  (W(t)o, + 0/ (t)oy,) = \/Eu’(t)2 + 2F W (t)v'(t) + Gv'(t)2.
O

Proposition 2.18. For en kurva v(t) = o(u(t),v(t)) med normerad hastighet pd ytstycket o sd
gdller att dess normala krokning beskrivs av ytstyckets andra fundamentala form enligt

kn = — (L' (£)% + 2M/ (£)0' (1) + Nv'(1)?).

Bevis. Vi utgar fran formeln for normalkrékningen i . Vi far

d
kn ="+ Ng =" (u(t),v(t)) - Ng = %(Uuu’ +0o,v') Ny

=(0uu(t)? + Tu 'V + 0 VU + (V) g+ av") - N,

Genom distribution av normalvektorn blir de sista tva termerna 0, da o, och o, ligger i tan-
gentplanet. Vidare fas, genom korta berdkningar som ldsaren uppmanas att sjalv kontrollera, att
Oyu - Ng =—L, 0y - No = —M och o, - N, = —N, vilket visar satsen. O

3 Isometrier och Gauss remarkabla sats
Detta kapitel introducerar arbetets huvudresultat — Gauss remarkabla sats. Delkapitel 3.1 ger en
matematisk definition av en ldngdbevarande avbildning, en isometri. Detta delkapitel ar vasentligt

for att forsta Gauss remarkabla sats, som bevisas i delkapitel 3.2. Kapitel 4 och 5 i [16] har anvénts
i delkapitel 3.1 och kapitel 10 i delkapitel 3.2.
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3.1 Isometrier

Om en kurva ritas pa ett plan i R? och om planet sedan rullas ihop sa kommer kurvan att vara pa
en cylinder i stéllet. Eftersom planet inte skrynklas till s& kommer l&dngden av kurvan att bevaras.
Déremot dr det omdjligt att tédcka en hel sfar med ett plan utan att knyckla till planet. Vad det
egentligen innebéar att “tdcka” en yta med en annan utan att skrynkla till ytan ges av foljande
definition.

Definition 3.1 (Isometri). Ldt Sy och S vara tvd ytor. En diffeomorfi f : S1 — So dr en isometri
om kurvor pd S1 avbildas péd kurvor av samma ldngd pa So. Om f dr en isometri mellan tvd ytor
S1 och Sy, sd sdger vi att S och S dr isometriska.

Flera lokala egenskaper hos en ytas geometri kan beskrivas med ytans forsta fundamentala form.
Exempel pa sddana egenskaper dr langder av kurvor pa ytan, eller vinkeln mellan tva tangentvek-
torer till kurvor pa ytan. Foljande sats ger oss ett verktyg for att jamféra den lokala geometrin
mellan tva ytor.

Sats 3.2. En diffeomorfi f : S1 — Sa dr en isometri om och endast om varje ytstycke o1 av S,
och f ooy som dr ett ytstycke av So, har samma forsta fundamentala form.

Bevis. Tag nagot ytstycke o : U — R3 av S;. Enligt Lemmakan vi lata f ooy = oy vara ett
godtagbart ytstycke fér So.

Vi antar forst att o1 och o5 har samma forsta fundamentala form och visar att f &r en isometri.
Lat ¢t — (u(t),v(t)) vara nidgon kurva i U si att v1(t) = o1 (u(t), v(t)) och ¥o(t) = o2 (u(t),v(t))
dr motsvarande kurvor pa Sp respektive Ss. Vi har att

fn () = flor(u(t), v(t)) = o2(u(t), v(t)) = v2(t).

Saledes avbildar denna funktion -, pa <. De motsvarande kurvornas langd berdknas genom att
integrera (E(u')? +2Fu'v' +G(v')?)'/? enligt Proposition dar E, F, och G &r enligt antagande
de gemensamma koefficienterna till den forsta fundamentala formen for oy och 5. Alltsa avbildas
kurvor pa S; till kurvor av samma langd pa Ss, det vill sdga att f &r en isometri.

Antag nu i stéllet att f &r en isometri. Vi vill visa att o1 och o2 har samma foérsta fundamentala
form. Tag nagon kurva ¢ — (u(t),v(t)) 1 U dér ¢t € (o, B). Eftersom f &r en isometri s& kommer
Y1(t) = o1(u(t),v(t)) och y2(t) = o2(u(t),v(t)) ha samma langd. Lat Ey, F1, Gy och Ea, Fa, Gy
vara koeflicienterna i den forsta fundamentala formen for o; respektive o5. Vi far av isometrin och
enligt Proposition [2.17] att

t1 t1
/ (B1(u)? 4 2F 'y + Gy (v)?)Y2dt = / (Ey(u')? 4 2Fpu'v’ + Go(v')?)Y2dt
to to
for alla to,t1 € (o, B) dér tp < t1. Vi kan darmed enligt analysens huvudsats derivera vinsterledet
och hogerledet med avseende pa t1, vilket innebér att integranderna &r samma,

Ey(u)? + 2F /v 4+ G1(v')? = Ey(u')? + 2Fu’v’ + Ga(v')2. 9)

For ett fixt tg € (o, 8), 18t ug = u(typ) och vy = v(ty). Vi betraktar tre val av kurvan t —
(u(t),v(t)) 1 U:
i) u(t) = uo + t — to,v(t) = vy, vilket ger att v’ = 1,0’ = 0 och vi far i ekvation (9) att By = Es.
i) u(t) = uo, v(t) = vo + t — to, vilket ger att u' = 0,0’ =1 och vi far i (9) att G1 = Go.
iti) u(t) = uo +t — to,v(t) = vo +t — to, vilket ger v/ = 1,0’ =1 och vi far i (9] att

Ei1+2F + Gy = Fy + 2F5 + Go.
Tillsammans med 4) och i) far vi att F} = F5. O

Exempel 3.3. Lat o1 (u, v) = (cosu, sinu, v),u € [0,27) vara ett ytstycke av en cylinder S;. Vidare
later vi o2(u,v) = (u,v,0) vara en strimla S i xy-planet. Notera att £ = 1,F = 0 och G =1
ar koefficienterna for forsta fundamentala formen fér bade S; och Ss. Enligt Sats @ existerar en
isometri mellan cylindern S; och planet Ss. Om vi ddremot bdjer cylindern S; till en torus sa
behéver vi strécka och pressa formen, och vi far inte ldngre en isometri mellan S; och Ss.
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3.2 Gauss remarkabla sats
Sats 3.4 (Gauss remarkabla sats). Gausskrokningen av en yta bevaras under isometrier.

Enligt Proposition [2.6] ges Gausskrokningen till en yta S av

2
Koo KN M (10)

EG — F?
vilket beror pa bade den forsta och andra fundamentala formen. Kan vi bevisa att (10) endast
beror pa forsta fundamentala formen av en yta S s& har vi bevisat Gauss remarkabla satsﬂ ty
Gauss remarkabla sats gor ansprak pa att Gausskrokning bevaras under isometrier. Om det finns
en isometri mellan ytorna sa har de samma forsta fundamentala form enligt Sats [3.2] och séledes

racker det att visa att bara beror pa den férsta fundamentala formen fér ytan S.

For att bevisa satsen behover vi en ortonormal bas {e1, ez} f6r tangentplanet T,,S for varje
punkt p pa ytan S, som vi alltid kan hitta enligt Proposition[2:10} Vi vill att e; och e ska vara slita
funktioner som beror pa ytans parametrar (u, v). Dessutom far vi tillsammans med enhetsnormalen

No-:e1><62

en ortonormal bas {e;, es, Ny} for R® som &r hogerorienterad. Enligt far vi att de partiella
derivatorna av e; ar ortogonala mot e; och liknande fér es. Vi kan d& uttrycka de partiella
derivatorna av basvektorerna som en linjirkombination av de andra basvektorerna, genom

elu = (x1€2 —+ )\1Na-, (11)
e, = f1ex + 1 Ny, (12)
ey, = —aze; + ANy, (13)
e, = —f2e1 + pa Ny, (14)

for nagra skaldrer ay, as, 51, B2, A1, A2, 1 och uo ar reellvirda funktioner. Vi deriverar e; - es = 0
med avseende pa u och far att ey, - e2 = —ey - ea,, vilket ger as = a3 = . Analogt ger derivatan
av e] - e = 0 med avseende pa v att 1 = B3 = 8. Vi kan nu introducera ett lemma som behovs
for att bevisa Gauss remarkabla sats.

Lemma 3.5. Med ovanstdaende notationer har vi att

ey, €, —ey, e, = Al — Aol (15)
=y — Bu (16)
LN — M?
R — 17
(EG — F2)1/2 (7

Bewvis. Ekvation och ger att ej, - es, = Ajpue. Ekvation och ger att ey, - e, =
Aoy, darmed foljer ekvation li Vidare ar a, = % och B, = 3(63%52"’), s& produktregeln

ger att ay — 3, = €1, €3, +€1-€2, —€1, €, —€ej-ey, =e], ey —e; -ey . Dirav foljer likhet
med (|16). Vidare visar vi att ekvation (15)) &r ekvivalent med (|17)) genom att kombinera ekvation

och ,
Ny, X Ny, = (ad — be)oy, X oy

= det(}'l_l}"n)o'u x o, =Ko, X o,
LN — M?
S\ ey VS 18
(EG — F?2)1/2 (18)
dar ekvation fas av ekvation och Lemma Genom att derivera N, -e; = 0= N, -e3
med avseende pd u och v, far vi att

Ny, -e1=—Ny-e1,, Ny, -ea=—N,-ey, (19)

4Gauss remarkabla sats gar att bevisa med hjilp av Riemanns krékningstensor, ett objekt inom filtet Riemanng-
eometri. Den intresserade ldsaren hanvisas till appendix B for en introduktion till en sddan fordjupning.
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Ny, -e1=—Ng-e1,, Ng,-e3=—-Ns-e3,. (20)
Slutligen far vi av ekvationerna och att

LN — M?

(No x Noy) - No = (pee—poirs
= (Ncru . el)(NaU : 62) - (Nau ' 62)(N0'1, ' 61)
= (Na' . elu)(NO' s €2 ) - (Na' . eQu)(NO' ce )

v v

= A2 — Aapiy.

Bevis av Sats[3.4} Notera att ur ekvation (10)), och s Ar

K= ay — Bu
( EG — F2)1 /2"
Vi konstruerar den ortonormerade basen {e,es} genom Gram-Schmidt-ortogonalisering av
basen {0, 0, }. Lat E-Y2=¢coche = H‘;—“H = e0o,. Det foljer fran Gram-Schmidt-processen att

e, ar en linjarkombination av o, och o,. Lat déarfor es = yo,, + do, f6r nagra skalérer + och 4,
sadana att es &r normerad och ortogonal mot e;. Vi far féljande ekvationer:

el -ey=coy - (yo,+00,) =c(yE+0F) =0, (21)

le2l* = 7?lloull + 2vdou0, + 82 [|o ||
=~2E +290F + §°G = 1. (22)
Ekvation ger att v = 7%7. Substituerar vi detta i ekvation sa far vi att

F? F? F?
5zf — 252f +6%°G = 6*(G — =) =1

vilket ger

E1/2 FE71/2
(BG—Fi2 T T (BG_F2)i2 © T
Vi har nu fatt att e; och es endast beror pa koefficienterna i den forsta fundamentala formen for
ytan. Vidare har vi att

5= EY2,

a=ej, e
Eu

= (eyOy + €0yu) - (Yo, +d0,) = 5 (eow) - (YO +00y) + Y0y - Ty + 004y - Oy

u 1
= E—el -eq + 557(0'u o)+ E((Oy - Op)y — Oy - Tuny)
€

1 1
= istu +ed(Fy — §Ev),
vilket endast beror pa E, F och G. Till sist har vi att
/8 =e, - ey = (gvo'u + 5qu) : (’Yo'u + 6UU)
€y
=-—€] €2 +EVOyy Oy + 860'7“1 * Oy
€
1 1

= 55'7EU + 5556‘“,

vilket ocksa endast beror pa E, F' och G. O

Nu kan vi anvénda vara resultat for tillimpningar inom matematisk kartografi, speciellt skall
vi underséka hur Gauss remarkabla sats kan anvindas i féljande kapitel.
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4 Matematisk kartografi

En kartprojektion kan beskrivas som en systematisk tolkning av platser fran jordens yta till en
platt karta. Kartor, och ddrmed kartprojektioner, ar viktiga da jordglober ofta inte &r praktiska att
anvinda. I delkapitel 4.1 och 4.2 introduceras konforma respektive areabevarande kartprojektioner,
vilket leder fram till att visa att det &r omdjligt att konstruera en avbildning av jorden till en
platt karta som bevarar bade vinklar och areor. Se appendix [C| fér mer information om de olika
kartprojektionerna som tas upp. I delkapitel 4.3 visas det att inga kartprojektioner kan bevara
alla avstand, och dérefter diskuteras forsok att delvis bevara avstdnd. Kapitel 5.3 i |16] anvands
fér Definition och Sats samt artikeln Some Properties Related to the Mercator Projection
av Pijls |15] for hédrledning av Mercatorprojektionen i delkapitel 4.1. I kapitel 4.1 anvénds &ven
kapitel 9.7.1 i Shape Interrogation for Computer-Aided Design and Manufacturing av Patrikalakis,
Maekawa och Cho [13| for Definition I delkapitel 4.2 anvinds kapitel 5.4 och 5.5 1 |16], och
i delkapitel 4.3 anviinds kapitel 7.1 i Portraits of the Earth: A Mathematician Looks at Maps av
Feeman |3g].

4.1 Konforma avbildningar och kartor
For att kunna diskutera olika typer av konforma kartor definieras vad en konform avbildning &r.

Definition 4.1 (Konform diffeomorfi). En diffeomorfi f : S1 — Sy sdgs vara konform om skdr-
ningsvinkeln mellan alla par av korsande kurvor ~, och ~2 pd ytan Sy dr densamma som skdr-
ningsvinkeln mellan kurvorna f oy och fo~ys pd Ss.

Anméirkning. I korthet innebér detta att en konform diffeomorfi bevarar vinklar.

Sats 4.2. En diffeomorfi f : S1 — So dr konform om och endast om den forsta fundamentala
formen for alla ytstycken o1 pd Sy, och den férsta fundamentala formen fér f o oy pda So dr
proportionella.

Bevis. Antag att S; técks av godtagbara ytstycken o. Enligt Lemmall.14] &r ytstycket oo = foo
ett godtagbart ytstycke pa Sy. Antag att deras forsta fundamentala former &r proportionella, sa
att de uppfyller att

Eodu® 4 2Fydudv + Godv? = N(Eydu® 4 2F dudv + G1dv?), (23)

dar A &r en slat, 6verallt positiv funktion av u och v. Dessutom ar E4, F; och G koefficienterna
till den forsta fundamentala formen for o, och Es, Fy samt G2 motsvarande f6r o3. Om ~(t) =
o1(u(t),v(t)) och ¥(t) = o1 (a(t), 0(t)) ar korsande kurvor pa Sy, avbildar f dessa pa o2 (u(t),v(t))
och oo(u(t),o(t)) i Sy. Eftersom cosf = W dédr 6 &r skidrningsvinkeln mellan 4 och 4, ger
kedjeregeln att
Exu/t + Fy(u'v' 4+ @'v') + Gov't!

(Egu’2 + 2F2U/7)I + GQU/2)1/2(E212’2 + 2F2ﬁ/77’ + G2f}/2)1/2 '
Om vi kombinerar ekvation (23]) med far vi att

AEWT + AF (W'D + @) + ANGo'Y
(VE1u + 2010t + AG1o2) 2(NE @ + 2N @0 + AGLo2) 12

cosf = (24)

cosf =

Om )\ faktoriseras ut ser vi att vinkeln &r oberoende av A, vilket innebér att vinkeln mellan
o2 (u(t),v(t)) och o2(a(t),v(t)) r densamma som den mellan ~y(¢) och 4(t). Detta innebér enligt
Definition [I.1] att f &r konform.

Antag omvént att skirningsvinkeln bevaras for alla par av korsande kurvor under avbildningen
f. Vivisar att de forsta fundamentala formerna for o1 och o5 &r proportionella. Detta gbrs genom
att fixera (a,b) € U och sedan betrakta kurvorna ~(t) = o1(a+t,b) och (t) = o1(a+tcos ¢, b+
tsin ¢) dér ¢ &r en konstant. Detta ger att ' = 1,v" = 0,4’ = cos ¢ och ¥ = sin ¢. Anviinds detta
i ekvation far vi

FEjcos¢p+ Fising _ Eycos¢p+ Fysing
\/El(El cos? ¢ + 2F sin ¢ cos ¢ + G sin? ¢) \/EQ(EQ cos? ¢ + 2F, sin ¢ cos ¢ 4+ Go sin? ¢)
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Genom att kvadrera bada sidor och skriva
(E4 cos ¢ + Fisin ¢)2 = FE1(Fh cos® ¢ + F sin ¢ cos ¢ + G4 sin® @) — (E1Gy — Ff)

far vi
(E1\Gy — F2)Ey(Fy cos? ¢ + Fysin ¢ cos ¢ + Go sin? @)

= (FyGs — F22)E1(E1 cos® ¢ + F sin ¢ cos ¢ + G4 sin® ?).

(E2G2—F32)Ey

m, skrivas som

Detta kan, om vi véljer A =

(By — AE1) cos? ¢ + 2(Fy — AF})sin ¢ cos ¢ + (G — AG1) sin ¢ = 0. (25)

Genom inséttning av ¢ = 0 och ¢ = 7/2 i ekvation far vi att Fy = AFy, G2 = AGy och till
sist F2 = )\Fl ]

Flertalet kartprojektioner utgar ifran att projicera S? pa en sa kallad utvecklingsbar yta.

Definition 4.3 (Utvecklingsbar yta). En yta kallas for en utvecklingsbar yta om det finns en
isometri mellan ytan och ett plan.

Anmirkning. En utvecklingsbar yta har som f6ljd av Sats Gausskrokning 0. Detta innebar att
minst en av ytans principalkrokningar dr lika med 0. Exempel pa utvecklingsbara ytor &r cylindrar
och koner.

Ett exempel pa en konform avbildning &r Mercator-
v projektionen, som ocksa ar ett exempel pa nér jorden
projiceras pa en utvecklingsbar yta, i detta fall en cylin-
der.

Exempel 4.4. Mercatorprojektionen avbildar en sfar ut-
an dess poler pa en cylinder som rullas ut till ett plan.
Den utgar fran att jorden, som kan antas vara enhetssfa-
ren S?, projiceras pa en cylinder som tangerar S? i ekva-

u torn. En punkt p pé sfaren uttrycks genom dess koordina-
ter u € [0,27),v € (=%, §), dir u representerar longitud

och v latitud. Varje punkt p pa sfiren kan nu projice-
ras pa en punkt ¢’ pa cylindern, si att vektorn pq’ ar
parallell med sfarens normalvektor i p. Punkten ¢ flyt-
tas sedan vertikalt nedat till en punkt ¢ som uppfyller
att den horisontella och vertikala axeln skalas om lika
mycket, vilket ar ett krav for att projektionen ska vara
konform. Se Figur

Denna cylinder kan sedan rullas ut till ett plan. I detta
plan, och i férlangningen ocksa pa cylindern, anvénds kartesiska koordinater dar z-axeln motsvarar
en vertikal linje pa cylinderns yta, samtidigt som y-axeln motsvarar ekvatorn. Om latituden i en
punkt pa S? dr v, har cirkeln C,, pa sfiren vid latituden v radien cosv. Denna cirkel avbildas pa
cylindern som en cirkel C, vid héjden z(v). Cirkeln C, har da radien av cylindern, det vill séga 1.
Detta innebar att

FES)

Figur 5: Konstruktion av Mercatorpro-
jektionen.

Omkretsen av C,; 1

Omkretsen av C,  cosv’

vilket medfor att strackor langre bort fran ekvatorn forlangs under avbildningen, da samma for-
hallande géller for alla segment av C,, pa vilken latitud v som helst. For att forhallandet dessutom
ska gilla péa den vertikala x-axeln, méaste foljande gélla:

z(v+ Av) — z(v) _ 1

. 26
Av Ccos v (26)
Om vi later Av — 0 i ekvation , far vi differentialekvationen

dx 1

el ) 27

dv  cosv (27)
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Eftersom vi valt att y-axeln motsvarar ekvatorn kan ekvation 16sas som ett begynnelsevarde-
sproblem med begynnelsevirde z(0) = 0. Dessutom vet vi att en punkt med longitud u pa sfaren
dven har y-koordinaten wu i planet, vilket ger att

{len(tan(;—FZ)) (28)

Y = Uu.

Detta innebér att den inversa avbildningen ges av

=
v= Q(arctan(e"”) - %)

Vi kan nu visa att Mercatorprojektionen &r en konform diffeomorfi. Enhetssfiren utan nord- och
sydpolen kan beskrivas med hjélp av den lokala parametriseringen

o (u,v) = (cosvcosu, cosvsinu,sinv), u € [0,27),v € (—7/2,7/2),

vilket inneb#r att koefficienterna till dess forsta fundamentala form dr E; = cos?v, F; = 0 och
G171 = 1. Vi ser fran ekvation och att den forsta fundamentala formen fér f o o har
koefficienterna Fy = 1, F, = 0 och G5 = sec?v da f dr Mercatorprojektionen . Fran detta
ser vi att Mercatorprojektionen &r en konform diffeomorfi enligt Sats eftersom Fy = AEq,
Fy = \Fy och Go = A\G; dir \ = cos? v.

4.2 Areabevarande kartor

Konforma avbildningar som Mercatorprojektionen kan bland annat férenkla navigation, men en
nackdel &r att areor forvriangs. En karta som visar areor i ritt proportioner dr viktig om areabaserad
data, som exempelvis utbredning av olika typer av vegetation, skall redovisas.

Definition 4.5 (Area av ytstycke). Arean Ay (R) av en del o(R) av ytstycket o : U — R3 som

motsvarar ett omrade R C U dr
As(R) = // [low X oyl|dudv.
R

Anméirkning. Integranden ||o, X o,|| 1 Definition kan skrivas i termer av den forsta funda-
mentala formen av o enligt Lemma

Definition 4.6 (Areabevarande diffeomorfi). En diffeomorfi f : S; — Sy mellan tvd ytor Sy och
Sy sdgs vara areabevarande om den avbildar ett godtyckligt omrade i Sy pa ett omrdde i So med
samma area.

Sats 4.7. En diffeomorfi f : S1 — So dr areabevarande om och endast om koefficienterna till
de forsta fundamentala formerna for ndgot ytstycke o(u,v) pd S1 och f oo pdi So uppfyller att
Fi1G1— F12 = FEyGoy— F22, det vill sdga att determinanten av matrisrepresentationen av deras forsta
fundamentala former dr lika.

Bewvis. Tag nagot ytstycke oy : U — R3 av S;. Vi kan enligt Lemma lata f o o1 = o9 vara
ett godtagbart ytstycke pa Sy. Antag forst att de férsta fundamentala formerna for o och o9
uppfyller E1Gy — F? = EyGy — F3. Lat 01(R) och a2(R) vara delar av ytstyckena o respektive
o2 motsvarande ett omrdde R C U. Arean av dessa fas enligt Definition [£.5] samt Lemma [A23]
genom att integrera (EG — F2)'/2 gver R, dir EG — F? = E\G — F? = E;Gy — F3. Utifran detta
ser vi att f avbildar ytstycken i S7 pa ytstycken i Sy med samma area, vilket innebér att f &r
areabevarande.

Antag nu istéllet att f &r areabevarande. Vi vill visa att de férsta fundamentala formerna f6r
o1 och oy da maste uppfylla E1G1 — F? = E3Gy — F2. Vi har fran Definition Definition
och Lemma att

// (E1Gy — FA)Y2dudv = // (EyGy — F2)Y 2 dudv (29)
R R
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for alla R C U. Vi tar R som

u=g(z,y)

v = h(z,y)
dir o < z < x1, Yo < y < y1, och g(z,y) samt h(z,y) ar funktioner med kontinuerliga partiella
derivator. Da kan skrivas som

Y1 pT1 du  Ou Y1 pT1 Ju  Ju
/ / (ErGh —F12)1/2 % % dxdy =/ / (E2Go — F22)1/2 % % dzdy. (30)
Yo To ox oy Yo zo o dy

Deriverar vi bada led i , forst med avseende pa y och sedan pa x, far vi enligt analysens
huvudsats att integranderna ar desamma. Kvadrerar vi sedan bada integranderna far vi att £1G1 —
F? = E2Gy — F3. O

Exempel 4.8. Har foljer en hérledning av Lamberts ytriktiga cylindriska projektion. Denna pro-
jektion dr areabevarande och hirleds likt Mercatorprojektionen fran att S? (utan dess poler), som
representerar jorden, projiceras pa enhetscylindern.

Enhetssfiren 52, som i kartesiska koordinater kan beskrivas av 22 + y? + 22 = 1, placeras i

enhetscylindern som beskrivs av 22 4+ 32 = 1 s& att ytorna skiir varandra lings cirkeln 22 +y? = 1
i xy-planet (2 = 0). For varje punkt p € S?\ {z = 41} existerar en unik rit linje genom z-axeln
och p som ar parallell med xy-planet.
Skdrningspunkten mellan denna linje och enhetscylindern
z som dr ndrmast p kallar vi ¢q. For att hitta en formel fér av-
bildningen f fran S? utan dess poler till enhetscylindern, som
avbildar p pa g, later vi (z,y, z) vara de kartesiska koordinater-
[ na for p, och (a, b, ¢) vara de kartesiska koordinaterna foér ¢. Da
linjen mellan p och ¢ ar parallell med zy-planet vet vi att z = ¢
och A(z,y) = (a,b) for ndgon skaldr A. Eftersom (a,b,c) dr pa
cylindern giller att 1 = a? + b*> = \?(2? + y?), vilket innebir
att A = +(22 4+ »?) /2. Vi viljer ett positivt tecken for att fa
punkten g. Detta ger att

flz,y,2) = (\/xQer =, \/z2y+ = Z) (31)

For att visa att ar en areabevarande diffeomorfi borjar vi
Figur 6: Konstruktion av Lam-  med att konstatera att ytan S;, som &r S? utan dess poler,
berts ytriktiga projektion. beskrivs av den lokala parametriseringen

1apunfko

o1(u,v) = (cosvcosu, cosvsinu, sinv), u € [0,27),v € (—7/2,7/2).

Under avbildningen f ar fooq, = o2(u,v) = (cosu,sinu, sinv). Detta ger en lokal parametrisering
for ytan Sy som bestar av delen av enhetscylindern mellan planen z = 1 och z = —1, dér uv €
[0,27),v € (—7/2,7/2). Koefficienterna i den forsta fundamentala formen for o dr E; = cos? v,
F, =0 och G; = 1. For cylindern o &r motsvarande Ey = 1, F, = 0 och G5 = cos? v. Dérmed ser
vi att B1Gy — F2 = E3Gy — F2 = cos? v, vilket innebir att f i ar areabevarande enligt Sats
29!

Vi gar nu vidare till att visa tva av kapitlets mest fundamentala resultat, som foljer som
konsekvens av Gauss remarkabla sats.

Sats 4.9. Om en diffeomorfi dr bade konform och areabevarande dr den ocksd en isometri.

Bevis. Antag att en diffeomorfi f : S; — Ss, dér S; och Sy &r ytor, dr konform. Om o &r
ett ytstycke av S7 och f ooy = o9 ar ett ytstycke av S5, sd maste deras forsta fundamentala
former vara proportionella enligt Sats [£:2] Det vill siga Ey = AEy, F» = AFy och Gy = \Gy,
dér A\ ar en slidt och 6verallt positiv funktion. Om f &ven ska vara areabevarande méaste de forsta
fundamentala formerna for oy och o9 uppfylla E1Gy — F? = EyGy — F2, enligt Sats Om dessa
krav kombineras far vi att ExGy — F3 = A2E1Gy — A F2 = \2(E1G1 — F?). Vi ser nu att A i detta
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fall endast kan vara 1 da A enligt Sats maste vara slit och Gverallt positiv. Detta innebér att
den forsta fundamentala formen fér o; &r lika med den for o, vilket enligt Sats medfor att f
ar en isometri. O

Korollarium 4.10. Det gdar inte att konstruera en platt karta av jorden som dr bade konform och
areabevarande.

Bevis. Antag att jorden har formen av S,., som enligt Lemma har Gausskrokningen K = T%,
dér r ar jordens radie. Vi vet &ven att Gausskrokningen av ett plan 4r K = 0. Gauss remarkabla
sats (Sats séger att Gausskrokningen av en yta bevaras under isometrier, och fran Sats har
vi att om en diffeomorfi ska vara bade areabevarande och konform s méaste den vara en isometri.
Av detta foljer korollariet eftersom ett plan och S, har olika Gausskrékning. O

4.3 Avstandsbevarande kartor

Nar kartor som bevarar areor eller vinklar studerats tidigare i kapitlet har omojligheten i en isomet-
risk avbildning fran en sfar till ett plan anvénts, alltsa resultatet att det inte finns nagon avbildning
som bevarar alla kurvors langd. I detta delkapitel studeras om det dr mdjligt att konstruera av-
bildningar med mer specifika krav kring bevarande av avstand och léngd.

Naturliga utgangspunkter ar avbildningar som bevarar lingden av en begrédnsad méangd av
kurvor eller som bevarar delméngder av kurvors relativa langd. Den viktigaste typen av langd
pa kurvor tenderar att vara ldngden péa den kortaste kurvan mellan tva punkter, alltsa avstandet
mellan dessa punkter. Det dr dock inte heller mojligt att konstruera en avbildning dér alla avstand
bevaras, eftersom &ven en sadan nédvéndigtvis hade varit isometrisk.

Vad som déremot kan konstrueras &r en sé kallad ldngdriktig karta som bevarar alla avstand fran
en fix punkt pa jordklotet. En sddan karta kan dessutom samtidigt ha egenskaper som en konform
karta i denna fixa punkt. Det gor karttypen sdrskilt ldmpad nér en central punkt &r av sarskild
vikt, exempelvis vid langvéiga radiokommunikation eller flygplans rackvidd fran en flygplats.

Exempel 4.11. Vi later enhetssfiren S? utan nordpol beskrivas av sin longitud 0 < u < 27 och
latitud —% < v < Z. Vi definierar en azimutaﬂ lingdriktig avbildning f : S* — D, dir D ér en
oppen disk i R? med radie 7, si att varje punkt (u,v) pa sfiren avbildas till en punkt pa planet
med de poldra koordinaterna ¢ = u,r = 7 + v. Sydpolen projiceras da till punkten (0,0) med
avstandet T 4+ v till f(u,v).
Longituderna &r storcirklar
som gar genom sydpolen, och
langden fran en punkt (u,v) till
sydpolen (u,—7%) lings longitu-
derna &r alltsa avstandet, vilket
blir v — (—%) som alltsa beva-
rats under avbildningen. Vi no-
terar ocksa att vinkeln mellan
tva kurvor som skir varandra i ¢y Wzrin oW 0.0 Sluten disk D | avbildningsplanet

sydpolen maste bevaras under
avbildningen, d& 6 = u och da Figur 7: Konstruktion av en azimutal langdriktig avbildning cen-

differensen mellan kurvornas in- trerad pé Sydpolen, dar den godtyckhga latituden wu visas.

fallsvinklar i 6 och u bestdmmer skirningsvinkeln pa avbildningen respektive pa sfaren. Genom ett
annat val av poler pa sfaren fas en annan punkt &n sydpolen i vilken avstand och vinklar bevaras
under avbildningen.

I Exempel avbildas den punkterade sfiaren till en disk med radien 7w och avstandet till
randen i en punkt (r,0) dr siledes m — r. Pa sfiren dr avstandet fran en punkt (u,v) till sydpolen
lingden léings punktens longitud, 5 + v. Sydpolen ligger med avstand 7 till nordpolen pa samma
longitud, och avstandet till sydpolen fran (u,v) blir da 7 — (5 +v) = § —v = 7—r. Om vi d& utokar
diffeomorfin f med att avbilda nordpolen till cirkeln som &r rand till den azimutala lingdriktiga
kartan, liksom fallet i konstruktionen i Figur [7] s kan vi siga att dven avstandet till nordpolen

bevaras under avbildningen.

5En azimutal karta &r en projektion direkt pa planet, snarare &n p& en annan utvecklingsbar yta.
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Nér en karta konstrueras for att pa nagot vis bevara avstand under avbildningen ar det, som
konstaterat, inte mdjligt att bevara proportionerliga avstand 6ver hela avbildningen. Vad som
istdllet ar mojligt dr att avbilda den kortaste kurvan mellan tva punkter pa den kortaste kurvan
mellan punkternas avbildningar. For en karta av jorden innebéar det att det kortaste avstandet
mellan tva punkter, det vill siga segment av storcirklar, alltid avbildas pa segment av rita linjer.

Exempel 4.12. Den gnomoniska projektionen &r en avbildning fran en 6ppen halvsfar till hela
det reella planet R?. Halvsfiaren placeras liksom i Figur [8] s& att den tangerar planet, och sa att
storcirkeln C som avgréinsar halvsfiren dr parallell med planet. Punkter p pa halvsfaren projiceras
till punkter p’ pa planet som uppfyller att p, p’ och halvsfarens medelpunkt o ligger p4 samma réta
linje. Eftersom linjer genom o och punkter pa C dr parallella mot avbildningsplanet, s& ndrmar sig
avbildningen odndligheten for punkter allt ndrmare C.

Projektionen har egenskapen att den avbildar segment av storcirklar pa segment av rata linjer.
For att bevisa detta studerar vi ett storcirkelsegment C. Storcirkelns medelpunkt &r halvsfirens
medelpunkt o. Alla linjer genom o och C, och darfér &ven avbildningen av C, maste ligga i samma
plan som storcirkeln. Men avbildningen ligger i avbildningsplanet som inte innehaller o och ar alltsa
ett annat plan. Da ligger avbildningen i skidrningen mellan de tva planen, vilket &r en rét linje.

Det finns saledes en avbildning som é&t-
minstone pa nagot vis bevarar en egenskap
relaterad till avstand. Vi visade i Korollari-
um [4.10] att vi inte kan ha en karta som &r
bade konform och areabevarande. Vi visar nu
att egenskapen att avbilda storcirklar pa ra-
ta linjer ar en tredje uteslutande egenskap,
tillsammans med konformitet och areabeva-

Avbildningsplan rande, dir ingen avbildning kan ha tva sam-

tidigt, huvudsakligen med hjilp av samband

Figur 8: Konstruktion av gnomonisk avbildning.  inom sfirisk geometri som exempelvis redovi-
sas 1 kapitel 5 1 [§].

Storcirkel C

Sats 4.13. Varken en konform eller en areabevarande diffeomorfi fran ett ytstycke o pd en sfir
till en del av ett plan kan avbilda alla storcirklar pa rdta linjer.

Bevis. Vi antar forst att en diffeomorfi f &r konform och avbildar alla storcirklar pa réta linjer, fér
att fran det hirleda en motségelse. Vi studerar tre punkter p1, ps, ps i o dir storcirkelsegmenten
mellan dessa ocksa ligger i . Da géller att triangeln som bildas med punkterna som hoérn har
en vinkelsumma stoérre &n 180°. Storcirkelsegmenten avbildas under f pa réta linjer, och eftersom
f ar konform &r vinkelsumman av den pa planet avbildade triangeln stérre &n 180°. Detta &r en
motségelse d& vi nu betraktar triangeln i ett plan, dir vinkelsumman maéste vara exakt 180°.

Nu antar vi istéllet att diffeomorfin f dr areabevarande. Vi studerar storcirklarna med segmen-
ten ab och cd, dar a och d har samma avstand till den ena av storcirklarnas skirningspunkter, som
b och c har till den andra. Da har segmenten samma langd och konstruktionen &r symmetrisk kring
storcirkeln genom segmentens respektive mittpunkter. Symmetrin ger att A, (Aabe) = Ay (Aabd).
D& f &r areabevarande géller A(Ad'b'¢’) = A(Aa’t'd’) vilket innebér att a'd’ || ¢'d’, dér o/ = f(a)
och analogt for 6vriga punkter. Vi kan hitta sadana a, b, c,d for alla par av storcirklar dar bada
har en av sina tva mittpunkter mellan storcirklarnas skiarningspunkter i en 6ppen delméngd av o,
och alla sddana cirklar har alltsa parallella linjer som avbildningar.

Vi viljer ett koordinatsystem for sfaren sa att ett segment av ekvatorn ligger i en ppen del-
méngd av o. Vi studerar tva longituder Cy, Co och en tredje storcirkel C3 som skér Cs i ekvatorn
och C; med avstandet ¢ fran polerna. Kalla punkten pa C; mittemellan skdrningarna med C; for
s35. Nér ¢ gar mot 0 kommer C3 g& mot Cy och dérfor si3 ga mot s12 och s31 g& mot s21. Men bade
$12 och so1 ligger i en 6ppen méngd, sa vi kan hitta ett tillrackligt litet § > 0 s& att &ven s13 och
s31 ligger i denna méngd. Men da géller C4 || Ci || C4, vilket &r en motségelse d& Co skiir C3 i 0.

O
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av bilden. Sammanfattning och Abstract har férfattarna skrivit tillsammans utan hjilp av Al
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A Kompletterande och fordjupande teori samt notation

I detta kapitel paAminns ldsaren om terminologier som ligger utanfor arbetet men som &r viktiga for
arbetets huvuddamne. Delkapitel A.1 ger kompletterande teori i linjar algebra som &r relevant for
arbetet. Delkapitel A.2 fordjupar lasarens forstaelse for begreppet dppen mdngd inom topologin och
sldt avbildning fran flervariabelanalys da de dyker upp ofta under arbetet. Den intresserade ldsaren
hénvisas till delkapitel A.3 for en férdjupning i ytteori som &r en utékning av delkapitel 1.3 och
kapitel 2. I detta appendix presenteras dven en notationstabell i delkapitel A.4 som bestar av alla
notationer som anvéinds under hela arbetet. I A.1 refereras kapitel 1 och 2 i boken Spectral Theory:
Basic Concepts and Applications |5 av Borthwick for Definition och Vidare refereras
huvudsakligen kapitel 5 och 7 i Linear Algebra Done Right [1] av Axler. Till sist i delkapitel A.1
anvands kapitel 5 i Linear Algebra Done Wrong |18] av Treil for Definition A.6. I delkapitel A.2
anvands huvudsakligen kapitel 2 i Munkres Topology |11] fram till Definition dar vi dérefter
refererar till kapitel 2 1 Analys i flera variabler [14] av Persson och Boiers. Delkapitel A.3 anvander
sig av kapitel 3 i 3] fram till Proposition Resterande anvander huvudsakligen kapitel 5 och
6 fran [16].

A.1 Linjar algebra

En av de viktigaste satserna som anviands under arbetet &r reella spektralsatsen, for att bevisa bland
annat att de principala riktningarna bildar en ortogonal bas till 7,,S vid distinkta egenvirden. For
att bevisa denna sats behdvs terminologier som sjdlvadjungerad avbildning, med mera. Vi later V
vara ett andligtdimensionellt vektorrum 6ver en kropp K och betecknar med £(V) méngden av
alla linjara avbildningar pa V. Vi betraktar daremot endast K = R. I detta delkapitel later vi
dessutom [ vara identitetsmatrisen for motsvarande dimension.

Definition A.1 (Inre produkt). En inre produkt pd ett vektorrum V dr en funktion (-,-) : VxV —
K som har féljande egenskaper:

a) (v,v) >0 for allav € V, och (v,v) =0 om och endast om v = 0.

b) (u,v) = (v,u) for allau,v € V.

¢) (au + pv,w) = alu, w) + B{v,w), for nigra skalirer o, 8 € K och for alla w,v,w € V.

Anméirkning. Ett vektorrum som har en inre produkt kallas for ett inre produktrum. Notera att
den euklidiska skaldrprodukten som vi anvénder i arbetet dr en inre produkt.
Vi later nu V vara ett inre produktrum om inget annat anges.

Definition A.2 (Invariant delrum). Lat T € L(V). Ett delrum U av V kallas invariant under T
om u € U implicerar att Tu € U, det vill siga om T|y € L(U).

Givet v € V och T € L(V) kan vi definiera en funktional u — (v,Tu). Riesz lemma séger da
att det finns en unik vektor w € V sadan att (v, Tu) = (w,u).

Definition A.3 (Adjunkten till en linjar avbildning). Adjunkten till T € L(V) dr avbildningen
T* : v — w, det vill saga att T* dr den unika linjdra avbildningen sadan att

(v,Tu)y = (T*v,u), for allaw e V.
T kallas sjilvadjungerad om T = T*.

Vi paminner ldsaren att i ett vektorrum 6ver R sa &r T transponatet av avbildningsmatrisen
till 7.

Lemma A.4. Antag att V # {0} och att T € L(V) dr sjilvadjungerad. Lat U vara ett delrum av
V' som dr invariant under T'. Da gdller féljande:

(a) Alla egenvirden till T' dr reella,

(b) T har minst ett egenvdrde,

(¢) U* Gr invariant under T,

(d) T|ly € L(V) dr sjilvadjungerad,

(e) T|yr € L(V) dr sjilvadjungerad.



Bevis. (a) Antag att Tv = Av dér v # 0. Vi visar att A &r reell.
(Tv,v) = (Av,v) = ANv,v) = A||v]]

= (v,Tv) = (v, \v) = (v, v) = \||v||.

Eftersom ||v|| # 0 s foljer det att A = A, det vill siga A € R.

(b) Vi bevisar (b) for en n x n-matris. Eftersom vi ar i ett vektorrum over R sa foljer det att
T &r symmetrisk, ty T = T* = T*. Stiller vi upp dess karaktiristiska ekvation och noterar att T
ocksa ar sjalvadjungerad i C, s& far vi enligt algebrans fundamentalsats att ekvationen har minst
ett komplext nollstille. Men vi har fran (a) att alla dess egenvirden &r reella. Darmed har T' minst
ett egenvérde i R.

(c) Lat v € Ut och tag u € U. Dessa tillsammans med att T ir sjilvadjungerad och att U dr
invariant under 7T ger att

(Tv,u) = (v,Tu) =0,

vilket giller for alla w € U. Det vill siiga, Tv € U+ och alltsa ér U~ invariant under 7.
(d) Antag att u,v € U. Notera att

(Tly)v, u) = (T, u) = (v, Tu) = (v, (T|v)u).

Saledes dr T|y sjdlvadjungerad.
(e) foljer fran (c) och (d). O

Sats A.5 (Reella spektralsatsen). Antag att T dr en linjar avbildning pd V. Da dr foljande ekvi-
valenta:

a) T dr sjalvadjungerad.

b) V har en ortonormal bas som bestir av egenvektorerna till T .

¢) T har en diagonalmatris med avseende pd ndgon ortonormal bas till V.

Bevis. Vi visar forst att (c¢) implicerar (a). Antag att 7" har en diagonalmatris med avseende pa
nagon ortnormal bas till V. En diagonalmatris bevaras under transponering, ddrmed ar 7' = T,
det vill sdga T ar sjdlvadjungerad.

Antag nu att (a) giller. Vi visar (b) via induktion pa dim V. Basfallet dimV = 1 {6ljer ome-
delbart. Antag att dimV =mn, n € N\ {1} och att (a) medfor (b) for alla reella inre produktrum
av dimension upp till n — 1. Enligt Lemma [A74 har T en egenvektor u, antag att den &r normerad
(normera om den inte &r det). Lat U = Span(u). Da &r U ett en-dimensionellt delrum till V' som
ar invariant under 7. Avbildningen T'|;. € L(V) &r sjdlvadjungerad enligt Lemma och har
dérfor en ortonormal bas bestaende av egenvektorer till 7|71 enligt induktionsantagandet. Lagger
vi till vektorn w till ortonormalbasen fér U+ sa far vi en ortonormal bas till V som bestar av
egenvektorer till T, ty dim(U~+) = n — 1. Ligger vi till u sa ir dim(U+) = dim V. Vi har nu visat
att (a) medfor (b).

Det foljer att (b) medfor (c), ty vi kan diagonalisera T' sa att diagonalmatrisen bestér av
egenvirdena till T'.

Déarmed har vi visat att pastdendena &r ekvivalenta. O

Vi avslutar delkapitlet med definitionen av sparet till en matris och tva efterféljande satser som
dr vasentliga for teorin i kapitel 2.

Definition A.6 (Spar). For en n x n-matris A dr dess spar, betecknat Tr(A), summan av dess
diagonalelement.

Notera att om A = (a;;) och B = (b;;) ar sadana att AB och BA &r vildefinierade sa &r

n

Tr(AB)=> > ajbr; =Y > bjrag; = Tr(BA). (32)

=1 k=1 =1 k=1

Antag nu att T € £(V) har en avbildningsmatris av storlek n x n som &r diagonaliserbar, det
vill siga T = PDP~! dir D #r en diagonalmatris vars diagonal bestar av egenviirden till T', och
P bestar av motsvarande egenvektorer till egenvirdena. Da ar

Tr(T) = Tr(PDP~') = Tr((PD)P™ )
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=Tr(P~'(PD)), enligt ekvation (32).

Vi anvinder den associativa lagen och far att
Tr(T) = Tr((P~'P)D) = Tr(ID) = Tr(D).

Aven
det(PDP™') = det(P) det(D) det(P~1)

= det(PP 1) det(D) = det(D),
vilket &r produkten av dess diagonalelement. Vi har ddrmed visat féljande proposition:

Proposition A.7. Spdaret av en diagonaliserbar matris dr summan av dess egenvdrden. Determi-
nanten av en diagonaliserbar matris dr produkten av dess egenvdrden.

For en bas B sa betecknar vi T med avseende pa basen B som [T]3. Basbyte till basen C blir
da [Tles[T]sll]Be = [T]e.

Proposition A.8. Determinanten och sparet av en linjdr avbildning dr oberoende av bas.

Bevis. Lat T € L(V'). Vi har att
Tr([Tle) = Tr(]es[Tssc) = Tr({]es([T]s]sc))

=Tr(([T)sll]sc)]es) = Tr([T]s([scl]cs))
=Tr([T)sllls) = Tr([T1]s) = Tr([T)s).

Pa liknande vis far vi att
det([T'c) = det([{]es[T]8[!]5c)

= det([]]cg) det([T]B) det([[]gc) = det([T]B).

A.2 Grundliggande topologi och flervariabelanalys

Detta delkapitel anger vad vi menar med en dppen mdingd som dyker upp ett flertal ganger un-
der arbetet, och utvecklar vidare om topologiska egenskaper som nadmns i delkapitel 1.3. Dessa
egenskaper motiveras utifran definitionen av kontinuitet i topologiska termer. Till sist paminner
vi lasaren om vad en sldt avbildning ar for nagot och hur man konstruerar ett tangentplan till en
funktionsyta, eftersom dessa begrepp &r relevanta for arbetets teori.

Definition A.9 (Topologi). Ldt X wvara en mdngd. En topologi éver X dar en samling 7 av del-
mdngder till X med féljande egenskaper:

i) X,0er.

it) For A; € T sd dr den godtyckliga unionen U;A; € T.

i) For Ay, ..., A, € T sd ska ()i_y A; € T

Anmirkning. Om A € 7 s siger vi att A &r en oppen mdingd och att X \ A &r en sluten mdangd. Vi
preciserar dven begreppet omgivning genom att siga for en punkt p € X sé dr U € 7 en omgivning
tillpompeU.

En naturlig topologi 6ver R™ ar att lata en méngd vara 6ppen om den kan skrivas som en union
av méingder pad formen {B,(x)}, dir B,(x) = {y;|lx —y| < r,r > 0, € R"}. Vi kallar B,(x)
fér en “Gppen boll”. Denna topologin kallas for standardtopologin pa R™. Notera att for n = 1 sa
genereras 6ppna mangder av 6ppna intervall. Vi betraktar endast standardtopologin pa R”™ i detta
arbete. Framover néir vi hinvisar till en méngd X s& menar vi det topologiska rummet (X, 7) som
ar mangden X tillsammans med en topologi 7. Vi kan nu med hjilp av topologiska rum definiera
kontinuitet fér en funktion.

Definition A.10 (Kontinuerlig funktion). Ldt X och Y wara topologiska rum. Vi sdger att f :
X =Y dr kontinuerlig om for alla 6ppna mingder U CY sa dr f~1(U) éppen i X.
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Anmairkning. Kontinuitet for funktioner i standardtopologin 6ver R &r ekvivalent med e-§ defi-
nitionen fran analysen. Beviset for detta kraver dock ytterligare terminologi fran topologin som vi
inte tar upp har.

Om f : X — Y &r en homeomorfi sa foljer det naturligt att for alla 6ppna méngder V' C
X sa #r f(V) oppen, ty f~! dr kontinuerlig. P4 detta vis bevaras egenskaper som kompakthet,
sammanhéngande med mera mellan dessa tva méangder, da bilden av exempelvis en kompakt méangd
under en kontinuerlig funktion &r kompakt, vilket vi vet frén envariabelanalysen. Vi kallar de
egenskaper som &r invarianta under homeomorfi fér topologiska egenskaper. Intuitivt &r tva mangder
homeomorfa om den ena kan deformeras till den andra genom att stricka ut eller b6ja mangden,
men inte ta isér eller sdtta ihop méngden. Pa liknande sétt som vi betraktar grupper upp till
isomorfi s& betraktar vi topologiska rum upp till homeomorfi.

Figur 9: Figuren till vinster visar nir ett intervall sidtts ihop till en cirkel. Alltsa &r ett intervall
och en cirkel inte homeomorfa da &ndpunkterna i intervallet skickas till samma punkt pa cirkeln.
Figuren till hoger visar nér en disk deformeras till en sfar med ett hal genom att bdja pa disken.
Intuitivt borde en disk och en sfir med ett hél vara homeomorfa (vilket de faktiskt &r).

I foljande definition preciserar vi vad en slédt avbildning &r, ett begrepp som anvinds aterkom-
mande under arbetet.

Definition A.11 (Slat avbildning). Ldt f vara definierad i en éppen mangd X C R™. Vi sdger
att f dar en slit avbildning, eller att f dr av klass C°(X) om f dr odndligt deriverbar (odndligt
partiellt deriverbar) och om alla dessa (partiella) derivator dr kontinuerliga.

Ett enkelt exempel pa en sliat avbildning dr exponentialfunktionen e”, ty alla dess derivator ar
sig sjdlva.

Avslutningsvis paminner vi ldsaren om hur vi konstruerar ett tangentplan till en graf av en
funktion av tva variabler fran flervariabelanalysen. Lat f(z,y) vara en differentierbar funktion
definierad i en 6ppen mingd X C R2. Tag nagon punkt (a,b) € X. Vi har enligt definitionen av
differentierbarhet i punkten (a,b) att

Fla+hb+k) — f(a,b) = fi(a,b)h + £1(a, b)k + /AZ + K2p(h, k),
for smé vérden pa h och k, dér p — 0 nér (h, k) — (0,0). Lat nu
r=a-+h, y=b+k.

Da ar
h=x—a, k=y—0.

Vi far planet
z = f(a,b) + fr(a,b)(z — a) + f)(a,b)(y — b)
som vi kallar for tangentplanet till funktionsytan z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)).
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Figur 10: Grafen till en funktion f(z,y) och dess tangentplan i punkten (a,b, f(a,b)).

A.3 Fordjupning i ytteori

Detta delkapitel, som namnet antyder, fordjupar den intresserade lasaren i ytteori. Delkapitlet visar
dessutom viktiga resultat som foljer fran kapitel 2 men som inte anvinds i de andra huvudkapitlen,
vilket ar varfor de bevisas i detta appendix i stéllet. Vi inleder delkapitlet med ett exempel som en
utokning av delkapitel 1.3 och en sats som ger oss ett alternativt séitt for att avgéra nér en nivayta
ar en slit yta.

Exempel A.12. Lat U C R? vara 6ppen och f : U — R vara en sliit avbildning. Vi ska visa att dess
graf S = {(z,y,2) € R® : 2 = f(x,y)} 4r en slit yta. Tag F : U — R3, F(x,y) = (z,y, f(x,9)).
Notera att F(U) = SNR3 = S och att F ir slit, samt att dess invers F~! : S — U, (x,y,2) —
(x,y) ar kontinuerlig. Dessutom &r F(z,y) = (1,0, fz(x,y)) och Fy(z,y) = (0,1, f,(z,y)) linjart
oberoende. Saledes &ar S en slit yta.

I foljande sats later vi S := {(z,y,2) € R3: f(z,y,2) = 0} dér f ér en sliit reellviird avbildning.
Sats A.13. Om Vf(p) = (fz(p), fy(p), f-(p)) # 0 for allap € S, sq ar S en slit yta.

Bevis. Lat p = (0, Yo, 20) € S. Minst en av komponenterna i gradienten &r nollskild i punkten p,
antag att f,(p) # 0. Enligt implicita funktionssatsen existerar en omgivning U C R? runt (g, yo)
och en omgivning V' C R runt zg, samt en slidt funktion g : U — V sddan att (x,y,g(z,y)) €
S, (z,y) € U. Lokalt runt punkten p dr ytan en graf, och alltsd har vi en lokal parametrisering
F(z,y) = (x,y,9(z,y)) av S. Enligt Exempel ar S en slit yta. O

Exempel A.14. Tag en ellipsoid f(z,y,2) = z—z + lé—z + z—z —1=0, a,b,c € R. Dess gradient
Vi(z,y,z) = (i—%, 5—3, i—i) = 0 om och endast om z = y = z = 0. Men (z,y,z) = 0 ligger ¢j pa
ellipsoiden. Diarmed &r ellipsoid en sliit yta enligt Sats

Precis som for kurvor kan vi fér ytor bilda normalfdlt.

Definition A.15 (Normalfiilt for yta). Lat S vara en yta i R3. Ett normalfilt pa S dr en avbildning
N : S — R3 sadan att N(p) L T,S for alla p € S. Ett normalfilt kallas ett enhetsnormalfilt om
[IN(p)|| =1 for allap € S.

Eftersom att enhetsnormalen N, kan peka at tva olika hall beroende péa tecknet hos N,
ar det naturligt att forscka definiera begreppet orientation av en yta. Intuitivt borde ett val av
normalfilt inducera en orientation i en omgivning runt varje punkt p € S. Det vill sdga om varje
par av omgivningar kring punkten p skir varandra och har samma orientering sa ségs S vara
orienterbar, ty annars dr normalféltet inte slétt.

Definition A.16 (Orienterbar yta). En yta S dr orienterbar om det existerar ett slitt normalfalt
pa S.



Exempel A.17. Enhetssfiren S? ér ett exempel pa en orienterbar yta. Enhetssfiren kan implicit
skrivas som nivaytan f(z,y, z) = 22+y?>+22—1 = 0. Siitt p = (z,y, 2) och lat N(x,y,2) = (z,v, 2),
vilket dr en slit avbildning. Kom ihag att Vf(p) L T,5%. Vi har da att Vf(p) = (2z,2y,22) =
2(x,y,2) = 2N (z,y, z). Alltsa ir N(z,y, 2) ett slitt normalfilt och siledes ér S? orienterbar.

Det &r mojligt att vélja normalen som en av de tva enhetsnormalerna till 7},S och kalla den fér
N(p). Men detta val behover inte nddvindigtvis vara kontinuerligt, se foljande exempel.

Exempel A.18. Ett Mobiusband é&r ett klassiskt exempel pa en yta som inte &r orienterbar. Ett
Mobiusband konstrueras genom att ta ett band, vrida det ett halvt varv, och sedan limma ihop
andarna. D& kommer det inte att finnas ndgon naturlig “insida” eller “utsida” och geometriskt ser
vi att Mobiusbandet &r en icke-orienterbar yta (se Figur . Vi bevisar detta mer rigordst.

Tag punkten p = (1,0,0). Antag att p rér sig runt enhetscirkeln S! i zy-planet. Lat £ vara
linjesegmentet i zz-planet av lingd 1 som forst &r parallellt med z-axeln, och antag att £ till att
borja med har p som mittpunkt. Det vill siiga £ &r forst givet av 2 = 1 och |2| < 1 (se Figur [11a).
Roterar vi £ runt enhetscirkeln S! sa far vi sparet av en cylinder, (cos®,siné,t),0 € (0,27),t €
(—1/2,1/2). Nér p roteras med 0 radianer runt z-axeln s& ska £ roteras med 6/2 radianer runt p
(se Figur [11b). En punkt (1,0,¢) pa £ har nu vandrat till punkten

o(t,0) = (cosf,sind,0) — tsin(0/2)(cos b,sin b, 0) + t cos(6/2)(0,0, 1)
= ((1 —tsin(6/2)) cos b, (1 — tsin(6/2)) sin b, t cos0/2)),
vilket &r en lokal parametrisering av mobiusbandet dir definitionsméngden ar
U={(t0) cR* -1/2<t<1/2,0<6<2r}.
Ett naturligt val av normalfilt &r enhetsnormalen,
oy X g = (—cosfcosf/2,—sinfcosf/2,—sinh/2) = N,.
Notera nu att

lim N, = (—1,0,0),

0—0+

lim N, = (1,0,0).

0—2m—

Eftersom sinus och cosinus har period 27 sa f6ljer det att N, inte &r kontinuerlig i # = 0 och
0 = 2m.

e
| ~ X (/;-\b6-959/’)_ “
> =
tsiner2

X

(a) Linjesegmentet och enhetscirkeln (b) Konstruktionen av mébiusbandet (c) Mobiusbandet och dess
samt punkten p. normalfilt

Figur 11

Vi bevisar nu viktiga resultat fran kapitel 2 men som ligger utanfér huvuddelens &mne.

Proposition A.19. Differentialen av en diffeomorfi dr oberoende av valet av kurva. Dessutom dr
differentialen en linjdr avbildning.
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Bevis. Lat f : S — Sy vara en diffeomorfi mellan tva ytor S; och S;. For en punkt p € Sy,
tag ytstycket o1 : Uy — SN Vy runt p av Sy, och kurvan (t) : (—e,e) — S; f6r nigot ¢ > 0
sddant att v(0) = p och s& att bilden av definitionsméngden ligger helt i V;. Lat o5 : Us — SN Vs
vara ett ytstycke av Sy runt punkten f(p). Satt ¢ = ~4'(0) € T,S;. Vidare later vi (u(t),v(t)) =
o7 (y(t)) : (—e,e) — Uy och ug = o7 (p) € Uy. Lat dven f = o5 0 fooy : Uy — Uy och
beteckna f(uy,us) = (@1 (u1, uz), za(uy, us)), samt f(ug) = o diir uy = u(t) och uy = v(t). Notera
att y(t) = o1 (u(t),v(t)) och o3 0 f = f o oy. Vi beriiknar nu differentialen av f i punkten p,

dpf(q) = (f o) (0) = (f(o1(u(t), v(t))) =0
20 flu(t), v(t)))'\t:o

= (
2 Jo l‘o
Z Z auj -10). (33)

Eftersom ¢ = ~'(0) = E?:l 8"57151‘0) -u;(0) s& beror ekvation endast pa konstanten ¢ och inte

pa kurvan ~. Notera att ekvation dr Jacobianen av o3 o f i punkten uy multiplicerat med

u'(0) N - S
(U,(0)> , som dr en linjar avbildning. O

Proposition A.20. Kurvor pd ett ytstycke med samma tangentvektor i en punkt p har samma
normala krokning.

Bevis. Vi studerar kurvorna ~1(t) = o(ui(t),v1(t)) och v2(t) = o(ua(t),va(t)), dar v1(t1) =
Y2(t2) = p. Antag att kurvorna har samma tangentvektor i punkten p, det vill siga u}(t1) =
ub(t2) och v (t1) = v)(t2). Men da har de tva kurvorna samma normalkrokning enligt Proposition
218 ty den andra fundamentala formen beror endast pa p som &r konstant i detta fall, samt da
derivatorna i p ar lika. O

Foljande resultat visar vad forhallandet till Weingarten-avbildningen innebér fér de principala
krékningarna och riktningarna. For den principala krokningen x; med principal vektor p; = uo, +
vio, galler det fran Definition och Sats att

Wppi = Kip;

[WP]Bpi = KiPi

Fi Frpi = kipi
Fripi = FIKip;

Lul + Mvl\ Eu + Fv;

Mul; + Nv; Fu; + G
Nastkommande sats séger att om vi kénner till de principala krokningarna och vektorerna av en
yta sa kan vi enkelt berdkna normalkrokningen.

Sats A.21 (Eulers sats). Betrakta ett ytstycke o med principala krokningar k1 och ko och mot-
svarande principala vektorer p1 och ps. Dd gdller att den mormala krékningen for en kurva v pd
ytstycket o med vinkel 8 mellan ~' och py dar

Ko = K1 OS2 0 + Ko sin? 6.

Bevis. Vi kan anta att 4 har normerad hastighetsvektor (gor annars en omparametrisering). Lat

v
1

Fall 1, k1 = ko = k. Proposition och ekvation ger att

W=T"FT=ry v=¢

~'(t) = yo, + 60, och sitt T =

= k(cos? @ +sin? §) = kcos? O + ksin? 4.
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Figur 12

Fall 2, k1 # ko. Enligt Proposition [2.10] &r p; och ps ortogonala samt normerade. Lat
Pi = YOy + ;0 (35)
for i = 1,2. Notera att v'(t) = p1 cos + pysiné (se Figur . Detta tillsammans med ekvation

ger att

v =0, + b0,
dér
v =r1c086 + y2sinf, 6 = 1 cosf + dasinb.

Lat T; = (g’) Proposition [2.18| och ekvation ger

kn = (cos 0Ty + sin 0T} ) Frr(cos T, + sin 0Ty)

= cos® T{ Fr 1Ty + cos Osin O(T{ FriTo + TeFriTh) + sin® 0T4 Fr 1 Ts. (36)
Vidare far vi fran ekvation och faktumet att de principala vektorerna &r ortogonala att

Ki, om ¢ = j
TIFT) = kT FiT) = kipi - pj = { ' (37)
0, annars.
Vi substituerar ekvation (37)) i ekvation (36]) och far resultatet i satsen. O

Proposition A.22. De principala krékningarna i en punkt pd ett ytstycke dr mazximum och mi-
nimum for de normala krékningarna for alla kurvor pa ytstycket i punkten. Riktningarna med de
principala krékningarna ges av motsvarande principala vektorer, och kallas principala riktningar.

Bevis. Antag att k1 > ko och 1at 6 vara vinkeln mellan en kurvas tangentvektor 4 och p;. Vi har
att
K1 = K1 cos2 0 + k1 sin? 0 > kq cosZ 0 + ko sin® 6 > ko cos? 0 + ko sin® 0 = ko.

Med resultatet fran Sats far vi dven att x, < k1 med likhet om och endast om 6 = 0 eller
0 = 7. Vi far alltsd ett maximumvérde for normalkrokningen da sin @ = 0, det vill siga nir v' = py.
Vi far pa samma sétt att k,, > ko, det vill siga minimumvéardet uppstar nar vinkeln mellan p; och
~" dr 0 = 7. Riktningen som &r ortogonal mot p; ar p; enligt Propositio

Om k1 = kg sad ar normalkrékningen hos varje kurva x; enligt Sats Detta tillsammans
med Proposition ger att varje tangentvektor till ytan &r en principalvektor. O

Vi avslutar delkapitlet med ett lemma som knyter ihop en ytas forsta fundamentala form med
dess areaelement. Betrakta ytan S med motsvarande tangentplan 7,5 i punkten p, som spanns
upp av basvektorerna o, och o,. Arean av ett parallellogram ges av normen av kryssprodukten
mellan vektorerna som spéanner upp parallellogrammet. Saledes kan vi beskriva areaelementet av
en liten bit area runt punkten p pa ytan S genom ||o, X oy

Lemma A.23. |loy, x 0,|| = VEG — F2.
Bewvis. Vi har att

l|ow X a0||* = (6w - 0u)(0y - 0,) — (04 - 0,)* = EG — F2.
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A.4 Notationstabell

Notation Vad

(z,y,2) Vektor i R3

~, 1(%) Kurva i bade plan och rum, lingd av kurva

d Parametertransformation

o Euklidisk skaldrprodukt, euklidisk norm

s, t,u, v Reella parametrar

S? Enhetssfiren i R3

o, 0,,0, Lokal parametrisering av yta, partiella derivator av o med avseende pa u och v
1,J Intervall i R

I, Identitetsavbildningen av dimension n

n(t), Ns(p) Normalfalt for kurvor respektive normalfilt for ytor i punkten p
n(s) Principalnormalvektor for kurva i R?

N, Enhetsnormalvektor for yta

S, p Yta i R?, punkt pa yta

UU,R Definitionsméngder fér parametrisering i R?

XY, W Delméngder av R?

1,5 Tangentplan till ytan S i punkten p

b Binormal

Ky K, Kg Krokning av kurva, normal krokning, geodesisk krokning

Ng(u,v) Gaussavbildningen

fodpf Avbildning mellan ytor, differentialen av avbildningen f i punkten p
Wy, [Wols Wiengarten-avbildningen och dess avbildningsmatris

K H Gausskrokning och medelkrékning

Fr, Frr Matrisrepresentaton av de forsta och andra fundamentala formerna
EF.G,L,M,N Koefficienter i forsta respektive andra fundamentala formen

K1, K2, P1,DP2

Principala krokningar, principala vektorer

€1,€2

Ortonormerade basvektorer i R?

a7b7cﬂaﬂﬂ?)\’ﬂ7€7775

Reella tal

Pq Vektor mellan punkt p och punkt ¢
0, ¢ Vinklar

Ay (R) Area av ytstycket o (R)

C Storcirkel pa sfar

D Disk

Tabell 1: Notationstabell for arbetets huvuddel.
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B Inledning till Riemanngeometri

I projektets huvuddel studerades krokningen hos ytor i det euklidiska rummet R3. Dar méttes
avstdnd med den euklidiska metriken, och en ytas krokning definierades av en linjar avbildning
fran ytans tangentrum i en punkt. I detta fall var tangentrummet 7,5 utrustat med den euklidiska
skaldrprodukten, med vilken krokning, avstand och vinklar pa ytan beskrevs med de forsta och
andra fundamentala formerna. Detta koncept kan generaliseras for att kunna studera krokning
for fler och mer komplicerade geometriska objekt #n de som definierades som ytor i R?. Sadana
generaliserade geometriska objekt kallas mdangfalder. Appendix B ar till for den intresserade ldsaren
som har en bakgrund i topologi, ty definitionen av en méngfald kréver kunskap om topologiska
begrepp som till exempel Hausdorff-rum.

Detta appendix utforskar en generalisering av ytor for att ge en inledning till den matematiska
gren som kallas Riemanngeometri. Dar kallas objekten vi studerar for Riemannmdangfalder, pa
vilka avstand, vinklar och krékning mats med sa kallade Riemann-metriker, som ar en naturlig
generalisering av den fundamentala formen. Att studera krokning i flera dimensioner ar en svarare
uppgift, ty en hogredimensionell mangfald kan kroka sig i manga olika riktningar. Det gor det
svarare att fa en geometrisk intuition till problemet. Appendix B kulminerar med att bevisa Gauss
remarkabla sats med Riemanngeometri. I delkapitel B.1 om méangfaldsbegreppet anvénds kapitel 1
i Lee [10], och i delkapitel B.2 om Riemann-metriker anvénds kapitel 1 Do Carmo [7]. Vi refererar
aven till kapitel 4 i Lee [9] i B.3, samt kapitel 2 i |7]. I B.4 anvinds kapitel 4 i |7] och kapitel 4 i |3].

B.1 Mangfalder

Innan begreppet slit mangfald introduceras som en generalisering av begreppet slit yta, definieras
begreppet topologisk mangfald.

Definition B.1 (Topologisk mangfald). En topologisk mdangfald av dimension n dr ett topologiskt
rum M som uppfyller foljande villkor:

i) M dr Hausdorff,

it) M dr 2:a upprdiknelig,

i11) Varje punkt p € M har en omgivning som dr homeomorf med en delmdngd av R™.

Anmirkning. Enligt Definition [1.11] av en yta dr en yta en topologisk mangfald av dimension 2,
ty en yta #r lokalt homeomorf med en delméngd av R2.

En topologisk mangfald kan studeras for dess olika topologiska egenskaper som till exempel
kompakthet eller om de &r sammanhéngande. Av intresse har &r mangfalder som det gar att utfora
analys pa. Darfor begransar vi oss till sldta méangfalder, precis som vi begréansar oss till sldta ytor
i rapportens huvuddel. En slat yta &r en yta vars atlas bestar av lokala parametriseringar som ar
slata. En sldt mangfald dr en topologisk mangfald med en extra struktur sadan att det &r mojligt
att avgora vilka avbildningar fran och till mangfalder som ar sléta.

Enligt %) i Definition ingar varje punkt p pa en mangfald M i definitionsmangden U
till ndgon homeomorfi ¢ : U — U c R". Sadana homeomorfier kallas for koordinatavbildningar,
ty de avbildar in i R™ som har ett naturligt koordinatsystem. Eftersom koordinatavbildningar
ar homeomorfier &r varje sammanséattning av koordinatavbildningar ockséd en homeomorfi. Detta
faktum gor det mojligt att gora féljande definition.

Definition B.2 (Overgangsavbildning, sldt kompatibilitet). Awbildningen o o~!: (U NV) —
YU NV) kallas for évergangsavbildningen fran ¢ till v, dir (o, U) och (¢, V) dr tvd koordinatav-
bildningar, och U och V dir delmdingder av M sddana att UNV # (. Avbildningarna ¢ och i sdgs
ocksd vara slitt kompatibla om U NV = eller 1 o o~ ! dr en diffeomorfi.

Anmairkning. Eftersom bade o(U NV) och (U NV) &r delméngder av R™ &r det naturligt att
tala om slithet av 6vergangsavbildningen 1 o =1

I huvuddelen definieras en atlas for en yta som méngden av alla slita lokala parametriseringar
vars definitionsméngder tillsammans utgor hela ytan. For mangfalder foljer motsvarande definition.

Definition B.3 (Slit atlas). En slat atlas A for mangfalden M ar samlingen av alla koordinatav-
bildningar paé M som dr parvis sldtt kompatibla och vars definitionsmdngder tillsammans utgor hela
M. En sldt atlas ar maximal om den inte dr en dkta delmdngd av ndgon stérre atlas.



Definitionen av en maximal atlas gors av samma anledning som i delkapitel 1.3, for att undvika
férvirring om vilken atlas som betraktas for mangfalden. Den maximala atlasen A kallas for en sldt
struktur pa M. Med en sadan sldt struktur sigs en generell funktion fran en mangfald f: M — R
vara slit om och endast om fog~!:¢(U) — R ir slit for alla koordinatavbildningar (¢,U) i den
sldta strukturen A. Detta ger oss en beskrivning av sldta funktioner pa M, och ger en bild av hur
analys kan utforas pa funktioner fran M.

Definition B.4 (Slit mangfald). En slat mdngfald (M, A) ar en mdngfald M tillsammans med
en slit struktur A.

Anmairkning. Den slidta strukturen A utelamnas vanligen nér vi talar om sldta mangfalder.

Exempel B.5. Ett trivialt exempel pa en sldt mangfald & R™ sjilvt, ty R™ &r Hausdorff, 2:a
uppréknelig, trivialt lokalt homeomorf med 6ppna méngder i R™ samt att varje par av Gvergangs-
avbildningar ¢ och v &r sldtt kompatibla. Detta da om M = R" sa ar f : M — R en slit funktion
pa “vanligt” vis. Saledes har R™ en sldt struktur och &r en sldt méangfald.

B.2 Riemann-mangfalder och Riemann-metriker

I kapitel 2, 3 och 4 i rapportens huvuddel diskuteras hur den férsta fundamentala formen f6r en yta
ar ett verktyg for att méta flera viktiga kvantiteter pa en yta S, som lingd och vinklar. Darfor kan
den forsta fundamentala formen kallas for en metm’lﬁ pa ytan S. Att den kallas fér form &r ingen
slump, ty den &r en kvadratisk form genererad av den euklidiska inre produkten, dar koefficienterna
definieras enligt £ = o - 0, F' = 0 - 0, = 0 - 0y, samt G = o, - 0,. Nar begreppet yta nu
har generaliserats till slat méangfald féljer ocksa en generalisering av begreppet metrik till slédta
maéangfalder.

Definition B.6 (Riemann-metrik). En Riemann-metrik pd en slit mangfald M dr en avbildning
som till varje punkt p € M tilldelar en inre produkt (-,-), pd tangentrummet T,M, sidan att for
varje tvd vektorfalt X och'Y som dr slata i ndgon omgivning V. till M, sd dr funktionen (X,Y),
slitipeV.

Anmérkning. Den inre produkten (X,Y’), mellan tva vektorfalt X och Y betyder den inre pro-
dukten mellan vektorerna X (p) och Y (p), det vill sdga de vektorer i vektorfalten X och Y som vi
finner i punkten p.
En Riemann-metrik betecknas och uttrycks vanligen pa foljande vis: om vi har en “invers
koordinatavbildning” ¢! : U € R* — M sadan att ¢ '(z1,...,x,) = p € o " (U) € M, och
9_(p) = dy (0, ..., 1, ...,0) dér dye~" betecknar differentialen av ¢! i p, s kallas funktionen

Oz
0 0
9ij (T1, oy ) = <ax. (p), %(p)>p
i j

féor Riemman-metriken pa M. Notera att 3%1_(]9) ar basvektorer for tangentrummet 7, M, precis
som o, och o, ir detsamma for 7,5 for en yta S.

Om en Riemann-metrik g¢;; kan associeras till en sldt mangfald M kallas (M, g;;) for en
Riemann-mdangfald. Vanligtvis skrivs inte metriken g;; ut. Det &r inte sjélvklart att det finns en
associerad Riemann-metrik till varje slat mangfald, men foljande resultat ger ett svar.

Sats B.7. Varje slit mangfald har en associerad Riemann-metrik.

For beviset till Sats [B.7] hinvisas den intresserade ldsaren till beviset av Proposition 2.10 i
[7], ty beviset kréver en uppbyggnad av forkunskaper som inte ér relevanta for resten av detta
appendix.

Exempel B.8. Betrakta ett exempel pa en Riemann-metrik som induceras pa en kartesisk produkt
My x My av Riemann-mangfalderna M; och Ms. Lat mp : My x My — My och wo : My X My — Mo
vara projektionsavbildningarna, och ansétt den inre produkten

(u,v) (p,q) = (dm1u, dm1v), + (dT2u, dTov),

SInnebérden av begreppet metrik ar i detta sammanhang inte samma som en metrik i ett metriskt rum fran
topologin.
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for alla (p,q) € My x M, (u,v) € T(, 4 (M x Ms). Detta ér en Riemann-metrik, ty termerna i
summan &r Riemann-metriker pa M; respektive M,. Med hjélp av denna metrik dr det mojligt
att till exempel definiera en Riemann-metrik pa en n-faldig torus 7" = S! x ... x S genom att
betrakta den vanliga metriken pa R? begrinsad till S*, och sedan ta produkt-metriken.

For att kunna méta langder och avstand &r det viktigt att definiera vad en isometri innebar i
termer av en Riemman-metrik.

Definition B.9 (Isometri). En diffeomorfi f : M — N mellan tvé Riemann-mdngfalder M och
N kallas for en isometri om (u,v), = (dpf(u),dpf(v)), for alla p € M, w,v € T,M, dir d,f
betecknar differentialen av f.

For att studera avstand och langder av kurvor pa Riemann-mangfalder inférs begreppet vektor-
falt ldngs en kurva pa en Riemann-mangfald M, ty ldngden av en kurva beskrivs med hjélp av en
Riemann-metrik som i sin tur definieras i termer av vektorfilt. En kurva pa en Riemann-mangfald
definieras analogt med Definition dar R™ byts mot en Riemann-mangfald M.

Definition B.10 (Vektorfilt lings kurva). Ett vektorfalt V' lings en kurva v : I — M dr en
slit avbildning sidan att t — V(t) € Tyy)M, dirt € 1. Vektorfiltet % kallas det tangerande
vektorfaltet till kurvan -.

Léngden av en kurva « : [a,b] — M definieras pa liknande vis som i Definition enligt

b
o d’7 d’y 1/2
l('y) —‘/a <E,E> dt

Hér betraktas nu Riemann-metriken pa M i integranden, istéllet for den euklidiska normen av
derivatan av ~.

B.3 Kovariant derivata och parallelltransport

I kapitel 2.1 diskuterades differentialen av en avbildning och hur den representerar en riktnings-
derivata léngs en given riktning w € 7,S5. Vi generaliserar konceptet av en riktningsderivata och
diskuterar hur en riktningsderivata av ett vektorfilt i ett annat vektorfilts riktning definieras. Lat
M vara en Riemann-mangfald och v : I — M vara en kurva pa M, samt lat V' vara ett vektorfilt
langs « som tangerar M. For att studera en mangfalds inneboende geometri, som néir en ytas
Gausskrokning visades vara en inneboende egenskap hos ytan, betraktar vi derivatan av vektor-
faltet sett fran perspektivet hos en varelse som lever pa M. Den “vanliga derivatan” % behover
inte nodvéndigtvis ligga i T, M, men for att garantera detta betraktas istéllet den ortogonala

projektionen av % péa Ty )M, som betecknas %. Detta kallas den kovarianta derivatan av V.
Konceptet av att derivera ett vektorfalt i riktningen av ett annat vektorfélt introduceras i féljande
definition. For notation, 1at X' (M) vara méngden av alla slidta vektorfalt, och D(M) vara méngden

av alla reellvirda funktioner f: M — R.

Definition B.11 (Affin kovariant derivata). En affin kovariant derivata V pd en Riemann-
mdangfald dr en avbildning V : X(M) x X(M) — X (M), betecknad med (X,Y) — VxY, sidan
att:
i) VixigvZ = fVxZ+9VyZ,
i) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,
iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y dar X,Y,Z € X(M) och f,g € D(M).

Definitionen &r formell, och vad notationen VxY innebér diskuteras efter féljande proposition

som relaterar definitionen av en affin kovariant derivata till det generella begreppet kovariant
derivata.

Proposition B.12. Lit M wvara en Riemann-mangfald med en affin kovariant derivata V, och
V wara ett vektorfilt lings kurvan v : I — M. Déd finns en unik avbildning V — % mellan
vektorfilten V' och % som kallas den kovarianta derivatan av V, sadan att:

a) %(VJrW) = %Jr%;

b) %(fV) = %V—F f% for ndgon slit funktion f pd I,

¢) Om vi kan skriva V(t) =Y (y(t)) for nagot Y € X (M), si dr 27 = V%Y.
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Bevis. Antag forst att det existerar en siddan avbildning som uppfyller alla tre kriterier i propo-
sitionen. Vi hérleder ett uttryck for % som vi visar dr unikt. Lat ¢=! : U C R® — M vara ett
koordinatsystem (hérlett fran en koordinatavbildning ) sadant att v(I) N =1 (U) # 0, det vill
sédga att (Atminstone delar av) bilden av kurvan ligger i bilden av koordinatsystemet pa M. Uttryck
~(t) = (x1(t), ..., z,(t)). For notation, 1t e; = ax . Vi skriver pé detta vis ty 6— i ndgon punkt
peM representerar en basvektor for T, M. Eftersom V #r ett vektorfilt léngs « s& kan vi skriva
V =3, v’e;, dir for notationens skull e; = e;(y(t)) och v/ = v7(t). Kombinerar vi linjiriteten i

a) och b) for den kovarianta derivatan far vi att
DV dv’ 4 De;
— = —e; + v/ —=.
dt = dt dt
¢) och i) i Definition ger oss att

Dej dI,
7dt = V%ej = vzl d;; ele.j = Z Ev€lej

Kombinerar vi dessa uttryck far vi ett komplett uttryck for 2 W’ enligt
DV dv’ dx;
W = ] Ee‘] + j d Ujveie.j. (38)
Om det skulle finnas en avbildning V — %—Y sa skulle den vara unik, ty den &r entydigt

bestdmd av kurvan 4 som genererar V. Om vi definierar den som <- enhgt uppfyller den alla
tre kriterier a), b) och ¢) enligt konstruktion. For att visa att deﬁmtlonen enligt (38) géller Gver
hela méangfalden M och inte bara i koordinatsystemet ¢~1(U), tag nagot annat koordinatsystem
¢~ (W) pa M sadant att ¢~ (W) N~} (U) # 0. Om vi definierar BY i ¢~ (W) enligt , s4
dverensstimmer denna definition i =1 (W)Ne~1(U) med den i ¢~ (U) enligt unikheten. Upprepar
vi detta forfarande kan vi saledes utvidga definitionen till hela M. O

Notationen VxY betyder att vi berdknar en riktningsderivata av vektorfaltet Y i riktningen
X, enligt ¢) i Prop051t10n E Med hjalp av detta uttrycker vi hddanefter begreppet kovariant
derivata pa detta vis. Aven uttrycket Ve,e; kommer att aterkomma flera ganger. En konvention
ar att skriva att

Ve,€j = Z I'ker, (39)

vilket uttrycker den kovarianta derivatan av basvektorerna e; for T, M som en linjéirkombination
av basvektorer e;. Vi kan gora detta, ty den kovarianta derivatan ar definierad pa ett sadant sétt
att den kovarianta derivatan av ett tangerande vektorfalt till M ska ligga i T),M. Koefﬁcienterna
Fk ar sldta funktioner som kallas for Christoffel- symbolema Om vi sétter in dessa i och byter
bokstav pa indexet j till k£ i den forsta summan i ) for att kunna skriva allt i en summa och
faktorisera ut ey, far vi foljande:

DV dv* dx;
dt:;(dt 2T kdt)ek'

)

Det enda som saknas for att fa en komplett beskrivning av % ar att beskriva Christoffel-

symbolerna l"k explicit. For att gora detta krévs lite arbete, och att vi introducerar tva egen-

skaper hos den kovarianta derivatan V som vi hérledde %Y fran. Men forst diskuteras ett koncept
som &r viktigt for bade den explicita beskrivningen av Christoffel-symbolerna, men ocksa fér hur
mangfalders krokning beskrivs i kommande delkapitel: konceptet av parallelltransport.

Parallelltransport handlar om att transportera vektorer i ett vektorfilt pa en mangfald pa ett
sadant sdtt att vinkeln mellan vektorn och méangfalden halls konstant nér vektorn transporteras
lings mangfalden. Betrakta ett icke-krokt rum, till exempel R?, diir vektorer kan identifieras som
samma vektor om de har samma storlek och riktning och den ena vektorn bara kan “flyttas” till den
andra. Men i ett krokt rum fungerar detta inte pa samma vis. Betrakta en varelse som befinner sig
langt ut i rymden och ser tva vektorer pa jordklotet: en pa nordpolen som upplevs peka Osterut,
och en péa ekvatorn som ocksé upplevs peka Osterut. Vektorerna upplevs fran ett utomstaende
perspektiv som parallella enligt Figur
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Om vi sedan byter perspektiv och betrak-
tar jorden fran nordpolen, sa upplevs vektorn
fran nordpolen peka rakt fram, medan vektorn
h\ pa ekvatorn pekar rakt upp som en normalvek-

tor till jorden. Fran det utomstéaende perspek-
tivet ser vektorerna forst ut som samma vek-
tor, men vid byte av perspektiv har riktningen
dndrats. Detta &r skillnaden nér vi istéllet be-
traktar ytans inneboende geometri. Vid paral-
lelltransport handlar konceptet om parallellism
inte om att halla vektorns transport langs ytan
Figur 13: I vilken riktning vektorerna pa sfaren parallell fran ett utomstaende perspektiv, utan
pekar upplevs olika beroende pa om observatoren fran ett inneboende perspektiv. Om ett vek-
star langt ifran eller pa ytan. torfalt parallelltransporteras langs en mangfald
och garanterar att vektorfiltet halls parallellt
med mangfalden under hela transporten, sa innebdr det att derivatan av vektorféltet alltid ligger
i tangentrummet T,,M. Den ortogonala projektionen av derivatan av vektorfiltet p& T,,M &r da
alltid 0. For att konkretisera begreppet parallelltransport gors féljande definition.

Definition B.13 (Parallelltransport). Ldt M vara en Riemannmdngfald med en affin kovariant
derivata V. Ett vektorfdlt V' lings en kurva v : I — M dr parallellt om =~ =0 for allat € 1.

Att ldngden av vektorerna i vektorfiltet V' och vinkeln mellan M och V bevaras under paral-
lelltransport garanteras om den kovarianta derivatan V &r kompatibel med metriken g;;. En annan
viktig egenskap for V som vore virdefull &r symmetri hos V, enligt féljande.

Definition B.14 (Metrik-kompatibilitet, symmetri). Ldt (-,-) vara en Riemann-metrik pd Rie-
mannmangfalden M, och V vara en affin kovariant derivata pa M.

i) V dr kompatibel med (-,-) om Vyw (V,U)Y) = (VwV,U) + (V,VwU) for alla V,W,U € X(M).
it) V ar symmetrisk om VywV =VyW for alla V,\W € X(M).

Vi hérleder ett uttryck for Christoffel-symbolerna fér en kovariant derivata V som uppfyller
i) och i) i Definition Symmetrin ger oss att Ve,e; = Ve e;, vilket enligt ger att
I‘fj = F?i. Vi tillampar kompatibilitetsegenskapen pa basvektorerna e; och e;. Vi minns forst
att g;; = (e;, e;), och att eftersom (e;, e;) &r en skaldr funktion sa sammanfaller den kovarianta
derivatan Ve, ((e;, e;)) med den vanliga derivatan, betecknad 0k ({e;, e;)). Sammantaget ger detta
att
Ve -(<ei7ej>) - <Vek€¢,€j> + <ei7v€kej> —

((ei,e;)) E sz e;,e;) + E I‘Jk e, e) —

I (9ij) Z szgyl + Tjrgit,
l

dér vi kan byta ordning i det nedre indexet pa Christoffel-symbolerna da vi antagit den symmetriska
egenskapen.

Gor vi motsvarande for de andra kombinationerna gi; och g;, far vi liknande uttryck for i (gs5),
0;(gri) och 0;(g;x). Adderar vi ekvationerna vi far av detta s& far vi att

O (gi5) + 05 (gri) — 0i(gin) = 2> _Thigar.
1

Multiplicerar vi med den inversa Riemann-metriken som vi betecknar g% (analogt med elementen
i F7'1) kan vi skriva

= ngm ((gj1) + 0 (gri) — Ok(9ij))- (40)

Vi har nu héarlett ett sj alvstandlgt uttryck for Christoffel-symbolerna f6r den metrik-kompatibla
och symmetriska kovarianta derivatan V, och har i huvudsak bevisat existensen i féljande sats.
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Sats B.15 (Riemanngeometrins fundamentalsats). For varje Riemannmdangfald M sd finns en
unik affin kovariant derivata V sadan att V dr symmetrisk och kompatibel med Riemann-metriken
pa M.

Den unika kovarianta derivatan V i Sats
kallas for Levi-Civita-forbindelsen, ef-
ter den italienska matematikern med samma
namn. Det dr denna kovarianta derivata som ar
vanligast att betrakta vid studiet av Riemann-
mangfalder pa grund av dess viktiga egenska-
per. Det finns &ven andra kovarianta derivator,
och det innebér att de utfor parallelltransport
pa olika sétt. Det gar att betrakta begreppet
kovariant derivata som nagot som gor det moj-
ligt att parallelltransportera vektorer pa méang-
falden, och dérmed “férbinda” tva tangentrum
TpM och TqM nar vektorerna transporteras Figur 14: En forbindelse mellan TpM och TqM
mellan punkterna p och ¢ pa M enligt Figur genom parallelltransport.

el

B.4 Riemanns krokningstensor och krokning av mangfalder

Appendix B avslutas med en diskussion om hur det 4r mojligt att avgéra om en mangfald &r krokt.
Att visualisera detta som for ytor i R? &r sillan mojligt eftersom en Riemann-mangfald generellt
dr av hogre dimension dn tva, som beskriver en yta. Till hjélp for att avgdéra om en mangfald
ar krokt eller inte dr en Riemann-metrik och ett uttryck for Christoffel-symbolerna i termer av
Levi-Civita-forbindelsen. Med dessa verktyg ar det mdojligt att studera hur vektorféalt som tangerar
méangfalden M beter sig om de parallelltransporteras lings en sluten kurva pa mangfalden, déar
beteendet hos vektorfiltet under parallelltransporten beror pa mangfaldens krokning.

I B.3 definierades och diskuterades parallelltransport, som &r ett sitt att “transportera’ ett
vektorfilt langs en mangfald dar vi haller vektorfiltet parallellt med mangfalden ur ett inneboende
geometriskt perspektiv. Om ett vektorfilt parallelltransporteras lings en sluten kurva i ett plan,
som inte dr krokt, kan vi forvinta oss att nér vektorfiltet har transporterats tillbaka till sin
startpunkt s& kommer det att vara samma vektorfalt som fran borjan. Betrakta nu en sfar och
utfor parallelltransport lings en sluten kurva som ges av en kurvlinjar triangel pa sfirens yta,
med start i nordpolen och ned till ekvatorn, ldngs ekvatorn en bit, och sedan upp och tillbaka till
nordpolen igen enligt Figur [I5]

Néar vektorfiltet har aterkommit till start-
punkten i nordpolen sa ar det inte samma vek-
torfalt som parallelltransporten startade med.
Detta &r en konsekvens av sfirens krokning.
Konceptet av att studera hur parallelltransport
léngs en sluten kurva pé en méangfald misslyc-
kas med att bevara geometriska egenskaper kal-
las holonom{l Lat V vara ett vektorfilt som
parallelltransporteras lings en sluten kurva =
pé en mangfald M, och 1at P(V') vara det resul-
terande vektorfiltet ndr V' har transporterats
tillbaka till startpunkten. Riemann-mangfalden
M ségs vara krokt om V — P(V') # 0.

Av intresse ar krokning i en given punkt pa
mangfalden, precis som krokning definierades
for ytor i R3. Vi studerar di tva tangentvektorfilt till M i punkten, dir tva vektorer u och v
spanner upp ett tangerande plan till M enligt Figur [I6]

Figur 15: Parallelltransport av ett vektorfalt
langs en sluten kurva pé en sfér.

"Holonomi #r ett #mne i sig sjalvt och studeras i samband med symmetrigrupper fér méangfalder, vilket inte &r
relevant for just detta appendix.
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Figur 16: Parallelltransport av en vektor langs ett parallellogram.

Vi utfor parallelltransport av vektorn w langs parallellogrammet som spanns upp av vektorerna
u och v, och miter skillnaden mellan w och P(w). Hér &r parallellogrammet konstruerat pa ett
sadant sétt att om vi gar fran punkten dir w och v borjar, via w och sedan i riktning av v s
hamnar vi i samma punkt som vi gér om vi férst hade gatt via v och sedan i riktningen av uw. Med
andra ord ar Figur ritad pa ett sddant sétt att ordningen av rérelse, uv eller vu, inte spelar
nagon roll. For icke-krokta ytor géller detta trivialt, men for krokta mangfalder behover det inte
nédvandigtvis gélla. Avvikelsen fran kommutativitet av rorelseordning méts med Lieparentesen
(eller kommutatorn) [u,v] := uv — vu for w och v. Generellt méter Lieparentesen i vilken grad
tva operationer inte kommuterar med varandra, och dr 0 om operationerna kommuterar. Det visar
sig att objektet som studeras for att avgéra om en méangfald &r krokt, det som kallas Riemanns
krékningstensor, beror péa Lie-parentesen for att krokningstensorn faktiskt ska ha egenskaperna av
en tensor. Detaljerna i detta faktum &r dock mindre viktiga for detta appendix. Vad en tensor ar
forklaras mer precist efter definitionen av Riemanns krékningstensor.

Definition B.16 (Riemanns krokningstensor, krokt mangfald). Krokningen R fér en Riemann-
mangfald M dr en avbildning som for varje par av vektorfilt X, Y € X (M) tilldelar en avbildning
R(X,Y)Z : X(M) — X(M) som ges av

R(X,Y)Z =VyVxZ -VxVyZ— V[ny]Z, Z e X(M),

dar V ar Levi-Cuwita-forbindelsen pé M. Vi siger att mangfalden M dr krokt om R(X,Y)Z inte
ar konstant 0.

En tensor ar ett multilinjart objekt, det vill sdga nagot som &r linjart i alla sina argument. Mer
precist ar en generell tensor av ordning r pa en Riemannméangfald en multilinjir avbildning

T:X(M) x ... x X(M) — D(M)

med r stycken X (M)-faktorer, sddan att for Y1, ..., Y, € X(M) s& ar T(Y1,...,Y,) en sldt funktion
pa M och
T(Y1y e fX 4 gY, Vo) = fT(Y1, o X, o, Vo) + gT(Ye, o0, Y, o Vo)

for alla X, Y € X(M), f,g € D(M).

Eftersom att Riemanns krokningstensor definieras i termer av Levi-Civita-forbindelsen har V
de symmetriska och metrik-kompatibla egenskaperna, enligt Sats Vi hérleder ett uttryck for
krokingstensorns komponenter, for att darefter med hjdlp av négra symmetrier i komponenter-
na betrakta den tvadimensionella krékningstensorn. Det &r denna som anvénds nér vi studerar
tvadimensionella Riemann-mangfalder, det vill siga ytor dar Riemann-metriken &r den férsta fun-
damentala formen.

Betrakta ett koordinatsystem (o1, U) baserat i en punkt p € M, dér e;(p) = B%i(p) ar en bas
i T,M som innan. Vi skriver

R(e;,ej)er = ZRﬁjkel,
1
dar Réj x ar komponenterna i krokningstensorn i koordinatsystemet U.
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Anvander vi Definition @ foér basvektorerna e;, e; och e, forsvinner termen i & med Liepa-
rentesen, ty basvektorerna e;(p) = %(p) ar definierade i termer av partiella derivator, vilket &r

en kommutativ operation, och [e;, e;] = 0. Vi far da, i termer av Christoffel-symbolerna, att
Rlei,e;)er = Ve, Ve.er — Ve, Ve, ex = Ve, (Zrﬁ.kel) ~ Ve, (ngkel).
1 1

Anvinder vi produktregeln for derivering med den kovarianta derivatan V far vi att komponenterna
beskrivs av

S S S a S
igk = Zrékr‘ ZF kL + ik~ 7ax_rb’k7 (41)
j K3

dér vi kan byta V mot partlella derivator i de sista termerna da I'j, &r funktioner fran R till R
enligt (40 . Med Riemann-metriken g;; som definieras av en inre produkt skriver vi

(R(ei,e;j)ex,es) = > RLjgis = Rijis.
I

Betrakta nu krokningstensorn R i tva dimensioner, dér dess komponenter kan studeras for att
avgéra om en yta ar krokt. D& tensorn dr av dimension tva &r 4,5, k,s € {1,2}, och R har da
2% = 16 komponenter. En allmén egenskap hos R;jys dr att den r symmetrisk i par (ij) och (ks),
det vill sdga R;jrs = Risij, och antisymmetrisk i ¢ och j respektive k och s, enligt R;jrs = —Rjiks
och R;jrs = —R;js,. Denna egenskap ger att den tvAdimensionella krokningstensorn endast har en
oberoende komponent, Ry212. Darfor dr det bara denna komponent som vi beh6ver berdkna for att
avgbra om en yta ar krokt.

Vi avslutar appendix B med att vidare betrakta den tvadimensionella kréokningstensorn, och
med hjilp av den hitta en alternativ formulering och bevis av Gauss remarkabla sats. Vi betraktar
diirmed tvadimensionella Riemann-méngfalder, det vill siga slita ytor S C R? dir Riemann-
metriken ar den forsta fundamentala formen. I detta fall betraktas ytan .S som en delméngd inb&d-
dad iR3, och darfor inte som sitt eget topologiska rum, som nér vi betraktade en Riemann-mangfald
som sitt eget topologiska rum. Vi kan da inte bara uttrycka andraderivatan av basvektorerna e;
for 1,5 i termer av en linjirkombination av dessa basvektorer enligt . eftersom vi nu behover
uttrycka dessa i termer av en bas for R? istillet. Didrmed har vi en normal komponent till 7},
att ta hansyn till, ortogonal mot bada basvektorerna for 7,,S. For att f6lja notationen fran detta
appendix betecknar vi matrisrepresentationen for den ft')rsta respektive andra fundamentala formen
med (gij)?,jzl =t (h])zy 1=

Lat o vara en lokal parametrisering av S. Da kan vi skriva

30’
er] our T hiiNe (42)

8u1 8uJ

Vi paminner oss &ven om hur vi definierade den andra fundamentala formen i kapitel 2: fér en
bas {0, 0} f6r T),S beskrev vi koefficienterna i den andra fundamentala formen genom en skalér-
produkt mellan en basvektor for 7},S och bilden av en basvektor under Weingarten-avbildningen
enligt . Viljer vi en godtycklig bas {v,w} for T),S kan vi anpassa detta till notationen i detta
appendix och skriva den andra fundamentala formen i termer av en inre produkt som definierar en
Riemann-metrik (i detta fall den forsta fundamentala formen), enligt (W), (v), w). Detta férbereder
oss for att bevisa ett lemma som kommer att géra beviset av Gauss remarkabla sats mycket kort.

Lemma B.17 (Gauss ekvation). Ldt S wvara en slit yta och p € S. Da gdller for godtyckliga
w,v,z € T,5 att
Ry (v,w)z = (Wy(w), 2)W,(v) — (Wy(0), 2) W (w).
Med avseende pd en lokal parametrisering o ges detta av
Rl = hjpwl — hgw!,

dir wh =", hirg®t dr element i matrisrepresentationen av W.
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Beuvis. Vi bevisar satsen i termer av en lokal parametrisering o. Derivera med avseende pa
ul. Detta ger att

3 ork. 2
0o :Z( AN VA > SRCLLEY S AL

oultoutoul Oul ouk Y outOuk oul 9ol

ij O do
= Z ( u; 35@ Iy "’67 + normal kOInponent)

m

+ normal komponent + h;; ( Wy (%)>
U

ory oo
7, k m m
= Em <8ul] + gk LET — hijw; )(‘Mm -+ normal komponent

efter ett namnbyte av index i den forsta summan fran k till m sa att vi kan faktorisera u
Eftersom partiell derivering med avseende pa u! och u’ &r en kommutativ operation kan vi byta
plats pa derivatorna av med avseende pa u’ och u!. Subtraktion ger

t 22
u

o B o
aulﬁuiﬁuj ﬁui oulous

m m m m 80’
- Z ( 5ul 8uz + Z ( Ik~ Ffj m) — hijw™ + hyjw; ) Jum + normal komponent

oo
— ; (RZZ — hijw" + hljw;”) D + normal komponent.

0=

Eftersom vi har delat upp uttrycket i en normal komponent och en tangentkomponent maste dessa
vara (0 oberoende av varandra for att hela uttrycket ska vara 0, ty vi har skrivit tredjederivatan
som en summa av vektorer med en normal komponent och samt dess ortogonala komplement,

tangentplanet. Eftersom ;u‘fn ar en basvektor for 1,5 ar den speciellt inte 0, och saledes maste

m m m o __
1ij — hijw” + hijwi” =0,

vilket bevisar lemmat upp till ett namnbyte av index. [

Sats B.18 (Gauss remarkabla sats). Lat S C R3 wvara en slit yta och p € S. Da giller att
K(p) = (Rp(v,w)w,v), dir {v,w} dr en ortonormal bas for T,S.

Anmairkning. Satsen uttrycker att Gausskrékningen i p endast beror pa ytans forsta fundamentala
form, vilket i kapitel 3 visades vara ekvivalent med Gauss remarkabla sats som den formulerades i

Sats B.4]

Bevis. Vi konstaterar forst att eftersom {v,w} &r en ortonormal bas for 7,5 s& géller det att

det((gi;)7 j=1) = 1. Eftersom K (p) = det(W,,) = %};j; sa ir K(p) = det((hi;)7 j—;) i detta
fall. Lemma ger att e
(By (v, w)w, v), = (Wy(w), w)Wp(v) = (Wy(v), w) Wy (w),v)
= ((Wp(w), w)Wy(v), v) = (Wy(v), w)Wp(w), v)
= (Wp(w), w)(Wy(v),v) = (Wp(v), w) (W (w),v)
= det((hij)g,j:ﬂ = K(p)
O
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C Kartprojektioner

I detta kapitel ges mer bakgrund till de olika kartprojektionerna som introducerats i kapitel 4 i
huvudrapporten. Den huvudsakliga killan &r Map projections: A working manual av Snyder [17],
dér inledningen och kapitel 1-3 anvénds for inledningen av detta appendix. Kapitel 7 har anvénts
1[C1.0] kapitel 10 i[C.1.2 samt kapitel 22 i[C.1.3 och [C:2.3]

Det ar kdnt att kartprojektioner har diskuterats i litteratur sedan atminstone ungefiar 150-talet
fore var tid och att projektioner anvints sedan minst ytterligare tre arhundraden tidigare. Trots
detta &r de flesta kartprojektioner som anvinds idag fran 1500-talet eller senare. En kartprojektion
inkluderar vanligtvis meridianer och parallellelﬂ men inte alltid beroende pa kartans anvindnings-
omraden. Inom kartografi representeras jorden ofta av en sfir, vilket den dven gor i detta arbete,
trots att formen egentligen &r en oregelbundet formad ellipsoid.

C.1 Mer om nagra kartprojektioner
C.1.1 Mercatorprojektionen

Mercatorprojektionen &r en av de mest kiinda kartprojektionerna, och uppfanns av Gerardus Mer-
cator ar 1569. Meridianerna avbildas pa raka, jamnt férdelade vertikala linjer. Parallellerna avbildas
ocksé pa raka linjer som korsar meridianerna i en rat vinkel. Avstanden mellan parallellerna okar
langre bort fran ekvatorn for att konformitet ska vara uppfyllt.

Mercatorprojektionen passar bra for navigering eftersom en egenskap &r att den avbildar loxo-
droml’]
pa rita linjer. Detta innebér att en resa dér en konstant
kompassriktning f6ljs motsvaras av en rat linje pa kartan,
dven om det oftast inte &r den kortaste vigen mellan tva
platser. De enda tillféllena i vilka det skulle ssammanfalla
med den kortaste vigen dr om den antingen foljer en
meridian eller ekvatorn.

En nackdel med denna karta &r de stora forvrangning-
arna av areor. D4 Mercatorprojektionen dr den mest an-
vanda kartprojektionen i undervisningssammanhang le-
der detta till att manga fér en felaktig uppfattning av Figur 17: Representation av loxodrom
hur vérlden ser ut. En annan nackdel &r att varken nord- pa en sfir. Vinkeln 8 mellan loxodro-
eller sydpolen kan visas, eftersom de dr oéndligt langt men och longituderna #r konstant.
bort fran de andra parallellerna i projektionen till f6ljd
av hur Mercatorprojektionen ar konstruerad.

Figur 18: Mercatorprojektionen

8Longitud och latitud pa jorden anvinds for att identifiera ldget av punkter. Dessa refereras ofta till som meri-
dianer respektive paralleller.

9En loxodrom &r en kurva vars korsningsvinkel mot meridianer, det vill sdga storcirklar mellan nord- och sydpolen,
ar konstant.
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C.1.2 Lamberts ytriktiga cylindriska projektion

Lamberts ytriktiga cylindriska projektion beskrevs forst av Johann H. Lambert, som var en schwei-
zisk matematiker, ar 1772. Flera olika variationer av projektionen har tagits fram sedan dess. Den
passar bra for kartor av stora omraden néira ekvatorn, exempelvis vissa delar av Stilla havet. Likt
andra cylindriska kartprojektioner avbildar den meridianer pa parallella och jamnt férdelade ver-
tikala linjer. Parallellerna avbildas pa horisontella raka linjer med samma léngd som ekvatorn, dar
avstandet mellan dem &r mindre ju ldngre bort fran ekvatorn de befinner sig.

Denna projektion kan dven anvéindas for kartor av mindre omraden som inte nédviandigtvis &r
néra ekvatorn. Om detta ska goras &r det lampligt att skdrningspunkten mellan sfaren och cylindern
den projiceras pa dr i mitten av omradet som ska kartliggas. Detta eftersom skalor stdmmer l&angs
den parallellen och forvrangningar blir storre ju langre bort fran parallellen vi kommer. En sddan
variant ar mojlig sa lange parallellen inte dr nadgon av polerna.

v4~-‘ e = +—F= i ‘; e ! S D e e

1] f O O O i
- J \ f%\,-l e e e e

Figur 19: Lamberts cylindriska ytriktiga projektion

C.1.3 Gnomoniska projektionen

Den gnomoniska projektionen dr en azimutal pro-
jektion som anvéinder jordens mitt som perspektiv-
punkt, vilket innebér att det inte &r mojligt att visa
ett helt halvklot med denna projektion. Den har an-
vénts av filosofen och matematikern Thales av Mile-
tus (600-500-talet fore var tid) for kartor av stjdrn-
himlen. Idag anvénds denna typ av karta framst for
navigering. Projektionen bevarar varken areor eller
vinklar, men har egenskapen att den avbildar stor-
cirklar pa réta linjer. Om kartan konstrueras fran att
sfaren tangerar planet den avbildas pa i nagon av po-
lerna, blir férvréngningarna stérre langre bort fran
polen. Riktningar och vinklar stimmer endast i mit-
ten av projektionen. Meridianerna avbildas pa rita
linjer som utgar fran polen, samtidigt som paral-
lellerna avbildas pa ojamnt utspridda, koncentriska
cirklar med polen som mittpunkt. Avstandet mellan
dessa cirklar 6kar snabbt vid rorelse bort fran polen.

Figur 20: Gnomonisk karta &ver det norra
halvklotet.

C.2 Egenskaper hos de olika kartprojektionerna

I huvudrapporten visades i Exempel [£.4] att Mercatorprojektionen &r konform, i Exempel [4.8] att
Lamberts cylindriska ytriktiga projektion ar areabevarande och i Proposition ?? att den gnomo-
niska projektionen avbildar storcirklar pa rata linjer, eller bevarar den kortaste strickan mellan
punkter. Det visades &ven i Sats att endast en i taget av dessa egenskaper kan uppfyllas av en
platt karta av jorden. I detta delkapitel visas mer konkret varfér de specifika kartprojektionerna
som tagits upp inte har de tva 6vriga egenskaperna.
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C.2.1 Mercatorprojektionen

For att visa att Mercatorprojektionen inte ér areabevarande kan vi enligt Sats[L.7] visa att koefficien-
terna till den forsta fundamentala formen E;, Fy och G; for S2 utan dess poler, samt koefficienterna
for avbildningens forsta fundamentala form Es, F5 och G5 inte uppfyller

E\Gy — F} = E,Gy — Fj. (43)
Om S? utan dess poler parametriseras av
o (u,v) = (cosvcosu, cosvsinu,sinv), u € [0,27),v € (—7/2,7/2) (44)

har vi att By = cos?v, F; = 0 och G; = 1. Fran och kan vi berdkna Fy = 1, F5, = 0
och G = sec?v. Fran detta ser vi att E1G1 — F2 = cos? v # ExGo — F2 = sec? v. Dessa #r endast
ekvivalenta da cosv = 1, vilket innebar att Mercatorprojektionen endast dr areabevarande vid
ekvatorn.

Vi vill nu visa att Mercatorprojektionen inte avbildar storcirklar pa rata linjer. For att gora
detta borjar vi med att konstatera att en storcirkel pa S? #r dir ett plan genom origo skir S2. Ett
plan genom origo kan beskrivas av ax + by + cz = 0 dir a, b och ¢ &r godtyckliga konstanter. Vi
har #iven att S2 utan dess poler ges av . Utifran detta ser vi att planet skiir S2 i a cosvcosu +
beosvsinu + csinv = 0. Eftersom cosv # 0 for v € (—m/2,7/2), dr detta ekvivalent med tanv =
acosutbsiny “och déirmed

acosu+bsinu)

v = arctan ( (45)

—c
Detta tillsammans med ekvation innebar att Mercatorprojektionen avbildar storcirklar pa

acosy+bsiny> 4 z))

1
z=In (tan (5 arctan ( — 1

vilket inte &r en rat linje.

C.2.2 Lamberts ytriktiga cylindriska projektion

For att visa att Lamberts ytriktiga cylindriska projektion inte dr konform kan vi enligt Sats [4.2]
visa att den forsta fundamentala formen for S? utan dess poler inte dr proportionell mot avbild-
ningens forsta fundamentala form. Fran exempel vet vi att den forsta fundamentala formen f6r
avbildningen pa cylindern #r Ey = 1, F5 = 0 och G = cos? v. Vi vet dven att motsvarande for S?
utan dess poler dr F; = cos? v, F; = 0 och G; = 1. Om deras forsta fundamentala former ska vara
proportionella méste de uppfylla

Ey = AE, (46)
Fy = \Fy (47)
Gy = \Gy (48)

diir A\ &r en slit, overallt positiv funktion. Fran ekvation (46) far vi att A = sec? v, vilket innebér

att A\G; = sec? v # cos? v = (. Fran detta ser vi att ekvation inte ar uppfylld, och darmed
ar Lamberts ytriktiga cylindriska projektion inte konform. Likhet géller endast da v = 0, vilket
innebér att projektionen endast &r konform vid ekvatorn.

For att visa att Lamberts cylindriska ytriktiga projektion inte avbildar storcirklar pa rata linjer
anvinds en liknande metod som fér Mercatorprojektionen. Som tidigare har vi att storcirklar pa
S? kan beskrivas av ekvation . Fran ekvation och far vi att Lamberts ytriktiga
cylindriska projektion avbildar S? pa enhetscylindern som tangerar S? i ekvatorn enligt (x,y, z) =
(cosu, sinu, sinv). Cylindern kan vecklas ut till ett plan dir y-axeln motsvarar ekvatorn, det vill
sdga (r,y) = (sinv,u). Om detta kombineras med ekvation far vi att Lamberts cylindriska
ytriktiga projektion avbildar storcirklar pa

acosy—l—bsiny))

T = sin (arctan (
—c

i planet, vilket inte ar en rat linje.

xx1



C.2.3 Gnomoniska projektionen

Delen av S? som ar ovanfor ekvatorn kan parametriseras av
o(u,v) = (cosvcosu, cosvsinu,sinv), u € [0,27),v € (0,7/2].
Da fas den gnomoniska projektionen centrerad i nordpolen av

T = cotvsinu
Yy = — cot v cosu.

Fran tidigare vet vi att koefficienterna till den forsta fundamentala formen fér S2 dr E; = cos? v,
Fy} =0 och G; = 1. Berdkningar ger att motsvarande for den gnomoniska projektionen pa planet
dr Fy = cot?v, Fy = 0 och G2 = csc*v. Om avbildningen ska vara konform maste deras forsta
fundamentala former vara proportionella, det vill siga uppfylla ekvation —. Fran ekvation
far vi att A = csc? v, vilket i ger att Go = csc? v # csc? v. Likhet géller endast da v = .
Fran detta kan vi se att den gnomoniska projektionen med centrum i nordpolen endast bevarar
vinklar just vid nordpolen.

Om en projektion ska vara areabevarande maste koefficienterna fér den férsta fundamentala
formen uppfylla . Vi ser dock att FaGa — F3 = cscSvcos?v # cos?v = E1Gy — F7. Alltsa
bevaras endast areor dir v = 7, det vill siga vid nordpolen.
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