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Forord

Det hér arbetet ar ett kandidatarbete pa institutionen for Matematiska vetenskaper vid Chalmers
tekniska hogskola under varen 2020. Gruppen bestar av tva studenter pa Teknisk Matematik och
tva pa Teknisk Fysik. En loggbok har férts 6ver var medlems insatser under arbetets gang. Alla har
varit delaktiga i gruppen och nérvarat vid alla méten, och vi har haft en 6ppen kommunikation.
Vi vill tacka var handledare Serik Sagitov, vars handledning och insikter har varit ovérdeliga.
Dessutom vill vi tacka alla som har last och gett oss aterkoppling pa vart arbete, samt varandra
for gott samarbete.

Avsnitt Skrivet av Ovrig information

Pop. pres. David & Julia

Notationslista Esmée & Julia

Abstract Christoffer Inkluderar &ven sammanfattningen
1 (innan 1.1) Esmeée Figur 1 & 2: Esmée, Figur 3: Christoffer
1.1-14 Alla

2.1 Esmée Forutom def. 2.3: Christoffer, def. 2.4: David
2.2 (innan 2.2.1) | Julia

2.2.1 Julia

2.2.2 Julia Figur 4: Julia

2.2.3 Christoffer

2.2.4 Christoffer & Esmée & Julia

2.3 (innan 2.3.1) | Christoffer & Julia

2.3.1 Julia

2.3.2 Julia

2.3.3 Esmée & Julia

2.4 (innan 2.4.1) | Esmée

2.4.1 Esmée & Julia

2.4.2 Julia

3.1 Esmée Figur 5: Julia

3.2 Christoffer

3.3 Christoffer & Esmée & Julia

4.1 Esmée & Julia

4.2.1 Christoffer Figur 6: Christoffer

4.2.2 Christoffer & Esmeée Figur 7: Christoffer, Figur 8: Esmée
5.1 David Figur 9: David

5.2 Julia Figur 10: Julia

6 Esmée & Julia

A Esmée Forutom def. A.13, A.16, A.17: Julia, A.15: David
B.1 Esmée

B.2 Julia Figur 11: Julia

B.3 Christoffer & Julia

B.4 Christoffer & Julia

B.5 Christoffer & Julia Figur 12: Julia

B.6 Esmée & Julia

B.7 Julia

C.1 Christoffer

C.2 Julia

C.3 Julia

D.1 Esmeée Figur 13 & 14: Esmée

D.2 Julia Figur 15 & 16: Julia

E Christoffer & Esmée & Julia | Se beskrivning om simuleringar nedan
F Christoffer & Julia

Tabell 1: Huvudforfattare av avsnitt i rapporten.



Giéllande rapporten har samtliga gruppmedlemmar korrekturlést varandras delar och bidragit
med sprakliga dndringar, samt jobbat med strukturen pa rapporten. Julia och Esmée har dock tagit
extra ansvar for rapporten och gatt pa alla Facksprakforeldsningar. Vidare har alla varit delaktiga
i opponering pa andra grupper och har ldst de andra gruppernas rapporter, men sammanstallning
av respons har gjorts av Julia och Esmée. Uppdelningen efter rapportavsnitt finns i tabell [I} Om
flera namn star under “skrivet av” ar de listade utan hénsyn till inbérdes arbetsméngd, det vill
siga att dessa personer har bidragit ungefér lika mycket till avsnitten om det inte star annorlunda.

Var handledare Serik har hjélpt oss med teorin och hallit inledande foreldsningar déar Julia,
Christoffer och Esmée har tagit ansvar fér det matematiska arbetet med teorin och med att skriva
in det i rapporten. Litteratursékningen gjordes framst av Julia men &dven av Esmée. Julia har
jobbat med att lagga in killhdnvisningar i olika delar av rapporten. I teoriavsnitten har de som
skrivit styckena &ven gjort matematiken bakom, om det inte star annorlunda.

Christoffer har haft huvudansvar for simuleringar men &ven Julia och Esmée har bidragit med
utveckling av konturprocessen samt analys med grafiska metoder. Kérningarna &r framst gjorda av
Christoffer, och Esmée har anvant datan for att gora undersékningen i subkritiska fallet. Vad géller
koden s& ar den samlad i avsnitt [E] Géllande simuleringar av trid fran Galton-Watson-processen
borjade vi med en férgreningsprocess, vars kod skrevs av Christoffer i R. Christoffer gjorde sedan
om detta till flertradig kod i Java sa att simuleringarna skulle g mycket snabbare &n férut. Sedan
gick vi 6ver fran férgreningsprocessen till konturprocessen som Julia och Christoffer jobbade med
i bade R och Java, men det fungerade inte riktigt. Esmée skrev sedan en helt ny, fungerande
implementation av konturprocessen i MATLAB. Julia Oversatte Esmées kod till Java. Forklaring
av konturprocessen i avsnitt D.2 ar skriven av Esmée. Javakoden ar framst gjord av Christoffer,
férutom konturprocessen som Esmée gjort och Julia dversatt till Javakod. Kod till simulering av
fordelningen av Z,,/n givet Z,, > 1 &r skriven av Julia. Kod till importerande av data i R fran
simuleringar gjorda i Java &r skriven av Christoffer.

David har haft huvudansvar for paretoférdelningen och att hitta exempel, som antal barn fédda i
Sverige. Wikipediasidorna har skrivits av Christoffer och Julia. Med planeringsrapporten skrevs ett
forsta utkast av David, tidsplanen gjordes av Esmée och resten av arbetet med planeringsrapporten
gjordes tillsammans.

Avslutningsvis finns saker som har utforskats eller arbetats med men som inte platsade i
den slutgiltiga rapporten. Rekonstruktion av grafen i en Jordan Peterson-video (https://www.
youtube. com/watch?v=NusYLzb-Uho) gjordes av Esmée. Efter inlésning om bland annat econop-
hysics kom sedan Esmée och Julia fram till att det sades fel i videon, och det blev darfér oan-
vindbart for rapporten. Christoffer forsékte sig pa anpassning av data till potenslag med olinjér
optimering, men Esmée kom fram till att det var battre att testa om den var potensfordelad med
andra, grafiska metoder. I samband med detta forsdkte vi nyttja andra grafiska metoder som Zenga-
plot (Julia) och Moment ratio plot (Christoffer), men Julia kom sedan fram till att dessa ej kunde
anviandas pa var data eftersom vi har oéndligt vintevarde och varians. Christoffer jamforde olika
simuleringsmetoder for att se vilken som var mest nogrann, sa att vi till slut valde konturprocessen.
Christoffer, Julia och Esmée har arbetat en del med felsokning och tolkning av konturprocessen
vilket slutligen ledde till Esmées korrekta implementation.

David skrev tidigare en text om paretoférdelningens koppling till paretoprincipen, som nu &r
borttaget d& det ej var relevant for arbetet eftersom paretoprincipen i sig kopplade for lite till
tunga svansar. Tidigare anpassning av antal barn fédda i Sverige till Poissonférdelning gjordes av
David.

I borjan forsoktes data kopplas till paretofordelningen till exempel genom en MLE-metod med
Lomax-férdelningen av Christoffer, men detta fungerade inte. Vidare gjordes kopplingen till en
potenslag med den tauberska satsen till en borjan med derivatan av H(s) istéllet for 6verlevnads-
funktionen av W, dar dessa réakningar och teori gjordes av Julia och Esmée. Detta uppfyllde dock
inte alla forutsdttningar i satsen, och darfoér foreslog Serik att en annan foljd skulle anviindas.
Med olika ansatser och asymptotisk analys pa olika satt lyckades Julia och Esmée till slut med
overlevnadsfunktionen istéllet.


https://www.youtube.com/watch?v=NusYLzb-Uho
https://www.youtube.com/watch?v=NusYLzb-Uho

Popularvetenskaplig presentation:
D& normalfordelningen inte racker till

I dagsléget dgs en majoritet av virldens tillgangar av ett fatal individer. Klyftorna mellan fattiga
och rika &r stora, och verkar inte f6lja nigon intuitiv regel som &r kidnd for allménheten. Nar
det istéllet géller langden pa méanniskor vet vi sikert att man aldrig kommer triffa nagon som
avviker allt for mycket fran genomsnittslangden. Samtidigt finns det individer som Bill Gates vars
rikedom avviker avsevirt fran normen. Finns det ndgon modell som kan anvéndas for att forklara
exempelvis varfor ett fatal manniskor kan bli s& mycket rikare dn resten?

Skillnaden mellan férdelningen av rikedom och lingden pa ménniskor kan forklaras med att
dessa kan beskrivas av olika sannolikhetsférdelningar, vilka anger hur troligt det dr fér nagot att
intraffa. Det &r helt enkelt mer sannolikt fér en dollarmiljonér att existera, &n en méanniska som
ar langre &n den 2.16 meter langa basketspelaren Shaquille O’Neal. Fordelningen som beskriver
konsfordelad langd p&4 ménniskor dr normalférdelningen, dar det praktiskt taget &r omojligt att
rora sig mycket langt fran medelvirdet. Den beskriver &ven manga andra slumpméssiga foreteelser
i naturen och i samhaéllet, exempelvis arlig nederbérd och fédelsevikt pa djur. Daremot récker
normalférdelningen inte till for att forklara vissa fenomen som klyftorna mellan fattiga och rika.

Fordelningen av rikedom uppkommer istéllet fran det sa kallade “rich-get-richer”’-fenomenet,
vilket inneb#r att manga har lite och fa har mycket. Detta fenomen beskrivs dven i Matteuse-
vangeliet dar det sigs att “var och en som har, han skall fa, och det i 6verflod, men den som
inte har, fran honom skall tas ocksd det han har”. Som ett exempel har ett redan stort foretag
tillgangarna till att bedriva marknadsféring for att na dnnu fler konsumenter &n vad de redan har,
och kan darfor viaxa sig mycket storre och rikare &n vad sméaforetag med begriansad rackvidd och
tillgangar kan. Men rich-get-richer-fenomenet beskriver inte bara rikedom; det kan beskriva méanga
olika fenomen. Till exempel tenderar de mest spelade latarna pa Spotify att bli &nnu mer spelade
i en slags kedjeeffekt, eftersom manga lyssnare gérna lyssnar pa redan populdra latar.

Sannolikhetsférdelningar som kan ge upphov till extremfall sasom Bill Gates rikedom ségs ha
“tunga svansar”. For dessa fordelningar ar vérden langt bortom genomsnittet forhallandevis sanno-
lika jAmfort med for normalférdelningen. Ett exempel péa en sddan fordelning ar paretoférdelningen,
uppkallad efter den italienske ekonomen Vilfredo Pareto, som under tidigt 1900-tal observerade att
80 % av allt land i Italien dgdes utav 20 % av befolkningen. Just rikedomsfordelning dr ett typex-
empel pé en paretoférdelning, till exempel har Forbes lista 6ver de 500 rikaste personerna i véarlden
visats folja paretoférdelningen.

En enkel matematisk modell som kan ge upphov till rich-get-richer-effekten och tungsvansade
férdelningar ar den sa kallade Galton-Watson-processen. Under 1800-talet var Storbritanniens aris-
tokrati bekymrad Over att vissa aristokratefternamn skulle d6 ut, och ville sékra deras 6verlevnad.
Statistikerna Francis Galton och Henry William Watson undersékte hur sannolikt detta var genom
att modellera hur efternamn fors vidare, i den sa kallade Galton-Watson-processen. Med antagan-
det att efternamn fors vidare till nista generation genom soner, eftersom dottrar bytte efternamn
vid gifterméal, kunde de berikna huruvida efternamnet teoretiskt sett skulle leva kvar langt in i
framtiden, eller slutligen skulle d6 ut.

Denna forutségelse paverkas av hur manga soner en far forvantas fa i genomsnitt. Om fadern
i genomsnitt far fler &n en son, kommer faderns efternamn sannolikt att Gverleva. Om fadern
déremot inte far nagra soner, eller om han bara far dottrar, kommer efternamnet istéllet att do
ut. I gransfallet far varje far exakt en son i genomsnitt, vilket leder till att efternamnet Gverlever,
men med ndd och néppe. Dessa tre fall kallas for det superkritiska, subkritiska respektive kritiska
for Galton-Watson-processen. I det superkritiska fallet kommer manga familjetrad att viixa sig
stora och aldrig d6 ut. Har far vi alltsa de tidigare nimnda tunga svansarna, och en realisation av
rich-get-richer-effekten, dér redan stora familjetrad vixer sig &nnu stérre. Men ger Galton-Watson-
processen upphov till tunga svansar éven i det kritiska fallet? Att fa i genomsnitt en son kan till
exempel betyda att fa noll eller tva soner med lika sannolikhet. I denna situation kommer hélften
av familjetrdden att do6 ut redan vid den foérsta generationen, och den andra hélften kommer att
fortsdtta vixa. Men hur linge kommer de flesta familjetrdden att leva vidare? Kommer langlivade
trad att fortsadtta vixa enligt rich-get-richer-fenomenet, eller kommer de slutligen d6 ut?

I vart arbete undersckte vi Galton-Watson-processens kritiska fall for att se om denna ger upp-
hov till en tungsvansad fordelning av familjetrdd, sett till hur stora dessa blir. Vi har betraktat



ett specialfall av Galton-Watson-processen, dir antalet barn som varje individ far &r sannolikhets-
méssigt fordelat efter den sa kallade LF-fordelningen (eng. linear fractional distribution). Denna
férdelning kan intuitivt forklaras med tva mynt. Ség att det forsta myntet vid kast ger krona med
en viss sannolikhet, och att det andra myntet vid kast ger krona med en annan sannolikhet. Dessa
sannolikheter ar parametrar till férdelningen, och kan alltsa varieras. Faderns chans att fa sin férsta
son avgors av ett kast av det forsta myntet. Om myntet visar krona betyder det att fadern far
minst en son, och da kastas &ven det andra myntet. Det andra myntet fortsitter att kastas dnda
tills det visar klave. Fadern far da lika manga soner till som antalet ganger som det andra myntet
visade krona. Denna férdelning ar ett anvindbart specialfall av Galton-Watson-processen eftersom
den gor det mojligt att matematiskt beskriva processen langsiktiga beteende pa en enkel form.

Den hér forenklingen gjorde det mojligt for oss att exakt bestdmma Galton-Watson-processens
langlivade férdelning i det kritiska fallet. Vi fann att den fordelades efter en potensfunktion, likt
Paretofordelningen. Detta innebér att Galton-Watson-processen har tunga svansar i det kritiska
fallet! Efter att vi hade konstaterat detta blev det intressant att férscka verifiera resultaten med
hjélp av datorsimuleringar. Simuleringarna bestod av att slumpa fram familjetrdd genom att upp-
repade ganger kasta de tva mynten som beskrivs tidigare. Det storsta familjetrédet vi fick bestod av
300 miljarder personer, vars storlek kan jamforas med tillgangarna hos vérldens rikaste ménniskor.
Sedan jamforde vi grafiskt vara resultat med potensfunktionen vi tidigare hade funnit, och vi fann
att de stdmde val Gverens.

Vi ville &ven underséka Galton-Watson-processen i det subkritiska fallet, det vill sdga nar det
genomsnittliga antalet soner som varje far far &r mindre &n ett. Har kunde vi dock inte anvinda oss
av samma metoder som i det kritiska fallet, utan fick forlita oss helt och hallet pa datorsimuleringar.
Vi sag att de fordelningar som vi erhdll snabbt avvek fran potensférdelningen, alltsa det som vi
hade i det kritiska fallet. Vi kunde darfor inte dra slutsatsen att processen ger upphov till tunga
svansar dven i det subkritiska fallet. I sjélva verket borjar normalfordelningen sa smaningom gélla
nir medelvirdet av antalet barn blir litet nog.

Idag anvénds forgreningsprocesser sasom Galton-Watson-processen for att beskriva saker utover
familjetrad; den kan exempelvis kopplas till férdelningen av rikedom eller antal streams pa Spotify.
For streams pa Spotify antar vi férst for en given lat att en lyssnare finns. Denna personen har
sedan mdjligheten till att fortsdtta lyssna pa laten och sprida laten vidare till andra personer, eller
sluta lyssna pa den. I fallet da personen slutar att lyssna och inte delar laten, blir tridet av lyssnare
utdott, da antar vi att inga fler hittar laten. Om personen dédremot fortsétter att lyssna och delar
laten, sa har sedan de nya lyssnarna ocksa mojlighet att antingen sluta lyssna eller sprida laten
vidare, och detta beslut antas de gora med samma sannolikhetsfordelning. Dessa dr forenklade
antaganden, men denna modell kan anvindas for att koppla ihop Galton-Watson-processen med
rich-get-richer-effekten.

Verkligheten paverkas dock inte enbart av rich-get-richer-effekten, utan ar ett komplext samspel
mellan manga olika faktorer. Till exempel kan man spekulera om huruvida féretag som Google
forstérker rich-get-richer-effekten, eller tviartemot motverkar den. S6kmotorers algoritmer baseras
ofta pa att visa de mest populéra sidorna, men samtidigt s& kan riktad reklam kunna f& nagon att
upptécka guldkorn som den inte annars hade hittat.

Bidrag till allménheten

Som bidrag till allménheten har vi skrivit Wikipedia-artiklar pa svenska om véart &mne. Artiklarna
kan finnas pa

e https://sv.wikipedia.org/wiki/Galton-Watson processen
e https://sv.wikipedia.org/wiki/Sannolikhetsgenererande funktion
e https://sv.wikipedia.org/wiki/LF-fordelning

Artiklarna finns dven bifogade i appendix [F]


https://sv.wikipedia.org/wiki/Galton-Watson_processen
https://sv.wikipedia.org/wiki/Sannolikhetsgenererande_funktion
http://tiny.cc/21i3nz
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Asymptotisk ekvivalens, se definition |2.13

En slumpvariabel har fordelningen, t.ex. X R N (i1,0%) i definition

Konvergens i fordelning, se definition ﬁ
Likhet i fordelning mellan tva slumpvariabler

Tilldelning

Svansindex, se definition

Sannolikhetsfunktion for diskreta och tiathetsfunktion for kontinuerliga slumpvariabler (def. och
Fordelningsfunktion for diskreta och kontinuerliga slumpvariabler, se definition

Sannolikhetsgenererande funktion av X fordelad enligt reproduktionsfordelningen

Genererande funktion for Z,, alltsa G,,(s) = E[s%"]
Gammafunktionen, dér I'(k) = (k — 1)!

Sannolikhetsgenererande funktion for W, alltsa H(s) = E[s"]

Langsamt varierande funktion, se definiton [2.14

Vintevirde, se definition [A.11

Generation
Antal simuleringar
De ickenegativa heltalen 0,1, 2, ...

Ordonotation, storleksordning

Sannolikhet i de fall dar endast en parameter behovs, som i definition eller definition

Den andra parametern i LF-férdelningen, déar p &r den forsta, se definition
Sannolikheten P(X = k) generellt
Utrotningssannolikhet for Galton-Watson-processen, se sats 2.3

Reella talen

Varians, se definition [A.12

Overlevnadsfunktion for diskreta och kontinuerliga slumpvariabler, se definition

Overlevnadsfunktionen for totala antalet individer W
Taubersk talfljd, som beter sig som en potenslag asymptotiskt

Totala antalet individer i Galton-Watson-processen

A.10

2.10

2.11

Generell diskret slumpvariabel, se def. tolkas dven som antal barn vid Galton-Watson-processen

Antal individer i generation n i Galton-Watson-processen




Sammanfattning

Normalfordelningen &r en essentiell sannolikhetsférdelning inom statistiken som kan beskriva
méanga olika sorters fenomen inom naturen och i samhéllet. Den kan dock inte anvdndas 6ver-
allt. Exempelvis kan den sa kallade rich-get-richer-principen, vilket innebér att “ménga har
lite och fa har mycket”, ge upphov till férdelningar vars svansar inte avtar exponentiellt och
som darfor inte kan modelleras med hjélp av normalférdelningen. Ett exempel p& en process
som kan ge upphov till rich-get-richer-fenomenet &r Galton-Watson-processen, vilket dr en
stokastisk forgreningsprocess som ursprungligen anvindes under 1800-talet for att modellera
spridningen och utrotningen av efternamn.

Detta arbete &mnade till att underscka Galton-Watson-processen, for att ta reda pa huruvi-
da den ger upphov till tungsvansade fordelningar i de subkritiska och kritiska fallen. Mer
specifikt s& betraktades fallet d& processens reproduktionsfordelning ges av den sa kallade
LF-fordelningen (eng. linear fractional distribution). Detta gjordes genom en litteraturstudie
samt genom simuleringar av processen i Java och analys av den erhéllna datan i R.

Det konstaterades att om Galton-Watson-processens reproduktionsférdelning ges av LF-
fordelningen sé ges 6verlevnadsfunktionen Sy av det totala antalet individer W i det kritiska
fallet av potenslagen

Sw(n) ~ %nflm, n — oo,
o
dér o2 &r reproduktionsférdelningens varians. Approximationer av Sverlevnadsfunktionen fran
simuleringar f6ljer formeln vél. Saledes &r 6verlevnadsfunktionen av W tungsvansad i det kritis-
ka fallet. Vidare sa verkar log-log-plots och qg-plots av flera dataset erhallna fran simuleringar
av processen visa att overlevnadsfunktionen i det subkritiska fallet avtar i en snabbare takt
an vad en potenslag beskriver, mdjligtvis exponentiellt.

Nyckelord: normalférdelning, rich-get-richer, tung svans, Galton-Watson-process, LF-foérdelning.

Abstract

The normal distribution is an essential probability distribution in statistics that can be used
to describe many different types of phenomena in nature and society. However, it cannot be
used everywhere. For example, the so called rich get richer principle, which states that “the
rich get richer and the poor get poorer”, can give rise to distributions whose tails are not
exponentially bounded, and are thus distinctive from the normal distribution. An example of
a process that can cause the rich get richer phenomenon is the Galton-Watson process, which
is a stochastic branching process that was originally used in the 19th century to model the
spread and extinction of surnames.

This paper intended to study the Galton-Watson process to discover whether it gives rise
to heavy-tailed distributions in the subcritical and critical cases. More specifically, the case
when the offspring distribution is the linear fractional distribution was considered. This was
done through a literature review as well as through simulations of the process in Java and
analysis of the obtained data in R.

Using the linear fractional distribution in the critical case, the survival function Sw of the
total progeny W was found to be given by the power law

Sw(n) ~ %nilm, n — oo,
To

where o2 is the variance of the offspring distribution. Approximations of the survival function
from simulations of the process match this formula well. Thus, the survival function is heavy-
tailed in the critical case. Furthermore, log-log plots and quantile-quantile plots of several
datasets obtained from simulations of the process seem to show that the survival function
in the subcritical case decreases at a faster rate than what a power law describes, possibly
exponentially.

Keywords: normal distribution, rich get richer, heavy tail, Galton-Watson process, linear
fractional distribution.
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1 Inledning

Vid observationen av manga naturliga och samhilleliga fenomen, exempelvis kroppslangd, djurs
fédelsevikt och arlig nederbord, upptrader métvirdena ofta enligt ett vdlkint monster, den sa
kallade normalfoérdelningen. Normalférdelningen dr en mycket anvindbar sannolikhetsférdelning,
men inte alltid applicerbar. Till exempel foljer inte fordelningen av rikedom, akademiska citeringar
eller mest streamade latar normalfordelningen [I]. Det &r dérfor intressant att betrakta fordelningar
som kan anvindas for att beskriva fenomen bortom normalférdelningen, som paretoférdelningen,
samt modeller som kan ge upphov till sddana fordelningar, som Galton-Watson-processen [2].

Innan vi introducerar modeller bortom normalférdelningen illustrerar vi tanken bakom normal-
férdelningen genom att betrakta myntkast. Vid myntkast forvantar vi oss att klave i genomsnitt
hamnar uppat hélften av gangerna. Om vi exempelvis later ett forsok besta av att rdkna antalet
ganger som klave hamnar uppét nér vi kastar ett mynt 1000 ganger, och om vi upprepar detta
férsok 100 ganger, skulle vi bli forvanade om resultatet var langt ifran 500 vid nagot av forsdken.
Resultatet kan visualiseras i ett histogram, enligt figur
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Figur 1: Histogrammen illustrerar resultatet av upprepade myntkast for olika antal forsck, dar
varje forsok bestar av 1000 kast.

Okar vi antal forsok till 100000 blir resultatet annorlunda, enligt figur Detta liknar en
normalférdelning. Later vi antalet forsok ga mot odndligheten erhalls en faktisk normalférdelning,
vars utseende for nagra olika parameterval askadliggors i figur

(a) Normalfordelningens utseende for olika vin- (b) Heldragen kurva &r en normalférdelning och
tevirden p och varianser o2. streckad kurva ar en tungsvansad férdelning.

Figur 2: Normalférdelningens utseende for olika parametrar samt en normalférdelning jamfort
med en tungsvansad férdelning. Observera att de normalférdelningar som har samma vintevérde
i figur 2a] korsar varandra tvd génger medan den tungsvansade fordelningen i figur 2B korsar
normalférdelningen fyra ganger trots samma véntevérde.



Exemplet med myntkasten illustrerar att en storhet som kan betraktas som en summa av manga
smé, oberoende och slumpméssiga fenomen kommer att vara normalférdelad i grans. Detta &r en
anledning till att normalférdelningen kan anvéndas for att approximera sd ménga naturliga och
samhdélleliga fenomen, vilket beskrivs formellt av centrala gransvirdessatsen [3]. Bortom normalfor-
delningen gér det att erhalla nagot som istéllet ser ut som den streckade kurvan i figur 2b] Denna
férdelning har sa kallade tunga svansar, vilket innebér att den har en forhallandevis stor area
under grafen &ven langt bort fran vianteviardet. Kurvan gar alltsa inte mot noll i samma takt som
den gor for normalférdelningen, vilket innebér att forutsittningarna for centrala gransviardessatsen
inte &r uppfyllda och dédrmed att normalférdelningen i detta fall inte &r en bra approximation. For
att beskriva tunga svansars beteende behovs alltséd andra férdelningar. Paretoférdelningen &r ett
exempel pa en fordelning som kan anvéndas i fall bortom normalférdelningen, eftersom den fangar
beteendet hos tunga svansar. Paretofordelningens svansar foljer en potenslag och avtar saledes
langsammare &n normalférdelningens exponentiellt avtagande svansar.

Ett exempel pa en modell som kan ge upphov till férdelningar med tunga svansar ar, som tidiga-
re namnt, Galton-Watson-processen, vilket dr en sa kallad férgreningsprocess. Dess namn kommer
fran de brittiska matematikerna Francis Galton och Henry W. Watson som under 1800-talet mo-
dellerade sannolikheten for att efternamn skulle férsvinna, eftersom den davarande aristokratin
oroade sig for det [4]. Galton-Watson-processen gir ut pa att det finns en startindivid som ger
upphov till barn efter en given sannolikhetsfordelning, och dessa barn ger i sin tur upphov till egna
barn efter samma fordelning. Figur 3] illustrerar hur denna process skulle kunna utvecklas. Idag
anviands denna typ av modell exempelvis inom populationsgenetik for att beskriva forandringar i
populationsstorlek 6ver generationsskiften.

Zs = 11

Z4=8

Z3=5

,,,,,,,,,, Zo=4

Zq=2

,,,,,,,,,, Zo=1

Figur 3: En Galton-Watson-process, dar Zj, ar antalet individer i generation k. Den kan exempelvis
illustrera hur efternamn sprids fran far till son, utgaende fran en man som bér pa efternamnet, da
startgenerationen Zy bestar av en individ.

Galton-Watson-processen har tre fall: det subkritiska, dér vintevirdet av antal barn per individ
dr mindre &n 1, det superkritiska, dar vintevérdet ar storre &n 1 och det kritiska, dar vintevardet
ar exakt lika med 1. Langsiktigt leder det subkritiska och kritiska fallet till att processen slutligen
utrotas medan det superkritiska fallet innebér en langlivad process som med en viss sannolikhet
aldrig utrotas. I det superkritiska fallet ger Galton-Watson-processen upphov till tungsvansade for-
delningar och ddrmed kan den anvédndas for att modellera rich-get-richer-fenomenet, vilket innebér
att “manga har lite och fa har mycket”. Ett exempel pa ett sadant fenomen &r Paretoprincipen
som har sitt ursprung i att ekonomen Vilfredo Pareto insag att 80 % av all mark i Italien dgdes
av 20% av befolkningen och som matematiskt kan beskrivas genom ett séarskilt parameterval i
paretofordelningen [5].

Med hjélp av sannolikhetsgenererande funktioner kan egenskaperna hos férdelningarna som
Galton-Watson-processen ger upphov till i de olika fallen studeras. Sannolikhetsgenererande funk-
tioner Ar potensserierepresentationer av sannolikhetsfunktionerna for diskreta slumpvariabler och
kan anvindas {or att berdkna utrotningssannolikheten {or forgreningsprocesser [6]. Ett specialfall av
dessa funktioner &r s kallade LF-fordelningar (eng. linear fractional distributions), vars genereran-
de funktioner kan skrivas som kvoten mellan tva linjira funktioner. LF-fordelningar dr anvindbara
for att fa den genererande funktionen pé en enklare form, sérskilt efter upprepad applikation av
funktionen.



1.1 Problem och syfte

Med utgangspunkt i problemet att manga fenomen ej kan beskrivas med hjilp av normalférdelning-
en och centrala grénsvirdessatsen ar syftet med detta arbete att understka fordelningar bortom
normalférdelningen. I synnerhet betraktas huruvida Galton-Watson-processen ger upphov till for-
delningar med tunga svansar i det kritiska och subkritiska fallet. Arbetet &mnar ocksa till att
genom denna undersokning ge den ténkte ldsaren en inblick i metoder som kan anvdndas bortom
normalférdelningen.

1.2 Metod

Arbetet bestar av en litteraturstudie och av simuleringar. Teori for LF-férdelningen appliceras pa
det kritiska fallet i Galton-Watson-processen. Genom asymptotisk analys och teori om konvergens
for potensserier kan det undersckas hur LF-férdelningen beter sig i asymptotiskt, och vad detta
innebér for Galton-Watson-processens egenskaper i det kritiska fallet. Sérskilt visas en asymptotisk
potenslag for férdelningen av totala antalet individer for Galton-Watson-processen i avsnitt
Vidare simuleras det subkritiska och kritiska fallet for att underséka kopplingen till tunga svansar.
Simuleringarna gors i Java med hjilp av konturprocessen som relaterar ett trad fran processen
till en slumpvandring, och beskrivs i avsnitt 3.1} For att underséka om den simulerade datan
asymptotiskt fordelas enligt en potenslag analyseras den i R med grafiska metoder sdsom log-log-
plot, qqg-plot och Hill-estimering, vilka foérklaras i[3.3] Darutéver behandlas konkreta exempel pa
Galton-Watson-processer, till exempel antal barn fédda i Sverige, antal streams péa topplatar och
antal citeringar pa Chalmers, i avsnitt

1.3 Avgransningar

For den asymptotiska potenslagen betraktas endast fallet da Galton-Watson-processens reproduk-
tionsfordelning ges av LF-fordelningen i det kritiska fallet. I simuleringsstudien jamférs datan i
det kritiska fallet med potenslagen, samt undersoks med hjalp av grafiska metoder. Det subkri-
tiska fallet understks enbart med grafiska metoder, och understkningen begransas till jamforelser
mellan potenslagar och exponentialférdelningen. Mellanliggande férdelningar som &r liattare &n
en potenslag men tyngre dn exponentialférdelningen behandlas alltsa inte. Detta eftersom det ar
egenskapen av tunga svansar som framst dr intressant, och inte vilken exakt férdelning som det
subkritiska fallet ger upphov till. Det superkritiska fallet undersoks inte eftersom Galton-Watson-
processen ar svarsimulerad i detta fall d& langlivade trad aldrig dor ut, och dérmed &r det &ven
trivialt att den ger upphov till tungsvansade férdelningar. Darutéver undersoks endast enkona-
de Galton-Watson-processer, alltsd reproduktion fran far till son eller mor till dotter. Vidare ar
Galton-Watson-processerna som betraktas storleksoberoende, alltsa beror reproduktionsférdelning-
en inte av generationen. Dessa tva utvidgningar skulle ej bidra ytterligare till att besvara syftet &n
vad undersékningen av den enkla Galton-Watson-processen gor, eftersom de skulle ha komplicerat
teorin anmaéarkningsvért.

1.4 Samhailleliga och etiska aspekter

En samhéllsetisk risk med detta arbete &r att ldsaren far en férenklad bild av verkligheten. Verklig-
heten paverkas inte enbart av rich-get-richer-effekten, utan ar ett komplext samspel mellan manga
olika faktorer. Nyttan med arbetet dr att det bidrar till att ldsaren blir mer upplyst om model-
ler, férdelningar och metoder bortom normalférdelningen och far ddrmed en inblick i kopplingen
mellan potenslagar och verkliga fenomen, s& att det skapas forstaelse for rich-get-richer-effekten.
Dessa aspekter diskuteras vidare i avsnitt [6]

2 Teori

I detta avsnitt presenteras relevant teoretisk bakgrund savél som teorin som erhéllits genom litte-
raturstudien. Efter att sannolikhetsteoretisk bakgrund har presenterats utforskas langsiktiga egen-
skaper av Galton-Watson-processer i dess olika fall. Sedan introduceras LF-férdelningen (eng. li-



near fractional distribution) samt nagra av Galton-Watson-processens egenskaper nér dess repro-
duktionsfordelning foljer LF-férdelningen. Fran dessa resultat samt asymptotisk teori hérleds en
potenslag for den kritiska Galton-Watson-processen i LF-fallet.

2.1 Bakgrund

I detta avsnitt redogors for relevant sannolikhetsteoretisk bakgrund. Forst ges en definition av nor-
malférdelningen samt en formulering av centrala gransvirdessatsen. Sedan introduceras 6verlev-
nadsfunktioner och paretoférdelningen, som &r ett exempel pa en potenslag. Slutligen introduceras
momentgenererande funktioner samt begreppet tungsvansad fordelning, som &ar centralt fér arbe-
tet. Ytterligare sannolikhetsteoretisk bakgrund finns i appendix[A] dir bland annat begreppen som
detta avsnitt bygger pa definieras. Vidare sammanfattas alla kontinuerliga och diskreta férdelning-
ar som anvands i arbetet i tabell 2] Vi borjar med den formella definitionen av normalférdelningen
och konvergens i fordelning, samt ger en formulering av centrala grinsvirdessatsen [3].

Definition 2.1 (Normalférdelning). En slumpvariabel X &r normalférdelad med parametrarna
i € R och 62 > 0 om dess tithetsfunktion ges av

flz) = (I'u)2>, z €R.

1

V2mo? P ( 202

Detta skrivs X £ N (i,0?%), dir u = E[X], 0% = Var(X) och D star for engelskans distribution.
En normalférdelning har cirka 99,7 % av virdena inom tre standardavvikelser fran vintevirdet.

Definition 2.2 (Konvergens i fordelning). Om X;, Xs, X3, ... dr en sekvens av slumpvariabler
med respektive fordelningsfunktioner Fy, Fy, Fj3,... och X &ar en slumpvariabel med férdelnings-
funktionen F' s& konvergerar X,, mot X i fordelning om lim,,_,o F,(z) = F(x) for alla « dar F(x)

ar kontinuerlig. Detta skrivs F,, — F eller X, £> X.

Sats 2.1 (Centrala grénsvirdessatsen). Ldt X1, Xo, X3,... vara en sekvens av oberoende och
identiskt fordelade slumpvariabler med dndligt vintevirde 1 och dndlig varians o2 och lat S, =
X1+ Xo + ...+ X,,. Da gdller att

Sp—np D
=T N(0,1) dé n— oo.
— (0,1)

Beviset av satsen och tillhérande lemmor finns i appendix [B:I} Centrala grénsvéirdessatsen &r
fundamental inom statistiken och siger alltsid att summan av ett stort antal oberoende slump-
variabler 4r normalfordelad i grinsen da antal termer i summan gar mot odndligheten, d&ven om
slumpvariablerna sjélva inte &r normalférdelade. Detta &r en orsak till att normalférdelningen dyker
upp sa ofta. Ett villkor fér att centrala gransvirdessatsen skall halla dr dock att slumpvariablerna
har &ndlig varians, vilket inte alltid &r fallet. Innan vi ger ett exempel pa en férdelning som for
vissa parameterval har en oéndlig varians, definierar vi nu 6verlevnadsfunktioner, som anvénds i
definitionen av paretoférdelningen och i avsnitt [7].

Definition 2.3 (Overlevnadsfunktion). Lat X vara en icke-negativ slumpvariabel. D& definieras
overlevnadsfunktionen av X som S(z) = P(X > z) da z > 0.

En variabels 6verlevnadsfunktion i en punkt z specificerar alltsé4 sannolikheten att denna vari-
abel antar ett virde storre dn x, och kan tolkas som sannolikheten att en variabels livstid stracker
sig bortom tiden x. Med hjélp av dess 6verlevnadsfunktion definieras nu paretoférdelningen, som
ar ett exempel pa en potenslag [].

Definition 2.4 (Paretoférdelning). En slumpvariabel X dr paretoférdelad med skalparameter
ZTm > 0 och formparameter a > 0 om dess 6verlevnadsfunktion ges av

(Z=)% om x> @y,

S =
(z) {1 om T < Tyy,.




Skalparametern z,, anger den undre grinsen pa viardena som slumpvariabeln X kan anta. Form-
parametern « kallas dven {or svansindex och anger hur tung svans éverlevnadsfunktionen har [9].
For laga a far vi sérskilt tunga svansar. Vidare blir variansen odndlig for a < 2, vilket innebér att
en summa av oberoende slumpvariabler som &r fordelade efter paretoférdelningen med o < 2 inte &r
normalférdelad enligt centrala griansvardessatsen, sats Vi &r alltsa bortom normalférdelningen.
Om vi istéllet later o ga mot oéndligheten erhélls ndgot som liknar Diracs delta-funktion §(z — ;)
kring punkten x,,, och variansen gar mot noll. Innan vi definierar tungsvansade férdelningar och
funktioner méste vi definiera den momentgenererande funktionen [3].

Definition 2.5 (Momentgenererande funktion). Avbildningen Mx : R — R kallas for den mo-
mentgenererande funktionen till slumpvariabeln X och definieras av Mx (t) = E[e!X].

Den momentgenererande funktionen har egenskapen att M )((n ) (0) = E[X™"], dér n betecknar den
n:te derivatan och E[X"] kallas f6r det n:te momentet av X. Lat oss nu definiera tungsvansade
fordelningar och funktioner [10].

Definition 2.6 (Tungsvansad fordelning och funktion). Foérdelningen av en slumpvariabel X,
med foérdelningsfunktion F', sigs vara tungsvansad om dess momentgenererande funktion Mx ()
ar odndlig for alla A > 0. Overlevnadsfunktionen S ségs vara tungsvansad om

lim e’ S(z) = oo, for alla A > 0.
xr—r0o0
Att férdelningen av X ar tungsvansad dr ekvivalent med att dess 6verlevnadsfunktion S har
tunga svansar [I0]. Att en fordelning &r tungsvansad innebér alltsd att dess Gverlevnadsfunktion
asymptotiskt inte kan begrénsas av en exponentiellt avtagande funktion. Det finns manga exempel
pa tungsvansade fordelningar dir en av de vanligaste dr de som foljer potenslagar, exempelvis
paretofordelningen. Notera att definitionen for tungsvansad fordelning innebér att den momentge-
nererande funktionen ar odndlig for alla A > 0, men inte nédvindigtvis att momenten &r oéndliga.
Betrakta exempelvis paretoférdelningen vars férsta moment, det vill sdga vantevardet, ar odndligt
om a < 1, men #ndligt om a > 1, se dven tabell 2] i appendix [A] I nista avsnitt undersks bland
annat vantevirdet och variansen hos férdelningarna som Galton-Watson-processen ger upphov till.

2.2 Galton-Watson-processer

Galton och Watsons modell bygger pa antagandet att vi borjar med en vuxen man med ett givet
efternamn, som antas fa k € Ny stycken séner med sannolikheten py. Under nésta generation antas
dessa soner fa nya soner med samma oberoende sannolikheter. Om det inte fods nagra séner under
en hel generation har efternamnet dott ut. Modellen kan generaliseras for att beskriva andra sorters
forlopp, vilket leder oss in pé definitionen av den si kallade Galton-Watson-processen [I1].

Definition 2.7 (Galton-Watson-process). En Galton-Watson-process ar en diskret och tidsho-
mogen Markovkedja {Zp, Z1, ...} med tillstindsrummet Ny som karaktériseras av det rekursiva

forhallandet
z

g1 = ZXi, Zo=1. (2.1)

i=1
Har innebér Z; antalet individer i generation ¢, och X; ar oberoende och likférdelade slumpvariabler,
X; 2x , ddr X har férdelningen

0, med sannolikhet pg,
1, med sannolikhet pq,

X = 2, med sannolikhet po,

vilket &r processens sa kallade reproduktionsférdelning.



Notera hir att Markovkedjan ar tidshomogen eftersom samma reproduktionsfordelning géller
oberoende av generation genom det rekursiva forhallandet. Se definition [A7T6] och [A17] i appen-
dix [A] for vidare bakgrund. Att reproduktionsfordelningen &r densamma oavsett generation dr en
anviandbar egenskap av Galton-Watson-processer, eftersom detta forenklar analysen av det langsik-
tiga beteendet hos processen. Vi definierar den sannolikhetsgenererande funktionen av X foérdelad
enligt reproduktionsférdelningen som

G(s) =E[s*] = Zpksk. (2.2)
k=0

Den sannolikhetsgenererande funktionen av X har ett antal anvindbara egenskaper som presenteras

i ekvationerna ([2.3a))-(2.3d]) [4].

G(1)=1, (2.3a) G(0)=po, (2.3b) G'(1)=p, (2.3c) G"(1)+G'(1)—(G'(1))* = o?. (2.3d)

Egenskap foljer fran att summan av alla sannolikheter ), py alltid &r 1, och fran
att sitta in s = 0 i ekvation (2.2). Vidare &r G'(s) = p1 + 2pas + 3pss® + -+ = E[X - s¥ 1],
alltsa G'(1) = E[X] = p, vilket &r egenskap (2.3c). Genom att derivera ytterligare en gang far vi
egenskap (2.3d).

2.2.1 Ett exempel pa en Galton-Watson-process

Innan vi fortsitter ger vi ett exempel pa en enkel Galton-Watson-process. Vi bérjar med att
definiera en grundlaggande diskret sannolikhetsfordelning [7].

Definition 2.8 (Tvapunktsfordelning). En slumpvariabel X &ar tvapunktsfordelad med parametrar
p €10,1], 21 och 29 om

¥ — r1, med sannolikhet 1 — p,
N r9, med sannolikhet p,

dar Ty, 29 € 7.

Vantevérdet {or tvapunktsfordelningen ar E[X]| = (1—p) 21 +p x2. Ett exempel pa en tvapunkts-
fordelad Galton-Watson-process ar dér varje individ far antingen 0 eller 2 barn, sa att 1 = 0 och
zo = 2. Utgéende fran definition 2.7 och definition 2.8 erhalls

X = {0, med sannolikhet 1 — p, (2.4)

2, med sannolikhet p,

dar p € [0, 1] &r sannolikheten att en given individ férgrenas. Vantevérdet for tvapunktsférdelningen
i detta specialfall &r p = 2p, sa ett enkelt beroende pa p avgdér hur Galton-Watson-processen
kommer att utvecklas, vilket vi kommer att se i ndstkommande avsnitt. Antag att vi borjar med
en individ i generation 0, alltsd Zy = 1. D& &r antalet individer i nésta generation Z; = X, ddr X
ar fordelad enligt . For Z,, géller sedan rekursionsformeln . Den sannolikhetsgenererande
funktionen av X i detta fall &r Gpunki(s) = (1 —p) + ps?.

2.2.2 Sannolikhetsgenererande funktion och utrotningssannolikhet

Vi har generellt att den sannolikhetsgenererande funktionen av X &r som i ekvation dar
pr = P(X = k), alltsd sannolikheten for en individ att f& k barn i en godtycklig generation. Vi
vill nu bestimma den sannolikhetsgenererande funktionen for Z,, alltsi G, (s) = E[s?"|Zy = 1],
vilket vi kan anvidnda for att bestdmma processens utrotningssannolikhet. Fran egenskap ([2.3D))
for genererande funktioner far vi att G,,(0) = P(Z,, = 0|Zp = 1), som tolkas som utrotningssan-
nolikheten i generation n. Vidare har vi fran egenskap att G, (1) = E[Z,|Zy = 1]. For att
kunna analysera langsiktig utrotningssannolikhet och vintevarde fér Galton-Watson-processen vill
vi finna ett enklare uttryck fér G,,. Foéljande lemma formulerar GG,, som en upprepad applicering
av G — den sannolikhetsgenererande funktionen av X.



Lemma 2.1. Lit G, (s) = E[s?"|Zy = 1]. Da gdller

Gn(s)=(GoGo---0G)(s) = G(G...G(s)...) .

n ganger n ganger

Beviset presenteras i appendix [4, s. 168]. Vi noterar att G,(1) = 1 eftersom egenskap
ger att G(1) = 1. I figur 4| kan vi se en illustration av vad som hénder med G,, for stora n.
Vi noterar att funktionen &r monoton och verkar konvergera mot nagot viarde g samt mot 1. Detta
formuleras i f6ljande sats, som bevisas i appendix [12].

................

.—
-_—

Gn

04 05 06 07 08 09 1.0
3
"\

Figur 4: Funktionen G,, i det tvapunktsfordelade fallet for s € [0,1], n =1, 3,9,27 och p = 0.6.

Sats 2.2. Funktionen G,(s) dr monotont vazande och konvergerar for alla s € [0, 1].

For s =04&r G,,(0) = P(Z, = 0), sd nir n — oo motsvarar detta virde utrotningssannolikheten
for processen. Att G,,(0) — ¢ d& n — oo fas genom att anvinda detta faktum samt sats Detta
kan &ven ses i figur [ och f6r ytterligare illustration héanvisas till figur [T]i appendix [B:2} Vi vill nu
bestdmma utrotningssannolikheten ¢, genom en sats som bevisas i appendix [4 s. 169].

Sats 2.3 (Utrotningssannolikhet). Ldt G vara den sannolikhetsgenererande funktionen av X ddr
X fordelas enligt reproduktionsfordelningen for en Galton- Watson-process. Da dr processens utrot-
ningssannolikhet lika med den minsta icke-negativa roten till fixpunktsekvationen s = G(s).

I det tvapunktsfordelade fallet med ekvation fas fixpunktsekvationen ¢ = (1 — p) + pq?
fran sats vilken har 16sningarna ¢; = 1 for alla p och go = 1/p—1 f6r p # 0. Om p < 0.5 sa &r
g2 = 1/p—1 > 1 och alltsa &r d& ¢; den minsta icke-negativa roten, varmed utrotningssannolikheten
ar ¢ = g1 = 1 enligt satsen. I fallet p = 0.5 sammanfaller de tva rétterna for ekvationen, ¢ = g2 = 1,
och &ven d& &r utrotningssannolikheten ¢ = 1. Att utrotningssannolikheten &r 1 innebér att tradet
ar helt utrotat for tillrackligt stora n, det vill séiga det finns n sa att Z,, = 0. Fér p > 0.5 ar istéllet
utrotningssannolikheten ¢ = go < 1 som kan ses i figur [4] samt i figur [I1] i appendix

2.2.3 Langsiktig populationsstorlek

For att mer ingaende studera egenskaper sasom langsiktig populationsstorlek definierar vi de olika
fallen for Galton-Watson-processen [4}, s. 161].

Definition 2.9. Lat u = Z;ozo k py vara vantevardet av reproduktionsfordelningen. En Galton-
Watson-process kallas subkritisk da g < 1, kritisk da g = 1 och superkritisk da p > 1.

I det tvapunktsférdelade fallet &r p = 2p. Da motsvarar det subkritiska fallet att p < 0.5,
det kritiska att p = 0.5 och det superkritiska att p > 0.5. Alltsa, om sannolikheten p att fa 2
barn dr mindre an 0.5 kommer triadet utrotas med 100% sannolikhet, och om sannolikheten p
ar storre dn 0.5 kommer det utrotas med sannolikheten 1/p — 1. T figur [4| ses det superkritiska
fallet for p = 0.6, ddr utrotningssannolikheten ¢ saledes gar mot 2/3. I det kritiska fallet kommer
daremot tradet utrotas med 100 % sannolikhet, samtidigt som genomsnittliga antalet barn &r 1.
Det dr darfor intressant att betrakta vad som da hénder med processen i detta fall. Nu kan den
férvintade langsiktiga populationsstorleken delas upp i tre fall, beroende pa pu.



Lemma 2.2. Fér den lingsiktiga populationsstorieken gdller det att

0, uw<l1,
R N
0, p> 1.

Bevis. Beviset gors med induktion. Eftersom Z; har férdelningen {py }ren, r det klart att E[Z;] =
u. Antag att E[Z,] = p™ for ett godtyckligt n. Eftersom E[Z,] = G/, (1) och Gp+1(s) = G, (G(s))
ar
E[Zn] = G112 (1) = GL(G)G'(1) = GL(1)G'(1) = E[Z,]E[Z)] = p"pp = " .
O

Av lemma kan vi konstatera att det kritiska fallets beteende &r svartolkat eftersom den
genomsnittliga generationsstorleken i gréns ar 1, samtidigt som processens utrotningssannolikhet
ar 100 %. Variansen av Z,, da n — oo kan ses i foljande lemma.

Lemma 2.3. For en Galton-Watson-process gdller det i det kritiska fallet att Var(Z,) — oo dd
n — 00.

Beviset presenteras i appendix [4 p. 163]. Att variansen for Z,, dr odndlig i det kritiska
fallet antyder att en population skulle kunna véxa och bli hur stor som helst. Notera att centrala
gransvirdessatsen, sats kraver andligt vantevirde for att gélla, varmed virden langt bortom
vanteviardet dr osannolika. Vidare antyder den oéndliga variansen att den momentgenererande
funktionen i definition kan vara o#ndlig, och alltsd finns det mojlighet att Galton-Watson-
processen ger upphov till tungsvansade férdelningar i det kritiska fallet.

2.2.4 Totala antalet individer W

Nésta koncept som betraktas &r det totala antalet individer W for Galton-Watson-processen, som
ar besldktat med Z,,. Vi later W,, beteckna antalet individer upp till och med generation n, alltsa
W, = ZZ:O Zi. Da ar W det totala antalet individer for alla generationer, det vill séga att
W,, = W da n — oco. Foljande géller da for vintevardet av W.

Lemma 2.4. For en godtycklig Galton- Watson-process gdller aitt

1
T <1,
E[W] = {1# K
00, 1% 2 17

ddr u ar reproduktionsfordelningens vintevdrde.

Bewis. Vi har att

n n n 1_M"+1
=, p#FL
SR A RO SRR S i
k=0 k=0 k=0 n+1, p=1
Nér n — oo foljer lemmat. O

Notera att vanteviardet av W &r odndligt i det kritiska fallet, samtidigt som processens utrot-
ningssannolikhet &r 1. Vidare &r variansen av W oéndlig i det kritiska fallet likt variansen av Z, i
lemma 12 s. 90]. Dessa resultat antyder aterigen att Galton-Watson-processen med stor san-
nolikhet kan fortga under lang tid och leda till stora populationer i det kritiska fallet. Vidare kan
oandligt vintevédrde och varians fér W innebéara att Gverlevnadsfunktionen av W ar tungsvansad
i det kritiska fallet enligt definition [2.6] I avsnitt [2.4] visar vi att Gverlevnadsfunktionen for W i
det kritiska fallet dr tungsvansad for ett specialfall av Galton-Watson-processen. Nu vill vi dock
fortsdtta genom att bestdmma den sannolikhetsgenererande funktionen for W generellt och en
ekvation for den erhalls fran foljande lemma [12].

Lemma 2.5. Den genererande funktionen H(s) = E[sV] for totala antalet individer W uppfyller
ekvationen H(s) = sG(H(s)), ddr G dr den genererande funktionen av X fordelad enligt reproduk-
tionsfordelningen.



Beviset presenteras i appendix [12, s. 90]. Genom att satta @ = H(s) far vi ekvationen
x = sG(x) att losa for att bestdmma H(s). Om vi later s = 1 blir x = H(1) och ekvationen
férenklas till = G(z), vilket &r fixpunktsekvationen for funktionen G fran sats[2.3] Vi vet dérifran
att 1 &r en fixpunkt till G och far alltsa att H(1) = 1. Vi vet ocksa fran definitionen av H som en
sannolikhetsgenererande funktion att H(1) = E[1"]. Dessa tva uttryck fér H(1) maste vara lika,
alltsd maste E[1] = 1, vilket endast dr uppfyllt om W < co. Det ger alltsa att H(1) = P(W <
oo0) = 1, vilket bekréftar att sannolikheten att processen dor ut i det kritiska fallet &r 100 %. Vi
aterkommer till H(s) i avsnitt efter att vi har introducerat den sa kallade LF-fordelningen.

2.3 LF-fordelningen

En specifik férdelning som &r anvandbar som reproduktionsférdelning i Galton-Watson-processen ar
den sé kallade LF-férdelningen (eng. linear fractional distribution), som bygger pa den geometriska
och skiftade geometriska férdelningen. Lat oss darfor forst definiera dessa [7].

Definition 2.10 (Geometrisk férdelning). En slumpvariabel X &r geometriskt fordelad med pa-
rameter p € [0, 1] om dess sannolikhetsfunktion ges av

fx(k)y=p(l—=p)*, k=0,1,2....

Detta skrivs X 2 Geom(p). En slumpvariabel Y &r da skiftat geometriskt férdelad med parameter
pe€[0,1] omY x4 1, alltsd om dess sannolikhetsfunktion ar

fy(k) =p(1—p)* 1, k=1,2,....

Tolkningen av den geometriska férdelningen &ar att den beskriver antal oberoende misslyckade
forsok tills det forsta lyckade, dér ett lyckat forsok sker med sannolikhet p. For den skiftade
geometriska férdelningen rdknas &ven det lyckade forsoket med. Ett exempel pa en situation déar
den geometriska fordelningen kan anvéndas &r nar en familj vill fa barn &nda tills de far en son.
Déa kan antalet dottrar modelleras med den geometriska fordelningen, som far parametern p = 0.5,
alltsa sannolikheten att de vid varje forsok far en son. En férdelning som kan tolkas pa ett liknande
sitt dr LF-fordelningen, men dir anvinds istéllet tva parametrar, py och p. LF-férdelningen skulle
i det hér fallet modellera familjens totala antalet soner, dar sannolikheten att fa den férsta sonen
dr 1 — pg och sannolikheten att fa en son efter den forsta sonen &r 1 — p per son. I definition
definieras nu LF-férdelningen genom dess sannolikhetsgenererande funktion och i sats [2.4]
presenterar vi den genererande funktionens korresponderande sannolikhetsfunktion [6].

Definition 2.11 (LF-fordelningen). En slumpvariabel X ségs vara LF-fordelad med parametrarna
Po,p € [0,1] om dess sannolikhetsgenererande funktion kan skrivas som

= E[sX] = 1—po)—2L2 2.
Sats 2.4. Om en slumpvariabel X har sannolikhetsfunktionen
Po, om k =0,
k) = 2.6
T {pu—po)(l—p)“, omk > 1, 20)

har den ekvation (2.5) som sannolikhetsgenererande funktion for |s(1 —p)| < 1.

Beviset finns i appendix Vantevirdet fas genom egenskap som ger u = G'(1) =
(1 — po)/p. Notera att P(X > 0) =1 — py och att X givet X > 1 &r fordelad enligt den skiftade
geometriska férdelningen. Vidare, om py = p far vi att G(s) = p/(1— (1 —p)s), vilket 4r den sanno-
likhetsgenererande funktionen for den geometriska férdelningen. Det innebér att LF-férdelningen
med tva identiska parametrar dr detsamma som den geometriska férdelningen. Detta beror pa att
sannolikheten att fa forsta sonen da dr samma som att fa resten av sonerna, vilket ar tolkningen
av den geometriska fordelningen. Dessutom, om pg = 0, far vi G(s) = ps/(1 — (1 — p)s), vilket ar
den sannolikhetsgenererande funktionen for den skiftade geometriska fordelningen. I ekvation
ser vi att pg = 0 ger f(0) = P(X = 0) = 0 vilket kan tolkas som att rdkningen borjar fran X = 1,
som i den skiftade geometriska férdelningen.



2.3.1 Egenskaper och parametrar for LF-férdelningen

En anvéindbar egenskap for slumpvariabler med LF-fordelningen &r att deras sannolikhetsgenere-
rande funktion kan skrivas som
—po)s
Gis) = o (p — po)
1+ (p—1)s
dér alltsa bade téljare och ndmnare &r linjéra funktioner, vilket &r just anledningen till att det
kallas for LF-fordelningen. Om vi betraktar ett godtyckligt linjart brak ar det tydligt att det blir
ett linjart brak &ven vid upprepad sammanséttning eftersom

)

aerZIdeé ac+adx +ab+b*r  ac+ab+ (ab+ 0¥z o +bx

c+dethe 2 tedr+ad+bdr 2 +ad+ (cd+bd)x  +dx

Da LF-fordelningen kan skrivas som ett linjart brak géller det att sammanséttningen ocksa ar en
LF-fordelning, alltsd dr G upprepad n ganger ocksd en LF-férdelning. Vidare ger lemma [2.1] att
den sannolikhetsgenererande funktionen G,, for Z,, da reproduktionsférdelningen ar LF-férdelad
kan skrivas som upprepad applicering av den sannolikhetsgenererande funktionen G for X férdelad
efter LF-fordelningen. Dérmed &ar

P

Gn(s) =" + (L= 0" ) s+

(2.7)

Enligt sats far vi utrotningssannolikheten for processen genom att 16sa for fixpunkter till
den sannolikhetsgenererande funktionen av X fordelad enligt reproduktionsfordelningen. I detta
fall &r LF-fordelningen reproduktionsfordelningen, saledes soker vi 16sningar s till ekvationen

ps
1—(1—p)s
Dessa dr s = 1 och s = pg/(1 — p) := sg. Med hjilp av ekvation (2.7) och faktumet att so &r en

fixpunkt kan vi bestdmma forhallanden mellan p, pg och p(™), pén), som formuleras i foljande sats.

s=po+(1—po)

Sats 2.5. [ det sub- och superkritiska fallet gdller (2.8)) och i det kritiska fallet dar p = 1 — pg
géller (2.9). Parametrarna p™ och p(()n) 1 Gy, kan uttryckas som

_ 11'&
() -~ 1=p
T RO P
P -p p+(1—pn
X L \" (2.8) o (1—pn (2.9)
() _ (1—Po) Py = s
Do _ﬁv p+(17p)n
po (1*:00

ddr p och pg dr parametrarna i LF-fordelningen med sannolikhetsgenererande funktionen G.

Vi far alltsé ett givet uttryck for G applicerat n génger, till skillnad fran i avsnitt 2.2.2] dér
inget explicit uttryck kunde formuleras. Satsen bevisas i appendix [B:4] Da n — oo far vi att
p™ =1 —[(1 —p)/po] och p((J") = 1 i det subkritiska fallet, p(™ = 0 och p(()") = 1 i det kritiska

fallet samt p(™) = 0 och pg") =po/(1 — p) i det superkritiska fallet.

2.3.2 Fordelningen for 7, givet att processen har 6verlevt till generation n

Nér reproduktionsférdelningen for Galton-Watson-processen dr LF-fordelad sa kan asymptotiska
férdelningar for Z,, i det kritiska och subkritiska fallet hérledas genom att anvdnda uttrycken for
p(™ och p(()”) fran sats Forst maste dock exponentialférdelningen definieras [7].

Definition 2.12 (Exponentialfordelning). En slumpvariabel X &r exponentialférdelad med para-
meter A > 0 om dess tithetsfunktion ges av f(x) = Ae™* for x > 0.

I lemmorna och presenteras fordelningen for (Z,,/n) givet Z, > 1 i det kritiska fallet
och Z, givet Z, > 1 i det subkritiska fallet, allts fordelningen for Z, givet att processen ej ar
utddd vid generation n.
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Lemma 2.6. I det kritiska fallet ér P((Z,/n) > x|Z, > 1) ~ exp (—xp/(1 — p)) vilket dr overlev-
nadsfunktionen for den exponentiella fordelningen med parameter A = p/(1 — p).

* vilket ér dverlev-

)
(1—p)/pol.

Bevisen finns i appendix [B:5] Tolkningen av lemma [2.7] &r att Z,, givet Z,, > 1 &r skiftad
geometriskt fordelad med parameter 1 — [(1 — p)/po]. Det &r rimligt att (x + 1) anvinds, d& «
boérjar pa 0 och P(Z, > 0|Z,, > 1) = 0. I det kritiska fallet i lemma betraktas istéllet Z,,/n
eftersom storleksordningen &r storre dn i det subkritiska fallet. Mer om storleksordning kommer
i avsnitt 2.4.2] Att den dr asymptotiskt exponentialférdelad kan ténkas tyda pé litta svansar
enligt definition men eftersom fordelningen géller f6r Z,,/n kan denna slutsats ej dras, och
det langsiktiga beteendet i det kritiska fallet maste undersokas ytterligare. Detta gors genom att
undersoka uttrycket for den genererande funktionen for totala antalet individer for LF-férdelningen.

Lemma 2.7. I det subkritiska fallet ar P(Z, >z + 1|2, > 1) ~ ((1 —p)/po
nadsfunktionen for den skiftade geometriska fordelningen med parameter 1 — |

2.3.3 Genererande funktion for totala antalet individer

Lemma [2.5] ger relationen mellan genererande funktionen G av X fordelad enligt reproduktionsfor-
delningen och genererande funktionen H for totala antalet individer W. Vi har da att ekvationen
x = sG(x) ger
_ ot p—m)z
1+(p—-1z

Vi far x genom att l6sa andragradsekvationen, vilket ger

_ 14+ (po—p)s — T+ (po —p)?s® — 2s(po + p — 2pop)
2(1-p)

Vi har valt den mindre av de tva l6sningarna da den storre ar storre &n 1, vilket ej &r tillatet da
H(1) = 1. I det kritiska fallet d& p =1 — pg fas

x = H(s)

_ 1+ (1= 2p)s — 1+ (1 2p)2s? — 25(1 — 2(1 — p)p)
2(1 - p) '

Det hir uttrycket &r anvindbart till asymptotisk analys i avsnitt 2.4.1]

Hy(s)

(2.10)

2.4 Potenslag i det kritiska fallet

Hér presenteras teori for det asymptotiska beteendet av Galton-Watson-processen i det kritiska
fallet, nér reproduktionsférdelning ges av LF-fordelningen. Genom asymptotisk analys och den
tauberska satsen [2.6] ges ett uttryck for dverlevnadsfunktionen av det totala antalet individer W
som en potenslag. Genom denna potenslag kan slutsatser dras om dess asymptotiska logaritmiska
férdelning samt om storleksordningen av maximalt antal individer. Lat oss férst definiera asymp-
totisk ekvivalens for att kunna anvinda asymptotisk analys [13].

Definition 2.13 (Asymptotisk ekvivalens). Givet funktionerna f(x) och g(z) géller att f(x) ~
g(z), d& © — oo, om och endast om

lim —+ =1

Om f(x) ~ g(x) beskrivs det som att f(x) asymptotiskt beter sig som g(z). Har betecknar ~

asymptotisk ekvivalens, vilket ej ska forviaxlas med beteckningen 2 som betyder fordelat som, se
notationslistan. I sats som anvinds for att ta fram potenslagen i det kritiska fallet férekom-
mer langsamt varierande funktioner, vilka &r ett anvdndbart specialfall av regelbundet varierande
funktioner, se definition Lat oss dérfor definiera detta [10].

Definition 2.14 (Langsamt varierande funktion). En positiv funktion L, definierad pa [0, c0), ar
langsamt varierande om L(ct) ~ L(t) for alla ¢ > 0.

Den enklaste sortens langsamt varierande funktion ar en konstant funktion, L(t) = K.
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2.4.1 Sats om konvergent potensserie och asymptotisk analys

Foljande tauberska sats beskriver asymptotiskt beteende hos konvergenta potensserier [14].

Sats 2.6. Antag att vi har en monoton foljd {ty}32, ddrty > 0 for alla k. Definiera polynomet
To(s) = Z;S trs®, och potensserien T(s) = lim, oo Ty,(s). Vi antar vidare att T(s) konverge-
rar for 0 < s < 1. Dd gdller for 0 < p < oo, och for funktioner L som wvarierar lingsamt vid
odndligheten att

T(s) ~ (1_18)pL<1i8>, s 17, (2.11)

ar ekvivalent med
n?~'L(n), n — oo. (2.12)

. 1
" T(p)

For specialfallet att den langsamt varierande funktionen L &r konstant ser vi att ekvation
ger en potenslag for f6ljden t,. Vi vill anvinda denna sats for att visa att 6verlevnadsfunktionen for
totala antalet individer W dr asymptotiskt potensfordelad for LF-fordelningen i det kritiska fallet,
alltsa tungsvansad. Fordelningen for W ar ndmligen tungsvansad om dess 6verlevnadsfunktion Sy
har tunga svansar, enligt definition 2.6] Vi later ddrmed foljden t,, ges av 6verlevnadsfunktionen
Sw(n) = P(W > n), vilket kan ses som en f&ljd eftersom funktionen &r diskret. Enligt definition [2.3]
ar egentligen Sy (n) = P(W > n) = P(W > n+ 1), men pa grund av att det &r ett asymptotiskt
beteende hos 6verlevnadsfunktionen som undersoks ar den extra ettan forsumbar och vi kan skriva
Sw(n) = P(W > n). Overlevnadsfunktionen kan ocksa skrivas Sy (n) = ;2 P(W = k) vilket
ger att foljden dr monotont avtagande eftersom py > 0 for alla k. For att kunna visa att f6ljden
uppfyller méste vi ddrmed visa att potensserien T'(s) konvergerar fér 0 < s < 1, men inte
for s =1 och att haller med konstant L och 0 < p < co. Om vi skriver ut serien far vi

T(s)=> tns" =Y > PW=k)s"
n=0

n=0k=n

For att kunna undersoka konvergens och f& fram en asymptotisk form som uppfyller (2.11)) uttrycker
viT(s) i Hi(s), eftersom den har ett slutet uttryck i (2.10). Genom algebraiska omskrivningar som

finns i appendix far vi
1-— Hk (S)

1-s
Vi ser hir att uttrycket konvergerar for s € [0,1) men divergerar for s = 1. Vi goér nu asymptotisk
analys da s — 17, som finns i appendix Analysen ger

T(S) = Hk(S) +

T(s) ~ ——, s—1". (2.13)

Genom anvéandning av satsen ser vi att (2.13)) motsvarar (2.11]) med koefficienten p = 1/2 och den
langsamt varierande funktionen L(1/(1 — s)) = v/2/c, vilket &ir en konstant och dirmed uppfyller
definition Eftersom féljden &r monoton, och 0 < p < co géller férutsattningarna for (2.12)),
som da ger
2
ty =9 ~y—=nY? - . 2.14
w (’ﬂ) 02 n n S ( )

Vidare far vi da

2 M
. An 1 s _ ..
nh—>H;oe Sw(n) = nh_}rrgo 1/ a1 = 0% for alla A > 0,

eftersom exponentialférdelningen vixer snabbare &n potensfunktioner. Darmed &r 6verlevnadsfunk-
tionen Sy tungsvansad enligt definition och saledes &r ocksa fordelningen av W tungsvansad.
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2.4.2 Logaritmiskt fall och maximalt antal individer

Att 6verlevnadsfunktionen dr asymptotiskt potensfordelad leder till en del anvandbara egenskaper,
som att dess logaritm &r exponentialférdelad och att maximalt antal individer kan bestdmmas.

Lemma 2.8. Om X dr en slumpuvariabel vars overlevnadsfunktion dr asymptotiskt potensfordelad
sG gdller att slumpuariabeln log(X) dr asymptotiskt exponentialfordelad.

Beviset finns i appendix I vart fall har vi att log(mo?W/2) ér asymptotiskt exponentialfor-
delad med parameter 1/2. Antag nu att vi gor N {orsék av Galton-Watson-processen och far totala
antalet individer Wy, Wa, ..., Wy for respektive triad. I foljande lemma som bevisas i appendix [B.7]
presenteras hur maximalt antal individer beror pa antal forsok.

Lemma 2.9. Ldt W,,4.(N) vara stort och beteckna virdet pa den mazimala individen. Dé har vi
Wmaz(N) = O(NQ) (215)

Lemmat ger till exempel en miljon som storleksordningen av antal individer i det storsta tradet
vid tusen forsok. Observera dock att detta resultat endast géller for det kritiska fallet.

3 Simuleringar

I detta avsnitt presenteras metoder for de genomférda simuleringarna. Forst forklaras konturpro-
cessen, vilket kan anvindas for att snabbt simulera Galton-Watson-processen med LF-férdelning.
Sedan presenteras teorin bakom approximationen av Sy . Slutligen presenteras de grafiska meto-
derna log-log-plot, qqg-plot och Hill-estimering som anvénts for att illustrera férdelningen av W.

3.1 Konturprocessen

Vi behover forst en metod for att simulera Galton-Watson-processer. Konturprocessen kan anvin-
das som en simuleringsmetod for att effektivt simulera Galton-Watson-processen med en slump-
vandring istdllet for med ett triad. Dess syfte ar att snabbt kunna berékna totala antalet individer
fér en process. For att forsta principen kan vi utgé fran tréadet till véanster i figur [5|och betrakta det
som hela tradet for en process. Vi startar langst ner och foljer grenarna runt tréadet, med borjan
pa vanster sida. Detta innebar alltsa forst tre grenar uppat, vilket motsvaras av tre steg uppat i
tillhérande kontur, som ses till hoger i figur ] Vid grenens &nde vénder vi och gar nedat lings
tva grenar, vilket ger tva steg nedat i konturen, innan vi kan vinda och g& uppat igen. Nér vi
ater ar tillbaka vid botten i trédet, efter att ha gatt runt hela trddet, har vi i den motsvarande
konturen gatt lika manga steg uppat som nedat och alltsa tagit med varje gren tva ganger. For
att modellera en Galton-Watson-process med konturprocessen betraktas saledes en slumpvandring
som borjar pa noll och avslutas vid minus ett. Det sista steget fran noll till minus ett kan raknas
som den ursprungliga individen och det totala antalet individer ges d& av denna plus antal steg
uppat i slumpvandringen. Fordelen med denna simuleringsmetod ar att antalet individer i varje
generation ej behéver sparas, utan det ricker att rikna det totala antalet steg som tagits nér
processen avslutats, vilket medfor att simuleringarna gar snabbare &n om hela triadet simulerades.

Figur 5: Ett trdd over en Galton-Watson-process med 4 generationer och 10 individer (till vinster)
samt dess tillhérande kontur som ges av konturprocessen (till hoger). Konturen erhélls fran tridet

genom att starta ldngst ner och f6lja grenarna runt hela tréddet, med borjan pa vénster sida.

I praktiken ar det smidigt att anvinda LF-fordelningen for att simulera Galton-Watson-processer.
I LF-fallet &r sannolikheten for en individs férsta barn 1 — py och sannolikheten att den far barn
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efter det forsta barnet 1 — p fér varje barn. Saledes ges, oberoende av varandra, férdelningen for
antal grenar uppat av en geometrisk fordelning med parametern pg medan fordelningen for antal
grenar nedat ges av geometrisk férdelning med parametern 1 — p. For en mer ingdende beskrivning
av hur detta simuleras i praktiken, se appendix [E]} I det kritiska fallet &r p = 1 — po, varmed
férdelningarna uppat och nedat &r symmetriska. I det subkritiska fallet leder de tva oberoende
férdelningarna dock till att slumpvandringen nedat sker snabbare &n den uppat.

3.2 Java-simulering och approximering av 6verlevnadsfunktionen av W

Simuleringar av Galton-Watson-processen genom konturprocessen gors i Java, dir varje simulering
far fortgd dnda tills nivan vid minus ett i konturprocessen nas. Flera simuleringar kors parallellt
s& att stora dataset kan erhallas. Fullstindig Java-kod for detta finns i appendix [E] Eftersom kon-
turprocessen kriver generering av slumpvariabler som f6ljer den skiftade geometriska férdelningen
s& har #ven detta implementerats i Java. Den matematiska bakgrunden finns i appendix [C.1]
Antag att N stycken simuleringar har gjorts. Givet detta dataset &r malet att approximera
6verlevnadsfunktionen Sy (n) = P(W > n),n € N. Detta gors genom att lata

Jr
P(W =k):=— 3.1
(W =1) =2, (3.1)
dér f ar antalet simuleringar som gav trad av storleken k, och ddrmed

Winax

Sw(n) =Y % (3.2)
k=n

dar Wy ar antalet individer i det storsta trddet som simuleringarna gav. Eftersom trad av
storlekar nira Wi,ax fr relativt séllsynta si approximeras Sy (n) for n & Wiy relativt daligt.
Summans 6vre grans i ekvation ar Winax och inte oo som den borde vara enligt definitionen
av Overlevnadsfunktion av W. I fallet av exempelvis n = Wiyax s& approximeras Sy (Wiaz) da
som P(W = Wiax), och virdena Wiyax + 1, ..., 00 forloras. Néar den simulerade Sy (n) betraktas
for stora n dr det nodvindigt att ta hansyn till detta.

3.3 Grafiska metoder for att avgora om data ir tungsvansad

Det finns flera grafiska metoder for att avgora vilken fordelning data har, som log-log-plot och
qq-plot, och det dr bést att kombinera dessa metoder for att fa ett rattvisande svar [I5]. Dessa
metoder anvands i resultat- och diskussionsdelen, men framst i avsnitt Aven en metod som ej
kréver parameteruppskattning anvéinds, ndmligen Hill-estimatorn. Det finns en méngd ytterligare
metoder for att avgora om en fordelning ar tungsvansad, men de riktar sig framst mot fordelningar
som har éndlig varians eller dndligt vintevérde, vilket inte giller for W i det kritiska fallet [15].

Det &r mojligt att visa att ett datasets dverlevnadsfunktion inte féljer en potenslag genom att
rita en graf av 6verlevnadsfunktionen med logaritmiska skalor p& bada axlar (eng. log-log plot). An-
tag att t, = en®, ¢ > 0, < 0. D& dr logt,, = log(cn®) = log ¢+ alogn. Om 6verlevnadsfunktionen
foljer en potenslag skall grafen visa en linjar funktion med negativ lutning, T(N) = C+ AN, A < 0.
Ett exempel pa en log-log-plot ses i figur [7] i avsnitt [1.2] som visar ¢,, for olika u. Log-log-plots &r
anviandbara for att avvisa hypoteser, till exempel foljer datan ej en potenslag om dess kurva i en
log-log-plot ar olinjir [I5]. Diremot kan log-log-plots inte lika sikert anvindas for att bestdmma
vilken fordelning data har eftersom manga fordelningar, exempelvis exponentialférdelningen och
normalférdelningen, dr svara att skilja fran varandra. Darmed bor log-log-plots framst anvindas
for att avgora om data ar potensfordelad eller inte, och for mer information behévs en kombination
av grafiska metoder.

En qg-plot (forkortning for engelskans quantile-quantile-plot) &r ett grafiskt verktyg for att
jamfora data med en given fordelning. Detta avsnitt fokuserar pa den grafiska tolkningen men mer
matematisk bakgrund finns i appendix [C.2] Om ett linjért samband erhalls kan slutsatsen dras att
datan och foérdelningen ar lika. Om sambandet déremot inte &r linjirt finns olika fall, kurvan kan
vara linjar men ha en annan lutning, eller s kan kurvan vara bdjd uppat eller nerat. I fallet dar
kurvan &r linjir men med annan lutning sa skiljer sig varianserna mellan fordelningarna at. Da
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kurvan ar bojd uppat tolkas det som att datan har lattare svansar dn fordelningen, och i fallet da
den &r bojd nerat har datan tyngre svansar.

I detta arbete jamfors datan med exponentialférdelningen i qq-plots for att det finns paket i
R for detta dndamal, dir parametrar ej beh6ver anséttas utan jimforelsen gors med en generell
exponentialférdelning. Om datans svans foljer en exponentialférdelning dr datan inte tungsvansad,
enligt definition [2:6] vilket utnyttjas for att avgora for vilket viirde pa p grénsen till tunga svansar
gar 1 det subkritiska fallet. Ett exempel pa en qg-plot i det subkritiska fallet ses i figur BBl Ut-
over detta jamfors logaritmen av datan med exponentialférdelningen, eftersom logaritmen av en
asymptotiskt potensférdelad slumpvariabel dr asymptotiskt exponentialférdelad enligt lemma [2.8
Detta anvénds for att avgora for vilket virde pa p som svansen i det subkritiska fallet inte ldngre
foljer en potenslag, och ett exempel pé en sidan qq-plot ses i figur [8a

Hill-estimatorn har en rik bakomliggande matematisk teori och anvinds for att uppskatta sa
kallade svansindex, som exempelvis svansindexet «, se definition Denna teori presenteras inte
hér eftersom det finns paket i R som gor denna uppskattning och presenterar resultatet grafiskt, sa
fokus ligger pa tolkningen av dessa grafiska resultat. Tolkningen &r att om grafen stabiliserar sig
for nagot svansindex « sa tyder det pa att fordelningen f6ljer en potenslag med denna exponent.
Stabiliseras ddremot inte grafen tyder det pa att fordelningen ej foljer en potenslag.

4 Resultat och diskussion

I detta avsnitt sammanfattas arbetets teoretiska resultat och simuleringsresultaten presenteras.

4.1 Teoretiska resultat

Galton-Watson-processers langsiktiga beteende har undersokts generellt, till exempel processens
utrotningssannolikhet ¢ i de olika fallen, vars vérde erholls fran upprepad anvindning av sannolik-
hetsgenererande funktioner i avsnitt Det langsiktiga beteendet av vintevirdet och variansen
for Z,, och W har ocksa beskrivits i de olika fallen, i avsnitt 2:2.3] respektive 2:2.4] Det noterades
att bade vantevirdet och variansen for det totala antalet individer W &r oéndligt i det kritiska
fallet samtidigt som processens utrotningssannolikhet dr 100 %. Detta motsiger en exponentiellt
avtagande svans hos fordelnings- eller 6verlevnadsfunktionen av W och antyder att en potenslag
med svansindex a < 1 istédllet kan vara en relevant modell.

Vidare har Galton-Watson-processen undersokts i fallet dir reproduktionsférdelningen ges av
LF-férdelningen. Fran LF-fordelningens egenskaper, erholls ett slutet uttryck for den genererande
funktionen for Z,,, eftersom parametrarna i n-fallet kan uttryckas i originalparametrarna, vilket
formulerades i sats 2.5 Specifikt géller i det subkritiska fallet att Z,, givet Z,, > 1 ar asymptotiskt
skiftad geometriskt fordelad med parameter 1 — [(1 — p)/po] enligt lemma Vidare galler i
det kritiska fallet att (Z,/n) givet Z, > 1 ar asymptotiskt exponentialférdelad med parameter
A =p/(1 —p), vilket presenterades i lemma

Genom att hérleda en ekvation mellan den genererande funktionen av X fordelad enligt repro-
duktionsfordelningen och den genererande funktionen for W, i lemma [2.5] visades i avsnitt [2.3.3]
dven hur ett slutet uttryck for den genererande funktionen av W i det kritiska fallet kan erhéallas.
Fortsdttningsvis anviindes sats [2.6] i avsnitt for att visa att Overlevnadsfunktionen for W
asymptotiskt foljer en potenslag. Harledningen krdvde uttrycket for den genererande funktionen
av W samt asymptotisk analys. Slutligen erhélls

Sw(n) ~ %n‘”% n — 00,
o
och overlevnadsfunktionen Sy, av W visade sig vara tungsvansad enligt definition [2.6] Detta inne-
bér att férdelningen for totala antalet individer i Galton-Watson-processen &r tungsvansad i det
kritiska fallet med LF-férdelningen som reproduktionsférdelning. Malet i kommande avsnitt dr att
verifiera detta resultat med simuleringar, samt undersdka det subkritiska fallet.

I avsnitt [2.4.2] visades &ven att logaritmen av en asymptotiskt potensférdelad variabel &r asymp-
totiskt exponentialférdelad, se lemma [2.8] vilket anvéinds i de grafiska metoderna som beskrivs i
avsnitt [3.3] Fran potenslagen for Sy, hérleddes dven regeln i lemma [2.9] att tusen forsok ger ett
tak pa en miljon som storsta trad, vilket kan vara anvindbart i simuleringar.
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4.2 Simuleringsresultat

Hérmed presenteras data som erhallits genom att simulera Galton-Watson-processen. Det under-
sOks huruvida datan har tunga svansar genom anvindningen av grafiska metoder som log-log-plot
och qqg-plot. I det kritiska fallet verifieras den analytiska potenslagen genom att jamfora dess graf
med datans approximerade 6verlevnadsfunktion. I det subkritiska fallet underséks huruvida datan
foljer en potenslag for olika p och om det finns en grins med avseende pa p déar fordelningen inte
langre foljer en potenslag, och inte ldngre har tunga svansar. Fler figurer som styrker de erhéllna
resultaten presenteras i appendix [D-1]

4.2.1 Verifiering av tunga svansar i det kritiska fallet

Figur [f] visar tvd jamforelser mellan den simulerade samt teoretiska overlevnadsfunktion av W,
som ges av Sy (n) ~ /(2/mo?)n"1/2 i det kritiska fallet for olika intervall pa n. Det dataset som
anvindes bestod av 200000 simuleringar, och anvinds allts& i bade figur [6a] och [6b}
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(a) En jamforelse mellan den simulerade och teore- (b) En jamforelse mellan den simulerade och teo-
tiska Overlevnadsfunktion av W i det kritiska fallet retiska Gverlevnadsfunktion av W for de tio storsta
for intervallet n € [10°,10°). Skillnaden mellan de trid som simuleringarna i det kritiska fallet gav, i
tva graferna &r liten Gver hela intervallet, vilket ty- intervallet n € [5- 107,3- 1011]. Det storsta tradet ar
der pa att den analytiska formeln &r korrekt. av storleken 300 miljarder.

Figur 6: Jamforelser mellan den simulerade och teoretiska 6verlevnadsfunktion av W. Bada figu-
rerna visar samma dataset, men i olika intervall for n.

Figur@visar att den simulerade férdelningen foljer den egentliga vl i intervallet n € [10°, 10°).
Att betrakta fordelningen for Sy (n) for n < 10° kan generellt vara intressant men &r ej meningsfullt
da den teoretiska formeln f6r Sy (n) endast géller asymptotiskt, samt da detta arbete fokuserar pa
svansar hos fordelningar. Det genomsnittliga felet genom intervallet [10°, 10%] &r ungefér 2.1-1075,
och det storsta felet #r ungefir 5.8 - 107°, som fas vid n ~ 725000. Detta kan jimforas med det
totala spannet fér Sy (n) som figuren visar, vilket ir Sy (n) € [0,1.8-1073]. Avvikelserna iir alltsa
smé, vilket tyder pa att den erhéllna formeln &r korrekt.

Vidare visar figur overlevnadsfunktionen av W i det kritiska fallet i intervallet n € [5 -
107,3 - 10*Y], dér de tio storsta triidstorlekarna som simuleringen gav har mérkts ut med ringar.
Avvikelserna dr hir storre dn i figur [6a] vilket beror pa att y-axeln visar ett mindre intervall dn
férut, samt for att approximationen av 6verlevnadsfunktionen blir relativt dalig for mycket stora
n, eftersom s& fa simuleringar ger trad av dessa storlekar. Denna effekt forklaras mer i avsnitt
Av denna anledning kan det vara av intresse att simulera fler trdd &n 200000, men detta kan
ta lang tid, och resultatet i figur [6a] bor inte paverkas mérkbart av fler simuleringar. Trenden av
ringar observeras dnda folja den analytiska formeln, och det storsta trdd som simuleringarna gav
hade den ungefirliga storleken 300 miljarder. Detta kan jimforas med lemma [2.9] som forutspér
att den storsta tradstorleken bland 200 000 simuleringar blir 40 miljarder.
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4.2.2 Unders6kning av tunga svansar i det subkritiska fallet

I det subkritiska fallet kan en teoretisk potenslag for éverlevnadsfunktion av W inte bestammas,
s for att avgéra om Galton-Watson-processen dr tungsvansad i det subkritiska fallet behovs data
fran simuleringar. Figur [7] visar den simulerade éverlevnadsfunktion av W for olika virden pé p,
med logaritmiska axlar. Graferna ar ordnade sa att de gar fran vanster till hoger med 6kande p. I
samtliga fall gjordes 200 000 simuleringar. Notera att de maximala trdden blir mycket mindre i det
subkritiska fallet, med sa lite som Wiyay =~ 60 for p = 0.6. Okningen i storleksordning gar snabbt
med Winax = O(10%) for g = 0.9, Winax = O(10%) for = 0.99 och Wipax = O(107) for p = 0.999.
Men #ven niira det kritiska fallet, med p = 0.999 dr beteendet langt ifran regeln Wiy (N) = O(N?)
fran lemma[2.9)som géller i det kritiska fallet. Det hér tyder pa att svansarna ej &r potensfordelade
i det subkritiska fallet.

Overlevnadsfunktionen verkar inte f5lja en potenslag i nagot av de subkritiska fallen, inte ens for
1= 0.999, eftersom kurvorna inte pavisar linearitet, vilket en potenslag ska gbra nir bada axlarna
ar logaritmiska. Faktumet att kurvorna buktar sig nerat antyder att 6verlevnadsfunktionen av W
i det subkritiska fallet avtar snabbare dn en potenslag, men detta behover undersdkas vidare med
andra grafiska metoder. Avvikelsen som kan ses i fallet ;1 = 1 efter n = 10° beror sannolikt pa att
overlevnadsfunktionen approximeras daligt for stora n, se avsnitt
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Figur 7: Grafer 6ver den simulerade 6verlevnadsfunktion av W {6r olika p, med logaritmiska axlar.
Virdet av p 6kar nér graferna gar fran vinster till hoger. Endast fallet p = 1 verkar f6lja en linjér
funktion, dock med en avvikelse efter n = 10°.

Aven om svansarna i det subkritiska fallet inte fljer en potenslag kan de fortfarande vara bort-
om normalférdelningen, da det finns andra fall &n potenslagar som ger upphov till tungsvansade
férdelningar. Det &r saledes dven intressant att se nér det subkritiska fallet inte l&ngre &r bortom
normalférdelningen, eftersom ménga vanligt forekommande modeller fungerar under den gransen.
I figur [8a] kan resultatet av datans svans (bortom tre standardavvikelser) jamfort med exponen-
tialfordelningen ses for p = 0.999. Att datapunkterna i slutet avviker nedat fran den réta linjen
tyder pa att svansarna i det fallet &r tyngre &n exponentialférdelningen, men det &r svart att av-
gora eftersom olika tolkningar av kurvans form kan ge olika slutsatser, se avsnitt Ytterligare
resultat som styrker fordelningen av svansarna for fallet 4 = 0.999 finns i appendix [C.2] Kring
ungefir g = 0.6 borjar dock datapunkterna folja den réta linjen, se figur [BD] vilket tyder pa att
det inte langre dr bortom normalférdelningen, eftersom férdelningen da ej langre ar tungsvansad.
Resultat som styrker att férdelningen &r lattsvansad for 4 = 0.6 finns i appendix [C.2]

5 Exempel med verkliga data

Hér presenteras exempel pa Galton-Watson-processen med verkliga data fran externa kéllor, som
en LF-simulering for antal fédda i Sverige med statistik fran SCB. Vidare presenteras exempel pa
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(a) En qqg-plot i det subkritiska fallet med p = (b) En qg-plot i det subkritiska fallet med p =
0.999. Datapunkterna avviker nedat fran den ra- 0.6. Datapunkterna foljer den réta linjen, vilket
ta linjen, vilket tyder pa tyngre svansar &n ex- tyder pa att grédnsen till tungsvansade foérdel-
ponentialférdelningen. ningar gar har.

Figur 8: Jamforelse mellan exponentialférdelade svansar och totala antalet individer W i trad som
genererats med konturprocessen for olika p.

verklig potensfordelad data som kan modelleras med en Galton-Watson-process, sdsom de mest
streamade latarna pé Spotify och de mest citerade forskarna pa Chalmers.

5.1 LF-simulering for antal fédda i Sverige

Galton-Watson-processens ordinarie syfte var som tidigare ndmnt att understka hur stor sanno-
likheten var att olika aristokratnamn skulle leva kvar. En mer modern tagning pa detta ar att
anvinda modellen for att understka om en godtycklig individs gener lever vidare for alltid.
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Figur 9: Diskret sannolikhetsférdelning f6r hur manga déttrar en kvinna i Sverige véntas fa under
sin livstid jamfort med en LF-fordelning med parametrar po = 0.29 och p = 0.71.

I det har exemplet observeras en genomsnittlig svensk kvinna. Forst behovs en uppskattning av
hur stor sannolikheten &ar att en godtycklig kvinna far en dotter. Data fran statistiska centralbyran
Over hur manga barn en genomsnittlig kvinna i Sverige féder innan de fyllt 45 ar anvénds, under
antagandet att andelen kvinnor som féder barn efter de fyllt 45 &r forsumbart [16]. Ytterligare antas
det vara lika sannolikt att fa en son som det &ar att f4 en dotter, och ddrmed kan en uppskattning
sammanstéllas for hur manga dottrar en svensk kvinna forviantas foda under en livstid. Anledningen
att endast dottrar réknas beror pa att den Galton-Watson-process som betraktas i detta arbete
ar enkonad. Det skall ocksa noteras att moédrar som fédde fyra eller fler barn har sammanslagits
till samma datapunkt. Sannolikheten att det skulle bli fyra dottrar &r dock mindre &n 1%, och
sannolikheten att foda fler dottrar &n sé& forsummas darfor.

I figur [J] visas att datans fordelning liknar en LF-fordelning, ty &ven om de inte Gverensstdmmer
perfekt s& ar trenden liknande. LF-fordelningen anpassas att ha ungefar samma vintevirde som
den verkliga datan med hjilp av momentmetoden (eng. method of moments), se appendix
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Da erhalls parametrarna py = 0.29 och p = 0.71. Dessa ger ett vinteviirde pa ungefar p = 0.9871
fér LF-fordelningen, samma som for datan. Skulle dessa parametrar anvindas fér att initiera en
Galton-Watson-process landar den i det subkritiska fallet, men med tanke pa p = 0.9871 &r den
dock bortom normalférdelningen, se avsnitt Déarmed kan slutsatsen dras att tréddet for en
godtycklig svensk kvinnas gener, enligt Galton-Watson-modellen, slutligen kommer att do ut.

5.2 Potensfordelade exempel

I inledningen ndmndes det att varldens rikaste méanniskor enligt Forbes-listan ar fordelade enligt en
potenslag [2]. Detta kan ténkas modelleras genom en Galton-Watson-process, dir generationerna
dr tidssteg och barnen tolkas som ekonomiska tillgdngar. Har spelar alltsa inte totala antalet
individer roll p4 samma sétt, utan det dr bara antal tillgangar i generationen som spelar roll. I
det tvapunktsfordelade fallet som beskrivs i avsnitt antas att tillgangarna fordubblas med
sannolikhet p och att tillgdngarna forloras med sannolikhet 1 — p. I det kritiska fallet blir det 50 %
sannolikhet for fordubblade tillgangar. Det ar da tydligt att givet en viss méngd tillgangar kommer
processen Gverleva i framtiden, eftersom det &r osannolikt att 7,11 = 0 givet Z,, > 0.

Vidare kan antalet streams av en 1at modelleras med en Galton-Watson-process. D& antas forst
att en lyssnare finns, och att denna sedan har mojligheten att antingen fortsdtta lyssna pa laten
och sprida den vidare till andra, eller sluta lyssna pa den och inte sprida den vidare. I fallet da
individen slutar att lyssna pa laten blir trddet utdott, under ett forenklat antagande att inga
fler lyssnare nagonsin kommer att hitta laten. Om individen déremot fortsétter att lyssna och
delar laten, s& har de nya individerna som bdrjar lyssna pé laten sedan ocksd méjligheten till att
antingen sluta lyssna eller sprida laten vidare, och de antas for enkelhetens skull gora detta beslut
med samma férdelning. Denna enkla modell kan ge upphov till rich-get-richer-effekten, och ddrmed
tunga svansar. Figur [[0a] visar de mest streamade latarna pa Spotify fram till mars 2020. Notera
att figurens axlar ar logaritmerade, samt att de mest streamade latarna verkar folja ett linjart
beroende i grafen. Detta innebér att datan egentligen beter sig approximativt som en avtagande
potenslag med en tung svans.
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(a) De mest spelade latarna pa Spotify mars 2020 (b) De mest citerade forskarna pa Chalmers presen-
presenterade i en log-log-plot [17]. terade i en log-log-plot [18].

Figur 10: Log-log-plots 6ver mest spelade latar och mest citerade forskare.

For antalet citeringar pa Chalmers antas en liknande forgreningsmodell som for antalet streams
pa Spotify. Ju mer vilciterad en forskare ar desto storre dr chansen att den fortsétter bli citerad.
I figur observeras de mest citerade forskarna folja ett linjart beroende i log-log-grafen. Detta
innebér att datan approximativt férdelas som en avtagande potenslag med tung svans.

Notera att exemplet med Forbes-listan samt exemplen i figur beskriver de mest extrema
viardena, varmed de karaktériserar svansarna av férdelningen av tillgdngarna, latarna respektive
forskarna. Det linjéra beroendet i figur [I0] &r inte helt tydligt, d& de storsta virdena verkar avvika
fran resten. Detta kénns igen fran jamforelsen med 6verlevnadsfunktionen i avsnitt [£:2.1] och beror
pa att de mest extrema virdena kan ge avvikelser fran det generella beteendet enligt avsnitt
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6 Avslutning

Syftet med detta arbete var att understka férdelningar bortom normalférdelningen och da i syn-
nerhet huruvida Galton-Watson-processer ger upphov till féordelningar med tunga svansar i det
kritiska och subkritiska fallet. Vi har analytiskt visat att fordelningen av totala antal individer i
en kritisk Galton-Watson-process asymptotiskt foljer en potenslag. Detta innebér att den kritiska
Galton-Watson-processen ger upphov till tunga svansar, vilket dven indikeras av simuleringarna.
Vi har med hjilp av simuleringarna ocksa konstaterat att fordelningen av totala antalet individer
i det subkritiska fallet inte foljer en potenslag for nagot u, men att den har tunga svansar som
ligger mellan potenslagar och exponentiellt avtagande svansar ner till ungefir p = 0.6.

Genom undersdkningen av tunga svansar har en inblick i grafiska metoder som kan anvéndas
bortom normalférdelningen getts. Dessa metoder kan vara en anvindbar kontroll vid behandling
av insamlad data, for att avgoéra om nagot ar bortom normalférdelningen eller inte, och saledes
om till exempel centrala gransvirdessatsen kan anvindas. Det &r fran detta arbete tydligt att &ven
vid samma bakomliggande process sa kan olika virden pa parametrarna ge upphov till vitt skilda
férdelningar, och dédrmed bor forsiktighet iakttas innan normalfordelning antas fér insamlad data.

Arbetet nar ocksa ut till en stérre publik genom bidrag till Wikipedia om Galton-Watson-
processer, sannolikhetsgenererande funktioner och LF-fordelningar pa svenska, som finns bifogade
i appendix [F] Inom det matematiska omradet som behandlas i detta arbete finns f& Wikipedia-
artiklar pa svenska och for att minska doméanférlust behovs fler svenska artiklar inom omradet.

Som tidigare ndmnts kan Forbes-data 6ver de allra rikaste férdelas som en potenslag och &ven
modelleras med hjélp av Galton-Watson-processen, se avsnitt [5| Ofta &r rikedom asymmetriskt
fordelad vilket ger upphov till klyftor mellan fattiga och rika. Utover detta leder de flesta fall
dér popularitet och nétverk ar inblandade till rich-get-richer-fenomen, exempelvis genom att mén-
niskor lyssnar pa topplistorna och citerar vélciterade artiklar [I]. Som visas i avsnitt [5| fordelas
mest streamade latar pa Spotify och mest citerade férfattare pa4 Chalmers enligt en potenslag och
kan modelleras med Galton-Watson-processen. Detta arbete pavisar ddrmed kopplingen mellan
rich-get-richer-fenomen i verkligheten och Galton-Watson-processen, och ger matematisk insikt till
varfor rich-get-richer-fenomen kan uppsta. Det ar dock viktigt att betona att kopplingen inte &r
sjalvklar, exempelvis &r Galton-Watson-modellen av mest streamade latar pa Spotify forenklad.
Verkligheten &r istéllet ett komplext samspel av ménga fler faktorer. Till exempel spekuleras det
om huruvida féretag med riktad reklam och rekommendationssystem forstiarker rich-get-richer-
effekten, eller tvirtemot motverkar den [I]. Att diskutera huruvida rich-get-richer-fenomen bor
forstirkas eller motverkas dr dock utanfér ramen for arbetet.

En intressant aspekt av att fordelningen &r ldttsvansad i det subkritiska fallet for laga p &r
att verklighetens rich-get-richer-fenomen kanske kan motverkas pa detta sitt. Om till exempel
reproduktionsférdelningen for att dela med sig av en lat hade haft viantevirde runt 0.5 s& hade
vi kanske inte upplevt rich-get-richer-effekten. Eller, som i originalexemplet med efternamn, sa
skulle aristokratefternamnen doé ut. Arbetet har analytiskt frimst fokuserat pa det kritiska fallet,
s& att bestdmma en analytisk formel i det subkritiska fallet eller undersoka en tydligare analytisk
grans mellan tungsvansat och icke-tungsvansat hade varit intressant. Hér kan kanske de analytiska
fordelningarna for Z,, i det kritiska och subkritiska fallet i lemmorna 2.6 och 2.7 komma till anvéind-
ning. Aven simuleringar och grafiska metoder kan utckas, med tanke pa svarigheterna att tolka de
grafiska metoderna som beskrivs i avsnitt [3.3] samt avvikelser som uppstar nir de mest extrema
virdena betraktas som beskrivs i avsnitt [3.2] Med mer data och fler grafiska metoder kan det
undersokas vilken fordelning som passar for olika virden pa u, till exempel exponentialférdelning,
normalférdelning, eller ndgon helt annan fordelning.

En annan aspekt som skulle paverka rich-get-richer-effekten ar utékningen av Galton-Watson-
processen till en storleksberoende process [19]. Att férsoka koppla storleksberoende Galton-Watson-
processer i det kritiska fallet till tungsvansade fordelningar ar intressant eftersom det visats att antal
déda i globala pandemier kan folja en tungsvansad fordelning [20]. Storleksberoende processer skulle
kunna modellera spridning av pandemier och virus, genom att att ta hénsyn till antal smittade i
reproduktionsférdelningen. Eftersom det &r omdjligt att smitta redan smittade individer ar detta
relevant att ta hénsyn till. For den intresserade ldsaren finns en enkel modell av COVID-19 i
appendix [D.2] Denna modell &r en approximation av storleksberoende process, sa att modellera
virusspridning med en mer teoretiskt korrekt storleksberoende process skulle vara intressant.
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Appendix

A Grundliaggande sannolikhetsteoretisk bakgrund

I detta avsnitt i appendix presenterar vi definitioner for en del begrepp som anvéinds i rapporten
och &ven senare i bevisen, samt for begrepp som dessa definitioner bygger pé. Definitionerna ar
sorterade s att de kan ldsas i ordning. Om inget annat anges {6ljs i presentationen framst [3].

Tabell 2: Sammanfattande tabell 6ver olika férdelningar.

Fordelning Parametrar Téthetsfunktion f(z)/ Vintevairde Varians
Sannolikhetsfunktion f(k) E[X] Var(X)
1
b _
Likformig —o<a<b<oo e om 7 € o) @ ® 1;)2
0 annars
Normal LER, 02>0 \/2;7 exp (— (ZZ_UZ)Z) , T€R i o2
axy, QL T ? €]
Pareto Tm >0, >0 ot¥e  OM T 2 Tm a-i oma>l (ﬁ) as oma>2
0 om zx < Ty, 00 oma <1 00 om a < 2
Exponential A>0 Ae™ 1 >0 1/A 1/\2
— omk==x
Tvapunkts p€0,1] { P ' (L=p)ar+paz | (p—p*)(2]+23) - 2(1 - p)pri2s
p om k = x4
Geometrisk p € (0,1] p(1—p)*, k=0,1,2,... 1;” 1;—2”
Skiftad geom. pe (0,1 p(1—p)F1 k=1,23,... % 1p_2p

Definition A.1 (Utfallsrum). Méngden 2 av alla mdjliga resultat av ett experiment kallas for

utfallsrum.

Ett resultat av ett experiment kallas ocksa for ett utfall eller en héandelse.

Definition A.2 (o-algebra). Om F &r en samling av delméngder till € sa kallas F for en o-algebra

om den uppfyller:
(i) @ e F,

(ii) om Ay, As,... € F sa giller att |J A; € F,
i=1

1=

(ili) om A € F sa giller att A° € F.

Ofta betraktas ett par (Q,F), dir Q alltsd d4r méngden av alla mdjliga héndelser och F &r en
o-algebra av delméngder till 2, innehallande alla hdndelser vars forekomst vi ar intresserade av.

Definition A.3 (Sannolikhetsméatt). Ett sannolikhetsmatt P pa (2, F) ér en avbildning P : F —

[0, 1] som uppfyller:
(i) P(@) =0 och
(ll) om Al,AQ,

P(Q)=1,

dr en samling av disjunkta element i F, det vill séiga att A; N A; = @ {or alla
par 7, j som uppfyller att i # j, sa géller att

Definition A.4 (Sannolikhetsrum). En trippel (2, F, P), bestdende av ett utfallsrum 2, en o-
algebra F av delméngder till 2 och ett sannolikhetsméatt P pa (€2, F) kallas for ett sannolikhetsrum.
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Definition A.5 (Betingad sannolikhet). Lat B € Q sa att P(B) > 0. Den betingade sannolikheten
for att A €  ska intréiffa givet att B intréiffat skrivs P(A| B) och definieras som

P(ANB)
P(A|B)= ———
(418) = “o
dar P(A N B) betecknar sannolikheten for snittet av utfallen.
Definition A.6 (Oberoende). Héndelserna A, B € 2 &r oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

Definition A.7 (Slumpvariabel). En slumpvariabel X &r en avbildning X : Q@ — E med egenska-
pen att {w € Q: X(w) <z} € F for varje x € E. En sddan funktion ségs vara F-métbar.

En slumpvariabel kallas ocksa for en stokastisk variabel. Ofta &r méngden F = R, vilket vi utgar
fran i denna rapport, om inget annat anges.

Definition A.8 (Fordelningsfunktion). Foérdelningsfunktionen av en slumpvariabel X &r en funk-
tion F : R — [0,1], som ges av F(z) = P(X < z).

Definition A.9 (Diskret slumpvariabel och sannolikhetsfunktion). En diskret slumpvariabel X
tar enbart virden i en uppriikneligt dndlig delméngd {x1,x2, ...} av R. Dess sannolikhetsfunktion
f:R—=[0,1] ges av f(z;) = P(X =), j € 1,2,....

Definition A.10 (Kontinuerlig slumpvariabel och téthetsfunktion). En slumpvariabel X, med
fordelningsfunktionen F, kallas kontinuerlig om det existerar en funktion f : R — [0, 00) s& att

F(z) = /f f(s)ds, zeR.

Funktionen f kallas for slumpvariabelns tathetsfunktion.

Definition A.11 (Vintevirde). Om X &r en diskret slumpvariabel med sannolikhetsfunktionen
f ges dess vintevirde av

E[X] = ijf(ﬂﬁj)-

Om g : R — R ges vintevérdet av g(X) av

oo

Elg(X)] = Zg(zj)f(l’j)-

Om X é&r en kontinuerlig slumpvariabel med téthetsfunktionen f ges dess vintevirde av

Om g : R — R ges vintevirdet av g(X) av
By = [ g)f()ds.
Definition A.12 (Varians). Variansen av en slumpvariabel X ges av Var(X) = E[(X — E[X])?].
Nu kan den likformiga fordelningen definieras [7].

Definition A.13 (Likformig fordelning). En kontinuerlig slumpvariabel X &r likformigt fordelad
pa [a,b] med a,b € R,;a < b om dess tathetsfunktion &r given av

1
= < < .
f(x) b—a’a_x_b

Detta skrivs X £ likf[a, b].
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Ett vanligt exempel &r likf[0, 1], och detta brukar vara standardfordelningen som slumptal dras
frdn inom programmering.
Nu definieras nagra fler generella funktioner [3].

Definition A.14 (Karakteristisk funktion). Avbildningen ¢x : R — C kallas for den karakteris-
tiska funktionen till slumpvariablen X och definieras av ¢x (t) = E[e®¥], diir i? = —1.

Den karakteristiska funktionen till normalférdelningen dr ¢(t) = exp(iut — o%t?/2).

Definition A.15 (Regelbundet varierande funktion). En positiv funktion L, definierad pa [0, o),
ar regelbundet varierande om

O

for alla ¢ > 0 och nagon funktion 0 < ¢(c) < oco. [14]

Lat oss nu definiera Markovkedja och begreppet tidshomogen [12].

Definition A.16 (Markovkedja). Lat {Xo, X1,...} vara en f6ljd av slumpvariabler med en upp-
raknelig mangd S som tillstandsrum. D& &r foljden en Markovkedja om

P(Xn = k|Xo = xo,Xl =T1,... 7Xn—l = ) = P(Xn = k‘Xn_l = _]) (Al)
haller for alla n > 1 och xg,x1,...,75,k € S.

Egenskapen ([A.1)) innebér att varje virde i kedjan endast beror pa det foregaende virdet i kedjan.
Vidare kommer vi frimst betrakta tidshomogena Markovkedjor dér sannolikheterna i (A.1)) ej beror
pa n.

Definition A.17 (Tidshomogen). En Markovkedja {Xo, X1, ...} med tillstandsrummet S &r tids-
homogen om
P(Xy, = k| Xy—1 = j) = P(X1 = k| Xo = j),

for allan > 1och k,j € S.

B Bevis
For den intresserade lasare foljer har bevis till satser och lemman i rapporten, samt langa utrak-

ningar. De presenteras i kronologisk ordning.

B.1 Centrala gransvirdessatsen

Lemma B.1. (i) Om ¢ (0) existerar si dr E[|X*|] < oo fér jémna k och E [|X*~1] < oo
for udda k.

(i) Om E[|X*|] < oo sd gller att

och sdledes dr ¢ (0) = i*E[X¥].

Lemma B.2. Antag att Fy, Fy, F3,... dr en sekvens av fordelningsfunktioner med respektive
karakteristisk funktion ¢1, ¢2, @3, ....

(i) Om F, — F for ndagon fordelningsfunktion F med karakteristisk funktion ¢ sd galler att
On(t) = o(t), for alla t.

(i) Omuint, om grinsvirdet ¢(t) = lim, o0 ¢ (t) existerar och dr kontinuerlig vidt = 0 sd gdller
att ¢ dr den karakteristiska funktionen till nagon fordelningsfunktion F samt att F,, — F.



Bewis av sats[2Jl Bérja med att skriva Y; = (X; — u)/o och kalla den karakteristiska funktionen
till Y; for ¢y . Observera att vi nu kan skriva

Sy — nu 1 —
g, =S Ly,
2 VI

no

Kalla den karakteristiska funktionen till U, for t,. Vi har fran definitionen av karakteristisk

funktion att
it —
Yn(t) = E [exp ( ZY)
\/ﬁ =1

och eftersom alla X; och dédrmed alla Y; dr oberoende géller att

:Eliﬁlexp(" ) HE[exp( v)| - H¢y( -).

Eftersom alla Y; har samma fordelning och saledes samma karakteristiska funktion kan detta &dven
skrivas som ¥, (t) = (¢y (t/y/n))™. Enligt Lemma har vi att ¢y =1 — t2/2 + o(t?) vilket ger

Up = (1—t2+o(t2>)n:ex {nln(l—lﬁz—ko(tz))} — exp(—t?/2) da n — oo
2n n p 2n n P .

Den sista funktionen dr den karakteristiska funktionen till A/(0,1) och genom att applicera lemma
[B:2) foljer satsen. O

B.2 Beteende av G, for stora n och utrotningssannolikhet

Bevis av lemma[2]]l Basfallet &ar for n = 1. Vi far
G1(s) = E[s%1|Zy = 1] = E[s¥] = G(s).

Vi antar nu att Gi(s) = G(G...G(s)...), och ska visa att Gy11(s) = G(G...G(s)...). Vi har
—— ——
k ganger k+1 ganger

Gri1(s) = E[sZ+1|Zy = 1] = E[E[s7*+1|Z}]| Zo = 1].
Vidare har vi Zy 1 = ZZZ:’H X;, alltsa

. Z
gZrr1 — (I X _ H $Xi
i=1

Men da véantevirdet av en produkt av oberoende variabler &r produkten av dess vantevarden far vi

Zk+1 |Zk HE

vilket ger
Zy Z
E lH E[s¥ =E|[[G(s) G(s))%*] = GrG(s) = G(G-.G(5)-).
: : —_—
i=1 i=1 E[tZr]=G(t) k+1 gAnger
Alltsa &r G, (s) = G(G...G(s)...) for alla positiva n. O

n ganger

Bevis av sats[2.3. Forst visar vi att funktionen &r monoton. Tag s; och sy déir s; < so. D& har vi
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Figur 11: Héar illustreras G, (0) f6r varierande n € [0,15] och p = 0.2,0.35,0.5,0.65,0.8 i det
tvapunktsfordelade fallet.

eftersom pp € [0,1] for alla k. Alltsd ar funktionen G vixande, d.v.s. monoton. Vidare har vi
Gn(s) = Gn(s), men da G ar monoton si ar dven G upprepat n ganger en monoton funktion (kan
bevisas enkelt genom induktion). Dérmed &r G, (s1) < Gp(s2) och G, &r monoton i intervallet
[0, 1].

Vi introducerar nu utrotningssannolikheten fo6r en given generation ¢ som ¢; = P(Z; = 0).
Vi har da trivialt g9 = 0 da vi borjar med en individ i generation 0. Vidare har vi en given
utrotningssannolikhet i forsta generationen med ¢; > qg, eftersom det nu kan finnas en risk for
utrotning. Generellt har vi rekursionsformeln gx11 = g - 1+ (1 — qx)a = g + Agq, dir Ag > 0. Har
innebér den forsta termen att om processen var utrotad i generation k& kommer den dven vara det
i generation k 4+ 1 med sannolikhet 1. Den andra termen innebér att om processen ej var utrotad
finns det en ickenegativ sannolikhet a att den utrotas i generation k + 1. Darmed har vi en 6ljd

0=q¢p<qg<gp<---<1,

och eftersom foljden &r monoton och begriansad konvergerar den till ett viarde ¢ < 1.

I figur [11] illustreras f6ljden av G,(0) = g, for 6kande n och olika p i det tvapunktsfordelade
fallet. Vi kan se att foljden verkar konvergera mot nagot ¢ < 1 for p < 0.5 och ¢ = 1 for p > 0.5.
Beteendet av p = 0.5 har &nnu inte stabiliserat sig da det &r i det kritiska fallet, men kommer
konvergera mot ¢ = 1.

Vi ska nu visa att foljden G,,(s) konvergerar for givet s € [0,1]. Vi vet frn ovan att

Gn(o):P(ZHZO)ZQn_)q

da n — oo. Vi vet ocksd att G, (1) =1 for alla n. Alltsd konvergerar G,, fér s = 0 och s = 1, och
G, (s) &r monoton i intervallet [0, 1]. Tag nu 0 < so < 1. D& &r {6ljden G, (so) nedat begransad av
Gr(0) och uppat begrénsad av G, (1). Eftersom G, (0) och G, (1) har &ndliga grénsvirden maste
G (s0) ocksa ha det. Alltsd konvergerar G, (s) for s € [0, 1]. O

Bevis av Sats[2.3. Eftersom G,1(0) = G(G,(0)) och G, (0) — g d& n — oo, har vi att ¢ kan
finnas genom ekvationen ¢ = G(gq). Lat § vara en positiv 16sning av s = G(s). Vi vill visa att ¢ < §.
Eftersom G,,(s) &r en monotont vixande funktion for s € [0, 1] s& &r

och nér n — oo har vi ¢ < 8. O
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B.3 Varians for Galton-Watson-process och totala antalet individer

Bevis av lemmal2.3. Genom lagen av total varians dr
oni1 = Var[Zy11] = Var[E[Z,41] Z,]] + E[Var[Z,,41] Z,]]-
Eftersom E[Z,,] = p" &r E[Z,11|Z,] = uZn, och eftersom Var[Z,, 11|Z,] = 0%Z,, far vi att
o2y = Var[uZ,) + E[o*Z,] = pi*Var[Z,] + 0*E[Z,],
vilket ger differensekvationen
J$l+1 = p?o’ + umo?, o2 = 0.

Losningen till en allmén linjér differensekvation av férsta ordningen, y,+1 = ay, + d,, n € Ny,

kan skrivas
n—1

yn =a"yo+ Y _a" " Fdy, n > 1,
k=0

och i vart fall med a = pu? och d,, = u"o? sa blir 16sningen

n—1 n—1 7’L02 o= 1
2 2\n—k—1, k 2 2 n—1 n—k—1 ’ -
O-n:Z(:u) Ho =0 [ ZH’ :{ 2 —1u"—1
k=0 k=0 oop” p—17 pF L
Nér n — oo foljer lemmat. O
Bevis av lemma[2.8 Vi skriver
Z b
W:1+Zwk~1+21W,
k=1
dar wy, wa,..., wgz, 2 W. Hir kan wg, k € {1,...,71} ses som det totala antalet individer i

oandligheten fér nya, oberoende och likférdelade Galton-Watson-processer med en startindivid,
ej att blandas ihop med W) som var totala antalet individer i generation k. Den genererande
funktionen for W uppfyller da

H(s) == E[s"] = E[E[s"|2.]] = E[E[s"* %Y |2,]) = sE[E[(s")*|21]
— SE[H(s)”] = sG(H(s)),

dir G(s) = E[s#'|Zy = 1] &r den genererande funktionen for processens reproduktionsférdelning.

O
B.4 LF-fordelning
Bevis av sats[24, Den sannolikhetsgenererande funktionen till férdelning ([2.6]) ar
Gx(s) =po+ > p(1—po)(1 —p)*"'s* = po + p(1 —po)(1 —p) ™" > _[s(1 - p)I*.
k=1 k=1
Serien konvergerar endast om |s(1 — p)| < 1 och har d& summan %, vilket ger
Gx() =po +p(1 o) (1) 0B (1) P = ().
1—s(1-p) 1—(1—p)s
O
Bewis av sats[2.8 Vintevirdet fas genom egenskap (2.3c) som ger
1-— 1-—

(1 - (1 —p)5)2 s=1 p
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Vi har
_p Y
I—p 1-pm’

50 (B.2)

Fran Galton-Watson-processen vet vi ocksa att p efter n generationer blir p™. Genom att
anvinda uttrycket i (B.1)) har vi en till ekvation,

(n) n
1 —py (1 - po)
n— = . B.3
I o , (B.3)

Fran (B.2) och (B.3) far vi ekvationssystemet

1— &

n (n) — —p
Po_ _ ps” P (1—P0 "]
1—p 1—pn)’ p 1-p

Lopo\" 1-p 1- (2"
( po) _ Po (n) _ 1—po

)

v T )
Po 1—po

I kritiska fallet kan vi inte anvidnda ekvationerna (B.2)) och (B.3]) d& de ger samma resultat.
Vi har dubbelrot i s = 1 da bade sg = 1 och u = 1, vilket ger ’fp =1<«= py=1-—poch

1
motsvarande p((]") =1 —p™. Dérmed maste vi fa en till ekvation for att fa forhallanden mellan

p,po och p(™, p(()n). Vi har da fran (2.3d) uttrycket for variansen

1—p+po)
p2

o= 0"+ ) - (@) = L

I kritiska fallet har vi pg = 1 — p s

02:(17p0)(17p+p0):p-2(1fp):2(1*10)' (B.4)

p? p? P

Vidare har vi for Galton-Watson-processen ocksé att variansen efter n generationer ar no?. Alltsa

far vi genom (B.4]) att

ot = 20 _g(n))’ 2(1 — p) 2(1

P o X —(5 ) _,20-p)
g2 20-p) p p

p

Tillsammans med ekvationerna (B.2|) och (B.3)) far vi d& slutligen

p(n) — #7
p+(1—pn

ny _ (I—pn
Do = .
p+(1—pn

B.5 Fordelningen av 7, i det kritiska och subkritiska fallet

Bewis av lemma[2.8. Eftersom vi vill visa att Z,/n|Z, > 1 #r asymptotiskt exponentialférdelad
introducerar vi ~ for att beteckna asymptotisk ekvivalens (se definition [2.13)). Sannolikheten for
fler &n nzx individer givet att generationen ej &r utdéd ges av

P(Z,>nxNZ,>1) P(Z,>nx)

P(Zy > nz|Zy > 1) = 7S T -z =1 (B.5)
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Vi utvecklar
oo

P(Zy >na) =Y (1—p§)(1 = p)E=p™ (B.6)

k=nx

enligt Sats[2.4] Vi utnyttjar formeln f6r geometrisk summa och far

n n n)\nr— 1 n n)\nr—
P(Zy > nz) = (1 - p”)p™ (1 - p™) 1m=(1—pg Ha—pmym=t (B

Sannolikheten att den n:te generationen ej détt ut ar

P(Zy>1)=1-P(Z,=0)=1—p{". (B.8)
Vi far da P(Z, > ns)
nr
n = —(1— (n)ynz—1 _, 1— (n)\nz B.
PZy > 1) (1-p") (1—p") (B.9)

eftersom 1 — p(® = p(()") ~ 1 da n ir stort.
Vidare har vi fran (2.9) att

() — P ~ P (B.10)

p+(1—pn (1-pn’

for stora n. Vid inséttning av (B.10)) i far vi
P(Z, > nx) D e P ™\
—_— ~ (1= —— = 1—— . B.11
i ey = B4y
Variabelsubstitution med m = 71%”71 ger

(2

vilket d& m (och n) &r stort ger exp(—z72). Alltsé har (Z,/n)|Z, = 1 exponentiell fordelning
med parameter {2 da (B.5) och (B.11)) asymptotiskt ger

p

Zn
P < >zx|Z, > 1> ~ exp (x P ) . (B.12)
n 1—p
I figur [T2] visas simuleringar som bekréftar detta. O

Bevis av lemma[27 Liknande som i beviset av lemma [2.6] anvinder vi samma notation fér asymp-
totisk ekvivalens. Analogt som i tar vi P(Z,, > x| Z, > 1) = P(Z, > z)/P(Z, > 1). Vi
utvecklar likt i ekvation och far samma summa fast fran x istéllet for nz. Da n — oo far vi
pM =1— z);op,pé”) = 1 i subkritiska fallet, eftersom 1_% = p < 1. Eftersom aven 111;01’ < 1 har vi

(1 —p)yk=1 = (%)k_1 — 1 da k — oo. Vi utnyttjar da formeln fér geometrisk summa och far

1

P2z @) = L= pf "= p™) g = e A= p)

likt resultatet i (B.7]). Genom uttrycket for P(Z, > 1) i (B.8)) far vi da

P(Z, > x) _ 1—-p\*“!
o= = (1-p)rt = (5 : B.13
P(Z, >1) (1=2") ( Do ) (B.13)
Omskrivning ger nu
1 _ xr
P(Zn>x+lZn>1):< p) . (B.14)
Po

Det &r rimligt att « + 1 anvénds eftersom P(Z,, > 0|Z, > 1) = 0. Det hér innebéar att Z,|Z, <1
ar skiftad geometriskt fordelad med parameter 1 — =2, O

Po
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Figur 12: Simulerad data for (Z,/n) givet Z, > 1, jamférd med exponentialférdelningen med

parameter p/(1 — p) i qqplot.

B.6 Asymptotisk analys
Omskrivning till geometrisk summa: Vi har serien
(oo} [e.e] (oo}
T(s) = Ztns" = Z Z P(W =kE)s".
n=0 n=0k=n

Vi kan ocksé skriva summan pé formen

SN PW =k)s"=(po+p+p2t+-)+sprtpato )+t pato )+
n=0k=n

) k
=potpi(l+s)+pa(l+s+s)+--=> PW=k)) s
k=0 n=0

Genom geometrisk summa far vi da

k+1

k=0
Vi skriver om till
Hy(s)

H, -1 1—s+s(1—H 1-—
sHi(s) =1 1—s+s( ) _ Hi(s)+
s—1 1—s 1—s

1—H;c(s)
1—s

S pwr =it (S it S ) -
k=0 k=0

s—1".

(B.15)

Asymptotisk analys: Vi vill nu gora asymptotisk analys pé uttrycket i (B.15]), men d& méste

vi forst gora asymptotisk analys pa

_1+(1—2p)s— V1+ (1—2p)2s2 —2s(1 —2(1 — p)p)
2(1-p)

IYk(s)

fran (2.10)). I detta uttryck ar rotuttrycket mest komplicerat vilket vi forst skriver om genom att

subtrahera 1 fran s och s2

V14 (1—2p)2(s®> — 1)+ (1 —2p)2 —2(s — 1)(1 — 2(1 — p)p) — 2(1 — 2(1 — p)p).

Sedan faktoriserar vi ut (s — 1)

Vs =D((1=2p)2(s +1) = 2(1 = 2(1 = p)p)) + (1 + (1 = 2p)* — 2(1 — 2(1 — p)p)),
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varpa vi utvecklar resterande termer
1+(1-2p)* =20 —-2(1—p)p) =1+1—4dp+4p* —2+4p —4p* = 0.
D4 kan vi bryta ut (s — 1) ur uttryck vilket asymptotiskt ger
Vs —1y/(1=2p)2(s +1) —2(1 —2(1 —p)p) ~ 2vs — I\/p(p— 1), s—1". (B.17)

Om vi nu sétter in (B.17) i ekvation (2.10]) far vi
1 1 —2p)s —24/s— 14/ -1 1 1-2
Hy(s) v LE A=) = 2Vs 2 Lol =) 1+ =2)s g [P o 4= (g g
2(1-p) 2(1-p) 1—p
Nu vill vi utveckla resten av uttrycket i (B.15)), alltsd anviander vi (B.18)) och far
14(1—2p)s
1— Hy(s) 1— S P
1—s 1—s (1-p)(1—s)’

s—17. (B.19)

Utveckling av forsta termen ger

1+(1-2p)s
1= S50 20—-p)—1-(1-2p)s 2(1—p)—1+(1—2p)1—5)—(1—-2p) 1—2p

l-s  201-s)(1-p) 2(1—=s)(1—p) 2(1—p)’
vilket insatt i uttrycket (B.19]) blir
1-2p P V2

21-p) NO-p0-9 " ovizs ° 1

och dérmed far vi genom anvéndning av (B.15))

1 — Hy(s) V2
1—s ovI—5s’

B.7 Logaritmisk fordelning och maximalt antal individer

Bevis av lemma[2.8 Vi har

T(s) = Hi(s) +

s— 1. (B.20)

PX>z)~ax %z — oo,

med a > 0. Da
P(log(X)>z)=P(X > ") ~ e * 2 — oo.

Det ger att log(X) &r exponentialférdelad med parameter a. O

Bewis av lemma[2.d Beteckna slumpvariablen fér det maximala antalet individer V' = max(Wy, Ws, ..

Lat w = Wiax(N) for att forenkla notationen i beviset. Vi har

P(V <w) = Plmax(Wy,Ws,..., Wy) <w)=PW, <wnNWy<wn---NWy < w)
W, ar oberoende Vi
= P(Wy < Wiax) P(Wy < w)--- P(Wy < w) = (P(W < w))Y

W; lika fordelade Vi

Om nu N och w &r stora giller att P(W < w) &r néra 1 si
(POW <w)NV =1 =P(W > w))N ~ e NP> N s 00,1 — o0,

om P(W > w) = O(5). Vi noterar att detta &r dverlevnadsfunktionen, alltsa P(W > w) =
> rewi1 PW = k) vilket enligt avsnitt [2.4.1| ger

> 2 _ 2
> P(W:k)ww/ﬁ(uﬂrl) 12 —w V20w — oo

k=w+1

Eftersom vi vill att P(W > w) = O(4) sa har vi w™/2 = O(4) vilket ger Wiax(N) = O(N?). O
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C Teori for simuleringar

I detta avsnitt finns mer ingaende teori for matematiska metoder som en del av simuleringarna
bygger pa.

C.1 Generering av geometriska slumpvariabler

I konturprocessen behéver vi kunna generera slumpvariabler fran den skiftade geometriska férdel-
ningen, som definieras i definition [2.10] Detta kan enkelt goras med hjélp av den funktionen rgeom
i R, men for simuleringar i Java behover vi konstruera en egen metod. Detta kan astadkommas
genom att finna den generaliserade inversen till fordelningsfunktionen F(k) [21]:

F~'(uw)=inf{k: F(k) >u}, 0<u<l.

Fordelningsfunktionen for den skiftade geometriska férdelningen ar

k
F(k)zzp(l_p)lil :1_(1_p)k7 k:]-va (Cl)

i=1
Vi borjar med att invertera F'(k)

log(1 — F(k))
log(1-p)

Lat 0 < u < 1. F(k) ar likformigt fordelad pa [0, 1] eftersom

Fk)y=1-(1-pf = k= (C.2)

P(F(k) <u) =Pk <F Yu)=FF u) =u.
Dérfor sitter vi u := F (k) och later u vara likformigt fordelat pa (0,1). Detta ger att
PP~} (u) < k) = P(u < F(k)) = F(k),

vilket innebér att F~!(u) dr fordelad efter F(k). Saledes far vi ett slumpmissigt k genom att
generera ett slumptal u ~ 1likf(0, 1) och anvinda ekvation (C.2)). Eftersom vi vill att k ska vara ett
heltal s& anvinder vi den generaliserade inversen, och tar darfor takfunktionen:

C.2 Teori bakom qqg-plot

Antag att vi har m oberoende observationer fran den likformiga fordelningen pa [0, 1] och att dessa
ar ordnade i storleksordning Uy, ..., U, [22]. D& kommer E[U;y; — U;] = 1/(m + 1) och dérmed
E[U;] = i/(m + 1) for alla i. Eftersom U; inte kommer avvika alltfor mycket fran sitt medelvérde
kommer grafen med i/(m + 1) som x-axel och U; som y-axel vara ungefér linjér.

Antag nu istéllet att vi har m oberoende och likfordelade observationer X1, Xs, ..., X, i stor-
leksordning [22]. Om vi vill jamfoéra dessa med en fordelningsfunktion F' sa kan vi rita en graf
med ¢/(m+ 1) som x-axel och F(X;) som y-axel och undersdka dess linearitet. Detta &r ekvivalent
med x-axeln F~1(i/(m+1)) och y-axeln X;. Notera att F~1(i/(m+1)) #ir den sa kallade teoretis-
ka kvantilen och X; den empiriska kvantilen, ddrav namnet quantile-quantile-plot. Om ett linjért
beroende uppfylls dr det troligt att datan foljer den givna fordelningen.

C.3 Momentmetoden for LF-férdelningen

Momentmetoden &r en statistisk metod for att uppskatta parametrar fran given data genom att
beréikna dess respektive moment, sasom véntevirdet och variansen [23]. I vart fall vi anpassa SCB-
datan i avsnitt [5.1] till LF-fordelningen, och ddrmed bestimma parametrarna p och py. Vintevérdet
for LF-fordelningen ges av pu = (1 — pg)/p och variansen av 02 = (1 — po)(1 — p + po)/p?. Genom
att berdikna p och o? for datan far vi da tva ekvationer for p och py vilket med SCB-datan ger
po = 0.29 och p = 0.71.
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D Ovriga resultat och exempel

I detta avsnitt finns ytterligare resultat som styrker resultaten i avsnitt Dessutom presenteras
en enklare modell av COVID-19.

D.1 Resultat

I figur|13|jamfors logaritmen av datans svans (hela svansen for n storre én 1 i kritiska och bortom tre
standardavvikelser i subkritiska) med en exponentialfordelning i qg-plottar. Att detta gar att gora
for att avgéra om datan foljer en potensfordelning beror pa att logaritmen av en potensférdelad
slumpvariabel dr exponentialférdelad, enligt lemma I figur ses att trdden som simulerades
i det kritiska fallet vil foljer den réta linjen, vilket styrker att svansarna i det kritiska fallet foljer
en potenslag. For traden som simulerades i det subkritiska fallet avviker datapunkterna i slutet
uppat fran den rdta linjen, vilket tyder pa att svansarna &r lattare &n potensfordelade svansar.
I figur visas fallet dar p = 0.999, vilket styrker att det récker med att vara strax under det
kritiska fallet for att inte lingre ha svansar som foljer en potenslag, precis som figur [7] visar.

o 5

= €

[ @

g 2

[ T

T T

o [}

C C

o o

3 <

(i (L 12 13 14 15 16
log(W) log(W)

(a) En qg-plot i kritiska fallet med p = 1.0. Da- (b) En qg-plot i subkritiska fallet med p =

tapunkterna foljer den rédta linjen, vilket tyder 0.999. Datapunkterna avviker uppat fran den

pa att svansarna i det kritiska fallet foljer en rata linjen, vilket tyder pa lattare svansar &n

potenslag. potensfordelade.

Figur 13: Jamforelse mellan exponentialférdelade svansar och logaritmen av totala antalet individer
W i trdd som genererats med konturprocessen for olika p. En jamforelse mellan exponentialforde-
lade svansar och logaritmerad data dr detsamma som en jamforelse mellan svansar som foljer en
potenslag och datan.

I figur [I4] ses en jamforelse mellan resultatet av Hill-estimatorn for det kritiska fallet och det
subkritiska fallet med p = 0.6, vilket dr ungefir dar gransen for tungsvansad gar enligt tidigare
resultat.

Grafen stabiliserar sig pa den streckade horisontella linjen for svansindex o = 0.5 i det kritiska
fallet, se figur [T4a] vilket stdmmer 6verens med den teoretiska potenslagen och évriga simulerade
resultat. I det subkritiska fallet, se figur [I4b] stabiliseras didremot inte grafen, vilket tyder pa att
denna inte foljer en potenstérdelning, precis som de andra simulerade resultaten antyder.

33



] 0 ]
el £
Q0 o] : o
< 3 ; O ol <
0T : - ‘
. : 8] ‘
0 | | | | | | | | | | |
el Zeeld deeld Geeld Beld fedld fel  Jeeld el Gpeld Beld 104D
Ordning Ordning
(a) Hill-estimatorns resultat i det kritiska fallet (b) Hill-estimatorns resultat i det subkritiska
med p = 1.0. Grafen stabiliserar sig for a = 0.5. fallet med p = 0.6. Grafen stabiliseras inte.

Figur 14: Jamforelse mellan Hill-estimatorns resultat for fordelningen av totala antalet individer
W i trad som genererats med konturprocessen for olika p.

D.2 COVID-19-modell

Har presenteras en enkel modell av COVID-19 med en approximation av en storleksberoende
Galton-Watson-process. Storleksberoende Galton-Watson-processer ar tidskrdvande att simulera
och vi forsokte istéllet att approximera storleksberoendet med en enkel modell. Forst foljer pro-
cessen det superkritiska fallet, och sedan i varje generation, minskas medelvardet och efter ett tag
blir processen kritisk, och sedan subkritisk. I figur illustreras hur en sadan process kan se ut,
dér vantevardet minskar snabbt fran g = 1.5 till 4 = 0.5.

O

Superkritiskt  ~ Kritiskt ~ ~  Subkritiskt ‘O
p=15 p=1 ~ =05

O

Figur 15: En forenklad version av COVID-19 modellen. I det superkritiska fallet smittar forst en
person tre, varav tva av dessa ej smittar nagon. Den tredje personen smittar i det kritiska fallet en
ny person och avslutande smittas en sista person i det subkritiska fallet, innan sjukdomen doér ut.

Vi har alltsa smittfasen, nér viruset sprids snabbt, och sedan efter ett tag &r de flesta smittade
sa att smittan i efterhand doér ut. Denna minskning behdver dock vara langsammare &n i figur
for att det ska vara realistiskt, eftersom det krdvs ménga smittade for att processen ska bli
subkritisk. Har antar vi ocksa att smittade blir immuna och ej kan smittas igen.

Vid simulering av detta fick vi att svansen for viruset ser ut att vara exponentialfordelad, se
figur Detta kan bero pa att de superkritiska fallen blev véldigt stora men alltid avbrots, de
tillats inte g& for evigt som i vara Ovre simuleringar. Denna skillnad, ger skillnaden mellan en
potensfordelad svans och exponentialférdelad. Det kan liknas med resultatet att Z,/n|Z, > 1 blir
exponentialfordelad i kritiska fallet. Det beror pa att processen avbrutits vid generation n och det
ej ar W som vi tittar pa. Dock méaste denna hypotes undersékas vidare med fler grafiska metoder
for att kunna verifieras.

Notera att var smittspridningsférdelning antyds ha ldtta svansar, enligt figur medan antal
doda i globala pandemier verkar folja en tungsvansad fordelning [20]. Darav dr det av intresse att
kontrollera huruvida modellen ger upphov till litta svansar eller ej. Har far vi dock ocksa notera
skillnaden pa antal smittade och antal déda, som &r sérskilt méarkbar for COVID-19. Vidare har
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Figur 16: QQ-plot for var virusmodell efter 10000 simuleringar. Endast virden en standardavvikelse
fran vantevirdet rdknas med for att det ska motsvara svansen.

de undersokt alla historiska pandemier med en viss doédlighet och det &r alltsd fordelningen av
pandemier som har tung svans och inte sjalva pandemiernas svansar.

E Simuleringskod

Hér f6ljer koden for simulering av triden for Galton-Watson-processen med LF-férdelningen som
reproduktionsférdelning i kritiska och subkritiska fallet med konturprocessen. Om vi i konturpro-
cessen utgar fran en individ och tar ett slumpmaéssigt antal steg uppat (vilket alltsd teoretiskt ges
av Geom(pg)) och sedan ett slumpmaéssigt antal steg nedat (vilket teoretiskt ges av Geom(1 — p))
och har en situation dér antal steg nerat &r farre &n antal steg uppat s har vi kommit till en
individ med fler &n ett barn. Da tas manuellt ett steg uppat dérifran, for dess andra barn, och
sedan kan péa nytt ett slumpmaéssigt antal steg uppat och ett slumpmaéssigt antal steg nedat tas,
samt dérefter ett nytt manuellt steg uppat om processen da fortfarande inte dott ut (d.v.s. natt -1).
Detta itereras sedan tills processen dott ut. For hogre ordningens barn géller detsamma som for en
individs andra barn. Férdelningen for det slumpmaéssiga antalet steg uppat ar den vanliga geomet-
riska for annars skulle det innebéra att det alltid &r minst tva barn pa grenar i konturprocessens
motsvarande trad som gér ut for en individs andra (eller hogre ordningens) barn, eftersom vi lagger
till steget for en individs andra barn manuellt. Fordelningen nerat dr den skiftade geometriska for
annars skulle det innebéra att det efter att ha gatt uppat ett slumpmaéssigt antal steg skulle kunna
vara mojligt att fa noll steg nerat och saledes skulle d& ett manuellt steg uppat tas for det andra
barnet for individen ldngst ut, vilket skulle vara fel eftersom det dér inte finns nagot férsta barn.
Observera dock att eftersom vi manuellt tar ett steg uppat och later det slumpmassiga antalet steg
uppat utoéver det borja pa 0, medan det slumpméssiga antalet steg nedat borjar pa 1, sa &r det
vasentligen samma typ av férdelning, med skillnaden att de beror pa olika parametrar.
Programmet nedan kors genom att ange antal simuleringar, vardet pa sannolikheterna p, pg
samt hur manga tradar som programmet ska koras pa. Konturprocessen beskrivs i egen metod rad
75-90 och simuleringen av slumpvariabler rad 102-109.
import java.io.x;

import java.util.concurrent.sx;
import java.util.concurrent.atomic.x*;

public class Main {
private static int no_of simulations;
private static double p0O, p;

private static volatile AtomicInteger count = new AtomicInteger(0); // counts how
many simulations have finished

35



10 private static volatile ConcurrentLinkedQueue<Long> data = new

ConcurrentLinkedQueue<Long>(); // contains all simulated data

11

12 public static void main(String || args) throws InterruptedException, IOException {

13 // parse the command line arguments

14 no_ of simulations = Integer.parselnt(args[0]) ;

15 p0 = Double. parseDouble (args|[1]) ;

16 p = Double. parseDouble (args[2]) ;

17 if (p0< 0.0 || p0 > 1.0 || p< 0.0 || p > 1.0)

18 throw new IllegalArgumentException("p0 and p must be in the interval (0, 1)."
)

19 double mean = Math.round (1000.0 * (1.0 — p0) / p) / 1000.0; // mean rounded to

three decimal places
20 int no_ of threads = Integer.parselnt(args|[3]);

21

22 // declare and start all threads

23 Thread [| workers = new Thread|[no of threads];

24 int simulations per thread = no_ of simulations / no_ of threads;
25 int remainder = no_ of simulations % no_ of threads;

26 for (int i = 0; i < no_of threads; i++) {

27 if (i = 0)

28 workers|[i| = new GW(simulations per thread + remainder);

29 else

30 workers[i] = new GW(simulations per thread);

31 workers|[i].start ();

32 }

34 // wait for all threads to finish
35 for (Thread t : workers)

36 t.join ();

37

38 // write the data to a .csv file

39 StringBuilder sb = new StringBuilder () ;
10 for (Long element : data)

41 sb.append (element.toString () + "\n");

43 String path = "data " + no of simulations + " " 4 mean + ".csv";
14 BufferedWriter br = new BufferedWriter (new FileWriter (path));

45 try {

16 br.write (sb.toString () );

a7 } catch (IOException e) {

18 System.out. println (e);

19 } finally {

50 br.close () ;

51

53 System.out.println ("Done! Data written to " + path);

54 }

57 private static class GW extends Thread {

58 private int simulations;

59 private static final int progress step = 100;

60

61 public GW(int simulations) { this.simulations = simulations; }
62

63 // simulate <<this.simulations>> number of GW processes

64 public void run() {
65 int total progress;

66 for (int i = 1; i <= simulations; i++) {

67 data.add (kontur () );

68 if ((i % progress step =— 0 && i > 1) || i = simulations) {
69 total progress = count.addAndGet(progress step);

70 System.out.println ("Progress: " 4+ total progress + " of " +

no_ of simulations);
. }
72 }
s 1

5 // simulates a GW process via the contour process
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78

80
81
82
83
84
85
87
88
89
90
91
92
93
94
95

96

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108

109

w N =

private long kontur() {
long v =0, s = 1;
while (v > —1) {
int up = random geom(p0) — 1;
vV += up;
S 4= up;
int down = random geom(l—p);
v —— down;
if (v > —-1) {
v++;
SR
}
}

return s;

}

// generates a random variable from the shifted geometric distribution
private int random geom(double p) {

double u;

do {

u = Math.random () ;

} while (u = 0.0);

return (int)Math. ceil (Math.log(l—u)/Math.log(l—p));
}

// generates a random variable from the linear fractional distribution
private int random LF(double p0, double p) {
if (Math.random () <= 1-p0)
return random geom(p);
else
return 0;

Importerande av data i R fran simuleringar gjorda i Java, approximerande av GW-processens
overlevnadsfunktion samt plottande av denna funktion mot /2/mo2n~1/2.

# This file is wused for

# 1. importing data from simulations done in java

# 2. approximating the process’ survival function (contained within the variable
probSum’, and can also be computed from the function ’dist(n)’)

# 3. plotting the approximated survival function against the "real" one.

)

#itHHHA Conditions AR
p0=0.5

p=0.5

sigmaSq = (1—p0)*(1—p+p0) /p~2
mu = (1-p0) /p

tries =200000

A Importing data from java program ##H# H
v = as.vector (t(read.csv(’data 200000 1.0.csv’, FALSE)))
tries = length(v)

HiHHHAHHAHE Presentation of the data in a matrix #HHHHHHE
n values = c()
probabilities = ¢ ()
unitProb = 1/tries
length = 0
for (i in 1:tries) {
simulation = v[1i]
index = match(simulation, n values)
if (is.na(index)) {
length = length + 1
n values[length| = simulation
probabilities [length| = unitProb
}

else
probabilities [index]| = probabilities|[index| + unitProb
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7

prob = cbind(n values, probabilities)
prob = prob[order(prob[,1]) ,] # sort according to column 1

s # a matrix which lists all values of n that was found through the simulation , and

the associated cumulative probabilities

7 probSum = cbind (sort (n values), rev(cumsum(rev(prob[, 2]))))

# dist (n) P(W >= n)
dist = function(n) {
if (n <= 1) return(1)
if (n > max(probSum|[, 1])) return (0)

index = findInterval(n, probSum]|[,1])

if (n %in% probSum]|,1] = FALSE)
index = index + 1

return (probSum [index , 2])

}
dist vec = Vectorize (dist)

W max = max(v) # maximum W that was found through simulation

#iHEHH plotting HAHHHH
p n <— function(n) { return(n~(—=1/2)*sqrt(2/pi/sigmaSq)) }

n _min = 1075

n max = 1079

n min index = findInterval(n min, probSum]|,1])
n max index = findInterval(n max, probSum]|,1])
N = n_min index:n _max_index

M = scq(nimln n max, 1000)

xlim = ¢(10°5, 10°9)

ylim = ¢(10~ =5, 1.8%10~—-3)

plot (probSum|[N, 1], probSum|[N, 2], ’1’, col="blue", log="x", xaxt = "n", yaxt = "n
, xlim=xlim , ylim=ylim, xlab="n", ylab="t(n)")

axis (1, at=c(10~5, 10°6, 10~7, 108, 10°9), labels=c(expression(10~5), expression
(10 6), expression(10°7), expression(10°8), expression(10°9))

axis (2, at=c(0, 5%x10~—4, 10~ -3, 1.5%x10"—3), labels=c(expression (0
% 10~{—4}), expression(10~{—3}), expression (1.5 %% 10~{-3}))

lines(M, p n(M), ’1’, col="red")

, expression (5 %x

s legend (x=2.5%10"7, y=0.0018, legend=c(expression(paste("t(n) = ", sqrt(frac(2,

paste(pi, sigma~2))), " ", "n"~{-1/2}, " ")), "simulering"), col=c("red", "
blue"), lty=1, cex=0.8)

Simulering av Z,,/n|Z,, > 1 i kritiska fallet med LF-férdelning och jamforelse med exponenti-
alfordelningen i en qg-plot, se figur

library (svMisc)
library (evir)
library (EnvStats)

TNy

Conditions

p0=0.5
p=0.5

sigmaSq = (1—p0)*(1—p+p0) /p~2
mw = (1-p0) /p

tries =100000

FHHHHHHHE Simulation HHHHHH

#The n value at which we stop Zn
n = 1000

#Simulates n generations of Z, stops if 0
branching n <— function(p0, p, n) {
Z <— 1
for (i in 1:n) {
Z = sum(rbinom (Z, 1, 1-p0)*(rgeom(Z, p) + 1))
if (Z = 0) break;
}

return (Z)
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41

42

43

ol

45

v = vector ("double")
j=1
for (i in 1:tries) {
z = branching n(p0,p,n)
#Conditional probability on z>=1 means we are only interested in z!=0
if (z !'= 0) {

vlil = 2

i=i+1

progress (i, tries)

}

<
[l

v/n #We want Zn/n
m = max(v) #Used for scaling the exponential distribution

X = seq(0,m,0.01)

#qq plot comparing the exponential distribution with parameter p/l—p with our

values
qqplot (v,dexp (X, rate = p/(1—p)), main = "", ylab = "Exponential distribution",
xlab = "Simulated values of Zn/n|Zn>=1")

lines (X, X/m)

F Wikipediaartiklar

I detta avsnitt finns bilder, tagna 2020-05-11, pa Wikipedia-artiklarna som skapades som arbetets
bidrag till allménheten. De respektive artiklarna handlar om Galton-Watson-processen, sannolik-
hetsgenererande funktioner samt LF-férdelningen.
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GaltOn-WatS()n pI'OCBSSGll [redigera | redigera wikitext]

Galton-Watson-processen ar en stokastisk forgreningsprocesses som ursprungligen anvandes av Francis Galton och Henry William Watson under den andra halvan av 1800-talet for att undersoka hur familienamn sprider sig genom
generationer, och med vilka sannolikheter olika efternamn eventuellt dér utl’l | modellen s& sprids efternamn fran fader till son, dar spridningen beror pa hur manga séner mannen far under en generation. Om mannen inte far nagra soner alls sa
har efternamnet dott ut

Galton-Watson-processen kan anvéndas for att beskriva manga andra slags foreteelser dér det sker férgreningar mellan individer, exempelvis inom populationsforskning och sjukdomsspridning

Innehall [do1]
1 Matematisk beskrivning
2 Forvantad generationssiorlek efter 72 generationer
3 Utrotningssannolikhet
4 Totala antalet individer W
5 Referenser

Matematisk beskrivning [ redigera | redigera wikitext |

Galton-Watson-processen ar en Markovkedja, dar storleken av en viss generation bara beror pa storleken av den foregaende generationen samt hur manga bam som fads®. Lat Z,, beteckna antalet individer vid generation 1, med Zy = 1, det
vill saga, populationen startar med en individ. Processen kan da beskrivas efter rekursionsformeln

Zn.
Zon =3 X
i=1

i en stokastisk variabel som betecknar antalet barn som individ 2 fédde i generation n, och som for alla ¢ ar férdelad efter den s kallade reproduktionsférdelningen Zs=1
0, med sannolikhet py, Z;=8
1, med sannolikhet py,
X= 2, med sannolikhet py, 23=6
Z=4
Varje individ ger alltsa upphov till k bam med samma sannolikhet py, Foljden Zo, Z1, Za, . . . beskriver da populationens storlek efter varje generation
Zy=2
Forviantad generationsstorlek efter n generationer |redigera | redigera wikitext | 25=1
i) Ett exempel pa en Galton-Watson- &
Lat p = Z kpy; beteckna reproduktionsfordelningens vantevarde, det vill saga det genomsnittliga antalet avkommor som varje individ ger upphov till. Vantevardet av Z, ges da av process som bérjar med en startindivid.

k=0
]E[Z,,] = M", Langsiktigt, da 7 — o0, kan vi se att det finns tre fall for den férvantade generationsstorleken

0, p<l,
. — lim g — _
R L R
o0, w1,

Detrefallen p < 1, =1 och p > 1 benamns de subkritiska, kritiska respektive superkritiska fallen for processen(!] Vantevardet p ar alltsa helt avgsrande for populationens tillvaxt och langsiktiga utseende. Som ett exempel, antag en Galton-
Watson-process vars reproduktionsfardelning ar

X = 0, med sannolikhet 1 — p,
"~ 12, med sannolikhet p,

det vill saga att varje individ dér ut med sannolikhet 1 — p eller forgrenas till tva delar med sannolikhet p. Denna fordelning ar en uppskalad Bernoulliférdelning. Da blir ¢ = 2p, och processen &r subkritisk om p < 0.5, kritisk om p = 0.5 samt
superkritisk om p > 0.5. Vidare ges variansen av generationsstorlekar av

: _Jo, r<lpy
n'“&v"[z"]_{oo, p=1

Som kan ses sa ar variansen oandlig det i kritiska och superkritiska fallet

Utrotningssannolikhet [ redigera | redigera wikitext |

Det &r majligt att berdkna en Galton-Watson-process utrotningssannolikhet, g = P(Hn 1 2y = 0) genom att anvanda sig av sannolikhetsgenererande funktioner'] Lat G(s) beteckna reproduktionsfor ns sannolikh erande
funktion, det vill saga

G(s) = i s"P(X = k).

k=0
D4 ar g lika med den minsta icke-negativa lasningen till ekvationen 3 = G(s)”], | det kritiska och subkritiska fallet sa galler det oavsett reproduktionsfordelningen att g = 1, det vill saga att populationen ar garanterad att eventuellt do ut. Daremot

i det superkritiska fallet 53 kommer vi generellt att ha ¢ < 1, sa att processen fortsatter i all evighet. Tag ater reproduktionsfordelningen

= 0, med sannolikhet 1 — p,
712, med sannolikhet p,

1 1
som ett exempel. Denna fardelningens sannolikhetgenererande funktion ar G(s) =(1-p)+ psz, vilket ger ekvationen s = (1 —p) + psz. som har losningarna § = Loch § = E —1, p # 0. Mycket riktigt s& ar E —1 < 1endast nar

p > 0.5, vilket ar ekvivalent med att ¢ = 2p > 1.

For att betrakta langsiktigt beteende av Galton-Watson-processen kan det ocksa vara relevant att betrakta upprepad applicering av sannolikhetsgenererande funktionen G Har ar LF-fordelningen anvandbar for att fa den genererande

funktionen pa en enklare form, sarskilt efter upprepad applikation av funktionen™

Totala antalet individer W [ redigera | redigera wikitext ]

=, 1
T <1,
Det totala antalet individer ges av W = Z Zy,, dar Zy, alitsa betecknar antal individer | generation k. For en godtycklig Galton-Watson-process sa ar E[W] = ¢ 117 » ;
k=0 0, p=1,
dér g ar reproduktionsférdelningens vantevarde. Om o= 0.9, till exempel, s& a'r]E[W] = 10. Notera att utrotningssannolikheten i kritiska fallet 100% men vantevardet av totalt antal individer i kritiska fallet 4r oandligt. For variansen galler
fo'uande:m
o
—— <1
VarW]={ oo’ H50
o0, p=l

| det kritiska fallet ar alltsa bade véantevardet och variansen oéndliga. Fortsattningsvis kan ett forhallande mellan den sannolikhetsgenererande funktionen Gy fér W och reproduktionsfordelningens sannolikhetsgenererande funktionen G'
harledas® Vi far

Gw(s) = sG(Gw(s)).

Genom att satta & = Gy (s) far vi ekvationen & = sG/(z) att losa for att bestamma Gy

Referenser [ redigera | redigera wikitext |

1.*[abcdef] Dobrow, Rebert P.,. Introduction to sfochastic processes with R&. ISBN 978-1-118-74072-9. OCLC 922799569. Last 26 mars 2020
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Sannolikhetsgenererande funktion jeage  edgern wiex

Den sannolikhetsgenererande funktionen f&r en diskret slumpvariabel &r en potensserierepresentation av slumpvariabelns sannolikhetsfunktion. Sannolikhetsgenererande funktioner anvénds ofta fér deras kortfattade beskrivning av féljden Pr (
X =k )i sannolikhetsfunktionen fér en slumpmassig variabel X Vidare, om sannolikhetsfunktionen &r reproduktionsfardelningen fér en Galton-Watson-process, ger upprepad applicering av den sannolikhetsgenererande funktionen langsiktigt
beteende for pmcessen”]

Innehall [dol]]
1 Definition
2 Egenskaper
3 Exempel
4 Referenser

Definition [ redigera | redigera wikitext ]

Om X ar en diskret slumpvariabel som har utfallsrummet {0, 1, .}, definieras den sannolikhetsgenererande funktionen for X som 1
o0
Gls) = Bs) = 3 p(k)s",
k=0
dar p ar sannolikhetsfunktionen far X.

Egenskaper [ redigera | redigera wikitext |

En del intressanta egenskaper for sannolikhetsgenererande funktioner kan harledas.
1. Sannolikhetsfunktionen fér X fas genom att derivera Gm,
Gth(0)
K
2. Det foljer fran egenskap 1 att om tva slumpvariabler X och Y har sannolikhetsgenererande funktioner som ar lika, Gx = Gy s ar avenpx = py 1"l Alitsa, om X och ¥ har identiska sannolikhetsgenererande funktioner, har de identiska

p(k) = Pr(X = k)

sannolikhetsfunktioner.
3. Vantevardet av X ges av E[X] = G'(17)." Vidare ges variansen av X a!"Var(X) = G"(17) + G'(17) — [G’(lf)]z.
4. Gx(e') = Mx(t) dar X ar en slumpvaniabel, Gx (t) ar den sannolikhetsgenererande funktionen och My (£) ar den momenigenererande funktionen.

Exempel [ redigera | redigera wikitext ]

« Den sannolikhetsgenererande funktionen for en konstant slumpvariabel, dvs Pr(X=c)=1, ar
G(s) = 5.
» Den sannolikhetsgenererande funktionen for en Bernoulliférdelad slumpvariabel med parameter p ges av
G(s)=(1—p) +ps.
« Den sannolikhetsgenererande funktionen fér en Poissonférdelad slumpvariabel med parametern A ar

G(z) = D,

Referenser [ redigera | redigera wikitext |

1. [ab c d e /] Dobrow, Robert P.,. Infroduction to stochastic processes with Re#. ISBN 978-1-118-74072-9. OCLC 922799569¢. Last 29 mars 2020

Kategori: Genererande funktioner




LF-fﬁI‘de]ning [redigera | redigera wikitext]

En LF-férdelning (engelska linear fractional distributions) &r en fordelning vars sannolikhetsgenererande funktion kan skrivas som kvoten mellan tva linjara funktioner. En rationell funktion med linj&ra funktioner i taljare och nimnare ges av

a+ bz
c+da

glz) =
dar a, b, ¢ och d ar godtyckliga konstanter. En slumpvariabel X sags vara LF-fordelad med parametrarna D0, P € [0, 1] om dess sannolikhetsgenererande funktion kan skrivas soml™]

ps
1-(1-p)s

Notera att fordelningen kan skrivas pa formen av ett linjart brak d&

f(s) = E[s*] = po + (1 - m)

po+(p—po)s
e = s

Det behovs dock endast tva fria parametrar p och py eftersom f ar en genererande funktion med egenskapemna j'(O) = po och f(l) = 1. Tolkningen av LF-férdelningen ar att det ger det totala antalet barn, dar sannolikheten for det forsta
barnet ar 1 — pg och sannolikheten att & barn efter det forsta barnet ar 1 — p for varje barnl'] LF-fordelningar ar anvandbara for att fA den genererande funktionen pa en enklare form, sarskilt efter upprepad applikation av funktionen.

Innehall [dolj]
1 Koppling till geometrisk fordelning
2 Anvandning i Galton-Watson-processen
3 Upprepad applicering
4 Referenser

KOppliDg tll geometrisk fiﬁrdelning [ redigera | redigera wikitext |

En slumpvariabel X, férdelad efter den diskreta férdelningen

omk=10

PX=k)=p = {?Ei —po)(1—p)l, omk>1

har ekvation f som sannolikhetsgenererande funktion fér |.;[J. —p)\ < 1 D4 kan vi se att LF-fordelningen ar nara beslaktad med den geometriska fardelningen. Om py = p sé far vi att

P
§)=—-
1= T
vilket ar den sannolikhetsgenererande funktionen for den geometriska fordelningen!®. 5a om XRGeom(p) 54 ar f(s)‘m:p = Gx(s) Dessutom, ompg = 0 farvi
ps
)y g = —— @ s
F(8)up=0 -0 ps x1(8)

vilket ar den sannolikhetsgenererande funktionen for den skiftade geometriska fordelningen (benamnd for-farsta-gangen-fordeining i artikeln om geometrisk fardelning). Vidare ar P(X > D) =1—pg och X givet X > 0 ar fordelad enligt den
skiftade geometriska fordelningen .

Anvandning i Galton-Watson-processen | redigera | redigera wikitext |

LF-fardelningen kan anvandas som reproduktionsfardelning i| Galton-Watson-processen. Vi har fran egenskaper av sannolikhetsgenererande funktioner? att vantevardet ges av

TP TR g . 2 R
n=EZ]=r(1) (1—(1—p)s)

De tre fallen p < 1 = 1 och o> 1 benamns de subkritiska, kritiska respektive superkritiska fallen for processenm | LF-fallet har vida att 1 — py < p i det subkritiska fallet, 1 — pg = p i det kritiska fallet och 1 — g > p i det superkritiska

fallet

Upprepad applicering [ redigera | redigera wikitext |

Om vi betraktar en kvot av tva linjara funktioner ar det tydligt att den har samma form aven vid upprepad sammansattning g(g(. . . g(z) . . .) eftersom

+bx
“+b:+m4ac+adm+ab+b2m act+ab+ (ab+ b))z o + b2

o diHE P tcdetadtbde @ taddt(ed+bd)a ¢ +da
et

D4 LF-fordelningen kan skrivas som en kvot av tva linjara funktioner géller det att sammanséttningen ocksa &r en LF-férdelning. LF-férdelningen upprepad i ganger kan alltsa skrivas somlll

P

fule) = U ). ) =2 + (0= A) T

Fran egenskaper av sannolikhetsgenererande funktioner och koppling till Galton-Watson-processen kan vi fa ett uttryck av f,,, i barapg, p. Parametrarna p(”J ,pl(]"] i fn kan uttryckas som

darp och pg ar parametrarna i LF-fordelningen £ 1 det kritiska fallet, dap = 1 — py galler specifikt

po - P
pl(l-pn

w  (L-pn

Py =
p+(l-phn

Dessa uttryck ar anvandbara for analys av Galton-Watson-processen

Referenser [ redigera | redigera wikitext |
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