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Popularvetenskaplig presentation

Vanlig metod férkastas for berdkning av vardet pa finansiella produkter

Under varen 2018 har det genomférts en studie for att férutspa véirdet av statsobligationer vid Chal-
mers tekniska hogskola. Studien har gatt ut pa att underséka en populér modell som kan anviandas
for att berdkna virdet av finansiella produkter. Undersékningen genomférdes genom att berdkna vér-
det pa statsobligationer och jamfora de berdknade virdena med motsvarande viarden som riksbanken
har listat pa sin officiella hemsida. Just en statsobligation &r en finansiell produkt som staten séljer
for att finansiera sin upplaning pa lang sikt. Statsobligationer kan i vissa fall &ven anvéndas for att
prissétta andra finansiella produkter. Gruppen som genomfort studien bestar av tva studenter fran
civilingenjorsprogrammet Teknisk matematik och tva studenter fran civilingenjorsprogrammet Indust-
riell ekonomi med teknikinriktning mot finansiell matematik.

Det svenska réntelédget med negativa rantor skapar problem for vissa metoder som vanligtvis anvénds
for att gora virderingar av finansiella produkter. Det dr ocksa extra intressant att forutspa framtida
avkastningar i en negativ ekonomi déar negativa réntor kan resultera i negativa forvintningar pa eko-
nomin. Samtidigt &r det viktigt att ha positiv avkastning for langa kontrakt for att de ens ska séljas.
Statsobligationer siljs ofta for en lang tid och avkastningen fér upp till 20 ar framat har studerats.

Studien har genomftrts genom att anvinda en kalibreringsmetod som etablerades av Lars Peter Han-
sen pa 80-talet. Hansen blev tilldelad Sveriges Riksbanks pris i ekonomisk vetenskap till Alfred Nobels
minne for sitt arbete med kalibreringsmetoden, vilken anvinds for att ta fram parametrar till modeller
som beskriver utvecklingen av réntor. Den modell som har undersckts i studien etablerades pa 70-talet
av Oldfich Vasicek. Modellen var den forsta av sitt slag och 6ppnade upp for det vi idag kénner till som
rdntederivatmarknaden. Den har &ven varit féregéngaren till manga efterkommande populdra rantemo-
deller. Modellen har fatt mycket kritik for dess formaga att teoretiskt kunna berdkna negativa réntor
eftersom det lange varit ett ovanligt scenario for en ekonomi. I den aktuella studien har det daremot
varit nodvindigt att anvénda just en modell som kan generera negativa rantor eftersom ranteldaget i
Sverige varit negativt under flera ars tid.

Genom att verifiera en fungerande modell for att kunna forutspa réttvisa priser pa finansiella pro-
dukter mojliggors en mer komplett informationsbild vilket i sin tur kan leda till att mer vilgrundade
strategiska ekonomiska beslut kan tas. Det blir extra tydligt i avvikande ekonomiska scenarier hur vik-
tigt det ar att utvérdera de metoder som anvinds for berdkningar d& de kan ha inbyggda egenskaper
som gor att de inte &r tillimpbara i just det fallet.

Vid jamforelsen av virden som den valda metoden genererar och virden som riksbanken listar blir
det tydligt att de &r avvikande. Samtliga virden pa de finansiella produkter som undersokts skiljer
sig mycket, vilket tyder pa att modellen med den valda kalibreringsmetoden inte &ar lamplig att an-
vanda pa den svenska statsobligationsmarknaden. Trots att metodiken i studien &r uppbyggd av vil
etablerade metoder och modeller samt att den &r vald for att passa for negativa rantor visar resultaten
att den dnda inte &r lamplig for att prissdtta statsobligationer. Resultatet visar pa att det ar viktigt
att gbéra noggranna undersokningar av matematiska metoder for varje &ndamal och inte bara anvéinda
dem som fiardiga koncept for att prissdtta finansiella produkter. Ofta st6dkdps exempelvis statsob-
ligationer av riksbanken for att forstka stimulera ekonomin, vilket ur ett samhéallsperspektiv blir en
av manga anledningar till varfér det &r viktigt att ha trovirdiga analytiska metoder for att prissétta
statsobligationerna.



Sammanfattning

I denna rapport undersoks det om den generaliserade momentmetoden (GMM) ar en lamplig me-
tod for att skatta parametrar till Vasiceks modell. Studiens syfte ar att se om Vasiceks modell d&ven
i praktiken kan ge en negativ avkastning och framférallt om de radande negativa rédntorna pa den
svenska statsobligationsmarknaden kan modelleras. Samtliga berdkningar och modellimplemente-
ringar gors i programspraket M ATLAB.

For att avgora vilken eller vilka dataserier av statsskuldvixlar och STIBOR som &r l&dmpligast
att anvinda for att utfora studien gors x2-test, p-virden beriknas och standardavvikelser for de
skattade parametrarna tas fram. Utifran informationen som fas vid testerna och ber&kningarna
konstateras att korttidsrantor av statsskuldviixlar och STIBOR med fem ars historisk data har
storst potential att ge bra resultat och anvinds darfor vid fortsatta studier. Genom att sétta in
de skattade parametrarna i uttrycket fér avkastningen fran Vasiceks modell jamfors den teoretiskt
erhallna avkastningen med den verkliga listade avkastningen. Den rittvisa swapréntan berdknas
ocksd med syftet att undersdka om de teoretiska resultaten &verensstimmer med de verkliga. Pa-
rametrarna som skattas med GMM &r forvantningsskeva, vilket innebér att de dr mer eller mindre
felaktiga. Tekniken med jackknife anvéinds for att eliminera en del av forvantningsskevheten och
darmed fa noggrannare och mer korrekta virden pa parametrarna.

Undersokningen visar att den teoretiska avkastningen dr sténdigt negativ och minskar nér 16p-
tiden 6kar. Den teoretiska avkastningen foljer darfor inte samma beteende som den verkliga av-
kastningen, eftersom den verkliga avkastningen for statsobligationer med fem ars 16ptid eller langre
ger en positiv avkastning som okar med l6ptiden. Det teoretiska resultatet overensstammer inte
med verkligheten vilket dr en indikation pa att parametrarna som &ar skattade med GMM inte
ar korrekta. Berdkningen av den rattvisa swapriantan stérker ocksa denna tes eftersom de teore-
tiska och verkliga vdrdena inte stdmmer 6verens med varandra. Undersékningen visar ocksa att
parameterskattningarna inte blir battre nar tekniken med jackknife anvénds. Istéllet blir forvant-
ningsskevheten snarare storre. Studiens slutsats dr darfér att Vasiceks modell med parametrar
skattade med GMM inte ar ldmplig att anvinda for att modellera avkastningen pa den svenska
statsobligationsmarknaden. Trots detta resultat belyser studien vikten av att understka forvéant-
ningsskevhet hos parametrar eftersom forvantningsskeva resultat som appliceras i verkligheten kan
medféra oonskade konsekvenser.



Abstract

In this report, the adequacy of using the generalized method of moments (GMM) to estimate
the parameters of the Vasicek model is being investigated. The purpose of the study is to find
out whether the Vasicek model is able to produce a negative yield even in practise and especially
whether the current negative interest rates on the swedish government bond market can be mod-
elled or not. All calculations and models are implemented using MATLAB.

To determine which time series of treasury bills and STIBOR to use in the study p—values and
standard deviations are being calculated and x? tests are being done for the estimated parameters.
With the information obtained from these tests and calculations it can be concluded that time
series of treasury bills and STIBOR with five years historic data have the highest potential to
produce good results and hence will be used during further studies. To be able to compare the
real life observed yield with the calculated theoretical yield the parameter estimations from GMM
are plugged into the expression for the yield from the Vasicek model. Moreover, the fair swap rate
is calculated to analyze whether the theoretical swap rate agree with observed swap rates. The
parameters that are being estimated using GMM are biased, which means that they are more or
less inaccurate. To eliminate some of the bias and hence obtain more accurate estimations the
jackknife technique is used.

The study shows that the calculated, theoretical yield is permanently negative and becomes lower
for longer maturities. Hence, the behaviour of the calculated yield does not agree with the be-
haviour of the observed yield, since the observed yield of swedish government bonds with five or
more years to maturity is positive and becomes higher when the maturities become longer. The
fact that the calculated and the observed values of the yield does not coincide indicates that the
parameter estimations are incorrect. Moreover, by comparing the theoretical swap rates with the
calculated ones and observing that they are different, the conjecture that the estimations are incor-
rect is improved. However, the estimation of the parameters does not improve using the jackknife
technique. On the contrary, the bias is rather stronger using this technique. Therefore, the conclu-
sion which can be drawn is that the Vasicek model with parameters estimated using GMM is not
suitable to model the swedish government bond market. However, the study is still meaningful,
since it highlights the importance of investigating the bias of the estimated parameters. A biased
result that is applied in practise may lead to undesirable consequences.
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Forord

Den hér rapporten har producerats for Matematiska vetenskaper vid Chalmers tekniska hégskola under
varen 2018. Rapporten &r slutprodukten av ett kandidatprojekt som tva studenter fran civilingenjors-
programmet Teknisk matematik respektive tva studenter fran civilingenjérsprogrammet Industriell
ekonomi har arbetat med.

Vi vill tacka alla som pa ett eller annat sétt hjélpt oss under arbetets gang. Nar det kommer till
rapportens struktur, sprak och stil har Hans Malmstréom péa institutionen for facksprak varit mycket
hjalpsam. Framfor allt har vi haft stor hjilp av var handledare Simone Calogero. Han har varit tillmo-
tesgaende och hjilpsam under alla projektets olika moment och har alltid lett oss i ratt riktning nér
vi fastnat. Ett stort tack till dig!

En loggbok har forts under hela arbetets gang, bade pé individuell niva och gemensamt i gruppen. De
individuella loggbockerna innehaller den tid som gruppens medlemmar lagt ned pa projektet och vad
tiden har lagts pa. Den gemensamma dagboken innehaller information om hur projektet har fortskridit
och vilka framsteg som gjorts vecka for vecka.

Samtliga av oss dr mycket néjda med vart val av projekt och gruppen vi hamnat i. Samarbetet har
fungerat mycket bra och alla har tagit sitt ansvar for att projektets fortskridande och slutgiltiga resul-
tat ska bli s& bra som mojligt. Sjdlva studien har for det mesta flutit pa bra, &ven om den emellanat
inneburit en utmaning. Med ihérdigt arbete och en god instéllning har vi dock 16st de problem vi
stott pa. Projektet har varit larorikt for oss alla, framforallt har vi haft mycket nytta av varandras
kunskaper eftersom vi studerar olika utbildningar.

Pa nésta sida presenteras huvudforfattaren av respektive avsnitt i rapporten. Samtliga av gruppens
medlemmar har dock korrekturlést, reviderat och bidragit med idéer till alla avsnitt. Rapporten bor
darfor ses som en gemensam insats av hela gruppen snarare &n en sammanstéllning av individuellt
arbete.
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1 Inledning

Obligationer ar viktiga eftersom de mdjliggér bankers, staters och foretags finansiering av sina pro-
jekt. Obligationerna utfardas pa obligationsmarknaden dér investerare kan lana ut sina pengar mot
en kupongranta. Mest fordelaktiga dr obligationer da aktiemarknaden &r osdker eller om boérsen for-
vantas ga ner under en langre tid, eftersom de har en ldgre risk jamfort med aktier - pa bekostnad
av en ldgre avkastning. For att modellera avkastningen samt virdera réntederivat anvinds modeller
som beskriver utvecklingen av framtida rantor. En sddan modell, som nér den presenterades ar 1977
var den forsta att modellera korttidsrantor, &r Vasiceks modell [I]. Modellen innehéaller tre parametrar
som alla beskriver olika egenskaper hos rantan. Med hjélp av historisk data och genom att studera
den ekvation som beskriver modellen kan virden pa parametrarna skattas. Det finns olika alternativa
metoder som kan anvindas for parameterskattningen, till exempel minstakvadratmetoden, maximum
likelihood samt den generaliserade momentmetoden (GMM). Metoden som anvénds i den hér studien
ar GMM, vilken introducerades ar 1982 av Lars Peter Hansen. GMM har sedan dess varit ett av de
statistiska verktyg inom empirisk ekonomisk forskning som anvénts allra mest - inte bara péa finans-
marknaden utan &ven inom manga andra omraden. Hansen blev ar 2013 tilldelad Sveriges Riksbanks
pris i ekonomisk vetenskap till Alfred Nobels minne for sitt arbete med GMM [2].

Syftet med studien &r att med hjilp av GMM kalibrera Vasiceks modell mot den svenska obligations-
marknaden. Kalibreringen gérs mot flera olika svenska marknadsrantor i syfte att jamfora kalibrering-
ens resultat beroende pa hur ofta observationer gors och ldngden pa tidsspannet datan samlas fran.
Kalibreringen gors i syfte att underséka om de numera negativa réntorna pa den svenska obligations-
marknaden kan modelleras av Vasiceks modell med parametrar skattade med GMM. Vidare beridknas
teoretiska avkastningar och swaprintor med hjélp av de erhallna parameterskattningarna i syfte att
understka om de teoretiska viirdena avspeglar de verkliga. Slutligen studeras GMM:s forvantnings-
skevhet med hjilp av genererade dataserier av korttidsréntor, detta i syfte att kunna dra slutsatser
om metodens lamplighet i de &ndamal som undersoks i studien. Programspraket MATLAB anvinds for
samtliga moment i studien.

Rapporten inleds med ett bakgrundsavsnitt som introducerar ldsaren till de olika koncepten som an-
vands i studien. Dessa koncept inkluderar obligationsmarknader, avkastningskurvor, swapréntor, Va-
siceks modell, GMM samt tekniken med jackknife. Genom att ldsa bakgrundsavsnittet bor lasaren fa
all nédvéndig information fér att ta del av resten av rapporten. Efter bakgrunden foljer en redogérel-
se for studiens implementering. Dir redogoérs hur GMM implementeras, hur tekniken med jackknife
implementeras, hur olika avkastningar riknas fram, hur teoretiska rattvisa swapréantor beriknas, samt
vilken data som anvéinds for att utféra studien. De dataserier av korttidsrantor som anvinds hidmtas
fran riksbankens hemsida [3]. Efter implementering presenteras studiens resultat. Resultaten innefat-
tar de parameterskattningar som gors, teoretisk avkastning, teoretisk réttvis swaprénta, samt grafer
som illustrerar forvéntningsskevhet. Resultaten diskuteras sedan i diskussionsavsnittet. Avslutningsvis
dras slutsatser och mdojlig utvidgning av studien foreslas. Efter rapportens huvuddel foljer Appendix,
vilket inleds med en finansiell och matematisk férdjupning kring de omraden som anvénds i studien.
Dérefter presenteras utékade resultat och tillhérande diskussion, foljt av bevis och hirledningar av
de ekvationer som anvinds i rapportens huvuddel. Allra sist i rapporten aterfinns den programkod
som anvands i studien samt en gloslista med de ej vedertagna begrepp som Gversatts fran engelska till
svenska.

2 Bakgrund och teori

I bakgrunds- och teoriavsnittet ger vi en introduktion till finansiella termer, dérefter presenteras Va-
siceks modell, GMM och slutligen jackknife.



2.1 Introduktion till finansiella termer

For forstaelse av den héar studien behévs grundliaggande kunskap om vissa finansiella termer. De finan-
siella produkter som avkastningen ska undersikas for ar statsobligationer. For att forsta obligations-
marknaden behdver ldsaren veta vad dessa produkter innebér. Avkastning kan sdgas vara foréndringen
i varde pa en tillgdng 6ver tid uttryckt i exempelvis kronor eller procent av det ursprungliga virdet
[4]. En obligation &r ett rantebdrande skuldebrev, vilket innebér att kdparen av obligationen lanar ut
pengar till den som séljer obligationen mot en bestamd ranta vid 16sendagen [5]. Med 16sendag menas
det datum da obligationen betalas ut. I praktiken koéps en obligation med ett givet nominellt véirde - i
detta fall det virde som ska betalas ut vid l6sendagen - for ett visst pris. Differensen mellan priset och
det nominella vardet plus eventuella kuponger motsvarar avkastningen, vilken representerar réantan pa
obligationen. En typ av obligation ar statsobligationer, dar staten siljer rdntebdrande skuldebrev for
att finansiera sin upplaning pé lang sikt [6]. I studien berdknas avkastningen pa tva olika sorters ob-
ligationer: kupongobligationer och nollkupongobligationer. En kupongobligation ar en obligation som
har en fast arlig rédnta som betalas ut under hela 16ptiden, medan en nollkupongobligation inte ger
nigon lopande rinteutbetalning alls [5]. Virdet pé olika réntederivat, till exempel ranteswappar, ar
ofta funktioner av virdet pa nollkupongobligationer. Varderingen av nollkupongobligationer dr darfor
en fundamental del av denna typ av studier.

En avkastningskurva visar obligationers avkastning som en funktion av dess l6sendag. Avkastningskur-
van kan bland annat anvdndas for att dra slutsatser kring det rddande ekonomiska ldget. Vanligtvis
dr avkastningskurvan vixande for ldngre tid till 16sendag, vilket innebér att dgaren till obligationen
far hogre avkastning ju langre tid personen lanar ut sina pengar. I denna rapport ligger fokus framst
pa att anvénda avkastningskurvan for att se hur vél skattade parametrar till Vasiceks modell kan
avspegla den svenska obligationsmarknaden. Fér mer ingédende information kring avkastningskurvans
anvindningsomraden och former se Appendix I figur visas den svenska obligationsmark-
nadens avkastningskurva [7]. Genom att rita upp avkastningskurvor med hjilp av Vasiceks modell
och de skattade parametrarna kan de teoretiska avkastningskurvorna jamforas med de observerade
avkastningskurvorna fran den svenska obligationsmarknaden.
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Figur 2.1: Den svenska obligationsmarknadens avkastningskurva den 25 april 2018. Horisontalaxeln
visar obligationens losendag, dar M betecknar manad och Y betecknar ar, och vertikalaxeln visar
avkastningen pa obligationen uttryckt i procent [7]. Den morkbla kurvan visar den nuvarande av-
kastningskuvan, den réda och ljusbla kurvan visar avkastningskurvan for en méanad respektive ett ar
sedan.

I figur ar avkastningen negativ for korta loptider men 6kar med tiden. Strax innan fem ars 16ptid
blir avkastningen positiv och dr dérefter fortsatt vixande. Grafen i figur 2.1 representerar den avkast-
ningskurva som de teoretiska avkastningskurvorna kan jamforas med.



Diskontering &r ett begrepp som anvéinds i studien och innebér att viardet av en betalning berék-
nas om till att motsvara virdet vid en vald refrenstidpunkt. Ofta &r denna tidpunkt nuet och det
diskonterade vérdet kallas darfor ofta for nuvirdet. Vid diskontering berdknas virdet med hénsyn till
exempelvis riantor eller inflation [§].

De réntor som anvénds for skattning av parametrar ar statsskuldvixlar (SSVX) och STIBOR. En
statsskuldvixel ar ett rdntebdrande vardepapper med kort 16ptid som riksgélden ger ut fér att hantera
variationer i lanebehovet [9]. Tiden till 16sendag &r hogst tolv manader [10]. STIBOR - Stockholm In-
terbank Offered Rate - &r en referensrénta som visar ett genomsnitt av rdntorna mellan banker pa den
svenska penningmarknadeﬂ Dessa banker &r sa kallade Stiborbanker och genomsnittet av réntorna
kommer fran de réntesatser Stiborbankerna ar beredda att lana ut till varandra med. Lanen tas utan
sikerhet med 16ptid fran en dag till sex manader. En vanligt forekommande réanta &r STIBOR T/N,
dér T/N star for Tomorrow/Next, vilket innebér att 16ptiden stricker sig fran kommande bankdag till
bankdagen dérpa [10]. LIBOR - London Interbank Offered Rate - &r Storbritanniens motsvarighet till
STIBOR [12].

En rénteswap &r ett avtal mellan tva aktorer om att utbyta rantebetalningar utan utbyte av den un-
derliggande skulden [I3]. Rénteswapmarknaden introducerades i borjan av 80-talet och véxte snabbt
till en stor ekonomisk marknad [I4]. Det typiska exemplet &r ett utbyte mellan tva aktdrer med fast
respektive rorlig ranta dir den parten med fast rénta betalar en rorlig ranta till den andra parten och
den andra parten med rorlig rdnta betalar en fast ranta till den forsta parten [13].

Rénteswappar kan vid ratt anvdndning verka som ett finansiellt instrument for att hantera risken
med Kkorttidsrédntornas fluktuation och kan exempelvis anvindas for att tdcka upp differenser mellan
tillgangar och skulder i ett foretags balansrékningﬂ Det &r vanligt att foretag har tillgangar och skul-
der pa olika langa loptider vilket kan hanteras med hjélp av ranteswappar. Ett annat exempel pa nér
ranteswappar ar anvindbara dr nér en jamforelse av olika landers rédntor ar aktuell. Ladndernas rantor
kan vara olika fordelaktiga pa lang och kort sikt beroende pa olika konkurrenskraft och regleringar
vilket kan ge ett incitament for att ingd en ranteswap [13].

2.2 Vasiceks modell

Ar 1977 presenterade Oldrich Vasicek den forsta modellen av sitt slag. Vasiceks modell &r en modell
som modellerar korttidsréintarﬂ och kan pa sa sitt generera obligationspriser och dérmed ocksa av-
kastningar. Vasiceks modell var den tidigaste av de nuvarande réntemodellerna och har legat till grund
fér och inspirerat manga efterféljande modeller. Vissa har till och med menat att just denna modell
var startskottet for rdntederivatmarknaden och att den skulle ha tagit mycket ldngre tid att utveckla
utan Vagic¢eks framsteg [IJ.

En av de storsta fordelarna med Vasiceks modell var att konceptet om aterkomst till medelvardet
infordes [16], vilket skiljer den fran andra enklare modellerﬂ Aterkomsten till medelvirdet &r en viktig
egenskap, eftersom det inte forvintas kunna ske en odndlig 6kning for korttidsrantor éver tid [I8§].
Vasiceks modell antar ocksé att rdntan dr normalfordelad till skillnad fran ménga andra modeller [19].
Formeln som blivit kind som Vasiceks modell ges av den stokastiska differentialekvationen

1Penningmarknaden #r den del av kreditmarknaden som kdper och siljer 1lan med kortare 16ptid &n ett ar. Lan med
langre 16ptid réknas till kreditmarknaden [IT].

2Ett sammandrag som visar ett foretags ekonomiska stillning vid en viss tidpunkt [15].

31 Appendix beskrivs korttidsranta mer utforligt. Dar forklaras ocksé terminsréanta som &r en annan typ av ranta.

4 Aterkomst till medelviirdet &r ett begrepp inom finansviirlden som beskriver en teori om att priser och avkastningar
over tid gar tillbaka mot ett genomsnitt. Fenomenet anvinds i statistiska modeller for att kunna identifiera avvikande
kurser for att taktiskt kunna investera billigt och silja dyrt [17].



dz; = a(r — z)dt + odWy, (2.1)

dir xz; representerar korttidsréntan vid tiden t och W, ar en Brownsk rorelse. Vidare motsvarar r
det langsiktiga vantevirdet av korttidsrdntan, « dr hastigheten med vilken korttidsrantan nidrmar sig
r och o star for volatiliteten [20]. Fran ekvation kan vi hérleda ett uttryck for korttidsrdntan.
Hérledningen aterfinns i Appendix [C.I] och det slutliga uttrycket for korttidsrdntan blir

¢
=20 +r(l—e ) +0o / =D aw,. (2.2)
0

Integralen i ekvation ar en Ité—integraﬂ Vasiceks modell har fatt mycket kritik f6r det faktum
att den 1 teorin kan generera negativa réantor [16]. Negativa réntor anségs linge vara ett extremt
undantagsfall som bara forviantades ske i ekonomiska krissituationer, vilket numera ar en sanning som
maste ifragasidttas med tanke pa den svenska ekonomins ranteldge. Eftersom ranteldget varit negativt
under flera ars tid ar férmégan att kunna generera negativa réntor en av modellens framsta egenskaper
for en tillimpning pa den svenska obligationsmarknaden [3]. I Appendix beskrivs flera andra
rdntemodeller som ocksa kan anvéndas for att beskriva utvecklingen av framtida réntor.

2.3 Generaliserade momentmetoden

Den generaliserade momentmetoden (GMM) &r en metod som anvénds for att skatta parametrar i
statistiska modeller och utvecklades av Lars Peter Hansen ar 1982. Metoden kombinerar observe-
rad ekonomisk data med informationen i populationsmomentvillkor [2I]. Populationsmomentvillkor &r
villkor som grundar sig i momentfunktioner, dar de forsta fyra representerar en populations vénte-
varde, varians, skevhet, respektive kurtosisﬂ Hur populationsmomentvillkoren véljs beror pa vilken
modell som studeras och villkoren hérleds fran den ekvation som beskriver modellen. Nar populations-
momentvillkoren valts utnyttjas analogin mellan en populations véntevirde och provmotsvarigheten
medelvarde. Har sker alltsa en 6vergang da populationsmomentvillkoren som tidigare uttryckts i termer
av vinteviarden Overgar i att uttryckas som medelvirden. Omskrivningen av populationsmomentvill-
kor till provmomentvillkor kommer att vara basen for skattningen av parametrarna i modellen som
studeras. Slutligen gér sjilva skattningen ut pa att hitta de virden pa parametrarna som minimerar
provmomentvillkoren.

GMM grundar sig i momentmetoden (MM) som introducerades av Karl Pearson ar 1894 [2I]. I MM
anvinds lika ménga populationsmomentvillkor som antalet parametrar, vilket innebér att det gar att
hitta en unik 16sning till systemet av ekvationer. Principen hos de bada metoderna &r densamma, men
skillnaden ligger i antalet populationsmomentvillkor som anvénds, vilket fér skattning med GMM ska
vara stOrre dn antalet parametrar. P4 s& sitt gar inte viktig information férlorad, ddremot uppstar
problemet med att hitta en unik 16sning till systemet av ekvationer. Det &r dock fortfarande mdojligt
att hitta en skattning av parametrarna som gor att provmomentvillkoren kommer sa néra noll som
mojligt.

2.4 Jackknife

Forvantningsskevhet ar ett systematiskt fel som gor varden mer eller mindre felaktiga. Fér matematisk
definition se Appendix Jackknife &r en teknik som anvénds for att minska just férvintningsskev-
heten av en parameter. Idén inférdes ar 1956 av Maurice Quenouille och gar ut pa att dela upp den
givna datan i ett antal mindre delar. Déarefter gors skattningar av den aktuella parametern pa varje
mindre del for att slutligen fa en skattning med mindre férvantningsskevhet pa parametern.

5Se Appendix
6Se appendix M




Under generella villkor &r det mdéjligt att visa att forvintningsskevheten av jackknifeskattningen &r av
ordning O(n~2) snarare &n O(n~!), dér n dr antalet observationer [22]. Dessutom &r tekniken med
jackknife fordelaktig pa flera satt jamfort med andra metoder som anviands for att minska férvént-
ningsskevheten. For det forsta &r tekniken med jackknife mer generell eftersom tekniken inte forlitar
sig pa en exakt form av asymptotisk utvidgning, vilket betyder att tekniken kan appliceras pa manga
olika typer av modeller och att det inte &r nédvindigt att explicit utveckla en hogre ordning av for-
vantningsskevheten. Fér det andra kan tekniken med jackknife anvéndas tillsammans med méanga olika
skattningsmetoder for att minska forvintningsskevheten. Slutligen &r tekniken forhéallandesvis 1itt att
implementera och det gar snabbt att fa fram jackknifeskattningar i exempelvis MATLAB. En nackdel
ar att tekniken endast reducerar forvintningsskevheten av parametrarna istéllet for att eliminera all
forvantningsskevhet [22].

3 Implementering

Hér redogor vi for hur GMM och tekniken med jackknife implementeras, hur priset och avkastningen
pa en obligation berdknas samt hur den rattvisa swapridntan beréknas. Déarefter presenterar vi de
dataserier av korttidsrdntor som anvands i studien.

3.1 Generaliserade momentmetoden

I detta avsnitt visar vi hur vi gar till viiga for att berdkna skattningar av parametrarna i Vasiceks
modell med hjélp av GMM.

3.1.1 Populationsmomentvillkor

Det forsta steget i metoden &ar att ange lampliga populationsmomentvillkor. Eftersom modellen som
studeras dr Vasiceks modell utgar vi fran dess réntemodell som representeras av den stokastiska diffe-
rentialekvationen given i ekvation (2.1

dz; = a(r — z)dt + odWy,

dar Wy ar en Brownsk rorelse, x; dr korttidsrantan vid tiden ¢ och «, r och o ar okdnda parametrar
[23]. For att kunna skatta de okdnda parametrarna behover vi skriva om ekvation (2.1) pa diskret
form. Med hjélp av Eulers metod far vi enligt [24]

Ti41 — Tt = OZ(T’ - SCt) + €t41, (31)

€t+1 = O'th = O'N(O, ].) (32)

Det &r inte nodvandigt att anta standardnormalférdelning, men det &r ett antagande som Eulers dis-
kretisering gor. Vidare kallar vi €41 for den icke-observerade feltermen, vilken dr den term vi vill
uttrycka populationsmomentvillkoren i. Innan vi gar vidare med att ta fram populationsmomentvill-
koren introducerar vi variabeln At som representerar tidssteget mellan tva korttidsrantor, vilken i [24]
antas vara lika med ett. Ekvation och skrivs déarfor om till

Tir1 = arAt + x4(1 — @) At + €41, (3.3)

€t+1 = J\/E N(O, 1).

Eftersom vi vill uttrycka populationsmomentvillkoren i termer av €;y; l6ser vi ut den termen ur

ekvation (3.3) och far

€t+1 = T41 — fEt(l — Oé)At — arAt. (34)



Som tidigare ndmnt grundar sig populationsmomentvillkoren for GMM i momentfunktioner. De forsta
tva representerar vintevirde och varians, vilka vi med hjalp av ekvation (3.2)) kan skriva som

]E[Et+1] = 0, (35)

Ele}, ] = o*At. (3.6)

Eftersom antalet okéinda parametrar (betecknat p) i Vasiceks modell &r tre stycken och utférandet av
GMM bygger pé att antalet momentfunktioner (betecknat ) &r storre dn antalet parametrar - alltsi
minst fyra stycken - behovs ytterligare tva momentfunktioner. Vi skulle kunna anvénda oss av tredje och
fjairde momenten som representerar skevhet och kurtosis, men det ger oss ingen ytterligare information
om modellen. Istéllet kan vi anvinda oss av villkor av typen E[z,dW;] = 0, vilka innehéller information
om Vasiceks modell som vi vill utnyttja. Vi kan déarfor inféra de sista tva momentfunktionerna

Elesy12¢) = 0, (3.7)

E[(e},, — o*At)z] = 0. (3.8)

Ekvationerna (3.5)-(3.8) utgor darfor vara populationsmomentvillkor. Fér en mer kompakt notation
infor vi (¢ x 1)-vektorerna

€141 Ti41 — arAt — CEt(]. — Oé)At
€t4+1T¢ (.’Et+1 —arAt — .’Et(]. — Q)At)l't
91(0) = €7, — oAt - (r411 — arAt —x, (1 — @)At)? — o2At |
(€7, — o At)zy (zp41 — arAt — 24(1 — a)At)? — 2 At)xy

m(0) = Elg:(0)],

dér 0 betecknar den okénda (1 X p)-parametervektorn som ska skattas. I vart fall &r p = 3.

Till sist byter vi ut viantevirdet i populationsmomentvillkoren mot den empiriska provmotsvarigheten
medelvirde och anvinder de stora talens lagﬂ for att komma fram till

in(0) = = 3" 0u0), (39

dar n dr antalet observerade korttidsrédntor. Den héar omskrivningen fran populationsmomentvillkor
till provmomentvillkor dr basen for den generaliserade momentmetoden [23].

3.1.2 Parameterskattning

Sjélva parameterskattningen bestar nu av att minimera funktion . Eftersom vi har fler ekvationer
an parametrar kommer det inte att finnas en 16sning som gor att ekvationen blir exakt lika med noll.
Intuitivt kan vi istéllet betrakta problemet att hitta den skattning som gor att ekvation kommer
s& nara noll som méjligtﬂ Det &r ddremot inte den optimala l6sningen till problemet, eftersom vérdena
pA vissa av provmomentvillkoren kan variera mer &n andra. Alla provmoments nérhet till noll borde
darfor inte ha samma vikt. For att ta hansyn till vikterna introducerar vi darfor kriteriefunktionen

déar W, &r en viktningsmatris som konvergerar mot en positivt definit matris W for stora n. Da ges
GMDM-skattningen av det verkliga virdet 6y av

"De stora talens lag siger att medelvirdet av ett stort antal oberoende observationer av en slumpvariabel med stor
sannolikhet kommer g& mot variabelns vantevérde [25].
8FSr att testa provmomentvillkorens néarhet till noll utfors x2-test, se Appendix



0 = arg min Qn(0). (3.11)

Alltsd ar 16sningen pa skattningsproblemet é, vilken ar den vektor vars element minimerar kriterie-

funktionen i ekvation ([3.10]).

Nu aterstar problemet att hitta den optimala viktningsmatriserﬂ Kravet &r att matrisen ska vara
positivt definit och symmetrisk och fér att vara optimal ska dessutom viktningsmatrisens kovarians-
matris vara si liten som mojligt. I [26] visas att den optimala viktningsmatrisen ges av uttrycket

W, = (E[gt(e)gt(H)T])il. (3.12)

Vi anvénder oss darfor av viktningsmatrisen i ekvation nér vi utfor parameterskattningen. Ef-
tersom ekvation beror av den okdnda parametervektorn # kan vi inte berdkna viktningsmatrisen
direkt. Ett sdtt att komma runt detta problem &ar att anvinda sig av en tvastegsprocedur [26]. T det
férsta steget gor vi en skattning av parametervektorn genom att anvinda en viktningsmatris som upp-
fyller kraven ovan men som inte &r optimal. Lampligt ar att véilja W,, som identitetsmatrisen I, vilket
innebdr att vi betraktar alla populationsmomentvillkor som lika viktiga. Detta ger oss en preliminér
forsta skattning av 6, vilken vi berdknar med hjilp av ekvation och ekvation och val-
jer att kalla 9(1). I det andra steget anviander vi oss av é(l) for att fa en skattning av den optimala
viktningsmatrisen, vilken vi berdknar som

-1

W, = Z(gt(é(l))gt(é(l))T) ,
t=1

1
n

dar vantevardet i ekvation () bytts ut mot provmotsvarigheten medelvarde. Viktningsmatrisen W,
kan sedan anvéndas i ekvation (3.10]) for att berdkna en skattning av 6.

Tvastegsproceduren ovan bor upprepas tills samtliga parametrar i 6 har konvergerat mot ett slut-
giltigt virde, vilket ofta refereras till som itererad GMM.

3.1.3 Kovariansmatris och konfidensintervall

Antagande 3.1. Vi antar att provmomenten féljer en central grinsvdirdessats. Da géller att momenten
har en dndlig assymptotisk kovariansmatris (1/n)F, sd att

Vg (6o) % N(0, F).

Om observationerna inte dr oberoende ar det nédviindigt att gora vissa antaganden om datan sa att
vi kan anvinda oss av en lamplig central gransvirdessats [21].

Sats 3.1. Under antaganden i antagande[3.1] giller att GMM-skattningen dr foljdriktig och asympto-
tiskt mormalférdelad med asymptotisk kovariansmatris
-1

~1
VGMM—}%{G(GO)TWG(HO)} G 600)"W FW G (6) {G(&O)WG(GO)} ,

dar
991 (9) 991 (9)
00, o 09,
G(0)=E Pg(;ée)} =E : : , (3.13)
9g,(0) 9g4(0)
00, o 09,

9F6r hirledning av den optimala viktningsmatrisen se Appendix



alltsa dr G(0) vintevirdet av Jakobimatm’seﬂ av populationsmomentvillkoren.

Generellt sett beror variansen hos GMM-skattningen pa valet av viktningsmatris W,,, sa genom att vélja
en lamplig viktningsmatris kan vi utnyttja sd mycket information fran populationsmomentvillkoren som
mojligt. Genom att analysera kriteriefunktionen ser vi att valet W,, = I ger oss summan av
provmomenten i kvadrat. Véljer vi en mer optimal viktningsmatris kommer vi istéllet att minimera
den viktade summan av kvadrater. Det ar naturligt att vissa moment &r mer instabila &n andra,
varfor vi kan normalisera felen genom att dividera med dess respektive varians. Men elementen hos
My, (0) ar fritt korrelerade. Om vi sétter F' lika med den asymptotiska kovariansen av provmomenten
normaliserad med kvadratroten ur provstorleken, alltsa

F = Cov[v/nim,(6o)],

s giller att W,, = F~1 viktar alla element av kriteriefunktionen pa ett limpligt séitt. Liksom [21] kan vi
sammanfatta detta med foljande sats, som dessutom ger oss ett forenklat uttryck for kovariansmatrisen.

Sats 3.2. For en given mdngd populationsmomentuvillkor med det optimala valet av viktningsmatris
W,, = F~1 gdller att GMM-skattningen dr asymptotiskt anvindbar med kovariansmatris
1 AT A 11
VGMM, optimal = ﬁ G(e) WnG(G)

Vam,optimar kan nu utnyttjas for att berdkna ett konfidensintervall for den skattade vektorn 0.

Eftersom parameterskattningen fran GMM &r asymptotiskt normalférdelad utgar vi fran definitio-
nen av konfidensintervall for just en normalférdelning [27]. For oként véantevirde p och kind varians
o? ges konfidensintervallet fér p vid endast ett stickprov av

Aa/go' )‘a/QJ
L= (z- v 3.14

14 (l’ \/’FL 9 X + \/ﬁ bl ( )
dir A\, /2 dr den 100(1—ca/2):te percentilen av standardnormalférdelningen [28]. Observera att eftersom

vi kéinner kovariansmatrisen Vgmm, optimal Kdnner vi &ven variansen hos varje parameter 6;,7 =1, ..., p,
vilken ges av diagonalelementet Vi; i Vgmu, optimal- Vi kan dérfor skriva om ekvation (3.14]) som

5 Vii » Vii
b, = <9i — Aas2\/ P 0i + Aay2y/ - )

I

3.2 Jackknife

Tekniken med jackknife anvinder vi i denna studie pa parametrarna «, r och o for att f& noggrannare
och mer korrekta viarden pa skattningarna. Det forsta steget dr att dela upp dataserien, som i detta
fall bestar av n antal observerade réntor, i m stycken mindre delar dar varje mindre del bestar av [
stycken observerade réntor. For att minska forvintningsskevheten och ddrmed fa jackknifeskattningen
av parametern 6 gor vi skattningar av 6 pa de olika delarna. Ekvationen som anvéinds for att berékna
jackknifeskattningarna ar

A m 5 221 éli
gjack = an - D) ’
m—1 ms —m
dér 6, och ); &r skattningen av 6 givet alla rdntor respektive rantorna i den i:te delen [22] som fas
med hjélp av GMM.

10F&r hirledning av Jakobimatrisen se Appendix



3.3 Avkastning

I detta avsnitt redogér vi for hur obligationers teoretiska avkastning beridknas. Tillvigagangssattet
skiljer sig at beroende pa om obligationen betalar kuponger eller inte. Vi borjar med att redogéra
fér hur avkastningen pa nollkupongobligationer berdknas, dérefter redogor vi for hur avkastningen pa
kupongobligationer berdknas. Avkastningen pé en nollkupongobligation kan enligt [29] beriknas med
definition [3.11

Definition 3.1. Avkastningen pa en nollkupongobligation som tecknas vid tiden t och har lé6sendag T

ar
1

Y(t.T) = —5—

logB(t,T), (3.15)
dar B(t,T) dr priset pd en nollkupongobligation som tecknas vid tiden t och har losendag T

For att berdkna priset p4 en nollkupongobligation anvinder vi oss, i enlighet med [29], av det riskne-
utrala priset i definition[3.2] Med riskneutralt pris menas det diskonterade forvintade virdet pa tillgdng-
en. I vart fall dr tillgdngen en nollkupongobligation som vid tiden 7" betalar virdet 1. Det diskonterade
vardet blir saledes virdet av 1, diskonterat med hjélp av korttidsrdntan fran tiden 7' till tiden ¢.

Definition 3.2. Det riskneutrala priset pa en nollkupongobligation som tecknas vid tiden t och har
losendag T dr

T
B(t,T)=E [exp( — / xudu> ’]—"t] , (3.16)
t
ddr x,, dr korttidsrintan och Fy dr filtrationen som genereras av den Brownska rérelsen.
Med hjéalp av definition kan priset pa en nollkupongobligation i Vasiceks modell hérledas.

Definition 3.3. Priset pd en nollkupongobligation (i Vasiceks modell) som tecknas vid tiden t och har
losendag T dr

B(t,T,x;) = exp(—A(t, T)xy + D(¢,T)),
1— e—a(T—t)

A= (3.17)
D(t,T) = (r - 2‘;2) [A(t,T) (T - %7

ddr o, v och o dr parametrarna i Vasiceks modell och xy dr den nuvarande korttidsrintan.

For hérledning av ekvation (3.17)), se Appendix eller [29]. For att beriikna priset pa en kupongob-
ligation anvinds definition [3.4]

Definition 3.4. Det riskneutrala priset pd en kupongobligation som tecknas vid tiden t, har losendag
T och som vid tidpunkterna t1 < to < .. <ty =T, t <ty betalar kupongerna ci,ca,...,cN ar

N
B(t,T) =Y cxB(t,ty), (3.18)
k=1

dir B(t,ty) dr priset pa en nollkupongobligation som tecknas vid tiden t och har lésendag ti, [30].

Definition [3-4] innebér att en kupongobligation som vid tidpunkterna ¢, s, ...,tx betalar kuponger-
na ci,cg,...,cy ar ekvivalent med att ha cy,co,...,cn stycken nollkupongobligationer med 16sendag
t1,ta,...,tn. Berdkning av priset pa en kupongobligation bestar alltsa i grund och botten av att rdkna
ut priset pé nollkupongobligationer. Genom att berdkna virdet pa kupongobligationspriset B.(t,T’)



kan en kupongobligations avkastning beriknas. Avkastningen pa en kupongobligation kan implicit
uttryckas som

N
B.(t,T) = cpe” XD, (3.19)
k=1

Genom att utveckla ekvation (3.19) ser vi att

N
B.(t,T) = che—YC(t,T)(tk—t) = e Yo =) 4 oYt T)(t2—t) |
=1 (3.20)
+ ooy ge YetD =t | oo =Ye(tT)(tn—1)
=y ey T Lt ev oy T T ey T
dir y = e~ YeT), For att fa fram ett virde pa avkastningen loser vi dirfor ekvation (3.20)), vilket vi
gor med hjalp av Newtons metocﬂ Slutligen far vi fram avkastningen som

Ye(t,T) = —logy.

Vi anvénder oss alltsa av ekvation (3.18) for att berdkna B.(t,T"), som vi sedan sétter in i ekvation
(3.19) for att kunna berdkna Y.(¢,T).

3.4 Rinteswappar

For att berdkna den rattvisa swapriantan ryrg borjar vi med att notera att x; ar korttidsrantan, det
vill siga rédntan ndr vi lanar i det korta tidsintervallet [t,t + 1] dar ¢t = 1,..., N — 1. Korttidsrantan
ar given vid en viss tid ¢t men inte vid den nuvarande tiden ¢ = 0. Som namnt i avsnitt ar en
rdnteswap ett avtal mellan tva parter som tecknas vid tiden ¢ = 0 och innebér ett utbyte av summan
L(xzy — rrrs) vid varje tidpunkt ¢ [3I]. Har &r L > 0 den underliggande skulden som &r omréiknad fran
ranta till valuta och vi kan utan inskrénkning anta att L = 1. Det riskneutrala priset p& en rénteswap
mrrs(t) vid tiden ¢t = 0,..., N — 2 kan vi darfor definiera enligt

N-1

mirs(t) = Y ElexD(k)|F,
k=t+1

dér ¢ = (c1,..,cn—1) med ¢ = x4 —rrRs, t=1,..., N—1. Vidare ar D(k) = e~ Jo ®+ds den diskonterade
processen och F; ar filtrationen. Vid tiden ¢ = 0 far vi

N-1 N-1 N-1
mrrs(0) = Y ElexD(k)|Fol = Y El(zx — rrs)D(K)] = > E[(z — rrrs)D(t)]. (3.21)
k=1 k=1 t=1

I sista likheten har endast notationen for tiden &ndrats fran k till ¢ for att tydliggora att korttidsrantan
beror av tid. Fran ekvation framgar det alltsa4 att det riskneutrala priset p& en rédnteswap &ar
summan av det forvintade diskonterade kassaflodet. I en rattvis ranteswap ska ingen av parterna ha
nagon fordel i avtalet och ddrmed ska det totala kassaflédet mellan parterna vara noll, vilket betyder

att myrs = 0. Vardet pa ryrs som uppfyller m;rs = 0 vid tiden ¢t = 0 kallas den réttvisa swaprantan
och ges av sats [3.3] med bevis i Appendix [C.6]

Sats 3.3. Den rdttvisa swaprdintan dr

N-1

t=1 (B<O’t — 1) — B(07t>)
N—1
1 B(0,1)

dir B(0,t) ar det riskneutrala priset pd en nollkupongobligation.

11Se Appendix

TIRS =

)
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3.5 Data

For att utfora studien anvénds sju olika dataserier av korttidsréntor. Anledningen till att vi studerar
flera olika dataserier &r att vi ska kunna jamfora skattningarnas kvalitet mellan de olika dataserier-
na. Fyra av dataserierna som anvinds innehéaller korttidsrantor fran historiska statsskuldvéxlar med en
méanads 16sendag och tre innehéller korttidsrantor fran historiska STIBOR T /N. I den andra dataserien
av statsskuldvéixlar med dagliga observationer 6vergar korttidsréntan pa den svenska statsobligations-
marknaden fran positiv till negativ och finns med for att underséka om Gvergangen har nagon inverkan
pa skattningarna. De sju dataserierna presenteras i djupare detalj i tabell Samtliga dataserier har
h&mtats fran den svenska riksbankens officiella hemsida [3].

Tabell 3.1: Lista 6ver samtliga dataserier som anvinds i studien. Dataserierna har hamtats fran den
svenska riksbankens officiella hemsida [3].

SSVX 1M 2017-03-21 - 2018-03-21 Statsskuldvéxlar, 1 manads 16sendag. Dagliga observ.
SSVX 1M 2014-08-06 - 2015-08-06 Statsskuldvéxlar, 1 manads l6sendag. Dagliga observ.
SSVX 1M 2013-03-21 - 2018-03-21 Statsskuldvéxlar, 1 manads 16sendag. Veckovisa observ.
SSVX 1M 1998-03-21 - 2018-03-21 Statsskuldvéiixlar, 1 manads 16sendag. Manadsvisa observ.

STIBOR T/N 2017-03-21 - 2018-03-21 | STIBOR T/N, Dagliga observ.

STIBOR T/N 2013-03-21 - 2018-03-21 | STIBOR T/N, Veckovisa observ.

STIBOR T/N 1998-03-21 - 2018-03-21 | STIBOR T/N , Méanadsvisa observ.

For att fa en béattre forstaelse av dataseriernas egenskaper sammanstélls medelvérde, standardavvikelse
samt autokorrelation for samtliga dataserier. Resultatet presenteras i tabell For mer ingaende
information kring autokorrelationen fér upp till 50 tidsskillnader samt hur den berdknas, se Appendix

respektive Appendix

Tabell 3.2: Lista 6ver samtliga dataseriers egenskaper. Egenskaperna som redogors for &r antal obser-
vationer, medelvirde, standardavvikelse samt autokorrelation fér de fem forsta tidsstegen.

Dataserie N Medelv. Stdav. 1 2 3 4 5

SSVX 1 ar 2017 - 2018 253 | -0,0068 5-10~% 0,67 | 0,56 | 0,46 | 0,48 | 0,45
SSVX 1 ar 2014 - 2015 251 | -5,37-10~% | 0,0023 0,97 | 0,95 | 0,94 | 0,93 | 0,91
SSVX 5 ar 2013 - 2018 260 | -0,0011 0,0065 0,99 | 0,98 | 0,97 | 0,96 | 0,95
SSVX 20 ar 1998-2018 239 | 0,0193 0,016 0,98 | 0,96 | 0,94 | 0,91 | 0,89

STIBOR 1 ar 2017 - 2018 | 253 | -0,0052 2,1-107% [ 0,77 [ 0,63 | 0,5 | 0,41 | 0,36
STIBOR 5 ar 2013 - 2018 | 260 | -1,9-10~% 0,0062 0,99 | 0,98 | 0,97 | 0,96 | 0,95
STIBOR 20 ar 1998 - 2018 | 237 | 0,02 0,017 0,99 | 0,96 | 0,94 | 0,91 | 0,88

4 Resultat

Hér presenteras resultat som bertér parameterskattningar, teoretisk avkastning fér nollkupong- och
kupongobligationer, forvintningsskevhet av parametrarna o, r och o2 samt teoretisk rittvis swaprinta.

4.1 Parameterskattningar

De erhallna parameterskattningarna presenteras i tabell Vi har skattat parametrar pa samtli-
ga dataserier som presenteras i tabell Utover skattningar med GMM enligt den metodik som
presenteras i avsnitt samt [23, 24] har skattningar med hjélp av tekniken med jackknife tagits
fram for parametern « i enlighet med metodiken som presenteras i avsnitt Skattningarna med
jackknife presenteras tillsammans med resterande skattningar och betecknas a;. For varje skattning
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har dessutom ett y2-test gjorts for att testa momentvillkorens nérhet till noll. Mer information kring
testets funktion finns i Appendix[C.7} De programkoder som vi anvént finns att betrakta i Appendix D}

I tabell ser vi att skattningar gjorda pa ett ars historisk korttidsrénta uppvisar extrema virden
pa parametern «. Skattningarna pa parametern « har dessutom héga standardavvikelser pa 14,5; 12,9
respektive 16, vilket innebér att konfidensintervallen for dessa parametrar troligen ar for stora for
att resultaten ska vara anvidndbara. P4 fem &rs historisk korttidsrédnta uppvisar inte skattningarna
nagra uppenbara avvikelser. Ingen av dessa skattningar forkastas heller av y2-testet. Vidare uppvi-
sar skattningarna pa fem ars historisk korttidsrénta lagre standardavvikelser &n motsvarande for ett
ars historisk korttidsrdnta. Skattningarna gjorda pa 20 ars historisk korttidsrédnta uppvisar negativa
virden p& « for bade SSVX 1M och STIBOR T/N. Samtliga skattningar gjorda pa 20 &rs historisk
korttidsranta forkastas dessutom av y2-testet. De virden pa o som skattats med hjilp av tekniken
men jackknife uppvisar ingen tydlig 6verensstdmmelse med skattningen av « utan jackknife.

Tabell 4.1: Skattningar av parametrarna o, r, o2 samt y2-virde. Standardavvikelse star under respek-
tive skattning pa o, 7 och o2 och p-virde star under respektive y2-viirde. I tabellen syns att skattningar
pa ett ars historisk korttidsrénta ger extrema virden pa parametern «. Skattningarna pa fem érs histo-
risk korttidsrénta uppvisar inga uppenbara avvikelser. Skattningarna pa 20 ars historisk korttidsranta
forkastas av y2-testet med p-virden pa 0,0294 respektive 0,043.

A 7 2 2

a 7 o X aj
SSVX 1M (2017 - 2018) 80,6 -0,00683 0,00003 0,174 106
Standardavvikelse /p-virde 14,5 0,0000481  0,00000762 0,677
SSVX 1M (2014 - 2015) -2,74 0,0051 0,000028 3,9094 -4,66
Standardavvikelse /p-virde 12,9 0,0000431 4,75-10~11 0,048
SSVX 1M (2015 - 2018) 0,236 -0,0195 0,0000114 1,64 -0,483
Standardavvikelse/p-virde 0,3 0,027 0,00000276 0,2
SSVX 1M (1998 - 2018) -0,0557 00,0341 0,0000136 4,74 -0,159
Standardavvikelse /p-virde 0,0601  0,0294 0,00000366  0,0294
STIBOR T/N (2017 - 2018) | 3,28 -0,00442 0,00000204 2,37 3,18
Standardavvikelse /p-virde 16 0,0039 0,000000436 0,124
STIBOR T/N (2015 - 2018) | 0,199 -0,0119 0,00000626 1,23 -0,53
Standardavvikelse /p-virde 0,171 0,0114 0,0000013 0,268
STIBOR T/N (1998 - 2018) | -0,0802 0,0327 0,0000172 4,095  -0,167
Standardavvikelse /p-virde 0,064 0,0206 0,0000037 0,043

4.2 Avkastning

Avkastningen har berdknats for bade kupongobligationer och nollkupongobligationer med olika ku-
ponger och lésendagar. Metodiken som anvénds presenteras i avsnitt 3.3} Avkastningarna har riknats
ut for att kunna se om den teoretiska avkastningskurvan liknar den verkliga avkastningskurvan i figur

21

4.2.1 Kupongobligationer

Figur [4] visar avkastningskurvan for de statsobligationer som just nu &r aktuella pa marknaden
(2018-03-21) samt de utrdknade teoretiska avkastningskurvorna. Informationen kring verklig avkast-
ning kommer framst fran historiska auktionsresultat fran riksgildens hemsida [32] kompletterat med
information fran andra hemsidor som visar finansiella matt [7, [33]. I figur anger horisontalaxeln hur
lang tid det &r fran den 21 mars 2018 till obligationens l6sendag och vertikalaxeln anger avkastningen
i procent. Den listade avkastningen representeras av den gula linjen medan den bla och réda linjen
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representerar den teoretiska avkastningen med parametrar skattade fran fem ars historisk korttidsran-
ta med STIBOR respektive statsskuldvixlar. Vi ser att den teoretiska avkastningen &r ldgre &n den
listade och fortsatter ge negativa virden &ven péa lang sikt ddr den listade avkastningen blir positiv.

Jamférelse av teoretisk och listad avkastning

Avkastning (%)
o

Teoretisk avkastning (STIBOR 2013 - 2018)
Teoretisk avkastning (SSVX 1M 2013 - 2018)| 4
Listad avkastning

4 6 8 10 12 14 16 18 20
Losendag (ar)

Figur 4.1: Jamforelse av den verkliga avkastningskurvan med de avkastningskurvor som erhélls med
parameterskattningar fran SSVX 1M 2013 - 2018 respektive STIBOR T/N 2013 - 2018.

4.2.2 Nollkupongobligationer

Figur visar teoretiska avkastningskurvor for nollkupongobligationer med parametrar skattade fran
dataserierna SSVX 1M 2013 - 2018 respektive STIBOR T/N 2013 - 2018. I figur ser vi att av-
kastningen konvergerar mot en negativ avkastning fér de bada dataserierna. I Appendix [B:2] finns
avkastningskurvor for 6vriga dataserier av korttidsrantor med tillhérande parametrar. Eftersom samt-
liga avkastningskurvor for nollkupongobligationer uppvisar negativa avkastningar finns inga tecken pa
att de resterande dataserierna skulle ge en béttre avkastningskurva én den i figur .1}

Avkastning (%)

(a) Teoretisk avkastningskurva for nollkupongob-
ligationer med parameterskattningar fran SSVX
1M 2013 - 2018.

-0.006

-0.008

-0.012

-0.014

|
-0.016 f|

-0.018

-0.02

%103

STIBOR 5 ar

Avkastning (%)

200

400 600
Métpunkter (Veckor)

800

1000 0 200

400 600 800 1000
Méatpunkter (Veckor)

(b) Teoretisk avkastningskurva foér nollkupongob-
ligationer med parameterskattningar fran STI-

BOR T/N 2013 - 2018.

Figur 4.2: Teoretiska avkastningskurvor med parameterskattningar SSVX 1M 2013 - 2018 respektive
STIBOR T/N 2013 - 2018.
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4.3 Forvantningsskevhet

Genom att generera dataserier som ér Vasicek-processer pa samma sétt som beskrivs i Appendix [A.2.4]
- med givna virden pa parametrarna o, r och o2 och dérefter skatta parametrarna med hjilp av
koden i Appendix [D] - 4r det mojligt att fa fram grafer som visar hur vél de verkliga och skattade
viardena pa parametrarna 6verensstidmmer med varandra och ddrmed hur stor forvantningsskevheten
ar. Figur och visar 6verensstiammelsen for o, 7 och o2 dér tekniken med jackknife inte har
respektive har anvints. Som ndmnt i avsnitt borde de skattade parametervirdena vara nérmare
de verkliga viardena nér tekniken med jackknife anvénds eftersom forvantningsskevheten da ska minska.

Vid testerna a&r At = 1/252, vilket motsvarar dagliga observationer och antalet observationer &r
n = 252, vilket motsvarar antalet bankdagar under ett ar. I figurerna representerar horisontalaxeln de
verkliga virdena medan vertikalaxeln representerar de skattade vardena. En rat linje med lutning +1
antyder att de skattade virdena 6verensstdmmer vl med de verkliga och att ingen forvintningsskevhet
finns. For att se i vilka intervall som parameterskattningarna &r bra respektive daliga finns en orange
linje med lutning +1 i samtliga figurer som visar resultat 6ver férvantningsskevheten.

I figur varierar o mellan -5 och 5 medan r = —0.2 och ¢2 = 0.005. Som vi kan se i figur
ar overensstdmmelsen sdmst nir a dr ndra noll, mer precist ndr « &r mellan -1 och 1, vilket betyder
att forvintningsskevheten ar storst i det omradet. Att férvintningsskevheten &r stor ser vi eftersom
forhallandet mellan de verkliga och skattade virdena pa parametern inte foljer en rat linje med lutning
+1 1 det omradet. Skattningarna blir béttre nér a antar antingen légre eller hogre vérden. I figur [£.3D]
har tekniken med jackknife anvints och déar ser vi att skattningarna inte &r béttre, utan snarare samre

for storre viarden pa a.

Bverensstimmelse mellan verkliga och skattade virden fér o Bverensstimmelse mellan verkliga och skattade virden fér o med jackknife
T T T T : T T . T 6 T T T T T T . T T
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Verkliga varden Verkliga varden
(a) Overensstdimmelse mellan verkliga och skattade (b) Overensstdmmelse mellan verkliga och skattade
viarden pa parametern « dér tekniken med jackknife virden pa parametern a dir tekniken med jackknife
inte har anvénts. har anvénts.

Figur 4.3: Overensstdmmelse mellan verkliga och skattade virden pa parametern . P& horisontalaxeln
visas de verkliga vardena och pa vertikalaxeln visas de skattade vdrdena.

Figur [£.4] visar 6verensstimmelsen for parametern r nér r antar virden mellan -3 och 3 samtidigt som
a = 0,3 och 02 = 0.005. Oavsett om tekniken med jackknife har anvinds eller inte &r skattningarna bést
nér r ar negativ och nér storre virden antas blir skattningarna sémre och sémre. Férvintningsskevheten

Okar alltsa med storre virden pa r.
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Overensstimmelse mellan verkliga och skattade virden for r
4 T T T T

Overensstimmelse mellan verkliga och skattade virden for r med jackknife
4 T T T

Skattade vérden
S
Skattade vérden
A

B | \
I“. 07 |
&t "\I- 4
‘l‘ A2r
10 A4
-3 2 -1 o 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
Verkliga varden Verkliga vérden
(a) Overensstdmmelse mellan verkliga och skattade (b) Overensstdmmelse mellan verkliga och skattade
viarden pa parametern r dar tekniken med jackknife viarden pa parametern r dér tekniken med jackknife
inte har anvénts. har anvénts.

Figur 4.4: Overensstimmelse mellan verkliga och skattade virden pa parametern r. Pa horisontalaxeln
visas de verkliga virdena och pa vertikalaxeln visas de skattade viardena.

Resultatet da o2 antar virden mellan 0 och 0.1, & = 0,3 och » = —0,2 kan vi se i figur Béade nér
tekniken med jackknife inte anvéinds och nér den anvénds ser vi att 6verensstdmmelsen ar bra for alla
virden pa o2 i det givna intervallet, vilket &r en indikation pa att forvintningsskevheten #r liten.

Overensstimmelse mellan verkliga och skattade virden for o2

Overensstimmelse mellan verkliga och skattade virden for o2 med jackknife
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(a) Overensstdimmelse mellan verkliga och skattade (b) Overensstdmmelse mellan verkliga och skattade
vérden pa parametern o2 dir tekniken med jackknife virden p& parametern o2 dir tekniken med jackknife
inte har anvénts. har anvénts.

Figur 4.5: Overensstimmelse mellan verkliga och skattade viirden pa parametern o2. P4 horisontalaxeln
visas de verkliga virdena och pa vertikalaxeln visas de skattade vérdena.

I Appendix finns tabeller och figurer som visar motsvarande resultat ndr parametrarna o, r och
o? antar andra virden och nir fler tidsobservationer betraktas.

4.4 Swaprianta

I figur [4.6] presenterar vi de resultat som erhélls vid analys av den teoretiska swapréntan. Vi presenterar
resultaten i form av fyra grafer dir figur [4.6a] visar den teoretiska swapréntan i Vasiceks modell d& pa-
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rametrar erhallna fran dataserien SSVX 1M 2013 - 2018 anvéinds. Vidare presenterar vi figurerna [£.6b]

och som visar parametrarna «, r respektive o

2

:s inverkan pé den teoretiska swaprantan. Vid

berdkningarna har det antagits att betalningarna sker kvartalsvis och en 16ptid pa fem ar har anvénts.

Virdet pa den teoretiska swaprantan konvergerar enligt figur [4.6a] mot vérdet pa parametern r. Kon-
vergensen dr forvintad eftersom r dr det langsiktiga medelvirdet pa réntan. I figur [L.6D] ser vi att
den teoretiska swapridntan som funktion av « o6kar kraftigt vid hoga virden pa «. Figur visar
att den teoretiska swapréntan okar linjart som funktion av r och i figur ser vi att den teoretiska

swaprantan #r avtagande da o2 okar.

Teoretisk swaprinta som funktion av I6ptid
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(a) Teoretisk rattvis swaprdnta utridknad med hjilp
av parametrar skattade fran SSVX 1M 2013 - 2018.
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(c) Teoretisk rattvis swaprinta som funktion av para-
metern 7. I figuren &r a = 0,236 och ¢ = 0.0000114.
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(b) Teoretisk rattvis swaprdnta som funktion av pa-
rametern o medan r = —0.0195 och ¢ = 0.0000114.
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(d) Teoretisk rattvis swapranta som funktion av pa-
rametern 2. I figuren &r o = 0,236 och r = —0, 0195.

Figur 4.6: Erhallna resultat av teoretiska rattvisa swaprantor.

Vidare har teoretisk rattvis swaprinta berdknats med hjélp av de parametrar som erhdélls fran kort-
tidrantorna SSVX 1M 2013-2018. De teoretiska rittvisa swaprantorna presenteras i tabell [4.2] till-
sammans med verkliga swaprantor hamtade fran SEB [34]. Ur tabellen kan utlisas att de teoretiska
swaprantorna uppvisar en negativ trend for langre I6ptider medan den verkliga uppvisar en positiv

trend for langre I6ptider.
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Tabell 4.2: Teoretiska swaprantor berdknade med parameterskattningar fran dataserien SSVX 1M 2013
- 2018 samt verkliga swapriantor hdmtade fran SEB [34]. Vid beriékningarna anvéndes kvartalsvisa
betalningar.

Loptid (&r) | Teoretisk swapranta (%) | Verklig swapranta (%)
1 20,69 20,35
P 20,82 20,15
3 20,94 0,09
4 1,04 0,32
5 21,12 0,53
10 1,42 1,24

5 Diskussion

Hér diskuterar vi de resultat som erhallits. Diskussionen sker i samma ordning som resultaten presen-
terades och fungerar som underlag for studiens slutsats kring huruvida det ar lampligt att modellera
den svenska statsobligationsmarknaden med Vasiceks modell med parametrar skattade med GMM.

5.1 Parameterskattningar

Under studiens gang har vi skattat parametrar pa sju dataserier fran verkliga observerade korttidsran-
tor. Dessa skattningar presenteras i tabell[1.1] Tre av dem &r ett ars historisk korttidsrinta med dagliga
observationer av olika marknadsrantor (SSVX 1M/ STIBOR T/N). Gemensamt for skattningarna pa
de tre dataserierna ar att de har en hog forvantningsskevhet pa parametern «, eftersom de alla har till
synes extrema viarden pa « samt stora standardavvikelser. En mojlig forklaring till de extrema virdena
pa « ar att dataserierna med ett ars historisk korttidsranta och dagliga observationer har lagre standar-
davvikelse dn resterande dataserier. Forklaringen &r rimlig eftersom «:s innebdrd &r hastigheten som
dataserien konvergerar till det langsiktiga medelviardet r. En dataserie med lag standardavvikelse bor
saledes konvergera snabbt mot det langsiktiga medelvardet och dérfor ha ett hogt virde pa parametern
a. Trots de underliga parameterskattningarna forkastas endast en av skattningarna av y2-testet pa en
5 % signifikansniva, med p-varden pa 0,677; 0, 124 respektive 0, 048.

Om vi studerar de skattningar som gjorts pa fem ars historisk korttidsrénta med veckovisa obser-
vationer ser vi att skattningarna pa a antar rimligare vérden i enlighet med andra liknande studier, till
exempel [I9, 23]. Dessutom har skattningarna relativt laga standardavvikelser: 0,3 respektive 0,171
fér parametern « for de tva olika dataserierna. Vidare &r skattningarna for de tva olika dataserierna
relativt ndra varandra till virdet, vilket &r foérvantat och starker skattningarnas trovérdighet eftersom
de olika marknadsréntorna &r starkt korrelerade. Slutligen, med p-vérden péa 0, 2 respektive 0, 268 kan
ingen av skattningarna forkastas med y2-testet. Sammantaget finns alltsa flertalet argument som stdd-
jer skattningarnas troviardighet och anviindbarhet pa fem ars historisk korttidsrdnta med veckovisa
observationer.

Slutligen flyttar vi vart fokus till de skattningar som gjorts fér 20 ars historisk korttidsrdnta med
manadsvisa observationer. Utmérkande for skattningarna pa dessa dataserier ar att a dr negativ. Det
skulle innebéra att korttidsriantan divergerar snarare dn konvergerar. Om vi studerar tabell [3:2] ser vi
att dataserierna med 20 ars historisk korttidsrdnta har en hog standardavvikelse, vilket ar en trolig
anledning till varfér parametern « blir negativ. Det &r dock tvivelaktigt att den svenska statsobli-
gationsmarknaden kan modelleras med negativt « eftersom det motséger principen om atergéng till
medelvirdet. Vidare kan konstateras att standardavvikelserna fér samtliga skattningar pa 20 ars hi-
storisk korttidsranta ar relativt laga, vilket talar for att skattningarna skulle kunna vara anvindbara
eftersom vi da far ett litet konfidensintervall for parameterns sanna véirde. Skattningarna forkastas
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dock av y%-testet pa en 5% signifikansniva med p-virden pa 0,0294 respektive 0,048. Detta talar
starkt emot skattningarnas troviardighet.

De skattningar som gjorts med hjilp av tekniken med jackknife 6verensstdmmer inte med de skattningar
som gjorts med hjilp av GMM, vilket okar osidkerheten kring skattningarnas trovirdighet. Ytterligare
diskussion kring skattningar med tekniken med jackknife finns i diskussionen kring forvintningsskevhet
i avsnitt B3

5.2 Avkastning

Figur visar att den listade avkastningen Gvergar fran negativ till positiv runt fem ars 16ptid medan
den teoretiska avkastningen blir mer och mer negativ desto ldngre 16ptiden &r. Den svenska statsobli-
gationsmarknadens avkastningskurva (se figur har negativ avkastning fram till runt fem ars 16ptid,
vilket kan kopplas samman med det negativa rénteldget, och Gvergar till positiv avkastning f6r langre
16ptider. Inforskaffandet av en statsobligation dr ett utlanande till staten och darfor dr det rimligt att
fa hogre avkastning ju ldngre lanets 16ptid &r. For studiens resultat dr det 6nskvért om graferna som
representerar de studerade korttidsrantorna ger ett liknande resultat, vilket ingen av dem gor. Vi ser
ocksa att det inte spelar nagon roll for resultatet om véirdena &r fran STIBOR eller statsskuldvéxlar
eftersom de har samma avvikande tendens.

Nollkupongobligationerna analyseras for att ge en indikation p& hur bra resultatet &r. Det verkliga
resultatet representeras av kupongobligationerna som &r vanligare att teckna over lang tid. Det &r
Onskvért om graferna i figur har tendenser till att f6lja formen pa den svenska statsobligations-
marknadens avkastning och ge positiv avkastning pa lang sikt. Avkastningskurvorna som presenteras i
avsnitt [£.2.2] samt 1 Appendix [B:2 konvergerar samtliga mot en negativ avkastning pa 20 &r vilket inte
motsvarar de tendenser som hade behovts for att fa ett bra resultat av kupongobligationerna. Genom
att titta pa de skattade parametrarna vi presenterar i tabell kan vi se att flera av dataserierna har
negativa virden pa r. Eftersom r motsvarar det langsikta véntevardet av korttidsrédntan borde avkast-
ningen bli negativ 6ver langre 16ptid. De dataserier som har positiva virden pa r borde konvergera
mot en positiv avkastning, men istéllet divergerar de mot den negativa odndligheten. En potentiell
anledning till divergensen av avkastningen kan vara att dataserierna ocksa har negativa viarden pa «,
vilket innebér att korttidsrantan divergerar.

Vi har observerat att det andra och fjirde momentvillkoret i GMM byter tecken fér varje tidssteg
nér korttidsréntan &r negativ, vilket skulle kunna orsaka singularitet i momentvillkoren. Det ar darfor
intressant att studera om var metod fungerar battre for att modellera positiva rantor. Vi genomforde
ett forsok med simulerade positiva korttidsréantor i Appendix [B-3] vilket inte gav béttre resultat. Darfor
forkastades denna teori som ett alternativ till studiens resultat. Det bor dock tilldggas att resultaten
péa den berdknade avkastningen inte nédvandigtvis behéver betyda att de skattade parametrarna &r
felaktiga. Eftersom de parametrar vi anvinder oss av i prisséttningen av obligationer kommer fran ob-
serverade virden medan de anvidnda metoderna for att berdkna avkastning baseras pa antagandet om
riskneutralitet skulle egentligen en omvandling behova goras for att eliminera marknadens pris for risk.
Ett satt att undvika antagandet om riskneutralitet dr att anvinda Heathon-Jarrow-Morton-metoden
(HJM-metoden) istéllet for att anvinda GMM for parameterskattningar. HJM-metoden skattar para-
metrar fran den observerade avkastningen och tar dérfér med justeringen av priset som uppkommer
pa grund av risk, vilket skulle kunna ge ett béittre resultat pa avkastningen fran Vasiceks modell [35].

5.3 Forvintningsskevhet

Ett stort problem som dyker upp nir det kommer till parametrar skattade med GMM &r att vi saknar
uttryck for att berdkna forvintningsskevheten. Déarfér kan vi varken ta reda péa storleken pa forvant-
ningsskevheten eller hur vi far den att forsvinna fran parameterskattningarna. For att forsoka komma
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runt problemet anvénds tekniken med jackknife. Genom att studera figur [£.3] [.4] och [£.5] ver forvént-
ningsskevheten for parametrarna «, r, respektive o2 kan vi dock konstatera att tekniken med jackknife
inte ger nagon minskning av forvintningsskevheten. Det kan vi konstatera eftersom graferna som re-
presenterar parametrar som modifierats med hjélp av tekniken med jackknife inte har ett utseende som
ar mer likt en rat linje med lutning +1 jamfért med de grafer som representerar orginalparametrarna.
Tekniken med jackknife anvéindes i den hér studien framforallt pa grund av dess simplicitet. Det finns
flera andra metoder som kan anvindas for att bli av med forvéantningsskevheten men da uppstar istéllet
problemet att de baseras pa simulationer och blir pa s& sitt mycket mer berdkningstunga [36].

Studerar vi aterigen figur syns det tydligt att parametern o2 inte har nagon forvintningsskevhet,
medan det i figur [£:3] och figur [£:4] r tydligt att férvintningsskevheten for v och r &r hog. Att for-
vantningsskevheten i dessa fall blir hog beror pa att ett litet antal observationer anvands. I Appendix
aterfinns motsvarande grafer nér antalet observationer okats till n = 5041. Det visar sig att for-
vantningsskevheten for parametern r férsvinner nér antalet observationer 6kar. For att bli av med
forvantningsskevheten skulle dirfér en 16sning vara att anvinda dataserier av korttidsréntor med fler
observationer dn de som anvénts i studien.

Forvantningsskevheten minskar dven for parametern «, men som vi kan se tendenser av redan i fi-
gur blir férvantningsskevheten hog d& « antar virden mellan -1 och 1. Vid parameterskattning
med andra metoder finns en forklaring till beteendet. I de metoderna &r det ndmligen mojligt att ta
fram ett uttryck for att approximera férvintningsskevheten pa de givna parametrarna. Nir o ndrmar
sig noll uppstar en singularitet i uttrycket for approximationen, vilket gor approximationen betydligt
sdmre. Darmed oOkar forvantningsskevheten for smé virden pa «. For skattningar med metoder som
minstakvadratmetoden och maximum likelihood stdmmer detta resonemang. Det dr dock inte sdkert
att det kan anvindas som forklaring till hog forvintingsskevhet f6r « vid skattning med GMM [36].

5.4 Swaprianta

I figur ser vi den teoretiska swaprdntan som funktion av kontraktets 16ptid. Fran figuren ser vi att
den teoretiska swaprantan konvergerar mot parametern r vid langa loptider, vilket inte &r férvanande
da parametern r &r det virde som riantan konvergerar mot pa lang sikt. Vidare ser vi i figur [1.6D] - [£.6d]
hur den teoretiska nivan pa den rattvisa swaprantan paverkas av variationer av parametrarna a, r och
o?. 1 figur syns den teoretiska swaprédntan som funktion av a. Figuren visar att for tillrackligt
stora a 6kar den teoretiska swapréntan kraftigt, vilket &r ovintat eftersom hoga virden pa parametern
« enbart innebér en snabbare konvergens mot den langsiktiga snittréantan. Ett hogre varde pa o borde
saledes inte ha négon avsevérd effekt pa den réttvisa swaprantan. Varfor swaprantan far effekten av
hoga viarden pa « studeras inte vidare. I figur ser vi den teoretiska swaprdntan som funktion av
r. Swapréntan okar linjart med r vilket dr vintat eftersom en hogre medelrénta dven borde innebéra
en hogre swaprinta. Slutligen ser vi att den teoretiska swaprintan minskar nir o2 kar. Vidare visar
jamforelsen av de teoretiska och verkliga swapréntorna att de teoretiska swaprdntorna har en negativ
trend och de verkliga swapriantorna har en positiv trend. Anledningen till den negativa trenden hos de
teoretiska swaprantorna ar att r = —0, 0195, vilket innebér att korttidsrantan pa lang sikt konvergerar
mot en negativ ranta. Troligen har SEB en annan bild av den langsiktiga réntan och saledes darfor en
positiv trend for swapréntor med langre 16ptid.

6 Slutsats

Syftet med rapporten var att undersdoka om Vasiceks modell med parametrar skattade med GMM &r
lamplig for att modellera avkastningen pa den svenska statsobligationsmarknaden. Det programsprak
som anvandes for att implementera modeller och utféra berdkningar var MATLAB.
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For att kunna utféra undersokningen borjade vi med att ta fram historisk korttidsranta pa statsskuld-
véixlar och STIBOR. Dataserierna som anvéndes hade ett, fem och 20 ars 16ptid med dagliga, veckovisa,
respektive manadsvisa observationer. Genom att utféra y2-test, berdkna p-virden och ta fram standar-
davvikelser for de skattade parametrarna kunde vi undersoka vilka dataserier med korttidsréantor som
var mest lampliga att anvinda for vidare berdkningar i studien. Vi kan konstatera att dataserierna 6ver
statsskuldvixlar och STIBOR med fem ars historiska korttidsrantor dr de som skulle kunna ge bast
resultat, eftersom standardavvikelserna for alla tre parametrar var relativt smé och att skattningarna
for de tva olika dataserierna var nagorlunda Gverensstammande. Dessutom kunde ingen av skattning-
arna pa fem ars historisk korttidsrinta forkastas med y2-testet, vilket talar for anvindbarheten av
dessa dataserier. Skattningarna pa ett ars historisk korttidsrénta uppvisade dock extrema véirden pa
parametern o och skattningarna pa 20 ars korttidsréinta forkastades av y2-testet. Det sammantagna
intrycket ar darfor att det tillvigagangssiatt som anvénts i denna studie for att skatta parametrar ej
ar lampligt for att modellera den svenska statsobligationsmarknaden.

Nér det kommer till avkastningen satte vi in de skattade parametrarna i uttrycket fér avkastningen
fran Vasiceks modell for att sedan jamféra dem med den listade avkastning som fas i verkligheten. I
dagslaget ger statsobligationer med en 16ptid langre dn fem ar en positiv avkastning och avkastningen
okar ju langre obligationens l6ptid ar. Ett sddant beteende uppnaddes inte da vi berdknade den teore-
tiska avkastningen efter att ha kalibrerat Vasiceks modell med parametrar skattade med GMM. Vara
resultat visade istédllet pa en avkastning som var stédndigt negativ, oavsett vilken 16ptid obligationen
hade. Dessutom blev avkastningen ldgre med ckad 16ptid. Ett sddant resultat dr varken rimligt eller
overensstdimmande med verkligheten. Vi kan inte dra nagon definitiv slutsats, men resultatet starker
teorin om att Vasiceks modell med parametrar skattade med GMM inte &r lamplig for att modellera
avkastningen pa den svenska statsobligationsmarknaden.

En anledning till varfor resultaten i studien inte 6verensstdmmer med vad som kan observeras pa den
svenska statsobligationsmarknaden kan vara att parameterskattningarna ar férvintningsskeva. For att
forsoka bli av med forvantningsskevheten anvinde vi tekniken med jackknife. Eftersom forvantnings-
skevheten snarare blev stérre &n mindre efter att ha anvéint oss av den kan vi konstatera att tekniken
med jackknife inte &r lamplig for att bli av med forvintningsskevheten hos parametrarna. Problemet
med férvantningsskevhet bor tas i beaktande, vilket helt har undvikits i flera liknande studier som till
exempel [21], 24, [37]. Trots att vi kommit fram till att Vasiceks modell med parametrar skattade med
GMM inte ar lamplig for modellering av avkastningen pa den svenska statsobligationsmarknaden ar
studien &ndé viktig eftersom den belyser viardet av att undersoka forviantningsskevheten hos paramet-
rarna. Om férvantningsskevheten inte undersoks finns risken att férvantningsskeva resultat fas, vilket
kan ge o6nskade konsekvenser om de appliceras i verkligheten med ovissheten om att de &r forvént-
ningsskeva.

Till sist sag vi att var teoretiska berdkning av den rattvisa swaprantan inte heller 6verensstammer
med listade swaprantor, vilket ar ytterligare ett resultat som pekar pa att de i studien erhallna pa-
rameterskattningarna inte dr lampliga att anviinda for att modellera avkastningen pa den svenska
statsobligationsmarknaden.

Avslutningsvis kan vi konstatera att ett intressant omrade for framtida studier &r att implementera
en annan parameterskattningsmetod, till exempel minsta kvadrat-skattning. Alternativt skulle andra
metoder for att bli av med férvintningsskevheten kunna undersdkas. Det dr ocksa mdjligt att utfora
en liknande studie med en annan korttidsrantemodell &n just Vasiceks modell for att modellera kort-
tidsréntan eller att utfora en liknande studie med fler observationer. Ur ett ekonomiskt perspektiv blir
det ocksa tydligt hur viktigt det ar att analysera dven etablerade modeller da de inte alltid gar att
tillampa pa det aktuella omradet.
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A  Amnesférdjupning

I dmnesférdjupningsavsnittet presenteras och beskrivs finansiella begrepp och modeller som inte ar
nodvéndiga for rapportens huvuddel men som dnda ar relevanta for studien. Har presenteras ockséa en
férdjupning av matematiska metoder som anvénds under studiens gang.

A.1 Finansiell fordjupning

I det finansiella férdjupningsavsnittet presenteras tva typer av réntor, olika rdntemodeller som ibland
anvinds istéllet for Vasiceks modell samt en férdjupning av avkastning och en ekonomisk tolkning av
avkastningskurvans potentiella utseenden.

A.1.1 Olika typer av rédntor

Det finns flera olika typer av rdntor. Nedan forklaras terminsridnta och korttidsrénta.

Terminsrénta

Réntor som kan tecknas idag for att sedan anvindas vid en framtida investering kallas terminsrantor.
Detta scenario kan illustreras med hjélp av ett exempel dér vi antar att vi skapar en portfolj bestaende
av tva olika nollkupongobligationer. For det férsta ska portféljen besté av -1 del av den ena obligationen
med l6sendag T > t, vilket betyder att vi betalar viardet 1 vid tiden T'. Dessutom ska portfoljen besta

av % delar av den andra obligationen som upphor vid tiden T+ 9, vilket betyder att vi far vardet
% vid tiden T'+ ¢. Notera att virdet av den nuvarande portfoljen &r V' (¢) = 0. Utifran detta kan

vi se att en investering vid tiden ¢ &r ekvivalent med en framtida investering i tidsintervallet [T', T + ¢]
med en avkastning Yj(¢,T'). Avkastningen, som ocksd bendmns diskreta terminsrdntan pé intervallet
[T,T + 4] som tecknas vid tiden ¢, ges av
1, B(t,T B(t,T)—B(t, T+
Vo) = LGPy BT BT 1)
O\B(t, T +9) 0B(t, T + )
Har &r den stokastiska variabeln B(t,T) vardet av en nollkupongobligation vid tiden ¢ med lésendag
T >t [3§].

(A1)

Genom att lata 0 < ¢t < T < S, dér alla nollkupongobligationer i marknaden har upphért fore tiden
S, samt lata § gd mot noll i ekvation , fas den momentana terminsréntan F'(¢,T) som definieras
enligt

1 0B, T)  0mB(t,T)
B(t,T) oT oT

F(t,T) = lim Y3(t,7) = — . (A.2)

Fran ekvation (A.2) far vi ekvationen
T
B(t,T) = exp( - /F(t,v)dv)
t

som anvénds for att berdkna virdet pa en nollkupongobligation som tecknas vid tiden ¢ och har 16sen-
dag T >t [38].

Korttidsranta

Med korttidsrédnta menas den rdnta som pengar kan lanas for med en mycket kort 16ptid. Korttids-
rdntemodeller som till exempel Vasiceks modell anvinder sig av modeller av korttidsrantan for att
generera priser pa réantederivat. Korttidsrdntan x; vid tiden ¢ kan matematiskt uttryckas som

= lim F(t,T
ze = lim F(¢,T),

dér F(t,T) dr den momentana terminsrintan. [39].
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A.1.2 Réantemodeller

Utover Vasiceks modell finns flera andra matematiska modeller som anvénds for att beskriva utveck-
lingen av framtida réntor och for att viardera rantederivat. Nedan f6ljer en kort presentation av nagra
sadana rantemodeller, vissa véldigt lika och andra véldigt olika Vasiceks modell.

Dothans modell
Aret efter Vasiceks modell presenterades, det vill séiga ar 1978, presenterades en modell av Michael
Dothan. I Dothans modell kan korttidsréantan z; bestdmmas med hjélp av den stokastiska differentia-
lekvationen

dz; = axdt + ox, dWy,

ddr @ € R, 0 > 0 och W; dr en Brownsk rorelse [38]. Genom att lata 0 < s < ¢ < T och T vara
16sendagen fas

2

Ty = Ts exp{(a - %)(t— s)+o(W, — WS)}

Notera att korttidsréntan x; i Dothans modell &r lognormalférdelad och darmed alltid positiv. Att
korttidsrdntan endast kan anta positiva virden bedéms ofta vara en bra egenskap men om den ska
appliceras pa marknader med negativa réntor, som i detta fall svenska statsobligationsmarknaden, &r
det en nackdel. Dessutom har modellen egenskapen att den atergar till medelvardet om och endast om
a < 0. [38].

Cox, Ingersoll och Ross modell
Ar 1985 introducerades Cox, Ingersoll och Ross modell, d&ven kallad CIR-modellen av John C. Cox,
Jonathan E. Ingersoll och Stephen A. Ross som en utvidgning av Vasiceks modell [19]. CIR-modell
anviands mycket dn idag. I modellen antas korttidsréantan z; uppfylla den stokastiska differentialekva-
tionen

dzy = a(r — z¢)dt + o/x:dWy, (A.3)

dar a, r och o ar positiva konstanter och W; &r en Brownsk rorelse.

Precis som for Vasiceks modell &r egenskapen att aterga till medelvirdet bevarad. Réntorna dras
saledes tillbaka till en langsiktig genomsnittlig niva 6ver tiden. Det finns dock ocksd négra skillna-
der mellan CIR-modellen och Vasiceks modell. For det forsta finns inte nagon explicit formel for
korttidsréintan x; i CIR-modellen, men diremot ér férdelningen av x; kiind (som mer precist dr en y2-
fordelning). For det andra &r det inte mojligt att med CIR-modellen hantera negativa rantor pa grund
av kvadratroten /z; i ekvation , vilket var anledningen till att Cox, Ingersoll och Ross valde att
inféra kvadratrottermen i sin modell. En rénta péa noll dr ocksé utesluten eftersom det i modellen antas
att 2ar > o2 [38]. Konsekvenserna av detta dr att CIR-modellen inte #r en limplig matematisk mo-
dell att applicera pa den svenska statsoligationsmarknaden pé grund av det rdadande negativ ranteldaget.

Hull och Whites modell
John C. Hull och Alan White presenterade sin férsta Hull- och White-modell ar 1990. Modellen &r en
utvidgning av Vasiceks modell och CIR-modellen. Korttidsrénta x; kan hér beskrivas med hjilp av de
positiva konstanterna o och o, den deterministiska funktionen 6(t) och den Brownska rorelsen Wy [38].
Mer exakt giller att

dzy = a(0(t) — xy)dt + odW;. (A.4)

Den deterministiska funktionen 6(¢) anvinds for att modellen béttre ska kunna anpassas till den riktiga
marknaden [3§].

Diskretiserar vi den stokastiska differentialekvationen (A.4]) givet att 0 < s < t < T, dar T repre-
senterar 16sendagen, far vi
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t ¢
2y = 2557 4 a/é)(u)eo‘(“*t)du + a/eo‘(“*t)qu.

S S

Eftersom korttidsrdntan x; dr normalférdelad fér varje tidpunkt ¢ i Hull och Whites modell leder det
till att dven negativa réntor kan hanteras. En annan likhet med Vasicek modell &r att priser och av-
kastningar gar tillbaka till medelvéirdet over tid [3§].

Black, Derman och Toys modell
Ytterligare en matematisk modell foreslogs ar 1990 och denna géng av Fischer Black, Emanuel Derman
och Bill Toy. Modellen beskrivs av formeln

dlnzy = (6(¢) — a(t) Inzy)dt + o (¢)dW;

o/(t)
o(t)”
tioner av ¢t och W; &r en Brownsk rérelse [30]. Modellen var den forsta som kombinerade egenskapen
angaende atergang till medelviardet med lognormalférdelning. Pa grund av lognormalfordelningen kan
inte rdntorna anta negativa varden vilket utesluter en applicering pa den svenska statsobligationsmark-
naden.

och anvéinds mycket 4n idag. I den stokastiska differentialekvation ar a(t) = — 6 och o ar funk-

I praktiken #r Black, Derman och Toys modell mest anvindbar nér det antas att o(t) &r en kon-
stant. D& blir a(t) lika med noll [30], vilket i sin tur medfér att det inte finns nagon atergang till
medelviardet och modellen reduceras till

dlnay = 6(t)dt + odW;.

Black och Karasinskis modell
Fisher Black och Piotr Karasinski antog ar 1991 att den naturliga logaritmen av korttidsrantan In z;
utvecklas enligt

dlnzy = (6(t) — a(t) Inzy)dt + o (¢t)dW;.

Hér dr 0(t), a(t) och o(t) deterministiska funktioner beroende av tid, vilka kan viljas for att passa den
initiala avkastningskurvan eller en marknads volatilitetskurva [38], och W; &r en Brownsk rorelse. Black
och Karasinskis modell utgor ett sirskilt fall av Hull och Whites modell [40] och &r en generalisering
av Black, Derman och Toys modell, formulerad i kontinuerlig tid [3§].

Eftersom berdkningar pa flera olika finansiella derivat &r baserade pa antagandet att réntorna &ar
lognormalférdelade har samma antagande gjorts nir det kommer till att modellera korttidsrantan med
Black och Karasinskis modell. Vidare d&r modellen fordelaktig eftersom den har en god anpassnings-
formaga till marknaden, vilket har gjort den populir bland anvindarna [38]. Modellen kan dessvérre
av sin natur inte generera negativa rantor och &r dérfor inte ldmplig att applicera pa den svenska
statsobligationsmarknaden.
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A.1.3 Avkastningskurva

Informationen i avkastningskurvan kan anvéndas for att dra slutsatser kring rddande och framtida eko-
nomiska faktorer. I [41] presenteras fem huvudsakliga anvindningsomraden for avkastningskurvan: att
faststalla avkastning pa den resterande skuldmarknaden, ge ledtradar om framtida avkastningsnivaer,
jamfora avkastning for olika 16sendagar, ge information om det relativa vérdet pa olika obligationer
med samma losendag, samt prissdttning av réantederivat. Avkastningskurvan kan anta odndligt manga
former, nagra vanligt forekommande former i relevant litteratur dr: normal, omvénd, platt, brant och
pucklig.

Normal

Avkastningskurvan har vanligtvis en positiv lutning nér den ségs ha normal form. Néar avkastningskur-
van har en positiv lutning innebér det att obligationer med en langre 16sendag har hogre avkastning.
Den positiva lutningen har tva huvudsakliga forklaringar. Den ena &r att marknaden forvintar sig
en okning av den riskneutrala rantan, vilket resulterar i att investerare avstar fran att investera med
forhoppning om att fa en béattre avkastning i framtiden. Investerare som kdper statsobligationer trots
forvantningar om hogre avkastning i framtiden, kompenseras i form av en hogre avkastning pa obliga-
tionerna och saledes &r avkastningen hogre for obligationer med en l6sendag ldngre fram. Den andra
anledningen &r att obligationer med langre tid till 16sendag innebér en hogre risk for inflation och in-
vesterare kraver dérfor en riskpremie i form av hogre avkastning pé obligationer med langre 16ptid [42].

Omvind

Med en omvéand avkastningskurva menas en kurva med negativ lutning, vilket innebér att obligationer
med lang 16ptid har lagre avkastning dn de med kort tid till I6sendag. Det innebéar alltsa att de obliga-
tioner med lang 16ptid kommer fa ldgre och lagre avkastning, vilket kan spegla ekonomisk recession [42].

Platt

En platt avkastningskurva kan uppsta som en f6ljd av férandringar i ekonomin fran en normal eller om-
vand avkastningskurva. Nar ekonomin genomgéar forandringar fran en normal avkastningskurva sjunker
férvintningarna for avkastningen pa obligationerna med lang 16ptid och avkastningen for obligationer
med kort 16ptid 6kar. Detta leder till ett skifte i avkastningskurvans utseende och leder till att den blir
platt. Pa samma sétt gor en fordndring fran en ekonomisk recession att avkastningskurvan genomgar
motsvarande skifte i form av utseende [42]. Detta utseende signalerar osikerhet i rddande ekonomisk
marknad och ekonomiska nedgéngar kan ibland dven forutspas av en platt avkastningskurva [3].

Brant

Nér en avkastningskurva &r brant antas det bero pa en signifikant héjning av rantorna i framtiden eller
en signifikant sdnkning av korttidsrdntorna med kort tid till 16sendag i férhallande till de med lang-
re 16ptid. Detta har ofta varit en indikation p& en ekonomisk uppgéng och kan leda till héjd inflation [3].

Pucklig

En pucklig avkastningskurva uppstar da de obligationer med lang och kort 16ptid ger samma avkastning
men obligationer med medellang 16ptid ger hogre. Detta visar att forvintningarna pa avkastningen med
lang tid till 16sendag ar betydligt lagre &n de med medellang tid. Detta kan ibland uppsté som foljd
av skeva forvantningar pa framtida avkastning. En annan vanlig forklaring till att avkastningskurvan
far ett puckligt utseende ligger i teorin om den foredragna miljérﬂ [44).

12En teori om att investerare bara #r intresserade av att kdpa obligationer med kort tid till l16sendag och egentligen bara
ar intresserade av att investera pa ldngre sikt om det ges en sérskilt riskpremie for detta [43].
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A.2 Matematisk fordjupning

For att fa en béattre forstaelse for forvintningsskevhet, Newtons metod, momenten som anvénds vid
skattningar med GMM, hur skattningar av parametrar pa genererade dataserier gors samt autokorre-
lationsfunktionen, presenteras har en utforlig férklaring av de ovan ndmnda matematiska metoderna
och begreppen.

A.2.1 Forviantningsskevhet
Matematiskt definieras forvintningsskevhet hos en parameterskattning enligt definition

Definition A.1. En skattad parameter 0 r forvintningsskev om E[0] # 0. Om E[0] = 0 finns ingen
forvintningsskevhet hos den skattade parametern [28].

A.2.2 Newtons metod

Newtons metod anvinds for att approximera en funktions nollstéllen, vilket gérs genom att successivt
hitta béttre approximationer for rétterna till en reellvird funktion, ofta x : f(x) = 0.

For funktioner av en variabel implementeras metoden pa féljande vis. Vi borjar med att vélja ett
startvirde g, det vill siga en initial uppskattning av funktionens rot. Déarefter approximeras funktio-
nen med dess tangent i punkten (zo, f(20)) och skirningspunkten av tangenten och z-axeln beriknas.
Skdrningspunktens x-virde &r nu typiskt en béttre uppskattning av funktionens rot &n den initiala
gissningen xg. Metoden itereras sedan for att fa ett virde = som &r tillriackligt néra den verkliga roten.

Antag att f : [a,b] — R &r en deriverbar funktion. D& kan formeln for konvergens av roten enkelt
hérledas. Antag att vi har en nuvarande approximation x,,, n € IN. D& kan vi hérleda formeln f6r en
béttre approximation x,+1 genom att forst berikna tangenten till kurvan y = f(z) i punkten z = z,,
som

y=f"(@n)(@ —n) + f(n)- (A.5)

Skirningspunkten for tangenten och z-axeln &r det virde pa z sadant att y = 0. Darfor sitter viy = 0
i ekvation (A.5)) och loser dérefter ut x,,41, vilket resulterar i

f(zn) (A.6)

Tn1 = Tp — fl(!E )
n

Nér n — oo konvergerar ekvation (A.6) mot den verkliga roten [45].

A.2.3 Moment

Det n:te momentet av en reell, kontinuerlig funktion f(x) av en reell variabel kring ett virde ¢ definieras
som
(o)
o= [ (o= "),

—00

Forsta ordningens moment representeras av en funktions vintevirde, vilket betecknas som p = E[X].

Andra ordningens moment #r variansen av funktionen, vilket ofta betecknas med o2 och uttrycks som
o = B[(X — p)?].

Tredje ordningens moment dr funktionens skevhet, ofta betecknad med ~ och definierad som v =
E[(X — u)3]. Skevheten #r ett métt pA asymmetrin hos en sannolikhetsférdelning av en reellvird
slumpvariabel kring dess medelvirde. En fordelning som &r skev at vénster det vill siga att fordel-
ningsfunktionens svans ar langre till vinster, har negativ skevhet medan en fordelning som &r skev at
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hoger har positiv skevhet.

Fjarde ordningens moment &r funktionens kurtosis, vilken betecknas olika beroende pa litteratur men
ett vanligt notationsval dr k = E[(X — u)?]. Kurtosisen hos en sannolikhetsfordelning #r ett métt pa
hur sannolika de extrema utfallen &r. En férdelning med langa svansar har en hég kurtosis, medan
fordelningar med firre extrema utfall har en ldgre kurtosis [46].

A.2.4 Skattning av parametrar pa genererade dataserier

For att testa hur vil de skattade parametrarna overensstimmer med de verkliga parametrarna har
ett antal skattningar pa genererade dataserier gjorts. For att forstd hur dataserierna har genererats
studerar vi den stokastiska differentialekvationen i Vasiceks modell:

dz; = a(r — z)dt + odW;.

Denna stokastiska differentialekvation kan approximeras med foljande diskretisering
i1 — 2 = ar — xy) At + a\/E(WtH - W), (A7)
dér W; &ar en Brownsk rorelse. Eftersom den Brownska rorelsen &r fordelad enligt
Wy — Wiy ~ N(0,1)

kan en dataserie med parametrarna a, r och 0% genereras med hjilp av ekvation (A.7) och en slump-
talsgenerator [47]. Genom att lata x1 = 0 genererar vi alltsd dataserien med hjélp av

T = ¢ + a(r — x) At + oVAIN(0,1),

dar N(0,1) motsvarar oberoende identiskt fordelade genererade slumptal fran standardnormalfordel-
ningen.

A.2.5 Autokorrelation
Om X #r en tidsserie dir X = (X;,t € IN), ges medelviirdet X,, av X av

1 n
X, = 23"x
n n Z ts
t=1
dér n ar antalet virden i tidsserien. Dataseriens autokovariansfunktion 4 definieras enligt

n—h
30 = T3 (X~ X) (X, - X),

t=1

dar tidsskillnaden h =0, ...,n — 1. Vidare ges autokorrelationsfunktionen p [48] av

o =2

4(0)
Autokorrelationsfunktionen anvinds for att undersoka om datapunkterna, i vart fall korttidsrantorna,
i tidserierna ar beroende av varandra. For att kunna anta att rdntorna i den aktuella tidsserien &r
oberoende ska 95% av alla virden pé autokorrelationer ligga inom ett intervall centrerat runt hori-

. .. . . 1.96 . .. ..
sontalaxeln som begridnsas av signifikansnivan R Om tva réantor ar helt oberoende av varandra &r

korrelationen lika med noll.

Virdet pa tidsskillnaden h kan bestdmmas utifran 6nskad undersékning av beroende. Om véirdet h ar
ett, undersoks beroendet mellan tva efterfoljande rantor. Om véirdet pa h &r storre undersoks varje
steg upp till h. Till exempel om h = 10, da undersoks férst beroendet mellan tva efterféljande rantor,
sedan réantor med ett tidssteg emellan och sa vidare upp till réntor med nio tidssteg emellan.
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B Utokat resultat och diskussion

I Appendix B presenteras de resultat och diskussioner som gjorts under studiens gang men som inte
faller inom studiens direkta rackvidd. Resultaten och diskussionerna innefattar analys av de historiska
korttidsrdntornas autokorrelation, analys av teoretiska avkastningskurvor fér samtliga dataserier av
korttidsrantor samt utékad analys av férviantningsskevheten hos parameterskattningarna.

B.1 Autokorrelation

I figur[B.1]- [B-4] presenterar vi de delar av autokorrelationsresultatet som inte fick plats i huvuddelen. Vi
har undersokt autokorrelationen for korttidsrantorna i de sju dataserier som anvints. Understkningen
har gjorts for upp till 50 tidsskillnader och resultaten presenteras darfér med en graf med tidsskillnad
pa horisontalaxeln och autokorrelation pa vertikalaxeln.

Genom att studera figur[B-1]- [B-4 kan vi observera att autokorrelationen dr hog i samtliga fall, speciellt
da tidsskillnaden &r liten. Inte i nagon av figurerna haller sig autokorrelationen inom de horisontel-
la linjerna som representerar signifikansnivan, vilket indikerar att de studerade korttidsrdntorna &ar
beroende.

Autokorrelation for SSVX 1M 2017 - 2018 Autokorrelation for SSVX 1M 2013 - 2018

1 1 (S
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1 0 5 1‘0 15 20 25 f;O 3‘5 40 45 50 g o] 5 1‘0 15 20 25 3‘0 3‘5 40 45 50
Tidssteg Tidssteg
(a) Autokorrelation for svenska stadsskuldvixlar (b) Autokorrelation for svenska stadsskuldvixlar
med en manads l6sendag. Observationerna ar dag- med en manads l6sendag. Observationerna ar dag-
liga och stracker sig fran 2017-03-21 till 2018-03- liga och stracker sig fran 2013-03-21 till 2018-03-
21. 21.

Figur B.1: Autokorrelation for svenska statsskuldvéxlar med en méanads losendag for olika tidsspann.
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Autokorrelation for SSVX 1M 1998 - 2018 Autokorrelation fér STIBOR T/N 2017 - 2018
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(a) Autokorrelation for svenska statsskuldvixlar (b) Autokorrelation for STIBOR T/N. Observa-
med en manads l6sendag. Observationerna ar mé- tionerna &r dagliga och stricker sig mellan 2017-
nadsvisa och stricker sig mellan 1998-03-21 till 03-21 till 2018-03-21.
2018-03-21.

Figur B.2: Autokorrelation for svenska statsskuldvéixlar respektive STIBOR f{6r olika tipsspann.

Autokorrelation fér STIBOR T/N 2013 - 2018 Autokorrelation fér STIBOR T/N 1998 - 2018
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(a) Autokorrelation for STIBOR T/N. Observa- (b) Autokorrelation for STIBOR T/N. Observa-
tionerna ar veckovisa och stricker sig fran 2013- tionerna dr manadsvisa och stricker sig fran 1998-
03-21 till 2018-03-21. 03-21 till 2018-03-21.

Figur B.3: Autokorrelation fér STIBOR T/N for olika tidsspann.
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Autokorrelation fér SSVX 1M 2014 - 2015
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Figur B.4: Autokorrelation for statsskuldvixlar med en manads l6sendag, 2014-08-06 - 2015-08-06.

B.2 Avkastning

Utéver de avkastningskurvor for nollkupongobligationer som redovisas i[£.2.2)underséker vi avkastning-
en for resterande dataserier av korttidsrdntor med tillhérande parametrar. I figur B - [B.7] aterfinns
grafer 6ver avkastningen som beréknats fran respektive dataserie av korttidsrantor. Avkastningskurvor
berdknas med hjélp av den metodik som presenteras i avsnitt

I figur[B-5alkan vi observera att nir parametrar skattas fran statsskuldviixlar observerade fran perioden
2017-2018 konvergerar grafen 6ver avkastningen mot negativa virden i likhet med avkastningskurvor-
na som presenteras i[4.2.2] Till skillnad fran utseendet i figur ser vi i figur att grafen over
avkastningen ar divergerande och konkav nér parametrar skattas fran statsskuldvéxlar fran perioden
2014-2015.
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(a) Avkastningskurva framriknad med paramet-
rar skattade fran korttidsrantor SSVX 1M 2017 -

2018.

Figur B.5: Avkastningskurva framridknad med parametrar skattade fran korttidsrantor SSVX 1M for

tva olika tidsspann.

I likhet med figur visar figur en avkastningskurva som dr konkav och divergerar mot negativa

(b) Avkastningskurva framréknad med paramet-
rar skattade fran korttidsréantor SSVX 1M 2014 -
2015.

Métpunkter (Dagar)

oandligheten nér parametrar skattas fran statsskuldvixlar observerade fran perioden 1998-2018.
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Figur B.6: Avkastningskurva framréknad med parametrar skattade fran korttidsrantor SSVX 1M 1998
- 2018.

Figur [B.7a] visar en avkastningskurva som #r konkav, men som pa sikt konvergerar mot en negativ
ridnta di parametrar skattas fran STIBOR observerade fran perioden 2017-2018. I figur [B.7H visas
avkastningen nér parametrar skattas fran STIBOR observerade fran perioden 1998-2018. Vi ser en
konkav kurva dir avkastningen divergerar mot negativa oéndligheten, precis som kurvorna i figur [B-50|
och [BX6] Ur ett ekonomiskt perspektiv skulle en divergerande avkastning innebéra att investeringen
ger oandligt negativ ranta péa sikt, vilket gor det tydligt att tillimpningen stdmmer daligt 6verens med
verkligheten.
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(a) Avkastningskurva framriaknad med parametrar (b) Avkastningskurva framriknad med parametrar
skattade fran korttidsrantor STIBOR T/N 2017 - skattade fran korttidsrdntor STIBOR T /N 1998 -
2018. 2018.

Figur B.7: Avkastningskurva framriknad med parametrar skattade fran korttidsriantor STIBOR T /N
for olika tidsspann.

Eftersom ingen av dataserierna &ver korttidsrdntor som anvénds i studien nagonsin ger en positiv
avkastning pa nollkupongobligationer kan vi konstatera att vi inte kommer att kunna reproducera
avkastningskurvan pé den svenska statsobligationsmarknaden. Anledningen &r att kupongobligationer
beriaknas som summor av nollkupongobligationer och om nollkupongobligationerna ar standigt negativa
kan inte heller kupongobligationerna ge positiv avkastning. Darfér kommer inte nagon ytterligare
berdkning av avkastningen ske for kupongobligationer &n den som &r presenterad i avsnitt
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B.3 Forviantningsskevhet

For att testa hur vdl GMM fungerar for att skatta parametrar till Vasiceks modell genereras ett antal
dataserier av korttidsréintor med varierande virden pa parametrarna o, r och o2 pa det sitt som be-
skrivs i Appendix Vi anvénder oss sedan av GMM for att skatta parametrar fran dataserierna
av korttidsrantor. Vid testerna anvinds At = 1/252 samt At = 1/12, vilket motsvarar dagliga respek-
tive manadsvisa observationer. Vidare anvinds varierande virden pa antalet observationer n och olika
storleksordningar pa parametrarna «, r och 2. Resultaten presenteras i tabell - dér enskilda
viarden pé parametrarna kan utlésas, samt i figur - dar de skattade virdena pa parametrarna
visualiseras som funktion av parametrarnas verkliga virden.

I tabell ar viardet pa parametern r positivt. Att ett positivt r anvinds beror pa att det andra
och fjarde momentvillkoret byter tecken i varje delsumma nér korttidsréantan &r negativ, vilket kan
ge upphov till en singularitet. Darfér underséker vi om skattningarna blir battre fér positiva réantor. I
tabell och ser vi att forvintningsskevheten dr storre nér « antar virden néra noll, vilket ar i
linje med resultaten som presenteras i avsnitt I tabell ser vi att forvintningsskevheten &r lika
stor da positiva korttidsrantor anvands for skattningarna.

Tabell B.1: Skattade parametrar av dataserier som &r fordelade enligt Vasiceks modell med At = 1/252
och varierande antal observationer. Parametern r dr negativ i samtliga dataserier i denna tabell.

« r o? a 7 &2
Dataserie 1 0,03 -0,002 0,00005 7,5 -0,0028  0,000048
At =1/252,n = 252
Dataserie 2 0,3 -0,2 0,005 7,5 -0,027 0,0048
At =1/252,n = 252
Dataserie 3 3 -2 0,5 4,7 -1,8 0,49
At =1/252,n = 252
Dataserie 4 0,03 -0,002 0,00005 24 -0,00098  0,000051
At =1/252,n = 1260
Dataserie 5 0,3 -0,2 0,005 1,1 -0,13 0,005
At =1/252,n = 1260
Dataserie 6 3 -2 0,5 3,8 -2 0,5
At =1/252,n = 1260
Dataserie 7 0,03 -0,002 0,00005 0,3817  0,0079 0,0001
At =1/252,n = 5040
Dataserie 8 0,3 -0,2 0,005 0,44 -0,17 0,0051
At =1/252,n = 5040
Dataserie 9 3 -2 0,5 2.8 -2 0,51
At =1/252,n = 5040
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Tabell B.2: Skattade parametrar av dataserier som &r férdelade enligt Vasiceks modell med At = 1/12
och varierande antal obserationer.

« r o2 a 7 &2
Dataserie 1 0,03 -0,002 0,00005 0,67 -0,0082 0,000049
At =1/12,n = 241 (0,068) (5,6-1076)  (2:10711)
Dataserie 2 0,3 -0,2 0,005 0,093 -0,25 0,0046
At =1/12,n = 241 (0,022) (0,099) (1,6-1077)
Dataserie 3 3 -2 0,5 3,2 -2 0,52
At =1/12,n = 241 (0,27) (0,0025) (0,002)
Dataserie 4 0,03 -0,002 0,00005 0,11 0,0087 0,000047
At =1/12,n = 1201 (0,0023) (0,000038)  (3,4-10~12)
Dataserie 5 0,3 -0,2 0,005 0,3 -0,2 0,0051
At =1/12,n = 1201 (0,0054) (0,00056) (4,1-1078)
Dataserie 6 3 -2 0,5 2.8 -2 0,52
At =1/12,n = 1201 (0,059) (0,00066) (0,00045)
Dataserie 7 0,03 -0,002 0,00005 0,015 -0,017 0,000049
At =1/12,n = 4801 (0,000083)  (0,00055)  (8,9-10713)
Dataserie 8 0,3 -0,2 0,005 0,33 -0,2 0,0053
At =1/12,n = 4801 (0,0016) (0,00012) (1,2-1078)
Dataserie 9 3 -2 0,5 3,1 -2,1 0,5
At =1/12,n = 4801 (0,013) (0,00013) (0,0001)

Tabell B.3: Skattade parametrar av dataserier som &r fordelade enligt Vasiceks modell med At = 1/252
och varierande antal observationer. Parametern r ar positiv i samtliga dataserier i denna tabell.

« r o? & 7 &2
Dataserie 1 0,03 0,002  0,00005 3,7 0,00039 4,7.107°
At =1/252,n = 252 (21) (3,6-1077)  (1,6-10713)
Dataserie 2 0,3 0,2 0,005 3,2 0,045 0,0051
At =1/252,n = 252 (8) (0,00085) (2:1077)
Dataserie 3 3 2 0,5 57 1,5 0,49
At = 1/252,n = 252 (2,9) (0,021) (0,0016)
Dataserie 4 0,03 0,002  0,00005 0,91 -0,0046 0,000048
At =1/252,n = 1260 (0,38)  (0,000011) (3,6-10712)
Dataserie 5 0,3 0,2 0,005 0,53 -0,0025 0,0044
At =1/252,n = 1260 (0,31) (0,0032)  (3,1-107%)
Dataserie 6 3 2 0,5 2,4 1,9 0,51
At =1/252,n = 1260 (0,44) (0,019) (0,00037)
Dataserie 7 0,03 0,002  0,00005 1,1 0,013 0,000051
At = 1/252,n = 5040 (0,1) (2,1-1079) (10712)
Dataserie 8 0,3 0,2 0,005 0,77 0,16 0,005
At = 1/252,n = 5040 (0,063)  (0,00043)  (9,7-107°)
Dataserie 9 3 2 0,5 3,1 2 0,52
At = 1/252,n = 5040 (0,22) (0,0027) (0,00011)
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Figurerna nedan presenteras som ett komplement till figur [£:3] [f.4) och [£.5] Skillnaden &r att resultaten
som presenteras i figur och fas med antal observationer n = 5040 istéllet for n = 252.
Syftet &r att undersdka om skattningarnas férvintningsskevhet blir mindre nér antalet observationer
Okar. I figurerna &r det onskvért att kurvan &r linjdr med lutning +1, eftersom det innebér att de skat-
tade och de verkliga virdena pa parametern stimmer 6verens. Varden som stdmmer Gverens innebar
i sin tur att parametern inte ar féorvantningsskev.

Resultatet vi far nir parametern o varierar mellan -3 och 3 med r = —0.2 och ¢ = 0.005 visas i
figur I figur dr Overensstdmmelsen sdmst nér o &r mellan -0,1 och 0,2 och dérmed ar for-
vantningsskevheten storst i detta omrade. Nir « &dr antingen mindre eller storre blir skattningarna
betydligt béttre. I figur [B-8D| har tekniken med jackknife anvénts och vi ser att skattningen med GMM
for de flesta varden pa « dven héar ar vildigt bra. Det innebér att de skattade virdena pa « liknar de
verkliga, vilket sdklart ar onskvért. Daremot ser vi att nar a antar véirden i intervallet -0,3 till 0,5 &ar
skattningarna inte lika bra, men inte heller daliga. Déarfor kan vi notera att skattningarna 6verlag ar
béttre nér tekniken med jackknife inte anviinds eftersom det da &r fler skattningar som blir mer exakta.
De skattningar som inte blir lika bra nér tekniken med jackknife inte anvénds, det vill sdga nir o antar
varden mellan -0,1 och 0,2, blir dock mer exakta nér tekniken med jackknife anvinds. Fordelen med
jackknife nér « skattas med GMM ér alltsa att de déliga skattningarna blir béttre, medan nackdelen
ar att farre skattningar blir exakta. Saledes kan anvéndningen av jackknife vara lamplig i vissa fall,
medan den i andra fall inte dr lamplig.

5 [} A @ellanveri‘(liga och s‘kaﬂade vérdenfﬁra 2 [} : A s mellan verkliga och skattade varden ﬁiramedjaFkknile
15 1.5
1 1
g 0.5 g 05 P
g g
g of g of
g g
3 3
D55 ? 05
1 1
15 1.5
2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 2 -1.5 =1 -05 0 0.5 1 1.5 2
Verkliga varden Verkliga varden
(a) Overensstdmmelse mellan verkliga och skattade (b) Overensstdmmelse mellan verkliga och skattade
viarden pa parametern «, dir tekniken med jackknife viarden pa parametern «, dér tekniken med jackknife
inte har anvénts. har anvénts.

Figur B.8: Overensstimmelse mellan verkliga och skattade viirden pa parametern a. Pa horisontalaxeln
visas de verkliga vardena och pa vertikalaxeln visas de skattade vardena.

Overensstimmelsen for parametern r nir r antar viirden mellan -3 och 3 samtidigt som a = 0,3 och
02 = 0.005 kan vi se i figur I det givna intervallet &r Gverensstdmmelsen bra bade nér tekniken
med jackknife inte anvéinds och nér den anvinds. Eftersom forvintningsskevheten alltid &r liten och
resultatet alltid blir optimalt finns ingen anledning att anvinda tekniken med jackknife vid skattning
av r.
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] &l mellan verkliga och skattade vérden for r [ £l mellan verkliga och skattade vérden for r med jackknife

Skattade vérden
Skattade varden

. . . . .
0 1 Z 3 -3 -2 -1 0 1 & 3
Verkliga vrden Verkliga virden

(a) Overensstimmelse mellan verkliga och skat- (b) Overensstimmelse mellan verkliga och skat-
tade varden pa parametern r, dir tekniken med tade varden péa parametern r, dir tekniken med
jackknife inte har anvénts. jackknife har anvénts.

Figur B.9: Overensstimmelse mellan verkliga och skattade viirden pa parametern 7. Pa horisontalaxeln
visas de verkliga virdena och pa vertikalaxeln visas de skattade vdrdena.

Niér o2 antar virden mellan 0 och 2, & = 0,3 och r = —0,2 far vi resultatet i figur som re-
presenteras av den bla linjen. Den orange linjen i figur ar rat med lutning +1 och finns med
for att tydliggora var forvintingsskevheten av o2 &r liten respektive stor. I figur kan vi darfor
se att skattningarna nir tekniken med jackknife inte anvinds &verensstimmer exakt nir o2 = 1, ef-
tersom linjerna skéir varandra i den punkten. I intervallet (0, 1) fungerar skattningen relativt bra och
for viirden storre #n ett blir skattningen siimre och séimre ju storre viirdena pa o2 blir, vilket betyder
att forvintningsskevheten Skar nér virdet pa o2 okar. Nar jackknife anvinds pa de skattade virdena
minskar forvantningsskevheten och en rat linje med lutning ett fas som resultat, vilket vi kan se i figur
Vid skattning av o2 ér det dirmed fordelaktigt att anviinda tekniken med jackknife.

A o] mellan verkliga och skattade varden fér e o5 [ il mellan verkliga och skattade virden for 0% med jackknife

1

16 2

14

E 12 é 15

0

04 05

o2/

Verkliga vérden Verkliga vérden

(a) Overensstimmelse mellan verkliga och skatta- (b) Overensstimmelse mellan verkliga och skat-
de vérden pa parametern o2, dér tekniken med tade virden pa parametern o2, diir tekniken med
jackknife inte har anvénts. jackknife har anvénts.

Figur B.10: Overensstimmelse mellan verkliga och skattade viirden pa parametern 2. Pa horisonta-
laxeln visas de verkliga virdena och pa vertikalaxeln visas de skattade vardena.

Om vi jamfor resultaten som fas vid dagliga observationer och med det totala antalet observationer

n = 5041 respektive n = 252 som i avsnitt [L.3] blir generellt sitt forvintningsskevheten mindre nér
antalet observationer okar.
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C Bevis och harledningar

I det hér avsnittet aterfinns bevis och hérledningar till somliga satser och definitioner som anvénds
under studiens gang. Mer precist finns ett bevis av den rattvisa swaprantan, héarledningar av korttids-
rantan for Vasiceks modell, den optimala viktningsmatrisen, uttryck for Jakobimatrisen och priset pa
en obligation, samt definition av It6-isometri och test av 6veridentifierade populationsmomentvillkor.

C.1 Harledning av uttrycket for korttidsrantan for Vasiceks modell

Vi utgar fran den stokastiska differentialekvationen

dz; = a(r — zy)dt + odWs
nér vi hirleder uttrycket for korttidsrantan x; for Vasiceks modell och déarefter utfor vi berdkningen
d(e*z;) = e azedt + e (a(r — xy))dt + oe* dW;
d(e*z;) = e ardt + ce**dW,;

t ar

t
e*xy = wg + — (e — 1) + 0’/ e**dW,
«Q 0

t
zy = x0e (1 —e ) + a/ =W, (C.1)
0

Ekvation (C.1|) representerar nu ett uttryck for korttidsréantan for Vasiceks modell. Integralen i ekva-
tionen ar en Ito-integral.

C.2 Ito-isometri

Lat W : [0,7] x © — R beteckna en Wienerprocess definierad upp till tiden 7" > 0 och 1at X :
[0,T] x © — R vara en stokastisk process anpassad till den filtration som Wienerprocessen genererar.

Da géller att
T 2 T
EK/ XSdWS) :E[/ des}, (C.2)
0 0

dér integralen i vinsterledet dr en Ito-integral [49]. Sambandet i ekvation (C.2)) refereras till som
It6-isometri.

C.3 Harledning av uttryck for den optimala viktningsmatrisen

Vi har anvént oss av samma metod for att ta fram viktningsmatrisen som [19]. Denna viktningsmatris
minimerar GMM-skattningens kovariansmatris och uttrycks som

W, = ((711th(é(l))gt(é(l))T)_1>a (C.3)

t=1
dar
Tip1 — arAt — x4 (1 — aAt)
0) = (Ti41 — arAt — z(1 — aAt))x
Yt (2441 — arAt — x(1 — aAt))? — o2 At
(1 — arAt — z4(1 — aAt))? — o2 At)xy

Lat oss nu beteckna de fyra ekvationerna i g som g1, g2, g3 och g4. Genom att anvinda ekvation (C.3))
och enkel matrismultiplikation kan vi berdkna viktningsmatrisen som
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zz 91 92 935 4] )
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9194
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Z?:l 9193
Z?:l 9293

Z?:l gg

2?21 9394

3

-1

(C.4)

S

=1

2i=1 9194

2%21 9294

thl 9394
n " 9
t=191

Il
7 N
S|

Ekvation (C.4]) har implementerats i MATLAB for att berdkna viktningsmatrisen.

C.4 Harledning av uttryck for Jakobimatrisen

Vi har sett att kovariansmatrisen kan beréknas via uttrycket

~1
1 s .

V= (n[G(o)TWnG(e)D , (C.5)
dér G(6) #r véntevirdet av Jakobimatrisen for g,(6) och W, #r den skattade viktningsmatrisen. Ja-
kobimatrisen definieras som derivatan av g:(f) med avseende pé 6, vilket introducerades i ekvation
(3.13). Med parametervektorn specificerad som § = [a 7 ¢?] kan ekvation (3.13)) skrivas som

[091(0) 0g1(0) 0g1(0)]
Oa or Oo?
5’92(9) 892(9) 892(9)
Oa or Oo?
GO =E , (C.6)
593(9) 393(‘9) 393(9)
oo or Oo?
5’94(9) 894(9) 894(9)
L Oa or Oo? |

dar respektive funktion i vektorn g;(0) ges av f6ljande uttryck:

91(0) = €141 = Tt — arAt — z (1 — a) At,
92(0) = erp120 = (X1 — arAt — 24 (1 — @) At)zy,
93(0) = €1 — 02 At = (w41 — arAt — z,(1 — @) At)? — o2 At,
94(0) = (}41 — °At)zy = (41 — arAt — 24(1 — @) At)? — 0°At)zy.

Berdknar vi samtliga derivator i ekvation (C.6), samt approximerar vintevirdet med provmotsvarig-
heten medelvarde far vi
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I v (r—x) At S alt

t=1

Yoty (r =)z At S axgAt

Detta uttryck for véintevirdet Jakobimatrisen kan nu implementeras och med hjéilp av ekvation (C.5))
kan kovariansmatrisen déarefter berdknas.

C.5 Harledning av priset pa en obligation

Hérledningen av priset pa en obligation for Vasiceks modell kan enligt [29] genomforas pa flera olika
sétt, bland annat via partiella differentialekvationer eller med hjélp av HJM-metodologin. Ytterligare
ett sitt dr att anvinda korttidsrantans fordelning vilket presenteras i [29], vilket ocksé liknar det sétt
vi kommer gora hérledningen pa.

Antag forst att det finns ett underliggande sannolikhetsrum (€2, 7, P), dir € &r ett icke-tomt utfallsrum,
F dr en méngd av héndelser och P &r en sannolikhetsfunktion som tilldelar sannolikheter till héndelser-
na i F. Antag &ven att sannolikhetsrummet har ett standardfilter {F;}. Under det riskneutrala mattet
P kan nu korttidsrdntan x;, precis som tidigare, beskrivas av den stokastiska differentialekvationen

dz; = a(r — z¢)dt + odW;. (C.7)

Har ar «, r och o okiinda parametrar medan W; dr en Brownsk rorelse. Losningen till ekvation (C.7))
kan med hjilp av Ité-isometri, som aterfinns i avsnitt skrivas som

t t
xp =e (xo + / are®du + O’/ ea“qu>. (C.8)
0 0

Om vi berdknar den forsta integralen far vi
t
xp =e (xo +r(e™ —1)+ a/ ea“qu)
0
t
it [ et aw,,
0

dér p; r en deterministisk funktion. Vi ser direkt att
Elzy] = pe = e (xg + r(e* — 1)), (C.9)

eftersom vantevirdet av en Brownsk rorelse ar noll. Dessutom &r x; en normalfordelad stokastisk varia-
n

-1
bel, vilket foljer fran definitionen av en stokastisk integralterm, det vill sdga ‘lilm ST ewi=t (W, o
w|—=0 ;=0

W,,) med (W,

Uiq+t1

¢
— W) ~ N(0,uir1 —u;). Generellt, om § &r deterministisk, giller da att [ §(u)dW,,
0

ar normalfordelad.
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Variansen av korttidsriintan z; betecknas o7 och beriiknas enligt
o? = Var[z,] = E[m?] E[z,)?

2
E[(ut+0 e t)dW> ] E ,utJra e ”qu}

t : )
R Gl
0 0
’ (C.10)
a(u t) dW :l |:( e u—t)qu> :| _ ’u?
0
t 2 )
= E[(U/ ea(ut)qu) :| = E|:<O'e at/ auqu> :| _ {Ité—isometri}
0 0
— g2 2R /t 20t qy | = 2o 20t 620”&7—1 — 52 ﬂ
0 2a 2 ’

Alltsa giller att x; = N (i, 07) med vintevirde y; som i ekvation (C.9)) och varians o7 som i ekvation
(C10).

=1’ +E {2/@0

Fran definition vet vi att priset fér en nollkupongobligation som tecknas vid tiden ¢ och har

16sendag T ges av uttrycket
T
B(t,T) = ]E{exp ( - / xudu>
t

.7-}] . (C.11)
Vi definierar

X(u) =y +r, (C.12)
dér X (u) &r 16sningen till Ornstein—Uhlenbeckekvationeﬂ

AX(t) = —aX(t) + odW,

med X (0) = zp — r. Med hjélp av Itos lemma far nu vi att
X(u) = e~ (X(O) + / Je‘”dWS). (C.13)
0

Eftersom X (u) dr en Gaussisk process med kontinuerliga provvigar giller &ven att fg X(u)du &r
normalférdelad. For att berdkna variansen av denna integral - vilket kommer att vara nédvandigt for
att hitta ett explicit uttryck for priset pa en obligation - berdknar vi férst vintevirdet av X (u) med

hjélp av ekvation (C.13):

E[X (u)] = ]E[e““‘ (X(O) + /Ou Ue"des)} -
1
=e "X(0)+E [ /0 ’ ae“SdWs] =e " X(0), “

dér den sista likheten &r giltig pa grund av att véntevirdet av en Brownsk rorelse &r noll. Vi fortséatter
genom att berdkna vintevirdet av integralen av X (u) som

13En stokastisk process som beskriver hastigheten hos en massiv Brownsk partikel som péverkas av friktion. Processen
ar en stationdr, Gaussisk markovprocess.
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E[/;X(u)du] - E[/Ot (e‘““(X(O) +/Ou aeo‘deS)>du]
= E[/Ot ea“X(O)du} +E[/Ot (/Ou Uea(us)dWS)du]

: . u (C.15)
:/ e" X (0)du + / IE{/ oea(us)dWQ} du
0 0 0
—au u=t
_ € X(O) — X(O) (1 _efat).
- |.—0 o

Vi kan nu berdkna kovariansen av X (u) och X (¢), vilken &ven den behovs for att senare kunna berdkna
variansen av fot X (u)du. Kovariansmatrisen definieras som

Cov[X (u), X(1)] = E[(X (u) — E[X («)])(X(t) — E[X (#)])].

Inséttning av ekvation och ger

Cov[X (u), X (t)]

=FE {(e‘a“ (X(0) + /Ou oe*dWy) — X(O)e_a“) (e_o‘t (X(0) + /0 oe™*dW;) — X(O)e_at)]

-F |:€_O‘(u+t) (X(O) + /0 ' ae‘)‘deS) (X(O) + /0 t UeanWs)

— emalutt) X (0) (X(O) + /0 aedeS) — X(0)e~H (X(o) + /0 UeanWS)

+ e‘a(“+t)X(O)2]

= e_a(u+t)E[X(0)2 + X(0) /Ot oe™*dW, + X(0) /Ou oe**dW; (C.16)
+ /0 oe dW, /O oe**dW, — X(0)*> — X(0) /O e dW, + X(O)ﬂ

u t
:ea(“H)E[JQ/ aeo‘des/ oe"‘des}
0 0

min(u,t) max(u,t)
_ 6a(u+t)02E[/ (e‘”dWS)2 + / eanWs] = {Itos isometri}
0 min(u,t)

s=min(u,t)

min(u,t) e2as
— e—a(u+t)o_2E |:/ 62a5d8:| — e—a(u+t)o_2
0 2a

s=0

— e_a(;ﬁ(em(mm(“’m —1).
(0%

Ekvation li kan nu anvindas for att fa fram ett uttryck for variansen av fot X (u)du pa foljande
satt:
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Va[/ (du] cov{/x du/X }
AL o)

([
/ ()] — E[X(s)])]duds (C.17)
Cov[X (u), X (s)]duds = _0‘("""") g2omin(u,s) _ 1)duds
/o 0 //20&

= 2@3( e 20t 4 4o 4 20t — 3).

For att kunna berdkna priset fér en nollkupongobligation som tecknas vid tiden ¢ med l6sendag T som
ges av ekvation behovs ett uttryck for vintevirdet och variansen av integralen av x,. Darfor
borjar vi med att subtrahera X (u) och z, pa bada sidor i ekvation (C.12)). Integrerar vi och dérfter
tar vintevirdet av bada sidor kommer vi fram till

T T
]E[f/ zudu}:E{f/ (X(u)Jrr)du].
¢ ¢
Om vi sedan anvinder uttrycket i ekvation (C.15) far vi

Ty —T

E [ - /tT xudu} S (1= e~ T=0) _ (T —¢) (C.18)

(07

och med hjilp av ekvation (C.17) fas pa motsvarande vis

Vor |~ [ eaau] = varl [ x(]

o2

2 943

(C.19)
(20(T — t) — 34 4~ T=1) _ g=2a(T=1))

Fran Itos integralrepresentation av z; - det vill siga fran ekvation (C.8)) - 4r det mojligt att notera att
den definierade processen for korttidsrintan dr en Markovprocesd'*l Séledes kan vi skriva om priset

fér en nollkupongobligaiton enligt
T T
B(t,T):]E[exp(—/ xudu) ft] :E[exp(—/ xudu) xt].
t t

Eftersom z, &r en funktion av x; kan vi &ven definiera

B(t, T, z;) = E{exp ( - /tT :Eudu) zt} - E{exp ( - /tT xu(zt)du)}

Nu har vi allt som krévs for att fa ett uttryck for priset av en nollkupongobligation for Vasiceks modell.
Med hjélp av ekvationerna (C.18|) och (C.19)) far vi foljande uttryck for obligationspriset

14F6r bevis, se 1. Karatzas and S. Shreve. Brownian Motion and Stochastic Calculus. Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-
New York, 1988.
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a —a(T— —2a(T—
+ 15207 —1) =3 +4e (T=1) _ g=2a(T t>))
r 1— —a(T—t) 1— —a(T—t)
o] - (Y ()
L « «
o (1—e el . (i(T—t) 0% (1—2e70(T=0) 4 g=2a(T-1)
202 o 202 4o a?
r 2
= exp| — A(t, T)ay + 1A, T) — (T — t) — ;—QA(t, T)
«
o2 o? 9
+ 5z (T =) = - ALT) }
= exp(—A(t, T)x, + D(t,T)),
dar T
A(t,T) = 1€
(0%
och
2 o2 A(t,T)?

D(t,T) = <r - "2) [A(t,T) — (T — t)] —

2« 4o

C.6 Bevis av den rattvisa swaprintan
Bevis. Fran ekvation (3.21)) har vi att

N—-1

N-1
mrrs(0) = > Bl D(t)] — rirs Y E[D(1)].

t=1

Genom att sitta myrg(0) = 0 och utnyttja likheten E[D(¢)] = B(0,t) [31] kan vi uttrycka den rattvisa
swaprantan som

TIRS =

o Bl D)
1 B(0,t)
Slutligen har vi att
E[z,D(t)] = E[(1 + z,)D(t)] — E[D(t)] = E[D(t — 1)] = E[D(t)] = B(0,t — 1) — B(0,1)
och dérmed kan vi skriva om uttrycket fér den rattvisa swaprantan som

NN(B(0,t — 1) — B(0,1))
1 B(0,t)

TIRS =

vilket gor beviset komplett.
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C.7 Test av overidentifierade populationsmomentvillkor

I ett system med fler momentvillkor &n parametrar (¢ > p) finns ingen unik 16sning som uppfyller
m,(0) = 0. Istillet anvinder vi det virdet pad 6 som minimerar den kvardratiska formen @, (6) =
10 (0) Wiy, (0)T, vilket dock inte innebér att samtliga momentvillkor &r lika med noll. Med hjilp av
foljande definition testar vi om momentvillkoren &r tillriickligt néra noll [26].

Definition C.1. Om n dr antalet observationer, 1y, (0) dr momentvillkoren och W,, dr viktningsma-

trisen sd konvergerar
(11, (0)" Wi (6)) (C.20)

i distribution mot Xg_p; dar Xﬁ—p ar en x2-fordelning med q — p frihetsgrader.

Med hjilp av definition kan vi testa om momentvillkoren ir tillréickligt niira noll pa olika signifi-
kansnivier. Om testet ger ett signifikant viirde pa n(1h, (6) Wy, (9)T) i relation till x2_, dr modellen
inte lamplig for de analyserade korttidsréantorna.
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D MATLAB programkod

I Appendix D presenteras programkoden som anvéinds under studiens gang. Samtliga berdkningar och
modellimplementeringar har gjorts i programspraket MATLAB.

D.1 Generaliserade momentmetoden

Skript for att skatta parametrar med hjilp av GMM

x=SSVX5yr; %Inladdning av dataserier , x #r serien

t=length (x);

deltat=1/52; %Delta t, lidngden pa tiden mellan observationer
W=eye (4) ; %lIldentitetsmatris for férsta iteration
thetal =[]; values =][]; %Vektorer som lagrar parametrar och vidrden
fun=@(theta)argminl (theta ,r ,W, deltat); %Skapar momentfunktion med givna x,W,
deltat
par_res = [0 O O0];
for i=1:100 %Testar 1000 startpunkter och s8ker lokalt minimum
startpoint=—2+44«rand (1,3); %Genererar startpunkt mellan —2 och 2
[theta value]=fminsearch (fun,startpoint); %S6ker ndrmsta minimipunkt
thetal=[thetal; theta]; %Sparar vidrdet pd parametrarna fér minimipunkten
values=[values value]; %Sparar vidrdet pad momentfunktionen fdr minimipunkten
end
[val ,index]=min(values); %Valjer det lidgsta av virdena pad momentfunktionen
theta2=thetal (index ,:) ; Vi jer ut parametervirdena for lidgsta vidrdet
par_res=[par_resj;theta2]; Y%Ligger in skattning i en vektor
hight = size(par_res,1); %Storlek pa& matris
condition =2; %Initialt vdrde pa condition
while abs(condition) >0.1 %Skattar parametrar tills de konvergerar
Wl=weightingmatrix (theta2 ,x, deltat); %Genererar viktningsmatris
fun=Q@(theta)argminl (theta ,x,W1,deltat); %Definierar momentfunktion
thetal =[]; values =][]; %Aterstiller de vektorer didr virden sparas
for i=1:100 %Testar 1000 startpunkter , samma som tidigare

startpoint=—2+44xrand (1,3);
[theta value]=fminsearch (fun,startpoint);
thetal=[thetal; theta];
values=[values valuel];
end

[val ,index]=min(values) ;
theta2=thetal (index ,:) ; %Plockar ut parametrar som ger lidgsta virde

par_res=[par_res;theta2] %Ligger in parametrar i matris
hight = size (par res,l); %Antal rader pad vektorn av skattningar
condition:par_reg(hight ;,1)—par_res(hight —1,1); %Kontrollerar skillnad
end
I=covariancematrix (theta2 ,x,W1,deltat); %Tar fram kovariansmatris
Chi2test=[valxt chi2inv (0.95,1) ]; YRiknar fram chi—-2 virde

Funktion for kriteriefunktion

function [Q]=argminl (theta ,x,W, deltat)

Q=momentconditions (theta ,x,deltat).’sWxmomentconditions(theta ,x,deltat);
Raknar ut vidrdet pa kriteriefunktionen

Y%med givna parametrar,dataserie ,

%viktningsmatris och Delta t

end

Funktion fér utrdkning av momentfunktionernas virde

function |[m]=momentconditions(theta ,x,deltat)
t=length (x);a=theta (1) ;r=theta (2) ;s=theta (3);

m=1/t*[sum(x(2:t)—x(1l:t—1)*x(l—axdeltat)—a*rxdeltat)

sum((x(2:t)—x(1:t—-1)*(1—axdeltat)—a*rxdeltat).*xx(1:t—-1))
sum((x(2:t)—x(1:t—-1)*x(1—axdeltat)—a*rxdeltat).”"2—sxdeltat)
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end

sum(((x(2:t)—x(1:t—1)*x(1l—axdeltat)—axrxdeltat)."2—s*xdeltat).xx(1:t—-1))];
knar fram matrisen med momentvillkor

Funktion for utrikning av viktningsmatris

function [W]=weightingmatrix (theta ,x,deltat)
a—theta (l1); r=theta(2);s=theta(3);t=length(x);s1=0;s2=03;s3=0;s4=03;s12=03;s13=03;s14

for

end

=03;s23=03;s24=0;s34=0;

i=1:t-1

sl=s14(x(i+1)—x(i)*x(1—a*xdeltat)—axrxdeltat) ~2;

s2=s2+((x(i+1)—x(i)*(1—axdeltat)—axrxdeltat )*xx(i)) ~2;

s3=s3+((x(i+1)—x(i)*(1l—axk)—ax*rxdeltat)~2—sxdeltat) ~2;

s4=s4 4+ (((x(i4+1)—x(i)*(1l—axdeltat)—a*rxdeltat)~"2—sxdeltat)*x(i)) ~2;

s12=s12+4(x(i+1)—x(i)*(1—axdeltat)—axrxdeltat ) *((x(i+1)—x(i)*x(l—axdeltat)—axrx*
deltat )*xx(i));

$13=s13+(x(i+1)—x(i)*(1—axdeltat)—axrxdeltat) *((x(i+1)—x(i)*x(1—axdeltat)—a*r=*
deltat ) "2—sxdeltat) ;

s14=s14+(x(i+1)—x(i)*(1—axdeltat)—axrxdeltat) *(((x(i+1)-x(i)*(l—axdeltat)—axr
*deltat)~"2—sxdeltat)*xx(i));

$283=s23+((x(i+1)—x(i)*x(1—ax*deltat)—asrxdeltat)*xx(i))*((x(i+1)—x(i)*(1—ax*
deltat )—axrxdeltat)~2—sxdeltat);

s24=s24 4 ((x(i+1)—x(i)*(1l—axdeltat)—a*rxdeltat )*x(i))*(((x(i4+1)—x(i)*(l—a=*
deltat)—axrxdeltat)~2—sxdeltat)*x(i));

$s34=s34+((x(i+1)—x(i)*(1—ax*deltat)—a*rxdeltat) " 2—sxdeltat) *(((x(i+1)—x(i)=*(1—
axdeltat)—axrxdeltat)~2—sxdeltat )*x(i));

knar ut respekive funktion i

%viktningsmatrisen

W=(1/t=*[s1l s12 s13 sl14

s12 s2 s23 s24
s13 s23 s3 s34
s14 s24 s34 s4])~(-1);

%Placeras respektive funktion

Ypa
end

ratt plats i matrisen

Funktion for utrikning av kovariansmatris

function C=covariancematrix (theta ,x,W, deltat)

fi1

for

end

=0; f12=0; f21=0; f22=0; f31=0; f32=0; f33=0; f41=0; f42=0; f43 =0;t=length(x);
a=theta (1) ;r=theta (2) ;s=theta (3);

i=1:t-1
f11=f11+4+(x(i)*deltat —rxdeltat);
fi12=f124(—axdeltat);
f21=f21+4+(+x(i) "2xdeltat —x(i)*r+xdeltat);
f22=f22+(—ax*x(i)xdeltat);
f31=f314(2*%(x(i+1)—x(i)*(1—axdeltat)—axrxdeltat)*(x(i)*xdeltat—rxdeltat));
f32=f32+(2*%(x(i+1)—x(i)*(1l—axdeltat)—axrxdeltat)x(—axdeltat));
f33=f33+(—deltat);
f41=f41 +(2*(x(i+1)—x(i)*(1—axdeltat)—axrxdeltat)*x(x(i)*xdeltat —rxdeltat)*x(i));
fa2=f42 4 (2% (x(i+1)—x(i)*(l—axdeltat)—axrxdeltat)*x(—axdeltat)*x(i));
f43=f43+(—deltatxx(i));

Riknar fram respektive
%funktion i kovariansmatrisen

D=1/t=[f11 f12 0;f21 f22 0;f31 f32 f33;f41 f42 f43]
C=1/t*(D.’«WxD) ~(—1);
%Placerar ut respektive funktion

Tpa

ratt plats i matrisen.

Réaknar sedan ut kovariansmatris
%enligt formeln i rapporten.

end

Skript for att skatta parametrar med GMM néir tekniken med jackknife anvinds

xdata=STIBOR20yr; %Inladdning av dataserier , xdata dr serien
xvec = zeros (5,3);

for

j=1:5

if j — 1
x=xdata;

else
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x=xdata((1+length (xdata) /4*(j—2)) :(length (xdata) /4*%(j—1)));

end

t=length (x);

deltat=1/12; %Delta t, lidngden p& tiden mellan observationer
We=eye (4) %Identitetsmatris fér forsta iteration
thetal =[]; values =[]; theta2=[]; %Vektorer som lagrar parametrar och virden

fun=@(theta)argminl (theta ,x,W, deltat
par_res = [0 0 O0];

) %Skapar momentfunktion med givna r ,W,s

for i=1:100 %Testar 1000 startpunkter och séker lokalt min
startpoint=—244*«rand (1,3); %Genererar startpunkt mellan —2 och 2
[theta value]=fminsearch (fun,startpoint); %Sb6ker nidrmsta minpunkt
thetal=[thetal; theta]; %Sparar vidrdet pa parametrarna f&r minpunkt
values=[values value]; %Sparar vidrdet pad momentfunktionen f&ér minpunkt

end

[val ,index]=min(values) ; Y%Vialjer ldgsta av vidrdena pad momentfunktionen

theta2=thetal (index ,:) ; %Viajer ut parametervirdena fér lidgsta virdet
in skattning i en vektor

par_res=[par_res;theta2]; ZLigger

hight = size(par_res,1); %Storlek p& matris
condition =2; %Initialt vidrde pad condition

while abs(condition) >0.1 %Skattar

Wil=weightingmatrix (theta2 ,x, deltat);

parametrar tills de konvergerar

fun—@(theta)argminl (theta ,x,W1,deltat);
thetal =[]; values =][]; Y%Aterstiller de

%Genererar viktningsmatris

%Definierar momentfunktion
vektorer dadr varden sparas

for i=1:100 %Testar 1000 startpunkter , samma som tidigare

startpoint=—2+44xrand (1,3);

[theta value]=fminsearch (fun,startpoint);

thetal=[thetal; thetal];
values=[values value];
end

[val ,index]=min(values);
theta2=thetal (index ,:) ; %Plockar

ut parametrar som ger lédgsta varde

parametrar i matris

rader pa vektorn av skattningar

1/12xsum(subvec (:,i));

par_res=[par res;theta2] ZLigger in
hight = size (par_res,1); Y%Antal
condition=par _res(hight ,1)—-par_ res(hight -1,1); %Kontrollerar skillnad
end
xvec(j,:) = theta2(end,:);
end
subvec = xvec (2:5,:);
for i = 1:3

thetajack (i) = 4/3xxvec(1l,i) —
end
thetajack

xvec (1,:)

D.2 Avkastning

Funktion som berdknar avkastningen utan kuponger

function y = Yield (alpha,sigma,r,t,x,T) %funktion som tar in parametrar

tao = T—-t;
Youttryck for avkastning med Vasiceks
C = (1/alpha).x(1—exp(—alpha.xtao));

modell

A = r.xtao —r*(l—exp(—alpha.xtao))/alpha —
alpha ~3)+(sigmax(l—exp(—alpha.xtao)))/alpha~3 — sigmaxtao./(2*xalpha~2);

B = exp(—x*C — A);
y =(—1./tao).*xlog(B);
end
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Funktion som berdknar avkastningen med kuponger som eventuellt betalas ut vid tid-

punkter som inte ir jimna heltal

function yieldwcupon = CouponAllT (alpha ,sigma,r,t,R,T,c)

bond =0;
if T > 1
floorT = floor (T); %Spara det nirmasta heltalet mindre &n T (l18sendagen)
else
floorT = 1;
end
if T = floorT && T > 1 %0Om lésendagen T &r ett heltal (stdrre dn 1)

floorT = T—-1; %Sédtt det nidrmasta mindre heltalet till T.
end

Tvec=zeros (1, floorT); %Skapa en vektor som kommer att innehalla de
%tidpunkter da kuponger betalas ut
for i=1:floorT

Tvec(i)= T — floorT + (i—-1);

end
if T<=1
Tvec(l) = T;
end
if T > 1
for i=1:floorT %F6r varje kupongutbetalningstid (exklusive l8sendagen) ...
tao = Tvec(i);

C = ((1/alpha).*(1—exp(—alpha.*xtao)));

A = (r.*xtao —r*x(l—exp(—alpha.xtao))/alpha — .
(sigmax*(1—exp(—2*alpha.xtao)))./(4*alpha. "3) + ..
(sigmax*(1—exp(—alpha.xtao)))/alpha~3 — sigmaxtao. /(2*alpha 2));

B= exp(—R+*C — A);

bond=bond+c.*B; %... berdknar vi obligationspriset med uttrycket

%ovan och multiplicerar med kupongen c. Dessa summeras ihop i

%variabeln bond

end
end
Hir gdér vi samma sak, fast vid 18sendagen T
tao=T};

C = ((1/alpha).*(1—exp(—alpha.*xtao)));

A = (r.*tao —rx(l—exp(—alpha.xtao))/alpha —
(sigma=x(l—exp(—2*alpha.xtao)))./(4*alpha. “3) + ..
(sigmax*(l—exp(—alpha.xtao)))/alpha~3 — sigmaxtao. /(2*alpha"2)),

B= exp(—-RxC — A);

bond=bond + Bx(1+c); % Det slutgiltiga obligationspriset ligger nu sparat

%i variabeln bond

syms f(x) Df(x);
f(x)=0; %Initiering av funktionen som beskriver obligationspriset p& en
%kupongobligation. Eftersom vi ska anvinda Newtons metod och eftersom
%obligationspriset 4r kidnt kommer funktionen att vara pa formen
% f(x) = polynom — bond = 0
Df(x)=0; %Derivatan av funktionen
for i=1l:floorT
f(x) = f(x) + cxx~(Tvec(i));%Hir bygger vi upp funktionen term f&ér term
Df(x) = Df(x) +c*Tvec(i)*x~(Tvec(i)—1); %Detsamma gidller dess derivata
end
%Slutligen ldgger vi till de sista termerna i funktionen resp. derivatan
f(x)=f(x)+(c+1)*x"T — bond;
Df(x)=Df(x) 4+ T*(c+1)*x~(Tvec(floorT));

%Newtons metod, se avsnitt i appendix f6r logiken bakom koden
y=1; %Startgissning
kmax—=10; tol=0.5e—-10; %lterera tills vi nar ett tillriackligt bra virde
for k=1:kmax

h=—vpa(f(y)/Df(y)); %vpa gdr om braktal till decimaltal,

%endast fdér att fA4 en snyggare utskrift

y=y+h;

if abs(h)<tol

break

end

end
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yieldwcupon= —log(y); %Slutligen far vi avkastningen genom att ta den
Z%negativa logaritmen av var slutgissning
end

Kod som ritar upp avkastningskurvan

x=SSVX20yr; alpha=—-0.0554;sigma—=0.00001361;r—=0.036;
c=0.05; %Kupongréinta

T=1l:length (x); %Tid till Idsendag

t=0; %Nuet

yield=CouponAllT (alpha ,sigma,r,t ,x(end) ,T,c);

plot (T, yield) %Rita upp avkastningskurvan

D.3 Ranteswappar

Funktion som berdknar priset pa en obligation

function B = BondPrice(alpha,sigma,r,t,x,T)

tao = T—-t;

%Berikna obligationspriset med uttrycket som hirleds i Appendix

C = (1/alpha).x(1—exp(—alpha.xtao));

A = r.xtao —r*(l—exp(—alpha.xtao))/alpha — (sigmax(l—exp(—2*alpha.xtao)))./(4%*
alpha.~3) + (sigmax(l—exp(—alpha.xtao)))/alpha~3 — sigmaxtao./(2*xalpha~2);

B = exp(—x*C — A);

end

Kod som berdknar swaprantan fran skattade parametrar

alpha=0.236; %Virdet p& parametern alpha

r—-0.0195; %Virdet pad parametern r

sigma=0.0000114; %Virdet pa parametern sigma~2

T=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 30]; %Vektor med ldsendagar
deltat=1/4; %Hur ofta betalningarna sker, 1/4 motsvarar varje kvartal
x=—0.0066; %Dagens ridnta

resultat =[]; % Tom vektor didr resultaten lagras

for i=1:length (T)

ratel =0;
rate2=0;
for n=deltat:deltat:T(i) %Summera Sver samtliga tillfidllen da betalningar
sker
t=n;
ratel = ratel + (BondPrice(alpha,sigma,r,0,x(end),t—-1) —
BondPrice (alpha ,sigma,r,0,x(end) ,t));
rate2 = rate2 + BondPrice(alpha ,sigma,r,0,x(end) ,t);
end

resultat (i)=ratel /rate2; %Dela de tva summorna fér att fa swaprédntan
end

) ’

plot (T, resultat*100);legend (’Teoretisk swaprinta
xlabel (’Lésendag (ar) ) ;

ylabel (’Swaprdanta(%)’);

%Plottar resultaten

,’Location’,’east ’);

D.4 Forvantningsskevhet

Kod som genererar tidsserier med givna parametrar och underséker férvintningsskevhe-
ten hos de skattade parametrarna

Y%avec = [0.03 0.3 3];

avec = linspace(—-0.5,0.5,20) %20 om jackknife

Yorvec = [—0.002 —0.2 —2];

%rvektor = linspace(—3,3,100) %20 om jackknife

%sigvec = [0.00005 0.005 0.5];

%sigvec = linspace (0,2,20) % bara 20 med jackknife , annars 100
for atemp = 1l:length (avec)
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Y%sig = sqrt(sigvec (sigtemp));
a = avec (atemp) ;
Y%r = rvektor (rtemp) ;
r = —0.2;
sig = sqrt (0.005) ;
deltat = 1/252;
t = 0O:deltat:20;
%Val av parametrar samt tid mellan observationer
%och lidngd pad hela perioden
x = zeros (1l,length(t));
rng (1) ;
for i = 1l:length(t)-—1
x(i4+1) = x(i)4a*(r—x(i))*deltat+sig*sqrt(deltat)*randn;
end
x
%Genererar tidsserien
%figure ;
Y%plot (t,x); %axis ([0 0.02 —0.05 0.05])
%Plottar tidsserien
% xvec = zeros (5,3);
%
% for j=1:5
% if j — 1
% x=xdata ;
% else
% x=xdata((1+length (xdata) /4%(j—2)):(length (xdata) /4x(j—1)));
% end
Y%end
deltat=1/252; %Delta t, lidngden pa&d tiden mellan observationer
W=eye (4) %Identitetsmatris for férsta iteration
thetal =[]; values =[]; theta2=[]; %Vektorer som lagrar parametrar och virden
fun—@(theta)argminl (theta ,x,W, deltat); %Skapar momentfunktion med givna r ,W,s
par_res = [0 O O0];
for i=1:100 %Testar 1000 startpunkter och sdker lokalt min
startpoint=—2+4«rand (1,3); %Genererar startpunkt mellan —2 och 2
[theta value]=fminsearch (fun,startpoint); %Séker nirmsta minpunkt
thetal=[thetal; theta]; %Sparar vidrdet pa parametrarna fér minpunkt
values=[values valuel]; %Sparar vidrdet pad momentfunktionen f&6r minpunkt
end
[val ,index]=min(values); %Viljer ldgsta av vidrdena pad momentfunktionen
theta2=thetal (index ,:) ; %Viajer ut parametervirdena fér légsta viardet
par res=[par res;theta2]; Y%Ligger in skattning i en vektor
hight = size(par_res,1); %Storlek p& matris
condition =2; Z%Initialt vdrde pa condition
while abs(condition) >0.05 %Skattar parametrar tills de konvergerar
Wil=weightingmatrix (theta2 ,x,deltat); %Genererar viktningsmatris
fun=@(theta)argminl (theta ,x,Wl,deltat); %Definierar momentfunktion
thetal =[]; values =][]; %Aterstiller de vektorer dir virden sparas
for i=1:100 %Testar 1000 startpunkter , samma som tidigare
startpoint=—2+4xrand (1,3);
[theta value]=fminsearch (fun,startpoint);
thetal=[thetal; theta];
values=[values valuel];
end
[val ,index]=min(values);
theta2=thetal (index ,:) ; %Plockar ut parametrar som ger lidgsta virde
par_res=[par_ res;theta2] YLigger in parametrar i matris
hight = size (par res,1); %Antal rader pad vektorn av skattningar
condition=par_res(hight ,1)—par res(hight -1,1); %Kontrollerar skillnad
end
Yoxvec(j,:) = theta2(end,:)
alpha (atemp) = theta2 (1)
Y%orskatt (rtemp) = theta2 (2)
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Y%osigskatt (sigtemp) = theta2(3);

end

% subvec = xvec (2:5,:)

% for i = 1:3

% thetajack (i) = 4/3%xvec(1l,i) — 1/12xsum(subvec(:,i));
% end

% thetajack

% % xvec(j,:) = thetajack

% %alpha (atemp) = thetajack (1)

% %rskatt (rtemp) = thetajack (2);

% sigskatt (sigtemp) = thetajack (3);
% end

plot (avec, alpha)

title (’Overensstimmelse mellan verkliga och skattade vidrden f&ér \alpha med

jackknife )
xlabel (’Verkliga virden’)
ylabel (’Skattade vidrden’)

% plot (sigvec, sigskatt)

% title (’Overensstimmelse mellan verkliga och skattade virden f&ér \sigma~2 med

jackknife ?)
% xlabel (’Verkliga vidrden’)
% ylabel (’Skattade vérden’)

% plot(rvektor, rskatt)

% title (’Overensstimmelse mellan verkliga och skattade virden for
9

% xlabel (’Verkliga vidrden’)
% ylabel (’Skattade viérden’)

D.5 Autokorrelation

Kod for att berdkna och rita upp autokorrelation

data = STIBOR20yearsdiff;

n=length (data) ;

mx—mean (data) ;

lags = n—1;

gamma—zeros (1,lags+1);

%Laddar in data samt riknar ut nadgra nyckeltal

for h=0:lags

gamma(h+1)=(1/n) *(data(l+h:end)-mx) ’+(data (1:end—h)-—mx) ;
end
Raknar ut autokovarians

acf=gamma/gamma (1) ;
size (acf);
Réaknar ut autokorrelation

count = O0;
for i = 1l:length (acf)
if abs(acf(i)) > 1.96/sqrt(n)
count = count +41;
end
end
count

Raiknar ut antal punkter utanfdr intervallet

xhorizont= [0 300];
yhorizontl= [1.96/sqrt(n) 1.96/sqrt(n)];

yhorizont2 = [-1.96/sqrt(n) —1.96/sqrt(n)];
plot (xhorizont , yhorizontl , >black’)

hold on

plot (xhorizont , yhorizont2, ’black’)

hold on

stem (acf)
%Ritar ut autokorrelation samt konfidensintervall
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E Gloslista

Svenska
Anvandbar

Avkastning

Avkastningskurva
Brant

Brownsk rorelse

De stora talens lag

Diskreta terminsrantan

Diskontering

Eulers metod

Foljdriktig

Forvantningsskevhet

Generaliserade

momentmetoden

Internranta

Engelska
Efficient

Yield

Yield curve
Steep

Brownian motion

The law of large numbers

Simply compounded forward

interest rate

Discount

Euler discretization scheme

Consistent

Bias

Generalized method

of moments

Internal rate of return
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Forklaring

Beskriver hur mycket en tillgangs virde
fordndrats fran en tidigare tidpunkt.

Kurva 6ver avkastningen.

Slumpmissig rorelse som férekommer
hos sma partiklar i en vitska eller gas.

Medelvirdet av ett stort antal
observationer av en slumpvariabel
gar med stor sannolikhet mot
variabelns véintevérde.

En metod for att ta fram vérdet
av en investering vid en viss tidpunkt.

En metod for att approximera
den numeriska 16sningen till en
stokastisk differentialekvation

Ett systematiskt fel som gor virden
mer eller mindre felaktiga.

Metoden som anvénds for parameter-
skattning i projektet. Se

Den rantesats som investeringen
avkastar.



Svenska
Kontinueliga provvagar
Korrekthetsvillkor

Korttidsranta

Kriteriefunktion

Kupongobligation

Losendag

Nollkupongobligation

Nettonuvéarde

Obligation
Omvind

Penningmarknad

Platt

Populationsmomentvillkor

Prov-

Riskneutral

Réanta

Réantederivat

Rattvis

Sannolikhetsrum

Stokastisk variabel

Engelska

Continuous sample paths

Regularity conditions

Short rate

Criterion function

Coupon bond

Time of maturity

Zero-Coupon bond

Net present value

Bond
Inverse

Money market

Flat

Population moment
condition

Sample-

Risk-neutral

Interest rate

Interest rate contracts
Fair

Probability space

Random variable
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Forklaring

Den rénta som pengar kan lanas
for med en mycket kort 16sendag.

Anvénds for uppskattning med GMM.

sep12

Obligation med férbestamd arlig
ranteutbetalning.

Den dag da optionens rattigheter att
kopa och sélja aktier utnyttjas.

Obligation utan rénteutbetalningar.

Det diskonterade vardet av en
investering med nuet som referenstid.

Réantebarande skuldbrev.

Den del av kreditmarknaden som
handlar med krediter med kortare
an ett ars 16ptid.

Villkor som anvénds for skattning

med GMM. Se

Utan héansyn till risk.

Allménna priset for att lana pengar.

Ett begrepp som samlar ihop utfall,
héndelse och sannolikhet.

En variabel som beskriver nagot som
paverkas av slumpen.



Svenska

Teorin om den foredragna
miljon

Terminsranta

Tidsskillnader

Upphor

Viktningsmatris

Atergang till medelviirdet

Engelska

Preferred habitat theory

Forward rate

Lag

Expire

Weighting matrix

Mean reversion
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Forklaring

Forvéantad framtida rédnta grundad

pa den nuvarande nollréntan. Se

Forskjutning som anvénds i exempelvis
berékning av autokorrelation.

Anvinds for skattning med GMM.

e

Egenskap hos tillgangar och aktier
om de atergar till medelvardet.
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