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Forord

Vi vill tacka var handledare Philip Gerlee som har hjélpt oss under hela projektets gang genom
att svara pa fragor, vara nagon att bolla idéer med och ldsa igenom véara rapporter.

Vi vill dven tacka vara examinatorer Ulla Dinger och Maria Roginskaya pé matematiska veten-
skaper som funnits tillgéngliga nér mer generella fragor om kandidatarbetet uppkommit.

Till sist vill vi tacka personalen pa Chalmers Writing Centre som hjilpt oss med rapportstru-
kuren och rapportskrivningen.

Gruppens arbetsgang

Ganska tidigt efter att gruppen last in sig om grunderna i &mnet delades arbetsgruppen in i tva
delar, en del som ville ldsa in sig mer pa utvidgningar av SIR-modellen och en del som ville utveck-
la en individbaserad modell. Jonas och Joakim specialiserade sig i utvidgningar av SIR-modellen
och Isac, Elina och Olle specialiserade sig i individbaserade modeller. Uppdelningen ledde till att
delgrupperna jobbade separat, men méten holls regelbundet med hela gruppen for att diskutera
relationen mellan modellerna och se till att arbetet blev sammanhé&ngande.

Gruppen som fokuserat pa utvidgningar av SIR-modellen borjade med att ldsa om olika determinis-
tiska modeller. Framst var det utvidgningar av SIR-modellen och dess kusiner som underscktes. Ett
spar som undersoktes var effekten av heterogena populationer med olika beteenden, dar det gene-
raliserades att vissa folkgrupper hade kollektivt ett beteende som medférde farre kontakter. Detta
modellerades darfor med olika virden pa interaktionsparametern samt ett antagande att parame-
tern var tidsberoende. Dock var detta inte sérskilt intressant, eftersom effekterna i SIR-ramverket
var smé. Darfor lades fokus dérefter framst pa stokastiska modeller och dess tillimpningar pa
smittspridning modeller.

Gruppen som fokuserat pa den individbaserade modellen arbetade med att programmera nya
funktioner och anpassa redan etablerade funktioner. Detta skedde genom inldsning, bolla idéer
med gruppmedlemmarna och handledaren och att testa sig fram. Koden till ndtverksmodellen har
tagits fram gemensamt av Isac och Elina, och delvis Olle. Ansvaret har pendlat mellan oss Gver
tiden for arbetet och vi har tillsammans statt for nya idéer och problemlésningar. Parameteresti-
mering fran litteratur delades upp sa att alla fick ett par var.

Individuell arbetsgang

Dagbok och tidslogg har férts varje vecka under projektets gang. Nedan beskrivs kort gruppmedlem-
marnas bidrag till arbetets resultat utéver de delar som ar presenterade i tabellen Bidragsrapport
for slutrapport nedan.

Jonas: Det forsta jag gjort efter att vi bestdmde vilka modeller vi ville underséka var fixa si-
muleringen av modellerna i Python. Sedan hur vi ville estimera parametrarna till modellerna. Till
detta skrev jag en algoritm for Approxmiate Bayesian Computation. Jag har &ven skrivit algorit-
merna for berdkningarna av Mean Squared Error.

Nar det kommer till ytterligare litteraturstudier kollade jag i bérjan pa mojligheter till att
implementera reglerteknik i SIR-modellerna, till exempel kan man f6r vaccin anvinda reglerteknik.
Senare kollade jag &ven pa Maximum Likelihood-metoder. Delar som dessa fick lamnas utanfor
rapporten pa grund av omfangsbegrénsningar.

Joakim: Min arbetsgang har framst bestat av litteraturstudier, i borjan ldste man manga oli-
ka artiklar om Brownskrorelse pa en mikroskopisk skala. For att forsoka finna en modelstruktur
som behandlade partiklar/individer med verktyg fran statistisk fysik. Valde dock att Gverge det
sparet och tittade istéllet pa stokastiska processer lite mer i allmédnhet. Efter Philip Gerlee lanka
oss till en artikel om stokastiska processer lade man mycket arbete pa litteraturstudier om sto-
kastiskaprocesser (som drevs framst av personligt intresse, eftersom det var ett nytt omrade inom
matematiken for mig). Vilket inkluderade Brownskrorelse, Itd-analys, martingale processer, Ito-



isometri, byte av “probability measure” for att omvandla Brownskaprocesser. Resultatet av mina
litteraturstudier kan inte helt aterfinnas i rapporten pagrund av det begrédnsade omféanget. Men
frimst i rapporten kan det aterspeglas i teori-sektionerna skrivna av mig och hérledningen av
Kolmogrovekvationen. Efter manga litteraturstudier borjade jag sedan skriva MATLAB-kod for
simulera SDE:n och Markovprocessen. Men dven kod for att studera spridningen och utseendet for
realiseringarna av bada processerna. Detta har resulterat i figurerna for spridning samt det slutliga
figuren déar samtliga modeller jamfors. Intialt kodade jag &ven enklare “simuleringar”/numeriska-
l6sningar till kompartimentaliserade modeller med hetrogena och homogena populationer i Python.

Elina: Under inlésningsfasen av arbetet laste jag mycket om olika sédtt att modellera individ-
baserade modeller. Vi sallade tillsammans ut cellular automat och nétverk som grund. Jag gjorde
egna grundlaggande program fér bada och vi beslutade att nétverk var mest intressant. Initialt ha-
de jag ansvar for gradfordelning och darmed nétverksgeneratorer. Mycket tid lade jag pa att bygga
upp programmet, dels genom litteraturstudier och dels genom att testa sig fram sjalv. Att forso-
ka anvinda mobilitetsdata svarade jag for. I Metoden beskrev jag initweight, updateDisease,
adjustWeight-funktionerna. I Diskussion skrevs stycke om framtida utvecklingar och antaganden
som gjorts i modellen. D& anpassning av modellen till verkligheten skulle goras ansvarade jag for
ABC f6r ndtverksmodellen. Jag tog dven fram en Monte-Carlo-metod for att uppskatta parametrar
men pa grund av platsbrist uteslots den. Jag har gjort de schematiska grafer som finns i rapporten.

Isac: I borjan utav arbetet utredde jag hurvida den individbaserade modellen skulle byggas upp.
Till en borjan kollade jag mycket pa méjligheten att anvinda oss utav en sa kallad cellular-automata
modell. Detta valdes sedermera bort d& modularitet hos grafteorin ansags vara hogre, men ocksa
da vi i gruppen tyckte det 14t intressant att fa in den sociala aspekten i smittspridning. Nar vi i
nétverksgruppen vl bestdmt oss och en grundlidggande modell tagits fram kollade jag mycket pa
att forsoka ta ett existerande socialt nétverk fran forskning. Handledaren Philip skickade en artikel
som innehdll datan for ett socialt ndtverk pa en skola i USA, men tyvéirr var dokumentationen for
datan svartolkad och inte helt applicerbar i modulen networkx som vi valde att anvénda, darav
foll den delen av arbetet bort. I Teorin beskrevs genereringen av nétverk (Albert-Barabasi) samt
de grundliggande strukturera for ett matematiskt nitverk. I Metoden beskrevs initGraph och
dven basmodulen networkx. Under Resultatet arbetade jag med att hitta virden pa parametrarna
hospitalDeathPar, directDeathPar och hospitalPar och tog dven fram grafen med vart bésta resul-
tat. Till foljd av detta skrev jag &ven diskussionen om dataosékerhet. Precis som Elina arbetade
jag lite med Monte-Carlo metoden som togs bort. I slutet av arbetet strukturerade jag dven upp
Appendixet.

Olle: I borjan larde jag mig grunderna inom programmering, da det var en viktigt del for att kun-
na bidra till projektet. Implementering av aldersberoende var nagonting som jag utforskade lange,
men sen valdes detta att laggas ner, da modellen hade blivit for komplicerad, vilket ledde till att
mycket arbete utforts i onddan. I Metoden beskrevs updateCounter, plotStateDistribution-
funktionerna. Parametrarna som beskriver inkubationstiden och hur ldnge man &r smittad ar jag
ansvarig for att ha uppskattat fran litteraturstudie och implementerat i modellen. Jag fokuserade
dven pa de samhiélleliga och etiska aspekterna och den populérvetenskapliga aspekten.



Avsnitt Delavsnitt Skribent
Forord Olle
Populdrvetenskaplig Joakim, Jonas, Olle
presentation
Sammanfattning/ Elina
Abstract
1 Inledning Elina, Isac
2 Teori 2.1 Deterministiska kompartimentaliserade modeller | Joakim
2.2.1 SIR-modell med Markovkedjor i kontinuerlig | Jonas
tid
2.2.2 Dynamik uttryckt i Kolmogorov differentia- | Joakim
lekvationer
2.2.3 Formulering av dvergangstakterna till Markov- | Jonas
kedjemodellen
2.2.4 Stokastisk SIR-modell uttryckt som en It6 drift | Joakim
stokastisk differentialekvation
2.3 Individbaserad néatverksmodell Elina, Isac
2.4 Mean Squared Error Jonas
2.5 Approximate Bayesian Computation Elina, Isac
3 Metod 3.1 Data Elina, Olle
3.1.1 Mobilitetsdata Jonas
3.2 Deterministisk SIR-modell Joakim
3.2.1 SIR med mobilitetsdata Jonas
3.3 Markovkedjemodell Jonas
3.4 SDE SIR-modell Jonas, Joakim
3.5 Néatverksmodell Elina, Isac, Olle
4 Resultat 4.1 STR med mobilitetsdata Jonas
4.2 Anpassning av stokastiska modeller Jonas
4.3 Spridning fér SDE och Markovmodellen Joakim
4.4 Anpassning av natverksmodell Elina, Isac
4.5 Mojligt resultat fran nidtverksmodell Isac

4.6 Kumulativa inldggningar fér SDE, Markov och
néatverksmodellen

Joakim, Elina, Isac

5 Diskussion 5.1 Jamforelse av de framtagna modellerna Elina
5.2 SIR med mobilitetsdata Jonas
5.3 It6 SDE:n och Markovmodellen Joakim
5.4 Natverksmodellen Elina, Isac, Olle
5.5 Avslutning Joakim
5.6 Samhilleliga och etiska aspekter Elina, Olle

Appendix A Nista-generationsmetoden Joakim
B.1 Overgangsmatrisen P Jonas
B.2 Liten o-notation Jonas
B.3 Hérledning av Kolmogrovs framat differentia- | Joakim
lekvationer
B.4 Generatormatrisen Jonas
B.5 Gillespies algoritm Jonas
B.6 Harledning av 7 Jonas
C Figur gradférdelning Elina
D Data Jonas
E Léank till koden Elina
F, Uppskattning av hospitalPar till ndtverksmodel- | Elina
len
G Sannolikheten att pandemin dor tidigt Jonas
H Spridning fé6r Markovprocess modellen Joakim
I Spridning fér It6-SDE modellen Joakim

Referenser

Alla




Popularvetenskaplig presentation

Nar en sjukdom snabbt sprider sig i ett samhélle och smittar manga kallas det en epidemi, men
nér sjukdomen bérjar sprida sig over storre regioner kallas det en pandemi. Pandemier har upp-
kommit i alla tider med exempel som digerdéden, spanska sjukan och i modernare tid Covid-19,
som &r anledningen till att detta arbetet utfordes. Nar manga ménniskor sedan blir smittade, kan
det leda till att atgérder méaste tas, som att exempelvis inféra restriktioner fér invanares rorelse
och interaktion. For att dessa atgérder ska vara si effektiva som mdojligt kravs information om
hur sjukdomen sprids, hur snabbt man blir sjuk och hur linge man &ar sjuk m.m. och ett viktigt
verktyg som man anvént sig av i flera hundratals ar ar att forséka skapa modeller som beskriver
sjukdomens spridning. Med en fungerande modell kan man d& planera sitt nésta steg beroende pa
pandemins fortsatta spridning.

Malet med arbetet var att modellera den pagaende Covid-19-pandemin med olika modeller och
se vilka styrkor/svagheter de olika modellerna har och om vi till slut kan skapa en modell som
korrekt beskriver pandemin fran dess start till idag.

Inom matematisk epidemiologi finns en rik tradition av sa kallade kompartimentaliserade mo-
deller. Dessa modeller togs fram av W. O. Kermack och A. G. McKendrick fran ar 1927 till 1933
och som namnet antyder sa delar dessa typer av modeller in populationen i distinkta tillstand.
Denna modellstruktur dr ganska mangsidig och kan bland annat tillata studier av heterogena po-
pulationer, dock kommer homogen population antas i detta arbete. Dessa kompartmentaliserade
modeller kan vara antingen deterministiska, vilket betyder att det finns ett entydigt resultat eller sa
kan de vara stokastiska, vilket betyder att det finns en slumpmaéssig faktor som skapar ett resultat
med viss varians.

Vi kommer att borja med att gé igenom en enkel determinisk modell, STR-modellen. Denna modell
bygger pa att man delar upp den totala populationen i tre fack susceptible (S), infected (I) och
recovered (R). Efter detta definieras parametrarna for populationen samt f6r hur sjukdomen beter
sig. Detta ar SIR-modellen i dess enklaste form. Man kan dven utéka denna modell med fler tillstand
om man vill ta hénsyn till andra faktorer i smittspridningen. Till exempel kan inkubationsperiod,
tiden mellan att du smittas och visar symptom, ldggas till som ytterligare ett tillstand. Detta &r
fallet for den indvidbaserade modellen, som &r en annan modell som utvecklats.

Sedan kan stokastiska element inforas till modellen eftersom det i verkligheten finns manga slump-
maéssiga moment i smittspridningen. Vi kommer att géra detta pa tva olika sitt. Forst med en
slumpvandring i en sa kallad Markovkedjemodell. Sedan med tillagd Brownsk rorelse for att fa
stokastiska differentialekvationer. Dessa stokastiska modeller &r bra f6r att beskriva tidiga skeden
av pandemiférlopp nér sjukdomen inte dr sarskilt utbredd i samhéllet eller da sma populationer
studeras.

En individbaserad modell har &ven tagits fram didr man simulerar ett samhélle med individer i
ett ndtverk. Namnet nétverksmodell kommer fran att dessa individer &r ansluta till varandra i
olika grad, vilket ska representera relationerna vi har till folk runt om oss, exempelvis traffar du
troligen din familj oftare &n din frisér. Sedan later man individerna tréaffa folk i sitt néatverk Gver
tid och studerar hur en smittad person kommer i kontakt med sitt natverk och hur sjukdomen
sprids vidare.

For att dessa modeller ska kunna beskriva verkligheten behovs viss data for sjukdomen, exem-
pelvis hur lange man &ar sjuk, dédligheten av sjukdomen m.m. Dessa faktorer finns det mycket
aktuell forskning och méanga studier om, s& fér dem kunde vi f& ett ganska palitligt virde pa, men
vissa faktorer &r svarare att sétta ett viarde pa, exempelvis chansen att bli smittad vid kontakt
med en smittad. Genom att variera parameterviarden och jamféra modellen med information om
hur pandemin upptrétt sig hittills, kan man dra slutsatser om vilka virden de olika parametrarna
ska ha. Detta skedde med hjélp av berdkningsmetoden ”Approximate Bayesian Computation”.



Efter en jamforelse av modellerna visade det sig att de hade olika styrkor/svagheter. Den de-
terministiska SIR-modellen anses som mest robust da den alltid ger samma resultat, till skillnad
fran de andra tre modellerna. D& modellerna varierar i komplexitet, tar de olika lang tid att simule-
ra, vilket kan vara intressant om man ska kéra manga simuleringar. SIR-modellen var snabbast da
den ar enklast, foljt av Markovkedjemodellen och modellen med stokastiska differentialekvationer
pa grund av att deras stokastiska element gor att simuleringarna tar langre tid. Natverksmodellen
tar langst tid d& man studerar varje individ och har fler parametrar &n de andra modellerna, vilket
kréver mycket datorkraft. Att ndtverksmodellen har fler parametrar gor dock att man kan gé in pa
mer detalj ndr man férsoker modellera samhillet, men med fler parametrar kommer fler potentiella
felkéllor. Sa modellerna har olika styrkor och svagheter och vilken modell som &r béast beror pa
vilket &ndamal man ska ha modellen till.



Sammanfattning

For att kunna forutspa framtida pandemier och ta vil informerade beslut i en pandemi &r
det viktigt att det finns matematiska modeller som beskriver smittspridningen. Syftet med
projektet &r att ta fram och jamféra modeller som beskriver spridning av Covid-19. I rapporten
presenteras fyra olika modeller; en deterministisk SIR-modell, tva stokastiska SIR-modeller
och en néatverksmodell. De metoder som anvénts till att simulera modellerna beskrivs och
parameterviarden som uppskattats fran litteraturdata och med hjélp av berdkningsmetoder
presenteras. Modellerna jamfors sedan utifrdn olika kriterier och vi beskriver deras for- och
nackdelar. MSE (Mean squared error) anvinds till att uppskatta hur bra precision de olika
modellerna har vid anpassning till antal sjukhusinldggningar i Sverige och nétverksmodellen
kan ge bast anpassning.

Abstract

Mathematical models of disease transmission is important in order to predict future pandemics
and make well-founded decisions during a pandemic. The purpose of the project is to develop
and compare models for the transmission of Covid-19. In the report we present and com-
pare four models; one deterministic SIR-model, two stochastic SIR-models and one network
model. We present the methods used and the parameter values estimated from litterature and
computational methods. The models are compared and their strengths and weaknesses are
presented. Mean square error is used to describe the precision of the models when predicting
the levels of hospitalization in Sweden, and the network model can give the best estimation
for the transmission.
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1 Inledning

Den moderna epidemiologin har sin borjan i 1800-talets England dér ldkaren John Snow kartlade
spridningen av kolera i London genom att studera antalet smittade i forhallande till avstandet till
vattenbrunnar och pa sa sitt kunde begrénsa smittans fortskridande genom att isolera de péaver-
kande brunnarna [1]. Lite mer &n hundra ar senare, ar 1927, publicerade Kermack och McKendrick
en artikel dér den sa kallade SIR-modellen presenterades. Modellen har sedan sin publicering ut-
vecklats ytterligare och haft stor inverkan p& hur smittspridning modelleras [2].

SIR-modellen kommer beskrivas mer detaljerat i Teori-avsnittet, men kortfattat delas befolkningen
i tre tillstand: S suseptible, I infected och R recovered och fléden mellan dessa tillstand beskrivs av
differentialekvationer. Modellen dr en av de mest anvinda modellerna till att beskriva smittsprid-
ning av olika infektionssjukdomar och har &n sa lange en mycket central roll i dagens epidemiologi.
Bland annat anvéinds den i dagslidget for att beskriva spridning av Covid-19 under den nuvarande
pandemin. For att beskriva smittspridningen i Sverige anvander Folkhélsomyndigheten en variant
av Kermack och McKendricks vil beprévade modell som kallas SEIR-modellen. Utéver de tidigare
namnda tillstdnden anvénds tillstdndet E exposed, vilket beskriver de individer som inte &n ut-
vecklat symptom |[3].

I och med den kraftiga teknikutveckling vérlden sett de senaste hundra &aren finns det nu nya
mojligheter att forutspa och forebygga smittspridning i samhéllet. Bland annat har den 6kade
datorkapaciteten lett till att det &r mojligt att utfora mer omfattande berdkningar och simulera
smittspridning pa andra sétt. Sa kallade individbaserade modeller dr en grupp modeller som kraver
storre datorkapacitet, men som samtidigt erbjuder stora mojligheter till att f6lja de verkliga meka-
nismerna som ligger till grund for spridning. Till exempel anvéinde Storbritannien sig bland annat
av en individbaserad modell da beslut togs om olika kontrollatgirder for att minska smittspridning
under bérjan av Covid-19-pandemin [4].

Syftet med projektet dr utveckla och jamfora matematiska modeller for smittspridning och i denna
rapport presenteras och jamfors de modeller vi tagit fram. Vi kommer att redogéra for ytterligare
utvidgningar av SIR-modellen och &ven studera effekten av att inféra stokastiska element i model-
len. Till skillnad fran en deterministisk SIR-modell kan en stokastisk ge olika resultat med samma
variabler. Detta kan vara gynnsamt da man vill studera om det gar att stoppa smittspridningen
fran att bli en pandemi. Den stokastiska utvidgningen kommer goras pa tva satt, for det forsta
kommer en tidskontinuerlig Markovkedja anvindas och for det andra kommer Ito-drift tillampas i
stokastiska differentialekvationer. Forutom dessa modeller kommer vi dven presentera en individ-
baserad nétverksmodell och slutligen jdmfora dessa modeller med varandra. Natverk ar ett sétt
att tillampa individbaserad modellering pa som vi valt att fokusera pa for att det har egenskapen
att man kan hirma faktiska social nétverk, vilka dr grunden till smittspridning.

Mojligheten att kunna forutspé antalet smittade i samhéllet skulle vara till stor nytta for vardgi-
vare for att forutspa till vilken grad sjukhussystemet kommer bli belastat, men det kan dven vara
av intresse for beslutsfattare fér att avgora i vilken takt nedstdngningar och framtida Sppningar
av samhéllet ska ske. Forbattrade mdojligheter att modellera smittspridning skulle &ven kunna un-
derlatta vaccinationsprogram genom att till exempel detektera vilka grupper som l6per storst risk
att bli smittade. Dessutom kan modeller av smittspridning ge viktig indikation till mekanismen
bakom och beskriva vad som driver spridningen.

2 Teori

Det finns manga olika modeller for att beskriva smittspridning och méngden nya publikationer
Okar i takt med den nuvarande pandemin. Vi kommer hér beskriva den teori som ligger bakom de
modeller vi valt att fokusera pa. Vi bérjar med den deterministiska SIR-modellen och fortsitter
sedan till att studera tva satt for hur stokastiska element kan inkorporeras. Dessa modeller antar att
befolkningen &r homogen och alla individer méter alla lika mycket, darfor kommer vi avslutningsvis
presentera hur man kan anvidnda nétverk och grafteori till att modellera smittspridning.



2.1 Deterministiska kompartmentaliserade modeller

En vélbeprovad metod for att beskriva hur sjukdomar sprider sig i en population ar de sa kallade
kompartmentaliserade modellerna. For dessa modeller delas populationen in i olika tillstand utifran
vilken sjukdom som beskrivs. Nedan kommer vi ta upp nagra viktiga deterministiska modeller och
deras egenskaper.

2.1.1 Kermack-McKendrick SIR-modell

Kermack och McKendricks modell som vi ndmnde i inledningen har tre olika klasser; de som kan in-
sjukna S susceptible, de som ér sjuka I infected och de som tidigare insjuknat R removed /recovered,
vilka sedan antas ha en immunitet mot sjukdomen. Dessa klasser utgér darmed diskreta tillstand
for varje individ i populationen. Figur[I]visar hur flédet mellan de olika grupperna sker och bestéams
bland annat av parametrarna 3 och ~.

S - B — I — Y R Figur 1: En illustration av SIR-modellens tre till-
stand samt flodet mellan dem. Forsta parametern (8

ar en interaktionsparameter for smittspridningen och
den sista vy beskriver tillfriskningstakten.

Ett viktigt grundantagande for dessa modeller &r att den totala populationen N, antas vara kon-
stant, N = S(t) + I(t) + R(t) alltsd ar dN/dt = 0. Det dr ett ganska rimligt antagande for en stor
population under ett kort tidsintervall, om sjukdomen har lag fatalitet och att andra faktorer som
ordinarie tillokningar och bortfall fran populationen kan férsummas.

For att kunna modellera hur en individ ror sig mellan dessa tillstand kridvs en modell for interak-
tionen mellan individerna i samhéllet. Fér SIR-modeller och dess utvidgningar antas populationen
beskrivas av en analog situation fran kinetisk gasteori. Fér det tva-dimensionella fallet beskrivs
gaspartiklarna som slumpvandrande cirklar i ett plan. Inom SIR-modellen antar slumpvandrarna
istéllet rollen som enskilda individer vilka krockar med varandra, kollisionerna ar mekanismen som
ger upphov till smittspridningen.

Vidare antas individerna i samhéllet vara homogent fordelade och interaktionerna mellan dem
ar ej reglerade, ddrmed &r sannolikheten att en mottaglig individ mdéter en infekterad individ
P(t) = I(t)/N. Varje interaktion #r oberoende, vilket medfor att individen ror sig enligt en opa-
verkad Brownsk rorelse (mer detaljer foljer i Teori-sektionen om stokastiska modeller) och traffar
ddrmed en infekterad person med sannolikheten P. Varje individ eller gaspartikel har samma
medel-kollisionstakt k; [k] = [tidsenhet ~']. Vid varje interaktion sprids sjukdomen vidare med en
sannolikhet p. Vi definierar sedan en interaktionsparameter 3, som: 5 := pk. Genom att kombinera
sannolikheten att mota en infekterad individ med medeltalet for antalet interaktioner multiplicerat
med sannolikheten att sprida sjukdomen for samtliga mottagliga personer S(t), kan ett uttryck for
overgangstakten fran S till I bildas:

ds I(t)
= =B 8 = =A0)S(). (1)
ey

Vidare, s lange sjukdomen som studeras inte &r kronisk, borde &ven individer tillfriskna i en kéind
takt -, [y] = [tidsenhet ™']. Med detta i atanke kan fordndringshastigheten av antalet individer i
tillstandet I beskrivas av differensen mellan de som insjuknar och och de som tillfrisknar:

I

5 = MOSE) = I(®). (2)
Slutligen utgor tillfriskningstakten utokningen av individer till R tillstandet,
dR
— =~I(t). 3
=11 (3)



Modellernas dynamik beskrivs ddrmed av ett system ickelinjira kopplade ordinéra differentialekva-
tioner (ODE), vilka kan sammanfattas som:

45 — _\(t)S(t)

dt
G =MDS() —~I(t) (4)
B =10)

Denna typ av modellstruktur medfér att det enkelt kan inforas fler tillstind pa bekostnad av
fler differentialekvationer. Det enda som kravs &r ett uttryck for overgangstakten mellan till-
standen. Nagot som forenklar situationen fér SIR-modellen dr att endast S- och [-tillstinden
krévs for att fullstdndigt beskriva systemet. Detta foljer fran antagandet om konstant population,
N=S+I+R& R=N—5—1. Saledes ar den sista differentialekvationen som beskriver dR/dt
onddig ur ett simulationsperspektiv.

Genom en noggrannare analys av SIR-modellens differentialekvationer kan det basala reproduk-
tionstalet %y definieras. Det finns flera vigar att hérleda detta tal. Bland annat kan det géras med
en algebraisk behandling av ekvationerna och att studera kravet for att tillstanden i modellen skall
vara avtagande eller vixande. For mer komplicerade modeller blir darfér en sddan behandling mer
komplicerad.

Flera andra tillvigagangssitt har utforskats i tidigare litteratur |2][5]. Inkdrsporten for intuitionen
fér reproduktionstalet kommer fran att tdnka pa smittspridningen som en férgreningsprocess. Talet
ska beskriva medeltalet av sekundéra infektioner som uppstar fran en infekterad individ. Det kan
uttryckas som en integral

Ko = /OOO b(t)F(7)dr, (5)

dér, b(-), definieras som antalet nya infekterade som en individ producerar i medel under tiden 7.
Den sista termen, F(:), dr en funktion for sannolikheten att en nyligen infekterad individ forblir
smittsam under tiden 7 [5].

2.1.2 Beridkning av %, for SIR-modellen

En annan metod vilken kommer att brukas fér detta arbetet &r nésta-generationsmetoden. Denna
metod bygger pa konstruktionen av matriser som definierar en matrisoperator kiind som nésta-
generationsmatrisen [5]. Se Appendix |A| f6r en beskrivning. Tillstandet med infekterade individer
dr endast I, darmed &r x = I en skalar.

F= B%S(t), V =~I(t), se figur[i]
(6)
_9F_ B _ov_

Steady-state vid det sjukdomsfria tillstandet foér de motagliga individerna ar S; = N, ddrmed blir
operatorn:
G:FV*:Q (7)
Y
Avslutningsvis, det dominerande egenvérdet for G utgor virdet for Zy. Da G &r en skaldr innebér
detta att funktionsbasen {1} utgor en egenfunktion f6r operatorn med egenvirdet %

Av = \v

¢c1="152-2 0 ®)
Y Y

Det basala reproduktionstalet kan anvindas som ett matt for sjukdomens spridningspotential. For
Py > 1 har sjukdomen potential att snabbt sprida sig i populationen. Medan %Z; < 1 leder till
att individer tillfrisknar snabbt, vilket resulterar i att mojligheten for dessa individer att infektera
andra ar lag, sa ldnge v > (. Troskelviardet Zy = 1 ligger darmed i grinsen for att sjukdomen skall
kunna spridas effektivt i samhéllet [2].



2.2 Stokastiska SIR-modeller

Forutom deterministiska modeller kan &ven stokastiska versioner av SIR-modeller implementeras.
Syftet med att infora dessa dr framfor allt att understka hur méanga realiseringar som har ett
pandemiutfall. Eftersom smittspridingen dels leds av stokastiska processer kan antalet infekterade
ga mot noll i ett tidigt stadie. Generellt ar stokastiska modeller lampliga att anvinda nér antalet
smittade ar lagt, eller da populationen ar liten. For dessa situationer kommer effekten av slum-
pen att vara mer framtrddande. Modellerna kommer baseras pa Markovkedjor i kontinuerlig tid
och sa kallade Ito stokastiska differentialekvationer. Med hjdlp av sannolikheterna fér smitta och
aterhdmtning kan en stokastisk modell skapas.

2.2.1 SIR-modell med Markovkedjor i kontinuerlig tid

Den forsta stokastiska modellen som vi kommer att beskriva dr en modell baserad pa Markovkedjor i
kontinuerlig tid tillsammans med ett diskret tillstandsrum for S(¢), I(¢) och R(t) fran SIR-modellen.
Markovkedjor dr ett sétt att simulera slumpvandring, for en kort sammanfattning, se Appendix
[B]1. Forst en definition av Markovkedjor i kontinuerlig tid.

Definition 1 En stokastisk process, bestdende av en sekvens tidsberoende slumpuvariabler {X (t)}1>0,
med diskreta tillstandsrum S, dr en Markovkedja i kontinuerlig tid om

P(Xtyqa = 214l Xa = 24, Xo = 24) = P(Xt g = 14| Xq = 74q) 9)
ar uppfyllt, dirt,d >0 och 0 <u < d [6].

Detta innebér att tva tillstand x4, ,, vid tiderna u < d ej kan férutsiga framtida dynamik béttre &n
endast tillstandet x4. Processer som uppfyller definition 1, innehar Markovegenskapen, vilket &r att
processen glommer vilken vig den tog till det nuvarande tillstandet. Dessa tillstandsférflyttningar ar
saledes oberoende stokastiska processer. For Markovkedjorna spelar alltsa vigen till det nuvarande
tillstandet inte nagon roll, utan endast det tidigare tillstandsvéirdet. Tillstandsrummen f6r S(t), I(t)
och R(t) definieras enligt

S(t),I(t),R(t) € {0,1,...,N}, te€][0,tmax] (10)

dar t;e, € R ar nadgon godtycklig maximal tidpunkt for simuleringen. Lat nu s och i beteckna de
nuvarande virdena for S(¢) och I(t). D4 blir 6vergdngssannolikheterna for en liten tidsforskjutning,
At > 0,

Bis At + o(At), (k,j) = (~1,+1)
‘ o _ JviAt+o(At), (k,7) = (0,-1)
Ploaseenitn B0 =91 gie iy At o(At), (k) = (0,0) )
o(At), annars

vilka kan jamforas med SIR-modellen |7]. Istéllet f6r differentialer har vi At-termer. For en sam-
manfattning av vad o(f(z)) notationen innebir, se Appendix [B]2. Det viktiga att ligga mirke
till héar &r fallen (k,j) = (—1,+1) samt (k,j) = (0,—1) vilka motsvarar sannolikheten for smitta
respektive aterhdmtning. Dessa medfor att (s,i) = (n,0),n € N, ar ett absorberande tillstand. Ett
absorberande tillstand ar ett tillstand fran vilket ytterligare forandring ar omdjlig. I vart fall ar
detta noll smittade. Det krévs smittade for att sjukdomen skall kunna fortsétta spridas.

2.2.2 Dynamik uttryckt i Kolmogorov differentialekvationer

Antag forst att begynnelsetillstandet dr a = (s, 4) och det nya tillstandet &r b = (s+k,i+j). Sedan,
givet uttryck for évergangsannolikheter kan en differentialekvation for sannolikhetsfordelningarna
for varje overgang P, = Pp, uttryckas generellt med en framat-formulering av Kolmogrovs
differentialekvationer |7]
dPy
“dt = Z(Pk(t)Qk—w) — Ga—aPalt). (12)

k#a



Dér ¢;—; termerna &r Overgangstakterna, for detta fall star de uttryckta i ekvation . Varje
term i summan korresponderar mot en form av évergang S — I, I — R under ett tidsintervall
At. Den sista termen utanfor summan motsvarar sannolikheten for tillstandet att forbli oférénd-
rat. I Appendix [B]3, dr en hérledning av den specifika Kolmogrovekvationen for detta fall givet
overgangssannolikheterna i ekvation presenterad.

Resultatet kan sammanfattas som,

dPqs,iy

2 Plass im0 5+ 106~ 1+ Pl (9 1) = Pl 0| i+ (13

N

Denna ekvationen beskriver tidsutvecklingen av fordndringen av sannolikheterna for tillstandso-
vergangarna S — I och I — R. Att formulera analytiska losningar for en siddan ekvation &r inte
trivialt och kréver ddrmed i detta arbete en numerisk hantering for att simulera pandemiférloppet.

Kolmogrovekvationen kan dven uttryckas med matriskalylmetoder. Nedan f6ljer formuleringen for
Kolmogrov framat differentialekvationen

dpP
() =P (14)

Matrisen @ ar den si kallade infinitesimala generatormatrisen och P &r en matris vars element
utgdrs av Overgangsannolikheter. Dimensionerna fér matriserna ) och P beror pa antalet mdojliga
kombinationer av tillstdnd som kan uppnés [7]. Nagra exempel pa tillstand som kan uppnés &r
(s,i) € {(N,0),(N — 1,1),...,}. SIR-modellstrukturen patvingar nagra krav pa vilka tillstand
som kan existera. Mer specifikt antagandet om en konstant population. Detta innebir exempelvis
att tillstdnd som (N, N) inte kan uppnés da det totala antalet individer som krévs Overstiger
populationens storlek.

2.2.3 Formulering av 6vergangstakterna till Markovkedjemodellen

For att simulera kravs takten for forflyttning fran ett tillstind till ett annat. Darmed kravs en
definition av 6vergangstakten definierad av vergangssannolikheterna.

Definition 2 Antag att P(t) dr deriverbar, dd ar Q = P’(0), dir Q dr den infinitesimala gene-
ratormatrisen. Elementen i denna matris Q dr dd évergdngstakterna [0)].

Fér mer information om @ se Appendix [Bl4. Borjar med att rikna ut P’(At)

Big + g (o(A1),  (k,j) = (=1,+1)

C o it ), (ki) = (0,-1)
PAD=004 4 0an), (k)= (0.0 (13)
4 (o(Ab)), annars.

Vad ér da 4 (o(At)) nir At — 07?7 Om f(At) = o (f(At)) da &r ima; o+ % = 0 per definition,
se Appendix [B]2. Dessutom géller foljande relationer
daf (A
d( o FODN L SR (A
dt \at—o+ At

— = I =0 16
Atl—I}%ﬁ 1A¢-1 Atl—I>I(1)+ dAt (16)

dér den forsta likheten kommer fran L’Hopitals regel och sista likheten kommer fran definitionen
ovan. Vi forutsétter da att f uppfyller férutsdttningarna for att kunna anvinda L’Hopitals regel.
Ifall derivatan existerar &r den alltsa lika med noll. Detta medf6r att

62.%’ (ka.]) = (_1’+1)
Vi, (k7,7) - (07*1)
0, (k7]) = (070)

0, annars.

P0) = Qs,i)— (s k,itj) (AL) = (17)



I 6vergangstakterna sa forsvinner beroendet pa At.

Nu tillbaka till syftet med att inféra denna modell, vilket dr att underscka om det dr mojligt
att stoppa sjukdomen fran att bli till en pandemi. Fér denna analys finns det teori att tillgd men
vi kommer helt enkelt bara att simulera for olika parametervirden. Speciellt for olika antal smittade
vid tid noll, Iy.

2.2.4 Stokastisk SIR-modell uttryckt som en stokastisk differentialekvation

Ett annat sétt att implementera en stokastisk SIR-modell &r att anvinda stokastiska differen-
tialekvationer vilka baseras pa Itoprocesser. Istéllet for diskreta tillstdndsrum och kontinuerlig
tid kommer dessa anvinda bade kontinuerliga tillstandsrum och tidsteg. Dock krévs en tids-
diskretisering for simulationen, av samma skil som for Runge-Kuttametoden.

Vi borjar med en beskrivning av ItOprocesser. Stokastiska differentialekvationer (SDE) basera-
de pa Itoprocesser X kan generellt uttryckas med en driftterm pu(X,t) samt en variansmatris G
och en Weinerprocess term W:

Weinerprocesser har flera bra egenskaper som exempelvis kvadratisk varians. Fér en SIR-modell
blir slumpvariabelvektorn X (t) = [S(¢), I(¢)] T. Fér att anléinda i en stokastisk differentialekvation
utgar vi fran Markovprocess-modellen. Generellt kan en Markovprocess approximativt beskrivas
av en Fokker-Planck-ekvation [8]. Fokker-Planck-ekvationen &r en kontinuitetsekvation,

dp

i V-J=0 (p~ rumstithet, J ~ stromtéthet), (19)

vilket beskriver rums- och tidsvariationer for fléden av en bevarad storhet. For stokastiska proces-
ser innebédr detta att totala sannolikheten &r bevarad.

En Fokker-Planck-ekvation som beskriver tidsutvecklingen av sannolikhetsférdelningen P for n-

tillstandsvariabler, © = [z1, 22, ...,7,] ", kan uttryckas som |9
opP "9 1™ 92
) =2 o Pl + 335 5 (Pl (20)

Termerna z; definieras av vérden for antalet individer i ett tillstand x; for en viss tidpunkt nor-
maliserad mot totala populationen N, x; = x;(t)/N. Termerna i Fokker-planck-ekvationen svarar
mot drift och varianstermerna i It6-SDE:n:
n
p=ar(@) =Y (Tir(x) — Tj (),
j=1

1

" (21)
Ge = bjn(x) =+ |~ Tin(@) — Thj(@) + )i > (Ti(x) — Tyy)
=1

I ekvationerna for drift- och varianstermerna sa motsvarar 7;; sannolikheterna for att en till-
standsdndring sker och ¢, &r Kroneckerdeltatensorn. Fér stora populationer kommer stegen som
Markovprocessen tar bli smé och saledes medfora att Fokker-Planck-ekvationen beskriver popu-
lationsutvecklingen béattre. Sedan genom att anvinda verktyg fran Ité-analysen kan en sa kallad
Langevinekvation eller Ito-drift ekvation hérledas fran Fokker-planck-ekvationen, da det finns en
korrespondens mellan stegen i Markovprocessen och Wienerprocessen W [9],

dX = a(x)dt + b(x)dW (t). (22)
Brustermerna motsvarar Wienerprocesser, vilka for sméa tidssteg &r (V[/t(_{_)1 - Wt(j )) ~ N(0,VAL).
Mer konkret for detta arbete utgérs det kontinuerliga tillstandsrummet av S(t), I(t) och R(t).
S(), 1(t), R(t) € [0, N].



Dock krévs dven har endast tva tillstand for att beskriva systemet eftersom R = N — S — I.
Ito-drift-ekvationerna som kommer anvandas for detta arbete ar

BSHI(t) pSHI(t)
N

dS(t) = === dt - AWy (1) (23)

ﬂ@z(mﬁ%ﬂ—ﬂ@)ﬁ+ @¥¥@mmm—wﬂma%@ (24)

dér dW7 och dW5 beskriver den infinitesimala differensen for tva oberoende Wienerprocesser |[7].

2.3 Individbaserad natverksmodell

Individbaserade modeller, &ven kallade agentbaserade modeller, tar hdnsyn till interaktion mellan
individer genom att studera interagerande agenter i en miljo. Det finns manga olika sétt att géra
detta péa och inom litteraturen finns ingen entydig definition pa vad en agent ar, men generellt galler
att agenterna har attribut, ar sjalvstindiga och deras beteende styrs av bestdmda regler [10]. En
individbaserad modell kan exempelvis goras med hjilp av s.k. cellular automat, dir agenterna gar
runt pa ett schackbridde och d&a de hamnar pa samma stélle sker en interaktion. Ett annat exempel
ar att modellera ett nétverk av agenter, dir agenterna &r stationdra och interaktioner sker genom
sammanlédnkningar mellan dem [11].

2.3.1 Natverk

Internet, neurala nétverk, néringskedjor, ndtverk av affarsrelationer och sociala ndtverk &r nagra
exempel pa vad man kan anvinda nétverksmodeller till att beskriva. Ett néatverk kan visualiseras
med hjélp av grafteori. En graf G bestar av noder i,j och kanter G;; som binder samman noderna,

se figur 2

4 Figur 2: En graf med nio

- noder och kanter som sam-

° e manbinder dem. Kanternas

olika myanser symboliserar

L] att kanterna har olika vik-
° ter.

For att modellera smittspriding anvinds ofta sociala nédtverk dér en individ, eller agent, represen-
teras av en nod och interaktioner mellan individerna &r kanterna i grafen [12]. Vid mer heterogena
kontaktmonster kan man alltsd utnyttja ndtverksmodeller fér att beskriva populationen pé indi-
vidniva. En faktor som kan vara av intresse vid beskrivning av ett socialt nétverk &r att olika
individer ofta interagerar olika mycket med olika individer i sitt kontaktnét. Detta kan inom graf-
teori beskrivas genom att ge varje kant mellan noderna en vikt [13]. Kanterna till grafen G;; kan
beskrivas av angrédnsningsmatrisen, dar varje kant ar

(25)

v om det finns en kant mellan ¢ och j
Gij =Gy =
0 annars

dédr v > 0 &r ett tal som anger vikten av kanten, G noterar nétverket och i och j &r nod-index,
saledes noterar G;; kanten mellan nod ¢ och nod j. I grafteori kan man definiera en sjilvkopplad
kant G;;, men i smittspridningssyfte kan koppling GG;; = 0 anses vara rimligt da det ej finns nagon
fysikalisk innebodrd i att smitta sig sjalv. Graden av en nod k; ar antal kanter som &r kopplade till
noden [13].

2.3.2 Gradférdelning

Kontaktmonstret i ett samhélle kan beskrivas med fordelning av grader, det engelska begreppet
Degree distribution férkommer ofta inom litteraturen och innebér hur antal grader ar fordelade
over noderna. Vi kommer ta upp tva sétt for hur gradfordelningen kan erhéllas. Den forsta meto-
den &r att man slumpmaéssigt ger varje nod en grad utifran en férdelning, t.ex. Poissonférdelning



eller potenslagsfordelning. Det andra sédttet man kan skapa en realistisk fordelning av grader pa
ar att anvinda demografisk data [14], [15]. Detta tillvigagangsétt kriver att data som anvinds ar
representativ for situationen som ska modelleras, t.ex. om ett socialt nétverk 6ver Goteborg ska
inrdttas maste data for just Géteborg anvindas, vilket &r en begridnsning.

Lat oss fokusera mer pa grafer som skapas utifran olika fordelningar. Att ha en graf dar fordel-
ningen av grader foljer en binomialférdelning dr den mest studerade och har bland annat namnet
Erdés-Renyi-graf. Man later kanter skapas mellan n noder med en sannolikhet p, vilken ges av kvo-
ten mellan genomsnittliga graden och antal noder. Néar storleken pa populationen blir stor kommer
fordelningen nérma sig en Poissonférdelning, se figur [I0]i Appendix [C] Detta kan fungera bra for
sociala nétverk dar interaktionen mellan individer &r homogen.

En Erdos-Renyi-graf dr slumpméssig, men ofta forekommer det strukturer i verkliga sociala néit-
verk som man kan vilja beskriva. Det &r vanligt for verkliga sociala nétverk att beskrivas av en
potenslagsférdelning, vilken har en mer utdragen svans [13]. De noder som har hog grad, vilka &r
langt till hoger i potenslagsfordelningen, kan ses som superspridare [16]. Méanga artiklar har dven
kommit fram till spridningen av Covid-19 foljer en potenslagsfordelning [17], [18], [19].

En modell for att generera sddana grafer ar framtagen av Albert Barabéasi. Natverket borjar med
en storlek pa mg noder, varefter en ny nod genereras som bildar en kant till m < mg noder dar
mg och m &r godtyckliga heltal, sannolikheten fér en ny nod att bilda en kant med en existerande
nod ar proportionell till den existerade nodens grad [20]. Detta forhallande kallas preferentiell an-
knytning (fran engelskans preferential attachment). Sannolikheten att en ny nod har en kant till
en befintlig nod i ges av

ki
Zj k;
Denna anknytnings-preferens bidrar till att valdigt manga noder har en grad som ar runt mg och
ett fatal noder kommer ha en mycket hog grad, da ekvationen ovan bidrar till att de som redan har
méanga kanter far d&nnu fler [21]. I figur i Appendixvisas férdelning for en Barabéasi-Albert-graf
dér fem noder ldggs till varje ny nod vid genereringen av nétverket.

(k) =

(26)

For att beskriva mer komplexa sociala nétverk kan en kombination av gradférdelning och vikt-
ning anvéindas [22]. En nods grad kan ses som vilka individen har mojlighet att interagera med och
vikten av en kant representerar hur ofta individen tréffar dem. Detta kan gora att det &r mdjligt
att simulera en andring av socialt beteende och beskriva ett socialt ndtverk mer detaljerat.

2.3.3 Tillampning

Till skillnad fran andra individbaserade modeller som t.ex. slumpvandringsmodellen cellulér auto-
mat kan noderna i ett ndtverk vara fixerade och ddrmed inte forflytta sig mellan olika positioner.
Spridning av en sjukdom sker d& genom att tva noder har en kant mellan sig och en slumpvariabel
avgor om smitta sker eller inte. Noderna delas in i olika tillstdnd enligt SIR-modellen och smitta
overfors mellan noderna med en viss sannolikhet. Detta kan goras pa liknande sétt for bade en
Erdés-Renyi och Barabasi-Albert-graf.

Det &r dven mojligt att ha ett natverk dér noder istéllet ses som platser istéllet for individer.
Noderna kan exempelvis representera skolor eller affirer och individer vandrar mellan dessa och
blir smittade nér en kontakt uppstar [23]. Detta kan vara lampligt nér det dr ett begransat samhélle
man studerar, da mycket information behévs om samhéllets struktur.

2.4 Mean Squared Error

Vi vill inféra en kvantitativ metod for att bestdmma hur bra modellerna &r. Detta blir ocksa
ett sdtt att jamféra de olika modellerna med varandra. Till &ndamalet kommer vi att anvinda
medelkvadratfel (MSE, mean squared error). Forsta steget blir da att dela upp tidsintervallet i m
ekvidistanta delar. Vid varje tidssteg tar man kvadraten av skillnaden mellan datan och modellen,



vilket vi kallar ddete — gmedell dir d &r nagon typ av data som man vill att modellen féljer. Da
blir formeln f6r MSE
1 m
MSE = — Z(d;iata _ dzmodell)2. (27)
m
i=1
MSE &r da ett matt pa hur bra data foljer modellen. Exakt vad man véljer att subtrahera for att
fa MSE tas upp i Metoden.

2.5 Approximate Bayesian Computation

Approimate Bayesian Computation (ABC) &r en grupp metoder som kan anvéndas for att estimera
parametrar utan att behdva berdkna likelihoodfunktionen. Det grundar sig i Bayeansk statistik,
dér Bayes sats har en central roll

p(©)p(D]O)
p(D)

Hér &r posterioriférdelningen p(#| D) sannolikheten att en parameter far virdet 6 givet data, p(D|6)
ar likelihoodfordelningen som representerar sannolikheten att fa data givet parameterviardet. Apri-
oriférdelningen p(6) &r sannolikheten att erhélla ett visst parametervirde och p(D) &r sannolikhet
att fa datan. I vissa sammanhang kan likelihoodférdelningen erhallas analytiskt, men i andra fall &ar
det mycket svarare. For bland annat individbaserade modeller som ar vildigt komplexa ar det ofta
orimligt att ta fram likelihoodfordelningen [24]. I de fallen kan ABC anvindas till att uppskatta
posterioriférdelningen. ABC grundar sig i att man utifran en aprioriférdelning véljer parameter-
viarden som generar dataset, vilka jamfors med observerad data genom att berdkna till exempel
MSE. Om skattningen &r tillrdckligt bra sparas tillhorande parametervirden och anvinds till att
konstruera en posterioriférdelning [25].

p(©|D) = (28)

3 Metod

I Teorin beskrev vi fyra olika modeller: den deterministiska SIR-modellen, Markovkedjemodellen,
SDE:n och en individbaserad nétverksmodell. SIR-modellen bygger pa kopplade differentialekva-
tioner och saknar stokastiska element. Markovkedjemodellen dir sjukdomen modelleras som en
slumpvandring med tva méjliga utfall. Markovprocessen kan sedan anvindas som en startpunkt for
att formulera en stokastisk differentialekvation, i vilken de okorrelerade stegen i Markovprocessen
kan beskrivas som en brusterm i form av en Wienerprocess. Slutligen sa inférde vi en individba-
serad nitverksmodell dér tillstanden inte d4r homogena utan behandlar varje individ som en nod i
ett nidtverk. Med dessa modeller och ldmplig data beskrivs nu hur simuleringarna genomférdes.

3.1 Data

For att kunna jamfora och anpassa vara modeller till verkligheten har data fran Socialstyrelsen|26]
pa antal personer som vardats pa sjukhus anviants. Datan ldggs ut veckovis och vid simulering
anviander vi senaste versionen, sa att modellen ska ha s bra forutsdttningar som mojligt att
spegla verkligheten. Vissa modeller anvénder en annan tidsenhet &n veckor, i dessa fall s& anvénder
vi en linjirt interpolerad version av datan. Icke-kumulativt antal anvdndes vid anpassning till
alla modeller férutom néatverksmodellen, didr kumulativa antalet anvindes. En graf 6ver antalet
inldggningar som funktion av dagar kan ses i figur [[1]1 Appendix

3.1.1 Mobilitetsdata

Mobilitetsdatan som anvénds &r tagen fran Googles mobilitetsstatistik [27]. Vad mobilitetsdatan
beskriver dr hur mycket méanniskor ror sig i samhéllet. Den réknas ut med hjilp av platstjéns-
datan fran mobiler. Datan var given som procent fran en viss vecka. Vi gjorde om den till ett
mobilitetsindex som kan ses i figur [[2]1 Appendix [D] Berdkningen ség ut sdhér

Mobilitetsindex[i] = 1 4+ mobilitetsdatal[:]/100. (29)



Som i fallet med inldggningsdatan sa anvéinder vissa modeller en annan tidsenhet &n veckor. I dessa
fall sd hér vi anvant en linjirt interpolerad version av datan.

3.2 Deterministisk SIR-modell

Simulationen av de deterministiska modellerna utférdes med Runge-Kutta-integrationsmetoden,
vilken numeriskt 16ser differentialekvationer pé formen: %m = f(x(t)). Metoden bygger pa diskre-
tisering av tillstindsvariablerna x(t) — xj samt tidsintervallet. Sedan med hjilp av en sa kallad
"Butcher tableau” ( som utgdrs av a;; och b;), kan en generell Runge-Kutta metod av ordning s,

uttryckas som

Ki:f wk—l-AtZainj y
= (30)
Tr+1 = Tk + Athsz

i=1

I Python-paketet scipy.integrate, existerar funktionen solve_ivp, dir ordningen kan specifi-
ceras. For detta arbete brukades den traditionella RK45 varianten. Detta ar en hybrid mellan en
ordning fyra och ordning fem metod som adaptivt kan &ndra sin steglangd At.

3.2.1 SIR med mobilitetsdata

Modellen har ocksé utokats med mobilitetsdata. Denna data definierar vi som f,,,0p.(t) och kan ses
i figur i Appendix Det &r alltsa den linjért interpolerade versionen av Mobilitetsindex|i]
som betecknas fi,0p.(t). Ett linjart beroende inférdes pa g si att

B = 61 + 62fm064(t)- (31)

Denna modell 16stes sedan med Runge-Kutta. Anledningen till att man vill inféra detta beroende
ar for att undersdka om detta kan leda till en modell som kan férutspa framtiden med hjalp av
mobilitetsdatan.

Vi anvéinde ABC for att fa de bésta 3, alltsd de  som ger ladgst MSE. Denna applikation av
ABC antog inget om aprioriférdelningen och déarfor anvindes en uniform férdelning fér denna. Da
simuleringen tog lang tid valde vi att begrinsa oss till 1, 52 ~ |0, 0, 3].

Sedan behoéver vi en funktion fér att bedéoma om [ skall sparas, vilken i vart fall var MSE. I
MSE:en definierades d; som antalet inldggningar vid tiden i. For att veta hur manga smittade
som behover sjukhusvard anvinds hospitalPar, vilken vi beskriver mer om under sektion [3.5.2]
som avgor hur manga som behover sjukhusvard, som héar betecknas . Med en maximal tolerans
for MSE kommer vi att selektera varden pa parametrarna som har MSE mindre &n eller lika med
toleransen. Om vi kallar denna tolerans MSE,,, ., skulle sambandet vara

tmaa

> (inliggningar®™ (t) — al™**!"[t])? < MSEmax (32)

max t=0

MSE =

dér (t) betecknar véirde pa tiden och [t] betecknar index f6r filtet med tider. Denna process upprepas
sedan ett antal ganger. Hur manga simulationer som beh&vs beror hur stor andel som klarar av
toleransen.

3.3 Markovkedjemodell

Simulationen gjordes i Python med Gillespies algoritm. For beskrivning av denna algoritm, se
Appendix[B]5. I vart fall anvéndes u; for att beskriva vid vilken tid héndelsen sker. En slumpméssigt
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vald tid frdn T betecknas som 7. D& ar

Inwug

T=— (33)
Fér en hirledning av denna tid, se Appendix [B]6. Bestdmning av vilken héndelse som sker avgors
med variabeln us. Forst delades det likformiga intervallet s& att varje hdndelse har en motsvarande
stor del av intervallet. I vart fall s& har vi tvad héndelser och vi behdver da dela upp intervallet
[0,1] i tv& delintervall, [0,p1] och (p1, 1], dir p; &r sannolikheten &r smitta och kommer beskrivas
nedan. Om uy € [0,p;] s& blir (k,j) = (—1,+1) annars (k,j) = (0,—1) [7]. Detta fortséitter tills
att i = 0 eller t > ty,q0 dar ty,q, ar ndgon maximal tid for simulationen.

Sannolikheten att ga fran ett tillstdnd ¢ till j definieras som p;; = % [6]. Sannolikheten att
ga till (k,7) = (—1,+1), alltsa smitta, definierar vi som p;, vilken uttrycks som
- Qepcasy Py (34)
>Q Big + i
P& samma sétt ar sannolikheten att ga till (k,j) = (0, —1), dterhdAmtning, definierad som
Q(k,j)=(0,-1 1
py = Q=0 Y (35)

>Q  Bixai
Da det endast existerar tva mdjliga tillstand innebér detta att relationen mellan sannolikheterna
trivialt kan uttryckas som py, =1 — p;.

Utover 6vergangssannolikheterna behovs éven tiden mellan hidndelserna. Har ger Markovegenska-
pen att denna tid T &r exponentialférdelad som T ~ e~ *, dir \ dr summan av alla Gvergangs-
takter for alla mojliga handelser [7]. For SIR-modell med Markovkedjor i kontinuerlig tid,

Azm%+w (36)
dér (s,4) ar virdet for (S(t),I(t)) evaluerat vid en tidpunkt ¢.

Vi anvinde ABC for att fa de bésta g, alltsa de § som ger ldgst MSE. Denna applikation av
ABC antog inget om aprioriférdelningen och dérfér anvindes en uniform férdelning, 8 ~ %0, 1],
fér denna. Sedan behover vi en funktion fér att bedéma om [ skall sparas, vilken i vart fall var
MSE. En skillnad fran fallet SIR med mobilitetsdata, dr att Markovmodellen inte klarar av hoga
N. Detta eftersom en fordubbling av antalet personer kraver tva extra simuleringar av bade u; och
ug. Tidkomplexiteten &r alltsa O(N). For att 16sa detta skalar vi MSE med en faktor s sa att

tmazx

1
MSE = ; Z (k- inliggningar?e® (t) — a - 1% (1))? < MSE oz (37)

max t=0

dér k avgor forhallandet mellan Nyp,oqe; 1 modellen och Nyqp, 1 datan (Sveriges befolkning). Ligg
ocksa mirke till att vi anvinde I™°%€!(¢), inte I™°4![t]. Detta eftersom avstanden mellan I #r
olika varje gang och vi dérfor ocksa gjort en linjar interpolation for 124! Skalningen leder dock
till att MSE inte kan jamforas direkt mellan modellerna. Hur manga ganger som modellen beho-
ver simuleras beror pa hur stor andel som klarar av toleransen. Annars ér processen likadan for
Markovkedjemodellen som for SIR med mobilitetsdata.

Sedan, med konstant (3, simulerades sannolikheten att spridningen slutar i tidigt skede. Tidigt

skede definierades som att antalet smittade vid tid 100 maste vara storre &n 1. Sannolikheten att
spridningen slutar i tidigt skede simulerades med ett varierande antal infekterade vid tid noll, Ij.

3.4 SDE SIR-modell

Simulationen av SDE-modellen har genomforts i Python. For detta anviindes Euler-Maruyama-
metoden. Detta dr ett sdtt att f& numeriska 16sningar till stokastiska differentialekvationer. Vad
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metoden innebér i praktiken &ar att vi byter ut de kontinuerliga delarna mot numeriska approxi-
mationer. Vi diskretiserade tiden med tidsteg At och formulerade ekvationerna som

dS(t) ~ S(t + At) — S(t) =

= —%At - BS]Eft()tI)(t) (Wit + At) — W1 (¢t)) (Kvadratisk variation)
~nvVAt
&|S(t+ At) = S(t) — %At - Wnl@ : (38)

P& samma sitt foljer:

1t 80 = 10+ (B = 10) av [ QI VR - ATmVEL

dér 71, n9 &r oberoende standard-normalférdelade variabler. Parametrar skattades med hjélp av
ABC for att fa de 8 som ger ligst MSE. Detaljerna &r densamma som vid simuleringen av SIR
med mobilitetsdata.

Sedan, med konstant (3, simulerades sannolikheten att spridningen slutar i tidigt skede. Sanno-
likheten att spridningen slutar i tidigt skede simulerades med ett varierande antal infekterade vid
tid noll, Iy. Detaljerna ar hiar densamma som vid simuleringen av Markovkedjemodellen.

3.5 Natverksmodell

Den utvecklade ndtverksmodellen har diskreta tillstand enligt en SEIR-modell med ytterligare
tillstdnd for avlidna (tillstdndet bendmns D) och de som blir virdade pa sjukhus (H). Det ar en
individbaserad modell dar individer ror sig mellan de olika tillstanden. Modellen ar programmerad
i Python och koden finns pa GitHub, se Appendix[E] Har kommer vi nu g& genom modellen utifran
de funktioner som kors i programmet. Figur [3| till vinster visar hur programmet &r uppbyggt: ett
antal parametrar anvands till att initiera grafen, varpa ett antal tidsteg foljer dér individer smit-
tas, blir sjuka, friska och sa vidare, beroende pa andra parametrar. Sedan plottas antal individer i
varje tillstand for varje tidsteg tillsammans med statistisk data for att kunna jamféra och anpassa
modellen till verkligheten. Datan som anvénds &r enligt avsnitt det kumulativa antalet sjuk-
husinlédggningar i Sverige.

Parametrar Statistisk data

S = Pse r weightPar = E = infectedFirstWeek = I

initGraph
initWeight

directDeathPar
updateCounter |
adjustWeight | imeSteps hospitalPar

updateDisease 1

D <+— hospitalDeathPar — H
I->{ plotStateDistribution |<—

e Q) o S

R

Figur 3: Till vanster: Schema dver hur programmet dr uppbyggt for ndtverksmodellen. Statistisk data ar kumulativt
antal sjukhusinlaggningar i Sverige. Till hoger: Flodesschema éver hur individer ror sig mellan de olika tillstanden
i ndtverksmodellen. Parametrar som anger villkor for varje éverging finns dven ritade.

Den forsta funktionen som anvénds i modellen dr initGraph. Denna funktion genererar modellens
grundtillstdnd (innan smittspridningen borjat), ddr modulen networkx anvinds for att bygga upp
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det sociala natverket som simuleringen kors pa. Funktionen nx.barabasi_albert tar tva paramet-
rar, antalet noder numberOfNodes och antal kanter som ska bildas till varje ny nod m. Parametern
numberOfNodes sétts till 10000 for att en simulering inte ska ta for lang tid och m &r 2 enligt en
tidigare studie [28]. Alla noder borjar med att tillhora kategorin S genom att ange det som ett
attribut till varje nod. Det sista som sker i initGraph ir att en procentsats pa 0,5 % av det totala
antalet noder blir smittade och flyttas till kategori I. Dessutom blir den nod som har 50:onde flest
kopplingar ocksa sjuk, detta for att endast studera da smittspridningen har pabérjats. Vi under-
soker alltsa inte korningar som resulterar i att smittan dor ut i ett tidigt skede.

Efter grafen har initierats kommer vikter initieras i initWeight. Varje kant i nétverket far vikten
1 (ett), detta representerar grundtillstindet i populationen d& man tréiffar alla personer i sin um-
géngeskrets som vanligt. Dessa vikter kommer &ndras i adjustWeight for att modellera hur social
distanciering och andra atgérder paverkar smittspridningen. Villkoret som méaste uppfyllas for att
vikterna ska dndras ar att smittspridningen har uppnéatt en viss procentsats av befolkningen. I
koden anvands 1% som grans, vilket dr ungefiar dar smittspridningen lag efter den forsta vagen av
Covid-19 2020. Detta ar dock en mycket grov uppskattning da testningen av personer var under-
malig forsta halvaret. Vikterna minskar med en viss andel enligt weightPar, vilken estimeras efter
data. Néar smittan sedan gatt ned under 0,5% okas vikterna igen till grundtillstandet.

I updateCounter analyseras varje individs tillstand och sedan lagras antalet tillhérande i varje
tillstand. Detta sker for varje tidsteg sa att det &ar latt att fa en Gverblick av smittans spridning
over tid.

Den simulerade smittspridningen sker i updateDisease, dér individer flyttas mellan tillstanden
i figur [3] till héger. Observera att pilarna endast har en riktning och det &r inte mojligt att bli
smittad mer &n en géng. Individer ror sig mellan de olika tillstanden enligt ett antal parametrar,
dessa har uppskattats genom litteraturstudier och anpassning till data, vilket beskrivs i avsnitt

B5Ioch BE2

I koden avgors varje flytt av en nod fran ett tillstand till ett annat av forbestdmda regler. En
nod kan flyttas fran S till E om den tréffar pa en infekterad nod och blir smittad. Att traffa pa
en infekterad nod bestdms av om noden har en kant till nagon infekterad och om vikten ar till-
rackligt hog, vilket paverkas av weightPar. Att bli smittad bestdms av parametern pgp som anger
sannolikheten att bli smittad vid en interaktion med en smittad individ. Detta liknar parametern
som tillsammans med antal kontakter per tid k£ bildar 8 i SIR-modellen, vilket vi kort ndmnde i
Teorin. Skillnaden &r att p i SIR-modellen beskriver sannolikhet att bli smittad vid kontakt med
en godtycklig individ.

Inkubationsperioden i E modelleras genom att en andel av noderna som kommer dit &r dar i
en vecka, dar andelen ges av parametern infectedFirst Week, och om noden inte flyttats till I efter
férsta veckan kommer den flyttas dit vid nésta veckostegning och da kunna infektera andra noder.

En utviag fran att vara infekterad &r att hamna pa sjukhus. Det sker om noden varit smittad
tillrackligt 1ange, vilket beror pa parametern v och dess standardavvikelse o. Sedan inf6ér vi para-
metern hospitalPar som avgor andelen av de smittade som behover sjukhusvard. En annan utvig
fran att vara infekterad &r att do, vilket parametern directDeathPar avgor. Det sker endast om
noden varit infekterat tillrackligt linge, alltsé paverkar v och o utfallet. Den stora majoriteten av
befolkningen blir sjuk och tillfrisknar sedan. I koden kan en nod flyttas direkt till R om noden
varit i I tillrdckligt 14nge och den inte dor eller hamnar pa sjukhus. Utgangen fran att bli inlagd pa
sjukhus ar antingen att bli friskforklarad och det bestdms av 1-hospitalDeathPar, eller s hamnar
noden i D, vilket da sker beroende pa hospitalDeathPar.

I plotStateDistribution visualiseras sjukdomens spridning, samt dess konsekvenser genom att
anvinda den lagrade datan fran updateCounter for att skapa grafer med antalet friska, sjuka,
aterhdmtade, avlidna och sjukhusinlagda per vecka. Dessa grafer skapas med hjalp av modulerna
matplotlib och seaborn, som &r verktyg till Python for att skapa och anpassa grafer.
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3.5.1 Berikningsmetod for parameterskattning

De olika parametrar vi presenterat ovan i avsnitt uppskattas med litteraturstudier och med
berdkningsmetoder. De parametrar som bestédms fran litteraturen &ar incubation Time, gamma, hos-
pitalPar, hospitalDeathPar och directDeathPar. Alltsa aterstar pgg och weightPar att bestimma
med berdkningsmetoder.

ABC (Approximate Bayesian Computation), som vi presenterade i Teorin, anvinds. Fér ABC
valjer vi att anvdnda en uniform aprioriférdelning mellan noll och ett, for att vi inte vet nagot som
de parametrar som ska skattas. Efter nagra initiala testkorningar justeras storleken pa intervallet
till att fanga in de intressanta virdena och inte slosa korningar pa virden som ar orimliga. Sedan
anvinds MSE for att jamfora data fran modellen med observerad data. Villkoret fér acceptans
valjs till att en kérningen av modellen ska resultera i en skattning av sjukhusinldggningar som &r
tre ganger battre dn att inga inldggningar sker, alltsa att antalet ligger konstant pa noll.

3.5.2 Parameterskattning fran data

Fordelningen for tiden mellan att en person smittats till att symptom upptrader, baseras pa en
studie [29] gjord i borjan av pandemin. Studien omfattar 181 fall mellan den 4 januari och 24
februari 2020, dér en majoritet av fallen var invanare av eller personer som nyligen rest till den
kinesiska provinsen Wuhan. Fordelningen beskrivs som en lognormalfordelning, dar 78% visade
symptom inom en vecka och fér majoriteten av resten dréjde det tva veckor innan symptom upp-
visades. Endast 1% hade en inkubationstid ldngre &n tv& veckor och vi har valt att rdkna in dem
i andelen som visar symptom under andra veckan i koden.

Takten for hur en infekterad person tillfrisknar har i en studie[30] beskrivits som en normal-
férdelning, som vi har applicerat i var kod. Studien &r en sammanstéllning av 5769 israeliska fall
publicerade av the Isreal Ministry of Health den 28 april. Datan &r uppdelad i alder och kén, men
d& var modell inte tar hansyn till dessa faktorer berdknades medelvirdet som kan appliceras pa
hela befolkningen.

Parametern hospitalDeathPar uppskattades utifran en svensk kohortstudie som baserar sig pa
sjukhusinlédggningar nationellt under tidsperioden mars till september under 2020 [31]. D& to-
talt 14755 patienter vardades inom slutenvarden (IVA exkluderat) under denna period varav 2339
omkom uppskattades denna parameter till 15,9%. Vidare anvéindes en rapport av Folkhalsomyndig-
heten|32| for att skatta parametern directDeathPar som &r en uppskattning dodligheten Gver hela
samhéllet orsakad av Covid-19, enligt Folkhélsomyndighetens undersdkning, som baserar sig pa
dodsfall i Stockholms-regionen uppskattas infektionsdodligheten vara 0,6%. Till sist uppskattades
hospitalPar till 5%, vilket gjordes genom att anvéinda sig av Socialstyrelsens statistik pa antalet slu-
tenvardade Covid-19-patienter|26] tillsammans med Folkhéilsomyndighetens veckorapport|33| om
det totala antalet bekriftade fall av Covid-19 i Sverige. Fér mer detaljerad beskrivning, se Appen-

dix [F1

4 Resultat

I detta stycke presenteras ett antal olika resultat som &r till f6ljd av bland annat de berdkningsme-
toder som anvints for att optimera de olika modellerna. Detta kommer anvindas for att jamfora
de framtagna modellerna, men &ven for att préva deras validitet.

4.1 SIR med mobilitetsdata

ABC-simuleringen har genomférts med N = 107, = 1/14, hospitalPar = 0,05, [ = 10. Apriori-
fordelningen var 1, B2 ~ %[0, 0, 3]. Resultatet av n = 10° simuleringar med MSE, o, = 1,25 x 10°
som maximal tolerans kan ses i figur
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ABC for deterministiska SIR-modellen ABC for Markovkedjemodellen
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(a) ABC-simulering fér SIR-modellen med mobilitets- (b) ABC-fimUlermg fér Markovkedjemodellen med
data med N = 107, n = 10°, v = 1/14, hospitalPar = N = 10°,n = 10°,v = 1/14, hospitalPar =
0,05, Iy = 10. 0,05, Io = 10, k = 10~2, timas = 500.
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(¢) ABC-simulering for SDE:en med N = 107, n =
10°, v = 1/14, hospitalPar = 0,05, Iy = 10, T = (d) ABC-simulering av nditverksmodellen med n =
385, dt = 1. 1,9 x 10* kérningar av modellen.

Figur 4: Resultat av ABC for de fyra olika modellerna

4.2 Anpassning av stokastiska modeller

De gemensamma parametrarna var v = 1/14, hospitalPar = 0,05, Iy = 10. Aprioriférdelningen
var 8 ~ 2/[0,01, 1]. Anpassningen gjordes pé hela datan.

4.2.1 Markovkedjemodellen

Resultatet av n simuleringar med MSE,, ., som maximal tolerans, en maximal tid ¢,,,, = 500
samt en skalningsfaktor pa £ = 1073 kan ses i figur Den skalade populationen var Najarkon =
Nk = 10%.

4.2.2 SDE-modellen

Resultatet av n simuleringar med viss MSE,,,4, som maximal tolerans, en total tid pa T' = 385 och
en ett tidssteg pa dt = 1 kan ses i figur Vi anvinde T = 385 eftersom datan gar till 385.

4.2.3 Sannolikhet att pandemin doér ut

Resultatet av n = 10* simuleringar dér vi ligger till ett till en riknare varje gang som pandemin
dor tidigt. Parametrarna var likdana som tidigare simulationer fast med konstanta Bajarkon =
0,075 och Bspr = 0,09. Resultatet kan ses i figur under Appendix [G] I denna figur kan vi
se sannolikheten att pandemin dor minskar med avseende pa Ip, antalet smittade vid tid noll.
Skillnaden i proportionerna av déda pandemier mellan Markovkedjemodellen och SDE:n kommer
fran skillnaden i %y. I figur kan vi se sannolikheterna ifall samma parametrar anvindes for
modellerna.
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4.3 Spridning for SDE och Markovmodellen

Variationen for SDE:n och Markov modellen ritades med respektive medelrealiseringar och numeris-
ka 16sningen till SIR med N = 10°, I(0) = 10, S(0) = N — I(0). P4 grund av minnesbegrénsningar
kordes endast n = 100 simulationer fér Markovmodellen, medan SDE:n enkelt kunde simuleras
n = 105 ganger. Medelinstanserna for en tidpunkt ¢; berdiknades pa foljande sétt

I~

It) == 19(), 0<t; <Tmas. 39

{(t:)) = ; (ti) (39)
For Markov-modellen kravdes att datan interpolerades, som dr en konsekvens av slumpprocessen for
tidstegen mellan utfall. Slutligen, eftersom SDE:n producerade virden for varje tidpunkt krévdes
ingen extra behandling av datan. Konfidensintervallen for bada modellerna beriknades genom
att anvinda o0,,.,. Standardavvikelsen beridknades med medel antalet infekterade som referens,
dérmed erholls flera olika virden for standardavvikelsen for varje simulering. Slutligen producerades
konfidensintervallet med t-fordelningsvardet for konfidensgraden 95% med m observationer for varje
simulering

CI95 = ((I(t)) - tgs"m—\/g, (I(t)) + tos ”&%) ;o m = [0, Tinaall- (40)

I figur [p] &r antalet individer inom I-tillstandet illustrerat.

105 B=0.2, v =0.071429, Ry =2.8

CI95: Markov
— (I(t:))

CI195: SDE
— {I(t:))
SIR-ODE45

25F

Antal infekterade, I(t)
[

Figur 5: Spridningen av medelrealiseringar samt

95% konfidensintervall for dem. SIR-modellens nume-

riska lésning ar dven inkluderad for att uppvisa hur

medelrealiseringarna ndrmar sig samma losning. Fi-

0 50 00 50 200 guren pavisar att spridningen var storre for It6-SDE:n
Tidsenhet, dagar an for Markovmodellen.

051

I figur 5| kan det ses att konfidensintervallet pa Ito-drift ekvationen var bredare &n fér Markov-
modellen. I regel varierade dven SDE:n mer &n Markov-modellen. I Appendix [H] finns figurerna
dér variationen for nigra olika populations storlekar samt %o-virden for Markov-
modellen urskiljas. Figurerna pavisar att Zy-parametern och populationsstorlek paverkade vari-
ansen for Markovprocessen. En liknande spridning uppstod &ven for SDE modellen, se figurerna

16al{16b| i Appendix [l

4.4 Anpassning av natverksmodell

Nétverksmodellen anpassas till antal sjukhusinldggningar som vi beskrivit i Metoden i avsnitt
B:5:2] Utover de parametrar som erhallits fran litteraturstudier aterstar parametrarna pgg och
weightPar. Modellen simulerades med en ABC-algoritm med aprioriférdelning psg ~ %|0,0, 2]
och weightPar ~ % [0,1]. Modellen simulerades n = 1,9 x 10* ganger, vilket resulterade i grafen

i figur [4d]

4.5 Moajligt resultat fran natverksmodell

Vid 100 stycken simuleringar av nétverksmodellen dér parametrarna fran litteratur anvindes, samt
en kombination av psg = 0,081 och weight Par = 0,43 som togs fran resultatet av ABC-simulering
i figur [Ad] erhélls foljande resultat som det bésta. De olika simuleringarna jamférdes med hjilp
av R2-talet som #r ett matt pa variansen mellan de beroende (Simuleringen) och de oberoende
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(Sjukhusdatan) mitviirden. Det bista erhéllna resultatet hade ett R2-tal som ungefir var ~ 0, 97,
ett R? = 1 hade indikerat en perfekt anpassningen. Se figur |§| nedan for grafisk visualisering av
resultatet.

COVID-19 simulering dver tid som procent
HOSPITAL

60

&

jukhus
=]

.

kum_antal_s|

B

e
o

Figur 6: Bdsta erhdllna resultat fran 100 simule-

0 ringar, R%2 ~ 0.973. Den svarta linjen dr data frén

0 10 20 30 40 50 60 sjukhusinldggningar och den gré linjen dr en simule-
ring av ndtverksmodellen.

4.6 Kumulativa inlaggningar for SDE- ,Markov- och niatverksmodellen

Alla modeller simulerades n = 100 ganger, medan populationen var N = 10*. Fér SDE:n och Mar-
kovmodellen anvéindes (-virden som maximerade respektive parameterférdelning for nya ABC
simuleringar med tidigare ndmnda parametrar. Vid denna simulation anvindes data fran endast
de 25 forsta veckorna. Interaktionsparametrarna blev darfor Sspr = 0,082, Byrarkor = 0,085.
Resten av parametrarna och begynnelsevilkoren var samma, v = 1/14, I(0) = 10 och hospital-
Par= 0,05. For ndtverksmodellen var psp = 0,07 och weight Par = 0,5. En figur som redovisar
samtliga stokastiska modeller anpassade till inldggningsdata kan skidas i figur [7}

Alltsa var ZMerkov — 1,190 och Z5PF = 1,148.

SDE samt Markov och Nétverk, kumulativa inldggningar
45 SDE CI95
—SDE (H(t;))
CI95 Markov
Markov (H(t;))
Nitverk CI95

40

w
&

w
S

Figur 7: 1 figuren dr det kumulativa antalet in-
ldggningar for Markovmodellen, It6-SDE:n och Ndt-
verksmodellen illustrerat. Notera att for Markovmo-
dellen och It6-SDE:m beriknades inldggningar med:
(H(t:)) =hospitalPar-[S({(S(ti+1)) —(S(t:))], dértiyr —
t; =1 vecka. De stokastiska modellerna uppnéar ungefir
samma varde vid sluttiden, dock féljer deras grafer in-
te datan lika vil som ndatverksmodellen. Detta beror pé
s 1 15 2 25 det exponentiella beteendet for de stokastiska modeller-
Tidsenhet, veckor na, alltsé dr detta en begrdnsning for dessa modeller.

N
o

Antal inldggningar H(t)
N
3

Respektive modell hade totala felet i 6kande ordning, € = >, |H(t;) — Hdata(ti)|: enae = 14,347,
EMarkov — 126,472, ESDE = 157, 991.

5 Diskussion

Med utgangspunkt i den deterministiska SIR-modellen som Kermack och McKendrick publicerade
for néstan ett sekel sedan har vi utvecklat fyra andra modeller f6r att beskriva smittspridningen
av Covid-19. En deterministisk SIR-modell, tva stokastiska SIR-modeller och en natverksmodell.
Var och en har sina styrkor och svagheter, och beroende pa vilken fraga man stéller kommer det
variera vilken modell som kan ge bést svar.
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5.1 Jamforelse av de framtagna modellerna

De olika modellerna kan delas upp i tre populationsbaserade modeller och en individbaserad modell.
De populationsbaserade modellerna beskriver smittspridningen pa populationsnivéa och befolkning-
en delas upp i olika tillstand, till skillnad fran den individbaserade dér varje individ kan vara i varje
tillstand. Overgangen fran populationsbaserad till individbaserad modellering ligger i att man gar
fran att studera fldden av individer till att studera den faktiska interaktionen mellan individer som
ger upphov till smittspridning. Figur |8 beskriver hur alla modeller hanger ihop och de antaganden
som gors till varje modell.

Individbaserad modell Populationsbaserad modell

Kompartamentaliserad

modell med tillstand: S, I, R + Kopplade differential-
ekvationer
« Kontinuerlig tid
* Varje tillstand ar » Kontinuerliga tillstand
en egenskap till * Homogen interaktion i
varje individ populationen
* Individer &r
noder i en graf ———  Deterministisk SIR

* Diskret tid
* Diskreta tillstand

- Heterogen . Markoxf—proccss infér . Wicncr‘—proccss infor
interaktion i stokastiskt element stokastiskt element
populationen « Kontinuerlig tid « Kontinuerlig tid

« Diskreta tillstand » Kontinuerliga
* Homogen interaktion tillstind

» Homogen interaktion

Nitverksmodell >  Markovkedjemodell SDE <
Figur 8: Schematisk bild éver de olika modellerna och hur de hdnger ihop.

Med hjélp av natverksmodellen skulle man kunna underléatta smittsparning da noderna i modellen
representerar enskilda individer, vilket dr nagot som inte &r mojligt med de populationsbaserade
modellerna. Anledning till att den lampar sig béttre dn t.ex. Markovkedjemodellen &r att sanno-
likheten att bli sjuk beror pa hela befolkningen, men i ndtverksmodellen beror det pa proximitet.
Man kan alltsa studera mekanismerna bakom smittspridning.

Gillande precision kommer det fér de stokastiska modellerna variera for varje kérning, men den
som har gett lagst MSE for hela dataméngden &r nétverksmodellen. De andra modellerna har
inte i dagsldget mojlighet till att beskriva en andra vag. Om endast en vag studeras &r det &ven
nétverksmodellen som ger bést anpassning. Den deterministiska SIR-modellen ger alltid samma
16sning for samma parameterkombination och kan dérfor anses vara mest robust.

Tiden for en simulering kan vara intressant om manga simuleringar ska koras. Den determinis-
tiska SIR-modellen &r snabbast med Runge-Kutta-metoden och sedan kommer SDE:n, foljt av
Markovkedjan och langsammast dr nétverksmodellen. Det kan alltsa i det avseendet vara mer in-
tressant att anvinda en av de snabbare modellerna nir man vill kéra manga simuleringar.

Med maéanga parameter kommer ocksd stor osdkerhet, vilket kommer fran antaganden man gor
vid estimeringen av parametrarna. Néatverksmodellen har fler parametrar &n vad den determinis-
tiska och de tva stokastiska SIR-modellerna har, och déartill &ven en stor osékerhet. Det man vinner
i att beskriva smittspridningen mer detaljerat férlorar man alltsa i sikerhet. Dock kan den mer
detaljerade beskrivningen ge en mer precis beskrivning av verkligheten.

5.2 SIR med mobilitetsdata

Fran figur @ kan vi se att summan S1 + 5o &r linjar. Det ar faktiskt néstan sé att denna summa &r
konstant. Detta pekar pa att mobilitetsdatan inte tillfér nagot till hur bra modellen kan anpassa
sig till datan. Anledningen till att vi far detta resultat kan vi bara spekulera i. Antagligen far vi
detta eftersom SIR &r en lite for enkel modell. Linjirt beroende pa [ récker kanske inte for att
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fa flera vagor. Andra modeller hade kanske presterat béattre. Till exempel en SIS-modell eller en
SIR-modell med breakpoints, punkter dir man later 5 &ndras.

5.3 Ito SDE:n och Markovmodellen

For I1t6 SDE:n dominerar drift-termen (¢, X) for majoriteten av simulationerna. Detta medfér
att instanser som gar mot en exponentiell 6kningsfas kommer att domineras av det underliggande
SIR-modell ramverket. Efter 10° simuleringar, var den medelviirdesbildade instansen (I(t;)) ganska
lik resultatet fran Runge-Kutta 16sningen av SIR-modellen vilket kan ses i figur 5]

Situationer déar smittspridningen inte blir omfattande och dor ut kan endast ske om den stokastiska
termen G;W; dominerade 6ver driften. Mer allmént har det d&ven konstaterats tidigare att SDE:er
som hérleddes fran deterministiska differentialekvationer som SIR-modellen i allménhet inte beva-
rar egenskapen att tillstanden ej kan anta negativa virden. Detta dr ddrmed en begrénsning for
dessa modeller, i [34] presenterar Cresson och Sonner en proposition om det {érgéende pastiaendet,
samt papekar i synnerhet att en epidemisk modell (i det fallet en SIS-modell) inte bevarar endast
positiva 16sningar som garanteras av den ordinarie differentialekvationen. Detta &r dock endast en
detalj som &r intressant ur ett teoriperspektiv da en numerisk simulation kan programmeras sa att
vardet for I blir noll om det blir negativt.

Markovmodellen likt SDE:n kommer &ven for stora populationer konvergera mot SIR-I6sningen
vilket ocksé framtrddde ur simulationerna, se figur o} Anledningen for detta redogjordes framst
under Teorisektionen for It6-SDE:n. Intressant nog var spridningen mindre for Markovmodellen
an for 1t6-SDE:n vilket kan ses i Appendix [H] och [[] genom att jimfora figurerna, och [T6al
Den naturliga variationen medfér darfor att optimala parametrar endast kan uttryckas som
férdelningar och inte som skalérer. Férdelningarna av S-parametern ser nagot annorlunda ut for
SDE-modellen och Markovmodellen, se figur 4 Vilket styrks av den tidigare papekade spridningen
som upptriadde for bade Markovmodellen och SDE:n. Nér de bada modellerna jamférdes mot verk-
lig inldiggningsdata var modellernas SIR-ramverk en tydlig begrisning, se figur [7} Det exponentiella
beteendet bada modellerna uppvisar, ar en allt for grov forenkling i fallet {6r Covid-19. Modellerna
ar dock enklare ur en simulerings synpunkt, ddr SDE-modellen &r enklast att simulera foljt av
Markov-modellen.

5.4 Natverksmodellen

Nétverksmodellen erbjuder manga mojligheter till att hirma beteende i befolkningen och struktur
i samhéllet. Nagot att bygga vidare pa ar att mobilitetsdata skulle kunna anvéndas pa samma sétt
som for den deterministiska SIR-modellen, men de forsok vi gjort hittills har inte varit framgangs-
rika. En annan sak som kan studeras &r att ta hansyn till sdsongseffekten, att det ar vanligare att
man ar ute under sommarhalvaret och tvért om. Dessutom kan man inféra aldersgrupper, vilket
méanga studier pavisat[30][35] spelar stor roll i mottagligheten och dédligheten hos viruset. Dock
kréver en full implementering av aldersberoende i modellen kind data pa hur aldern av en individ
paverkar faktorer sasom kontaktnét, dodlighet, smittorisk vid kontakt med en infekterad, inkube-
ringstid och andra parametervirden. Detta dr bara nagra exempel pa hur man kan jobba vidare
och det finns véaldigt stor potential till att utoka modellen. Dock kommer ytterligare tillagg &ven
innebéra fler antaganden.

Ett av de mest omfattande antagandena vi gjort i dataanpassningen &r att anvdnda data fran
hela befolkningen i Sverige och sedan skala ner den for att kunna jdmféra med storleken pa var
simulering. Storleken pa nétverken &r 10000 noder, for att varje korning inte ska ta for lang tid.
Grundtanken med individbaserade modeller &r just att varje individ representerar en person i verk-
ligheten, men vi har allts& gjort en medelbild av hela befolkningen. D& befolkningen blir tillrdackligt
stor spelar inte varje individs beteende lika stor roll, utan allt klumpas ihop och det som blir in-
tressant &r monstren i beteende. Det dr monstren som vi férsokt efterlikna i var modell, men som
sagt ar detta dr en stor forenkling och huruvida detta antagande ar rimligt bor undersckas vidare
pa samma och andra dataméangder.
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Vidare skulle uppskattningen av parametrar kunna forbattras d& vissa parametrar uppskattats
utifran rapporter och litteratur. Till exempel uppskattas andelen personer som behdver sjukhus-
vard, hospitalPar, med hjdlp av rapporter pa antal som fatt slutenvard och antal diagnostiserade
med Covid-19. Bada dessa méangder ar eventuellt underskattade, detta da slutenvardsdatan bara
inkluderar patienter man kunnat folja upp efter 30-dagar, vilket inte nédvéndigtvis ar alla. Det
totala antalet sjuka i Covid-19 &r med storsta sannolikhet en underskattning, dels da man inte
testade lika manga i bérjan av pandemin, och dels for att manga patienter varit asymptomatiska.
Gillande andra parametrar som inkubationstiden och hur linge man &r sjuk, kommer datan fran
rapporter skrivna i tidigare skeden av pandemin eller utférda i en annan del av varlden. Nar dessa
parametrar sedan appliceras pa den svenska smittospridningen finns det risk att en viss avvikelse
uppstar.

5.5 Sambhailleliga och etiska aspekter

Projektbeskrivningen till detta kandidatarbete formulerades i samband med den globala pandemin
orsakad av Covid-19. Malet var att skapa modeller som kan beskriva smittans utstrickning sa hér
langt i samhéllet med visioner om att potentiellt kunna férutspa pandemins fortsatta spridning.
Modellerna och deras applikationer kan anvéndas till framtida forskning om virusets spridning. Till
exempel kan modellerna anvandas till att forutspa eventuell sjukhusbrist eller studera effekten av
olika restriktioner.

Det finns inga direkta etiska problem med hur vi genomfort projektet eller det resultat som vi
kommit fram till. Lat oss darfér anta att de modeller vi kommit fram till skulle tillampas direkt
av Folkhélsomyndigheten, da tillkommer stora foljer pa samhéllet. Om modellerna inte speglar
verkligheten och felaktiga beslut tas skulle ett sddant beslut indirekt komma fran detta projekt.
En mojlighet dr att modellerna felaktigt indikerar att nedstdngning av samhéllet &r det enda som
kan goras for att hindra ytterligare spridning. Att stdnga ned samhéllet paverkar manga personers
mentala och fysiska hélsa, vilket maste viigas mot den mdjliga effekten av smittspridning. Om
modellerna skulle visa att risken for stor spridning i samhéllet &r mindre &n vad den egentligen ar
kommer beslutsfattare inte vidta lampliga atgérder och individer kan smittas i hogre utstriackning.

Inférandet av individbaserade modeller kan gora det ldttare att férstd hur en persons handlingar
kan péaverka ett helt samhélle och har mojlighet till att 6ka medvetenheten i samhéllet om att var
individs handlingar har betydelse i den storre situationen. Exempelvis kan en framtida utveckling
vara att gora ett interaktivt program dar man sjalv som privatperson kan se effekten av olika
handlingar och pa sé sitt fa storre forstaelse.

5.6 Avslutning

I rapporten har fyra olika modeller studerats, alla modeller anvéinde olika fack for att klassificera
varje individ i populationen. SIR-modellen var en utgangspunkt som forgrenades ut i tva olika
strategier, en mer 6verskadlig helhetsbild av populationen samt en individbaserad. Den 6verskad-
liga strategin innebér att populationen var homogen med ett slumpartat kollisionsbeteende. Dessa
modeller dr ganska bra pa att beskriva luftburna sjukdomar som enkelt sprids i populationen.
Variationen som upptriadde i kérningarna fér Markovmodellen och den stokastiska differentialekva-
tionsmodellen (SDE:n) var ganska olika och i regel varierade Markovmodellen mindre f6r samma
parametrar. Baserat pa en jamforelse med inldggningsdata visade det sig att férenklingarna i de
populationsbaserade modellerna var for grova for att efterlikna Covid-19:s framfart.

Fortsattningvis, den individbaserade nédtverksmodellen uppvisar stor potential. For att erhalla
en modell med ett hogre prediktivt virde, krdvs mer arbete med modellkonstruktion samt mer
sofistikerade berdkningsresurser &n de foregaende modellerna f6r stora populationer. For att runda
av, de analytiska modellerna kan under manga férhallanden krava mindre berdkningskraft &n nét-
verksmodellen. Men vérlden av individbaserad modellering &r troligen mer lukirativ i framtiden,
da berédkningsresurser troligen inte ar lika restrikterande.
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A Nasta-generationsmetoden

Definiera tillstanden med infekterade individer som element i vektorn x = z;, * € R". Infekterade
individer ar de som har infekterats av en sjukdomsbérare, vilket innebér att exempelvis inkubations
tillstand eller liknande tillhor denna klassifikation. Dérefter definiera féljande vektorer och matriser

Fi(z;) := Takten for tillkomsten av nya infekterade till z;, (41)
Vi(z;) := (Takten for flédet av individer ut ur ;) — (takten for flodet av individer till x;), (42)
FeR", VeR" (43)
dx

—=—F-V, 44
it v (44)
F .= or , = v ,  xs-sjukdomsfritt "steady-state” tillstand, F,V € R™*™. (45)

oz |, ox |,

Fran dessa storheter kan generations-matrisoperatorn GG, defineras om V ar inverterbar som
G:=Fv~ (46)
Utifran denna matris kan %, defineras som spektralradien fér G
Ko = mlaxH)\{G}l-H, diar MG} := {\; € C|det(G — \;1,) = 0}. (47)
Enligt |2] méaste Zy uppfylla nagra krav:
o %y > 0, for icke-negativa parametrar,

o %y = 0, niir sjukdomen ej sprids,

e cnheterna maste Overensstamma med att % kan tolkas som antalet sekundéara infektioner.
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B Markovkedjor

B.1 Overgangsmatrisen P

Markovkedjor ar ett vanligt siatt att simulera slumpvandringar. De Markovkedjor vi kommer att
anvinda kommer ha ett dndligt antal tillstdnd. I sddana fall kan man skriva upp en matris som
definierar sannolikheten att ga fran ett tillstand till ett annat. Denna matris kallas 6vergangsmatri-
sen och betecknas med P. Elementen i P kallas 6vergangssannolikheterna. Nedan ses ett exempel
med tva tillstand.

P [0,9 0, 1} .

0 1

Notera i detta exempel att radsumman ar 1, vilket kravs eftersom de ar sannolikheter. Férutom
detta se &dven tillstand 2 som &ar ett absorberande tillstand, ett tillstind man inte kan ldmna.
Markovkedjor kan ocksé representeras med hjilp av grafer. I figur [J]ser vi samma information som
i P representerat med en graf.

0,9 1

0,1

Figur 9: Exempel pd en Markovkedja med tvd tillstand, ddr tillstand 2 dr ett absorberande tillsténd.

B.2 Liten o-notation

f(z) € o(g(x)) innebér att det finns en konstant £ > 0sé att 0 < f(x) < kg(z) stAmmer for Vo > a.
Virdet pa a far inte bero pa virdet pa x men far bero pa viardet pa k. Detta innebér i praktiken att
o ar en starkare 6vre grans dn O. Till exempel s dr At ¢ o(At). Diaremot stdmmer At € O(At).
Man kan tdnka pa O som < och o som <. Definitionen av o leder till féljande gransvarde vilket
behovs i berdkningen av

f(At)

=0.
At—0+ At

B.3 Harledning av Kolmogrovs framéat differentialekvation

Forst bildas ett uttryck f6r sannolikheten for att en Gvergéng skett fran tillstind a till b = (s, 1),
efter tidssteget At:

Pa,(s,i) (t + At) = ,Pa,(s+1.,i71)(t)%(s +1)(i = 1) At + Pq (s,i41) ()0 + 1) At +

i (i41), 8¢ (s—1) i=(i=1),As=0

+ Pa s,y (1) {1 _ (ﬁ*” +’yi) At} (A, (48)

N

As=A1=0

Sannolikhetstermerna beskriver féljande processer:

Infektion:

Pa,(s+1,i—1)(t), beskriver sannolikheten att antalet individer i I-facket har dkat medan antalet i
S har minskat. Sett fran tidssteget t + At dr antalet individer i facken S, I under tidsteget t:
(St)=S({t+ At)+ 1,I(t) =I(t+ At) —1).

Tillfrisknande:

Pa,(s’lqu)(t), samma logik géller fér sannolikheten for férflyttningen mellan facken I till R. Nu ar
antalet individer i facken under tidsteget ¢ métt fran t+At: (S(¢) = S(t+At), I(t) = I(t+At)+1).
Ingen &ndring:

Poa,(s,i)(t), ingen tillstandsdvergang har skett.
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Vidare, subtraherar en P, (,)(t)-term fran bada sidor av ekvation :

Pa,(s.0)(t + At) — Py (5,0 (t) = Pa,(s+1,i—1)(t)ﬁ(5 +1)(i — 1)At + Py (s,i41) (1) (i + 1) At+

N
Bsi .
+ Pa,(s,i)(t) 1-— N + i | At| — Pa,(s,i)(t) + o(At) &
Pa,(s,0)(t + At) = Py (5.0 (t) = (49)
B . .
Pa,(s#»l,ifl)(t)ﬁ(s + 1)(7/ - 1)At + ,Pa,(s,i+1)(t)7(2 + 1)At+
— Pato () <5N‘% + m’) At + o(At).
Vansterledet i ekvation liknar nu definitionen av derivata for en deriverbar funktion av en
variabel: of A B - @)
. T + — J(x
il i R T— (50)
Saledes genom att multiplicera bada sidorna av likheten i ekvation med 1/At erhalles:
7Da,(s,i) (t + At) - Pa,(s,i) (t) _
At
1 B , .
Al Pa,(s—i—l,i—l)(t)ﬁ(s +1)(i = 1)At + Py (s,i41) ()i + 1) At | + (51)
1 Bsi )
— Kt |:Pa,(s,i) (t) (N + "}/’L) At -+ O(At):| .
Om funktionen P, (, ;) ér kontinuerlig och om gransvirdet At — 0 existerar medfor detta att:
1i Pa,(s,i)(t + At) - Pa,(s,i) (t) . dpa,(s,i) o
im = —
At—0 At dt
. 8 . )
Al}tfgo [Pa,(s+1,i—1)(t)N(5 +1)(@ = 1) + Pa,(s,i+1) &)y + 1)+ (52)

Bsi )+ o(At) .

- Pa,(s;i) (t) (N + ’ﬂ At

—0, d& At—0

B.4 Generatormatrisen ()

Generatormatrisen @ anvinds for att relatera P till 6vergangstakter. Overgangstakterna har till
skillnad fran 6vergangsmatrisen med ett beroende pa tiden. @ &r inte en stokastisk matris utan ar
istdllet viktig inom modelleringsaspekten. ¢;; i ) betecknar takten som ett element rér sig fran ¢
till 5. Element péa diagonalen &r definierade som

Qii = — Z Qij-
i#£]
Detta leder till att varje rad istéllet har summan noll. Det betyder att den takt som man tar sig
till varje nod méste vara lika stor som takten ut ur noden. Antag nu att vi har en Markovkedja i
kontinuerlig tid, {X (¢)}s>0 med X (0) = i. Da kommer niista steg ske vid tid 7 dir T ~ et
For ett liten tid € > 0, s har vi

P(T) <€) =1—e 1 —(1-X\e) = e

dér approximationen ar en Taylorutveckling. Alltsa har vi att for en liten tid At s& &r sannolikheten
att lamna tillstandet ¢ ungefar lika med A\;At. Har vi P(t) kan vi fa Q) genom att ¢;; = \ip;j, Vi # j
och for ¢;; med ¢ = j definiera det som ovan. A &r summan av alla &vergangstakter for alla mojliga
héndelser. For P enligt exemplet ovan far vi att A\; = 1 och Ay = 0.

0= [0 0n] _T-01 0.1
Tl o 0| | 0O 0]
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B.5 Gillespies algoritm

Vi har anvént en metod som &r vanlig inom biologin, Gillespies algoritm. I Gillespies algoritm vill
vi bestdmma en stokastisk process med hjélp av tva likformigt distribuerade stokastiska variabler,
uy, ug ~ 2[0,1]. Praktiskt maste vi forst ge initialvirden till modellen. Efter detta kan vi rékna
ut sannolikheten for varje héndelse. Med dessa sannolikheter och uq,us kan vi bestdmma vilken
héndelse som skall ske och den andra vid vilken tid. Sedan fortsidtter man tills exempel till nagon
maximal tid eller till ett absorberande tillstand.

B.6 Harledning av 7

For att kunna simulera 7 bérjar vi med att notera att T' dr exponentialfordelad, T ~ Ae M.
Definiera nu F(t) = 1 — e ™ = P(T < t), F(t) ir alltsi den kumulativa distributionen fér 7.
Definiera ocksa % som den likformiga distributionen pa [0, 1]. D& far vi

F(t)=P(% <F(t))=P(F (%)<t

dar forsta likheten kommer fran % s egenskaper och den andra fran att F(¢) ar strikt vixande och
saledes inverterbar. Detta innebir att T' = F~(%) och dirmed har vi hérlett ett uttryck for 7.
Nu far vi (1 — %) (%)
1 n(l - n
F~ (%)= Y = y
dér den forsta likheten &r utrdkning av inversen och andra fran det faktum att % och 1 — % har
samma distribution.
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C Figur gradfordelning

Figur [I0] presenterar hur fordelningen av grader skiljer sig mellan en Erdés-Renyi-graf och en
Barabasi-Albert-graf.

Gradfdrdelning Gradfordelning
1750
4000
1500
1250
g g 3000
2 1000 2
B B
§ o0 3 00
500
1000
e | 0 |
p mm | o Illl-- _____
0 2 4 6 8 10 12 14 10 20 0 40 20 60
Grad Grad

Figur 10: Férdelning av grader till en Erdés-Renyi graf och till en Barabdsi-Albert graf med 10000 noder.
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D Data

Momentana inlaggningar Kumulativa inlaggningar
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Figur 11: Linjdart interpolerad inldggningsdata som en funktion av dagar, given som bide momentant och kumu-
lativt antal inldggningar.
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Figur 12: Lingdrt interpolerad mobilitetsdata som en funktion av dagar.
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E Lank till koden

Fullstéandig kod finns pa GitHub:
https://github.com/ElinaPetersson/MVEX01-21-25-kandidatarbete.git
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F Uppskattning av hospitalPar

I nétverksmodellen avgors sjukhusinlédggningar av parametern hospitalPar, vilken uppskattades
fran litteraturdata fran Socialtyrelsen och Folkhdsomynidigheten. Data mellan oktober 2020 och
april 2021 summerades veckovis och andel mellan slutenvardade och bekréiftade fall berdknades.
Andelen 14g runt 5 % med lag varians, se figur

0,06
0,05
0,04

0,03

andel

0,02

0,01

0 5 10 15 20 25 30 35
tid [veckor]

Figur 13: Andelen mellan kumulativa sjukhusinlaggningar och kumulativa bekrdiftade sjuka.
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Sannolikheten att pandemin dor tidigt

G Sannolikheten att pandemin dor tidigt

Sannolikheten att pandemin dor tidigt
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(a) Graf éver proportionen av de stokastiska mo-
dellerna som dog tidigt som en funktion av I,
hdr dr parametrarna Npargrkov = 10%, BMarkov =
0,075, Nspg = 107, Bspr = 0.09, vy =1/14.

(b) Graf éver proportionen av de stokastiska model-
lerna som dog tidigt som en funktion av Iy, hdr ar
parametrarna istillet N = 1047 B=0,1,v=1/14 fér
bdada modellerna.

Figur 14: Grafer dver sannolikheten att pandemin dor tidigt
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H Spridningen for Markovprocess modellen plottat for nagra

realiseringar
Population | omin o Omax Population Omin o Omax
N =103 1,6171 | 3,9274 | 10,6911 N =10°% 3.2012 11.1313 25,2591
N =10* 2,8635 | 7,8247 | 33,4471 N =10* 19.6391 | 71,4215 302,8599
N =10° 5,1713 | 12,4773 | 91,1430 N =10° 86.8145 | 535,3230 | 2246,2729
(a) e@o:l (b) %021,5
Population Omin o Omax
N =10° 3,8694 16,2818 48.2553
N =10* 21.1434 | 130,2228 | 456,0727
N=10° 190,5288 | 1268,9684 | 5321,0357

0.015

B=0.2, y=0.2, Ry =1

Tabell 2: Zy = 2,8

0.01

0.005

Andel infekterade, I(t)/N

()
CI195:
(I(t)

N =10*

N =10°

100
Tidsenhet, dagar

(a) Zo som svarar mot 1 sekunddr infektion.

0.3

0.07

B =0.3,v=0.2, Ry =15

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

Andel infekterade, I(t)/N

50 100

Tidsenhet, dagar

200

(b) Zo som svarar mot 1,5 sekunddra infektioner.
3 =02, v =0.071429, Ry =2.8

Andel infekterade, I(t)/N

100

150

Tidsenhet, dagar

200

(c) Zo som svarar mot 2,8 sekunddra infektioner.

Figur 15: Spridningsfigurer for Markovmodellen.

Samtliga simulationer utférdes 100 ganger, & baseras darfor pa medelvirdet for samtliga simule-
ringar, o dr den skattade standardavvikelsen fran medelvirdet (I).
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I Spridningen for It6-SDE modellen plottat for nagra reali-

seringar
Population | omin o Omax Population Omin o Omax
N =103 1,3624 | 3,7058 | 8,9488 N =10°% 3,7268 10,7151 29,4023
N =10* 4,0037 | 9,7498 | 46,5847 N =10* 15,8532 | 79,0221 249,7911
N =10° 5,0181 | 12,3962 | 88,9573 N =10° 154,0435 | 687,2719 | 2508,8707
(a) e@o:l (b) %021,5
Population Omin o Omaz
N =10° 5,5467 17,9232 48,7982
N =10* 23,1229 | 138,0374 | 491,0957
N=10° 181,8157 | 1359,8455 | 4292,0552

0.015

B=0.2, y=0.2, Ry =1

Tabell 4: Z, = 2,8

0.01

0.005

Andel infekterade, I(t)/N

0

= =

0.07

B =0.3,v=0.2, Ry =15

N - 10t 0.06

()
CI195:
(I(t)

N=10° 0.05

0.04

0.03

0.02

Andel infekterade, I(t)/N

o
=4

0

(a) Zo som svarar mot 1 sekunddr infektion.
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100
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, dagar
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100
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(10,
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100
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(c) Zo som svarar mot 2,8 sekunddra infektioner.

Figur 16: Spridningsfigurer for SDE:n.

150

200

(b) Zo som svarar mot 1,5 sekunddra infektioner.

Samtliga simulationer utférdes 100 ganger, & baseras darfor pa medelvirdet for samtliga simule-
ringar, o dr den skattade standardavvikelsen fran medelvirdet (I).
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