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Simulating Many-Particle Systems on an Emulated Quantum Computer
The Variational Quantum Eigelsolver Algorithm Applied on the Lipkin Model
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Abstract

In this study we apply the Variational Quantum Eigensoler (VQE) algorithm on systems
in the Lipkin model to solve for the ground state energies, using an emulated quantum
computer developed by Rigetti Computing. The variational parameters are optimized with
the Nelder-Mead method and a Bayesian optimization algorithm.

By exploiting the quasi-spin symmetry of the Hamiltonian, we reduce the dimension of the
Hamiltonian matrix, and subsequently apply the VQE algorithm on up to 4 x 4-matrices,
corresponding to a seven-particle Lipkin model. Furthermore, we construct tailored ansétze
and compare them to the established Unitary Coupled-Cluster ansatz.

We perform an extensive study of how to distribute the measurements on the Quantum Vir-
tual Machine (QVM) to minimize the error. Using the optimal combination of optimization
algorithm, ansatz and number of samples per expectation value estimate, we calculate the
ground state energy, given a total of 3 million measurements on the QVM, for different va-
lues of the interaction parameter V/e. We conclude that both the Nelder-Mead and Bayesian
optimization algorithm are able to calculate the ground state energy for the seven-particle
Lipkin model within 1.2 % and 0.7 % of the analytical energy, respectively.

We find that the Bayesian optimization algorithm performs significantly better for a lower
number of total measurements on the QVM while, for a higher number, the Nelder-Mead
algorithm exhibits a more stable behaviour. Therefore, we predict that a combination of the

two optimization algorithms might be more efficient than using each on their own.

The thesis is written in Swedish.

Keywords: Quantum Computing, VQE, Lipkin model, Nelder-Mead method, Bayesian
optimization, UCC, many-body theory.
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Sammandrag

I denna studie applicerar vi Variational Quantum Eigensolver-algoritmen (VQE) pa system
i Lipkinmodellen for att bestdmma grundtillstandsenergierna, med hjilp av en emulerad
kvantdator utvecklad av Rigetti Computing. Variationsparametrarna optimeras med Nelder-
Meadalgoritmen savil som en Bayesiansk optimeringsalgoritm.

Genom att utnyttja Hamiltoninanens kvasispinnsymmetri, reducerar vi Hamiltonianmatri-
sens dimension, varpa vi applicerar VQE-algoritmen pa upp till 4 x 4-matriser, vilket svarar
mot ett Lipkinsystem med sju partiklar. Utéver detta konstruerar vi nya ansatser och jamfor
dessa med den etablerade Unitary Coupled-Clusteransatsen.

Vi genomfér en omfattande analys av hur métningarna pa den emulerade kvantdatorn bor
fordelas for att minimera felet. Med den optimala kombinationen av optimeringsalgoritm,
ansats och antal samplingar per vantevirdesskattning, bestimmer vi grundtillstdndsenergin,
givet totalt 3 miljoner méatningar pa den emulerade kvantdatorn, for olika virden pa inter-
aktionsparametern V/e. Nelder-Meadalgoritmen och den Bayesianska optimeringsalgoritmen
lyckas hér berdkna grundtillstandsenergin for ett Lipkinsystem med sju partiklar inom 1.2 %
respektive 0.7 % av den analytiska energin.

Vidare observerar vi att den Bayesianska optimeringsalgoritmen presterar betydligt batt-
re for mindre totala antal maétningar pa den emulerade kvantdatorn medan Nelder-
Meadalgoritmen uppvisar ett mer stabilt beteende med fler métningar. Baserat pa detta
tror vi att en kombination av de tva algoritmerna kan vara att foredra framfoér var och en
for sig.

Nyckelord: Kvantdatorer, VQE, Lipkinmodellen, Nelder-Meadmetoden, Bayesiansk opti-
mering, UCC, méngkropparsfysik.
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1. Introduktion

Utvecklingen av den digitala datorn pa 1940-talet medférde nya mojligheter att i detalj
undersoka fysikaliska fenomen. Datorernas berdkningskraft, métt i antalet transistorer som
far plats pa ett berdkningschip, har néastan férdubblats vartannat ar sedan 1900-talets andra
halft [1], men tekniska begrdnsningar innebér att denna tillvixt riskerar att avstanna inom
nagra ar. Dessutom férutspadde Richard Feynman redan 1982 att transistorbaserade datorer
aldrig kommer bli tillrackligt kraftfulla for att simulera kvantmekaniska system [2]. Han
foreslog istéllet att konstruera en dator bestdende av komponenter med kvantmekaniska
egenskaper: en sa kallad kvantdator.

Stora resurser satsas i dagsldget pa att utveckla och forbattra kvantdatorer, med framtida
potential att anvidndas inom allt fran kemi- och nanoteknik till kryptering och maskininlér-
ning [3]. Nyligen har Chalmers tekniska hogskola paborjat en forskningssatsning med malet
att utveckla en kvantdator med en berdkningskapacitet stérre &n dagens superdatorer, det
vill séga att uppna quantum supremacy.

Kvantdatorer utnyttjar manipulation av kvantfenomen, via sa kallade kvantbitar, for att
gora berdkningar. Till skillnad frén vanliga digitala bitar kan kvantbitar befinna sig i
superpositioner och sammanflitade tillstand. Dessa egenskaper tros kunna effektivisera
16sningen av vissa problem, vilka i dagslaget ar alltfor berdkningstunga for klassiska datorer.

Tva exempel pa nya, mer effektiva, algoritmer vil lampade for kvantdatorer ar Quantum
Fourier Transform och Quantum Searching [4, kap. 4], dar den forsta tillimpas i Shors
algoritm for heltalsfaktorisering och den senare kan anvindas inom bland annat statistik
och kryptografi. Dessa algoritmer ger en exponentiell respektive kvadratisk forbattring i
tidskomplexitet, jamfort med klassiska algoritmer for likvirdiga problem.

Exempel pa fysikaliska problem som &r svara att l6sa med klassiska datorer ar just
kvantsystem med manga starkt vixelverkande partiklar. I den hér studien undersoker
vi mojligheten att anvdnda en kvantdator for att bestdmma grundtillstdndsenergin till
idealiserade mangpartikelsystem definierade av Lipkinmodellen [5]. Denna har tidigare
anvants for att modellera ett flertal fenomen som fasévergangar och kollektiv dynamik av
mangfermionsystem [6].

Manga fysikaliska problem kan reduceras till egenviardesproblem, vilka kan l6sas med
den kvant-klassiska hybridalgoritmen Variational Quantum Eigensolver (VQE) [7], [8].
Metoden bygger pa variationsprincipen, dédr en kvantdator anvands for att berdkna
vanteviardet av Hamiltonianen f6r en variationsansats, medan en klassisk algoritm optimerar
variationsparametrarna.

I den hér studien emulerar vi en kvantdator med ett fatal kvantbitar pa en klassisk dator
med en sa kallad Quantum Virtual Machine (QVM). For detta d&ndamal anvénds Forest SDK
(Software Development Kit) [9] utvecklat av Rigetti Computing.
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Syfte

Denna studie syftar till att analysera olika metoder fér att berdkna grundtillstdndsenergin
for ett mangpartikelsystem definierad av Lipkinmodellen med hjilp av VQE-algoritmen pa
en ideal kvantdator. Energiegenvirdena for Lipkinsystem kan bestdmmas analytiskt, vilket
tillater oss att analysera hur vl grundtillstdndsenergin kan berédknas med VQE-algoritmen,
dér i synnerhet val av ansats och optimeringsalgoritm utvérderas.

Rapportstruktur

I kapitel 2 introduceras Lipkinmodellen dar Hamiltonianen blockdiagonaliseras via kvasi-
spinnformalism. Kapitel 3 inleds med en introduktion till kvantdatorer och VQE-algoritmen,
varpa bade ett antal metoder for att berdkna vantevirdet av hermiteska operatorer och for
att konstruera ansatser presenteras. Déarefter introduceras tva klassiska optimeringsmetoder:
Nelder-Meadalgoritmen och en Bayesiansk optimeringsalgoritm.

I avsnitt 4.1 utviarderas och vidareutvecklas Nelder-Meadalgoritmen. Déarefter, i avsnitt 4.2,
analyseras ansatsmetoderna utifran realiserbarheten pa verkliga kvantdatorer och optime-
ringsalgoritmernas prestation. Slutligen beréiknas grundtillstandsenergin fér ett Lipkinsystem
med sju partiklar. I kapitel 5 diskuteras bade resultatet och férslag pa fortsatta studier.

I denna studie undersoks enbart ideala kvantbitar och kvantdatorer, dar alla kvantbitar ar
sammankopplade. Ytterligare avgransningar med avseende pa bland annat parametrar och
antal partiklar i Lipkinmodellen, antalet métningar pa kvantdatorn och optimeringsalgorit-
mer presenteras i tillhoérande kapitel. En beteckningslista 6ver de mest frekvent férekomman-
de beteckningarna som anvinds aterfinns i appendix A.



2. Lipkinmodellen

Lipkinmodellen beskriver ett kvantmekaniskt mangpartikelsystem och publicerades 1964
[5]. Denna modell behandlar ett system bestdende av N fermioner, dir varje partikel
populerar en av tva N-faldigt degenererade energinivier, separerade med energin €. Varje
enpartikeltillstand kan beskrivas med tva kvanttal, o och p. Kvanttalet 0 = 41 representerar
de tva energi-nivaerna, med energier +€/2, och p = 0,1,2,..., N — 1, som &ar unikt och
bevarat for varje partikel, numrerar den IN-faldiga degenerationen inom varje energiniva.
Modellen beskriver saledes ett system med 2N enpartikeltillstdnd som kan kombineras till
2N ortogonala N-partikeltillstand.

Vi anvinder andrakvantiseringsformalismen med Focktillstdnd som bas* for att beskriva
de olika tillstanden i Lipkinmodellen. Lat |ni,ng,...,nan) beteckna Focktillstandet med
ng € {0, 1} fermioner i enpartikeltillstand k, déar k rdknar 6ver de 2N olika kombinationerna
av 0 och p. Dessa Focktillstand utgér en ortonormalbas till Hilbertrummet [10, s. 17] och
uppfyller alltsé

2N
(1, ..., nan|nl, by ) = H Oy, -
k=1

Genom att sortera p stigande fran hoger till vanster i ket-vektorn kan representationen av
bastillstanden reduceras till ett binért tal. Tillstdndet betecknas da | ), dér antalet partiklar
N bestdmmer lingden av det bindra talet. Med denna representation svarar talet 1 (0) pa
position p i ket-vektorn mot att enpartikeltillstdndet med p och o = 1 (0 = —1) ar ockuperat
av en partikel. Exempelvis svarar vektorn |104) = [1010) mot ett bastillstand dér partiklarna
med kvanttal p = 1 och p = 3 &r exciterade. En illustration av detta tillstdnd aterfinns i
figur 2.1.
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°

®

+ o
N

Q
Il
|
—_
®
|
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p 3 2 1 0

Figur 2.1: Illustration av bastillstandet [104) = |1010) med N = 4. Varje prick representerar ett
ockuperat enpartikeltillstand. Har ar partiklarna med kvanttal p = 1 och p = 3 exciterade.

2.1 Systemets Hamiltonian

For att beskriva systemets Hamiltonian introducerar vi skapelse- och forintelseoperatorerna

a' och a vars algebraiska definition [10, s. 19] &r att de uppfyller antikommutationsrelatio-
i

nerna

*Lis mer i exempelvis Advanced Quantum Mechanics, Franz Schwabl [10, kap. 1].
# Antikommutatorn och kommutatorn, fér tva operatorer A och B, definieras av {4, B} = AB + BA
respektive [A, B] = AB — BA.
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{af,a]} = {ax,a} =0, {af, a1} = du.

Dessa operatorer verkar pa ett fermioniskt Focktillstand [10, s. 18] enligt

a,t|...,nk_1,nk,nk+1, vy =1 —=ng) exp(inr@) |...,np—1, Mk + 1, Ngr1, .0),
Ak |eeey M1, My N1y -oo) = Nk €XP(ITQ) |y Mp—1, M — L, Mpg 1, on)s

dér fasen ¢ = )7, ny. I enlighet med ovan svarar k mot kvanttalen o och p i Lipkinmodellen

varfor operatorerna hadanefter indexeras ai,p och ayp. Exempelvis opererar aLa-n pa
trepartikeltillstandet |000) enligt

al a1 1000) = |010) (2.1)

dér a1 forst forintar partikeln med p = 1 som befinner sig i grundtillstandet (o = —1), varpa
aL skapar en exciterad partikel pa samma position. En illustration av hur operatorerna i
(2.1) verkar pa tillstandet |000) presenteras i figur 2.2.

E E E
+5 +5 ° +5
o—o o ® o5 ® o
p 2 1 0 p 2 1 0 p 2 1 0
a) Tillstandet |000). b) Tillstindet a-11 |000) c) Tillstandet |010).

Figur 2.2: Illustration av exemplet i (2.1). Notera att tillstandet i b) endast ar en artefakt av
andrakvantiseringsberdkningar och ligger utanfér systemets Hilbertrum.

Hamiltonianen for Lipkinmodellen definieras pa andrakvantiseringsform enligt [5]

1 1
H= 3¢ Z o ai.p aop + 3 Vv Z a:r,p a:rjp, A _gp C-op, (2.2)
op opp’

=He E’HV

dér parametern € beskriver enpartikelenergin medan V' ar ett matt pa styrkan av vixelverkan
mellan par av partiklar inom samma energinivd. Utan inskrdnkning betraktas ¢ > 0
dad o kan omnumreras, medan V antas positiv. Givet antalet partiklar N bildar vi nu
Hamiltonianmatrisen H via

Hij = (in[H|jn), (2.3)

dir |iy) och |jy) &r bastillstind med 4,5 € {0,1,...,2% — 1}. Enpartikeloperatorn
He motsvarar den totala enpartikelenergin, da den rdknar antalet partiklar i de tva
energinivaerna. Bastillstanden {|iy)} ar darfor egentillstand till H, vilket genererar element
pa diagonalen i matrisrepresentationen av H. Tvapartikeloperatorn Hy ger ett nollskilt
bidrag for varje par av partiklar inom samma energiniva och kan darfor tolkas som en
repulsion. Operatorn flyttar partiklarna till motsatt energiniva, exempelvis Hy |0011) =
V'|1111) + V' |0000)*. Egentillstand till operatorn H motsvarar egenvektorer till matrisen H
med samma energiegenvirde. Exempel pa framtagna matriser for Lipkinmodellen enligt (2.3)
for tva och tre partiklar aterfinns i appendix B.1.

*Varje tillstand rdaknas dubbelt i summan, varfor det r en faktor 1/2 i Hy .
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2.2 Hamiltonianen i kvasispinnformulering

Matriserna genererade enligt (2.3) okar snabbt i storlek med vixande N och att bestdmma
egenvardena blir berdkningstungt. For att reducera storleken av matriserna infor vi sa kallade
kvasispinnoperatorer

1 1
L=5 Y odag, Je=)dbyan,, JP= (T T+ I-T)+ T2 (24)
op p

J-operatorerna uppfyller de kanoniska kommutationsrelationerna for spinnoperatorer [5],
vilka lyder

[jaajﬂ] = igaﬁfy j'ya [\727 j:l:] =+J+, [jJr)jf] =27..

dér o, 8,7 € {z,y, 2}, € betecknar Levi-Civitatensorn och J4 = J, £1Jy. Detta medfor att
operatorn J? uppfyller

(7%, T.) = [7% J) = 0.
Vidare existerar det simultana egentillstand |.J m) till 72 och 7, [11, ss. 8-9] som uppfyller
T Im) =J(J+1)|Jm),

T:|Im)y =ml|Jm), (2.5)
Teldm) = TFmTEm+1) |J (mt1)),

dar m € {-J,-J +1,...,J}. Hamiltonianen definierad i (2.2) kan uttryckas med hjilp av
kvasispinnoperatorerna enligt

_ 1 2 2
H=cT.+ 5V (T +7°) .
Da operatorn J 2 kommuterar med Jz, J+ och J_ kommuterar den dven med H, varfor
T*HI|I) =HT?|J) = J(J + D)H|J).

Saledes avbildar #H egentillstand till 72 pa andra egentillstand till 72 med samma egenvirde
och kan ddrmed skrivas som en direkt summa,

H=EPH,, (2.6)
J

dir H; & Hamiltonianen inskrénkt till egenrummet till 72 med egenviirde J(J+1). Uttryckt
i en bas av egentillstand till 72 blir Hamiltonianmatrisen allts& blockdiagonal med matriser
av dimension 2J + 1 for varje méjligt J.

Vi undersoker nu vilka J i (2.6) som forekommer i Lipkinsystemet med N partiklar.
Notera att J, definierad i (2.4), kan tolkas som halva skillnaden mellan antalet exciterade
partiklar och antalet partiklar i grundtillstandet, eftersom aj,p aqp rdknar antalet partiklar
i op-tillstandet. Det storsta virdet som m kan anta &r darfor N/2, vilket erhalls nér alla
partiklar ar exciterade. Fran denna tolkning inses dven att dd& N ar jamnt eller udda antar
m endast heltals- respektive halvtalsvirden. Da m € {-J, -J +1,..., J} géller darfor att

Je{N/2—|N/2],...N/2—1,N/2}".

*|-] och [-] betecknar golvfunktionen (floor) respektive takfunktionen (ceiling).
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Eftersom antalet egentillstand [Jm) till 72 och J, med unika virden pa J och m vixer
kvadratiskt med N, medan dimensionen pa Hilbertrummet &r 2V, maste det finnas flera
egentillstand med samma egenvirden. Vi introducerar nu temporért ett kvanttal K, med
tillhérande operator K, sa att |J m K) betecknar ett unikt tillstand. Vi har att

TeTJy =T = T2 + T,

dér [Jm K) ar ett egentillstand till operatorerna i hogerledet och déarfoér &ven till JiJ=.
Saledes kan vi definiera K sa att det bevaras av Ji, vilket ger en uppséttning bastillstand
med m € {-J,-J +1,...,J —1,J} for varje kombination av K och J. Detta innebéar att
K, T% = [K,TJ.] = [K,Jx] = 0 varfér dven [K,H ] = 0. Foljaktligen #r M sluten pa
egenrum till /O och kan delas upp i en direkt summa

Hy=PMHix,
K

dir H i &ar en ytterligare inskrankning av Hamiltonianen till egenrum till X med egenvérde
K. Eftersom Hamiltonianen kan uttryckas i kvasispinnoperatorerna, som &ar oberoende av
K, &r H jx for ett givet J identisk for alla K.

Lat oss nu studera Hamiltonianmatrisen H ;g i rummet som spénns upp av |J m K) for fixt
J och K. Fran (2.5) fas

FEImE) = J(JFm)(J £m+1)(JFm—1)(J £m+2) |J (m+2)K).

Notera att J2 endast héjer respektive sinker m-kvanttalet tva steg; om vi férst numrerar
tillstanden med alla element som ar separerade med ett jamnt antal steg fran m = —J i
stigande ordning f6ljt av resterande tillstand, ocksa i stigande ordning, far vi en blockdiagonal
matris. Beteckna dessa med HY sd att Hyx = H} & H? for alla K. Storleken pd HY och H3
ges av [(2J +1)/2] respektive [(2J +1)/2]. Matrisen for fallet J = 2, det vill sdga ett block
till Lipkinsystem med N > 4 partiklar, i kvasispinnbasen {|Jm)} blir da

2 V6V 0 ;0 0
VBV 0 VBV 0 0
HioH:=| 0 V6V 2 10 0 |. (2.7)

Hamiltonianen i (2.2) kan alltsa skrivas som

g N N
H:@(H}I@H%)@ ’ CJ:(N/2—J>_<N/2—J—1>’ (28)

med motsvarande matriser HY, dir c; betecknar multipliciteten av underrummen och
svarar mot antalet K-virden for olika J. Hamiltonianmatriser upp till J = 5 &terfinns
i appendix B.3, medan hérledningen av uttrycket for ¢y samt viarden for N upp till 10,
presenteras i appendix B.2.

Att bestamma egenvirdena till ‘H har saledes reducerats fran att hitta egenvérden till en
matris av storlek 2V till motsvarande problem for varje enskilt block i matrisen, dir det
storsta blocket dr av storlek [(N + 1)/2]. Vidare férekommer egenvirdena i par om ett
positivt och ett negativt med samma belopp inom varje H } ®H 3 [5], varfor det ar tillrackligt
att studera egenvirden med ett bestamt tecken®. Symmetriargumenten ovan resulterar i en
betydande reduktion av nédvindig berdkningskraft och poédngterar vikten av att utnyttja
symmetrier i alla berdkningar sa langt det ar mojligt.

*I fallet d& dim(H} @ H3) = 2J + 1 dr udda maste alltsa 0 vara ett egenvirde.
6



3. Variational Quantum Eigensolver

Kvantmekaniska mangpartikelproblem har forblivit svarlosta pa grund av utmaningen i att
representera kvantmekaniska vagfunktioner pa klassiska datorer, da problemets dimension
vixer exponentiellt med antalet partiklar [7]. Kvantdatorer presenterar en mojlig l6sning
till detta d& de forvantas vara béattre pa att representera mangpartikelvagfunktioner. Nedan
presenteras en introduktion till kvantdatorer och den kvant-klassiska hybridalgoritmen VQE,
samt hur denna har implementerat for att berdkna grundtillstandsenergin fér Lipkinsystem
i programspréket Python.

3.1 Kvantbitar och kvantdatorer

En kvantbit, till skillnad fran en klassisk bit, kan befinna sig i en superposition av 0 och 1,
varfor dess kvantmekaniska tillstand betecknas

wonm+ﬂuwaﬁL 0B eC, |af+ B =1. (3.1)

Har svarar kvadraterna av amplitudernas absolutbelopp |a|? och |3|? mot sannolikheten att
vagfunktionen kollapsar till tillstandet |0) respektive |1) vid en métning av systemet. Ett sétt
att representera en kvantbit i verkligheten ar att anvdnda spinn—% partiklar, sa att |0) svarar
mot [1) och [1) mot |])*. Hidanefter anvinder vi denna beteckning for att skilja kvantbitarna

fran bastillstanden i Lipkinmodellen.

En anviandbar representation av tillstandet for en kvant-
bit r den sa kallade Blochsfaren [4, s. 15], vilket dr en
sfar med enhetsradie dér varje punkt motsvarar ett val
av a och (8 enligt

) = cos(6/2) [1) + e sin(8/2) |1).

Superpositionens globala fas saknar fysikalisk betydelse
varfor o utan inskrénkning kan antas vara reell. I denna
representation svarar [1) mot nordpolen pa sfiren och
|{) mot sydpolen, se figur 3.1.

. Figur 3.1: Representation av tillstindet
En kvantdator bestar av ett antal sammankopplade f6r en kvantbit med hjilp av Blochsfiren.

kvantbitar dar varje kvantbit initialt befinner sig i det Hér ér @ och ¢ de kanoniska sfiriska
rena tillstandet ’T> <8 att |¢}0> _ |T T> vinklarna, som bestimmer o och 81 (3.1).

Kvantbitarnas tillstand kan manipuleras med sa kallade kvantgrindar, vars operation svarar
mot unitdra operatorer U. Ett kvantdatorprogram bestar av en serie av G kvantgrindar som

*Denna representation kan verka kontraintuitiv, men &r konvention inom kvantinformatik.
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modifierar initialtillstandet enligt*

|Y) =Uq - Ug—1 - ... - U1 |vo)

och avslutas med en métning av det resulterande tillstandet, varpa varje kvantbit kollapsar
till |1) eller |}). For att erhalla en skattning av amplitudernas belopp i kvantbittillstandet
behover kvantdatorprogrammet koras upprepade gangar och resultatet medelvéirdesbildas.

Exempel pa kvantgrindar &r de som svarar mot Paulioperatorerna’ X, Y och Z. For en
enskild kvantbit svarar dessa operatorer mot foljande 2 x 2-matriser:

weRi vef ) 2 8] we el wf)

Foljaktligen verkar dessa enligt

Xh=N  XH=IN,
Yin=ill) Y ) =-ilh,
ZIt =11 Zl)=-N),

vilket kan tolkas som 180°-rotationer kring z-, y- respektive z-axeln pa Blochsfiaren. Vi
inkluderar &ven identiteten I bland Paulioperatorerna, av skdl som framgar senare. Andra
exempel pa kvantgrindar ar rotationsgrindarna R(#), vilka roterar tillstandet en vinkel 6
kring axeln « € (x,y, z) pa Blochsfiren [4, ss. xxx-xxxi].

For system av flera kvantbitar, kan vi for en enkvantbitsoperator U vilja att betrakta
motsvarande operator U, definierad for hela systemet men som endast paverkar kvantbit ¢
och ldmnar resterande oberorda$. Till exempel ges programmet som utfor identiteten I pa
kvantbit 0, Y pa kvantbit 1 och X pa kvantbit 2 av XoY71j, sa att

XoYilo [111) = (X [D) @ (Y [1) @ (I[1) = 1[J71) . (3.2)

I en verklig kvantdator tillkommer alltid kvantmekaniskt brus som i dagslédget huvudsakligen
bestar av defekter i de unitdra grindarna och dekoherens [12]. Detta ger ett fel vid métning
som maste kompenseras for i verkliga applikationer. Det ar mojligt att inkludera modeller
for olika typer av brus vid emulering av en kvantdator [13], vilket vi i denna studie véljer
att avstd fran. Tiden under vilken ett system av kvantbitar kan manipuleras innan det blir
dekoherent kallas koherenstid och sétter en Gvre grins pa antalet kvantgrindar genom vilka
en kvantbit kan passera innan den méts for att information om amplituderna ska kunna
extraheras [4, s. 278].

3.2 Algoritmens uppbyggnad

VQE é&r en kvant-klassisk hybridalgoritm for att berdkna grundtillstdndsenergin hos ett
kvantmekaniskt system. Algoritmen bygger pa variationsprincipen, vilken innebér att pro-
blemet att finna det minsta egenvirdet till en Hamiltonianmatris H kan formuleras som ett

*Produkt av operatorer betecknar, i denna rapport, sammanséttning motsvarande matrismultiplikation.
tDessa relaterar till spinnoperatorerna S enligt X = 25%, Y = 25Y och Z = 25~
$F6r en mer stringent beskrivning av flerkvantbitsystem, se appendix C.1.
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optimeringsproblem for en uppséattning variationsparametrar 6. Enligt variationsprincipen ar
namligen grundtillstandsenergin Ey < (1| H |¢) med likhet endast da |¢) &r grundtillstandet.
For att berdkna FEjy kan saledes Hamiltonianens vantevirde minimeras enligt

By = min (4:(0)| H[40))
dér # parametriserar tillstandet™.

Givet 0 skattas vinteviardet pa kvantdatorn for varje term i Hamiltonianen med hjéilp av
QEE-algoritmen (Quantum Ezpectation Estimator) [8]. En klassisk optimeringsalgoritm upp-
daterar sedan parametrarna i ett forsok att ndrma sig ett variationsminimum, se figur 3.2.
Eftersom kvantbitarna har ett férdefinierat initialtillstand |1¢g) kréavs ett ansatskvantdator-
program vilket definieras av variationsparametrarna 6 och svarar mot en operator A(f) som
verkar enligt

() = A(6) [¢o) ,

for att generera det onskade tillstandet \w(9)> Att kvantdatorprogram svarar mot unitéra
operatorer forséikrar att |¢(6)) dr normerad.

Quantum Expectation Estimator
QEE &r en algoritm for att skatta vinteviardet av en Hamiltonian, forutsatt att den &r
uttryckt som en Paulisumma

H=> aPr, Pe=][[P;, PFe{l, XY 2}, (3-3)
k q

dér ¢ ar komplexa koefficienter och Py, fortsdttningsvis kallade Paulitermer, sammansétt-
ningar av Paulioperatorer P(f vilka opererar pa kvantbit q.

En matning av observabeln som svarar mot Paulioperatorn Z ar ekvivalent med en méatning
av kvantbiten, da Z har egentillstand |1) och [|). Vid métning av Paulioperatorerna X
och Y utfors forst en rotation som avbildar deras egentillstand pa |1) och |]), varpa Z
méts. Nodviandiga rotationer kan realiseras med hjilp av rotationsgrindarna RY(-m/2)
och R*(mw/2) for X respektive Y. Exempelvis dr en métning av Paulitermen XoY;Z5 for
tillstandet [1(0)) = A(0) |1o) ekvivalent med att utfora operationen RY(-m/2)R{ (7 /2)A(6)
pa en kvantdator, for att darefter méta kvantbitarna och bilda produkten av de enskilda
egenvardena.

Ett antal matningar M;, av en Pauliterm medelvardesbildas, for att erhalla en skattning <73;>
av Paulitermens vantevirde. Hamiltonianens vantevirde berdknas slutligen som

H) = en(P). (3.4)
k

Det totala antalet métningar M = >, M} som anvinds for att skatta véintevirdet av
Hamiltonianen, bendmner vi som antalet samplingar.

*Om inte 6 parametriserar hela Hilbertrummet kan likhet i allménhet inte garanteras.
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CPU

(
Pauliterm P )—P +
Pauliterm P» )—P

Pauliterm Ps

Klassisk adderare
+
[ Klassisk aterkoppling ]

(Pr)
Pauliterm Pr, )—>

Figur 3.2: Schematisk bild éver VQE-algoritmen, 6versatt och modifierad version av figur fran [7].
Tillstdndet |1(0)) forbereds pa QPU:n, varpad vantevirdet av Hamiltonianen skattas med QEE-
algoritmen. Notera att (Py) skattas genom att den médts My, ganger. Dérefter berdknas vantevardet
av Hamiltonian enligt (3.4). Denna skattning av vintevirdet minimeras sedan klassiskt pa en CPU
genom variation av parametrarna 6.

3.3 Fran matris till operator

Som namnt maste Hamiltonianen uttryckas som en Paulisumma for att dess vintevirde
ska kunna skattas med QEE-algoritmen. Vi utgar hér fran reducerade matriser fran
Lipkinmodellen, varfér en metod for att konvertera en godtycklig matris till denna form
soks. Givet ett underrum av dimension n till kvantbitarnas Hilbertrum, med bas {|) ?:_01,

ges operatorn med matrisrepresentation H i detta underrum av
H=> Hyli){jl (3.5)
ij

Séledes ar det tillrackligt att uttrycka |i)(j| som en Paulisumma. Notera att |i)(j| avbildar
|7) pa |7) och resterande basvektorer pa 0, vilket kommer vara en viktig tolkning for de tva
konstruktionerna som presenteras nedan.

3.3.1 Enpartikelkodning med Jordan-Wignertransform

Lipkinmodellens ursprungliga Hamiltonian uttrycktes i termer av fermioniska operatorer,
innan denna reducerades med hjilp av kvasispinnformuleringen till mindre matriser i
avsnitt 2.2. Dessa kan uttryckas i en ny uppsattning fermioniska operatorer {ai}?z_ol, for
att sedan konverteras till Paulisummor via Jordan-Wignertransformen [14].

Den fermioniska operatorn aZaj ar ekvivalent med |7) (j| for ett system med en fermion och
n enpartikeltillstand dar Focktillstandet |0, ...,0,1;,0,...,0) ar bastillstand |¢). I denna bas
kan Hamiltonian alltsa uttryckas som

H = Z Hz-ja}aj.

ij

10
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T

Pa detta uttryck kan Jordan-Wignertransformen appliceras for att transformera a; och a;

till Paulioperatorerna X;, Y; och Z; [11, ss. 62-67] enligt

i—1 i—1
. 1 :
a3—>§ I17| (xi-ivy), ai = 1% (xi+iv3).
j=0 J=0

Som exempel betraktar vi fallet med matrisen H% /2 fran Lipkinmodellen:

1 -3¢/2 3V
H3/2 = [\/gv 6/21

Hamiltonianen transformeras sedan till en Paulisumma enligt

3V
H = i (=21 +3Zy — Z1) + \/; (XoX1 + YoY1). (3.7)

H = g (—Bagao + a‘ial) +V3V (aJ{ao + agal) ) (3.6)

Denna kodning anviander ett underrum till kvantbitarnas Hilbertrum som spdnns upp av
bastillstand dér exakt en kvantbit ar ||). For att koda en n x m-matris som en operator
kravs saledes Q > n kvantbitar. Kodningen utnyttjar alltsa ett mycket litet underrum av
kvantbitarnas Hilbertrum, vilket har dimension 29, varfor en alternativ kodning som #mnar
att mer effektivt anvinda de mojliga konfigurationerna presenteras nedan.

3.3.2 Binir kvantbitkodning

Betrakta nu ett annat underrum dér inte nédvéandigtvis exakt en kvantbit ar |]) och lat |7)
beteckna bastillstandet déar kvantbitarna befinner sig i tillstandet som svarar mot det bindra
talet ¢*. Vi infor foljande operatorer

X +iY o _ 12
2 2

ST =1 STt =0
ST =0 STHY=11)

{OT 1) = 1) {Oi 1) =0

Si

Det giller att

CT) =0 CH) =) -

Fran detta framgar att vi kan tolka ST som stegoperatorer, medan CT och C* kontrollerar
att kvantbiten befinner sig i ett visst tillstand. Minns att operatorn |i)(j| avbildar |7) pa |)
och Gvriga basvektorer pa 0, varfor denna kan konstrueras som

Gl =11t T1¢s TISS TS, (3.8)

dér r betecknar de kvantbitar som &r |1) i |7) men |]) i |i), s de som &r [|) i |j) men |1) i
|i) medan u och v betecknar de som &r |1) respektive |]) i bade |j) och |i). Lat oss som ett
exempel betrakta

5Y(6] = [T4) (1L4] = CICEST Sy

*Minns att |1) = |0) och [|) = |1) s& att exempelvis |1]1) = [010) = |2).

11



Simulering av mangpartikelsystem pa en emulerad kvantdator Kapitel 3. VQE

som verkar enligt
15)(6]16) = CICEST S5 [1Lt) = CICEST 1L = CICE [14t)) = CF 1AL = [1L) = 15),

och avbildar resterande basvektorer pa 0 d& minst en av operatorerna CJ, C’% , S och Sy
har egenvérde 0 for alla basvektorer forutom [1//71).

Den binédra kvantbitkodningen av exempelmatrisen H§ /21 (3.6) blir

"= g (-3¢h +¢f) + VBV (Sf +57) = % (-1 —220) + V3V Xy. (3.9)

Denna kodning anviander underrummet till kvantbitarnas Hilbertrum som spdnns upp av
{]i)}=y, déir n x n &r storleken pa H i (3.5). Detta innebir att n < 29 eller ekvivalent
Q@ > logy n. Antalet kvantbitar som krévs vixer alltsa logaritmiskt med matrisstorleken®.

Sammanfattningsvis har vi funnit tva siatt att oversidtta en matris till en Paulisumma for
anviandning i VQE. Hur Lipkinmodellens Hamiltonian foérst reduceras till mindre block genom
kvasispinnformuleringen for att sedan kodas som en Paulisumma presenteras schematiskt i
figur 3.3.

Lipkinmodellen R Kvasispinn o n X n-matris

H=H+Hv T H=@,(HoH;)"" H?%, tex. (2.7)
Enpartikelkodning .| Jordan-Wigner

i) il = alay T da—- XY, 2

Binar kvantbitkodning

i) Gl =11, ¢t 11, ¢ I1, 8¢ 11,87 —» X, v, 2 M=) Hiyli) (3] = 3 cxPe

‘ Paulisumma

Figur 3.3: Schematisk representation éver stegen som leder fran Lipkinmodellens Hamiltonian i
(2.2) till en Paulisumma som kan anvéindas i VQE-algoritmen.

3.4 Ansatser

For att kunna variera tillstandet i VQE-algoritmen krédvs, som ndmnt i avsnitt 3.2, en ansats
i form av ett kvantdatorprogram som definieras av variationsparametrarna . Denna svarar
mot en operator A(f) som avbildar kvantbitarnas initialtillstand pa variationstillstandet
enligt |¢(6)) = A(9) [o). Minns att kodningarna av Hamiltonianen H som en Paulisumma
utnyttjar olika antal kvantbitar och endast motsvarar den hermiteska matrisen H pa ett
underrum av kvantbitarnas Hilbertrum. Ansatsen maste dérfor anpassas efter kodningen
for att anvinda ritt antal kvantbitar och sa att |¢(6)) &r begrénsad till det relevanta
underrummet, eftersom nya egenviarden annars kan introduceras. Nedan presenteras tva
metoder for att konstruera ansatsprogram A(f). Den forsta bygger pa att konstruera en
unitdr operator genom exponentiering medan den andra &dr en generell metod for att
konstruera godtyckliga kvantbitstillstand.

*Notera att endast en kvantbit kravs i exempel (3.9), jamfort med (3.7) som kraver tva.

12
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3.4.1 Unitary Coupled-Clusteransats

Kvantbitarnas initialtillstand |¢g) tillhor inte nédvandigtvis kodningens underrum. Vi inleder
darfor ansatsen med att, genom operatorn R, overfora [ig) pa ett referenstillstand som
vi véljer till |0) i basen som tillhér kodningen. Detta eftersom |0) &r egentillstindet i
Lipkinmodellen med lagst energi i underrummet dér H" verkar, oberoende av J och v da
vV =0.

En unitér operator som avbildar |0) pa ett godtyckligt tillstand |¢(6)) ges av

U9) = eTO-TON " 1(g) =36, [u)(0] , (3.10)

dar summan gar 6ver resterande basvektorer, det vill sdga u € {1,...,n — 1}. Konstruktionen
T — T1 forsakrar att operatorn &ar unitir*, vilket krivs for att den ska svara mot ett
kvantdatorprogram. Ansatsen ges da av A(6) = U(0)R och &r en sa kallad Unitary Coupled-
Clusteransats (UCC-ansats) [15].

Det #r dock inte trivialt att konstruera ett kvantdatorprogram som svarar mot e for en
godtycklig anti-hermitesk operator B. Detta &r ddremot mojligt fér operatorer pa formen
P dir P dr en Pauliterm och ¢ en reell koefficient* [4, s. 210]. Om ansatsen kan skrivas pa
formen

U=]] e, (3.11)
k

kan sédledes ett kvantdatorprogram som motsvarar U konstrueras. For att nd denna form
anviands en generaliserad forsta ordningens Trotterexpansion

n

. A
exp| 2 A | = Jim | L[ )

dar Ay ar anti-hermiteska operatorer. Denna trunkeras genom att sdtta n = 1, vilket &r en
relativt grov approximation som snarare bér ses som en omdefinition. Applicerat pa (3.10)
ger detta

U(8) = [[ o=@ 0l

Da Hamiltonianmatriserna vi behandlar 4r hermiteska och reella, existerar en bas av
egentillstand med reella amplituder. For att endast erhélla superpositioner med reella
amplituder kan 6, begrénsas till R, varfor U kan skrivas som

U(9) = He9u(|u><0\—|0)(u|) ) (3.12)

Med samma metoder som i avsnitt 3.3 kan |u) (0] — |0) (u| i exponenten uttryckas som en
Paulisumma, varpa ytterligare en Trotterexpansion tar U till formen i (3.11). Hur detta ser
ut for de tva kodningarna presenteras nedan.

*Operatorer pa formen e? diar BT = —B ir unitéra.

fEn funktion som konstruerar sidana kvantdatorprogram finns implementerad i Rigetti Computings
Pythonmodul pyQuil, kallad exponentiate.

Detta motiveras mer utforligt i [8].

13
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Enpartikelkodning

Med enpartikelkodningen svarar referenstillstandet |0) mot |1...1]) varfor R = X, kan
anvandas for att overfora kvantbitarnas initialtillstand |¢g) till referenstillstandet. Genom
enpartikelkodningen som anvénder Jordan-Wignertransformen, presenterad i avsnitt 3.3.1,
kan |u) (0] — |0) (u| skrivas om som

u—1
[u) (0] = 10) (u] = aliao — afau = | [ Z;| (-iXoVu +iYoXy).
j=1
Med denna omskrivning, (3.12) och &nnu en Trotterexpansion kan U slutligen omdefinieras
enligt

n—1 u—1 u—1
U®) =[] exp|-i6u | ] Z| XoYu | exp|ibu |[] Z;| YoXu
u=1 j=1 j=1

Binir kvantbitkodning
Med den binédra kvantbitkodningen sammanfaller referenstillstandet |0) med kvantbitarnas
initialtillstand |¢o). Genom att anvdnda den binéra kvantbitkodningen skrivs (3.12) om till

U@©) =11e™%, Bu=10)(ul —|u) (0] = > iciPy,
u k

dér Pyt ar Paulitermer och ¢ reella koefficienter som fas av (3.8). Likt ovan anvinds en
Trotterexpansion och U omdefinieras enligt

U(6) = T %7
uk

3.4.2 Quantum State Generator-ansats

Den andra metoden for att konstruera ansatskvantdatorprogram anvéander tillvigagangssét-
tet som presenteras i [16]. Metoden kallas fortsattningsvis for Quantum State Generator
(QSG)*, vilken konstruerar kvantdatorprogram som tar initialtillstandet [ig) till ett god-
tyckligt tillstand [¢(c)). Givet en normerad vektor o = (g, ..., n—1) kan QSG-metoden
anviandas for att konstruera ett kvantdatorprogram A som verkar enligt

n—1
A(@) [tho) = D aili)
=0

dér |i) ar bastillstanden med samma notation som i den bindra kvantbitkodningen, se
avsnitt 3.3.2. Eftersom « 4r en normerad vektor med n komponenter ar antalet frihetsgrader
n — 1. Optimeringsalgoritmerna som anvinds, vilka presenteras i avsnitt 3.5.1, &r dock inte
designade for att optimera pa hypersfirer. Istéllet kan optimeringen utforas i R"~! dér
parametervektorn 6 avbildas till en normerad vektor o € R™ med en inverterad stereografisk
projektion. Eftersom global fas saknar fysikalisk mening motsvarar antipodala punkter pa
sfaren samma tillstand. Med den stereografiska projektionen innebér detta att alla tillstand
aterfinns en gang innanfér och en gang utanfér enhetssfiren i R~ 1.

Denna metod kan direkt anvdndas med den bindra kvantbitkodningen eftersom de ut-
gar fran samma bas. Med enpartikelkodningen anvinds dock en annan bas dér |i) =

*QSG finns implementerad i Rigetti Computings Pythonmodul Grove, kallad create_arbitrary_state.

14
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I, T diy Ty oo, 1), istéllet for att tolka kvantbittillstandet som ett binért tal. Detta innebér
att |i) i enpartikelkodningen svarar mot |2¢) i den binéra kodningen. Efter den stereografiska
projektionen som tar # € R® ! till en normerad vektor f € R" avbildas dérfor denna till
o € R?" genom aqyr = By och a; = 0 for i som inte ér exakta tvapotenser.

3.5 Implementation

For att implementera de tidigare namnda metoderna emuleras en kvantdator med Forest
SDK [17]. Férutom pythonmodulerna pyQuil och Grove som ingar i Forest SDK, anvénds
dven OpenFermion [18]. En 6versiktlig beskrivning av kodstrukturen samt en lank till vart
Github-repository aterfinns i appendix D.

3.5.1 Optimeringsalgoritmer

Att anvinda VQE-algoritmen for att bestimma det minsta egenvéirdet till en n x n-matris
innebér att en stokastisk funktion ska minimeras i ett (n—1)-dimensionellt rum. Detta stéller
stora krav pa optimeringsalgoritmerna, da exempelvis derivataberdkningar blir instabila. Vi
begransar oss darfor till tva optimeringsalgoritmer som inte kraver derivataberdkning.

Nelder-Meadalgoritmen

Nelder-Meadalgoritmen &r en simplexbaserad, direkt sokalgoritm som kan anvéndas for att
optimera icke-linjara funktioner [19]. Metoden, som finns implementerad i Pythonmodulen
SciPy, tillampas i detta projekt for att den &r vil beprovad, har anvints i flera tidigare
kvantdatorstudier [15] och, som ndmnt ovan, inte anvinder derivataberdkningar. For att for-
béttra skattningen av Hamiltonianens véintevérde vid slutparametrarna, medelviardesbildas
métdata fran nérliggande punkter. Om sokalgoritmen tidigt ndrmar sig sina slutparametrar
Ormin utnyttjas resterande méatningar, som da sker nédra denna, effektivt sett som fler samp-
lingar. Vi definierar darfor en tolerans i, och medelvéirdesbildar de funktionsevalueringar

som motsvarar de parametrar som uppfyller

o

< B0l (3.13)

Algoritmens stoppkriterier uppfylls d& bade parameter- och funktionsdifferensen mellan tva
pa varandra foljande optimeringssteg dr mindre dn féorbestdmda toleransviarden. Funktions-
toleransen fio véljs enligt

ool = Jlﬁ 2;; el (3.14)

dér ¢ ar koefficienterna i Paulisumman och M antalet samplingar. Detta &dr, som vi snart
kommer se i (3.15), en 6vre grans till kvadratroten av vinteviardesskattningens varians.

Nelder-Meadalgoritmen kréver initialparametrar till ansatsen. For QSG-ansatserna viljs
initialparametrarna si att dessa, genom den stereografiska projektionen, svarar mot
amplituder med alternerande tecken men samma storlek. Vi motiverar valet med en
formodan om att grundtillstandet d& V/e — oo befinner sig i samma hyperoktant®. Dock
dr det for UCC-ansatserna inte uppenbart hur parametrarna svarar mot amplituderna.
Initialparametrarnas komponenter viljs darfor till 8, = (=1)**! da detta formodas resultera
i alternerande tecken for amplituderna, likt initialparametrarna fér QSG-ansatserna.

*Hyperoktanter ar generaliseringen av kvadranter till godtycklig dimension.
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Bayesiansk optimering

Bayesiansk optimering lampar sig for att optimera kontinuerliga, stokastiska funktioner
pa ett slutet intervall, dir varje funktionsevaluering &r kostsam [20]. Denna beskrivning
passar mycket vdl in pa kvantdatorberdkningar och har déarfér valts som en metod i
denna studie. Har betraktas en Bayesiansk optimeringsalgoritm som finner minimum med
hjalp av Gaussiska processer, vilken vi forkortar BOGP. Vi anvinder den variant som &ar
implementerad i Pythonmodulen Scikit-Optimize [21].

For den Bayesianska optimeringsalgoritmen behover vi definiera ett intervall inom vilket
optimeringen ska ske. For de ansatser som anvinder QSG séatts detta till [-1,1] for varje
komponent av parametern, da den stereografiska projektionen garanterar att det finns ett
minimum innanfér enhetssfiren, se avsnitt 3.4.2. Ett sidant véldefinierat intervall kdnner vi
inte till for UCC-ansatserna, varfor vi valjer det storre intervallet [-3, 3].

3.5.2 Variansskattning

Som ndmnt i avsnitt 3.2 skattar QEE-algoritmen vintevirdet av Hamiltonianen uttryckt som
en Paulisumma, genom att skatta vintevirdet av varje Pauliterm Py med ett medelvéirde av
ett antal samplingar M. Da Paulioperatorna X, Y, och Z har egenviarden +1 ges variansen
av ett sddant medelvirde av

1— (Pr)?

Var ((P) = =1

Genom (3.3) fas variansen av Hamiltonianens véntevirdesskattning som

Var ({70) = e =yt ZW

Denna varians kan skattas genom att anvinda skattningarna av (Py). For att minimera den

ovre begransningen pa Var ((7—[/\)) viljs antalet métningar per Pauliterm enligt

|ck|

Zj|cj|7

for ett totalt antal samplingar M, se hirledning i appendix C.2. Med detta val blir variansen
av vintevirdesskattningen och den 6vre begriansningen

My =M

Var ((H)) = Z|cj\ Zm (1= (Px) )<— Z\ck| . (3.15)

Antalet samplingar per Pauliterm, M}, méaste avrundas till heltal, vilket gors sa att M
bevaras.

Som namnt ovan medelviardesbildas funktionsevalueringar med parametrar nira den slutliga
for Nelder-Meadalgoritmen. Variansen av detta nya medelviarde ges av

Var ((H)) = L2ZVar< e

dér L &r antalet punkter som medelvirdesbildas [22, s. 229].

16



4. Resultat

I detta kapitel analyserar vi olika metoder for att berdkna grundtillstandsenergin hos Lipkin-
system med VQE-algoritmen, genom att jamfora ansatserna och optimeringsalgoritmerna
beskrivna i avsnitt 3.4 och avsnitt 3.5.1. Vi behandlar fyra ansatser med tillhérande kod-
ning:

« enpartikelkodad UCC-ansats (E-UCC)
o enpartikelkodad QSG-ansats (E-QSG)
 bindr kvantbitkodad UCC-ansats (B-UCC)
 bindr kvantbitkodad QSG-ansats (B-QSG).

Utover detta betraktas dven tva olika optimeringsalgoritmer:

o Nelder-Meadalgoritmen (NM)
» Bayesiansk optimering med Gaussiska processer (BOGP).

Innan vi jamfor ansatserna och optimeringsalgoritmerna, presenteras i avsnitt 4.1 nog-
grannheten av egenvirdesberdkningar for tre matriser av olika storlek fran Lipkinmodellen
med VQE-algoritmen. Detta resultat anvinds for att illustrera ett problem med Nelder-
Meadalgoritmen d&a den appliceras pa stokastiska funktioner.

Ansatserna och optimeringsalgoritmerna kan kombineras till &tta olika metoder. Darfor
presenterar vi, i avsnitt 4.2.1, underlag for att reducera antalet ansatser i ett tidigt stadium
av analysen, da en fullstdndig analys av alla kombinationer ligger utanfér ramen for denna
studie.

I tidigare studier av verkliga kvantdatorer har experiment utforts med upp mot 3 miljoner
métningar [23], varfor vi véljer att sdtta detta som en Gvre grians for det totala antalet
méatningar. Det totala antalet métningar relaterar till antalet samplingar och antalet
funktionsevalueringar enligt

Totalt antal métningar = (Antal funktionsevalueringar) - (Antal samplingar) . (4.1)

Givet ett totalt antal matningar, undersoker vi vilket antal samplingar som ger det minsta
egenvirdesfelet med de tva optimeringsalgoritmerna. Slutligen demonstreras den framtagna
strategin genom att berdkna de minsta egenvirdena till varje matris som férekommer i ett
Lipkinsystem med N = 7 partiklar.

Alla matriser fran Lipkinmodellen vars minsta egenvirde beriknas med VQE-algoritmen i
denna studie, aterfinns i appendix B.3. Om inget annat anges, anvinds interaktionsparame-
tern V/e =11 (2.2).
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Simulering av mangpartikelsystem pa en emulerad kvantdator

Kapitel 4. Resultat

4.1 Omstart av Nelder-Meadalgoritmen

Till att borja med betraktar vi nagra tidiga egenvirdesberdkningar med VQE-algoritmen
pa den emulerade kvantdatorn. Vi valde godtyckligt ansatsen B-QSG och ldt Nelder-
Meadalgoritmen optimera pa tre matriser med storlek 2, 3 och 4 i Lipkinmodellen: H{,
Hj och Hi. Figur 4.1 visar det beriiknade egenviirdet med olika antal samplingar, jAmfort
med det analytiska virdet. Algoritmen anvinds med stoppkriterier, med fi, enligt (3.14) och
parametertolerans 0.01, samt med maximalt 200 funktionsevalueringar. I dessa métningar

satter vi toleransen for medelvirdesbildningar i (3.13) till 6, = 0.01.
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Antal samplingar [tusen]

Figur 4.1: Det minsta energiegenvéardetberdknat med VQE- och Nelder-Meadalgoritmen fér olika
antal samplingar mellan 1000 och 60 000. Energin &r berdknad fér tre matriser i Lipkinmodellen,
Hi, H} och Hi, med V/e = 1, vilka ar av storlek 2, 3 respektive 4. Notera att den utmarkerade
osédkerheten, vilken motsvarar tva standardavvikelser, dr osdkerheten i vintevardesskattningen i
slutparametrarna och inte i det beriknade egenvirdet. Okad matrisstorlek medfér i regel stérre
standardavvikelse (observera de olika skalorna pa y-axlarna) och 6kad tendens for algoritmen att
hitta fel parametervérde.
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Notera att avvikande virden pa det berdknade minsta energiegenviardet uppstar mer frekvent
for storre matriser. Dessa fel antas komma fran anvidndandet av Nelder-Meadalgoritmen pa
stokastiska funktioner, dir algoritmen fastnar och evaluerar funktionen i samma parametrar
upprepade ganger. Aven variansen okar i regel for stérre matriser, vilket beror pa att summan
av beloppen av koefficienterna i Paulisumman i regel okar, se (3.15).

En enkel atgérd till problemet att Nelder-Meadalgoritmen fastnar &r att starta om den ifall
funktionen evalueras i samma parametrar flera gangar i f6ljd, vilket vi véljer att gora efter
tre ganger®. Tva uppséttningar parametrar anses i detta sammanhang ha samma virde da
normen av skillnaden &r mindre &n 0.001.

For att illustrera effekten av omstart later vi Nelder-Meadalgoritmen optimera pa de fyra
3 x 3-matriserna Hi, H 51 /29 H 52 /2 och Hg fran Lipkinmodellen med samma toleranskrav som
i figur 4.1. Istéllet for att begridnsa det totala antalet méatningar till 3 miljoner, begrénsar
vi antalet funktionsevalueringar till maximalt 200. Foér varje matris och antal samplingar
berdknas egenvirdet fem ganger, dir antalet samplingar varieras i 100 punkter mellan 400
och 60 000. I figur 4.2 presenteras skillnaden i stopporsak for Nelder-Meadalgoritmen med och
utan omstart. Har observerar vi en klar forbattring da algoritmen startas om, dar betydligt

férre berdkningar stannar pa grund av de nar det maximala antalet funktionsevalueringar.

NM utan omstart

« Stopporsak: uppfyllda toleranskrav
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Figur 4.2: Det procentuella felet i det minsta energiegenvardet hos Lipkinmodellens 3 X 3-matriser
med V/e = 1 berdknat med VQE- och Nelder-Meadalgoritmen. Antalet samplingar har varierats
mellan 400 och 60000, déar det totala antalet métningar har berdknats enligt (4.1). Notera att
antalet optimeringar som har avbrutits dd de natt 200 funktionsevalueringar dr betydligt fler utan
omstart.

*En mer utforlig motivering till detta aterfinns i appendix E.1.
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4.2 Jamforelse av metod

Tva viktiga podnger illustreras i figur 4.2: den forsta ar att det totala antalet méatningar
6verskrider var gréns pa 3 miljoner métningar och den andra att uppfyllda toleranskrav inte
nodvéandigtvis resulterar i korrekt egenvirde. Darfér anvinder vi oss inte fortsattningsvis
av stoppkriterierna i Nelder-Meadalgoritmen, utan fixerar istdllet bade antalet samplingar
och det totala antalet méatningar. Detta resulterar i att algoritmen fortsétter tills det
totala antalet métningar har genomférts, varpa resultat inom toleransen 60y;; = 0.001
medelvérdesbildas enligt (3.13).

4.2.1 Matriskodning och ansatser

Ansatserna analyseras utifran antalet kvantbitar och kvantgrindar som krivs for att
implementera dem, samt antalet Paulitermer i tillhérande Hamiltonian. Det minsta antalet
kvantbitar som krévs, for en n x n-matris, dr n for enpartikelkodade ansatser men endast
[log, n] for de binért baserade ansatserna.

Figur 4.3 presenterar medelviarden av antalet kvantgrindar i ansatserna mot matrisstorlek,
fran vilken det observeras att antalet grindar varierar kraftigt mellan ansatserna. Detta
har stor betydelse for realiserbarheten pa verkliga kvantdatorer, se avsnitt 3.1. I figur 4.4
presenteras det genomsnittliga antalet Paulitermer i Hamiltonianen mot matrisens storlek
for de tva kodningarna, dédr det kan noteras att den bindra kvantbitkodningen for vissa
matrisstorlekar anvinder upp till drygt tva ganger sa manga. Till synes okar detta antal
kraftigt da matrisstorleken passerar 2" for nagot heltal m, vilket troligen &r relaterat till
att antalet kvantbitar da ckar. Antalet Paulitermer véxer dock linjart for bada kodningarna.
Utifran resultaten i figur 4.3 och figur 4.4 begréansar vi oss fortsattningsvis till B-QSG och
E-UCC. Den uppvisade overlidgsenheten for B-QSG i avseende pa antalet kvantgrindar och
kvantbitar tas i atanke i fortsatt analys.

10 600
Enpartikelkodning
E-QSG —— Binér kvantbitkodning
g 500 -
87 z
g E
z B-UCC = 400 4
=
5 61 :
: :
= E-UCC . 300 —|
o0 3
2 :
= £
- = 200 +
[: g l
= ~
= E
2 = 100
<
B-QSG ’ A
) o 000000000000000000000 O —
0= T T T T T \ \ T \ T T
2 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Matrisstorlek Matrisstorlek
Figur 4.3: Genomsnittligt antal kvantgrindar som an- Figur 4.4: Genomsnittligt antal Paulitermer i Hamil-
satserna anvénder for att generera ett variationstill- tonianer for enpartikel- och bindr kvantbitkodning
stand ‘¢(9)> som funktion av matrisstorlek. Antalet som funktion av matrisstorlek. Det exakta antalet

skiljer sig mellan olika matriser, varfor ett medelvarde
over 100 matriser, fran Lipkinmodellen, med samma
storlek har utforts.

varierar nagot med 6 varfér 100 normalférdelade pa-
rametrar har medelvirdesbildats éver.
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4.2.2 Optimeringsalgoritmer och ansatser

Vi har hittills endast berdknat energiegenvérden for Lipkinsystem med V/e = 11 (2.2).
D& forhallandet mellan V' och e varieras kommer &ven matrisernas utseende att dndras.
Vi har observerat att hur vil olika kombinationer av ansatser och optimeringsalgoritmer
lyckas bestdmma energin beror pa utseendet av matrisen. I ett forsok att undvika att detta
speglas i resultaten véljer vi att berdkna det minsta egenvirdet for alla fyra matriser av
samma storlek fran den symmetrireducerade Lipkinmodellen som erhalls med V/e = 1. De
tva algoritmerna undersoks utifran hur det berdknade minsta egenvirdet E avviker fran det
analytiskt bestdmda Ejy. Jamfoérelserna av algoritmerna begrénsas till matriser av storlek
3 x 3, samma som i avsnitt 4.1, d& berdkningstiden snabbt c¢kar med matrisstorleken.

Antal samplingar [tusen]

Antal samplingar [tusen]

T T T T T T T T
0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Totalt antal méatningar [miljoner] Totalt antal métningar [miljoner]

<0.3 1 10 > 30

Procentuellt fel |(E — Eo) / Eo| [%]

Figur 4.5: Procentuellt fel av det minsta energiegenvirdet som funktion av antalet samplingar och
det totala antalet mdtningar pa den emulerade kvantdator med VQE-algoritmen. Har betraktas
alla fyra 3 x 3-matriser i Lipkinmodellen fér V//e = 1. Notera att fargskalan ar logaritmisk samt
att alla varden utanfér skalan antar samma farg som dndpunkterna. De svarta linjerna motsvarar
en linjdr kurvanpassning mot det minsta felet for varje antal métningar.
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I figur 4.5 illustreras hur det procentuella egenvirdesfelet utvecklas som funktion av
antalet samplingar och totala antalet métningar pa den emulerade kvantdatorn for bada
optimeringsalgoritmerna och de tva ansatserna, B-QSG och E-UCC. De vita delarna i
de 6vre vinstra hérnen motsvarar métningar med fiarre dn fem funktionsevalueringar och
har darfor inte undersokts. For den Bayesianska optimeringsalgoritmen har &ven en Ovre
grans satts vid 300 funktionsevalueringar, vilket motsvarar de vita omradena nederst i
figurerna, da berdkningstiden 6kar kubiskt med antalet funktionsevalueringar [24, s. 6]. De
réta linjerna i figurerna ar anpassade efter det minsta felet; kurvanpassningen aterfinns i
detalj i appendix E.2.

I figur 4.5 noterar vi att BOGP, jamfért med Nelder-Meadalgoritmen, uppnar béttre
precision for mindre totala antal métningar. Givet forhallandet mellan antalet samplingar
och funktionsevalueringar lings linjerna i figuren kan egenvirdet beraknas inom 1% vid
redan 500000 métningar fér BOGP, medan det krdvs ndrmare 1000000 fér Nelder-
Meadalgoritmen. Detta faktum illustreras tydligare i figur 4.6.
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Totalt antal méatningar [miljoner]
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Figur 4.6: Procentuellt fel av det minsta energiegenvardet langs den kurvanpassade linjen i figur 4.5.
Observera den logaritmiska skalan pa y-axeln. Notera att BOGP, speciellt med E-UCC, ger ett
mindre fel med firre méatningar. Uppmédrksamma att Nelder-Meadalgoritmen uppvisar ett mer
stabilt beteende medan felet fluktuerar mer fér BOGP, speciellt vid anviandning av E-UCC.

I figur 4.6 presenteras egenvéirdesfelen ldngs de svarta linjerna i figur 4.5. Bada figurerna
illustrerar att E-UCC tillsammans med BOGP uppvisar ett mer instabilt beteende. Detta
beteende observeras som morkare flickar ldngs den svarta linjen i figur 4.5 samt fluktuationer
i figur 4.6. I detta avseende &r saledes B-QSG en béttre lampad ansats for att berdkna
egenvardet med BOGP. Dock kan ingen tydlig slutsats dras angaende E-UCC och B-QSG
for Nelder-Meadalgoritmen, varfor vi hdrnést jamfor hur dessa presterar for Lipkinmodellens
fyra symmetrireducerade 4 x 4-matriser Hi, H 71 /20 H ? /2 och H?. Detta presenteras i figur 4.7,
dér vi noterar att B-QSG berdknar egenvirdet med betydligt hogre precision jamfért med
E-UCC.
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Antal samplingar [tusen]
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Figur 4.7: Procentuellt fel av det minsta energiegenvéirdet som funktion av antalet sampling per
funktionsevaluering och totalt antal méatningar pa den emulerade kvantdator med VQE-algoritmen.
Hir betraktas alla fyra matriser av storlek 4 x 4 i Lipkinmodellen for V /e = 1. Notera att firgskalan
ar logaritmisk samt att alla virden utanfér skalan antar den samma firg som dndpunkterna.

Liknande fargdiagram for Lipkinmodellens symmetrireducerade 2 x 2- och 5 x 5-matriser
visar att antalet optimeringsparametrar kraftigt paverkar precisionen av energiegenvardes-
berdkningarna. I fallet med 5 x 5-matriserna lyckas Nelder-Meadalgoritmen aldrig berdkna
energiegenvardet inom 9% av det analytiska, medan 2 x 2-matrisernas minsta energiegen-
viarde kan berdknas med hog precision for nistan godtyckligt val av antal samplingar och
totalt antal métningar. Dessa firgdiagram aterfinns i figur E.3.

4.2.3 Slutsats

Vi véljer att fortsdtta studien med B-QSG, utifran tva huvudsakliga argument. Det for-
sta argumentet ar precisionen och stabiliteten vid energiberdkningarna presenterade i
avsnitt 4.2.2. De oregelbundna morka omradena fér E-UCC kombinerat med BOGP i
figur 4.5, vilka presenteras mer tydligt i figur 4.6, visar pa ett instabilt beteende. Med 4 x 4-
matriser och Nelder-Meadalgoritmen visar figur 4.7 att E-UCC aldrig bestdmmer det minsta
energiegenviardet mer exakt an till 5.5 % av det analytiska véirdet, medan B-QSG nar 0.5 %
da drygt 2 miljoner métningar anvands. Saledes bedémer vi att B-QSG ar mer lampad for
att bestdmma det minsta egenvérdet for 4 x 4-matriser med Nelder-Meadalgoritmen.

Det andra argumentet ar antalet kvantbitar och kvantgrindar som krévs for att implementera
ansatserna, en aspekt i vilken B-QSG presterar béttre. Vid realisation av en kvantdator
kommer varje grind att bidra med brus, varfér man strévar mot att minimera antalet. Da vi
i denna studie endast betraktar ideala grindar utan brus har detta inte nagon inverkan pa
resultaten men vid implementeringen av verkliga kvantgrindar torde darfér E-UCC péverkas
mer negativt dn B-QSG.
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Det som talar for E-UCC tillsammans med BOGP é&r det storre gula omrdadet som framgar
i figur 4.5, vilket tyder pa en mindre kénslighet for valet av antal samplingar. Utover detta
uppvisar E-UCC i figur 4.6 mindre fel for laga antal méatningar. Resultatet i figuren tyder
dock pa att likvéirdig precision kan uppnés med bada ansatserna vid storre totala antal
maéatningar, varfor vi anser att argumenten om stabilitet viger tyngre.

Avvigningen mellan de tva optimeringsalgoritmerna reduceras till det totala antalet mét-
ningar pa kvantdatorn som kan genomforas. For de mindre matriserna uppvisar bada algo-
ritmerna likvardig precision men som framgar fran figur 4.5 presterar den Bayesianska op-
timeringsalgoritmen béttre med farre métningar medan Nelder-Meadalgoritmen, i figur 4.6,
uppvisar storre stabilitet d& precision val uppnatts. D& algoritmerna uppvisar olika férdelar
valjer vi att fortsédtta med bada.

4.3 Demonstration med ett Lipkinsystem med sju partiklar

Baserat pa resultaten ovan demonstreras nu de framtagna strategierna for att bestdmma
grundtillstandsenergin for ett Lipkinsystem med sju partiklar, givet upp till totalt 3 miljoner
métningar per egenvérde. I figur 4.8 och 4.9 illustreras berdknade samt analytiska egenvirden
som funktion av interaktionsparametern V/e i (2.2). Det minsta energiegenvirdet for varje
reducerad matris berdknas, dar systemets grundtillstandsenergi svarar mot det minsta av
dessa. Minns att egenvéirden fran mindre matriser &ven representerar energitillstand for
mindre partikelantal, varfor grundtillstdndsenergin for flera system kan utlésas ur figuren.

For att representera skillnaderna mellan optimeringsalgoritmerna anvénds olika totala antal
maéatningar, dar fordelningen av samplingar gentemot det totala antalet méatningar presenteras
i tabell 4.1.

Tabell 4.1: Val av samplingar och totalt antal métningar fér varje berdknat energiegenvérde
vid 16sning av ett Lipkinsystem med sju partiklar som presenteras i figur 4.8 och 4.9.

Bayesiansk optimering Nelder-Meadalgoritmen

Matrisstorlek 2% 2 3x3 4 x4 2x2 3x3 4 x4

Antal samplingar 9000 25000 68000 97000 132000 68 000

Totalt antal matningar | 100000 | 500000 | 3000000 | 3000000 | 3000000 | 3000000

Ett Lipkinsystem med sju partiklar har, bortsett fran de triviala 1 x 1-matriserna, atta unika
negativa egenvirden, dar samtliga har en positiv motsvarighet, se avsnitt 2.2. Var metod
tillater oss att bestdmma sex av dessa da vi kan reducera Lipkinmodellens ursprungliga
Hamiltonian till sex unika matriser. Kom ihag att egenvirdena &r degenererade och dess
multiplicitet kan berdknas enligt (2.8).

En noterbar aspekt i figur 4.9 ar hur val den Bayesianska optimeringsalgoritmen berdknar
energiegenvirdet till 2 X 2- och 3 x 3-matriserna med sapass fa méatningar. Valet av antalet
samplingar och métningar for 4 x 4-matriserna ar detsamma for bada algoritmerna da vi
saknar data for att kunna bestimma den mest fordelaktiga kvoten for den Bayesianska
optimeringsalgoritmen. I fallet med 4 x 4-matriserna berdknar Nelder-Meadalgoritmen och
BOGP energiegenviardena med ett genomsnittligt fel pa 1.2 % respektive 0.7 %.
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Figur 4.8: Berdknade energiegenvirden fér ett Lipkinsystem med sju partiklar med Nelder-Mead-
algoritmen. De uppmaétta egenvirdena presenteras med markérer medan motsvarande analytiska
visas som streckade linjer i samma firg. Egenvirdena presenteras for varierande virden pa
interaktionsparametern V/e. Standardavvikelserna har utelimnats da de r for sma for att synas.
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Figur 4.9: Berdknade energiegenvérden for ett Lipkinsystem med sju partiklar med den Bayesianska
optimeringsalgoritmen. De uppmadtta egenvirdena presenteras med markérer medan motsvarande
analytiska visas som streckade linjer i samma firg. Egenvirdena presenteras fér varierande varden

pa Iinteraktionsparametern V/e. Standardavvikelserna har utelimnats da de dr for smé for att
synas.
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5. Diskussion

Studiens syfte att analysera olika metoder for att berdkna grundtillstandsenergin hos
Lipkinsystem har resulterat i att vi utifran fyra olika ansatser bedémer att B-QSG
presterar bast med avseende pa precision, stabilitet samt antalet kvantbitar och kvantgrindar.
Jamforelsen av optimeringsalgoritmerna visar att dessa har olika fér- och nackdelar, vilket
ger anledning att tro att en kombination av dem kan vara gynnsam.

Optimeringsalgoritmer

Den Bayesianska optimeringsalgoritmen presterar battre vid f& antal métningar, nagot
som ar forviantat da den till skillnad fran Nelder-Meadalgoritmen ar konstruerad for att
hantera stokastiska funktioner. I framtida studier finns eventuellt potential i att undersdka
hur den Bayesianska optimeringsalgoritmen presterar pa en kvantdator med icke-ideala
kvantgrindar. Vi noterar dock i figur 4.6 att da& 3 miljoner métningar anviinds uppvisar
bada algoritmerna liknande precision f6r Lipkinmodellens symmetrireducerade 3 x 3-matriser.
Presenterat resultat tyder pa att Nelder-Meadalgoritmen medfér en nagot ékad stabilitet,
med en kontinuerlig forbattring da antal métningar okar. Vidare noterar vi att Nelder-
Meadalgoritmens precision skalar daligt med matrisstorlek enligt fargdiagrammen i resultatet
och kan ses &nnu tydligare da figurerna i avsnitt 4.2.2 och figur E.3 jamfors.

Den Bayesianska optimeringsalgoritmen lagrar alla n tidigare datapunkter den evaluerat
och utfor matrisoperationer med samma tidskomplexitet som matrismultiplikation [24,
s. 6], [25], varfor den pa sikt blir for tidskrdvande att anvdnda. Vidare &r den inte
nodvindigtvis konstruerad for att finna det exakta minimat [20], varfor det kan vara av
intresse att undersdka metoder dir optimeringsalgoritmer av denna typ kombineras med
klassiska. Att variera antalet samplingar under optimeringsprocessens gang dr en strategi
som anvénts tidigare [23], dir funktionsvirdet slutligen evalueras for Omin med betydligt fler
samplingar. I enlighet med vara resultat skulle detta vara vél limpat for en kombination
av optimeringsalgoritmerna. Da den Bayesianska optimeringsalgoritmen presterar bra med
fa samplingar kan den anvéndas for att berdkna ldmpliga initialparametrar till exempelvis
Nelder-Meadalgoritmen.

Ansatser och initialparametrar

En viktig aspekt att understryka &r att vi anvinder goda initialparametrar, speciellt for
B-QSG. Utan bra gissningar stélls stora krav pa optimeringsalgoritmen, vilka mojligtvis kan
bli orimligt stora nar dessa kombineras med funktionens stokastiska beteende. Notera att vi
anvant olika initialparametrar for de tva ansatserna, vilket innebér en sammanblandning av
orsaksfaktorer géllande beslutet att fortga med B-QSG 6ver E-UCC. Jamférelsen i avsnitt 4.2
bor saledes ses som en jamforelse mellan kombinationerna av ansats och initialparametrar.
Med o6kande antal variationsparametrar borde rimligtvis detta innebéara att skillnaden mellan
ansatsernas prestation okar.
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Mojliga effektiviseringar

Det finns strategier for att mer effektivt utnyttja antalet samplingar [23]. Givet flera
Paulitermer som ej innehaller olika Paulioperatorer, bortsett fran identiteten, som verkar
pa samma kvantbitar, kan dessa Paulitermer métas samtidigt. En sddan gruppering av
Paulitermer skulle potentiellt kunna 6ka precisionen betydligt. Dock kan brus i samband med
detta leda till kovarians mellan métningarna, sa att variansskattningen av Hamiltonianens
vantevarde forsdmras.

Miétningarna kan &ven parallelliseras [23] pa andra siatt i de fall kvantdatorn har fler
kvantbitar &n vad som behover anvindas for att modellera problemet. I dessa fall kan
exempelvis hélften av métningarna ske pa hélften av kvantbitarna, medan den andra halvan
simultant kor resten av matningarna. Detta innebéar ytterligare en fordel for ansatser kodade
likt den binéra.

I avsnitt 4.3 berdknades grundtillstdndsenergin av ett Lipkinsystem med sju partiklar
genom att utféra VQE-algoritmen pa samtliga symmetrireducerade matriser tillhérande den
totala Hamiltonianen. Om en Overslagsrikning kan avgora vilken av dessa matriser som
innehéller det minsta egenvirdet effektiviseras problemet vésentligt, vilket illustrerar vikten
av symmetrireduceringar. Fér de problem dér endast grundtillstandsenergin dr intressant
ar detta en avsevard reduktion av problemets storlek da matrisen som storst blir av storlek
[(N+1)/2]. Véara observationer antyder att det storsta blocket i Lipkinmodellens reducerade
matriser innehaller det minsta egenvérdet, men en mer rigords analys krévs.

Prestationen av VQE-algoritmen beror starkt pa dessa typer av teoretiska approximationer
som kan utnyttjas for att forenkla berdkningen. En ytterligare reduktion av antalet vari-
ationsparametrar utéver systemets kvasispinnsymmetri kan astadkommas genom ansatser
som ej spanner upp hela Hilbertrummet. Om man utgaende fran en klassisk approximation
utfor en storningsrakning kring denna, kan potentiellt en variationsansats med avsevart farre
variationsparametrar erhallas. I dessa fall 4r méjligtvis UCC-baserade ansatser mer lampade
dn QSG-ansatser da det inte &r uppenbart hur de senare skulle konstrueras.

Icke-ideala kvantdatorer

En viktig aspekt for studiens relevans dr VQE-algoritmens konkurrenskraft jamfort med
klassiska approximationsmetoder. Moderna metoder for egenvirdesberdkningar pa klassiska
datorer har samma tidskomplexitet som matrismultiplikation [25]. Denna komplexitet har
VQE-algoritmen inte visats kunna uppné i dagslidget. En vésentlig faktor for applicerbarheten
av denna studie dr anknytningen till de faktiska begransningar som tillkommer kvantdatorer.
I avsnitt 3.1 presenterades en kortfattad diskussion av kvantmekaniskt brus och dekoherens,
vilka maste tas hansyn till vid simuleringar pa verkliga kvantdatorer. Vid en mer ingéende
analys kravs dven diskussion av koncept som kvantdatorns topologi, vilket paverkar antalet
grindar som krévs for att realisera kvantdatorprogram. Denna studie har endast skrapat pa
ytan av vad som ar mojligt att genomfora pa en kvantdator och mycket arbete aterstar innan
quantum supremacy kan uppnas.
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Appendix A: Beteckningar

BETECKNING BEGREPP OCH FORKLARING
H Hamiltoinanoperator, definierad i (2.2)
H Hamiltonianmatris (H;; = (i| H |7))
o ==1 Kvanttal som sérskiljer de tva energinivaerna
p €{0,1,2, Kvanttal som numrerar enpartikeltillstanden inom samma energiniva
€ Energiseparationen mellan de tva energinivaerna
|4 Styrkan av vixelverkan mellan partiklar inom samma energiniva
a:f,p Fermionisk skapelseoperator
Qop Fermionisk férintelseoperator
J Kvasispinnoperatorer
J Kvanttal, J(J + 1) &r egenviirden till 72
Kvanttal, m ar egenvérden till 7,
HY Symmetrireducerade matriser i Lipkinmodellen
0 Uppséttning variationsparametrar till ansatserna
A(0) Operator som svarar mot ansatskvantdatorprogram
I, X, Y Z Paulioperatorer, exempel pa hermiteska unitéra operatorer
P Godtycklig Paulioperator (X, Y, Z eller I)
P Pauliterm, sammanséattning av Paulioperatorer
M Antal samplingar
Oio1 Tolerans inom vilka funktionsevalueringar medelvirdesbildas
fol Funktionstoleransen for Nelder-Meadalgoritmen
QSG Quantum State Generator
UCC Unitary Coupled-Cluster
E-UCC Enpartikelkodad UCC-ansats
B-UCC Binér kvantbitkodad UCC-ansats
E-QSG Enpartikelkodad QSG-ansats
B-QSG Binar kvantbitkodad QSG-ansats
NM Nelder-Meadalgoritmen
BOGP Bayesiansk optimeringsalgoritm med Gaussiska processer
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Appendix B: Lipkinmodellen

B.1 Exempel pd Hamiltonianmatriser i Lipkinmodellen

For tva partiklar ges den oreducerade Hamiltonianmatrisen i Lipkinmodellen, se (2.2), av

- 0 0V 00 0 O
10 0 0 O |00 0 0 . /3 3
H= 900 0 D = 00 -\ 0 dir A = Ves + V2,
V 0 0 € 00 0 X

dir D ar matrisen efter diagonalisering. Egenvirdena &r saledes 0 med degeneration 2 samt
+A. P4 samma sétt blir matrisen for tre partiklar

3e

-0 0 V 0 V.V O -£ 0 00 0 0 0 0
0O -5 0 0 0 0 0V 0 -5 00 0 0 0 0
0 0 -5 0 0 0 0V 0 0 §0 0 0 0 0

g_|V 0 0 5 0 000 p_|0 0 05 0 0 0 0
0 0 0 0 -5 0 0V 0 0 00X 0 0 0
V. 0 0 0 0 £ 0 0 0 0 00 0 A 0 0
V.. 0.0 0 0 0 § 0 0 0 00 0 0 A3 O
o vV V. o V o 0 % 0 0 00 0 0 0 X\

med dubbelt degenererade egenvirden +¢/2 samt egenvirdena
Ao = $% —Ve2 +3V2,
Asa = F= + Ve 1 3V2,

2
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B.2 Multiplicitet av reducerade Hamiltonianer

Vi hérleder hér ett uttryck for multipliciteten c; for H! -operatorerna efter symmetrire-
ducering av Lipkinmodellens ursprungliga Hamiltonian, se (2.8). Beteckna dimensionen pa
egenrummet med egenvarde m till 7, med d,,. Minns att J, kan tolkas som halva skill-
naden mellan antalet exciterade partiklar och antalet partiklar i grundtillstandet samt att
Je{N/2—-|N/2],..,N/2 —1,N/2}. Fran detta inses att

N
m = <N/2—m>7

dér binomialkoefficienterna ska tolkas som 0 om det nedre virdet inte ar ett heltal.
Multipliciteten c¢; &r dimensionen pi det gemensamma egenrummet till J2 och J, med
J?-egenvirde J(J 4 1)*. Det giller att

dy=cy+dji1, (B.1)

eftersom egenviirdet m férekommer en gang per gemensamt underrum till 72 och K med
J > m. Genom (B.1) erhaller vi slutligen

([ N N
CJ_(N/Q—J>_ N/2—J-1)"

Vérden pa ¢y for N upp till 10 aterfinns i tabell B.1.

Tabell B.1: Virden pa cy fér N fran 1 till 10; uteldimnade virden ar implicit 0.

I 710 12 1 32 2 5/2 3 7/2 4 9/2 5
0 1

1 1

2 1 1

3 2 1

4 2 3 1

5 5 4 1

6 5 9 51 1

7 14 14 6 1

8 14 28 20 7 1

9 42 48 27 8 1
10 42 90 75 35 9 1

*cy ar oberoende av J,-egenvérdet.
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B. Lipkinmodellen

B.3 Matriser i kvasispinnformuleringen

Nedan foljer matriserna HY fran kvasispinnformuleringen av Lipkinmodellen, upp till och
med J = 5. Detta inkluderar alla matriser som férekommer i Lipkinsystem med upp till
N = 10 partiklar och &r de matriser som analyserats i studien.

Hy

Hyy

H71/2 =

1
Hg/z =

e Vv
V €
-—\/ie V3V
V3V 0
[ —2¢ V6V 0
VBV 0 V6V
0 VBV 26
_—\/ge V10V 0
VIOV 0 V18V
0 VISV /2
[ 3¢ VBV 0 0
V1BV —e 6V 0
0 6V € V15V
0 0 V15V 3¢
[ V12¢ V21V 0 0
V21V —V2e¢ V60V 0
0 V6OV 0 V45V
0 0 VA5V \/6e
[ 4e V28V 0 0 0
V28V —2¢ 90V 0 0
0 V90V 0 V90V 0
0 0 V9OV 2 V28V
0 0 0 V28V  4e
—v/20€ 6V 0 0 0
6V —V6e V126V 0 0
0 Vi26Vv 0 VIS0V 0 HS ),
0 0 VIS0V V2 VB4V
0 0 0 VBAV /12
—5¢ 45V 0 0 0 0
VA5V -3¢ V168V 0 0 0
0 V168V  —e 15V 0 0 172
0 0 15V € V168V 0 5
0 0 0 V168V 3¢ 45V
0 0 0 0 V45V 5¢

B3

H? =0
o2 0 VBV
3/2 V3V /2
-—e 3V
Hy = 3V ]
[—\2¢ 18V
Hiy= |VIBV 0
o0 VIOV
[ —2¢ V30V
H? =[V/30V 0
0 VBV
-—\/66 V45V
02— VA5V 0
7/2 0 V60V
0 0
[ 3¢ 63V
H2 _ \/@V —€
4 0 10V
0 0
[—V12¢ VBAV 0
V84V —v2e V150V
= 0 V150V 0
0 0 V126V
|0 0 0
[ —4e V108V 0
V108V —2¢ 210V
= 0 V210V 0
0 0 V210V
|0 0 0

0
V1oV
V/6e

0
V30V
2¢

0
V60V
V2e
V21V

0
10V

€
V63V

0
0
V126V
V6e
6V

0
0
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V108V

0
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Appendix C: VQE

C.1 Tensorprodukter

Tillstand for flera kvantbitar representeras genom en tensorprodukt av de individuella
tillstanden [4, s. 94], sa att det gemensamma tillstandet for tva enkvantbittillstand |¢) och

|p) ges enligt

%g¢
_ | _ | % _ _ | %P
By Be

Det existerar tillstand som inte kan skrivas som en tensorprodukt av tva enkvantbittillstand,
till exempel

0
[Th+ I |1/v2

vz vel
0

men alla tillstdnd kan skrivas som en superposition av de flerkvantbittillstand som kan
erhéllas genom tensorprodukt av de rena enkvantbittillstanden [1) och |]). Detta ar ett
exempel pa sammanflatning (quantum entanglement); sannolikheten att ena kvantbiten méts
till |1) eller |]) kan ej separeras fran den andra. I detta exempel méts de alltid till motsatta
tillstand.

Analogt anvands tensorprodukten dven for att kombinera enkvantbitgrindar till kvantgrindar
som opererar pa flerkvantbittillstand*, sa att exemplet (3.2), ddr X utfors pa kvantbit 2, ¥
pa kvantbit 1 och identiteten I pa kvantbit 0, ges av XoY1lp = X ® Y ® I, sa att

XY It =X Moo e dn))=111.

P& matrisform skrivs detta med Kroneckerprodukter [4, s. 74] som

o 1] _Jo -] _[1 0 1 1] )
1ol “fi oo 1) \]o|®lo|®o|) ™
000 000 - 0]][1 0
000 000 0 ~il|flo] |0
000 0 i 00 01]lo 10
oo o 00 i 0 of]ol_ |o
100 - 000 0 010 ol
000 -i 000 01]|0] 10
i 00 0000 01]0 i
0i 0 0000 0/l0 1o

*Likt flerkvantbittillstand kan dock inte alla flerkvantbitsoperatorer sonderlaggas i en tensorprodukt.
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Simulering av mangpartikelsystem pa en emulerad kvantdator C. VQE

C.2 Fordelning av matningar pa kvantdatorn

Hér hérleds hur métningarna pa kvantdatorn bor férdelas 6ver Paulitermerna i Hamiltonia-
nen for att minimera variansen av dennas vinteviardesskattning, vilken &r uppat begriansad
enligt

var () < Y- 195 = (i),

se avsnitt 3.5.2. Notera att My, for ett fixt totalt antal samplingar M, bestdms av

k—1
My (My, ... My—y) = M = M;,
j=1
varfor
f(M) o kz_:l ‘Cj|2 ’Ck‘
=My MMy, Myy)

For att minimera f soéks 0f/OM; =0 for i =0, ...,k — 1. Det géller att

Of _ lel® lexl?OMy _ el | el _
oM; —  MZ T MZoM;  M? T M}
legl _ Jenl _ 1

= — — M, = Xlc4l.

Mj Mk by J |C] |

Notera att 9%f/ 8Mj2 > 0, varfor detta svarar mot ett minimum. Fran M = >, M; kan A
bestdmmas och M; fas slutligen som

¢l
M, =M .
! ZHCH
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Appendix D: Kodstruktur

Léank till Github-repository:
https://github.com/kajoel/Simulating_quantum_systems_on_a_QVM/

I denna studie anvinds huvudsakligen de paket som tillhandahalls i Forest SDK. De
viktigaste paketen &ar pyQuil, som utnyttjas for att kommunicera med den emulerade
kvantdatorn, och algoritmbiblioteket Grove, i vilken VQE och QSG finns implementerade.
OpenFermion [18] &r ett bibliotek som syftar till att underldtta simuleringar av fermioniska
system pa kvantdatorer, vars Jordan-Wignertransform samt klasser for skapelse- och
forintelseoperatorer anvinds. Aven paketet Forest-OpenFermion anvinds for att éversétta
objekt fran OpenFermion till pyQuil.

Nedan foljer en schematisk bild av relationerna mellan nagra av modulerna och korta
beskrivningar av de mest centrala.

QSG-ansats
>
(ansatz.py)
Enpartikelkodning
(matrix_to_op.py)

_ UCC-ansats
4 (ansatz.py)
‘ Matriser i Lipkinmodellen VQE
(1ipkin_quasi_spin.py) (vqe_override.py)
_ QSG-ansats
g (ansatz.py)

Binédr kvantbitkodning
(matrix_to_op.py)
UCC-ansats
(ansatz.py)

Figur D.1: Fl6desschema éver relationerna mellan moduler som anvidnds i VQE-algoritmen.

—>

lipkin_quasi_spin.py

Genererar Hamiltonianmatriser H} och H?2, fran (2.8), som tillhér Lipkinmodellen fér
parametrarna J, V och e. Innehaller d&ven metoder som berdknar egenvirdena klassiskt i
jamforelsesyfte.

matrix_to_op.py
Modul som innehaller funktioner for att konvertera godtyckliga matriser till Paulisummor.
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Simulering av mangpartikelsystem pa en emulerad kvantdator D. Kodstruktur

Hér finns bade enpartikelkodningen, se avsnitt 3.3.1, som kréver lika ménga kvantbitar
som storleken pa matrisen, och den binédra kvantbitkodningen, se avsnitt 3.3.2, som endast
behover [log, N'| kvantbitar.

ansatz.py
Implementerar de olika ansatserna fran avsnitt 3.4: enpartikel- och binér kvantbitbaserade

QSG- och UCC-ansatser.

maps.py
Innehéller bland annat en stereografisk projektion fran R” till R”~! samt dess invers, vilken

anviands i QSG-ansatserna.

init_params.py
Forser initialparametrar till Nelder-Meadalgoritmen for olika ansatser enligt avsnitt 3.5.1.

callback.py

Modul for interaktion med optimeringsalgoritmen under kortid. Innehaller implementering
av omstart for Nelder-Meadalgoritmen enligt avsnitt 4.1. M6jliggoér dven insamling av data
for realtidsplottar.

vqe_override.py
En modifierad version av Rigettis modul vge.py i Grove. Innehdller diverse bugfixar,
optimeringar samt kod for berdkning av variansen hos det skattade vintevardet.
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Appendix E: Kompletterande resultat

E.1 Omstart av Nelder-Meadalgoritmen

Nelder-Meadalgoritmen &r inte konstruerad for att optimera pa stokastiska funktionsytor.
En bieffekt av detta ar att algoritmen kan stéta pa falska minima inducerade av brus, fastna
och avsluta optimeringen. En annan effekt &r att algoritmen ibland inte terminerar inom ett
rimligt antal funktionsevalueringar, vilket illustreras i figur 4.2.

For att motverka dessa effekter startar vi om algoritmen da den evaluerar funktionen i samma
parametervirden upprepade ganger. Vi definierar i detta sammanhang ”"samma parametrar”
enligt (3.13) med 6y, = 0.001. Efter att ha testat att starta om med omstartsparameter
fran 1 till 6 har vi kommit fram till att omstart efter 3 evalueringar i samma parametrar
tycks mest gynnsamt. Den kumulativa andelen optimeringar som terminerar inom 1% av
det analytiska véirdet for detta fall visas i figur E.1.

o
o

T
—— NM med omstart

0.4 NM utan omstart

0.3

0.2

0.1

Andel inom 1% av analytiskt virde

0.0 | | |
1 1.5 2 2.5 3

Totalt antal métningar [miljoner]

Figur E.1: Kumulativ andel beridknade energiegenvéirden inom 1% av det analytiska for Nelder-
Meadalgoritmen med och utan omstart som funktion av det totala antalet métningar pa den
emulerade kvantdatorn. Har betraktas alla fyra 3 x 3-matriser i Lipkinmodellen for V/e = 1.
Algoritmen anvdnds med stoppkriterier, med fio1 enligt (3.14) och parametertolerans 0.01, samt
med maximalt 200 funktionsevalueringar. Notera att andelen dr kumulativ sa att exempelvis vardet
vid 2 miljoner motsvarar andelen berdknade energiegenvirden med upp till 2 miljoner méatningar
inom 1% av det analytiska.
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Simulering av mangpartikelsystem pa en emulerad kvantdator E. Kompletterande resultat

E.2 Kurvanpassning for att bestamma antalet samplingar

De punkter som anvindes fér kurvanpassningen i figur 4.5 presenteras i figur E.2 nedan.
Punkterna som anpassningen utgér ifrdn motsvarar det minsta felet for varje val av det
totala antalet métningar.

\ \
140 |- Data 1 || e Data N
--------- Kurvanpassning - Kurvanpassning .
120 NM E-UCC ~ 1 [ NMB-QSG PR
9] R
Z 100 [~ H. ""“"" i
= - .
3 -
¥ 80| 4 F -
] L9000
z, .
g 60 - opsssssce |
T@ $ “.“u
< 40 -1 o R
20 |~ 1 m R
0 | | | | | | L] | | | | | |
\ \ T T il T \ \ T T T T
140 + Data -1 | e Data N
--------- Kurvanpassning wenee Kurvanpassning
120" BogP E-UCC | [ BOGP B-QSG L
= ° “m °
2 o e
E 100 |- N ° ouo,o o0 |
o e
3
2 80| 4+ e e -
£ onei o
a8,
£ ¢ o
g 60 -1 o0 R
= o .e00 @
= ..
< 40 -1 Quu *
: os'e
=
20 |~ [ eeee R
0 | | | | | | L | | | | | |
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Totalt antal méitningar [miljoner] Totalt antal métningar [miljoner]

Figur E.2: Komplement till figur 4.5. Punkterna svarar mot de antal samplingar som ger minst
fel mellan det med VQE berdknade egenvérdet och det analytiskt framtagna for olika totala antal
matningar.
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Simulering av mangpartikelsystem pa en emulerad kvantdator E. Kompletterande resultat

E.3 Matriser av storlek tva och fem

D& berékningstiden 6kar kraftigt med matrisstorlek var mojligheten att studera optimala
parameterval for VQE-algoritmen for storre system begrinsad. For att f& en inblick i hur
egenvirdesproblemet skalar med matrisstorlek i VQE-algoritmen later vi avslutningsvis
Nelder-Meadalgoritmen med B-QSG berdkna egenvéirdet for 2 x 2- och 5 x 5-matriserna
i Lipkinmodellen*. I figur E.3 presenteras det procentuella egenvirdesfelet for dessa
berakningar. For matriserna av storlek 5 nar det berdknade egenvirdet aldrig inom 9%
av det analytiska.

250

200

150

100

Antal samplingar [tusen]

50

0 T T T T T T
0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Totalt antal métningar [miljoner] Totalt antal métningar [miljoner]

<0.3 1 10 > 30

Procentuellt fel }(E — Ey)/ EO‘ [%]

Figur E.3: Procentuella egenvirdesfel som funktion av antalet samplingar per funktionsevaluering
och det totala antalet méatningar pa en emulerad kvantdator optimerad med VQE- och Nelder-
Meadalgoritmen. Hér betraktas alla fyra matriser av storlek 5 X 5 och 2 x 2 i Lipkinmodellen fér
V/e =1 och ansatsen B-QSG.

*Som innan har samtliga reducerade matriser av denna storlek anvints, vilket svarar mot Hy, H. /2. H. 2 /2
och HZ respektive Hi,H;/Q,Hg/Q och H2.
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