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Sammanfattning

I detta arbete studeras, med grund i Hutchinsons teori, en klass av symmetriska
sjalvliknande méngder i planet. Under ett symmetriantagande presenteras ett tillrick-
ligt och nédvindigt kriterium f6r nir invarianta méngder dr sammanhingande, samt ett
existensbevis av en (utifran similituders parametervirden precist definierad) 'brytpunkt’
eller ’gransfunktion’; vilken delar in de betraktade symmetriska invarianta méngderna
i en klass av sammanhingande- och en klass av totalt icke-sammanh&ngande invarian-
ta mingder. Vidare studeras monotonitet och Gverlapp hos de symmetriska invarianta
méngderna med parametervirden pa denna grians och under en férmodan om kontinuitet
visas att ’gransméngderna’ dr sammanhéngande med minimalt dverlapp (’just touching
pieces’). Under denna féormodan om kontinuitet visas slutligen att gransméngderna alltid
uppfyller det vilkinda separationskriteriet dppna mdangdkriteriet (OSC).

Abstract

Building on Hutchinson’s theory this paper studies a class of symmetric self similar
sets in the Euclidean plane. Under a symmetri assumption a necessary and sufficient
condition for connectedness of invariant sets is presented alongside an existence proof of
a ’'breaking point’ (precisely defined through parameter values of the associated simili-
tudes) which divides the considered symmetric invariant sets into a class of connected-
and a class of totally disconnected sets. Moreover, we study monotonicity and overlap
of symmetric invariant sets with parameter values on this ’breaking point’ and under
a continuity assumption we prove that these sets are connected with minimal overlap
(just touching pieces’). Under the continuity assumption we finally show that sym-
metric invariant sets with parameter values ’on’ the breaking point always satisfy the
well-known separation criterion Open Set Condition (OSC).
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Forord

Detta arbete har utforts som ett forskningsprojekt i 'miniatyrformat’. Det dr alltsd i forsta
hand inte en litteraturstudie utan ett gemensamt férsok att finna egna resultat inom ett
avgrinsat och relativt outforskat omrade. Arbetet har viisentligen kommit till genom ge-
mensamma diskussioner varfor samtliga idéer och satser i denna rapport tillskrivs oss bada.
Giéllande nedteckning av resultat, skrivande av MATLAB-kod och skapande av figurer fére-
kommer mindre skillnader i arbetsfordelning. Vasentligen har Olof Carlsson tagit ett storre
ansvar vid skrivandet av kod och Zakarias Sjostrom Dyrefelt tagit ett huvudansvar {6r ned-
tecknandet av resultat. En loggbok har forts under arbetets gang i vilken dessa (nistan
férsumbara) skillnader framgar i mer detalj.

Slutligen vill vi rikta ett sdrskilt tack till Maria Roginskaya, vars handledning och granskning
av bevis har varit oss till stor nytta.



1 Inledning

I denna rapport studeras sjdlvliknande mangder, det vill sdga mingder som intuitivt har
’samma, form’ som en eller flera delar av méngden sjalv. Se figur 1 (sida 7) for en illustration.
Dessa sjilvliknande egenskaper &r vanliga i naturen sisom noterades av Mandelbrodt (se
[MB]) men &ven inom statistik genom Brownsk rorelse och i mer klassisk matematik genom
den valkinda kantormdngden.

I denna rapport studeras dock sjélvliknande mangder for deras egen skull s som gjorts av
bland andra Hutchinson [H], som i artikeln Fractals and Self Similarity lade grunden for
det perspektiv pa sjdlvliknande méngder som antas i denna rapport. Mer precist adopteras
begreppet similitud; en avbildning fran ett metriskt rum (X, dyx) till sig sjilv som intuitivt
"bevarar geometri’, vilket preciseras i §4. Defintionen av similitud och metriskt rum aterfinns
ig3.

I Hutchinsons teori spelar similituder en central roll som genererande avbildningar for sjalv-
liknande méingder, ty f6r en méngd similituder Sy, ..., Sy existerar (se [M],[F],[H]) en entydigt
bestdmd sjélvliknande (dven kallad invariant) mingd K som satisifierar:

Sadana K kan betraktas som en union av godtyckligt sma méngder likformiga med K sjilv,
se §3. Det visar sig dessutom mdjligt (se sats 3.4) att utifrin en uppséttning similituder
iterativt konstruera den entydigt bestdmda invarianta méngden. Denna observation gor det
mojligt att studera den ofta komplexa strukturen hos sjilvliknande méngder genom att istél-
let studera de genererande similituderna.

Rapportens syfte: Med utgangspunkt i Hutchinsons framstéllning syftar denna rapport till
att kategorisera en avgriinsad klass av invarianta mingder i det metriska rummet (R2, ||.|]).
Till denna klass hér ndrmare bestamt sjélvliknande méangder genererade av exakt tva si-
milituder vilka lyder under ett symmetriantagande, sdsom preciseras i §5.2. Gillande dessa
méngder studeras grundliggande fragor kring méingdernas geometri si som:

e Kan man utifrdn en uppsittning similituder avgora om den genererade sjalvliknande
méangden dr sammanhingande eller ej?

e Vad kan man siga om de sjilvliknande mangdernas Hausdorffdimension?

For definition av Hausdorffdimension, se §7. For en illustration av problematiken kring
fragan om nir en sjalvliknande mangd ar sammanhingade, se figur 4.

Rapportens struktur: En betydande del av rapporten dgnas at en kartliggning av grund-
laggande karakteristiska egenskaper for den klass av invarianta mangder som specificerats
ovan. Ett flertal resultat presenteras dock i en mer generell kontext.

For att kunna tillgodogora sig denna rapport presenteras i §3 en kortfattad teoribakgrund.
I efterfoljande avsnitt §4 presenteras grundliggande observationer kring invarianta mingder
och dess konstruktion. Detta avsnitt innehaller dessutom tva olika kriterier for da en invari-
ant mangd dr en delmingd av en annan invariant méngd.

Bland resultaten i §5 aterfinns (se sats 5.6) ett tillréickligt och n6dvindigt kriterium for nér en
sjilvliknande méngd under symmetriantagandet dr sammanhingande. Sats 5.3 presenterar
ett liknande kriterium i ett mer generellt sammanhang. Huvudresultatet i detta avsnitt (och
i hela rapporten) bestar i ett existensbevis av en ’griansfunktion’ (detta preciseras i §5.2) som
ger en precis koppling mellan parametervirden hos similituderna (se §4) och sammanhéng-
ande sjalvliknande méngder.

Denna gransfunktion gér det naturligt att inféra det koncept vi kallar dverlapp. I avsnitt §6
visas monotonitet hos detta &verlapp och under en férmodan om kontinuitet karakteriseras
‘gransmangdens’ geometri (se §6 [6r definitioner). Vidare visas existensen av en delmingd



av den understkta klassen av invarianta mingder som uppfyller det vilkinda separations-
kriteriet dppna mdngdkriteriet (eng. Open Set Condition eller OSC, se [M],[F],[H],[MR]).
Visentligen dr stora mingder teori kind for sjilvliknande mingder som uppfyller OSC, men
det dr ofta en svar uppgift att finna exempel pa sammanhiingande mingder som satisfierar
detta kriterium.

I §7 tillimpas teori, kind fér mingder som uppfyller OSC, med syfte att ge en teoretisk
Ovre- och undre begrinsning av ’gransfunktionen’. Dessutom presenteras en datorsimulerad
approximation av denna gransfunktion.

Slutligen presenterar vi en sammanfattning av- och diskussion kring vara resultat, samt en
utblick inkluderande intressanta fragor for framtida studier.

En kortfattad notationsdel (utan definitioner) tdnkt att tjdna till att underlitta ldsningen
aterfinns pa sida 3.



2 Notation och grundliggande begrepp

Detta blad sammanfattar notation och grundliggande begrepp centrala for forstaelsen av
denna rapport. Notera att precisa definitioner och lokala variationer i notation specificeras i
respektive avsnitt.

Miangder: N betecknar méingden av strikt positive heltal, Z mingden av alla heltal, Q
méangden av rationella tal, R betecknar mangden av reella tal och R, &r méngden av icke-
negativa reella tal.

Om X dr en mingd si betecknar X" = X x X x ... x X, med n ganger Cartesisk produkt.
Speciellt kommer R? ibland betecknas med planet.

Topologi: Lat A och B vara godtyckliga mangder.

A betecknar det (topologiska) slutna héljet av A.

Med Int(A) menar vi det inre av A.

Med 0A menas randen av A.

Med A C B avses att A dr en (trivial eller icke-trivial) delméngd till B.

Metrik och dimension: Vi definierar d : R® x R® — RT som den metrik fér vilken
d(z,y) = ||l — y|| , dar ||.|| & den Euklidiska normen i R™ (absolutbelopp da n = 1).

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B} representerar det minsta avstandet mellan méngderna
A och B.

dy (A, B) = max{d(z, B),d(A,y) : * € A,y € B} betecknar Hausdorffavstdndet mellan de
kompakta mingderna A och B.

dimg (A) & Hausdorffdimensionen av mingden A.

diam(A) = max, yea d(x,y) dr diametern av méngden A.

Similituder: Avbildningar S; : X — X,i = 1,2,....,n betecknar similituder pa det met-
riska rummet X (i denna rapport oftast R?).

Fér en godtycklig miingd A C X definieras avbildningen S(A) = US;(A).

Similituder i R? som bestir utav en sammandragning r €]0,1[ och en rotation 6 kring en
punkt p bestdms utav trippeln {p,r,8}. I detta sammanhang kommer r kallas kontraktions-
konstant, 0 kallas rotationsvinkel och p kallas rotationscentum. Da vi studerar k saddana simi-
lituder betecknas méngden av kontraktionskonstanter med R = {ry,...,r}, mingden av ro-
tationsvinklar med © = {61, ...,6;} och mingden av rotationscentrum med P = {p1,...,px}.
Om f #r en avbildning skriver vi fV = fo fo---o f, med N ganger komposition.

Invarianta mingder: Enligt sats 3.4 existerar en entydig kompakt mingd K som upp-
fyller S(K) = K. Denna miingd K kommer kallas invariant med avseende pa S.

Fran fixpunktsteori foljer for en godtycklig kompakt mingd E att SN (E) — K da N — +ooi
Hausdorfmetriken. Denna observation kan anvindas for att konstruera den invarianta méng-
den. I detta sammanhang refererar vi till £ som startmdngd och séger att méngden S’N(E)
ar generation N av startméngden F.



3 Bakgrund kring similituder och sjilvliknande méingder

Detta forsta avsnitt syftar till att presentera den teoribakgrund som ar nédvindig fér att
forsta de fortsatta delarna av rapporten. Bland annat introduceras och definieras begreppen
stmilitud och sjdlvliknande mdngd. Vid sidan av grundléggande definitioner skisseras ett bevis
av existens och entydighet av sjilvliknande méngder genererade av en uppsattning similitu-
der, se [H],[M]. Bevis av redan kéinda resultat utelimnas om det inte finns skél till upprepning.

Vi paminner om att en kortfattad forteckning Gver notationer och konventioner aterfinns
pa sida 3.

Definition. Ett metriskt rum (X, dx) dr en mangd X med tillhérande metrik dx : X x X —
R, vilken uppfyller

1l.dx(z,y)=0=z=y
2. dX(xvy) = dx(y,l‘)
3. dx(z,2) +dx(y,2) > dx(z,y)

for alla z,y,z € X.

Exempel pa metriska rum ar (R, |.|) och (R™,[|.||). Hir betecknar |.| absolutbeloppet i R
och ||.|| betecknar den Euklidiska normen i R™.

Definition. Lat (X, dx) vara ett metriskt rum. En similitud ir en avbildning S : (X,dx) —
(X,dx) sadan att det existerar en konstant r €]0, 1] for vilken:

dx(S(z),S(y)) = rdx(z,y)

géller for varje x,y € X. Vi kommer i denna rapport fortséittningsvis referera till » som
kontraktionskonstant.

Anmirkning. Det foljer direkt fran definitionen att varje similitud dr att betrakta som
en kontinuerlig avbildning S : (X,dx) — (X,dx). Denna observation anvinds mycket fre-
kvent i samtliga delar av rapporten.

Notera att similituder intuitivt avbildar en méngd A pa en omskalad méingd S(A) likformig
med den ursprungliga méngden. Vad som menas med ’likformighet’ dr klart i fallet (R™, ||.||)
vilket &r det metriska rum som behandlas i rapporten. Redan i inledningsavsnittet namndes
att similituder spelar rollen som genererande avbildningar av sjélvliknande mangder, vilket
géller i foljande mening.

Definition. En méingd K C R” kallas invariant med avseende pa similituderna Sy, Ss..., Sk
om den kan skrivas som:

k
K = | Si(K) =qet S(K)
=1

I fortsittningen ska vi mycket ofta anviinda notationen S(A) = Ule Si(A). En mingd kallas
sjdlvliknande om det existerar en uppsittning similituder Sy, ..., S med avseende pa vilken
méangden dr invariant.

Anmirkning: Observera att termerna sjilvliknande- och invariant mingd anvinds syno-
nymt i denna rapport. Det dr virt att podngtera att det férekommer alternativa definitioner
utav begreppet sjalvliknande méangd som skiljer sig nagot fran denna (se exempelvis [M]).
Dessa kommer dock inte tillimpas i denna rapport.



Nedan ska vi bevisa en entydighetssats (se [M], [F], [H]) fér invarianta mangder i R"™ ge-
nererade av en (dndlig) uppséttning similituder. For att gora detta betraktar vi mingden C
av icke-tomma kompakta delméngder av R™, varpa vi definierar begreppen Hausdorffmetrik,
kontraktion och fullstindighet samt hirleder nagra enkla egenskaper hos dessa begrepp. Det-
ta presenteras i lemma 3.1, lemma 3.2 och korollarium 3.3.

Definition. Lat C vara méngden av icke-tomma kompakta delméngder av R™. Vi infér da
den sa kallade Hausdorffmetriken dg for XY € C enligt

dy(X,Y) = max{d(z,Y),d(y,E) :2 € X,y € Y}
dér d(z,Y) = inf{d(z,y) : y € Y} och d(x,y) betecknar den Euklidiska normen [|.|| i R".
Det faktum att Hausdorffmetriken faktiskt &dr en metrik foljer fran att det for icke-negativa

reella tal a, b, ¢, d géller att max(a,b) =0 < a = b =0, max(a,b) = max(b,a) (symmetri) och
slutligen max(a, b)+max(c,d) > max(a+d, b+c). Jamfoér med definitionen av metrik pa sida 4.

Definition. Ett metriskt rum kallas fullstindigt om alla Cauchyféljder i rummet konver-
gerar.

Vi paminner om att en fljd {a,} i ett metriskt rum (X,dx) sdgs vara en Cauchyfoljd
om det for varje € > 0 existerar ett N > 0 saddant att m,n > N medfor att dx (am,a,) < €.
Med andra ord ligger elementen i foljden godtyckligt néra varandra da n ar tillrickligt stort.

Begreppet fullstindighet &r centralt i beviset av existens och entydighet av invarianta ming-
der genererade utav ett dndligt antal similituder.

Lemma 3.1. Mdngden C av icke-tomma kompakta delméangder av R™ dr ett fullstindigt rum
med avseende pd Hausdorffmetriken.

Bewvis. Beviset av detta lemma uteldmnas. Den intresserade lasaren hinvisas till exempelvis
[MR].
O

Ytterliggare ett begrepp som behovs for att visa existens och entydighet hos den invari-
anta mangden ar kontraktion.

Definition. En kontraktion &r en avbildning f : X — X sadan att det existerar ett r €]0, 1]
for vilket:

d(f(x), f(y)) < rd(z,y)

Notera skillnaden mellan denna definition och definitionen av similitud.

Aven féljande lemma behdvs for att existensen och entydigheten av K ska folja utav ett
kint fixpunktsteorem (se [DM]). Beviset av lemma 3.2 &r taget ur [F].

Lemma 3.2. Avbildningen S : X — Ule Si(X) ar en kontraktion pé mangden C av icke-
tomma kompakta delmdngder av R™.

Bevis. Tag mangder A, B € C. Per definition av Hausdorffmetrik giller
d(S(A),5(B)) = di (U1 Si(A), U1 Si(B)) <
< ._nl1axde(Si(A), Si(B)) < (‘_Hllan’l”i)dH(A, B)

Valjer vi nu kontraktionskonstant ¢ = max;—i, . xr; dr vi klara.

Korollarium 3.3. Avbildningen S dr kontinuerlig pi det metriska rummet (C,dn).



Bevis. Tag ett € > 0. Enligt ovanstaende lemma far vi att § = ¢/c uppfyller den klassiska €d
- definitionen av kontinuitet. D& € > 0 var godtyckligt valt dr S kontinuerlig.
O

Vi &r slutligen redo att skissera ett bevis av existens och entydighet hos méngden K. Se
[M],[H].

Sats 3.4. Ldt Sq, 59, ...,Sk vara similituder pa R™. Da existerar en entydig kompakt mdngd
K som dr invariant med avseende pd dessa similituder.

Bevis. Betrakta avbildningen S : X — Ule S;(X). Enligt Lemma 3.2 &r S en kontraktion
pa mingden C av icke-tomma kompakta delmingder av R™. En fixpunktssats for kontrak-
tionsavbildningar (se [DM]) medfér existens av en entydigt bestimd fixpunkt till S. Denna
fixpunkt #r méngden K ty en fixpunkt till S definieras enligt K = S(K). Det betyder precis
att K ar invariant med avseende pa similituderna Sy, Ss, ..., Sk.

O

Notera att en central idé i beviset av fixpunktssatsen dessutom ger en ledtrad till hur
sjilvliknande méngder konstrueras ur en uppséittning similituder. Detta foljer av det kinda
forhallandet i fixpunktsteori (se [DM]) att varje punkt i ett fullstindigt rum konvergerar
mot fixpunkten i fraga. I detta sammanhang arbetar vi i rummet (C,dy) och dérfor med
kompakta ’startmingder’ istéllet for ’startpunkter’. Med andra ord giller SN(F) — K i
Hausdorfmetrik d& N — 400 {or en godtycklig méngd E C C. Vi kommer i fortséttningen
att referera till en sddan kompakt mingd E som startmdngd. Notera dven att vi sérskilt kan
vilja denna startmingd till E = K (det vill siiga till den invarianta méngden). For k olika
similituder giller da

k k
K=S8Y(K)= U U (S}, © ... 08 ) (K).

Med andra ord dr K intuitivt en union av godtyckligt sma mingder likformiga med K
sjélv (se [M]). Detta &r vad vi {6rvéntar oss av ett sjdlvliknande objekt.

Vi har saledes presenterat nagra grundliggande definitioner sasom similitud och sjdlvlik-
nande /invariant mingd och skisserat hur de senare med en godtycklig startméngd iterativt
kan konstrueras ur en given uppsittning similituder. Vi avslutar detta avsnitt med nagra
illustrationer av sjilvliknande méngder approximativt genererade ur startméngder pa det vis
som beskrivits ovan. Se figur 1. Notera sérskilt hur varje del av den invarianta méngden tycks
vara ’likformig’ med méngden sjilv.

Anmirkning: Samtliga datorsimulerade bilder i denna rapport dr konstruerade i 15 ite-
rationer utav den kompakta startmingden E = {(z,0) : x € [0,1]}. Figurerna visar siledes
méngder S1°(E) for olika avbildningar S. Fér MATLAB-kod, se appendix.



(a) © = {57/12, —7/4}, R = {0.4,0.8} (b) © = {7r/12, —7n/12}, R = {0.5,0.7}

(¢) © = {1r/3,21/3}, R = {0.7,0.7}

Figur 1: Tre exempel pa invarianta mangder. Vad som menas med R och © preciseras i §4.



4 Grundlaggande observationer

Vi kommer nu med grund i Hutchinsons teori (se §3) inleda studiet av kompakta sjilvliknan-
de mingder i planet med en diskussion kring den invarianta mingdens struktur (i planet)
tillsammans med grundliggande observationer i en relativt generell kontext. Efterfoljande
delavsnitt fastslar ett antal 'delméingdsresultat’ vilka ofta gor det mdjligt att 6verféra egen-
skaper som visats for en specifik invariant méngd pa en klass av andra invarianta méngder
relaterade till denna pa det sdtt som fastslas i §4.2.

Vi borjar med att visa pa en karakterisering av similituder i planet. Vi paminner om de-
finitionen utav kontraktionskonstant relaterad till en similitud (se §3).

Sats 4.1. Varje similitud S : R? — R? kan skrivas pd formen S = rf + z, dir z € R? och f
dr en rotation eller en rotation sammansatt med en reflektion, se [M].

Nirmare bestimt kan en similitud beskrivas som en isometri’ multiplicerat med en kon-
stant r €]0, 1[. Det betyder 16st talat att en similitud avbildar en mingd pa en nedskalad
(krympt) méngd likformig med den urpsrungliga.

Representation av similituder och avgrinsningar: Vi begrinsar oss i fortséttning-
en till undersdkningar av similituder S; : R?> — R2, i = 1,...,k dér varje similitud #r en
kombination av rotation och dilation kring en given punkt i planet (och rotationscentrum dr
olika for olika similituder). Med andra ord ignorerar vi similituder som dven verkar genom
reflektion och translation. Detta val motiveras i diskussionsavsnittet (§8).

Om S; &r en similitud definierad enligt ovan bestims denna av en dilation r; och en rotation
0; kring punkten p;. Vinklarna 6; bestdms enligt ett lokalt koordinatsystem med avseende pa
respektive rotationscentrum p;, dér 0; ar vinstervriden med avseende pa positiva riktningen
for z-axeln f6r det ursprungliga koordinatsystemet. Mot denna bakgrund &r det naturligt att
betrakta S; som en indextrippel {p;,r;,0;}.

Notation: I detta sammanhang kallas punkterna p; rotationscentrum, konstanterna r; f6r
kontraktionskonstanter och vinklarna 6; for vinkelparametrar eller rotationsvinklar. Vi be-
tecknar mingden utav rotationscentrum med P = {p1,...,px}, mingden av kontraktions-
konstanter med R = {r1,...,7} och mingden av rotationsvinklar med © = {6y, ...,0;}.
Notera sarskilt foljande konventioner:

e Enligt sats 3.4 kan vi till en uppséttning similituder Sy, ..., Sy identifiera den entydigt
bestdmda kompakta sjélvliknande méngden K = S (K). Eftersom vi till en uppséttning
similituder associerar en uppséttning indextriplar {p;,r;,6;} och en invariant méngd sa
géller att vi genom att studera ett av dessa objekt implicit &ven studerar de andra tva.
Vi kommer fortsattningsvis lata detta vara underforstatt.

e D& det forekommer variationer i indextripplarna kommer endast de parameterar som
skiljer indikeras. Exempelvis kan vi skriva S, respektive S, nir vi avser tva olika
similituder som representerar dilation och rotation kring samma rotationscentrum och
med samma vinkelparametrar men med olika kontraktionskonstanter rs och ;.

4.1 Den invarianta mangdens konstruktion

Vi inleder studiet av sjélvliknande méngder i planet med nagra grundldggande observationer
vars syfte dr att underbygga forstaelsen for de invarianta mangdernas geometri och konstruk-
tion.

Vi paminner om definitionen av avbildningen S = ukS,, dir Sy, ..., Sk r en uppsittning
similituder. Med denna notation visar vi nu att den invarianta méngden K har egenskapen
att en punkt i K aldrig kan 1dmna méngden under verkan av S.

IEn isometri &r en avbildning som bevarar avstand, det vill siga d(x,y) = d(f(z), f(v)). I R? &r d(=x,y)
det Euklidiska avstandet, det vill siga d(z,y) = ||z — y|| och d(f(z), f(y)) = ||f(z) — f(W)||-



Lemma 4.2. Om z € K si giller SN (z) € K for varje N € N.

Beuvis. Det foljer direkt fran definitionen av K att S’(K ) = K, vilket genom upprepad appli-
kation av S i bada leden uppenbart medfor att SN(K) = K for varje N € N. Detta innebér
givetvis att © € K = SV (z) € K och beviset ér klart.

O

Foljande lemma, dr absolut centralt {or stora delar av denna rapport. Det faststéller den
allménna egenskapen att samtliga rotationscentrum tillhér den invarianta méingden (det vill
sdga att P C K).

Lemma 4.3. Fér en invariant mangd K genererad av similituder S1, ..., S, med tillhérande
rotationscentrum i P sd gdller att P C K.

Bevis. For godtyckligt » € K giller enligt lemma 4.2 att K > SN (z) — p; for alla i €
{1,...,k} d& N — oco. Eftersom K &r kompakt f6ljer per definition att gransvéirdet p; € K
och beviset ar klart.

O

Om vi nu kombinerar lemma 4.2 med lemma 4.3 s& kan vi notera att om P anvinds som
startméngd (P #r kompakt) si har P den positiva egenskapen att SV(P) C K for alla N € N
samtidigt som SN (P) — K da N — oo. Detta #r bland annat praktiskt vid datorsimulering
av de invarianta mingderna, dér vi naturligtvis endast kan applicera S pé en startmingd ett
andligt antal ganger.

Vi hérleder nu ett resultat som behandlar komposition av similituder.
Notation: Vid komposition av similituder kan féljande notation férekommas:

Sitjn =8 0...08;., jn € {1,2,...,k}, k,neN. (1)

Ovanstaende indexvektor betecknas ofta med j = (j1,...,Jn). For att uttrycka egenskapen
(1) kan vi ibland komma att séga att j € {1,...k}".

Foéljande resultat har som framsta syfte att det ibland underlattar processen att utifran
givna indextripplar identifiera den invarianta mingden explicit. Speciellt anviinds detta i
exempel 4.1.1 (sida 10).

Proposition 1. Om det existerar en indezvektor j € {1,2,...,k}!, | € N sadan att Sj(z) = x
sa galler x € K.

Bewvis. Tag ett € R? och en indexvektor j € {1,2,...,k}! vilka uppfyller S;(z) = z. Da
géller uppenbart dven SjN(:v) = ¢ for varje N € N. Eftersom S™(z) — K i Hausdorffmetrik
dd n — +oo (enpunktsméngden x dr kompakt) géller enligt sats 3.4 att:

Ve >0,3N >0:n>N = dy(S"(z),K) < e (2)

Vi kan nu vilja n = NI dér [ &r langden av indexvektorn. Det giller nu alltsa att n > N och
x € S™(x) eftersom xz = SjN(x) € S"(x) da detta n ar en multipel av [. Darmed implicerar

di(S™(x), K) < € dven att d(z, K) < e. Eftersom detta ska vara sant for varje ¢ > 0 méste
det gilla att d(x, K) = 0. Det betyder precis att = € K.
O

Det kan vara virt att poingtera att dessa forsta observationer &r i giltiga i storre gene-
ralitet dn bara i R2. Vi illustrerar nu ovanstiende resultats anvindbarhet genom ett forsta
enkelt exempel.



4.1.1 Ett forsta exempel

I detta exempel betraktar vi exakt tva similituder 5,5, vilka representerar rotation och
dilation kring tva skilda punkter i planet. Mer precist dr méngden av rotationscentrum
P = {(0,0),(1,0)}, mingden av kontraktionskonstanter R = {ry,r2} och méangden av ro-
tationsvinklar © = {7, w}. Fallet © = {m, —7} &r naturligtvis identiskt. Vi kan da for r; och
ro ’tillréckligt stora’ (vi ska snart se vad som avses med detta) karakterisera den invarianta
méingden som linjesegmentet AB med dndpunkter

A= <_Tl(1+r2)70), B = (M70) (3)
1—7’17"2 1—7“17‘2

Med ’tillrickligt stort’ menar vi att 71 och ro bor véljas sddant att S; (AB)NSe(AB) # 0 (s&
att AB &r ett sammanhéngande intervall). Om vi later Ay By vara linjesegmentet S1(AB)
och A B, vara linjesegmentet S3(AB) s inses att dessa linjesegment Gverlappar varandra
om och endast om z-koordinaten for By #r storre an eller lika med z-koordinaten for As.

Eftersom )
1 1
B, — <T1<+T2>0) A, — (1_,@_7"2(”2)70)
1—1riro 1—rirs

ser vi att S1(AB) och S2(AB) 6verlappar varandra om och endast om

r2(1+1g) Sy ro(1 4+ 72)
1—7’11"2 - 1—7’1T2 ’
eller ekvivalent
ri 4y (14 +7r9) > 1 (4)

Detta ar en alternativ formulering av vad som menas med ’tillréckligt stort’ eftersom det kan
ses som ett kriterium for nér denna invarianta mingd &r sammanhéngande (som funktion av
r1 och r3). Notera dven att eftersom den invarianta méngden dr entydigt bestdmd (se sats
3.4) och den méngd som beskrivits ovan dr invariant si maste det vara den stkta méngden.
Se figur 2 for en illustration.

Det dr informativt med en kortare diskussion kring konstruktionen av exemplet ovan:

Vi noterar forst att lemma 4.2 och lemma 4.3 visar att vi kan finna den invarianta méngden
K genom att underscka bilden av p; och po under kompositioner av similituderna S; och Ss.
Eftersom © = {7, 7} 4r det omedelbart klart att K &r en delmingd av z-axeln. Eftersom K
ar kompakt i R? och dirmed sluten och begriinsad existerar det punkter A, B € K for vilka
z-koordinaten &r minimal respektive maximal. Pa grund av den enkla naturen hos S; och
Ss inses att S2(A) = B och S;(B) = A. Dérmed finner vi att A = 51(S2(A)). Om vi later
A = (x,y) och definierar a = |z| sa far vi ekvationen

a=(14+a)ry+ 1)ry,

ur vilket det foljer att A ges enligt (3) ovan. Andpunkten B ges pa motsvarande vis (av
symmetriskél).

Observera dven att ett liknande, men enklare, 'endimensionellt’ fall ges d& © = {0,0} och
R = {rq,r2}. Ett kriterium liknande (4) &r da enkelt att finna: Den invarianta mangden K &r
sammanh#ngade om och endast om r; + 7o > 1. Notera dock att sddana explicita kriterium
inte alltid dr lika latta (om ens mdjliga) att finna.
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Figur 2: Ett grundliggade exempel pa en invariant méngd med R = {0.7,0.7} och © = {m, 7}.

4.2 Delméangdsresultat for similituder i planet

I ovanstaende delavsnitt sag vi, vid sidan av viktiga grundliggande observationer, att det
ar mojligt att bestimma enkla invarianta mingder explicit. Vi ska nu presentera ett antal
situationer da en invariant méngd K ir en delméngd av en annan invariant méngd. Speciellt
ska vi understka hur dessa ’delméngdsrelationer’ beror av R och eventuellt &ven ©. Malet
med sddana resultat dr att kunna Sverfora vissa egenskaper fran en invariant méngd till en
annan.

Vi paminner om att P betecknar méngden av rotationscentrum.

Notation: Vi definierar en méngd W = (J,oy{S;(P) : j € {1,...,k}"} (da vi har k si-
milituder). Detta dr da bildmingden av P under alla kombinationer av (ett godtyckligt
antal) kompositioner av similituder. Denna definition visar sig anviindbar i flera bevis nedan.

Observera speciellt att K = W.

Lemma 4.4. Lit K vara den invarianta méingd som dr entydigt bestimd av S med tillhérande
P ={p1,p2}, R={r1,m2} och © ={61,05}. Lat K' vara den invarianta méangd som entydigt
bestims utav K' = §'(K) = S}(K) U S4(K) med tillhérande P' = {p1,pa}, R = {ri/nm;/n}
och © = {01/n,02/n} dirn € N. Dg gdller att K C K.

Notera att W’ i detta sammanhang 4r den mangd som motsvarar VW, med skillnaden att
den dr konstruerad utifran avbildningarna S7 och S} istéllet for avbildningarna Sy och Ss.

Bevis. Betrakta en godtycklig punkt x € W. For nagot k& € N och for nagon indexvektor
j= (1, jk) géller da att
x=25j0..085;(p), { =1eller 2

Det giller da vidare att
x = S;IIV 0...0 S}iv(pl)
dar SJ’Z =87 o..08 med N ginger komposition. Ett godtyckligt Valtii W ligger
alltsd aven i W. Darmed méaste W C W'. Eftersom K och K’ kan skrivas som W respektive

W' giller dven att K C K’, vilket skulle visas.
[

Notera exempelvis att diametern av K’ dr nedat begridnsad av diametern av K, och mot-
svarande att diametern K ar uppat begransad av diametern av K'. Med hjilp av ovanstiende
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sats kan vi saledes finna kedjor av invarianta méngder vilka &r delméngder av varandra. Om
diametern dr kind hos en av dessa mingder tjanar denna diameter som Ovre- respektive
undre begrinsning av diametern for de 6vriga méingderna.

Notera att lemma 4.4 stimmer ocksa for k similituder. Det kan visas analogt.

Ett andra delmingdsresultat presenteras nu i fallet da vi har k similituder i planet. Det-
ta resultat involverar en typ av konvexitet som kan ses som en generalisering av begrepp
styarnkonver.

Definition. En mingd A kallas P*-konvexr om for varje z € A och varje p € P giller
att linjesegmenten xp = {y : d(x,p) = d(z,y) + d(y,p)} tillhor A.

Notera att varje konvex mangd som innehéller samtliga rotationscentrum i P &r P*-konvex.
Med hjélp av denna definition far vi f6ljande resultat da alla similituder har samma kontrak-
tionskonstanter, det vill siga da R = {r,...,r}:

Lemma 4.5. Antag att mdangden A ar P*-konvex. For k similituder vilka representerar
rotation och dilation kring olika rotationscentrum i planet med samma rotationsvinkel sd
gdller att S, (A) C S, (4) ddrs <.

Bevis. Notera att P C A. Mingden A har egenskapen att for varje x € A sa ligger linjeseg-
menten axp; = {y : d(x,p;) = d(z,y) + d(y,p;)} 1 Afori=1,... k. Da kontraktionskonstan-
terna ry < 1 géller for ¢ = 1,...,k och varje sddant linjesegment att S,_,;(xp;) C Sy, .i(xp;).
Dessutom har vi per definition av P*-konvexa méngder att

A= U Tp;.

z€A

Dirmed giller pa grund av kontinuiteten hos S att:

k
Srs (A) = U S (UxGAmpz = U (U Srg i\TPi >

i=1 z€A

U (Usnt

rzeA \i=1

k
T, 95102 > U S’r’z i ZL’EAxp'L) = ST(A)

i=1

vilket skulle visas.
O

Foljande sats ger ett tillrickligt kriterium fér nér invarianta mingder med olika kontrak-
tionskonstanter g # r; ir delméingder av varandra.

Sats 4.6. Forr, < gdller att K,  C K, om K,, dr P*konvex.

Bevis. Antag r; < r; och att K, dr P*-konvex. Vi noterar att lemma 4.5 ger S (K C
S, (K,,) = K,, vilket ger SN( ) C K, for varje N € N. Detta tillsammans med sats 3.4
ger K,, O SN(K,,) — K,, d& N — +oo. Med andra ord féljer K., C K,,.

O

En férutsittning for att satsen ska vara intressant ar att det faktiskt existerar invarianta
P*-konvexa mingder (skilda fran de ’endimensionella’ exempel vi tidigare sett). Se figur 3
for exempel.
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(a) © = {r/2, —/2} (b) © = {m/2,7/2}

(¢) © ={27/3,—27/3}

Figur 3: Figur (a) visar en P*-konvex méngd. Méngderna i (b) och (c¢) férmodas vara P*-
konvexa. I samtliga bilder & R = {0.8,0.8}.

4.2.1 Ett exempel pa en P*-konvex invariant mingd

Lat P = {(0,0),(1,0)}, © = {r/2,—7/2} och R = {r,r} diir » > 1/v/2. Den invarianta
méngden K &r den rektangel ABCD som (med kartesiska koordinater) bestdms av hérnen

7"2 r T2 r

A=(—m —— B=(1+ —o ——
( 1—1"2’1—7“2)’ ( +1—r2’1—r2

)

2 3 2 3

r r
1—72" 1 —1p2 1—72" 1—172

o=

Denna rektangel avbildas under S pa unionen av tvi mindre rektanglar S;(ABCD) och
S2(ABCD). Det ar inte svart, men en aning skrymmande, att visa att ovanstaende proportio-
ner pa rektangeln medfor att Sy (ABCD) och Sy(ABCD) éverlappar varandra pa ett sidant
vis att de tillsammans bildar den ursprungliga rektangeln ABCD. Notera sirskilt att detta
exempel inte géller for varje r €]0, 1[ men dock fér (Atminstone) varje r € [1/v/2, 1[. Se figur
3a for en datorgenererad approximation av den invarianta méngden K med R = {0.8,0.8}. I
figur 3 presenteras dven fler exempel pé invarianta méngder vilka formodas vara P*-konvexa
(men inte bestdmts explicit som i exemplet ovan).
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5 Separationsegenskaper

I detta avsnitt undersoks sa kallade separationsegenskaper hos invarianta mingder med avse-
ende pa exakt tva similituder S,.S; som representerar rotation och dilation kring tva skilda
rotationscentrum p; = (0,0) och p; = (1,0) i planet. Notera att detta val av rotationscent-
rum (liksom tidigare) kan goras utan forlorad generalitet. Viasentligen behandlas (ur olika
perspektiv) fragestillningen om hur det &r mojligt att avgdéra om en invariant méngd &r
sammanhingande eller ej - en fraga vars svar vid férsta anblick inte alls dr uppenbart. Se
figur 4 for en illustration av problematiken.

Mer precist later vi i detta avsnitts forsta del rotationsvinklarna och kontraktionskonstan-
terna vara oberoende av varandra och visar att K &r sammanhéingande om och endast om
S1(K) N Se(K) # 0. Med hjélp av detta resultat visas vidare att varje invariant mangd
K &r antingen sammanhingande eller totalt icke-sammanhingade (’totally disconnected’).
Avsnittets andra del syftar till att under symmetriantagandet R = {r,r} och © = {0, —0}
visa existens av en gréns r(f) sadan att K, & sammanhingande om r > r(6) och icke
sammanhingade om r < (). Det &r ett av huvudresultaten i denna rapport.

(a) © = {x/12,107/12}, R = {0.4,0.6} (b) © = {57/12,7/2}, R = {0.5,0.8}

(¢) © = {n/3,~7r/12}, R = {0.6,0.8}

Figur 4: Den invarianta méingden i figur (a) dr troligtvis icke-sammanhingande och den
invarianta méngden i figur (c¢) ar troligtvis sammanhingande. Kan man med sikerhet avgora
om den invarianta mingden approximerad i figur (b) dr sammanhingande eller ej?

Inledningsvis presenteras nagra definitioner och enklare resultat som mdjliggér en precis
formulering av satserna ovan. Vi paminner om definitionen av startméngd (se §3) vilken alltid
antas kompakt.

Definition. Vi séger att en startmingd E separerar i generation N om SN-1(E) #r sam-
manhéngade och SV (E) &r icke sammanhingande. Om det existerar ett N € N sadant att
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méangden F separeras i generation N séger vi att E separeras.

Korollarium 5.1. Om startmdngden E separerar i generation N sa gdller att S (SN-YE)N
So(SN-YE)) = 0.

Bevis. Eftersom SN¥~!(E) &r sammanhéngande sa ar S;(SV71(E)) och S>(SN7Y(E)) sam-
manhéingande var for sig. Med ett icke-tomt snitt ovan skulle saledes SV (E) sammanhiing-
ande impliceras, vilket motséger att E separeras i generation N.

O

Det, forefaller naturligt att om K &dr icke-sammanhingade och F dr en sammanhingande
startmangd sa maste E separeras. I beviset av detta pastaende anvinder vi oss av det minsta
avstandet mellan tva méngder, vilket definieras som f6ljer:

Definition. Avstandet d(A, B) mellan kompakta mingder A och B definieras som
d(A,B) =min{d(z,y) : x € A,y € B}.

Notera att detta inte dr en metrik. Observera dven att d(A, B) < dy (A, B) (dir dy betecknar
Hausdorffavstandet).

Sats 5.2. Om K dr icke-sammanhdingande sd kommer varje sammanhédngande startmdngd
FE separeras.

Bevis. Antag att det existerar en sammanhingande startmingd E som inte separeras. Enligt
sats 3.4 giller att

Ve>0,IN >0:n>N = dg(S"(E),K) < e. (5)

Eftersom F enligt antagande dr kompakt, ssmmanhingande och inte separeras géller att dven
S "(E) dr kompakt och sammanhangande for varje n € N. Eftersom K &r icke-sammanhingade
sd kan vi (pa ndgot vis) dela upp den i tva disjunkta kompakta delar K; och K. Eftersom
dessa delar dr kompakta sa existerar ett £ > 0 sddant att avstandet d(K;, K3) = &, ty avstan-
det mellan tva disjunkta kompakta méngder &r alltid strikt positivt. Om vi sétter e = £/3 1
(5) sa far vi ett N = N(e) for vilket d(z, K) < e for varje € SV (E). Definierar vi nu ett
‘e-holje’ kring K, j = 1,2 enligt

K.j={z:d(z,y) <eyeK,;}

sa foljer att (K1, Kc2) = €. Da dr SV (F) en delméingd av unionen av dessa ’e-holjen’ vilka
ar disjunkta. Notera dven att SN (E) ligger i bada de disjunkta delarna, ty d (S™(E), K) < e.
Detta medfor i sin tur att SV (E) ar icke-sammanhingande, vilket motsiger antagandet om
att F inte separeras.

O

5.1 Separationsegenskaper hos invarianta méingder

Vi har nu tillrackliga redskap for att visa ett forsta separationskriterium som géaller oberoende
av R och ©.

Definition. Med sammanhdngande hélje till en mingd A menar vi en sammanhingande
kompakt mangd M sadan att M D A. Existensen av en sadan méngd &r trivial. Den &r lika
uppenbart inte entydigt bestémd.

Sats 5.3. Den invarianta mangden K dr sammanhdangande om och endast om S1(K) N

So(K) £ 0.

Bevis. For att visa att S1(K) N Sa(K) # 0 medfor K sammanhingande, 1&t M; vara ett
sammanhingande holje till S;(K), i = 1,2 och lat M = M; U M. Eftersom S;(K) C M;,
i = 1,2 sa giller My N Mz # 0 och K C M enligt definitionen av M. Detta ger att
S(K)= K C S(M) vilket implicerar K ¢ SN (M).
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Om vi nu antar att K &r icke-sammanhéingande s& foljer enligt lemma 5.2 att det existe-
rar ett N sadant att SY (M) &r icke-sammanhiingande. Men eftersom S;(K) C S; (SN (M)),
i=1,2 0ch S1(K)NS2(K) # 0 sa medfors att

S1(SN(M)) N So(SN(M)) £ 0, VN €N. (6)

Med M sammanhingande, induktion samt (6) ges att SV (M) &r sammanhingande for alla
N € N. Detta motsager sats 5.2. Alltsa dr K ar sammanhéngande om S1(K) N Se(K) # 0.

Om K istéllet fran boérjan antas vara sammanhingande sd medfors Sy (K) N Sa(K) # 0
trivialt, ty om vi omvéint antar att S1(K) N Sa(K) = @ s& existerar det (pa grund av kom-
pakthet) ett € > 0 sddant att d(S;(K), S2(K)) = €. Detta innebér i sin tur att mingden inte
kan vara sammanhingade och vi har en motségelse.

O

(a) © = {67/8,47/8}, R = {0.55,0.85} (b) © = {47/8, —7r/8}, R = {0.35,0.75}

Figur 5: En invariant méngd dr sammanhingande om och endast om Sy (K)NS2(K) # (. Det
roda omradet approximerar S7(K) och det bla omradet approximerar So(K). Den streckade
vertikala linjen representerar symmetrilinjen.

Notera att ovanstaende sats ger ett teoretiskt kriterium fér nér en invariant méngd ar

sammanhéngande. Samtidigt dr det inte uppenbart hur ett sddant kriterium kan anvindas i
praktiken. Ett mer praktiskt anvindbart kriterium presenteras under ett symmetriantagande
(det vill sdga under skarpare avgrénsningar dn de nuvarande) i avsnitt 5.2.
Vi gka forst observera en viktig karakterisering av sjélvliknande mingders geometri beroende
pa om den invarianta méingden dr sammanhingande eller icke-sammanh&ngande. Mer precist
visar sats 5.4 nedan att det endast existerar tva mdojligheter: Den invarianta méngden K
maste vara antingen sammanhéngade eller totalt icke-sammanhingade.

Sats 5.4. En invariant mdangd K dr antingen sammanhdngande eller totalt icke-sammanhdngande.

Bevis. Antag forst att K &r icke-sammanhéngande. Vi kan da skriva K = (J;.; K; dér varje
K, ar sammanhéngade och kompakt, K; N K; = (), i # j och Z &r en indexméngd (ty en
disjunkt icke-sammanhingade méngd bestar utav minst tva disjunkta delar). Vi visar {6rst
att det for alla index ¢ € 7 existerar ett j € Z saddant att

Ki = Sl(Kj), [ =1 eller 2. (7)
Detta giller ty om (7) antas falsk s far vi {6r ett godtyckligt < € Z tva mdjliga fall, ndmligen:
1. K; ﬂSl(K) #£ 0 och K; ﬂSQ(K) =+ 0.

2. K; = SZ(K), I =1eller 2, dir K = U]EI, K;, 7' CZ, ar en enydigt bestdmt delunion
av K. Med andra ord dr K; bilden av mer dn en annan av de disjunkta delméngderna
av K.
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Antag 1 sann. Da géller att K; N Sl(K) =+ @, K; N SQ(K) =+ @, K, C Sl(K) U SQ(K) och
eftersom K; dr ssammanhéngade s& impliceras att S1(K) NSy (K) # 0. Sats 5.3 medfor da att
K ar sammanhéngande vilket dr en motségelse.

Antag 2 sann. Da giller K; = S;(K), | = 1 eller 2, vilket medfor att K; = Ujez Si(K5)
sadant att S;(K;) N S;(Ky,) = 0 da m # j och m,j € Z'. Med andra ord ar K; icke-
sammanhingade vilket &r en motsigelse.

Alltsa maste (7) vara sann.

For att nu bevisa satsen si observerar vi att om diam(A) = d s& ar diam(S;(4)) = rd,
1 = 1,2, ty similituden .S; skalar om samtliga avstand med en faktor r;.
Lat d = sup;cz(diam(K;)). Enligt (7) géller for varje K;, i € Z, att det existerar ett j € T
sadant att S;(K;) = K;, | =1 eller 2. D4 géller att diam(K;) = rdiam(K;) < r;d. Eftersom
detta géller for alla ¢ € 7 sd maste min(rq,r2)d > d, men da min(ry,r3) < 1 s& maste d =0
(ty d = oo #r omdjligt d& K kompakt i R? medfér K begrinsad). Med andra ord #r en
storsta sammanhingade delmingd av K en punkt. Vi har nu bevisat att en invariant mangd
K antingen dr sammanhingande eller totalt icke-sammanh&ngande.

O

5.2 Separationsegenskaper hos invarianta mingder i planet under
symmetriantagande

I detta avsnitt kommer vilata P = {(0,0), (1,0)} och kontraktionskonstanterna vara lika, det
vill séiga R = {r,r}. Vi later nu dessutom rotationsvinklarna vara © = {6, —6}. Under dessa
restriktioner, vilka kommer benfimnas symmetriantagandet visar det sig att de invarianta
miingderna uppvisar symmetri kring symmetrilinjen £ = {(z,y) € R? : x = 1/2}. Detta pre-
ciseras och bevisas i lemma 5.5 nedan. Detta symmetriantagande (samt Gvriga restriktioner
ovan) antas gélla i fortsdttningen om inget annat explicit uttrycks.

Vi ska under dessa restriktioner visa att K &r sammanhingade om och endast om S;(K)
avbildar nagon punkt ’till hoger’ om symmetrilinjen. Med hjilp utav detta kriterium skall vi
sedan visa existensen av en gransfunktion r(0) for vilken det giller att K #r sammanhingade
da r > r(f) och K &r icke-sammanhéngade da r < r(0).

Vi visar forst att K ar symmetrisk kring symmetrilinjen under dessa antaganden. Notera
att detta kan bevisas pa ett flertal olika sétt. Beviset nedan &r ett konstruktivt bevis i syfte
att ge en klar bild av hur symmetrin uppstar. Vi paminner &ven om definitionen av mingden
W (se §4.2) samt notationen for komposition av similituder (se (1)).

Lemma 5.5. Den invarianta mdngden K dr symmetrisk med avseende pd symmetrilinjen

L.

Bewvis. Tag ett godtyckligt © € W. Per definition kan vi finna en sekvens av index j =
(J1 - gn) € {1,2}" sadana att z = Sj(p;), | € {1,2}. Antag nu att [ = 1 (fallet [ = 2 utfors
analogt).
Med notationen j' = (j,...,j5) dirjl =1lom j; =2och jl =2om j; = 1féri=1,...,N sa
kan vi nu vélja att betrakta x’ = Sj/ (p2). Till foljd av grundforutsittningarna R = {r,r} och
© = {0, —0} f6ljer uppenbart, se figur 6, att «’ dr spegelbilden av x i symmetrilinjen £. For
ett godtyckligt x € W ligger saledes ocksd dess spegelbild ©’ € W, varfér W &r symmetrisk
kring £. Eftersom K = W foljer att dven K dr symmetrisk kring L.

O
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Figur 6: De tva forsta generationerna skapade ur startméangden P = {(0,0), (1,0)}. Notera att
spegelbilden (i symmetrilinjen) av varje punkt ingér i méngden. R6da punkter representerar
generation ett och bla punkter generation tva.

Vi infor nu foljande beteckning, praktisk fér att formulera vart tillrickliga och nédvén-
diga kriterium for ndr K &r sammanhingande under symmetriantagandet. Notera att den
symmetri som etablerats ovan medfor att det ofta ricker att visa pastaenden for exempelvis
S1(K), varpa motsvarande resultat foljer for Sz (K).

Definition. Vi bendmner det hégra halvplanet translaterat med 1/2 som L = {(z,y) €
R?: x> 1/2}.

Féljande separationskriterium (och dess bevis) har ménga likheter med sats 5.3.

Sats 5.6. Den invarianta mangden K ar sammanhdingande om och endast om S1(K)N Z) #*

0.

Bevis. Lat M, vara ett sammanhdngande holje till S;(K), i = 1,2 sddana att M; och My
ar spegelsymmetriska med avseende pa symme‘gilinjen L och 1at M = M; U Ms. Antag att
K ar icke-sammanhingande och att S1(K) N £ # (. Da giller per definition att K € M
vilket ger S(K) = K C S(M). Det implicerar i sin tur att K c SN(M) for alla N e N.
Eftersom K (enligt antagande) &r icke-sammanhingade sa giller enligt Lemma 5.2 att det
existerar ett N sadant att SV (M) #r icke-sammanhingade. Da S;(K) N Z # () far vi direkt
att S1(M1)NL # 0, ty M, ér sammanhingande per definition. Detta medfér S(M) sam-
manhéngade da skirningspunkter med symmetrilinjen av symmetriskil ligger i bade S;(M)
och So(M). Dérmed #r S;(S(M) N L # 0. Med induktion fas att SV(M) for alla N € N &r
sammanhéngade, vilket motsidger antagandet.

For att visa att K &r icke-sammanhéngande da Sy (K) N L = 0 noterar vi att det pa grund

av symmetrin i £ dr uppenbart att K ir icke-sammanhingande om och endast om KNL = ()
—

(ty £ delar planet i tva delar och K maéste ligga i bada dessa delar). Eftersom £ C £ sa far

vi nu att K ar icke-sammanhingande da S;(K) N L=0.
O
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(a) © = {27/3, —27/3}, R = {0.6,0.6} (b) © = {57/7,—57/7}, R = {0.75,0.75}

Figur 7: En invariant méngd under symmetriantagandet d&r sammanhéingande om och endast
om S (K) innehéller punkt pa eller till hdger om symmetrilinjen (streckad). Det r6da omradet
approximerar S1(K) och det bla omradet approximerar Sy (K).

Anmirkning. Intutivt séger sats 5.6 att méngden K bestar utav tva olika delar pa varsin
sida av symmetrilinjen £ och att hela méngden blir sammanhéngade om och endast om dessa
tva delar korsar symmetrilinjen och ddrmed korsar varandra.

Vi kommer vid flera tillfillen anvinda oss utav begreppet konvezt hélje, ibland &ven kal-
lat minsta konvext hélje. Dessa holjen spelar saledes en viktig roll, varfor det &r viirt att en
gang for all fastsla en av dess grundliggande egenskaper.

Definition: Det konvera héljet av en mangd A kan definieras som slutningen av mingden
av alla konvexa kombinationer av punkter i A det vill séiga

U( U {Z)\]l'jA]ZO,Z)\]:].})

neN z;€A,5=0,....,n j=1

Lemma 5.7. (Egenskaper hos konvexa holjen). Lit C = C; UCy ddir C; dr det konveza hiljet
av S;(K), i = 1,2. Da gdller S(C) C C och S;(C) C C;, i = 1,2. Observera att motsvarande
egenskap gdiller for det konvexa héljet till K och visas pd samma sdtt.

Beuvis. Vi borjar med att observera att S;(S;(K)) C S;(K) for alla kombinationer av i = 1,2
och j = 1,2. Dérmed géller att konvexa holjet av S;(S;(K)) dr en delméngd av C; (konvexa
holjet av S;(K)). Det foljer direkt fran definitionen av konvext hélje att S;(C;) &r en delméngd
av det konvexa héljet av S;(S;(K)). Darmed &r S;(C;) C C;. Satsen foljer da uppenbart. [

Notation. I beviset av huvudsatsen (och pa flera stillen i §6) anviinds polira koordina-
ter med ’origo’ i rotationscentrum p; respektive po. Dessa betecknas med (p, ¢); respektive
(p, @)2- Vinkeln ¢ &r vinstervriden med avseende pé positiva riktningen for z-axeln for det
ursprungliga koordinatsystemet. Vi har nu tillrékliga redskap for att visa huvudsatsen.

Sats 5.8. (Huvudsats) Antag att K, dr icke-sammanhdngande och ry < 1. Dé dr K,
tcke-sammanhdngande.

Bewvis. Lat K,, vara icke-sammanhéngande och antag att kontraktionskonstanterna rs < r;.
Enligt sats 5.3 impliceras att Sy, 1(K,,) N Sy, 2(Ky,) = 0. Later vi vidare C; vara det minsta
konvexa héljet till S, ;(K,), i = 1,2 sa géller med C = C; UCs att K, C C. Vi visar f6ljande:

1. S,,(C) cC=S,,(C) CC vilket i sin tur implicerar S¥(C) C C.

2. CiNCy =0.
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Sambandet S,,(C) C C foljer direkt fran lemma 5.7. Fér att visa att detta medfor S, (C) C C,
tag ett godtyckligt * = (p,¢)1 € C. Da giller att S, 1(x) = (rip,¢ +6)1 € C1 och
Sroa(@) = (rsp,d + 0)1 = (Frip, ¢ + 0)1, dér 2= < 1. Eftersom C; ar konvex géller att
Sr,1(z) € C. Saledes maste S, 1(x) € Cy for « € C. Pa grund av symmetrin géller detsamma
for S,., o(C) varfor det giller att S, (C) C C. Detta ger i sin tur att Sﬂf (C) C Cforalla N € N.

Géllande (2) ovan observerar vi att Sy, 1(K,) N L =0 och Sr2(Ky,) C il foljer direkt
av sats 5.6 (eftersom K, ar icke-sammanhingande). Med andra ord separeras Sy, 1(K,,) och
Sy,.2(Ky,) utav symmetrilinjen £. Det &r d& uppenbart att £ dven separerar dess konvexa

holjen, det vill siga att Cy N £ =0 och Cy C L. Alltsa giller C; N Ca = 0.

Slutligen observerar vi att sats 3.4 samt egenskap (1) medfér att C D g,],V(C) — K, da
N — 400, dir C &r icke-sammanhingande enligt (2). Beviset dr klart.
O

Foljande omvénda resultat impliceras pa uppenbart vis av denna sats.

Korollarium 5.9. Om rs > r; gdller att K, dr sammanhdngande da K,, dr sammanhding-
ande.

Bevis. Antag att motsatsen till ovanstaende utsaga #r sann. D& maéste det existera 77,7
sadana att r, < r; dér K, &r icke ssmmanhéngande och K, &r sammanhéngande. Detta
motsdger sats 5.8 ovan och beviset &r klart.

O

Huvudsatsen 5.8 och korollarium 5.9 medfor existensen av en entydig ’brytpunkt’ eller
‘grins’ mellan sammanhéngande och icke-sammanhéngande invarianta méngder. Detta leder
till f6ljande mycket intressanta resultat:

Det existerar en grénsfunktion r(0) med egenskapen att r < r(f) medfér K icke-
sammanhingande och r > r(f) medfér K sammanhingande. Observera att denna endast
ar definierad under symmetriantagandet da vi kan betrakta (den enda) kontraktionskonstan-
ten r som en funktion av (den enda) rotationsvinkeln 6. Genom att studera denna funktion
kan man hoppas besvara foljande fraga: Om vi betraktar ett fixt 6, for vilket r Gvergar de
invarianta mingderna fran att vara sammanhingande till att vara icke-sammanhingande?
Genom att bestdmma denna gransfunktion (vilket dock &r allt annat &n trivialt) vore det
mojligt att fullstéindigt kategorisera invarianta mingder under symmetriantagandet i en klass
av sammanhéngande méngder och en klass av totalt icke-sammanhingande méangder.

Efterfoljande avsnitt dgnas at att visa egenskaper hos denna grins. Bland annat visar vi

att den invarianta méngden K, ()¢ (med parametervirden 'pa’ denna gréns) &r samman-
hangande.
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6 Regelbundenhetsresultat och overlapp

T ovanstaende avsnitt bevisades existensen av en gransfunktion r(#). Vi ska nu visa pa egen-
skaper hos denna grans. Exempelvis definieras i detta avsnitt vad som menas med éverlapp
varpa vi (under en férmodan om kontinuitet) visar att den invarianta méngden K, ()¢ &r
sammanhéngande med vad vi ska kalla minimaltl dverlapp. Vidare introduceras det i geo-
metrisk matteori valkéinda dppna mdngdkriteriet, kanske mer kiint under dess engelska namn
Open Set Condition eller OSC (se [M],[F],[H]).

Kombinationen av sats 6.6 och 6.7 visar att OSC haller da kontraktionskonstanten r < r(6).
Detta dr intressant eftersom en stor méngd teori &r kiind for sddana mingder som uppfyller
0SC. Med hjilp av ovanstaende resultat kan vi alltsd applicera denna teori pa de invarianta
méngderna dér r < r(0).

Da inget annat explicit uttrycks ska vi i detta avsnitt alltid anta att P = {(0,0),(1,0)}
och att symmetriantagandet giller.

Definition. Vi definierar storleken pa dverlappet 7 av en méngd A som innehaller bada
rotationscentrum p; och py och dr symmetrisk kring £ enligt

T4= max (x—1/2). 8
A (:c,y)ESl(A)( /2) (8)

Om det dr uppenbart vilken mingd Gverlappet avser skriver vi 7 = 74. Pa grund av 6ver-
lappets centrala roll i fortséittningen av denna rapport sa &r det ldmpligt med en kortare
diskussion kring detta begrepp:

Intuitivt kan Gverlappet sigas vara ett matt pa ’hur sammanhingande’ S(A) &r. Se figur
7 for en illustration. I figur 7b &r Gverlappet avstandet fran symmetrilinjen till den punkt i
S1(K) med storst z-koordinat. Denna méngd har positivt Gverlapp. Notera att Gverlappet
dven kan vara negativt s som i figur 7a.

Som motivation kan vi sdrskilt observera att Gverlappet &r naturligt for invarianta mangder
K = S(K) under symmetriantagandet. Bland annat kan vi notera att en invariant mingd
(enligt sats 5.6) dr sammanhingande om och endast om Gverlappet &r icke-negativt. Med and-
ra ord géller att K &r icke-sammanhéngande da 7 < 0 och K &r sammanhingande da 7 > 0.

Géllande definitionen (8) motiverar vi begransningen till (z,y) € S1(A4) genom att sam-
bandet 7 = max(, y)es, (4) (T — 1/2) = —max(, y)es,(a)(® — 1/2) giller. Detta foljer utav
symmetrin mellan S;(A) och S3(A) med avseende pa symmetrilinjen £. Vi kommer i fort-
sittningen genomgiende utnyttja denna symmetri genom att endast betrakta S;(A), ty i
enlighet med (8) bestdms Gverlappet helt och héllet av egenskaper hos denna méngd. Valet
att studera S1(A) istéllet f6r So(A) &r enbart en konvention.

Definition. Den invarianta mangden K sigs ha minimalt dverlapp da 7 = 0.

Vi inleder nu med nagra enklare regularitetsresultat och egenskaper fér 6verlappet. Foljan-
de definitioner av ordningsrelationen =, radiellt avstdnd och maximala element infors enligt
ovan med syfte att studera just S1(A) (varpa vi implicit studerar 6verlappet). Se figur 8 for
en illustration av dessa begrepp.

Vi paminner sérkskilt om definitionen av polar notation kring ett rotationscentrum (se §5.2).

Definition. Vi infér ordningsrelationen? < definierad (med polir notation kring rotations-
centrum py) enligt (p1,¢1)1 = (p2, $=2)1 om och endast om ¢ = @2 och p; < po. Vi séger att
tva punkter enligt ovan ar jémférbara om och endast om ¢, = ¢o. Notera att p; ar jimforbar
med varje punkt.

2Den strikta relationen < giller da p1 < pa.
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Figur 8: Rotationscentrum p; &r ett maximalt element for alla vinklar férutom de som x
respektive z ligger pa. Punkten y &r jimférbar med x och p;. Varken x eller y ar jamforbar
med z. Det markerade avstandet &r d,(z,y).

Vi betonar dn en gang att det av symmetriskdl riacker att vid studiet av 6verlapp av en
mingd A endast betrakta “halvan’ S;(A) vilken per definition innehéller rotationscentrum
p1. Det dr dé naturligt att uttrycka punkterna i S7(A) med hjélp av polédr notation kring p;.

Definition. Vi siger att det radiella avstdndet mellan tva jimférbara punkter 1 = (p1, ¢1)1
och zo = (p2, ¢2)1 &r
dp(@1,22) = [p2 — p1.

Observera sérskilt att det radiella avstandet alltid ska betraktas i forhallande till rotations-
centrum p; och att om tva punkter inte dr jimforbara med < si dr det radiella avstandet
odefinierat. Eftersom varje x dr jamf6érbart med p; kan vi dock notera att det radiella av-
standet d,(p1,x) alltid dr definierat. Denna observation visar sig viktig da vi betraktar det
radiella avstandet mellan tva mangder, vilket vi definierar som det minsta radiella avstandet
mellan tva punkter i respektive mangd (sddana att det radiella avstandet &r definierat).

Definition. Med ordningsrelationen =< dr det mdjligt att jimfora element (punkter) med
samma vinkelparameter. Vi séiger att ett element = dr mazimalt om y < x for varje y som
ar jamforbart med z under < (det vill siga sddant att x < y eller y < x). Néar vi talar om
maximala element associerat med en mingd A betraktar vi endast punkter i Sq(A4) (jAmfor
konventionen att alltid betrakta S;(A) for 6verlappet). En mingd A har naturligtvis lika
manga maximala element som S;(A) har utbredningsriktningar. Antalet maximala element
kan saledes vara éndligt eller odndligt. Méngden av alla maximala element associerat med en
méngd A betecknas med M(A).

En huvudanledning till inférandet av det radiella avstandet ar att det dr lattare &n Over-
lappet att berdkna och kontrollera under applikation av similituder. Daremot &r begreppen
inte orelaterade. Det radiella avstandet har foljande relation till 6verlappet:

Lemma 6.1. Skillnaden i dverlapp av tvé mdngder, vilka innehdller P och dr symmetriska
kring L, dr uppdt begrinsat av det storsta radiella avstandet mellan mazimala element i
respektive mangder.

Bevis. Betrakta tva kring £ symmetriska mingder A; och As som innehaller P med &verlapp
71 respektive 75 och antag att 7; > 7. Vi kan da betrakta en punkt =1 = (1/2 + T1,y) €
S1(A1) (kartesiska koordinater) vilken realiserar Gverlappet. Notera att denna punkt &dven &r
maximal med avseende pa radiellt avstand. Eftersom hypotenusan i en rétvinklig triangel dr
langre dn kateten (se figur 9) sa géller att det minsta radiella avstandet
min (d,(z1,x
mESl(AQ)( p(21,72))
existerar och dr en 6vre begrinsning av 7; — 7o, ty x-koordinaten for varje sddant xo dr
< 1/24 75 enligt antagande om verlappet av mingden As. Notera dven att det x5 € S7(Asg)
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for vilket d,(z1,z2) minimeras dr maximalt med avseende pa radiellt avstand (det vill sdga
To € M(Sl(AQ)))

Med andra ord existerar ett radiellt avstand mellan maximala punkter i respektive mangder
som dr en Gvre begrinsning av skillnaden i 6verlapp 77 — 75. Da &r dven det storsta radiella
avstandet mellan maximala punkter en 6vre begrinsning av skillnaden i 6verlapp, det vill
saga

max{dp(xl,mg) 1T € ]\/[(Sl(Al))7JI2 S Af(Sl(AQ))} >T — 757

och beviset ar klart.

p'/

1

Figur 9: De vertikala linjerna ges i kartesiska koordinater av ekvationerna = = 1/2 4+ 77 (till
héger) och = 1/2 + 75 (till vénster). Avstandet mellan dessa dr alltsd 77 — T5. Avstandet
max(d,(z1,x2)) realiseras mellan punkterna x; och x dér x, ligger nagonstans pa den ’tjocka’
linjen.

Fortséittningsvis kan vi saledes koncentrera oss pa studiet av radiellt avstand istéillet for
det mer svarhanterliga (men for vara syften dn mer relevanta) begreppet Gverlapp. Nagra
grundliggande och anvindbara egenskaper vilka visentligen f6ljer direkt fran definitionen av
similitud presenteras nedan. Som vanligt betraktar vi similituder med tillhérande kontrak-
tionskonstanter R = {r,r} och vinkelparametrar © = {6, —0}.

Lemma 6.2. Lit x € R? och y € K, vara sidana att © < y. Dé géller Sy(z) < Si(y) och
dp(S1(x), S1(y)) = rdp(z,y).

Bevis. Tag x = (p1,¢)1 och y = (p2,¢)1 dér p; < po. Enligt definitionen av similitud galler
att S1 avbildar (p1,¢)1 pa (p17, ¢+ 6)1 och (p2, @)1 pPa (par, d + 6)1. Uppenbart géller alltsé
Si(z) < S1(y)- Slutligen géller dven d,(S1(z), S1(y)) = |p2r — p1r| = 7lp2 — p1| = rd,(z, y).

O

Lemma 6.3. Fir en godtycklig punkt © = (p,$)1 i planet gdller att det radiella avstindet
dy(Sri(x), Sr—e1(x)) = ple|, dir e € R sidant att r — € €]0, 1[. Speciellt gdller dd € > 0 och
T #p1att Sr—e1(x) < Sp1(x).

Bevis. Tag € € R sadant att r — e €]0,1[. Med = = (p, ¢)1 géller att S, 1(z) = (pr, ¢ + 0)1
och S;_c1(z) = (p(r — €),¢ + 0)1. Det radiella avstandet ar saledes |pr — p(r — €)| = ple].
D4 e > 0 &r det uppenbart att S,_. 1(z) < Sp1(z) forutsatt att  # p;. Om z = p; géller
naturligtvis att S,_.1(x) = Sy 1(x).

O

Med hjalp av ovanstaende definitioner och egenskaper har vi redskap for att bevisa féljande
sats, vilken visar pa4 monotonitet hos &verlappet 7. Mer specifikt giller att kontraktionskon-
stanterna ry < r; medfor att Gverlappet 7, = Tk, &r mindre &n 6verlappet 7; = 7; K, -
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Sats 6.4. Om ry < 1 sd gdller att dverlappet T, < 7).

Bevis. Tag minsta konvexa holjet C; till K., ¢ € {s,l}. Da C; ar konvex (och darmed P*-
konvex) foljer det fran lemma 4.5 att S,_(C;) C S, (C;). Dessutom foljer det av egenskaper for
konvexa héljen (se lemma 5.7) att S,,(C;) C C;. Sambandet S,._(C;) C C; impliceras. Genom
upprepad applikation av Srs medférs nu

SN@)cSYHe)c -8, (G) c G, VN EN, (9)

och genom att lata N — +oo foljer saledes (enligt sats 3.4) att K, C C;. Enligt lemma
6.3 med € = r; —r, > 0 giller att det radiella avstandet mellan maximala punkter (skilda
fran p1) i Sy, (C;) respektive C; &r strikt positivt, det vill séiga att for varje par av (med <)

jamforbara punkter © € M (S, (C;))\{p1} och y € M(C;)\ {p1} s& géller att = < y. Samtidigt
foljer av (9) att det radiella avstindet mellan maximala punkter i S’iv (Cy) respektive C; &r
vixande med N. Med andra ord géller &ven i gréns att « < y dér © € M(K,,) \ {p1} och
y € M(Ci)\ {p1} &r jamforbara. Eftersom 7; = Ty (c,) medfor detta, forutsatt att p; inte kan

ge maximalt dverlapp, att 7, < 7;.

Det aterstar att visa att p; aldrig kan ge maximalt 6verlapp i en invariant méngd K. Detta
foljer eftersom S (ps) = (p,¢)1 € K for nagot N € N ér sadant att ¢ €] — 7/2,7/2[ och
p > 0. Alltsa ger punkten S{ (po) storre Gverlapp &n p;.

O

6.1 En formodan och dess implikationer

Vi ska i resterande delar av denna rapport formoda att det existerar kontinuitet gillande
overlappet av de invarianta méangderna da vi varierar kontraktionskonstanten. For en diskus-
sion kring denna férmodan, se §8. Observera att det inte dr omedelbart klart vad som ska
menas med denna ’kontinuitet’, utan detta maste preciseras enligt nedan:

Definition. Lat 7, beteckna 6verlappet av K. och 1at 7,._. beteckna Gverlappet av K,._.. Vi
séger att 6verlappet &dr kontinuerligt om 7, — 7,_. — 0 d& e — 0 for samtliga r €]0, 1].

Med hjéilp av den férmodade kontinuiteten kan vi understka vad som hénder vid grinsen
mellan sammanhingande och icke-sammanhéngande invarianta méingder.

Notation. Fér grinsen r(0) bendmner vi motsvarande invarianta méngd K, ) med grins-
mangden.

Med hjélp av monotonitet (sats 6.4) och kontinuitet (vi forlitar oss alltsd pd ovan namn-
da formodan) erhaller vi foljande karakterisering av grénsmingden. Vi paminner om att
denna gréns dr definierad sa att K,.(g)_., dr icke-sammanhéngande och K,.(9) ., ir samman-
hingande for varje €1, e > 0 sadant att 7(0) — €1, r(0) + €2 €]0, 1.

Sats 6.5. Grinsmdngden dr sammanhdngande med T = 0.

Bevis. Notera forst att det ricker att visa att 7 = 0 {6r grinsméngden, ty det foljer da direkt
fran lemma 5.2 att grinsmingden dr sammanhéngande. Vi behandlar fallen 7 < 0och 7 > 0
separat i syfte att fa en motsigelse.

Antag nu att grinsméngden K = K, () &r sddan att motsvarande &verlapp 7 > 0. Per
definition géller att K’ = K, )_, &r icke-sammanhéngande. Enligt lemma 5.6 har K’ mot-
svarande overlapp 7" strikt mindre &n noll {or varje € > 0 sadant att r(0) — e €]0,1[. For
varje sddant e giller alltsd 7 — 7’ > ¢ > 0 for ndgon konstant ¢ som inte beror av e. Men
kontinuitet medfor nu att 7 — 7’ — 0 d& € — 0. Med andra ord ar det mojligt att véilja e
saddant att 7 — 7’ < ¢ och vi har en motségelse.

P3 motsvarande séitt far vi under antagandet 7 < 0 att K’ = K, (g)4+e dr sammanhéng-
ande sddant att 7’ > 0. Resterande del av beviset utfors analogt. Med andra ord leder bada
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fallen 7 > 0 och 7 < 0 till en motsigelse. Darmed méaste den enda aterstdende mdojligheten

vara sann, namligen 7 = 0.
O

Med hjilp av ovanstaende sats, vilken f6ljer ur var formodan om kontinuitet, visar det sig
att gransméngderna alltid uppfyller 6ppna mangdkriteriet (OSC). Detta utvecklas i efterfol-
jande avsnitt nedan.

6.2 Oppna mingdkriteriet

Vi introducerar nu ett teoretiskt separationskriterium som ligger till grund fér manga viktiga
resultat inom forskningen relaterad till Hutchinsons framstéllning av teorin kring invarianta
och sjalvliknande mingder (se [M],[F],[H]).

Definition. Vi séiger att Open Set Condition (OSC) ar uppfyllt fér en invariant mangd
K om och endast om det existerar en icke-tom &ppen méingd V' (vilken alltid kommer vara
relativt kompakt, dvs sddan att V &r kompakt) for vilken foljande géller:

Svycv (10)

S1(V)N Sy (V) =0 (11)

Vi kan ocksa komma att siga att V uppfyller OSC med avseende pa avbildningen S om (10)
och (11) ovan haller. Notera att méngden V' i motsats till den invarianta méngden K inte
behéver vara entydigt bestdmd.

Visentligen har denna typ av separationskriterium som syfte att skilja méngder som vi upp-
fattar som verkligt sjélvliknande fran sddana mingder som formellt uppfyller definitionen
(se §3) men som inte uppvisar dessa egenskaper i “tillrickligt stor’ ustrickning. Visentligen
tenderar de sjilvliknande ’egenskaperna’ av en mingd att férsvinna mer och mer ju storre
overlappet dr. JAmfor exempelvis de sjilvliknande mingderna i figur 7 (sida 19).

Det &r dven virt att notera att stora mingder teori ar kidnd for méngder som satisfierar
detta separationskriterium (se [M],[F],[H]). En liten del av denna teori tillimpas i §7 med
syfte att dra slutsatser om grinsfunktionen.

Vi ska nu formulera detta avsnitts huvudsats vilken relaterar resultat gillande grinsfunk-
tionen r() framstélld under symmetriantagandet R = {r,r} och © = {0, —0} med forskning
pa bredare grund. Foljande sats kategoriserar en delmingd av de invarianta méngderna under
symmetriantagandet som satsifierar OSC. Nirmare bestimt visar det sig att OSC dr uppfyllt
da overlappet dr icke-positivt.

Notera dven att vi fran tidigare satser vet att en méngd dr sammanhingande om och endast
om 7 > 0. Vi behandlar fallen da for K tillhérande 6verlapp 7 < 0 och 7 = 0 separat.

Notation. Vi betecknar den 6ppna ’e-bollen’ i planet centrerad i  som

B.(z) = {y € R? : d(z,y) < €}.
Sats 6.6. Oppna mangdkriteriet (OSC) ar uppfyllt dé K har strikt negativt éverlapp (T < 0).
Bevis. Notera att overlapp 7 < 0 &r ekvivalent med K icke-sammanhingande enligt sats

5.6. Darmed géller att vi har en indelning K = S;(K) U S3(K) dir d(S1(K),S2(K)) > 0.
Betrakta nu mingden?

V. = U B(x). (12)

zeK

3Denna ide #r kind fran bland andra Mattila i de fall d& K &r sidan att delarna S;(K) 4r disjunkta.

25



Definiera &ven

S’L(K)F = U BE(I), 1=1,2. (13)
z€S;(K)
Vi kan nu vélja € > 0 sadant att S1(K). N S2(K). = 0, vilket dr mdojligt precis eftersom
d(S1(K), S2(K)) > 0 sa som noterades ovan. Vi ska nu visa att V, med ett sddant e satisifi-
erar OSC.

For ett godtyckligt » € K giller da att S;(B.(z)) = By c(Si(z)) dér r &r kontraktionskon-
stanten tillhérande similituden S. Eftersom r < 1 f6ljer direkt att S;(Be(x)) C Be(Si(x)).
Dérmed géller ocksa

Si(Ve) = Si( | Be(w)) = | Si(Be()) € | Be(Si()) = Si(K)e, i=1,2.  (14)

reEK rzeK rzeK

Vi noterar forst att V. = S1(K). N So(K). och (14) uppenbart medfér att S(V.) V..
Vidare foljer egenskapen Sy (V:) N S2(V:) = () aven den direkt fran (14), ty med vért val av e
galler att S1(V.) N Sa(Ve) C S1(K)e N Se(K). = 0. Diarmed &r V, en icke-tom 6ppen mingd
som uppfyller OSC.

O

Sats 6.7. Oppna mangdkriteriet dr uppfyllt dé K har minimalt éverlapp (T =0).

Bewis. Vinoterar forst att 7 = 0 medfér K sammanhingande. Lat C vara det konvexa holjet
av K och tag V = Int(C). Vi ska nu visa att denna méngd uppfyller OSC.

Observera att V ar Oppen per definition av det inre av en méngd. Vidare giller att V ar
tom om och endast om samtliga punkter i K ar kollinedra (ligger pa en rét linje). De fall
da detta hinder behandlas separat nedan. Forst betraktar vi fallet da V' antas icke-tom. Da
géller:

1. S(V) C V enligt lemma 5.7.

2. 51(V)N Se(V) =0, ty Sverlappet 7 = 0 medfor att S1(V) och Sy (V) ligger pa skilda
sidor om symmetrlinjen £. Darmed méaste dessa mingder speciellt vara disjunkta.

Detta V uppfyller ddrmed OSC. Det aterstar endast att behandla fallet da Int(C) &r tom,
det vill sdga da samtliga punkter i K &r kollinedra:

D& samtliga punkter i K &r kollinedira giller att K C x129, dir z1x5 det entydigt be-
stdmda linjesegment som sammanbinder punkterna x; och z5. Men enligt lemma, 4.3 tillhor
rotationscentrum p; och py bada den invarianta méngden och siledes dven linjesegmentet
x122. Dirmed méste x12z9 (och dven K) vara en delméngd av x-axeln. Vi kan d& explicit dra
slutsatsen att vinkelparametern § = 0 eller § = , ty {6r Gvriga vinklar avbildas p; (och ps)
uppenbart utanfor z-axeln redan i forsta generationen (dvs Sa(pp) tillhor ej z-axeln). Men
for dessa gransmingder géller (eftersom de dr sammanhéngande) att de kan beskrivas som
ett slutet intervall [a, c] med a,c € R. Vi kan da explicit vilja V till

V={(z,y) eR*:a<z<c,—e<y<e} (15)

For ett godtyckligt ¢ > 0 & V uppenbart en Gppen, icke-tom mangd som uppfyller
kriteriet (10). Aven kriterium (11) &r uppfyllt, ty 6verlappet 7 = 0 medfor att den invarianta
méngden [a, c] = [a, b]U[b, ] dar a och ¢ bada avbildas pa b (vilken &r den enda gemensamma
punkten i Sq(K) och S3(K)). Eftersom vi i V' exkluderar ’andpunkterna’ a och ¢ (och alla
punkter med samma z-koordinat) fran méngden s& maste S1(V) N Sy(V) = (. Med andra
ord &r OSC uppfyllt dven hir.

O

For fallet da 6verlappet dr strikt positivt sa kan vi konstatera att OSC atminstone inte
ar uppfyllt for alla sddana invarianta méingder. For vidare diskussion kring detta, se §8.
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7 Approximation av gransfunktionen via Hausdorffdimen-
sion och datorsimulering

Med hjilp av sats 6.4 och en féormodan om kontinuitet har vi visat att Gverlappet 7 av en
méingd uppfor sig mycket vil da vi varierar kontraktionskonstanten r och haller 6 fixt. Dess-
utom har vi bevisat att méngden av invarianta méngder K,y med r < r(¢) uppfyller OSC.
Med andra ord har vi under gillande symmetriantagande presenterat en klass av sjilvliknan-
de méngder som satisfierar OSC?. Déirmed (vilket ocksi nimnts i tidigare avsnitt) kan stora
méngder teori appliceras pa dessa méngder.

Malet med detta avsnitt dr att presentera en approximation av grénsfunktionen r(6). Inled-
ningsvis gors detta teoretiskt via inférandet av begreppet Hausdorffdimension. Bland annat
presenteras en kind sats ifran geometrisk matteori (se [MR]) vilken ger en allmén metod for
att explicit berdkna Hausdorffdimensionen hos invarianta mangder som uppfyller OSC. Dess-
utom ska vi applicera denna sats for att ge en Gvre respektive undre begrinsning av grinsen
r(0) som géaller {6r alla vinklar 8 € [0, 7]. Notera att om 6 € [0, 7] s& galler r(0) = r(—0)
uppenbart pga symmetri.

7.1 Hausdorffmatt och Hausdorffdimension

Vi borjar med att introducera Hausdorffmdaitet, inte att {orvixla med Hausdorfimetriken vil-
ken infordes i §4. Detta &r nédvindigt for att kunna definiera Hausdorffdimension vilket dr
ett mycket centralt begrepp for studiet av sjélvliknande méngder. Intuitivt dr denna dimen-
sion ett matt pa mingdens 'kantighet’. Notera dven att Hausdorffdimensionen sammanfaller
med den vanliga topologiska dimensionen for en linje, en kvadrat och sa vidare (se [DS]).

Definition. Det s kallade Hausdorff a-mditet av en mingd A C R™ definieras som
HY(A) = %irr(l) H§(A),
dédr den sa kallade kapaciteten med notationen diam(A) = |A| definieras som

M3 (A) = inf{>_|0;]* : U;0; D 4,0 < |0;] < 6},

dir méngderna O; antas vara oppna. Uppséttningen av mingder {O;} bendmns ofta som
dppen overtdckning av mingden A.

Definition. Enligt en observation i [MR] géller att H“(A) som en funktion av « antar virdet
+o0o dd o < m och vardet 0 da o > m for ett givet virde m. Da definieras m = dimp(A),
vilket utlises Hausdorffdimensionen av A.

Vi presenterar nu nagra enkla konsekvenser av ovanstadende definition:

Lemma 7.1. (Egenskaper hos Hausdorfldimension) Fér Hausdorffdimensionen galler fol-
jande egenskaper:

1. Varje mdngd i R™ har Hausdorffdimension < n.

2. En sammanhdingande mdngd i planel som innehdller mer dn en punkt har Hausdorff-
dimension > 1.

Bevis. Notera forst att A C B medf6r dimpy(A) < dimy(B), ty varje dvertdckning av B &r
ocksd en Overtdckning av A. D& A C R™ giller saledes dimp(A) < dimyg(R™) = n. Detta
bevisar (1).

For egenskap (2), se [DS].
O

4Notera att det faktum att samtliga grinsmingder uppfyller OSC bygger pa en obevisad fSrmodan om
kontinuitet.
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Vi har nu tillrdcklig bakgrund for att formulera foljande vilkdnda sats fran geometrisk
matteori. Beviset uteldmnas och den intresserade lésaren hanvisas till [MR].

Sats 7.2. Antag alt K dr en invariant mdangd med tillhérande kontraktionskonstanter r;,

i=1,2,...,N sidan att OSC hdller. Dd gdller att o = dimpy(K) dr den entydiga losningen
. . N o

till ekvationen ) ,_ rY¥ =1.

Denna typ av starka resultat géller typiskt for sjilvliknande mingder dar OSC &r sa-
tisfierat. Vi kan trivialt applicera denna sats pa var klass av sjilvliknande mingder under
symmetriantagandet och erhalla foljande resultat:

Korollarium 7.3. Féor en mdngd K med tillhorande R = {r,r} som satisifierar OSC dr

. log(2
dimg (K) = logfl(/z,),

log(2)

satisfierar ekvationen 2r® =
log(1/7)

Bevis. Detta foljer uppenbart fran sats 7.2 eftersom o =
1.

O

Vi dr nu redo att applicera denna sats pa vart problem och ddrmed erhalla en teoretisk
ovre- respektive undre begrénsning for gransfunktionen r(#) som giller for godtyckligt 6 €
[0, 7]. Notera att foljande sats dven visar att det for varje vinkelparameter existerar savil
sammanhéngande som icke-sammanhingande sjalvliknande mangder.

Sats 7.4. For godtyckligt 6 € [0, 7] sa dr kontraktionskonstanterna r = 1/2 och r = 1/1/2
en undre- respektive duvre begransning av r(6).

Bevis. Betrakta den invarianta gransméngden K = K, och antag att r(¢) < 1/2. Enligt

korollarium 7.3 galler att dimpy (K) < }gig;

sadant att lemma 7.1 ger att Hausdorffdimensionen dim g (K) > 1 och vi har en motségelse.
Saledes giller r(6) > 1/2.

= 1. Men K &r sammanh&ngande enligt sats 6.5

Gillande den 6vre begrinsningen, antag for motsigelse att r() > 1/v/2. Enligt korollari-

um 7.3 giller d& att dimpyg(K) > 1:;52) = 2. Enligt lemma 7.1 4r detta en motsigelse, ty

Hausdorffdimensionen kan aldrig vara stérre &n den topologiska dimensionen. Med andra ord
géller ocksa r(6) < 1/V/2.

O

7.1.1 Approximation av grinsfunktionen via datorsimulering

Vi presenterar slutligen en approximativ plot av gransfunktionen r(6), se figur 10. Vi utgar
da fran en uppsittning similituder S; och Sy med kontraktionskonstanter R = {r,r} och
rotationsvinklar © = {6, —6}. Da giller f6ljande:

Enligt sats 4.3 tillhor punkterna p; och ps den invarianta mangden och enligt sats 4.2 kan
banan av endera punkterna aldrig ldmna K. I kombination med separationskriterium (sats
5.6) s kan man med datorns hjilp ofta bekréfta att tillsynes sammanhingande invarianta
maéngder verkligen dr sammanhéingande. Den metod vi nu kommer beskriva visar pa en (un-
der symmetriantagandet) viktig tillimpning av separationskriterium 5.6 pa foljande vis:

Om vi antar att den invarianta mingd K som genereras utav S; och S har tillhérande
Gverlapp 7 > 0 sd kan vi hitta ett N = N(7') sadant att

dy(S"(P),K) <T, Vn> N. (16)

Se sats 3.4. Sambandet (16) medfér speciellt att Gverlappet tillhrande méngden SN (P) &ven
det &r strikt positivt - eller alternativt formulerat att S1(SN-L(P)) N L # . Vi vet éven att
SN(P) dr en delmingd av K och fran sats 5.6 impliceras att K dr sammanhingande da
S1(K) N L # 0. Med andra ord kan vi genom att (i dator) beriikna SN (P) fér detta N med
sikerhet bekréfta att en sammanhingande invariant mangd K med strikt positivt 6verlapp
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faktiskt dr sammanhingande.

I praktiken har denna metod naturligtvis sina begransningar. Detta beror pa att meto-
den fungerar endast da det (for den betraktade méingden K) existerar ett N = N(7) enligt
ovan som &r ’tillrdckligt litet’, ty for att berikna mingden SN (P) behover vi applicera S; s&
mycket som 2V ganger. En intressant observation #ir dock att vi givet en tillréickligt bra dator
for ett givet K med positivt éverlapp alltid kan hitta ett sadant N. I denna utopiska véarld
skulle vi saledes for varje sammanhiingande invariant mingd K med strikt positivt Gverlapp
(under symmetriantagandet) kunna bekréfta att den faktiskt &r sammanhéngande.

Notera déremot att denna metod (av uppenbara skiil) inte kan anvindas for att sikerstilla
motsvarande slutsatser hos invarianta mangder med overlapp 7 < 0. Den fungerar i allmén-
het inte heller da 7 = 0, ty dven om W = K skiir symmetrilinjen £ s& dr det inte sikert att
W négonsin gor det. Definitionen av W aterfinns pa sida §11.
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Figur 10: Approximationen dr gjord under symmetriantagandet med antalet generationer
N = 15. Observera att z-axeln svarar mot 6 och y-axeln svarar mot r. De grona punkterna
ar sadana for vilka den motsvarande invarianta méngden visat sig vara sammanhéngande och
de roda punkterna motsvarar sidan méngder som inte har bekréftats sammanhéngade efter
15 generationer.
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8 Diskussion

Vi har i denna rapport presenterat en handfull resultat kring (frimst) symmetriska sjalvlik-
nande méangder i planet. Bland annat har vi besvarat fragan om nir en invariant mangd ar
sammanhingande genom tva alternativa separationskriterium (se sats 5.3 och sats 5.6). Vi har
dven visat de tva sen innan kinda satserna att om en invariant méngd dr icke-sammanhé&ngade
sd ar den sd totalt icke-sammanhingande (se sats 5.4) och att om sé& &r fallet sd uppfyller
mingden OSC (se sats 6.6). Det kanske viktigaste resultatet anser vi dock vara existensbevi-
set utav en ’gransfunktion’ for tva similituder i planet under symmetrinantagandet (se §5).
Med denna observation blir det méjligt att tala om ’gransméngder vilka uppvisar den intres-
santa egenskapen att de under férmodan av kontinuitet hos Gverlappet dr sammanhingande
och uppfyller OSC (se §6).

8.1 Avgransningar

Vi inleder med att diskutera valet av avgrinsningar. Bland annat har vi valt att betrakta
sjalvliknande mangder genererade utav similituder vilka representerar rotation och dilation
kring (ofta) tva punkter i planet. Sdsom ndmndes i §3 innebér detta att vi ignorerar similitu-
der med translation eller reflektion i en linje eller uppséttningar similituder 'utanfér’ planet
(det vill saga i R™ eller dylikt). Speciellt symmetriantagandet © = {6, -0} kan vid forsta
anblick verka som en mycket stark inskrinkning. Det visar sig dock att de invarianta méng-
derna under symmetriantagandet uppvisar en férvanansvirt stor komplexitet och spridning
i geometriska egenskaper.

Dessa avgriansningar forklaras i regel helt enkelt med att det dr lAmpligt att borja studera
enkla fall och enkla klasser av fall innan man bérjar studera de svarare. En positiv aspekt
av att betrakta en specifik (lagom komplex) klass av méngder &r givetvis ocksd att det varit
mojligt att finna starka resultat och samband samtidigt som de invarianta mingderna &r
tillrackligt generella for att pa ett intressant sitt kunna kopplas till redan kéind teori (se
exempelvis sats 6.7).

8.2 Spridda kommentarer kring resultat

Vi presenterar hir nagra spridda kommentarer och observationer med syfte att precisera
viktiga aspekter av vara resultat.

8.2.1 Formodan om 6verlappets kontinuitet

I avsnitt 6 férmodas kontinuitet hos 6verlappet, vilket leder till ett antal intressanta resultat
om grinsfunktionen. Denna férmodan maste naturligtvis motiveras. For det férsta, si anser vi
denna férmodan rimlig baserad pa observationer i datorsimuleringar av invarianta méngder,
se figur 11. Dessutom &r denna kontinuitet sjdlvklar i fallen © = {0,0} och © = {7, —7} (se
exempel 4.1.1). Detta géller dven i fallet © = {x/2, —7/2}. T ovanstaende fall fljer detta
direkt utav att vi explicit beskriver mangderna genom kontinuerliga funktioner i r. Slutligen
kan vi &ven observera att &verlappet dr monotont i den mening som bevisades i sats 6.4,
vilket tillsammans med ovanstdende observationer goér det dn mer troligt att 6verlappet ar
kontinuerligt.
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Figur 11: Ett tillsynes kontinuerligt 6verlapp hos datorapproximationer av invarianta méang-
der (under symmetriantagandet) med godtyckligt valt © = {4 /11, —4n/11}. Den roda ’hal-
van’ approximerar Sp(K) och den bla halvan approximerar Sa(K).

8.2.2 P*-konvexitet

Angaende konceptet P*-konvexitet presenterades ett delméngdresultat i §4. Det papekades
redan da att en sddan sats endast dr intressant om det faktiskt existerar sjdlvliknande méng-
der som ar P*-konvexa. Utan ett sddant exempel forblir sats 4.6 ett abstrakt kriterium. I
avsnitt 4.2.1 forsags 1dsaren darfor med det kanske enklaste (men dnda icke-triviala) exemp-
let pa en P*-konvex méingd. Fordelen med detta exempel ar naturligtvis att det ar praktiskt
mojligt att bestdimma méngden explicit (det &r lédtt att beskriva en rektangel). Nackdelen dr
att méngden dven &r konvex i vanlig mening. For att definitionen av P*-konvexitet ska vara
meningsfull &r det 6nskvért att det existerar sjalvliknande méngder som ar P*-konvexa men
inte konvexa. I figur 3 presenteras darfor ett exempel pa en invariant méngd som vi férmo-
dar ar P*-konvex men dér inte konvex. Vi vill sirskilt papeka att denna férmodan baseras
pa datorsimulationer vilka naturligtvis enbart &r approximationer av den invarianta méangden.

Giéllande existens av P*-konvexa mangder presenterar vi dven f6ljande hypotes: Genom
att observera ett relativt omfattande underlag av datorsimulationer av sjilvliknande méng-
der verkar det som om det existerar ett intervall [6;,02] sddant att méingderna K,y med
0 € [01,05] och r i nagot intervall som beror av 6§ & P*-konvexa. En viktig fraga da man
forlitar sig helt eller delvis pa datorsimulationer dr naturligtvis vad de har fér precision. Den
fragan ldmnar vi at framtiden.

8.2.3 Oppna mingdkriteriet

Vi ska nu diskutera 6ppna méngdkriteriet (OSC) for invarianta mingder med strikt positivt
overlapp (i fallen da overlappet 7 < 0 har vi visat att OSC alltid dr uppfyllt). Vi har dock
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inte behandlat fallet da 7 > 0. Géller OSC aldrig da 7 > 0, géller det alltid eller kan det
variera fran fall till fall?

Som ett led i processen att besvara denna fraga kan vi konstatera (se [MR]) att K C V ir
en forutsittning for att V ska satisfiera OSC. Om K da har icke-tomt inre si méaste Int(K)
alltsd vara en delmingd av V. Detta medfor da att Sy (Int(K)) N Se(Int(K)) = 0. D4 K har
strikt positivt 6verlapp kan detta inneb&ira en motségelse, s som i exemplet givet utav K, ¢
med 0 = 7/2 och r ’tillrsickligt stort’ (r > 1/4/2 ricker enligt sats 7.4). Se exempelvis figur
3a vilket visar pa en mingd med positivt Gverlapp som inte satisfierar OSC. Darmed kan vi
dra slutsatsen att OSC inte alltid giller for invarianta méngder med tillhérande 7 > 0.

T allménhet kan vi ur ovanstaende observationer dra slutsatsen att enda mojligheten for OSC
att eventuellt vara satisfierat for en sjélvliknande méngd med strikt positivt Gverlapp ar da
S1(K)N Sa(K) c V\V, dir S1(K) N Sy(K) # 0 enligt sats 5.3. Var kiinsla éir att detta
ar mycket svara kriterier att uppfylla, sa om det existerar invarianta mangder med positivt
overlapp som uppfyller OSC sa ér dessa troligtvis i ndgon mening fa.

8.2.4 Gransfunktionen

Vi kommenterar nu kort den approximativa plot av grénsfunktionen som presenterats i avsnitt
§7.1.1. Med utgangspunkten att K dr iterativt konstruerad ur mingden av rotationscentrum
P &r det naturligt att det inte kan vara ’ldttare’ for en invariant méngd att bli sammanhfng-
ande 4n om © = {0,0}. D& &r det bekriftat att r(0) = 1/2 (det dr intressant att se att den
undre begrinsningen given av sats 7.4 verkligen realiseras f6r nagon invariant mingd) vilket
foljer av att K &r sammanhingande om och endast om ry + ro > 1 (dér 1 och ro kan vara
olika). Se sidan 10. Notera att &ven r(w) = 0.5, vilket framgar av kriteriet pa samma sida.
Aven om figur 10 endast visar en approximation av 7(6) #r det intressant att papeka att de
Ovre- och undre begrinsningarna givna av sats 7.4 verkar stimma vil. Dessutom verkar det
som att dven den Gvre begrinsningen () < 1/4/2 realiseras, exempelvis for § = 7/2.

En naturlig fraga &r ifall 7(0) 4r en kontinuerlig funktion, vilket tycks antydas av figur 10.

8.3 Intressanta fragor till framtiden

I detta stycke presenteras ett antal intressanta fragor som vi givet tid hade f6rsckt besvara.

e Ar det mojligt att bestimma mingden av (r, ) sidana att den invarianta mingden K
ar P*-konvex (med © = {0,—0} och R = {r,r})?

e Gar det att bevisa (istéllet for att bara férmoda) att 6verlappet &r kontinuerligt med
avseende pa r?

e Ar grinsfunktionen () kontinuerlig?

e Om vi betraktar tva similituder i planet med © = {0, —0} och R = {rq,ro} dér ry # ro,
gar det d& att hitta 'nagot’ (exempelvis en linje eller en kurva) som skiljer S;(K) och
So(K) at pé ett sdtt som i allt visentligt motsvarar symmetrilinjen? Om sé vore fallet
skulle vi pa samma sétt som i huvudsatsen kunna bevisa existens av en grinsfunktion
liknande den som presenterats i denna rapport.

e Kan man hitta nagot limpligt symmetriantagande fér similituder i till exempel R? och
med hjéilp utav samma metoder som anvints i denna rapport visa existensen av en
gransfunktion dven da?
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Appendix

Detta appendix innehaller en variant av MATLAB-koden som vi anvant for att konstruera
bilderna i denna rapport.

Vi utgéar fran startmingden F = Ufz_llpipiﬂ, dér p;p;+1 ar det entydigt bestdmda linje-
segmentet med dndpunkter i p; och p;41. For att slippa behandla ett speciallfall sa binds inte
pr och p; samman.

(o2 orr s sA v vh vl ofofopererrtsrsish sl vl viviviviefepop e epepeislsh vl vhvhvhofopererer s h i vivivivi ol oferept oo e sisd vl d vl vhohofore

SN rfeiladlodledladlodledladedledledledledledlodledledledledledledleddedledledledlededledlededledlededledlededledlededledlededledledledledledledleddedledledledledleddedledledledbedledledledledledbedlodledledode
2 WITITEITEITTIIEIIIEITEIISTe Construction of invariant sets TIITIITEITTITEITTIIEIIEIEI S
LRl dledledledledledledledledledledledledledleddedledledledledleddedlededtedledledtedleledledledlodledbedlodledbedledledledledledbedledkedledldleddedledleddedledleddedledleddedbededledbedledledlededledle
4
5 %Number of operations made is proportinal to k"N
6
7 %This file is a modified version of what we used to make the pictures for
8 %our repport. The modifications is that it works with more than 2
o %similitudes.

10 clear all

11 pause on

12 P =[0,1;0,0]; % center of rotations of the form [p_Il,p_2,...]

13 N = 15;

14 a = 0;

15 k = 2; Ynumber of S, if greater than 2 change the if in the nested for.

16

17 X = P;

18 angle = [0xpi/12,0%pi/12]; %angle vector of the form [theta_ 1 ,theta 1 ,..]

19 alpha = [.5,.5]; %contraction vector of the form [r_I,r 2, ..]

20 % angle and alpha must have same size and p must have same lenght as these.

21

22 for i = L:N

23 for j = 1:k"a %Number of points in X.

24 for 1 = 1:k

25 Xnew = S(X(2#%j—1:2%j ,:),P(:,1),alpha(l),angle(l)); %temp var

26 X((2%(j+(k—1)xk™a) —1):(2%(j+(k—1)xk”a)) ,:) = Xnew;

27 end

28 end

29 a =a+ 1; %current generation

30 end

31

32 figure (1)

33 plot(P(1,1),P(2,1), " "or");

34 axis([—3,4,—-3.5,3.51); %zoom

35  hold on

36 for i = 2:max(size(P))

37 plot(P(1,i),P(2,i), " 'or") %to plot the rotationcentrums as red o0:s

38 end

39

40 len = max(size(X))/2;

41 for i = 1:len

42 plot (X(2#i —1,:),X(2%1,:))

43 end

4a Ysaveas(figure (1), ' r1_085_r2_085_vI1_5divi2_v2_m5divi2.png ', 'png'); %to save

45 hold off
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function X = S(X,p,alpha,angle)

end

len = max(size(X));
Xx = zeros(size(X)); %temp var

for i = l:len %translating the origin
Xx(:,1i) = X(:,1) — p;
end

A = [cos(angle),—sin(angle);sin(angle),cos(angle)]; %roration
Xx = alpha=A=Xx; %rotate

for i = l:len Y%move back to original coordinates
X(:,1) = Xx(:,1) + p;
end

matrix
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