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Populirvetenskaplig presentation: Diffusion och Brownsk
rorelse fran Fick till Einstein.

Den matematiska beskrivningen av partikelrorelse har fatt anvindning
© allt ifran vdarmeledning till modellering av aktiemarknaden. Vi har i
vart arbete studerat sambandet mellan Brownsk rorelse och diffusion.

Diffusion ar ett fenomen som kan bevittnas i manga former. En droppe karamellfiarg sprider sig
i ett glas vatten, det upplosta innehallet i en tepase fordelar sig jamt i tevattnet med tiden el-
ler diffusion i en mer allmin bemérkelse: virmen fran en kastrull som stéllts pa bordet sprider
sig 1 bordsskivan. Vetenskapliga och matematiska beskrivningar dr &ven de varierade och vi har i
vart arbete samlat nagra historiska sitt att behandla diffusion och dven byggt vidare med egna
hérledningar och resonemang.

Fenomenet diffusion har varit kidnt sedan langt fore man kunnat beskriva det systematiskt och
dven Brownsk rorelse har en lang historia da den romerska filosofen Lucretius i nagon bemiirkelse
beskrev fenomenet i verket ‘Om tingens natur’. Den moderna historien om diffusion far dock anses
borja med den tyska fysikern Adolf Fick. Fick skapade en modell baserad pa att skillnader i kon-
centration av en substans ger upphov till ett flode av substansen fran hég koncentration till lag,
han gav ocksé ett samband mellan flédets storlek och variationen i koncentration.

Ficks beskrivning av partikeldiffusion 4r matematiskt identisk med en beskrivning av varmeledning
fran den franska matematikern Joseph Fourier. Dennes lag om virmeledning &dr utgangspunkten i
en hérledning och 16sning av varmeledningsproblemet som vi presenterar.

Brownsk rorelse observerades forst av den skottska botanikern Robert Brown som nir han un-
dersokte pollen under mikroskop lade mérke till att de suspenderade pollenkornen rorde sig oregel-
bundet, rorelsen forklarades senare genom att pollenkornen kolliderade med mindre partiklar, mo-
lekylerna som utgjorde vétskan kornen var suspenderade i. En matematisk beskrivning av Brownsk
rorelse gjordes senare av Einstein och parallellt av den med honom samtida fysikern Marian Smo-
luchowski. Den senare angrep problemet genom partikelkinetiska berikningar dér Einstein anvéinde
sig av sannolikhetsteoretiska resonemang och den under 1800 talet utvecklade beskrivningen av ter-
modynamik i termer av statistisk mekanik.

Einsteins arbete om diffusion lade den teoretiska grunden som krivdes for att for att for forsta
gangen kunna avgora storleken pa atomer och molekyler, hans teoretiska resultat verifierades sena-
re experimentellt av Jean Perrin, som fér detta vann nobelpriset i fysik 1926. Einsteins arbete har
dven inspirerat ytterligare forskning i vitt skilda omraden, inklusive vart eget arbete om Brownsk
rorelse och diffusion.

Storre delen av vart arbete har varit fokuserat pa att tillgdngliggora Einsteins hirledningar genom
att gora hirledningarna och pa ett mer explicit sitt &n Einstein, redovisa hans antaganden och
diskutera eventuella brister i argumenten samt hur de skulle kunna atgéirdas. Vi visar ocksa pa
Smoluchowskis vis hur resultat fran partikelkinetik anknyter till diffusion.

Ett annat resultat fran vart arbete &r ett nytt bevis for hur en enkel slumpvandringsmodell for
Brownsk rorelse kan ge upphov till samma resultat som man far fran Ficks behandling av diffusion.

Slumpvandringsmodellen gar ut pa att betrakta en partikel som till en borjan befinner sig pa
nollpunkten for en tallinje som striacker sig mot odndligheten i bada riktningar. Partikeln ror sig
sedan ett steg i taget med jamna mellanrum och varje steg gar at hoger eller vanster langs tallinjen
med samma sannolikhet, som om riktningen pa varje steg valts genom att singla slant.

Man kan berdkna sannolikheten att partikeln ska befinna sig vid en viss punkt pa tallinjen ef-



ter ett visst antal steg. Om man istdllet gbr samma slumpvandring med ett stort antal partiklar
kommer den berdknade sannolikheten att ange andelen av partiklarna som hamnar i varje punkt,
sannolikheten beskriver alltsa fordelningen av partiklar langs tallinjen. Vad vi har visat &r att den
resulterande férdelningen nér antalet steg partiklarna tagit ar tillrdckligt stort d&r densamma som
fordelningen av partiklar man far fran Ficks behandling av diffusion.



Sammandrag

I det hir arbetet undersdker vi Brownsk rorelse och dess férbindelse med virmeledningsekvatio-
nen. Som forberedande material presenterar vi hiarledningen och 16sningen till virmelednings-
ekvationen pa R och den férutsidttande termodynamiken som krivs for att forsta Albert Eins-
teins artikel om suspenderade partiklar i en utspadd losning. Vi presenterar de huvudsakliga
resultaten fran Einsteins artikel, fyller i nagra matematiska tvetydigheter och gor vissa inveck-
lade steg mera forstaeliga for lisaren. Vidare undersoker vi en med Einstein samtida forskare,
Smoluchowskis héarledning av Brownsk rorelse. Avslutningsvis visar vi hur en enkel symmet-
risk slumpvandring kan anvéndas for att forklara Brownsk rorelse hos partiklar. I synnerhet
visar vi egenskaperna for gréansviardet for slumpvandringen, det vill séga att en slumpvandring
konvergerar i férdelning till en normalférdelning. I beviset av detta faktum ldggs extra vikt
vid resttermerna som introduceras vid asymptotiska approximationer vilket ofta hoppas over i
litteraturen. Detta resultatet jamfors sedan med 16sningen av virmeledningsekvationen och vi
visar hur jamforelse av koefficienter kan ge en uppskattning av dimensionerna hos de Brownska
partiklarna.

Abstract

In this paper we investigate Brownian motion and its connection to the heat equation. As
preliminaries we present the derivation and solution of the heat equation on R, together with
prerequisite thermodynamics for understanding Albert Einstein’s paper on suspended particles
in a dilute solution. We present the main results of Einsteins paper, fill in some mathematical
ambiguities, and make some complex steps more understandable to readers. In addition we
examine one of Einsteins’s contemporaries take on Brownian motion, namely Smoluchowski.
Finally we show that a simple symmetric random walk can be used to explain Brownian motion
of particles. In particular we show the limiting properties, that is the random walk converges
in distribution to a normal distribution. In the proof of this fact special regard is paid to the
remainder introduced by asymptotic approximations, which is often skipped in literature. This
result is then compared to the solution of the heat equation, and it is shown how comparisons
of coefficients can give an estimate of the dimensions of the Brownian particles.



Innehall

1 Inledning

2 Virmeledningsekvationen
2.1 Harledning av vdrmeledningsekvationen . . . . . . .. .. ... ... ... .....

2.2 Losning med transform . . . . . ... oL 0oL oL

3 Forberedande termodynamik
3.1 Tillstand och entropi . . . . . . . . . . ...
3.2 Temperatur . . . . . . .. L e
3.3 Tryck-volymarbete . . . . . . . . . .
3.4 Huvudsatserna . . . . . . . . .. Lo e e e e e
3.5 Statistisk mekanik . . ... oL L

3.6 Kontinuerlig partition och ekvipartionsteoremet . . . . . . . .. ... ...

4 Einsteins hirledning av Brownsk roérelse
4.1 Suspenderade partiklar i en 16sning ger upphov till ett osmotiskt tryck . . . . . . .
4.2 Harledning av diffusionskoefficientens beroende pa partikelstorlek . . . . . . . . ..
4.3 Haérledningen av Brownsk rorelse fran osmotiskt tryck . . . .. .. ..o L.

4.4 Kommentarer till hdrledningen . . . . . ... ... . oL oL oL

5 Smoluchowskis hirledning av Brownsk roérelse

6 Enkel slumpvandringsmodell fér Brownsk roérelse

7 Avslutande anméirkningar

A Matematiska resultat
A.1 Resultat fran Fourieranalys . . . . . . . . . . .. . ... ... .
A2 Bevisavsats b . . . . ...
A.3 Bevis av ekvipartionsteoremet . . . . . . . . ...
A.4 Hérledning av koncentration av dynamisk jimvikt med variationsmetod . . . . . .
A.5 Bevis av sfiriska cosinussatsen . . . . .. ... Lo

A.6 Smoluchowski summaberdkningar . . . . . . . ... .. 0oL



A7 Bevisavlemmad . . . . .. ix

A.8 Distributionsteori . . . . . . . ... X

A9 Konturintegral . . . . . . . . ... xi
Figurer

1 Till vanster vektorerna I, Iivr, Iitr+1 som segment i en partikels rorelsebana mel-

lan kollisioner som far partikeln att dndra riktning. Till héger: samma vektorer
ritade med samma ursprungspunkt sa att vinklarna mellan dem bildar en sfdrisk tri-
angel. storleken pa vinklar i bilderna representerar inte verkligheten men ska belysa
sambandet mellan vinklarna. . . . . . . . . .. e 14

2 Enhetsvektorer a, b och ¢ ritade i en enhetssfir centrerad i origo sa att vinklarna
mellan dem bildar en sfdrisk triangel. . . . . . . . ..o L viii

3 Konturen o fér integralen i ekvation (20). . . . . . ... .o xii



1 Inledning

Vi behandlar i det hér arbetet Brownsk rérelse som hérleddes fristaende av bade Einstein och
den polske fysikern Smoluchowski vid 1900-talets borjan. Brownsk rorelse ér den slumpméssiga
forflyttningen av partiklar i en diffusionsprocess. Det vill sdga en process som i en dimension
beskrivs av diffusionsekvationen

Ou(z,t) D 0u(z, 1)
o Ox?

och D &r en diffusionskonstant. Anledningen till att man tar ett stokastisk eller slumpméssig
angreppssétt till diffusionsprocessen dr att det dr omdojligt att observera pa en mikroskopisk niva
varje enskild héndelse som ger upphov till forflyttning. Egentligen &r processen deterministisk men
eftersom vi har denna osiikerhet maste vi ha ett sannolikhetsteoretiskt tillvigagangssitt.

,dirz e R, te R

Diffusionsekvationen dr matematiskt identisk med virmeledningsekvationen sa nér som pa en kon-
stant om vi antar rumsoberoende diffusionskoefficient och virmediffusivitetskoefficent. Alltsa kan
vi betrakta virmedledningsekvationen som en diffusionsekvation. Det gor att de losningar vi far
till diffusionsekvation ocksa #r l6sningar till varmeledningsekvationen ifall randvillkoren och koef-
ficienterna &r identiska. Vi kommer att ga igenom hérledningen av virmeledningsekvationen och
16sa den med hjélp av fourieranalys. Vi kommer dérefter att ga igenom Einsteins hérledning av
Brownsk rorelse. Den borjar i klassisk termodynamik och dérifran hérleds ett osmotiskt tryck som
varje diffunderande partikel upplever. Det &r detta osmotiska tryck som kan anses ge upphov till
forflyttningen i Einsteins hérledning. Vi kommer dven att ga igenom Einsteins hérledning av dif-
fusionskonstanten D. I Einsteins héirledning finns det vissa matematiska tvivelaktigheter som vi
kommer att diskutera.

Dérefter sa kommer vi att pa Smoluchowskis vis hérleda ett uttryck for diffusionskonstanten D.
Med Smoluchowskis och Einsteins uttryck for D kan dimensionen pa partiklarna i diffusionspro-
cessen relateras till diffusionen. Vilket gor att det gar att med hjilp av dessa resultat fa ett matt
pa molekylernas storlek vid ett uppmétande av diffusionen. Vi kommer sedan att gbéra en egen
héirledning av Brownsk rorelse med hjélp av en slumpvandring. Denna hérledning gor vi pa ett
rigorést matematiskt vis och tar sérskilt hénsyn till den felterm som tillkommer vid asymptotiska
approximationer. Slutligen konstaterar vi att eftersom lsningen &r densamma fran var héirledning,
Einsteins hérledning, och fran fourierlésningen av virmeledingsekvationen sa kan Brownsk rorelse
kan anvindas som en modell for diffusion.

2 Virmeledningsekvationen

Losningen av virmeledningsekvationen har en lang och gedigen historia [13] [19]. Ett banbrytande
framstegs gjordes den 21 december 1807 av Jean-Baptiste Joseph Fourier i sitt arbete Théorie ana-
lytique de la chaleur” i vilket han presenterar en hérledning och 19sning av varmeledningsekvationen
med hjélp av Fourierserier. Mellan 1807 och 1822 &r dock arbetet endast tillgéngligt f6r en mindre
skara matematiker bundna till Institut de France. 1811 utlyser samma institut en tévling i syfte
att 7 Formulera en matematisk teori for virmeledning och jimfor resultaten med noggranna expe-
riment”. Hans arbete kring virmeledning belonas 1811 med Institut de France stora medalj men
pa grund av vad man ansag vara brister 1 bevisen kring konvergensen av fourierserier sa publiceras
aldrig hans vinnande verk®.

Konvergensfragan dr nagot som kom att hinga 6ver Fouiers arbete under lang tid. De med Fourier
samtida matematikerna Laplace och Lagrange var kritiska pa den hiir punkten. Protesterna till trots
far Fouriers verk ett enormt genomslag nér det vl publiceras 1822. Problemen med konvergensen

1Det enda andra arbetet som skickats in var en artikel av en Monsieur Antoine Cardon-Michiels p& temat ”heat
as a symbol of man’s return to the fire and on the marriage of ideas in heat for vegetables, plants, and minerals”[9,
s. 451]



och entydigheten av Fourierserier kom att sysselsitta flera av tidens stora matematiker sa som
Riemann och Cantor och kom att leda till flera stora genombrott. Det &r forst pa 1960-talet
som fragan om konvergens besvaras. Den svenske matematikern Lennart Carleson visar da att
Fourierserier for funktioner i rummet .#2(R) konvergerar niistan 6verallt.

2.1 Haéarledning av virmeledningsekvationen

For att hdrleda varmeledningsekvationen i en dimension sa betraktar vi en homogen rak stav med
tvéirsnittsarea A som &dr placerad lings z-axeln i ett kartesiskt koordinatsystem. Temperaturen
i en punkt z under tiden t skriver vi som wu(z,t). Vi antar ocksa att u(x,t) dr en kontinuerlig
funktion och deriverbar tva ganger i x och en gang i t. Att vi hirleder virmeledningsekvationen i
en dimension medfor att vi antar att

Vau(z,t) = <gl;(x,t), 0, o).

Den hér staven har en specifik virmekapacitet ¢ som beskriver hur bra staven ér pa att lagra virme,
en densitet p och en virmeledningsférmaga «. Fouriers lag sdger att varmeflédet i en dimension ¢

ges av [18][s. 38]
o ou
q=—K (ax(m7t)7 0) 0) )

dédr ¢ har dimensionen energi per ytenhet och tid. Det vill siga att varmeflodet ar proportionellt
mot temperaturgradienten, och vars storlek bestdms av materialkonstanten x. Fouriers lag &r en
empiriskt vilunderbyggd lag och det gar att gora en fysikalisk hérledning for en ideal gas men
eftersom vi inte tittar pa en ideal gas hir uteldmnar vi den hirledningen [18, s. 42-43].

Vi tittar nu pa en liten delvolym AV av staven med sidor x och x + Ax, for ett litet Az. Vi kan
fran principen av energibevarande konstatera att det utan nagon virmekélla i delvolymen géller

att
b x+Ax . . z+Ax ou .
§~/; cpu(z' t)A dx ——/£ /i((%(a:,t), 0, O)-ndS,

dér den hogra integralen integreras over sidorna z och x + Az. Vi kan férenkla till

0

rx+Azx a a
cpAat / u(z’,t) da’ = kA [am (x + Ax,t) — aZ(x,t)} .

Vi anvénder nu integralkalkylens medelvirdessats [15, s. 305] och far ddrmed att

cpA— Ou

ou
T () Az = kA [8

(z + Az, t) — gZ(x,t)}

X

for nagot £ € [x,x + Ax]. Vi delar dérefter bada sidor med Adz och gér i grins sa att

, du % (r+ Axt) — 4 (x,1)
A0 P r (1) = A, As

9

vilket blir
ou ( t) 82u ( t)
cp—t x, 922 x

Denna differentialekvation kan skrivas om som

ou 82u

Fy —(x,t) =

J:t)d'alrazi,

a5 - (1)

som dr varmeledningsekvationen i en dimension. Det gar att gora en liknande héirledning for diffu-
sionsekvationen dar vi istéllet for Fouriers lag anvander Ficks lag och istéllet fér energibevarande



anvinder bevarande av partiklar. Ficks lag i en dimension sédger att partikelflédet j dr proportio-
nellt mot foréndringen i partikelkoncentrationen med en diffusionskoefficient D, det vill siga att

[18, s. 46-48]
. ov
J= -D (am(x7t)a 0) 0)7

dér v ar partikelkoncentrationen.

2.2 Loésning med transform

Med viarmeledningsekvationen i hand &r det rimligt att forsoka hitta en 16sning. Pa dndliga geo-
metrier kan vi anvinda oss utav Fourierserier. Pa oédndliga omraden som till exempel den reella
linjen R behover vi anvinda en 16sning som hérleds med hjéilp av Fouriertransformen, nagot vi nu
forsoker gora. Vi borjar med att introducera Hilbertrummet #?(R) som vi definierar pa foljande
siitt. Z2(R) fas genom att utfora en kvotkonstruktion mellan ett rum L? och en ekvivalensrelation
mellan element i L2. Vi definierar L? pa foljande sitt

Definition 1:
L*R) ={f:R — C: f dr mitbar och/ |f(2)]?dx < oo}
R

Vi séiger att tva funktioner f,g € L? #r lika om f = g nistan 6verallt. Mitbarhet och nistan
overallt dr koncept fran matteori och finns definerade i 7, s. 19-40]. Detta definierar en ekvivalens-
relation pa L2, som vi betecknar med ~ och vi definierar ekvivalensklassen A = {f,g € L? : f =
g niistan 6verallt}. Vi definierar nu kvotrummet #?(R) = L?/ ~ vars element ir ekvivalensklasser
pa samma form som A [10]. Elementen ir precis som elementen i L? funktioner vilket gor att
vi fortfarande har en véldefinerad skaldrprodukt. Ett par resultat om Hilbertrumsstrukturen hos
Z?(R) finns i A.1. Lat oss nu definiera Fouriertransformen av en funktion i .#?(R).

Definition 2: Lit f € £*(R). Vi definierar Fouriertransformen av f som

f(g) :/Re*’fzf(x)dz

For att férenkla notationen kommer vi hidanefter att beteckna Fouriertransformen av en funktion
f enligt foljande konvention #[f(x)] = f(£). Vi fragar oss nu huruvida denna integraltransform
ger upphov till ndgot vildefinierat i #2(R). Vi anviinder oss av foljande sats

Sats 1: Plancherels Sats
Fouriertransformen definierar en unik avbildning .7 : £?*(R) — £?*(R) som uppfyller

()2 = 27 (1, 9) 22wy och || f1 32wy = 27| F%2 ) for alla f,g € L*(R)
dér (f,9) 22 = [, f(z)g(x)dx som inducerar normen || f(z Wz () = Jp 1f(2)Pda
Bewis: Se [6, 5.221-222]! @

Vi kan fran en Fouriertransformerad funktion f(£) aterfa funktionen f(z) genom att utnyttja den
inversa Fouriertransformen, som dr definierad pa foljande vis

Lemma 1: Antag att f € Z%(R) dd giller att

1

f@) =5 [ e fde zer

sd att f(z) € L*(R)



Bewvis: Se [6, s.217-219]! @

Utover dessa tva resultat behdver vi dessutom féljande sats om fouriertransformen av andra-
derivatorna

Sats 2: Antag att f', f"" € £L*(R) . Dd giller att
Z(f" (@) =2 f(€)
Bewvis: Se appendix A.1! Q

Lat oss nu betrakta begynnelsevirdesproblemet for virmeledningsekvationen (1)

0 0?

ai; - aa—;;(x, t), u(z,0) = ug(z) € L% NC(R)
ddr Cp(R) &r rummet av kontinuerliga och begrinsade funktioner pa R. Vi gor nu ansatsen att
l6sningen till vart problem ir element i Z2(R) samt att %7;, 227’2‘ och % ar i Z?(R). Fouriertrans-

formerar vi med avseende pa x erhaller vi

ou . - 7
o (61 = —ag?a(&,1), a(€,0) = o ()

For fixt £ sa har vi en linjar homogen ordinér differentialekvation med avseende pa t under begyn-
nelsevilkoret (¢, 0) = dp(x). Aberopar vi metoden med integrerande faktor [20, s. 13] erhaller vi
16sningen

(€, 1) = ig(€)e ¢!
Det aterstar att applicera den omvinda fouriertransformen pa f (5)6’0‘5%. Fran Plancherals sats
har vi att om ug € Z?*(R) = 1o € Z£?(R)och da ||e_a52t||?g72(R) = /557 sa foljer att

lao(€)e™ I m) = / o (€)e <" Pde < 4[5~ / o (&) *dE < o,

ty 0(€) € Z£?(R). Da Fouriertransformen enligt Plancherels sats avbildar #?(R) pa sig sjilv
samt att g € £2(R) ger den omviinda Fouriertransformen att 9‘1[120(5)6_“5%}(3:) € Z%R). Vi
anvéinder nu foljande tva resultat for att fa fram var l6sning.

Definition 3: Lat f och g vara funktioner pa R. Vi definierar faltningen mellan f och g som

fro@ = [ " e - )el)dy.

Sats 3: Antag att f,g € L2. Da giller att Z'[fg] = .Z1(f) « Z1(9)

Bewvis: Se appendix A.1! Q

Om vi later 4(€) = f och § = e~ kan vi anviinda satsen ovan for att bersikna .Z ~[ig(€)e=2¢"!] () =
F1g] « Z[f], en kalkyl som finns i A.1. Med detta utfort har vi alltsa uttrycket

(z—3)?

dat dy

1
u(z,t) = f*xg(x) = —— | up(x)e
(@t) = Fr9(a) = <= [ (@)
I appendix A.1 visas att detta uttryck faktiskt &dr en l6sning till virmeledningsekvationen samt att
var ansats faktiskt uppfyllde de krav vi stéillde pa den.

Uttrycket ovan beskriver hur viarme sprids i en kropp och kan generaliseras till tre eller flera
dimensioner. Den siger dock vildigt lite om vad som hinder pa den mikroskopiska nivan. For
att ta steget ner pa molekylniva behover vi béttre verktyg for att beskriva vad diffusion &r rent
fysikaliskt. Med detta mal i sikte vénder vi oss till fysikfdltet termodynamik. Vi ger i nésta avsnitt
de centrala huvudsatserna och hérleder ett par relevanta resultat vi kommer utnyttja senare.



3 Forberedande termodynamik

I Einsteins studie av suspenderade partiklar i en utspddd 16sning (mycket fa losta partiklar i
forhallande till molekylerna i l6sningsmedlet) anvinds ett termodynamiskt ramverk. Detta for att
hérleda de nodvéindiga jamviktsvillkoren som anvinds for att relatera diffusion och molekylédra
dimensioner. I det foljande avsnittet presenteras de nédvindiga resultaten fran termodynamiken
och den statistiska mekaniken for att kunna forsta hérledningarna.

3.1 Tillstand och entropi

Givet ett system med n > 1 frihetsgrader och energin U finns det flera olika séitt att arrangera
systemet sa att energin forblir oféréandrad. I exemplet med suspenderade partiklar i en utspadd
16sning kan U fordelas som kinetisk energi hos de olika partiklarna genom att lata dem ha hastig-
hetskomponenter i tre olika dimensioner. Dessutom, under antagandet om avsaknad av potentiell
energi, kan partiklarnas positioner dndras godtyckligt i tre dimensioner. Detta system har darfor
6N frihetsgrader, ddr N &r antalet losta partiklar. Uppséttningen sigs anta ett givet makrotill-
stand, vilket kan &dndras om fler partiklar eller mer energi fors in i systemet (eller tas bort). De
olika sétten att omfordela en fix méngd energi och partiklar kallar vi mikrotillstand, vi ser att ett
makrotillstand motsvarar flera olika mikrotillstand.

Vi introducerar nu det som kallas den statiska mekanikens fundamentala antagande, det vill siga,
alla mikrotillstand dr lika sannolika. Med detta sagt &r det rimligt att anta att makrotillstand med
flest tillhérande mikrotillstand, eller med hogst sa kallad multiplicetet dr de som intréaffar. For att
sitta detta i perspektiv betraktar vi ett exempel.

Antag att vi har tva behallare med n skalar vardera. Vi har k (k < n) stycken kulor som kan
fordelas mellan de olika skalarna, déar vi tillater flera kulor att ligga i samma skal. Om vi fordelar
kulorna i den ena behallaren finns ("*; ') mojliga sitt att gora detta pa. Uttrycket foljer fran
sittet att fordela k kulor och n — 1 partitioner dér varken kulorna eller partitionerna kan sérskiljas.
Skulle vi istéllet fordela kulorna jamnt mellan de bada behallarna finns nu istéllet ("H,;g_l)Q
tillstand, vilket &r mycket storre &n det forsta fallet givet att n och k &r nagorlunda stora. Vi
ser att det dr probabilistiskt fordelaktigt att fordela kulorna jamnt, antalet mojliga mikrotillstand
ar da av intresse att studera. Detta leder in oss pa definitionen av storheten entropi. Da antalet
mikrotillstand for fysikaliska system &r extremt manga dr det rimligt att definiera entropin med

hjdlp av en logaritm, av historiska skil tillkommer dessutom en konstant. [18, s. 75]

Definition 4: Vi definerar ett systems entropi S som Boltzmanns konstant kg multiplicerat med
den naturliga logaritmen av antalet tillgingliga mikrotillstand Q0 for systemet enligt

S = kBIHQ.

Boltzmanns konstant har dimensionenen energi per temperatur, detta géller da dven for entropin
eftersom logaritmen dr dimensionslos.

3.2 Temperatur

Med storheten entropi definierad kan vi nu definiera temperatur. [18, s. 88]

Definition 5: Vi definierar ett systems temperatur T med hjilp av derivatan av systemets entropi
med avseende pa dess energi (volym V' och antalet partiklar N konstanta) enligt

08\ !
T=|— .
(7).



Det foljer av definitionen att temperaturen dr maximerad da fordndringen av entropin med avse-
ende pa energin dr minimerad. Lat oss atervinda till exemplet med kulorna, men lat kulorna vara
en analogi till energi. Ju fler kulor (energi) vi placerar i en behallare ju mindre okar sitten att
placera kulorna (entropi) for varje successiv kula. Om alla kulor och dérmed all energi befinner
sig i den ena behallaren och den fors i kontakt med den andra behallaren ar det oundvikligt att
energin kommer vandra ver till behallare tva. Vi ser att temperaturs egenskap att dverforas fran
hogt till lagt 4r en rent sannolikhetsteoretisk konsekvens av definitionen.

3.3 Tryck-volymarbete

For att se hur mycket arbete det gar at (eller fas ut) att dndra volymen hos en fluid med tryck P
betraktar vi ett exempel med en cylinder och kolv. Lat cylindern ha tvérsnittet A och lat trycket
inuti cylindern vara P. Kraften som trycket i cylindern utévar pa kolven dr da F = PA. Om vi
trycker in kolven en infinitesimal 1dngd kan trycket inne i cylindern betraktas som konstant. Arbetet
som vi utfor pa kolven for att forflytta den ett avstand dx fas da som W = Fdx = PAdx = PdV.
Vi kan utcka exemplet till en godtycklig geometri. Om vi betraktar en tillrackligt regelbunden
sluten yta som innesluter en trycksatt gas, kan vi ténka oss att varje ytelement &r en liten cylinder
med kolv. Det totala arbetet som krdvs for att komprimera kroppen kan da erhallas genom att
integrera alla enskilda bidrag 6ver hela ytan.

3.4 Huvudsatserna

Med begreppen entropi och temperatur definierade kan vi nu introducera tva av termodynamikens
huvudsatser?, vilket ar de postulat som ligger till grund for den termodynamiska teorin. Den férsta
huvudsatsen beskriver hur den totala méngden energi i ett slutet system dr bevarad. [18, s. 18]

Definition 6: Termodynamikens forsta huvudsats lyder

AU =Q —W.

Huvudsatsen séger att fordndringen i ett systems energi ges av differensen av virmen @) som tillforts
systemet och arbetet W som systemet utfért. Den andra huvusatsen beskriver hur entropin for ett
slutet system inte kan minska. [18, s. 74]

Definition 7: Termodynamikens andra huvudsats lyder

)
ds T

ddr likhet endast gdller for ett idealt system ddr alla processer dr reversibla.

Hér dr @ en infinitesimal méngd virme och dS en infinitesimal fordndring i entropi. En konsekvens
av andra huvudsatsen &r att entropin for ett system i jimvikt &r maximerad. Utgaende fran de tva
huvudsatserna kan vi nu hérleda en anvindbar identitet.

Sats 4: Givet att en termodynamisk proccess dr reversibel dvs. dS = % och att arbetet som utfors
pa det betraktade systemet ar reversibelt tryck-volymarbete W = PdV | da gdller att

dU =TdS — PdV.

Bewis: Beviset foljer enkelt fran huvudsatserna. Los ut varmen ur forsta huvudsatsen och substi-
tuera in i andra hvudsatsen, da erhalls
AU W
=T + T

2Dessa #r inte satser i matematisk bemirkelse, utan postuleras baserat pa empirisk erfarenhet. Huvudsatserna
ges déarfor som definitioner i den hir texten.

ds




Anvind nu att allt arbete som utfors dr tryck-volymarbete,

du  PdV
dS = —+ —.
T * T
Resultatet foljer sedan fran att multiplicera med T och ordna om termerna. Q

3.5 Statistisk mekanik

Statistisk mekanik, eller Boltzmannsk statistik &r en anvidndbar uppséttning verktyg vid studier
av ett system i anslutning till en termodynamisk reservoar. Reservoaren antas vara tillrackligt
stor for att utbyte av energi eller partiklar inte mérkbart paverkar reservoarens temperatur eller
koncentration. Ett annat antagande vi gor &r att systemet och reservoaren &r isolerade, totala
méngden energi eller partiklar hos reservoaren och systemet dr konstant. Vi hérleder en mycket
viktig fordelning genom att betrakta ett exempel. Fordelningen vi betraktar behandlar ett system
som inte kan utbyta partiklar med sin omgivning.

Antag att vi har ett stort gitter av vibrerande atomer som alla kan ha olika méngd energi, diar den
totala energin dr fixerad. Vilj ut en delméngd av dessa atomer, kalla detta for systemet, och lat
resten av gittret agera reservoar. Vi later systemet och reservoaren endast utbyta energi, dvs. inga
atomer passerar mellan méngderna. Vi antar dven att temperaturen 7', volymen for systemet, och
volymen for reservoaren halls konstanta.

Antag att systemet kan befinna sig i olika tillstand s, ss, ..., s, De vibrerande atomernas kvant-
mekaniska natur innebér att deras energinivaer ar diskreta. Sannolikheten att systemet befinner
sig i nagot tillstand s; maste vara proportionellt mot antalet mikrotillstand €; som &r tillgdngliga
reservoaren da systemet befinner sig i tillstandet s;. Detta foljer fran det fundamentala antagandet
att alla mikrotillstand &r lika sannolika. Pa samma sétt foljer att sannolikheten for att systemet
befinner sig i ett annat tillstand s; dr proportionell mot €2; med samma proportionalitetskonstant
som tidigare. Av detta foljer att kvoten av sannolikheterna fas som
P(si)

Pls;) Q5
Anvind nu definitionen for entropi for att erhalla
Q; 5;-5;

— —=¢ kB

0

J

Om vi nu anvénder faktumet att volymen hos reservoaren &r konstant kan ekvationen i sats 4 skriva
som dU = T'dS. Eftersom temperaturen &dr konstant kan differensen i entropierna hos tillstanden
s; och s; beskrivas med integralen mellan tva tillstandspunkter [2] enligt

s, s-—/S(si)dS— L gy Z U
Y sy T Jus;) T

Eftersom 2 beskriver reservoarens tillstand beskriver U reservoarens energi. Eftersom energin ar
bevarad enligt forsta huvudsatsen har vi att

Ui+Ei:Uj+Ej:Ui—Uj:—(Ei—Ej),

dér E; beskriver systemets energi néir det besétter tillstandet s;. Vi kan da uttrycka kvoten av

sannolikheter som .

P(s;)) e FaT
Plsj)  —wr

e FBT

Den hér ekvationen kan skrivas om sa att vinsterledet endast beror pa s; och hogerledet endast
beror pa sj, vilket innebér att bada leden maste vara lika nagon konstant. Vi har da

P(si) = —e F5T, (2)



dér Z ar en konstant. Eftersom sannolikheten att nagot av tillstanden &r ockuperat maste vara 1,
kan Z hittas genom

= 1 o~ _ B "L B
1:;P(sk):2;e kBT:>Z:;e kBT (3)

1

Ekvation (2) kallas den kanoniska ensemblen, konstanten Z som berdknas i ekvation (3) kallas
tillstandssumman, eller partitionsfunktionen, for systemet.

Med hjélp av tillstandssumman for ett system kan vi berékna flera termodynamiska relationer.
Vi introducerar forst en storhet som dr minimerad for ett system i termodynamisk jamvikt dér
temperaturen och volymen for system &r konstant [18, s. 150] [18, s. 162].

Definition 8: Vi definierar Helmoltz fria energi F' enligt

F=U-TS.

Notera att genom att anvédnda sats 4 och kedjeregeln kan vi uttrycka en infinitesimal féréndring
i Helmholtz fria energi som dF = —SdT — PdV. Vi berdknar nu entropin S, och Helmholtz fria
energi F' givet en tillstandssumma Z.

Sats 5: Entropin for ett termodynamiskt system med konstant volym och temperatur fas av
U
S=—+kplnZz
T + KB

dar U dr medelenergin for det betraktade systemet. Det foljer da fran definition 8 att F = —kgT In Z.

Bewis: Se appendix A.2! V)

3.6 Kontinuerlig partition och ekvipartionsteoremet

Vid behandling termodynamiska system dér de olika tillstanden inte &r upprékneligt manga, utan
ar fordelade kontinuerligt, behévs en kontinuerlig partitionsfunktion. Exempel pa kontinuerliga
tillstandsvariabler skulle kunna vara position och hastighet for partiklar i en avgrinsad volym.
Eftersom sannolikheten for att ett specifikt tillstand ska vara besatt i den kontinuerliga férdelningen
ar 0 av matteoretiska skél, betraktar vi i stéllet sannolikheten att systemet upptar ett tillstand i ett
intervall av tillstand. Med samma motivation erséitter vi &ven tillstandssumman med en integral. Vi
far da att sannolikheten att ett system med en frihetsgrad ¢ befinner sig i ett tillstand i intervallet
[a,b] ges av

E(q)

1 b _ o0 _M
P(sa,b)zﬁ/ e FsTdg, Z:/ e *BTdg. (4)

For kontinuerliga tillstandsvariabler finns det en mycket anvindbar sats som behandlar bidraget till
medelenergin fran en frihetsgrad dar energin beror kvadratiskt pa frihetsgraden. Detta resultatet
kallas ekvipartitionsteoremet och lyder:

Sats 6: I ett termodynamiskt system med n frihetsgrader q1, ..., q, dar energin kan delas upp som
E=FE,+ &,
ddr Ejy endast beror pa en av frihetsgraderna qy enligt

Ey(qr) = aq}



a en konstant, och & inte beror pa qi, ges medelenergin for frihetsgraden qi av

kpT
Uk:%.

Bewvis: Se appendix A.3! Q

Ekviparitionsteoremet ér det avslutande kapitlet i de termodynamiska férkunskaper vi behover for
att kunna behandla Brownsk rorelse med hjélp av statistisk mekanik. Vi har nu férvarvat kunskaper
hur man statistiskt kan behandla ett system med manga frihetsgrader utan att behdva observe-
ra systemet pa en mikroskopisk niva, detta utnyttjar Einstein i sin behandling av suspenderade
partiklar i en 16sning.

4 Einsteins hirledning av Brownsk rorelse

I Albert Einsteins artikel ” Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte
Bewegung von in ruhenden Flissigkeiten suspendierten Teilchen” publicerad 1905 visade han hur
man med hjélp av den statistiska mekaniken kan pavisa materiens atoméra natur. I det féljande
avsnittet presenterar vi resultaten fran artikeln och fyller i de matematiska mellansteg som or-
ginalforfattaren utelimnat. Vi utgar fran den 6versatta artikeln i boken [4, s. 1-18].

4.1 Suspenderade partiklar i en 16sning ger upphov till ett osmotiskt
tryck

Betrakta en behallare med volym V' innehallande 16sningsmedel med konstant temperatur 7. 1
l6sningsmedlet befinner sig n stycken losta partiklar. Forhallandet mellan n och V ar tillrdckligt 1i-
tet for att partiklarna inte vixelverkar sinsemellan. Genom att kréiva att partiklarna inte har nagra
elektrolytiska egenskaper, och att vi kan forsumma gravitationens inverkan pa partiklarna kommer
partiklarna inte att besitta nagon potentiell energi beroende pa deras positioner i behallaren. Be-
trakta dven en ténkt delvolym V* av behallaren vars yta dr ett membran som tillater 16sningsmedlet
att passera men inte partiklarna.

Likt presenterat i avsnitt 3.1 kommer hela systemets frihetsgrader att ges av 6 frihetsgrader per
partikel, och energin E for ett tillstand kommer endast att bero pa partiklarnas hastigheter. Ef-
tersom systemet dr av kontinuerlig natur fas partitionsfunktionen enligt ekvation (4), vi skriver

7 = /ef’w%dxldyldzlduldvldwl odwy, 3 (5)

Integralen tas 6ver volymen V' och alla mgjliga hastigheter. Har betyder u, v, w hastighetskompo-
nenterna i z, y, z-riktning. Enligt sats 5 kan vi uttrycka systemets entropi och fria energi med hjélp
av partitionsfunktionen Z enligt

S:%+k31HZ och F=—kgTInZ,

dér U ar medelenergin for partiklarna i 16sningen.

Om vi istéllet for hela behallaren betraktar delvolymen V* kommer uttrycken for Z, och saledes
for S och F' att dndras da integrationsgrédnserna dndras. Da energin inte beror pa partiklarnas
positioner integrerar positionsdelen av Z till (V*)” dér n* ar antalet partiklar innanfér membranet

3Einstein kallar Z for B och kg for 2z.



som omsluter V*. Vi kan dven konstatera att hastigheterna vi integrerar 6ver i berdkningen av Z
inte kommer att bero pa storleken av V*. Vi far da att

F=—kgTnZ =—kgTln(J - (V)") = —kgT(nJ +n*InV*), (6)

déar J ar integralen over delen av Z som beror pa hastigheterna u,v,w. Da J endast beror pa
hastigheterna for partiklarna har vi oberoende av storleken av V*. Derivering av F i ekvation (6)
med avseende pa V* ger da
. oF - kBTTL* 7)
ovx  vx (
Da vi har att dF' = —SdT — PdV™* och att temperaturen for systemet &r konstant (dT" = 0) far vi
med division av dV*

oF

- =P 8
oV ®)
Likstéllning av ekvation (7) och (8) ger
n*
P = ]{,‘BTV* = ]{,‘BTV

vilket visar att suspenderade partiklar i en 16sning ger upphov till ett osmotiskt tryck. Vi har hér
definierat v som koncentrationen partiklar i 16sningen.

4.2 Harledning av diffusionskoefficientens beroende pa partikelstorlek

Vi ska nu tillampa uttrycket for osmotiskt tryck som vi hérlett i foregaende del. Einstein hérleder
ett uttryck for diffusionskoefficienten D i termer av bland annat de diffunderande partiklarnas
radier. Hirledningen av sagda uttryck utgar ifran ekvationen fér osmotiskt tryck som hérleddes i
foregaende del.

Einstein gor sin hirledning av diffusionskoefficienten genom att forst hérleda tva differentialekva-
tioner f6ér koncentrationen av partiklar da partiklarna utsiitts for en positionsberoende kraft K(x).
Den forsta ekvationen hérleder han med variationsmetoder och konstaterar sedan att den kan tol-
kas som en kraftjamvikt mellan K(x) och kraften fran gradienten av det osmotiska trycket. Vi utgar
istéllet fran den ndmnda kraftjimvikten for att hérleda ekvationen. En variant av hirledningen
med variationsmetod redovisas i appendix A.4 men for att komma fram till Einsteins resultat var
vi tvungna att gora en modifikation av hans argument och ett ytterligare antagande.

Vi betraktar diffusion i en cylinder lings z-axeln dér koncentrationen antas vara konstant i alla
riktningar utom i z-led. Lat n vara antalet partiklar i intervallet mellan x och x+ Az, och lat deras
koordinater i z-led vara X; dir i = 1,2,...,n. Det osmotiska trycket P(z) som driver diffusionen
ger upphov till krafterna AP(z) och —AP(xz + Az) pa ett tinkt membran vid intervallets dndar,
dér A ar volymens tvarsnittsarea och krafterna riknas som positiva da de &r riktade i positiv z-led.
Med den dynamiska jimvikten och en kontinuerligt positionsberoende kraft K (z) verkande pa var
och en av de n partiklarna far vi

AP(xz) — AP(x + Ax) + iK(Xi) =0,

i=1
vi delar upp summan enligt >, K(X;) = nK(z) + ), (K(X;) — K(x)) och dividerar med AAz

P(zx + Azx) — P(z) n 1

Ax - AA:EK(x) TN ;(K(Xz) — K(z)). (9)

Vi ska nu forst visa att termen med summan gar mot noll da Az — 0. Vi ser att

2 SOK(X) ~ K ()| < e max [ K(X0) — K@)

=1
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Alla X; ligger mellan x och x + Az och K(x) &r kontinuerlig sa da Az — 0 kommer skillnaden
i absolutbeloppet att ga mot noll. Forfaktorn &r koncentrationen och kommer att ga mot ett tal.
Den hogra sidan av olikheten ovan gar alltsa mot noll da Az — 0. Eftersom vénsterledet i olikheten
ar ett absolutbelopp som &r begriansat uppat av uttrycket i hogerledet gar dven vénsterledet mot
noll. Vi betraktar ater ekvation 9 dér vi identifierar 4z~ som koncentrationen v och later Az — 0
sa far vi

OP(x)

Ox

Var hérledning av uttrycket for osmotiska trycket vkgT géller egentligen inte om vi har en kraft
verkande pa partiklarna da det gor att vi inte kan integrera bort rumskoordinaterna i ekvation 5,
men vi antar hir att uttrycket stimmer dven i det hér fallet da vi har dynamisk jamvikt sa att
inget arbete utfors pa partiklarna nér de ror sig. Vi substituerar darfor vkgT for P ovan,

ov(z)
o =v(z)K(x).

Vi har alltsa var forsta ekvation for v(z). I hirledningen av den andra ekvationen dr vart tillvéiga-
gangssitt samma som Einsteins. For att fa den andra ekvationen betraktar vi istéllet diffusionen
med hjilp av Ficks lag och en friktionskraft fran vétskan pa partiklarna. Likt Einstein utgar vi fran
Stokes lag for friktion och séger att kraften F' pa en sfar med radien r som ror sig med hastigheten
v genom en vitska med viskositet p beskrivs av

=v(z)K(x).

kpT

F
v = .
6 pr

Med antagandet att partiklarnas hastighet i varje punkt ar sddan att friktionskraften star i jamvikt
med den positionsberoende kraften K (x), det vill siga K(z)+ F = 0, far vi

K
v(z) = fﬂ.
6 ur
Antalet partiklar som passerar en tvéirsnittsarea A per tidsenhet blir
A K
Av(z)v(z) = _Av(@)K(z)
6mpr

Partikelflodet genom en tvirsnittsyta beskrivs ocksa av Ficks diffusionslag som séger att partikel-
flodet &r motriktat och proportionellt mot koncentrationsgradienten med en proportionalitetskon-
stant D bendmnd diffusionskoefficienten. Kombinerat med ovanstaende uttryck far vi

_Av(z)K(x) du(x).

Gmpir = Av(z)v(z) = —AD Ir

Vi har nu tva differentialekvationer fér koncentrationen, vi skriver dem pa samma form sida vid
sida
dv(zx)

K(x) — 6murD =0
() K (2) — 6mpr D) =0,
dv(z)
K(x) — kgT———= =0.
() K () — kT
Jamforelse av koefficienterna ger oss ett uttryck for diffusionskoefficienten
kgT
=202 (10)
67 pr

Detta resultat &ar av historisk vikt eftersom det relaterar diffusionskoefficienten, som gar att méta,
till de diffunderade partiklarnas radie och dérfor gor det mojligt att indirekt méta deras storlek.
Dock ger detta endast en grov uppskattning av partiklarnas verkliga storlek pa grund av approx-
imationer som antagandet att friktionskraften pa partiklarna &r som den pa en sfir fran en fluid
trots att partiklarna inte nédvéndigt vis ar sfiriska, och att den sa kallade fluiden kan besta av
partiklar av samma storleksordning som de diffunderande partiklarna. Vi har hittills behandlat
mekanikska och termodynamiska fragor kring rorelsen hos diffunderande partiklar, i néista del ska
vi ta en mer sannolikhetsteoretisk angreppspunkt, dock fortfarande kopplad till osmotiskt tryck.
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4.3 Harledningen av Brownsk rorelse fran osmotiskt tryck

Einsteins hérledning av Brownsk rorelse utgar ifran en diffusionsprocess dér den drivande kraften
kommer fran det osmotiska trycket som hérleddes ovan. Losningen och de losta partiklarna har
samma egenskaper som i den hérledningen. Det vill sdga att det osmotiska trycket &r detsamma
for samtliga partiklar och partiklarna &r oberoende av varandra. Det &r dock inte nédvéndigtvis
en sadan diffusionsprocess som behover ligga bakom Einsteins héirledning, det enda som kravs &r
att samtliga partiklar &r utsatta for samma typ av krafter och att de &r oberoende av varandra.

I hérledningen undersoks ett litet tidsintervall 7 dir en viss forflyttning &€ 4 i z-riktning for en
partikel antas oberoende av en tidigare forflyttning. Detta stéller kravet att 7 inte kan vara hur
litet som helst eftersom forflyttningen da inte kommer vara oberoende av en tidigare forflyttning.
Direfter introduceras funktionen ¢.(€) som beskriver férdelningen f6r mojliga forflyttningar & i
a-riktning for varje enskild partikel under tidsintervallet 7. Eftersom ¢, (§) beskriver alla méjliga
forflyttningar sa ar det rimligt att anta att om vi integrerar 6ver alla dessa forflyttningar far vi

viardet 1, det vill sdga
JREGLES
R

o (&) antas ocksa vara nollskild endast for mycket sma vérden pa £, vilket dr en viktig matematisk
egenskap for ¢, (€). Detta ir fysikaliskt rimligt eftersom stora foérflyttningar &r helt osannolika under
det korta tidsintervallet 7. Dessutom antas ¢, (£) vara jimn det vill siga ¢.(§) = ¢, (—&) vilket
fysikaliskt innebér att sannolikheten for att en partikel ror sig at vénster eller hoger &r lika stor.
Vi betraktar déirefter densiteten f(z,t) = v, partiklar per volymsenhet, i ett litet volymselement
beskrivet av tvérsnittsarean A multiplicerat med differentialen dz. Forutsatt att vi vet f(x,t) i
volymselementet vid tidpunkten ¢ kan vi efter en kort tid 7 berdkna antalet molekyler enligt

Flot+7) - Adz = Adg - /Rf(m £, 1)bn (£)de. (11)

Det Vill siga att densiteten f i positionen z vid tidpunkten ¢+ 7 beror pa den totala forflyttningen
Jp f(x + &, 1)@ (€)dE efter tidsintervallet 7. Dérefter Taylorutvecklar vi dels vénsterledet med av-
seende pa t och stryker hogre ordningenstermer med argumentet att 7 ar litet sa att

of
ot

Dessutom Taylorutvecklas f(z + £,t) med avseende pa x, vilket ger att

2 92
f($+§,t):f(x7t)+§aféi’t)+%a Q;Q H,

Med argumentet att endast sma vérden for & bidrar till integranden for vi in den hér Taylorut-
vecklingen under integralen. Da fas om bada sidor divideras med Adz att

feror=1 [ oroer 5L [ conpe

fl@t+7) Ade = (f+ 7=+ O(1?)) - Ad.

an 52 83f 53

s | e + 5%

3¢ (©de+... (12)
Eftersom ¢, (€) dr en jimn funktion férsvinner termerna med udda exponenter och med argumentet
att integralerna avtar i storlek bortser vi fran termerna av hogre grad dn 3. Vi noterar ocksa att
@ (&) integrerar till ett och far da resultatet

of [ Pf o 1 [¢&
S =D, dir D= ;/RE@(E)df, (13)

som ar diffusionsekvationen i en dimension. Denna ekvation har vi 16st i avsnittet 3.2 med Fourie-
ranalys.

4Einstein kallar denna variabel for A istillet for £.
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4.4 Kommentarer till hirledningen

Vid en forsta anblick finns det finns ur en matematiskt synvinkel vissa problem med den hér
hérledningen. Det forsta uppenbara problemet &r inférandet av Taylorutvecklingen under integralen
i ekvation (12). For att gora detta bér man forst visa att integralerna konvergerar. Vi undersoker
integralerna och #ven pastaendet att vi kan bortse fran hogre ordningens termer.

Vi vet fran Einsteins introducering av ¢,(£) att den beskriver méjliga forflyttningar sa det &r
rimligt att anta att ¢,(£) > 0 for alla £ € R, da det inte &r rimligt att anta negativa sannolikheter
for forflyttning. Vi kan da konstatera att

/|¢T<s>|d5:1.
R

Vidare siger Einstein att ¢ (£) = 0 for || > a f6r nagot litet tal a och vi kan vélja koordinatsystem
sa att a < 1. Vi ser da att de integraler med jimna potenser for k& € N kan uppskattas pa foljande

satt ok ok
/Rék)!m(wf‘ SL L

(2k)!
Integralerna med udda potenser blir noll som nimnts tidigare. Vi ser ocksa att termen &*/k! #r
mycket liten pa [—a,a] da k > 3, vilket visar att det &r rimligt att Einstein bortser fran sadana
termer. Vad derivatorna av hogre grad &n 2 av densiteten f blir diskuterar inte Einstein. Om vi

1
¢T(£>‘dsg (;W/lmfndfg @

k
gor antagandet att de &r begridnsade sa att % < M for nagot tal M och alla k € N, kan vi séiga
att de begrénsas av summan

1 1
MZ@SM%:H:M&

N

Det aterstar tyvérr ett ytterligare problem med hirledningen. Att det finns ett litet tidssteg 7
dér forflyttningen & ar oberoende av den tidigare forflyttningen &r inte sjalvklart. Att visa att det
faktiskt existerar ett sadant 7 gar inte utifran Einsteins ansats. Nagot som Einstein sjalv faktiskt
har konstaterat [14, s. 19]. Vilket ddrmed gor att hérledningen sa som den star i [4, s. 13-16]
inte dr helt fullstdndig. Vi ldimnar nu Einsteins hérledningar och tittar istéllet pa hur den med
Einstein samtida fysikern Smoluchowski gjorde for att héirleda Brownsk rérelse tillsammans med
diffusionskoefficienten D.

5 Smoluchowskis hirledning av Brownsk rorelse

Marian Smoluchowski var en polsk fysiker som undersckte brownsk rorelse samtidigt som Einstein
och kom fram till slutsatser som liknade Einsteins, dock med annorlunda resonemang. Vi ska hér
presentera en hirledning av diffusionskoefficienten i en gas baserat pa hans metoder. Smoluchowski
undersokte diffusion i en gas genom att betrakta de diffunderande partiklarna och gaspartiklarna
som stora och sma sfirer som kolliderar elastiskt med varandra. Fran kinetiska beréikningar for en
kollision mellan stora partiklar med massa M och fart C och sma med massan m och fart ¢ fick
Smoluchowski att den stora partikeln efter kollisionen har farten C’ = C + O(m?/M?). Eftersom
M > m antar han att farten C for den stora partikeln dr konstant och hela tiden lika med sitt

ekvipartitionsvéirde, dvs
$MC? = 3kgT,

som i sats 6, med tre frihetsgrader i den kinetiska energin. Han beréknade dven vinkeln o mellan
den stora partikelns fardriktning fére och efter kollisionen med en liten partikel och fick

Dy — 3. me
Sll’la—4 MO
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Senare fysiker har genom samma utrikningar kommit fram till ett pa samma form, -+ det exakta

) )
virdet pa forfaktorn dr dock omstritt [12, s. 50]. ¢ &r farten pa den lilla partikeln fzivj[rcé kollisionen,
denna antas vara lika med sitt ekvipartitionsvérde %ch = %kBT. Med ekvipartitionsvardet for
bada partiklarnas hastighet far vi
sina = % . %

Eftersom M > m sa ar

 [3kpT 3kpT
C= Vi < o

och vinkeln o maste vara darfor vara liten enligt sin o = % . %

c

Med antagande om konstant kollisionsfrekvens kan man skriva partikelns totala forflyttning R,
efter n kollisioner som .
i=1

dér I; dr en vektor med ldngden | som motsvarar partikelns forflyttning mellan kollision ¢ och ¢ 41,
vinkeln mellan I; och I;;1 dr « for alla . Om forflyttningarna I;, I;11, ..., I;1, mellan kollisioner

Figur 1: Till vinster vektorerna I, Ik, Iitk+1 som segment i en partikels rérelsebana mellan
kollisioner som far partikeln att dndra riktning. Till hoger: samma vektorer ritade med samma ur-
sprungspunkt sa att vinklarna mellan dem bildar en sfirisk triangel. storleken pa vinklar i bilderna
representerar inte verkligheten men ska belysa sambandet mellan vinklarna.

ar kénda &r vinkeln  mellan I; och I;1; ocksa kénd sa vinkeln © mellan I; och I; ;41 beror bara
pa vinkeln ~y, som kan ses i figur 1.

For att studera tidsutvecklingen av det betraktade systemet behover vi definiera en slumpvariabels
vintevdrde. [16, s. 116] [16, s. 118]

Definition 9: Vintevirdet av en diskret slumpvariabel X med frekvensfunktion p ges av
o0
E(X) = zxp(a).
k=0

For en kontinuerligt slumpuvariabel Y med tathetsfunktion f gdaller

Vi beriiknar det betingade vintevirdet pa skaldrprodukten I; - I; 51 for nésta kollision enligt

27
E[l; - Liyiya| £(Lis Liy) = Bl = / p(y = z)I* cos O(x) du,
0
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dir p(y = x) &r sannolikheten att v = x. For sfiriska trianglar som i figur 1 anger den sfiiriska
cosinussatsen sambandet mellan vinklarna.

Lemma 2: Sfiriska cosinussatsen

cosa cosf +sina sinf cosy =cosO .

Bewvis: Se appendix A.5! Q

Vi séitter in detta i uttrycket for vintevardet och far

2
ElL - Livk+1|L(Liy Livr) = B] = 12/ p(y =) (cosa cosfB +sina sinf cosz )dx.
0

Forsta termen i integralen dr beroende av x endast i p(y = x) som integrerad 6ver hela utfallsrum-
met blir 1. Vi gor det extra antagandet att p(y = x) = p(y = & + 7). Detta far anses rimligt i en
gas da tidigare kollisioner inte paverkar vilken riktning nista kolliderande partikel kommer ifran.
Vi kan da skriva om integralen ¢ver halva intervallet

R - Iipxi1| Z(1i, Lisr) = B] = [P cos o cos B+ 12/ p(y=x)sina sinf (cosz + cos(x + m))dz,
0

eftersom cos z 4 cos(z + 7) = 0 for alla . Vi har alltsa
E[l; - Iiyny1|Z(Ii, Tisy) = B] = 1% cos B cos .

Med hjilp av det betingade véntevérdet kan vi berdkna det totala vintevirdet pa I; - I; 4,41 enligt

27 27
E[l; - Iitg41] = / p(B=2)?cos f cosa dx = cosa / p(B = x)l%cos B da
0 0
dér vi ser att
E[Ii ' Ii+k+1] = COs E[Ii . Ii-&-k}-

Eftersom I;-I;11 = 12 cos a kommer vi med induktion litt fram till en sluten formel f6r vintevirdet

med nagot k
E[l; - Iiyx] = 12 cos® a.

Vi kan nu berdkna det kvadratiska medelvirdet for lingden R, pa forflyttningen efter n kollisio-
ner. Vi borjar med att skriva den totala forflyttningen som summan av steg I; och anvénda att
vantevardet och skalarprodukten bada ar linjéra

E[R2] =E (zn: 11-> .

Med uttrycket for vantevirdet av I; - I;yy far vi

L =Y EL- 5.
1 : j=

1

i=1j

vi skriver om detta som en summa Gver talet i exponenten genom att rdkna antalet ordnade par
(4,4) med samma viirde pa |i — j|. Det finns n par med ¢ = j och 2(n — k) par med 0 # |i — j| = k.
Vi far alltsa

n—1
E[R2]/1> =n +2 Z(n —k)cos® a.
k=1

Summan kan delas upp i tva summor sa att en summa &r geometrisk och en &r derivatan av en
geometrisk summa, se appendix A.6 for berdkningen. Gor man detta kan man berékna den totala

summan och far da L
1+ cosa cosa —cos"t! o

E[R})/1? = —
Rl "1 cosa (1 — cos a)?
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Vi betraktar fallet n, n(1 —cosa) >> 1. Forldnger vi den forsta kvoten med (1 — cos ) ser vi att
den #r mycket storre &n den andra da den har en faktor n(1 — cos «) framfor sig och téljaren i den
andra kvoten inte kan vara mycket storre dn den forsta. Vi forsummar dérfér den andra kvoten
och eftersom vinkeln « ar liten anvénder approximationen cos « = 1 i tdljaren pa den forsta kvoten
och far

2n
E[R?]/1? = ——.
Bl 1—cosa
Vi approximerar cosinus i ndmnaren med ett andra ordningens Taylorpolynom och sédtter in ut-
trycket for vinkeln a = sina = 43](/1”5 = % (eftersom mc? = MC? enligt ekvipartitionsteoremet) .

Vi antar déartill att kollisionerna sker med en konstant frekvens v, tiden mellan kollisioner blir da
1_ 1

v C
dn  C? 4t 642
B[R} =122 = 2 2 _ 0%y
(Rl o? 2 195;22 v

Vi forsoker nu kombinera var bild av diffusion som partikelrorelse med 16sningen av diffusionsekva-
tionen.

Med begynnelsevillkoret att alla partiklar lag i samma punkt fran borjan har var och en av par-
tiklarna samma sannolikhet att befinna sig i punkten z vid tiden ¢t. Da funktionen som léser diffu-
sionsekvationen anger antalet partiklar i en punkt dr den da proportionell mot frekvensfunktionen
for sannolikheten att hitta partikeln i varje punkt och eftersom lésningen blir en gaussfunktion ser
vi att sannolikheten att hitta en viss partikel i x vid tiden ¢ dr normalférdelad med variansen 2Dt.
Eftersom slumpvariabeln &r position blir variansen samma sak som det kvadratiska medelavstandet
for partikelrorelse

E[R2] = 2Dt.
Med detta och vart berdknade uttryck for E[R2] far vi diffusionskoefficienten
_ 32¢2
9

Detta géller i en gas eftersom avstanden mellan partiklar ska vara betydligt storre &n partilarnas
storlek for att hérledning ska fungera. For vitskefallet gor Smoluchowski ett antal fysikaliska an-
taganden och beriknar E[R2] som ger ett uttryck for D liknande det i ekvation 14 men skiljer sig
med en konstant faktor.[12, s. 53].

Med argumentet ovan har vi genom att vi redan kénner till 16sningen till diffusionsekvationen kun-
nat relatera Smoluchowskis partikelkinetiska beréikningar till diffusionskoefficienten. Smoluchowskis
modell av partikelrorelse d&r dock sa pass komplicerad att det &r svart att endast utifran den
forutsdga den resulterande fordelningen av partiklar. Vi ska istéllet betrakta en enklare modell
for partikelrorelse, ndmligen en slumpvandring, detta kommer att gora det mojligt att dra fler
statistiska slutsatser om partikelrérelsen.

6 Enkel slumpvandringsmodell for Brownsk rorelse

Betrakta en suspenderad partikel i en utspidd 16sning. Givet att antalet partiklar &r mycket firre
dn antalet molekyler av 16sningsmedlet &r det rimligt att anta att inga kollisioner sker mellan par-
tiklarna. Vidare, om behallaren &r tillriackligt stor kan kollisioner med behallarens sidor féorsummas.
Vi borjar med att betrakta en partikels forflyttning ldngs en dimension, utékning till tre dimen-
sioner sker sedan enkelt.

Téank att en partikel dr tvungen till en linje. Vid varje kollision med en molekyl kommer partikeln
att kunna rora sig i medel ett molekylavstand innan den kolliderar igen, kalla detta avstand A.
Vidare dr det rimligt att anta att antalet kollisioner med en stillastaende partikel per tidsenhet &r
konstant vid konstant temperatur kalla detta x. Vid varje kollision med en stillastaende partikel
kan partikeln antingen rora sig ett steg till vénster eller hoger pa linjen, bada med sannolikhet
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p = 1/2 oberoende av tidigare kollisioner. Detta giller da antalet kollisioner per tidsenhet okar i
partikelns fardriktning medan det minskar i motsatt riktning. Denna obalans i kollisioner kan ses
som en aterforande kraft och riknas inte med som kollisioner som driver partikelns slumpmaéssiga
vandring.

Betrakta antalet partiklar som ror sig at hoger igenom ett enhetstvirsnitt per tidsenhet. Lat
koncentrationen vénster om tvérsnittet vara v; och lat koncentrationen héger om tvérsnittet vara
vo. Nettoméngden partiklar som passerar tvirsnittet per tidsenhet dr da

AK ANk (v — vy Ak Ov ov

O (14

2 2 A 2 Ox Or
faktorn A/2 representerar att endast hélften av partiklarna inom avstandet A fran tvérsnittet ror
sig at ratt hall. Da A d&r mycket litet &r det befogat att approximera kvoten med en derivata.
Forfaktorn till derivatan definieras som diffusiviteten for de 16sta partiklarna.

Sannolikheten att hitta partikeln h = 2k steg at hoger (eller vid laget @ = 2k\) efter 2N kollisioner
(faktorn 2 medfor att vi kan hitta partikeln vid startpositionen vid slutet av vandringen) fas av
sannolikheten att fa N + k hogersteg, det vill sdga binomialférdelad enligt

1 (2N)!

22N (N —k)!(N + k)
Vi betraktar endast de jimna talen i var fordelning for att undvika fakulteter av rationella tal.
Att inte rdkna de udda talen orsakar inte nagra problem etersom vi efter utrikningar kan avbilda

2k — k, ddr k kan vara jamn eller udda (0 — 0,2 — 1,4 — 2 osv). Denna operation kan liknas vid
att vi zoomar ut pa tallinjen.

P(h = 2k)

(15)

Vi vill nu undersdka den hirledda fordelningen nédrmare. Vi inleder med att erinra definitionerna
av en slumpvariabels varians [16, s. 131].

Definition 10: Variansen for en slumpvariabel X definieras som

Var(X) =E ((E(X) — X)?).

Eftersom véantevirdet for antalet hogersteg H i den betraktade slumpvandringen &r ug = N
(hiilften av totalt 2N steg) foljer det fran vintevirdets linearitet att vintevirdet for fordelningen
i ekvation (15), som essentiellt dr differensen mellan antalet hogersteg H och antalet vénstersteg
V, & p = 0. Pa samma siitt far vi att variansen for férdelningen i ekvation (15) ges av variansen
av differensen av higersteg och vinstersteg. Variansen for antalet hogersteg fas av Var(H) = N/2.
Detta inses genom att utnyttja att H &r en summa av 2N slumpvariabler som antar viardena 0
och 1 bada med en sannolikhet 1/2, och att variansen av en summa av oberoende slumpvariabler
dr summan av varianserna. Eftersom véntevirdet for antalet hogersteg dr samma som for antalet
vinstersteg (och dven variansen), och V' = 2N — H, beriknas variansen hos férdelningen enkelt
som

0? =Var(H - V) = E(H?) + E(V?) - 2E(HV) = 4E(H?) — ANE(H) = 2N. (16)
I sista likheten har vi anviint att E(H?) = Var(H) + E(H)?.

Vi vill nu betrakta fordelningens egenskaper i griansen av ett stort N. Forst maste ett konvergens-
begrepp for sannolikhetsfordelningar inforas. Vi borjar med att paminna oss om definitionen for
fordelningsfunktionen [16, s. 36] [16, s. 48].

Definition 11: Fordelningsfunktionen Fx for en diskret slumpvariabel X med frekvensfunktion p
ges av

Fx () =Y plur)-

k<zx
For en kontinuerligt fordelad slumpuvariabel Y med tithetsfunktion f ges Fy av

Fy(z) = /j f(y)dy.
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Vi kan nu definiera begreppet konvergens i fordelning [16, s. 181].

Definition 12: En foljd av slumpvariabler {X,}52, med fordelningsfunktioner Fx, konvergerar
1 fordelning till slumpvariabeln X med fordelningsfunktion Fx om

lim Fx, (z) = Fx(x),

n—roo
for varje x € R ddar F dar kontinuerlig. Vi betecknar detta som X, NS
For att visa den framtagna fordelningens konvergens anvénder vi ett par lemman.

Lemma 3: Stirlings formel

n! = n"v2mrne " (1 + 0(;))

Bewvis: Se artikel av Marsaglia och Marsaglia [11]. Q
Lemmat ger att vid stora N kan vi approximera N! med NVv27Ne V.
Lemma 4: For x € R, begrdinsad, har vi givet att n dr stort nog att
n 1
(1+§) = (1+(9()>
n n

och

Bewis: Se appendix A.7! Q

Det #r nu mojligt att visa att att den diskreta tdthetsfunktionen i ekvation (15) konvergerar till
en kontinuerlig tathetsfunktion, ett resultat som kallas De Moivre-Laplaces sats.

Sats 7: Den normaliserade slumpvariabeln
Son —
o Y

ddr Sy dr fordelad enligt
1 (2N)!

T 922N (N — k)I(N + k)!

konvergerar i fordelning till en slumpuvariabel med tathetsfunktion

fla) = o=e %,

Bewis: Stirlings formel (lemma 3) ger att vi for stora N kan approximera
272N@2N) 272N (2N)2N /27 (2N )e2N
(N=FIN+E) (N = )N5 \/20(N — k)eN+k (N + &)V 2r(N + k)e-N-k
N2N+3 1 N~z
TN =N (V)N VA (1

T 0)
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Approximationen introducerar en rest som gar som en faktor

)
)

1+ 0(%) _1+0(
1+0(§)1+0(5x)) 1+0(

= (14 0N+ O(5) =1+ 0(x).

e

Lat nu k ligga tillriickligt nira N (k vixer tillréickligt fort nir N viixer) genom att siitta k = ¢v/N,
dér ¢ dr nagot postitivt reellt tal. Vi far da

22N(N)
(N—kI(N+k)!

A () ") (050)7) 0-5) 702 (o)

For stora N gar (1 —c2/N)~/2 som 1+ O(1/N), tillsammans med hjilp av lemma 4 far vi

272N (2N)! 1 2 2. 1 1 e 1
N B (N k) TNe e e +O(N)_ TNe +O0(=).

N
Vi har da att det finns ett N’ s att N > N’ och k = ¢v/N medfor att

22NN 1 e 1
NN +R) - vane o)

Nir vi sedan later N — oo kan vi bérja vid N > N'.

Lat Son vara fordelad enligt ekvation (15). Med hjilp av de tidigare utriknade véintevirdet och
variansen for fordelningen har vi for a,b € R med a < b att

lim P(agsw_“gb>: lim P(a§ 52N gb):

N—o00 g N—oo V2N
[vV2bV'N | _aN
. . 2 (2N)! N>N'
< < = —
Jm P (aV2N < Sy SOVEN) = lim 3
2k=|v2aV'N|

[bVN/V2]

1 k2 1

lim > ( e—N+0()>.

N —oo N
7 oy va VY

Vi ser att k kommer ligga mellan av'N /v/2 och b N /V/2, kravet k = eV'N idr da uppfyllt for
samtliga steg i summan dir ¢ kommer att vandra mellan a/ V2 och b/ V2. Gor nu variabelbytena
M = (b—a)VN/v2och j=k—aVN/V2, M — 0o dd N — oc. Vi far da summan

Son — 1 M (b—a) 1 G gt ta)? -
lim P (a < 2N P < b) = lim e 7 4 lim VN
N—oco o M—)ooj:O M \/or N—oo \/i

Eftersom resttermen avtar snabbare &n v N gar den andra termen mot noll, den férsta termen &r
en Riemannsumma med steglingd (b — a)/M som konvergerar till integralen

vilket slutfor beviset. @
Resultatet ovan beskriver hur den betraktade slumpvandringen konvergerar mot en normalférdelning

med vintevirde 0 och varians 1, givet att man skalar om efter antalet steg. Eftersom antalet kol-
lisioner dr proportionellt med tiden kommer dven variansen for fordelningen i ekvation (15) viixa
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proportionerligt med tiden, detta inses d& vi i ekvation (16) kom fram till att 0> = 2N och att
N = kt enligt definition. Den ickenormaliserade slumpvariabeln kommer da med samma motivation
som tidigare for stora ¢ att i fordelning nérma sig

Uttrycket gar mot 0 da ¢ — oo, vilket dr forenligt med resultatet fran sats 7.

Vi introducerar dimensionen ldngd till uttrycket genom att betrakta medelfria vigen A. Vid vari-
abelbytet Az = y och genom att anviinda sambandet for D fran ekvation (14) erhalls

b -2 b 42
/ ———¢ 2sidx :/ e~ 1Dt dy.
o V2Kt xa VAmDt

Vi ser att integranden &r l6sningen till den endimensionella diffusionsekvationen med Dirac-delta
begynnelsevillkor. Se appendix A.8 fér mer detaljer om delta-distributionen. For att utoka till
tre dimensioner inser vi att slumpvandringen kommer ta oberoende steg i alla tre riktningar.
Sannolikhetsfordelningen for det tredimensionella fallet fas da enkelt genom att ta produkten av
de individuella dimensionernas férdelningar. Det inses enkelt att integralen dver R? av denna nya
fordelning 16ser den tredimensionella diffusionsekvationen pa samma sédtt som den endimensionella
l6ses av integralen over den endimensionella férdelningen.

Om vi har flera partiklar som far slumpvandra kommer var och en av partiklarna att forflytta
sig enligt de framtagna principerna. Om partiklarna dr manga kommer sannolikheten fér att en
partikel ska befinna sig i ett litet omrade att aterspegla koncentrationen av partiklar i det omradet.
Vi har i och med detta visat att en samling slumpvandrande partiklar som lyder under de givna
forutsdttningarna ger 16sningen till den homogena diffusionsekvationen.

7 Avslutande anmérkningar

I det hér arbetet har vi redogjort for och fyllt i Einsteins hérledning av Brownsk rorelse. Vidare
har vi visat att samma resultat kan nas med en enkel slumpvandringsmodell. Férutom att pavisa
materiens molekylédra natur ger den hér teorin mojligheten att undersoka mikroskopiska parametrar
med hjalp av en makroskopisk modell. For att illustrera detta betraktar vi ett tdnkt experiment.

Ténk att vi har en behallare med 1sningsmedel dér vi kénner till viskositeten p (till exempel
vatten). I behallaren placerar vi en liten droppe av ett &mne vi vill undersoka (approximativt Di-
rac-delta begynnelsevillkor). Koncentrationen av det undersokta dmnet mits pa ett forutbestamt
avstand fran dér droppen placeras (x fixerat). Om vi bestdmmer tiden det tar for att koncentratio-
nen i den undersokta punkten ska na nagon férutbestimd niva, kan diffusionskoefficienten beréiknas
fran 16sningen till diffusionsekvationen. Genom att jamfora sambandet for diffusionskoefficienten
i ekvation (10) med en anpassning till experimentella data kan radien for partiklarna som &mnet
bestar av bestdmmas.

Den franska vetenskapsmannen Jean Perrin utforde experiment dér han observerade mikroskopiska
partiklars sporadiska rorelse. Med sina experiment kunde han verifiera Einsteins teori och blev
tilldelad Nobelpriset 1926 for att ha bevisat molekylers existens [3].
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A Matematiska resultat

I den hér bilagan presenteras matematiska resultat och bevis som inte ryms i huvudtexten.

A.1 Resultat fran Fourieranalys

Vi bevisar i detta appendix ett par resultat fran Fourieranalys samt definitionen av Hilbertrummet
£2. 16, s. 82]

Definition 13: Ett Hilbertrum dr ett fullstindigt skaldrproduktsrum, ett skaldrproduktrum dr
fullstindigt om varje Cauchyféljd i rummet har grinsvdrde © rummet.

Pa £?(R) har vi skaldrprodukten

(f,9)22®) = /Rf(ﬂﬁ)mdx
som inducerar normen
@y = [ 1F@)Pde.
I detta sammanhang avser g komplexkonjugatet av g.
Vi hénvisar nu till ett resultat som avser Fouriertransformen av andraderivatan av en funktion

Sats 8: Antag att f', f" € L*[R) . Da giller att

FLf"(@)] = € (£(€))-

Bewvis: Se [6, 5.214,222]!

For att hitta lésn(}ngen till véarmeledningsekvationen sa soker vi den omvénda Fouriertransformen
av . Z " ig(€)e~¢ (). Vi borjar med ett par resultat om faltning som vi utnyttjar i detta syfte

Sats 9: Antag att f,g € L*(R). Da giller att F7'[f xg] = F1(f).F 1 (g).
Bewvis: Se [6, s. 206-207]! v
Med detta i hamn kan vi konstatera att om vi later f(£) = @o(&) och g(&) = e~ har vi att
F (g, 0)(€) = 7 fg) = 7 {1+ 7 g).
Vi betraktar nu de tva inversetransformerna var for sig och erhaller
F () = f(a) = uo(x)

samt

1 [~ > 1=
L / ereotge — — / exp (—a§2t + Zfﬂﬁ) d¢
—o0

2m 21 J o

FYg(e)) = F e ¢ =

72

1 e . 2
=5 /700 exp (— (\/(E{Jr 2%) — M)dg

1 Ll & Jak iz \2 d
_ge a/_ooexp —( a§—|—2\/a> £.



Vi behover nu visa att endast realdelen av integranden bidrar till integralen. For detta behover vi
ett par resultat fran komplex analys och berdkning av en konturintegral som star att finna i A.9.
Fran detta foljer att

1 2 > ) 2 1 22 >
%efm [m exp ( (\/&5 + Qj/x@) >d§ = EE*W [ exp (—at€?)de

oo
B (17)
e dat
1/ —e o = :g(x,t).
47?04
Sa faltningen mellan dessa tva uttryck mynnar sedan ut i 16sningen
_(@-y?
wl(w,t) = uo(x) * g(w, 1) = dy. (18)

\/ 4o

Det aterstar nu att visa att detta uttryck faktiskt l6ser virmeledningsekvationen. Vi behover forst
Overtyga oss om att vi kan flytta derivatan innanfor integraltecknet i uttrycket

2
/ ug(x)e ot dy.
R

For detta syfte introducerar vi Lebesgues dominerade konvegenssats [7, s. 54] som, givet att det

fla+h)—f(
h

finns en funktion som dominerar limy,_.q ) t5r alla h i foljden av tal h tillater oss att gora

foljande omskrivning

: fle+h) - f=z) . [+ h) - fx)
%gr})/Rfdy:/Rhm fdy.

h—0

Lat oss nu betrakta differenskvoten

lim 1 (/ (x)e—(ml—h—y)zd / u (z)e—(z—y)zd > 1
1 U at — at —_
h—0 /Aot R 0 4 R 0 4 h

—<L+h v)? —(z—y)?
at — e 4dat

dy.
\/ drat h Y

Om vi anvénder Lebesgues dominerade konvergenssats och konstaterar att det finns en funktion
som tillhér .22 som dominerar integranden ovan, vi utelaimnar hirledningen av en saddan funktion,
sa kan vi flytta in grinsvirdet och vi far da att

*(1+h w2 —(z—y)?
dat — e dat d
Y
\/47Toz h
—(z+h-y)?2 —(z—y)?
e ot — e dat
/uo hrn dy
\/477& h

—(ath- v)?2

0
= 7471_0” /Ruo(x)a Ia Y.

Detta tillater oss att derivera u(z,t) med avseende pa x varefter vi erhaller

@——7/u(m
3:17_333\/47rat R 0

1 0 | _@-w?
i . “0@)[6 “Ja

u " ——
\/47roz/ of@ 4ot

<L4o¢yt> dy

= ~~Tat - (x — ) du.
~%at Tr T (x—y)dy
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For att derivera ytterligare en gang upprepar vi resonemanget ovan pa uttrycket

1 1 1 (zt+h—y)?2 (=12
- li 7 B at . — — - at . _
se gam i g ([ wo@e S [ @ -y )
11 e (b h—y) — e ST (z—y)
= lim [ wug(x) ]i/ Y dy.

- _T&t Vamrat h—0 Jr
Vi kéinner igen detta som differenskvoten for produkten av tva funktioner. Anviander vi dominerade

konvergenssatsen och hittar en dominerande funktion erhaller vi

(z=1)?

T —y 2
1 1 ) e*%(:chhfy)fe* Tt - (x—y)
- uo(z) lim dy
2at v/Arat Jr h—0 h
_a—y)?

- (z—y)| dy.

1 1 / ( ) 0 |:
———— [ up(x) |e
2ot /Aot R 0 ox

Da vi kan flytta in griansvirdet kan vi derivera ytterligare en gang och far da

9*u _L#g/u ($)e—(”lyt)2 Nz —y)d
022 2ot \/Arat O Jy 0 yoy

SRR U YA
- 2ot Anat Jr 0 oz

1 1 _@-»? [=2(x —y)
—_—— at —_— —_ 1 d
2ot \/4at /Ruo(x)e ' { dat S ’

_(z—y)?
S C y)} dy

1 1 / ( )( )2 _(z;y)Q d 1 1 / ( ) _(EZQ)Q d
= ———77— [ uo(x)(x — e at — —— [ upg(x)e at
4022 Jirat Ju 4 Y7 20t Varkt Jr v
T — 2 1
- dy — —u(x,t).

2at

T [ vz )
= ———— [ up(x)(x—y)e
4a2t? \[Arat Jr 0 Y
For att fa fram tidsderivatan i hogerledet betraktar vi uttrycket

ou 0 1 / () 7(14—@4)2 J

— == ug(z)e”™  dat

ot t Virat Jr 0 Y
(z—y)?

g (B[ [ e 0]

dér andra likheten foljer av produktreglen. Vi star aterigen infér problemet att derivera under

integraltecknet i uttrycket. Likt tidigare betraktar vi alltsa

0 (@—1)?
— | ug(x)e” Tt dy =
(%/R o(z) Y
1 _(@—p? (@=w)? 1 _ e—y? (@=w)?
lim — /uo(x)e Tali R dy—/uo(x)e_ Wt dy | = lim — /uo(x)e Ta R —ug(z)e T dy ).
h—0 h R R h—0 h R

Vi viinder oss én en gang till satsen om dominerad konvergens som givet en dominerande funktion

ger
0 Ca o1 _ (z—)? (z=y)?
— [ ug(x)e” Faf dy = lim — ug(x)e” TFR — yg(x)e” Tt dy
ot Jx h—0 h \ Jr
(2—y)? —y)?
R T () e—(14myf,> dy
= [ up(x) lim
R h—0 h

0 _(@-w?
= [ up(x)=—e ot dy.
/RO ot
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Med detta gjort deriverar vi med avseende pa t varefter vi far

ou_ 0 1 /u (x)e—<”fy32 d
ot — ot Varat Ju " Y

2 z—y)2 1 — )2 o—y)?
- /uo(x)e_( T dy + /uo(x) (z—y) e TR dy
R R

(4mat)3/? Varat 4at?
—27a 1 (@—y)? 1 1 (z—y)?
= ———— [ ug(x)e” 7ot d—i——i/u z)(z —y)%e” Tt d
Aot \/m & 0( ) Y 4th2\/m R 0( )( y) Y
1 1 1 (@—y)?
= —— t —_— T - 2 T ot d .
2tu(xa )+4at2\/m /IRUO(SC)(SC y) € Yy
Satter vi in dessa uttryck i virmeledningsekvationen sa har vi att
0?u 1 1 5 w2 1
_— = —_— — T T dat d - — t
0St = (g [w)e - e - e
1 1 9 _le—m)? 1
P — — T dat  dy — — t
T [l e y— su(z,t)
_ Ou
ot

Uttrycken uppfyller alltsa likheten och vi har att var 16sning faktiskt 16ser virmeledningsekvationen.
Vi behéver nu visa att u(x,t) — ug(x) ndr t — 0. For detta syfte anviinder vi [6, s. 210]

Sats 10: Antag att g € L1 (R) N L2(R) dr begrinsad och uppfyller

/Rg(y)dy =1

Om f € L?NCy sa ir f* g(x) vildefinierat for alla x. Om g.(x) = %g(f) sa konvergerar f * g.
mot f for alla x € R ndre — 0.

Péagrund av vart begynnelsevirdet har vi att f = ug(z) € £2?NC, och om vi later

eV
gly) = NG med £ = V4dat
har vi
e_(y/a)
e = = N
9-(y =— =9(z,1)

och vi ser att den har samma form som satsen kréver och ér likadan som ekvation (17). Vi utnyttjar
nu ett resultat fran [6, s. 211] som gor géllande att

o 2
/ e Vdy=n'/?,
—o0

sitter vi 22 = g—; med e dz = dy erhaller vi slutligen

1 2 1 2 1
—/e)" gy = 2 edy = — =1.
e L= g [

Alltsa uppfyller vart begynnelsevillkor och g(x,t) villkoren i satsen, varefter vi har att

}gr(l)uo x gz, t) = gl_r)r(l)uo * ge(x) = up(x)

varefter

lim w(z, t) = lim ug * g(2, 1) = uo(x).
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Alltsa konvergerar 16sningen mot begynnelsevilkoret nér ¢ — 0 varefter vi kan sluta oss till att
uttrycket (18) &r en 16sning till virmeledningsekvationen (1). Det aterstar att visa om losningen vi
hérlett ovan dr unik. For obegrinsade begynnelsevilkor ug(x) existerar andra losningar [6, s. 228].
Om vi antar att begynnelsevilkoret ug(z) dr begrdnsat kan man anvinda den starka maximum-
principen, som &r ett resultat om egenskaper hos l6sningar pa sammanhéingande omraden. Bevisen
av bada resultaten #r tekniskt involverade och utelimnas dirfér ur appendix. Hela resonemanget
finns i [5, s. 54-62].

A.2 Bevis av sats 5

Vi borjar med att anvinda identiteten i sats 4, eftersom volymen #r konstant har vi dU = T'dS.

Fran kedjeregeln fas da att
du 10U

6= =7
Vi betraktar sedan derivatan av logaritmen av tillstandssumman,
n _ Bk
aan:laﬁ 10 _ Z kE‘ 1 ZzzlEke kpT _ 1 U
oT ZoT  Z 8T Z kBT2 - kpT? n -k kgT?
dp—1€ "B

Den sista likheten fas genom att observera att den andra faktorn dr medelvirdet av energin. Vi

far da - g
ds = (k 722 )dT

ToT oT
Partialintegrera for att erhalla

10 olnZz olnZ -1 olnZz U
= T?=—= ) dT = kpT—— —kpT? T=— InZ.
5+ 5 /T&)T (kB a7 )d TS /TQkB gr =7 Thel

Har &r Sy en integrationskonstant. Systemet kommer placera sig i det tillstand med 14gst energi da
T — 0 [18, s. 248] och Z reduceras darfor till en term, i denna gréins kommer kplnZ — —U/T.
I och med detta maste Sy = 0 for att likheten ska gélla. Detta slutfor beviset. Q

A.3 Bevis av ekvipartionsteoremet

Bidraget till medelenergin fran frihetsgrad k fas av

1 [ *° __B_
Uk:?/ / Exe F8Tdgq ...dgy,

Vi anvénder nu att E kan delas upp i en del som endast beror av g; och en del som beror av évriga
frihetsgrader, vi far da

1 [ _ By > e
Uk:?/ FEre kBTko/ / € kBqu1~~~dqn

Vi kan dven dela upp Z i en del som beror pa endast gp och en del som beror pa resten av
frihetsgraderna. Vi far da

_ By e
ffoooEke FBT dg), ffooo...ffoooe *sTdq .. .dgy f Ere” kBquk
— B —
ffoooe kBqukffooo...ffoooe Tdq ...dg, fjo e kBquk

Vi anvéinder nu att Ej dr ett kvadratiskt monom, vi erhaller da vilkéinda integraler som kan 16sas
enkelt

U, =

aq]% aq2 aﬁ 3
— 'k _ 7k 5
U [ agie” e dg, [ agie” T dgy 4(@%)2 kpT
Y= . = . = )

o MR o _ ik 2
fioce *BT dqp fO e FT dgy )

M»—-




Detta slutfér beviset. Q

A.4 Harledning av koncentration av dynamisk jaimvikt med variations-
metod

Vi behandlar diffusionen som en positionsberoende kraft K (z), v(x) ska vara i dynamisk jamvikt
och alltsa minimera Helmholtz fria energi F. Ett nédvéindigt kriterie for v(z) som minimerar F' &r

0OF =0E—-T65=0

dér e.g. 0F &r forsta variationen i F' for en godtycklig férandring ov(z) i v(z) i.e.

d

0F = —
de

(Flv(z) + ebv(z)]) |e=0-
I Einsteins hérledning skriver han ner uttryck for £ och 65 men vi anser att de kriver tydligare
motivering.

Integralen av v(z) 6ver hela volymen ger oss antalet partiklar och da vi dr intresserade av v(x)
for ett givet antal partiklar begridnsar vi oss till fordndringar i koncentration som kan fas genom
forskjutning av partiklarna. Forskjutningen av partiklarna betraktas som en avbildning T'(z) av
intervallet [0, L] pa sig sjilv, dir en partikel i punkten & hamnar i T'(z) efter forskjutningen. Vi
later ocksa dx(x) = T'(x) — x i.e. storleken pa forskjutningen av partiklar i punkten z. Storheten F
kan skrivas som en funktional i 0x(z) istéllet f6r v(x) givet att koncentrationen fore férskjutningen
minimerar F', vi far da det nya minimeringskriteriet

O0F = % (Fledz(x)]) le=o =0

for en godtycklig forskjutning dx(x). Tolkningen av variationen 6 F' i F' med avseende pa forskjutningen
0x(zx) ar att den anger hur F' fordndras nir storleken pa forskjutningen fordndras kring det ur-
sprungliga jamviktsldget. dF' for var nya funktional F' forhaller sig till §F och 45 pa samma sétt
som tidigare.

Vi bediknar forst variationen i energi, §F. Bidraget till férdndringen i energi fran en partikel i
x dr —K (x)dz(x) da detta dr arbetet som utfors pa partikeln under férskjutningen. Samma arbete
utfors pa var och en av v(x)Adz partiklar i intervallet mellan 2 och x + dz och integrerar vi fran
0 till L far vi 0F som det sammanlagda bidraget fran alla partiklar

L
O0F = —/0 K(z)v(z)dx(x)Adz.

Nu aterstar att hitta motsvarande uttryck for entropin. Vi utgar ifran sats 5 fran termodynamiken
i kombination med vart tidigare resultat Z = JV™ och skriver foljande uttryck for entropin

E
S = T—i—k:B(an—l—anV).

Einstein sjdlv anger inte vad han utgar ifran for att komma fram till sitt uttryck fér S men detta
ar uttrycket for S som Fiirth anvénder i sina anteckningar om Einsteins diffusionsarbete. Fiirth
far i sin hérledning av 65 bara ett bidrag fran termen kpn - InV, han motiverar detta med att vi
visat att J &r positionsoberoende och darfor inte fordndras vid partikelforskjutningen men ndmner
inte termen % Vi antar darfor tillfilligt att bara termen kgn - InV bidrar till 45 och fortgar med
hérledningen. For att hitta ett uttryck for 6S betraktar vi forst fordndringen i entropi per volym
for N partiklar i en volym V' da volymen &kar till V(1 + q)
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7NkB NkB 7NkBq

AS (In(V(1+q)) = (V) = == In(l+¢) = — +0(¢?)

Dar vi anvént linjarisering av logaritmen kring 1. For en liten volym kring punkten x har vi

% = v(x) och volymen forédndras med en faktor % vid forskjutningen av partiklarna sa
dT d(T —x) d(0x(z))
= 1 = = == .
dx (1+9) e dx dx

Integrerar vi uttrycket for foréndringen i entropi 6ver intervallet far vi 65 da det dr den fordndring
i S som beror linjirt pa forskjutningen dx(x) av partiklarna. Med partiell integrering fas da

T

L
5S = —/ dezi(x)éx(x)Adx.
0

Vi har hir strykit termerna O(q?), detta #r ingen approximation utan beror pa att definitionen av
variationen &r en derivata evaluerad i noll. Vi sétter in §S och dFE i vart uttryck for §F

oF = A/OL (kBTdVd(xx) - K(;E)V(x)) dz(x)dx =0,

detta ska giilla for godtyckliga dz(x) sa vi far att

kBle:li(xx) — K(z)v(z) =0.

Detta &r den sokta ekvationen. Nu nér vi sett hirledningen gar vi tillbaka till ekvationen
E
S = T +Ekg(InJ+n-InV),

dér vi antagit att termen % inte bidrar §.5. Eftersom det &r F' vi vill minimera sétter vi in uttrycket
for SiF=E-TS
F=E—-FE—kgT(lnJ+n-InV),

Dér den forsta termen bidrog i var utrikning med 0 E' medan bidraget fran den andra férsummades,
det &r svart att forestilla sig ett resonemang for att ha tva identiska termer och férsumma den
ena men inte den andra. Detta dr dock vad Fiirth och eventuellt &ven Einstein verkar ha gjort. Vi
kan dock med nagot annorlunda resonnemang komma fram till samma resultat. Ekvationen for F
ovan giller for osmotiskt tryck utan kraften K och jamfor vi med uttrycket for S vi tidigare utgick
fran och variationen i denna kommer att bli lik den vi fann som 4.5 sa néir som pa en faktor —7'.
Gor man antagandet att man kan approximera kraften K's paverkan pa F' med en potentialterm
sa kommer den termen att bidra till variationen i F' pa samma sétt som 6F och pa sa sétt blir
variationen i F' samma som tidigare

O0F = A/OL (kBTCh/d(;) - K(sc)u(a:)) dx(z)dx

och vi kan sedan fortséitta hirledningen pa samma sétt som tidigare till vart sékta uttryck. An-
tagandet om att kraften K bidrar till F' med en potentialterm far liknas vid antagandet vi gor i
hérledningen baserad pa kraftjamvikt dér vi antar att det osmosiska trycket beskrivs av samma
uttryck som nér vi inte har en kraft. I bada hirledningarna anvénder vi alltsa ekvationer som géller
da vi inte har en kraft och sitter dem i jimvikt med kraften K, i ett fall genom kraftjamvikt och
i ett fall genom att introducera en potential.
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A.5 Bevis av sfariska cosinussatsen

Figur 2: Enhetsvektorer a, b och ¢ ritade i en enhetssfir centrerad i origo sa att vinklarna mellan
dem bildar en sfirisk triangel.

Vi betraktar tre enhetsvektorer a, b och ¢ med vinklar mellan sig som i figur 2. Planen genom origo
som innehaller enhetsvektorerna a och b respektive ¢ och b har enhetsnormalerna

bxa bxc
- ny = —;
sin av sin 8

ny =

Planen skir varandra med vinkeln ~ i linjen paralell med vektorn b som i figuren. Planens normaler
har samma vinkel v mellan sig, alltsa far vi med skaldrprodukten att

sina sin B cosy =sina sinf ny -ng = (b xa)-(bxc).

Med a-(bxc) = (axb)-c (eftersom matriserna med rader a, b, ¢ respektive ¢, a, b kan transformeras
till varandra med tva radbyten och varje byte dndrar tecken pa determinenten) far vi

sina sinf cosy = (b-(ax (bxc)).
och med bac-cab identiteten
sina sinf cosy =b-(bla-c¢)—cla-b))=(b-b)(a-c)—(b-c)(a-b).

Da a, b och ¢ har enhetsldngd och vinklar mellan sig som i figur 2 kan vi beriikna skaldrprodukterna.
Den resulterande ekvationen ar den sfiriska cosinussatsen

cosa cosfB+sina sinf cosy = cosO. (19)

A.6 Smoluchowski summaberikningar

Vi ska hir beridkna summan
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Vi bérjar med att lata X = cosa och dela upp summan enligt

n—1 n—1 n—1

d n—k)XF=>"(n+1)X" =) (k+1)X*.
k=1 k=1 k=1
Forsta summan blir )
— X - X"
Xk = =
;(n—i— ) (n+1) T x

Andra summan berdknar vi genom att forst skriva om den som

n—1

d &= d X% — xnt
E+ D)X =— ) Xl
Z( +1) dX Z dX 1-X
k=1 k=1
och sedan berikna derivatan enligt
X2\ /x\ ex X2/ X Lo X Y2 -xXEoxt X"
1- X 1-x) (1-x2 \"t1-—x"0-x2)"  1-x)2 "Tox
Den sammanlagda summan blir da
n—1
X X — xntl
—k)X* = -
> (n—k) "ToX T 1-x)
k=1
och uttrycket fér vantevérdet blir
l1+cosa _cosa—cos"t «
E[R2]/1? = -
[Fal/ "1 cosa (1 —cosa)?

A.7 Bevis av lemma 4

Vi borjar med att visa
n 1
(1+§) =" (1+(’)(>).

n n

Gor variabelbytet n = 1/s, s — 0 da n — oo. Vi betraktar da uttrycket
(1+ sx)%.
Vi avser att Taylorutveckla uttrycket kring nagot reellt tal € > 0. Derivering med avseende pa s
ger
x In (1 + sx)
1+ sx)s 52 '

0 1 1
%(l—ﬁ—sx)s =(1+sxz)s <(

Taylorutveckling till férsta ordningen ger da

( T In(1+ex)
(

1
1+ex)e €2

(1+sz)s =(1+ex)

1
e

o[

+ (1+4ex) > (s —¢) +0((s —e)?).

Vi betraktar nu serieutvecklingen da ¢ — 0. Forsta termen gar mot e®, andra termen berdknas

som
) 1 x In(1+ex)\ . 1. x In(1+ex)
gl—%(l +ez) ((1 +ex)e g2 ) 5T gl—%(l +e2) lim <(1 +ex)e g2 >

Forsta faktorn gar som bekant mot e*, andra faktorn hittas enkelt med hjalp av L’Hopitals regel

x In(1+ex) . r—x—zln(l+ex) x?
— s = lim S = ———S8.
(14ex)e g2 c—0 2e + 3e2x 2

lim
e—0
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Efter gransovergang tar Taylorutvecklingen formen

x 1‘23: 2
=e'— e s+ O(s%).

Forsta delen av lemmat foljer da enkelt vid variabelsubstitionen s = 1/n. Betrakta nu

z \ V7
(1_\/ﬁ> .
1+ﬁ

Vi ersiitter v/n med n och visar att resttermen istillet gar som 1/n?, vilket #r ett ekvivalent
pastaende. Gor samma variabelbyte som tidigare och derivera.

0 (1-sz %_ 1—sz\* x x ln(l—sz)+ln(1—|—sx)

Os \1+sx) \l+sz (1—-sx)s (1+sx)s 52 52 '
Likt for beviset for forsta delen av lemmat vill vi Taylorutveckla uttrycket kring ett € > 0 och
sedan lata e — 0. Taylorutveckling ger

1—sx %7 1—cex éJr

1+ sx S \l+ex

(1—{596)i (_ T T In(1—ex) In(l+ex)
(

1+ezx 1—cx)e B (1+ex)e - 22 + ) ) (s —e)+ O((s —2)?).

o |

(14 sz)*

Den forsta termen gar mot e 2% dd ¢ — 0, likasd gor den forsta faktorn i den andra termen. Den
andra termens andra faktor gar ddremot mot 0 ty

. x x In(l—ez) In(l+ex)
lim | — — — + 5=
=0\ (1—ex)e (1+ex)e €2 g2
In (1 In(1-— 2 2
— lim * — n(l+er) s — lim x + n(l—er) s=2 s T g
=0 \ (1 +ex)e g2 =0 \ (1 —ex)e e? 2 2
Den nist sista likheten foljer fran variabelbytet ¢ = —&’ i det hogra grinsvirdet. Vi har nu
Taylorserien
1
1—sx\* 9
— o2z O 2 .
(1 + sm) ¢ +0(7)
Lemmat foljer sedan fran variabelbytet s = 1/n. Q@

A.8 Distributionsteori

For att kunna definiera vad en distribution &r behéver vi forst gora nagra andra definitioner. For
att definiera vad en sluten méngd &r behover vi forst definiera vad vi menar med en boll. Vi
definierar en boll B, (x) i R” som

B(x)={yeR": |y —z| <r}

dér radien r € R &r nagon konstant. Vi kan nu tala om en e-boll B.(x) dir € > 0 dr ett vildigt litet
tal och denna boll ddrmed endast innehaller y € R™ som ligger véldigt nédra x. Det kommer dock i
all riktningar finnas ett sadant y eftersom e &r nollskild. Vi definierar nu en dppen méingd som en
méngd M dér alla element © € M har en sadan e-boll som dr en delméingd till M . Komplementet
till en mangd M skriver vi som M€ och denna méngd innehaller alla element som inte finns i M.
Vi sédger att om komplementet till en méngd &r en 6ppen méngd da dr méngden sluten.

Vidare &r en begrinsad méngd en méngd dér avstandet mellan tva godtyckliga element i médngden
ar begransat. Om en méngd &r bade sluten och begrinsad kallar vi denna méngd for kompakt. Ifall
D &r en kompakt méngd och en funktion f definierad pa R uppfyller att

J(2) =0 Ve ¢ D,



séger vi att f har kompakt stéd pa D.

Vi séiger att en funktion som pa R dr oéndligt deriverbar och som har kompakt stéd tillhér C2°(R).
Generellt siger vi att CS°(R) dr méngden av alla sdidana funktioner. Ett annat begrepp vi behéver
introducera &r odndlighetsnormen som vi definierar pa féljande vis

[ Flloo = sup | f ()]
Tz€R
Vi &r nu redo att gora definitionen fér en distribution. (8, s. 282], [17, s. 41]

Definition 14: En distribution L dr en funktion som avbildar funktioner fran C°(R) till C och
som har tva egenskaper. Den forsta egenskapen dr linjdritet som innebdr att L maste uppfylla

L(af+ Bg) = aL(f) + BL(g), Vo,B €C ochVf geCX(R).

Den andra egenskapen dr kontinuitet. For en funktionsfolid {fn}nen C C°(R) som gar mot f da
n — oo med avseende pa odndlighetsnormen, dir bade f och {fn}nen har kompakt stéd pa ett
omrade D. Dessutom har den k:te derivatan av f, for k € N, samma egenskaper. Det vill sdga att

[lfnn = flloo = 0 da n — oo,

£ — )| — 0 dd n — oo.
Da menas med kontinuitet att L maste for varje sadan funktion och funktionsfoljd uppfylla att

L(fn) — L(f) da n — oo.

Vi kan definiera deltadistributionen pa féljande vis. [8, s. 283]

Definition 15: Deltadistributionen dr en distribution som har foljande egenskap

(0, f) = f(0).

Notationen (4, f) betyder hiir att deltadistributionen agerar pa funktionen f och ér inte skalér-
produkten som definierats i konturintegral-avsnittet. Vi visar nu att denna distribution (4, f) har
de egenskaperna som kréavs av en distribution. Vi borjar med att visa linjériteten,

<5,o¢f+ﬁg> :af(0)+ﬂg(0) :O‘<57f>+ﬂ<6’g>a

for a, 8 € C och for f,g € C(R). Vidare sa &ér deltadistributionen kontinuerlig d& vi med hjélp
av linjédriteten och med en funktionsf6ljd som i definition 14 har att

Eftersom lim,, o || fr. — f]leo = 0 giiller speciellt att
Jim_ f(0) = fn(0) = 0.

Dérmed har vi visat att deltadistributionen har de egenskaper som kravs.

A.9 Konturintegral

Vi kommer att behdva anvinda tva satser fran komplexanalys som vi skriver nedan for tydlighet.
Vi borjar med Cauchy-Scwharz olikhet.

Sats 11: Om vi definierar skaldrprodukten
b b 1/2
(19) = [ F5Gdz. dir 1 sy = ( / |f<z>|2dz>
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dir g(x) dr komplexkonjugatet till g(x) och a,b € R. Sa giller Cauchy-Scwharz olikhet

(9 <11 fllL2(am) - 19122 a0y

Bewvis: Se [6, s. 64, 68-69]! @
Vi kommer dven behova Residualsatsen.

Sats 12: Om en funktion f dr holomorf i ett omrade G forutom isolerade singulariteter och
konturen ~y dar positivt orienterad, enkel, stingd och styckvis glatt som undviker f:s singulariteter
och v ~g 0. Da existerar det endast ett begransat antal singulariteter i G och

2=z

/ fdz =21y Res (f(2)),
Y k

ddr vi summerar dver alla singulariteter i G.
Bewvis: Se [1, s. 131]! Q

Vi tittar hdr ndrmare pa integralen

I= /Rexp (— <\/£§+ 2\1’/%>2>d§

och vill visa att endast den reella delen av exponenten bidrar till integralen. Vi gor variabelsubsti-
tutionen a = v/até sa att exponenten kan skrivas som —z2 dir z = a+4b. Vi tittar nu pa konturin-
tegralen 6ver konturen o = 01UosUosUay = [ag+iby, ag+ibi|U[ag+ib1, as]U[az, a1]U[az, ag+ibi]

/a e dz. (20)

Im(z)
o1 th
mm————— - S mmmmm—— - F - —mmm - - N
|
O’4$‘ Y O9
1 .
ay o3 @2 Re(z)

Figur 3: Konturen o for integralen i ekvation (20).

Vi vet fran residualsatsen, sats 12, att da e~ ir hel, det vill siga inte har nagra singulariteter i
hela komplexa talplanet, att den héir integralen &r lika med noll. Konturen o uppfyller alla krav
fran 12 forutom att den ar negativt orienterad men kan orienteras om med ett teckenbyte, vilket
inte paverkar resultatet. Om vi sitter by till z/(2v/at) sa ser vi att integralen I ir densamma som
fo_l e~ dz om vi later a1 och ay ga mot negativa respektive positiva odndligheten. Vi ser ocksa att
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i grénsen &r f03 e~ dy = — fR e~*"dz vilket ir samma sak som den reella integralen — fR e~ da
eftersom z &r reell pa realaxeln. Vi har déarfor att

lim  lim I+/ e*zgdzf/e*fda+/ e dz=0. (21)
a]——00 ag—>00 o R o4

Vi tittar nu pa integralen

_ 2
lim e “dz
ag—r00 o

och anviinder att 22 = a2 + 2a2bi — b? pa 09 si att integralen kan skrivas som

2 2 -
lim e~ 2b" gm2a2bigy,
ag—r00 0

Vi anvander darefter sats 11 sa att

by . by Y 1/2 by . 1/2
lim e 2P em2%2bigh < lim ( / e 2(azth >db> ( / ye—4a2blydb> =
az—»00 0 az—» 00 0 0

by 1/2 by 1/2
2 2 .
= lim <62“2 / e db) ( / |e4azl"ydb> .
a2 —r 00 0 0

Vi anvénder nu att }e““| =1 for £ € N och att fobl e~2” sp begrénsad och ddrmed mindre &n
nagon konstant M € R och vi far da att

by 1/2 by 1/2
lim (e_%g/ e—2b2db> (/ |e_4“2bi‘ db) < lim e_a%blMl/2 =0.
az—»00 0 0 as—»00

. _22
lim e * dz=0.
ag—r00

Alltsa ar

a2

Vi kan gora ett liknande argument for att fa

. _22
lim e * dz=0.
a]—r—0o0 o4

Vi har nu slutligen fran ekvation (21) och genom att aterga till ursprungsvariablerna att

/Rexp < (\/&E + Q\Z/wH)Q> d¢ = /Rexp (—at&?)d¢

vilket var resultatet vi sokte.
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