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Sammandrag

For att beskriva den starka kdrnkraften med effektiv faltteori krdavs noggrann kalibrering
av kopplingskonstanterna i motsvarande potentialmodeller. Det ger upphov till ett flerdi-
mensionellt inferensproblem som i sin tur krdver snabba numeriska berdkningar. Vi har
dérfor undersokt mojligheten att genomfora effektiva berdkningar av spridningsfasskift ge-
nom att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen for elastisk proton-neutronspridning pa en
grafikprocessor (GPU). For att utnyttja parallelliseringsformégan hos en GPU anvéinds
granssnittet CUDA i C++. Den numeriska lésningsmetoden, som baseras pa upprepad
16sning av en matrisekvation, har redan implementerats pa en centralprocessor (CPU).
Déarfor jamfors den totala exekveringstiden fér CPU- och GPU-programmen, sévil som
exekveringstiden per berdknat fasskift. Vi fann att GPU-programmet &r snabbare &n
CPU-programmet vid berdkning av manga fasskift samtidigt och att det darfor finns goda
mojligheter for mer effektiv kalibrering av kopplingskonstanterna med en GPU. Koden
for att berdkna potentialmodellen &r skriven féor en CPU och har inte utvecklats i det
hér projektet. For att oka effektiviteten i vara GPU-berdkningar kravs dock effektivare
hantering av potentialen. Vi drar slutsatsen att fortsatt optimering av var GPU-kod samt
anpassning for specifik hardvara, som grafikkortet Nvidia Tesla V100, kan m&jliggéra d&nnu
snabbare berdkningar av elastisk proton-neutronspridning och ddrmed bidra till framsteg
for att beskriva den starka karnkraften.

Abstract

Describing the strong nuclear force with effective field theory demands careful calibration
of the coupling constants in corresponding potential models. This generates a multidi-
mensional inference problem which requires fast numerical calculations. Thus, we have
examined the possibility to perform efficient calculations of scattering phase shifts by sol-
ving the Lippmann-Schwinger equation for elastic proton-neutron scattering on a graphics
processing unit (GPU). To utilize parallelization on a GPU, we use the interface CUDA in
C++. The numerical method, which is based on repeatedly solving a matrix equation, has
already been implemented on a central processing unit (CPU). Therefore, the total time
to execute the GPU and CPU programs as well as the time per calculated phase shift were
compared. We found that the GPU program is faster than the CPU program when many
phase shifts are calculated simultaneously, hence we believe it is possible to obtain more
efficient calibration of the coupling constants using a GPU. The code for calculating the
potential model is written for a CPU and has not been developed in this project. However,
to increase the efficiency of our GPU calculations the potential needs to be managed more
efficiently. We conclude that continued optimization of our GPU code as well as hard-
ware specific adaptations, e.g. for an Nvidia Tesla V100 GPU, could enable even faster
calculations of elastic proton-neutron scattering and thereby contribute to advancements
in describing the strong nuclear force.

Nyckelord: Lippmann-Schwinger, nukleon-nukleonspridning, vixelverkan,
starka karnkraften, CUDA, GPU, parallellisering

Keywords: Lippmann-Schwinger, nucleon-nucleon scattering, interaction,
strong nuclear force, CUDA, GPU, parallelization
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1

Inledning

Under 1900-talet gjordes revolutionerande framsteg for férstaelsen av universums minsta
bestandsdelar; kvantmekaniken formulerades varpa ett flertal nya forskningsfélt etable-
rades. Inom partikelfysiken utvecklades standardmodellen, som beskriver stark, svag och
elektromagnetisk vixelverkan mellan elementarpartiklar. Karnfysiken har dock inte kun-
nat beskrivas med en lika enhetlig teori, och det saknas en rigords koppling till standard-
modellen. Den starka karnkraften, det vill sdga stark vixelverkan mellan nukleoner, &r
komplicerad att beskriva teoretiskt och har darfér visat sig vara svar att modellera. De
senaste artiondena har det framst forskats kring hur den starka kérnkraften kan beskrivas
med hjalp av effektiv féltteori, och det ar aktuellt dven idag [1].

Vixelverkansmodeller som baseras pa effektiv filtteori innehéller vanligtvis 20-30
kopplingskonstanter, vars numeriska virden behover kalibreras genom att reproducera
experimentell data fran bland annat nukleon-nukleonspridning. Eftersom kvantmekanisk
spridningsteori dr véletablerad kan spridningstvéirsnitt noggrant berdknas fér givna virden
pa kopplingskonstanterna. Pa sa séitt kan kopplingskonstanterna kalibreras med experi-
mentell data.

Spridningstvérsnittet kan erhallas ur 16sningar till Lippmann-Schwingerekvationen [2],
varfor kalibrering av kopplingskonstanterna leder till ett inferensproblem. Det kréver att
Lippmann-Schwingerekvationen 16ses numeriskt en gang for varje uppsittning av nu-
meriska virden pa de kopplingskonstanter som understks. Darfér behéver Lippmann-
Schwingerekvationen 16sas valdigt manga ganger for att kopplingskonstanterna skall ka-
libreras, vilket kan ta exponentiellt lang tid att genomféra pa en vanlig centralprocessor
(CPU).

Det finns olika matematiska metoder for att l6sa Lippmann-Schwingerekvationen nu-
meriskt; i det har projektet stéills ekvationen upp pa matrisform for att sedan 16sas som
ett ekvationssystem [3]. Losningsmetoden har tidigare implementerats for berdkningar pa
en CPU, men det &r mojligt att ett storre antal berdkningar kan utféras snabbare pa
en grafikprocessor (GPU). Aven om en CPU kan utféra beridkningarna parallellt finns det
utrymme att parallellisera berdkningarna i mycket hogre utstriackning pa en GPU och dér-
med 16sa Lippmann-Schwingerekvationen manga ganger samtidigt pa kort tid. Det dr inte
siakert att grafikprocessorns parallelliseringsformaga maojliggér en snabbare 16sning i det
aktuella fallet, saledes syftar detta projekt till att avgora huruvida en GPU verkligen &r
snabbare for 16sning av Lippmann-Schwingerekvationen. Skulle GPU-berdkningarna visa
sig vara snabbare Gppnar det upp for manga mdjligheter att effektivt kalibrera modeller
av den starka karnkraften.

For att undersoka utrymmet att effektivisera 16sningen av Lippmann-Schwingerekva-
tionen skrivs forst ett program for CPU-berdkningar i C++, varefter ett analogt program
skrivs for GPU-berdkningar med Nvidias granssnitt CUDA [4]. GPU-programmets kor-
ningstid jdmfors sedan med ett motsvarande viloptimerat CPU-program. Férhoppningen
ar att projektet resulterar i ett viardefullt verktyg i form av ett effektivt GPU-program for
att kalibrera och béttre analysera modeller av den starka kérnkraften.

I projektet gors ett antal avgransningar. Vi undersoker endast elastisk spridning, vil-
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ket innebér att den totala rorelseenergin dr bevarad och att inga nya partiklar bildas i
spridningen. Dessutom undersoks endast tvanukleonspridning, da komplexiteten for att
beskriva spridningsprocessen 6kar drastiskt med antalet vixelverkande nukleoner. Speci-
ellt undersoks endast proton-neutronspridning pa grund av den bidragande komplexitet
som de elektromagnetiska krafterna vid proton-protonspridning tillfér. Anledningen till
att neutron-neutronspridning inte undersoks ar bristen pa experimentell data, vilket gor
att det finns fa resultat att kalibrera potentialmodeller med.

Det gors ocksa avgransningar i den programmeringstekniska aspekten av arbetet. Till-
handahallen, fardigskriven kod anvinds for att evaluera potentialen for den starka kraften.
Dessutom gors analysen av programmets kortid rent numeriskt; teoretiska komplexitets-
berdkningar genomfors inte.

Den fullstdndiga koden bakom programmen som utvecklas finns tillgingliga i ett GitHub-
projekt pa foljande lank: https://github.com/JosephLofving/kandidat/.

Samhalleliga och etiska aspekter

Det héar grundforskningsprojektet omfattar utveckling och undersékning av en ny imple-
mentering av en véletablerad numerisk metod for att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen.
Nyttan av projektet bestar fraimst av tids- och energibesparingar och mer effektiv tillamp-
ning av datorresurser. Att utnyttja hardvara sa effektivt som mojligt bidrar till billigare
berdkningar i form av fler FLOPS per krona eller per energienhet. Det tillater &ven mer
sofistikerade berdkningar pa enklare och mer lattillgdngliga datorsystem, vilket i bésta
fall kan avlasta superdatorer och berdkningskluster. Detta skulle frigéra mer tid for and-
ra d&ndamal pa dessa, vilket ar eftertraktat av forskare inom méanga omraden. Dessutom
minskar slitage, och dérav behovet av att ersédtta komponenter som innehaller dyra och
sillsynta metaller.


https://github.com/JosephLofving/kandidat/
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Teoretisk losningsmetod for
Lippmann-Schwingerekvationen

Syftet med det har kapitlet ar att presentera den numeriska 16sningsmetod for Lippmann-
Schwingerekvationen som anvinds i det hér arbetet. Forst introduceras rorelseméng-
den for tva nukleoner i olika inertialsystem i avsnitt 2.1. Déarefter harleds Lippmann-
Schwingerekvationen i avsnitt 2.2 samtidigt som relevant notation introduceras. I avsnitt
2.3 redogors for bevarade kvanttal och partialvagsformalism, f6ljt av en introduktion till
den underliggande potentialmodellen for den starka kraften mellan tva nukleoner i avsnitt
2.4. En matematisk omskrivning av Lippmann-Schwingerekvationen till en matrisekvation
genomfors sedan i avsnitt 2.5. Det avslutande avsnittet 2.6 redogér for hur spridningsfas-
skift kan berdknas utifran 16sningar till Lippmann-Schwingerekvationen.

2.1 Rorelsemiangd och inertialsystem

Nukleon-nukleonspridning studeras lampligast i tva ekvivalenta inertialsystem; masscent-
rums inertialsystem (”"CM-systemet” héddanefter) samt laboratoriets inertialsystem (”labb-
systemet” hiadanefter). Vid tvanukleonspridning brukar den ena partikeln bendmnas P for
"projectile” och den andra T for "target”. I CM-systemet har nukleonerna P och T rérelse-
méangderna k respektive —k innan vixelverkan; efter vixelverkan har de rérelseméngderna
k' respektive —k’, se figur 2.1 (a) och (b). Vid elastisk spridning, som studeras hér, &r
rorelseméangden lika stor innan som efter spridningen, det vill siga k = k' = ky. Rorelse-
méangden kg ar av central betydelse i 16sningen av Lippmann-Schwingerekvationen.

I labbsystemet férdas nukleon P mot nukleon T, som &r i vila. Se figur 2.1 (c) och (d).
Labbsystemet ar anvindbart for att beskriva experimentella métningar, exempelvis den
kinetiska energin Ti,pp, for nukleon P. Med Lorentzinvarians kan ddrmed rorelseméngden
ko i CM-systemet beriknas, vilket ger

Tabb + 2mp
(mp + m1)? + 2mrTiabb |

k(% = Tlabbm% (2'1)

[ fallet d& mp = mt = m géller k3 = Tappm/2. Den maximala kinetiska energin for
elastisk proton-neutronspridning ar runt 290 MeV, vilket &r troskelenergin for att en pion
skapas i spridningen.

Endast proton-neutronspridning studeras i det hér projektet, och i labbets inertialsy-
stem gors valet att protonen har rorelseenergi Ti,p, och neutronen ar i vila.
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N
&— —0O

(a) CM-systemet innan vixelverkan.

O—— @

(c) Labbsystemet innan vixelverkan.  (d) Labbsystemet efter vixelverkan.

Figur 2.1: Nukleon-nukleonspridning i CM-systemet respektive labbsystemet innan och
efter vaxelverkan. Hér star P for "projectile” och T fér ”"target”. Rorelseméngder betecknas
i CM-systemet med k och i labbsystemet med pr,. Spridningsvinkeln &ar 6 respektive 07,.

2.2 Harledning av Lippmann-Schwingerekvationen

Betrakta elastisk tvanukleonspridning med icke-relativistisk rorelsemingd k i CM-system
enligt figur 2.1 (a) och (b). CM-systemet utnyttjar potentialens translationsinvarians for
en enklare matematisk formulering av problemet och anvands dérfér vid samtliga berak-
ningar. Labbsystemet som syns i figur 2.1 (¢) och (d) anvénds istéllet vid experimentella
matningar.

Lat |¢) beteckna den ostorda vagfunktionen for de tva nukleonerna, vilket ar en plan-
vag, och lat |¢) beteckna vagfunktionen da de vixelverkar. Den tidsoberoende Schréding-
erekvationen for det storda systemet ar da

(Ho+V) ) = E o), (2:2)
dar ﬁo ar Hamiltonoperatorn for fria partiklar och V ar potentialen for vixelverkan mel-

lan de tvd nukleonerna, se avsnitt 2.4. Energin ges av E = k%/2u, dir pu ir systemets
reducerade massa. En omskrivning av ekvation (2.2) ger

(B — Ho) [v) =V |v), (2.3)
och med antagandet att operatorn £ — Hy ir inverterbar fas

)= (B~ Hy) " V). (2.4
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Lésningen for |¢) behdover uppfylla att 1)) — |¢) d& V — 0, och eftersom potentialen
har kort riackvidd intraffar det da avstandet mellan nukleonerna ar stort. Darmed ges en
mojlig 16sning av

A -1 .
) = 16) + (B = Ho)  V]w). (2.5)

Lat |¢') vara en annan planvag. Om operatorn (¢/| V appliceras pa bada led i ekvation

(2.5) fas
(#[7]w) = (o[7]o) + (¢

Dessa termer kan identifieras som matriselement.
Definiera en operator 1" for évergangen mellan |¢) och |¢) enligt T'|¢p) = V |¢). Infor
dven G = (E — Hy)~!. Ekvation (2.6) kan d& skrivas om till

(411 = (41716) (5

T=V+VGT. (2.8)

A

(E H0> 1V¢>. (2.6)

), (2.7)

eller pa operatorform

Det hér ar Lippmann-Schwingerekvationen pa operatorform. Ekvation (2.8) kan &ven skri-
vas om enligt

(i-va)r=V. (2.9)

For att berdkna T-matrisen skrivs detta om till en integralekvation som déarefter 16ses
numeriskt, vilket genomfors i avsnitt 2.5.

2.3 Bevarade kvanttal och partialvigor

Rumsdelen av den ostérda vagfunktionen |¢p) for de tva partiklarna dr i CM-systemet
en planvag med rorelsemangd k. Planvagor ar egentillstand till operatorn for kinetisk
energi, Hy, och bildar en fullstindig bas som betecknas {|k)}. Fér att underlitta lésningen
av Lippmann-Schwingerekvationen kommer planvagstillstanden att beskrivas i en bas av
sfariska vagor, betecknad {|k¢m)}. Har ar k beloppet av rorelseméangden. Bankvanttalet ¢
anviands for att berdkna egenvérdet till L?-operatorn och det magnetiska kvanttalet m,
ofta betecknat my, anvinds for att berdkna egenvardet till L.-operatorn. Varje tillstand
|k¢m) &r ett egentillstand till operatorerna Hy, L? och L, samtidigt. Ett planvagstillstand
kan uttryckas som en superposition av denna bas enligt

Z Z CY, (k) |kém) (2.10)

{=0m=—¢

dér C' ar en normaliseringskonstant och Yy, &r klotytefunktioner [5, kap. 6.4]. Metoden
kallas partialvagsuppdelning och vagorna, som med superposition bygger den ursprungliga
vagfunktionen, kallas partialvagor.

Hittills har endast rumsdelen av vagfunktionen betraktats, vilken efter partialvagsupp-
delningen bestar av sfariska vagor i rorelsemangdsrummet. For att beskriva den totala
vagfunktionen berdknas tensorprodukten av spinn-, isospinn- och rumsdelarna av vag-
funktionen. Déarefter kan de kvanttal som specificerar nukleon-nukleonspridningen att un-
dersokas. De relevanta kvanttalen ar bankvanttalet ¢, det totala spinnet S, det totala
rorelseméngdsmomentet J samt det totala isospinnet T' fér tva nukleoner. Av intresse ar
ocksa den totala isospinnprojektionen T,. Isospinnprojektionen t, for en nukleon avgér om
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den &r en proton (t, = +1/2) eller en neutron (¢, = —1/2). Darmed avgor virdet pa T,
vilka nukleoner som ingar i spridningen: T, = —1 for neutron-neutronspridning, 7, = 0 for
proton-neutronspridning och T, = +1 fér proton-protonspridning. I tabell 2.1 redovisas
de relevanta kvanttalen for spridningsprocessen.

Tabell 2.1: De tillatna kvanttalen for tva nukleoner.

Banrorelsemangdsmoment £=0,1,2,...

Totalt spinn S=0,1

Totalt rorelsemidngdsmoment J =1[(— S|, ¢, £+ S
Total isospinnprojektion T,=-1,0, +1
Totalt isospinn T=0,1

Nukleoner &r fermioner och de tillitna partialvigorna maste folja Paulis uteslutnings-
princip. Enligt Pauliprincipen kan tva fermioner inte befinna sig i samma tillstand, vilket
leder till att den totala vagfunktionen maste vara antisymmetrisk under utbyte av de tva
nukleonerna. Rumsdelen av vagfunktionen ar symmetrisk da ¢ ar jamnt och antisymmet-
riskt da ¢ dr udda. Spinn- och isospinndelen av vagfunktionen dr symmetriska var for sig
da S respektive T &r lika med 1 och antisymmetriska da de &r lika med 0. Den totala
vagfunktionens symmetri kan ses som en produkt av dess bestandsdelars symmetri, dar
symmetri ges av +1 och antisymmetri av -1. Den totala vagfunktionens symmetri P ges
da av

P = (—1)"5+T, (2.11)

Vanligtvis betraktas partialvagor med hjélp av spektroskopisk notation, enligt
2541y, (2.12)

Kvanttalen £ = 0,1,2,3... ersidtts av bokstdverna S, P, D, F ... i spektroskopisk nota-
tion. Som exempel uttrycks tillstandet for £ = 0 och S = 0 som 'Sy. Dessa partialvigor
behandlas separat och kommer hadanefter att kallas kanaler.

Vid elastisk spridning via stark kérnkraft &r kvanttalen S, T och J bevarade. Daremot
kan ¢ dndras sa att [¢ — ¢'| = 2, dar ¢/ betecknar bankvanttalet efter spridning. Detta sker
endast d& S = 1 och tillhérande kanaler kopplar ihop olika virden pa £ och ¢'. Pa grund
av bevaring av paritet har vi ej fallet da |[¢ — ¢/| = 1.

2.4 Potentialmodell for den starka karnkraften

Den starka karnkraften beskrivs av en komplicerad véixelverkanspotential. Det hér arbetet
syftar till att mojliggéra snabb kalibrering av potentialen utgéende fran en given vixel-
verkansmodell, som i det hér fallet ges av en sa kallad forsta ordningens kiral effektiv
faltteori for enpionsutbyte [1]. Potentialen implementeras dock inte som en del av pro-
jektet, istéllet anvinds tillhandahallen kod. Eftersom potentialen ar av central betydelse i
l6sningen av Lippmann-Schwingerekvationen ar det dock av intresse att ha en uppfattning
om potentialmodellen.
I en forsta ordningens kiral effektiv féltteori for enpionsutbyte ges potentialen av

ng (Ul ’ Q)(GQ : Q) (213)

V(k, k)= T e
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P n

Figur 2.2: Ett Feynmandiagram for proton-neutronvixelverkan med en potentialmodell
som bygger pa forsta ordningen i en kiral effektiv faltteori med enpionsutbyte.

dar ¢ = k' — k i CM-systemet, o2 ar spinnoperatorer, 7| 9 ar isospinnoperatorer, g4 ar
en kopplingskonstant och f, dr sonderfallskonstanten for pionen [1]. Hir syns den trans-
lationsinvarians som ndmndes i avsnitt 2.2, eftersom potentialen inte dr rumsberoende.

I det hér arbetet undersoks proton-neutronvixelverkan via enpionsutbyte enligt pro-
cessen i figur 2.2, och det &r huvudsakligen potentialen fran ekvation (2.13) som anvénds
i l6sningen av Lippmann-Schwingerekvationen (2.9).

2.5 Numerisk l6sning av Lippmann-Schwinger-
ekvationen

Pa grund av partialvagsuppdelningen och potentialens uppbyggnad kan varje tillstand
beskrivas med rorelseméngden k och kvanttalen T, T,, S, J och ¢ [1]. I det okopplade
fallet ar alla kvanttal bevarade under spridning. Notationen T'(k’, k) infors for matrisen 7.
For varje partialvag kan da ekvation (2.8) skrivas som

k)
T(K k)=V(K k) += / )T (P, d 2.14
(k' k) = E E = ap (2.14)

dér E = ko/2p for elastisk spridning, E, = p/2u och ie ér en infinitesimal term [6, kapitel
18.3].

Eftersom E — E, ger upphov till de (reella) polerna py = +ko adderas termen ic i
ndmnaren i ekvation (2.14). Integralen &r definierad pa positiva reella axeln, vilket innebér
att endast polen p = kg ar av betydelse. Det &ar lampligt att dela upp integralen i en
principalvirdesintegral (betecknad med P) och en imaginér term, vilket kan goras med
en standardomskrivning som utnyttjar variabelsubstitution och deformation i komplexa
talplanet [6, kapitel 18.3]. I allmédnhet ger det

> f(p) [ f(p)
/_oo mdp =7 /_ - ————dp Fimf(po). (2.15)

Det hér kan anvéandas for att skriva om ekvation (2.14). I ekvation (2.14) motsvaras pg av
kOa och f(p) av
2 p°V (K, p)T(p, k)
T (ko +p)/2m

vilket gor att ekvation (2.14) kan skrivas om till

: (2.16)

T k) = V(K k) + 73/ 2V k/’p /(2 oK) 4 — 2ipko VK ko) T (o, K). (2.17)
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For att berdkna principalviardet av integralen numeriskt anvands resultatet

 f(p) — f(k
p/ k‘2—p :/0 f(f%_*’;g())dp. (2.18)

Eftersom integralen i hogerledet inte ar singulér gar den att berdkna numeriskt. Nu kan
ekvation (2.17) skrivas som

, , 2V (K',p)T(p k) k2 V(K ko)T (ko, k)
T k) =V (K, k) + > / = o dp 210
— 22,&]{50‘/(1’6 s ]{30) (k‘o, k‘)

For att berdkna integralen numeriskt kan Gausskvadratur anvéndas [6, kapitel 18.3].
Med Gausskvadratur approximeras integralen till en summa 6ver N stycken kvadratur-
punkter kj;, dir j = 1,2,..., N, med vikter w; enligt

o N
/0 g(k)dk ~ 3 wig(ky). (2.20)
1

Hur kvadraturpunkterna och deras vikter berdknas beskrivs i avsnitt 3.3.

Eftersom endast elastisk spridning ar av intresse behover T-matrisen T'(k', k) bara 16sas
for den kolonn som innehéller rérelseméangden kg, vilken ges av T'(k, ko). Da kan ekvation
(2.19), tillsammans med approximationen av integralen, skrivas som

T(k, ko) =V (k, ko) + 2 Z kz()k/jélljo)wj

>3

(2.21)

2 Y .
*Z CERET k2 V2 kg V (k. ko)T (ko, ko) — 2ipkoV (k, ko)T (Ko, k).

s

Den hér ekvationen innehaller NV +1 okénda, namligen kvadraturpunkterna k; samt punk-
ten kg som motsvarar den kinetiska energin f6r den inkommande nukleonen enligt ekvation
(2.1). Lat dérfor k; definieras enligt

b — {k‘j, i=j5=1,...,N (kvadraturpunkter), (2.92)

ko, i=0.

For att forenkla notationen, lat kolonnvektorn vara T; = T'(k;, ko) och den motsvarande
kolonnen i potentialen vara V; = V' (k;, ko). Den fullstora potentialmatrisen betecknas med
Vij = V(ki, kj). Vi har d& N + 1 linjéra ekvationer for vektorn T; enligt

2 L KViTjw, 2 & w
T,=V,+ 25 2 Y0 2NT T B2V — 2iukoViTh )
M LB a0 BT (29)

For att 16sa dem infors en ny vektor [6, kapitel 18.3],

for i =1,2,...,N,

D; = 9 N (2.24)
—;2%02]{72 kQ — 2uiky, fori=0,
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som motsvarar operatorn G i ekvation (2.8). Ekvation (2.23) reduceras d4 till

N
T, - Y ViDiTj = Vi. (2.25)
=0

P& matrisform kan alltsa ekvation (2.25) uttryckas som
[FT] = [V, (2.26)

dér
Fij = 045 — Vij Dj. (2.27)

Observera att V;;D; inte summeras 6ver j, istdllet sker elementvis multiplikation av ma-
trisen V' och vektorn D. I ekvation (2.26) &r F en (N +1) x (N 4 1)-matris och T och V ar
kolonnvektorer med N+1 element. I ekvation (2.27) anvénds den fullstora (N+1)x (N +1)-
matrisen V. Ekvation (2.26) gar att anvinda for att berdkna T-matrisen numeriskt, och
det 4r denna matrisekvation som kommer lésas pa en GPU.

2.6 Fasskift och tvarsnitt

Nér Lippmann-Schwingerekvationen &r 16st behdver information extraheras ur T-matrisen.
I synnerhet kommer sa kallade fasskift, som anvinds for att parametrisera spridningens
tvarsnitt, berdknas ur den sé kallade S-matrisen som i sin tur kan fas av T-matrisen. De-
finiera S-matrisen som den matris som tar vagfunktionen fran sitt initial- till sluttillstand.
Eftersom sannolikhetsflode maste vara bevarat i spridningsforloppet, och varje partialvag
betraktas som ett separat spridningsférlopp, behéver S vara unitér i varje partialvag ¢, det
vill séga att |Sy| = 1 for alla £. Alltsa kan S-matrisen som mest bidra med férandring i fas.
Det gar darfor att parametrisera S-matrisen med fasskiften, men okopplade och kopplade
kanaler kraver olika tillvigagangssétt.

I okopplade kanaler, dir ¢ bevaras, behover S, endast besta av en skaldr. Detta géller
inte for de kopplade kanalerna, dér ¢ forandras till antingen |J — 1] eller J + 1, se avsnitt
2.3. Sluttillstadndet bestar da av en blandning av tva olika partialvagor, vilket kriver att
Sp i detta fall ges av en 2 X 2-matris. Nedan f6ljer en beskrivning av dessa tva fall i mer
detalj.

2.6.1 Okopplade kanaler

Ett vilkéant resultat ar att tvirsnittet o ges av

a:/yf(e)\%m, (2.28)

dar Q ar en rymdvinkel och f(6) ar spridningsamplituden i riktningen . Spridningsampli-
tuden kan tolkas som sannolikhetsamplituden av att spridningen sker i en riktning med
polvinkel 0. Tvarsnittet bestdms alltsa av spridningsamplituden, som i sin tur kan bestam-
mas ur vagfunktionens fasskift.

Eftersom Sy-matrisen for en okopplad kanal &r en skalér, och dessutom &r unitér, kan
den parametriseras med partialvagsfasskiftet §, enligt

Sy = %, (2.29)



2. Teoretisk l6sningsmetod for Lippmann-Schwingerekvationen

Den spridda vagfunktionen &r en superposition av den ostérda partialvagen som fardas
i sin originalriktning och den spridda partialvigen med spridningsamplitud f,, ddrmed
galler

Se =1+ 2ikofy (2.30)

dér forsta termen motsvarar den ostorda vagen och den andra termen motsvarar den
spridda. Diarmed fas sambandet

s _Sp—1 M1
7 2iky  2iky

(2.31)

och med f; bestdmd kan totala spridningsamplituden f erhallas genom viktad summering
over partialvagorna, varpa ekvation (2.28) kan anvindas for att bestdmma tvérsnittet. For
mer detalj, se exempelvis [5, kap. 6].

All information om spridningsférloppet fas fran T-matrisen, varfor fasskiftet d, kan
kopplas till elementet Ty = T'(ko, ko). Enligt [6, ekv. (8.27)] géller for varje partialvag ¢

att , 80 (i j '
Te _ 6155 Sln((Sg) _ 61(55 (825[.— 6_152) _ 6216¢. -1 ' (232)
—2ukq —4iuko —4ipko

Det géller alltsa att
€20t = 1 — dipkoTy (2.33)

och fasskiftet 16ses ut enligt
5 = ; In(1 — 4ipkoTy) (2.34)

dér principalgrenen av den komplexa logaritmen anvands. Vid okopplad spridning med
tillrdckligt lag energi kommer fasskiftet i hogre ordningens partialvagor att avta valdigt
snabbt och dérfér behover endast ¢ = 0-vagen anvindas. Det samband som &r intressant

ar alltsa .
1— 62250

Ty = (2.35)

42'#]{30

2.6.2 Kopplade kanaler

Eftersom Sy &r en symmetrisk 2 X 2-matris behovs tre parametrar: de tva fasskiften §_
respektive d4 och en sa kallad mixingvinkel € ;. Det finns tva vanligt férekommande kon-
ventioner for dessa parametrar: Blatt-Biedenharn-konventionen (BB) [7]

Spp = [COS(&J) sin(sj)] lezw 0 ] lcos(eJ) —sin(sj)]’ (2.36)

—sin(ey) cos(ey) 0  e*+| |sin(e;) cos(ey)

och Stapp-konventionen (ocksé kallad ”bar”) [8] vars parametrar brukar markeras med
Overstreck,

g 62_’“1 cos(26) ie%(g*f&r) sin(2&) (2.37)
bar T 1 ¢2i(5-+54) sin(2&;) e+ cos(2¢) '
Enligt Stapp [8] kan bada konventionernas parametrar relateras till varandra enligt
5++6, :5+—|—57,
(5 3 tan(2¢y) (2.38)
o —04) = ——.
sm( +) tan(e )

10
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Haftel och Tabakin [3] beskriver en metod som anvinder den sa kallade R-matrisen

Ri1 Ry
R, = 2.39
¢ [Rm R221 (2.39)

for att berdkna BB-parametrarna. I praktiken &r R-matrisen endast en alternativ, dock
reell, formalism som &ar ekvivalent med T-matrisen och innehaller samma information. Ur
R-matrisen extraheras BB-parametrarna enligt féljande:

2R
tan(2e ) = ———o—
Ry1 — Ra (2.40)
1 (Rn — RQQ)) 1 < 2R19 > ‘
an(d) 20( 11+ Roy F cos(22)) 5P | Fa1 + Rz Sn(2e))
dar p = 2ukg. R- och T-matriserna kan relateras till varandra med sambandet
R= (I —ipT)~'T. (2.41)
For varje Ry och T, ger detta
Ry = T+ ip(T, — TuThs)
(1 —ipTi1)(1 —ipTae) + p*TH’
T1o
Ry = - - , 2.42
2 (1 —ipTi1)(1 —ipToz) + p?TT (2.42)
oy — Ty +ip(THy — T Tha)
22 =

(1 —ipTi1)(1 —ipTa2) + p?TH’

Genom att sitta in sambanden (2.42) i ekvationerna f6r BB-parametrarna (2.40) kan man
visa att parametrarna for varje partialvag £ kan erhallas fran T, enligt

9 ) ( 2T )
ey = arctan| ————
T — T2

7 ) 2119 ))
0y = =In(1— T; T: — ).
+ 5 Il( (74 ( 11 t422 F sin(2e)

(2.43)

Dessa tre parametrar kan, precis som fasskiftet i okopplade kanaler, anvindas for att bygga
upp spridningsférloppets tvarsnitt. I de kopplade kanalerna ar berdkningarna daremot mer
omfattande och darfoér utelamnas de ur denna rapport.

11
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Implementering av teorin pa CPU

For att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen ménga ganger sa snabbt som mdjligt kommer
teorin fran kapitel 2 implementeras med GPU-kod i programspraket C++. Anledningen till
att programmet skrivs for en GPU snarare &n en CPU ar att berdkningarna kan parallelli-
seras och mojligen utféras snabbare. Innan programmet effektiviseras ar det dock vardefullt
att realisera och testa teorin med CPU-kod, eftersom GPU-programmering medfér utma-
ningar som inte nédvindigtvis ar relaterade till teorin. Pa sa sétt kan GPU-utvecklingen
vara centrerad enbart kring effektivisering utan att 6éverflodiga teorikomplikationer upp-
star.

Tavsnitt 3.1 ges en 6verblick av CPU-programmets upplagg, foljt av detaljbeskrivningar
av huvudfilerna i avsnitten 3.2-3.5. Dar diskuteras speciellt viktiga delar av koden; den
fullstdndiga koden for CPU-programmet aterfinns i CPU-grenen av projektets GitHub-
projekt ?. I avsnitt 3.6 verifieras att koden fungerar och ger korrekt resultat, och i avsnitt
3.7 genomfors en analys av Gausskvadraturens precision.

3.1 Overblick av CPU-programmets uppligg

For att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen med CPU-kod skapades ett program i C++
bestdende av flera filer. I det hér avsnittet ges forst en Gversiktlig genomgang av pro-
grammets uppligg, och i de féljande avsnitten beskrivs utférandet i de relevanta filerna i
detalj. Varje fil har ett sarskilt syfte for att Lippmann-Schwingerekvationen skall kunna 16-
sas, och filerna beror pa varandra i olika man. For att illustrera programmets uppbyggnad
anviands flédesschemat i figur 3.1. Dér syns filernas namn, tillhérande avsnitt for detaljer
samt deras beroende av varandra.

Hela programmet baseras pa att en fil main.cpp anropar funktioner fran andra filer;
programmet borjar alltsd nér main.cpp borjar exekveras och avslutas ndr main.cpp av-
slutas. De tre huvudfilerna som anropas fran main.cpp 4r quantumStates.cpp (avsnitt
3.2), potential.cpp (avsnitt 3.4) och scattering.cpp (avsnitt 3.5). Dessa syftar till
att stdlla upp kvanttillstanden, konstruera vixelverkanspotentialen respektive 16sa matri-
sekvationen (2.26). Utover de tre huvudfilerna finns ytterligare tre relevanta filer. Filen
lapackAPI.cpp ldgger grunden for all matrismanipulation med hjélp av linjér algebra-
biblioteken LAPACK och BLAS. Detta beskrivs utforligt i Appendix A.1. Dér definieras
bland annat klassen LapackMat, som abstraherar matriser och matrisoperationer. For att
stélla upp potentialen anvinds filen chiral_LO.cpp®. Dessutom anvéinds filen mesh.cpp
(avsnitt 3.3) som konstruerar kvadraturpunkterna och tillhérande vikter som behévs for
att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen numeriskt.

*https://github.com/JosephLofving/kandidat /tree/cpu
PFilen chiral_LO.cpp tillhandahélls i projektets bérjan och ér skriven av var handledare Sean Miller.
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main.cpp startar

quantumstates.cpp
(avsnitt 3.2)

Y

mesh.cpp .| potential.cpp
(avsnitt 3.3) g (avsnitt 3.4)

A

chiral_LO.cpp

Y

TapackAPI.cpp .| scattering.cpp
(appendix A.1) v (avsnitt 3.5)

F 3

main.cpp avslutas

Figur 3.1: En grafisk representation av CPU-programmet. De breda pilarna visar anrop-
ningskedjan av de tre huvudfilerna fran main-filens start till slut. De smala pilarna visar
vilka filer som beror pa varandra. En smal pil fran en fil A till en annan fil B representerar
att A anvinds av B.

3.2 quantumStates.cpp — Uppstallning av kvanttillstand

Vid programmets borjan initialiseras de aktuella tillstdnden i partialvagsbasen som intro-
ducerades i avsnitt 2.3. Detta sker i filen quantumStates. cpp, dir objektet QuantumState
definieras. Objektet sparar alla de kvanttal som specificerar tillstandet i en lista vid namn
state. Funktionen setupBasis skapar ett antal sidana tillstand baserat pa det onskade
intervallet pa kvanttalet J, det vill sdga det totala rérelseméngdsmomentet. Dérefter tes-
tas alla kombinationer av kvanttalen i tabell 2.1; de tillstand som uppfyller Pauliprincipen
enligt ekvation 2.11 laggs till i listan basestate tillsammans med pariteten av tillstandet
samt isospinnprojektionen 7, = 0 (se avsnitt 2.3).

std: :vector<QuantumState> setupBasis(int Jmin, int Jmax){
std: :vector<QuantumState> basis;
for (int J = Jmin; J <= Jmax; J++){
for (int S = 0; S < 2; S++){
for (int 1 = abs(J - 8); L <= J + S; 1++){
for (int T = 0; T < 2; T++){

13
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if (L+8S+T) %2 !=0) {

QuantumState basestate;
basestate.addQuantumNumber ("Tz", 0);
basestate.addQuantumNumber ("1", L);
basestate.addQuantumNumber ("pi", pow(-1, L));
basestate.addQuantumNumber ("S", S);
basestate.addQuantumNumber ("J", J);
basestate.addQuantumNumber ("T", T);

basis.push_back(basestate);
iagaa

return basis;

}

Dérefter grupperas kvanttillstandet i kanaler, ddr en kanal bestar av de tillatna till-
standen fore och efter spridningen. For de okopplade fallen har en kanal samma tillstand
innan och efter spridningen, eftersom alla kvanttal d& &r bevarade. Vid de kopplade fallen
innehéller en kanal de fyra olika tillstanden déar |[¢ — ¢'| = 0, 2.

3.3 mesh.cpp — Konstruktion av kvadraturpunkter och vik-
ter
Filen mesh.cpp skapar kvadraturpunkter och vikter enligt en Gauss-Legendrekvadratur

pa ett valfritt intervall, se ekvation 2.20. Filen ar strukturerad enligt flddesschemat i figur
3.2.

gaussLegendreInfMesh
Y
] . o ledt P eigenvalues
egCompanion > egGauss < (1apackAPT)
Tegval TegDer

Figur 3.2: En grafisk representation av mesh.cpp. Pilarna visar vilka filer som beror pa
varandra, dar en pil fran en funktion A till en annan funktion B representerar att A anvinds
av B. Funktionerna &r namngivna enligt Pythonpaketet numpy.polynomial.legendre.

Den funktion som anropas fran main.cpp ar gaussLegendreInfMesh. Denna tar in
tva parametrar: N samt scale, dir N ar antalet kvadraturpunkter for Gauss-Legendre-
meshen, och scale bestdmmer avstandet mellan dessa punkter. Dessa parametrar viljs
sd att kvadraturen loser integraler med tillrdcklig noggrannhet. Hogre antal kvadratur-
punkter ger mer precision men ocksd markant langre kortid av programmet. Det beror
pa att matriserna i scattering.cpp ar av storlek (N + 1) x (IV 4 1), antal operationer

14
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i matrisinvertering skalar med N3, samt att antalet operationer skalar linjart med tiden.
Variabeln scale paverkar inte kortiden, utan behdver endast sittas till ett lampligt varde.
I vart fall har 100,0 MeV visat sig vara l&mpligt. Funktionen returnerar vikterna w[j] och
kvadraturpunkterna k[j] fran ekvation 2.20.

Kodens huvudberdkningar genomfors i funktionen legGauss. Har implementaras den
Gaussiska kvadraturen som ndmns ekvation 2.20, och mer specifikt Gauss-Legendrekvadratur
[9]. Kvadraturpunkterna k; ar rotterna till Legendrepolynomet av grad N (Ly(z)) och vik-
terna fas enligt

C
(Ly(kj) - Ln—1(k;)’
dir C ar en reell konstant som bestdms via vilkdnda virden for integrering sddan att
integraler pa intervallet [—1, 1] blir korrekta [10].

legGauss anropar forst metoden legCompanion, som berdknar fljeslagarmatrisen till
Legendrepolynomet av grad IN. Nollstéllena till ett polynom ges av egenvéirdena till dess
foljeslagarmatris [11], och saledes dr dessa egenvirden kvadraturpunkterna. Egenvirdena
berdknas med funktionen eigenValues i lapackAPI.cpp, se appendix A.l. Sedan tillim-
pades dven en iteration av Newtons metod for att ge ytterligare berdkningsprecision till
nollstéllena. Vikterna berdknas till sist via applicering av ekvation (3.1). Funktionerna
legVal och legDer ar hjalpfunktioner till legGauss, dar legVal evaluerar virdet pa ett
givet Legendrepolynom i vissa punkter, medan legDer deriverar ett givet Legendrepoly-
nom.

(3.1)

w]’:

Enligt teorin i avsnitt 2.5 skall intervallet [0, 00) integreras, men legGauss implemen-
terar Gauss-Legendrekvadratur pa intervallet [—1, 1]. For att dverrensstimma med teorin
utokas i gaussLegendreInfMesh slutligen integrationsintervallet till [0, 00) genom foljande
operationer pa kvadraturpunkterna och vikterna respektive

_ _ 7r
kj = C -tan ﬂ(k[- Ly /4, w;=C- wi b . (3.2)
[ ! } ! 4 cos? [TF(k]L_l’l] + 1)/4}

3.4 potential.cpp — Bildandet av potentialmatrisen

Nér de tillatna kvanttillstdnden ar grupperade i kanaler och kvadraturpunkterna ér skapa-
de kan potentialmatrisen V fyllas, VMatrix i koden. Filen som gor det a4r potential.cpp
och den anvénder tillstanden for den aktuella kanalen, kvadraturpunkterna samt energin
Tapb- Till att borja med anvands Ty, for att berdkna rorelseméngden kg enligt ekvation
(2.1), varpa ko laggs till i slutet av listan med kvadraturpunkter (vektorn k i koden).
Elementen i V-matrisen berdknas med forsta ordningens kiral effektiv filtteori, se avsnitt
2.4. Argumenten som behovs dr rorelseméngderna k och &’ (kIn respektive kOut i koden),
kvanttalen S, J, T och T, samt en tom lista VArray att fylla med potentialvirden. Listan
har sex platser som fylls med olika virden beroende pa kanalen. Index som anger vil-
ken plats i listan som ska anvidndas bestdms med funktionen getArrayIndex, vilket kan
resultera i nagot av virdena i tabell 3.1

Kvadraturpunkterna representerar rorelsemangder och alla kombinationer av k och &’
berdknas for alla kvanttillstdnd i kanalen. Vérdet fran potentialen ldggs in i potential-
matrisen VMatrix, déir variablerna rowIndex och colIndex hanterar forskjutningen och
placeringen av elementen for de kopplade kanalerna. Potentialmatrisen for de kopplade
kanalerna sorteras enligt foljande matris, dar ¢ ar 11.

15



10

11

3. Implementering av teorin pa CPU

Tabell 3.1: Index fran funktionen getArrayIndex och dess innebérd.

arrayIndex Kvanttal
S=0,L=LL=J
S=1,L=LL=J
S=1,L=J+1,LL=J+1
S=1,L=J-1,LL=J-1
S=1,L=J+1,LL=J-1
S=1,L=J-1,LL=J+1

T W N~ O

11=J-1 11=J+1

1=J—1 (VArray[3] VArray[5]
1=J+1 \ VArray[4] VArray([2] |’

Till slut fas en (N+1) X (N+1)-matris for de okopplade kanalerna, eller en motsvarande
2(N +1) X 2(N +1)-matris for de kopplade kanalerna, dar N &r antalet kvadraturpunkter.
Plus ett tillkommer eftersom kg lades till i vektorn k. Matrisen fylls enligt koden nedan.

LapackMat potential(...)

for (int kIn = 0; kIn < k.size(); kIn++) {
for (int kOut = 0; kOut < k.size(); kOut++) {
potentialClassPtr->V(k[kIn], k[kOutl, coupled, S, J, T, Tz, VArray);
VMatrix.setElement (kIn+rowIndex*k.size(),
kOut+colIndex*k.size() ,factor*VArray[arrayIndex]);
}
}

return VMatrix;

3.5 scattering.cpp — Losning av matrisekvationen samt fas-
skiftsberakning

Nar alla tillstdnd, kvadraturpunkter och potentialen dr uppstéillda anvidnds filen scat-
tering.cpp for att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen. Filen bygger helt pa avsnitt 2.5
och 2.6. Forst stélls D-vektorn upp enligt ekvation (2.24), som innehaller den reducerade
massan p, kvadraturpunkterna k;, de tillhérande vikterna w; samt rorelsemangden k.
Samma notation anvinds i koden. Ur ekvationen observeras att samma uttryck anvinds
for elementen ¢ = 1,2,..., N medan ett annat anvinds fér element ¢ = 0. Vid implemen-
tering i C++ ar det dock enklare att placera detta element i slutet av vektorn, vilket ger
upphov till en forskjutning av index i koden. Det gjordes redan i potential.cpp da kg
lades till i slutet av k-vektorn (se avsnitt 3.4). Foljande dr ett utdrag ur den funktion som
staller upp D-vektorn.

std: :vector<std::complex<double>> setupDVector(...) {
double sum = 0O;

/* Berdkna D med ekvation (2.24) */
for (dnt i = 0; i < N; i++) {
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3. Implementering av teorin pa CPU

D[i] = -twoOverPi * twoMu * pow(k[il, 2) * w[i]l / (pow(kO0, 2) - pow(k[il, 2));
sum += w[i] / (pow(k0, 2) - pow(k[i], 2));

}

D[N] = twoOverPi * twoMu * pow(kO, 2) * sum + twoMu * I * kO;

return D;

Nér D-vektorn ar uppstélld kan den sa kallade V D-matrisen skapas, vilken skrivs som
Vi;D; i ekvation (2.27). V D-matrisen &r alltsa elementvis multiplikation av matrisen V'
och vektorn D. I det kopplade fallet férenklas berdkningarna med nagra kodrader vars
syfte ar att bifoga en kopia av D-vektorn till sig sjalv. Huruvida spridningen ar kopplad
eller inte avgors av en funktion isCoupled. D-vektorn ar darfor dubbelt sa lang i det kopp-
lade fallet. V D-matrisen skapas darefter med elementvis multiplikation med funktionerna
setElement och getElement ur lapackAPI.cpp, se appendix A.1.2.

LapackMat setupVDKernel(...) {

/* Avgér om kanalen dr kopplad */
if (isCoupled(channel)) {

D.insert(std::end(D), std::begin(D), std::end(D));
}

/* Berdkna VD-matrisen frdn ekvation (2.27) */
LapackMat VD = LapackMat(D.size());
for (int row = 0; row < D.size(); row++) {

for (int column = 0; column < D.size(); column++) {

VD.setElement (row, column, V.getElement(row, column) * D[column]);

}

return VD;

Med V D-matrisen kan ekvationen for T-matrisen till slut l6sas. Da anviands definitio-
nen av F' i ekvation (2.27) for att sedan direkt tillimpa ekvation (2.26). Det gérs med
funktionen solveMatrixEq fran lapackAPI.cpp, som loser ekvationen F'T" =V med syn-
taxen solveMatrixEq(F,V) (se appendix A.1.4).

I scattering. cpp fas fasskiftet ¢ for det okopplade fallet direkt ur det sista elementet
i T-matrisen med ekvation (2.35) (observera indexforskjutningen; i ekvation (2.35) fas
fasskiftet med T-matrisens forsta element medan det i programmet fas ur T-matrisens
sista element). Ekvationen implementeras med foljande kodrader.

std: :vector<std::complex<double>> computePhaseShifts(...) {

/* Det okopplade fallet */

std: :complex<double> TO = T.getElement (N, N);

std::complex<double> argument = 1.0 - 2.0 * I * rho * TO;

std::complex<double> delta = (-0.5 * I) * std::log(argument) * constants::rad2deg;
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I det kopplade fallet anvéinds Blatt-Biedenharns konvention enligt ekvation (2.43) for
att bestdmma mixingvinkeln och de tva fasskiften med hjilp av T-matrisen. Dérefter
omvandlas variablerna till Stapps konvention enligt ekvation (2.38).

3.6 Verifiering av CPU-programmet

Samtliga kontroller och berdkningar i detta samt néistfoljande avsnitt ar alla utférda pa
samma datorsystem samt pa tillstandet 'Sy. En befintlig och testad kod skriven i Python
[12], som i rapporten refereras till som "Pythonkoden”, anvindes i detta avsnitt for att
verifiera resultaten fran C++-koden.

Tiabb = 100 MeV fixeras, och fasskift studeras som funktion av antalet kvadraturpunk-
ter V. Sedan berdknas skillnaden mellan resultaten fran C++ och Python f6r att kvantifiera
exakt hur mycket dessa skiljer sig, se figur 3.3.

Fasskiftsoscillationer for Tj,,, = 100 MeV

C++ Differens (C++ - Python)
le—7
3,51
65
60 — 3,01
[}
8
— ] (=]
o 55 =
3 £2,5
2 0
&£ 501 i
3 o
2 2,01
£ 451 §
[
£
a
40 1,5
35
1,04
0 20 40 60 80 100 3 20 40 60 80 100
Antal kvadraturpunkter N Antal kvadraturpunkter N

Figur 3.3: Fasskift mot N for C++ till vinster samt skillnaden mellan C++ och Python-
koden till hoger. Tiap, = 100 MeV for alla métningar. Differensen av fasskiftet konvergerar
mot 2,58 - 10~7. Med logaritmisk skala erhélls samma form.

Notera i hogra delen av figur 3.3 att for alla N &r skillnaden i fasskift mellan C++
och Python i storleksordning 10~7. Denna skillnad hirstammar fran att Pythons float
tillimpar singelprecision, vars hégsta precision dr 10~8. C++ tillimpar dock dubbelpreci-
sion dir den hégsta precisionen dr 10716, Det dr siledes vintat att se brus i flyttalen vid
storleksordning 10~7 i Pythonkoden. Skillnaden i resultat mellan programmeringsspraken
beror alltsa pa detta brus nédra den numeriska nollan i Python. Den berdknade skillna-
den ar den minsta som kan astadkommas mellan programmeringsspraken, och metoderna
antas ddrmed i fortsdttningen vara ekvivalenta i sina resultat. Siledes anvinds enbart
C++-programmet i den foljande analysen.
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3.7 Konvergens med avseende pa antal kvadraturpunkter

Syftet med detta avsnitt dr att for C++-koden i 'Sy bestdmma vilka virden pa antalet
kvadraturpunkter N som ar lampliga att anvinda. D& N — oo 6kar precisionen i resultatet
upp till dubbelprecisionsgransen pa 10716, men programmets kértid ékar (som tidigare
diskuterats i avsnitt 3.3) enligt N3. En bra balans mellan precision och kortid efterstriivas
till senare da effektiva och tillrdckligt noggranna berédkningar énskas utféras pa en GPU.
Vi anser att en felmarginal pa 1073 for fasskiftet &r tillréickligt noggrant for programmets
dndamal.

Ett enkelt test gors dér fasskiftet studeras som funktion av Tijpp for olika varden pa
antalet kvadraturpunkter NV, se figur 3.4. Fasskiftsoscillationen for hogre antal kvadratur-
punkter visas i figur 3.5.

Fasskiftets beroende av 1,11,
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Figur 3.4: Fasskift mot Ti,pp, for olika N. Det syns att hogre antal kvadraturpunkter ger
béttre precision for fasskiftet.

Notera i figur 3.5 att oscillationen av fasskiftet i C++ har en amplitud pad mindre
dn 107°. D& den eftersdkta precisionen pa 1073 &r tva storleksordningar ligre dn detta
kommer fasskiftet vid NV = 100 anses vara "konvergerat”. I resterande del av avsnittet
studeras storleken pa fasskiftets metodfel for N < 100, och jamférs med det "konvergerade”
vardet av fasskiftet vid N = 100.

Fasskiftet anses konvergerat for ett visst brytvirde B vid ett kvadraturpunktsantal N
om oscillationsamplituden ar mindre dn B for alla N > Ny. Detta brytvirde viljs helt
arbitrirt, dir det enda kravet dr att det méste vara storre &n 107°. Detta eftersom 107>
har ansetts vara férsumbart litet, som foljd av att fasskiftet anses vara konvergerat da det
oscillerar med amplituden 1072, se figur 3.5.

Den 6nskade precisionen pa programmet var 1073, Kurvan for B = 1073 i figur 3.6
befinner sig helt under linjen N = 40, sa berdkningar vid N = 40 kommer ha en precision
av minst 1073 for alla Tiapp. I foljande avsnitt kommer siledes N = 40 anvindas i GPU-
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Fasskiftsoscillationer for hoga viarden pa kvadraturpunkterna
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Figur 3.5: Fasskift mot N, for Ti,pp, = 100 MeV. Notera att skalan pa y-axeln ar av
storleksordning 107°. Variationen av fasskiftet dr dven pa denna skala vildigt liten for
kvadraturpunkter nara N = 100.

Viarden dar N konvergerar for olika Tj,,1, och brytvirden
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Figur 3.6: Antal kvadraturpunkter N som en funktion av Ti,p,. N ar det ldgsta an-
talet kvadraturpunkter for vilket alla storre antal kvadraturpunkter skiljer sig fran det
konvergerade viardet med maximalt B.

koden for alla berdkningar till !Sg.
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4

Parallelliserade berakningar pa

GPU

I det har kapitlet beskrivs var metod for att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen manga
ganger parallellt pd en GPU. Metoden baseras pa teorin i kapitel 2 och CPU-programmet
i kapitel 3. Forst introduceras principerna for parallellisering med CUDA i avsnitt 4.1.
Dérefter ges en 6verblick av GPU-programmet i avsnitt 4.2, foljt av detaljbeskrivningar av
huvudfilerna i avsnitt 4.3, 4.4 och 4.5 med fokus pa det som skiljer frén CPU-programmet.
Fullsténdig kod for GPU-programmet aterfinns i huvudgrenen av GitHub-projektet?®.

4.1 Principer for parallellisering

CUDA ar ett programmeringsgranssnitt utvecklat av Nvidia for anvindning av deras gra-
fikprocessorer for allmédnna berdkningar, vilket gor det mojligt att utnyttja en grafikpro-
cessors parallelliseringsférmaga till andra dndamal &n grafikberdkningar. Kéllkodsfiler for
C++ som anvander CUDA har filindelsen .cu och kompileras med Nvidias kompilator
nvce. Ett krav for att kunna anvinda CUDA &r att datorn innehéller en kompatibel gra-
fikprocessor fran Nvidia. I CUDA anvéinds ofta ordet "device” f6r GPU:n, och "host” for
CPU:n.

Infér utvecklingen av GPU-programmet var det viktigt att forstd grundprinciperna
for parallellisering. Det inkluderar bland annat anvindningen av pekare (avsnitt 4.1.1),
funktioner som kan koras parallellt pa en GPU (avsnitt 4.1.2), sarskild minneshantering
(avsnitt 4.1.3) samt hur parallella berdkningar implementeras i funktioner (avsnitt 4.1.4).
For att 16sa Lippmann-Schwingerekvationen i ekvation (2.26) behovs dessutom ett verktyg
fér matrismanipulation, mer specifikt biblioteket cuBLAS som implementerar berdknings-
metoder for linjéar algebra (avsnitt 4.1.5).

4.1.1 Introduktion till pekare i C++

Ett centralt koncept i C++ &r pekare; en variabel som kan ségas peka pa en minnesadress.
I CPU-programmet abstraherades de flesta pekarna via den egenutvecklade objekttypen
LapackMat (se appendix A.1) och med objekttypen std::vector for okad laslighet. I
GPU-programmet ar dock prestanda av stoérre vikt, varfor den ooptimerade klassen La-
packMat inte anvdnds. Vidare finns inte std::vector tillgingligt pA GPU:n. Falt och
pekare anviands dérmed explicit i GPU-programmet.

Variabler som initieras med exempelvis int x = 5 finns i de flesta programmerings-
sprak. En pekare till x, som initialiseras enligt int* ptr_x = &x, innehéller istéllet min-
nesadressen till variabeln x. En utskrift av x i terminalen skulle visa siffran fem, medan
en utskrift av ptr_x skulle visa den hexadecimala minnesadress dar variabeln x lagras. En
pekare innehéller alltsa information om exakt var en variabel lagras i minnet.

#https://github.com/JosephLofving/kandidat/
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P& liknande sdtt kan en pekare till ett falt skapas. Betrakta ett filt som initieras
enligt int y[3] = {4,5,6}. En pekare till y kan da skapas med int* ptr_y = &y[0],
sa att pekaren innehaller minnesadressen for filtets forsta element (notera att indexeringen
borjar pa 0 i C++). Eftersom minnesadresserna for varje element i ett filt placeras i foljd
ricker det med minnesadressen till det forsta elementet samt faltstorleken for att faltet
skall kunna nas enbart genom pekare. De har egenskaperna ar inbyggda i C++ och element
i faltet kan enkelt fas direkt genom pekaren; utskrift av ptr_y[2] visar exakt samma som
utskrift av y[2], det vill sdga siffran sex.

For att lagra matriser som endimensionella féilt, som kan nas via pekare, kan matri-
selementen lagras antingen radvis eller kolonnvis; biblioteket cuBLAS (se avsnitt 4.1.5)
lagrar matriser i falt kolonnvis. Elementen sparas da kolonn efter kolonn, vilket gor att
exempelvis en 3 X 3-matris bildar ett endimensionellt falt enligt

a d g
boehl = labcdefghi (4.1)
c f i

For en mXn-matris, ddr m ar antalet rader och n dr antalet kolonner, ges matriselemen-
tet med index [i, j] da av index [i + j*m] i faltet. For att lagra ett tredimensionellt
objekt som ett endimensionellt filt nas elementet med index [i, j, k] i objektet genom
index [i + j*m + k*mxn] i filtet.

En viktig egenskap for pekare dr hur de hanteras som funktionsargument. Nér variabler
anviands som argument kan det ses som att de féréndras inom funktionen, men aterstélls
nar funktionen avslutas. Om en pekare anvinds som argument aterstélls dock inte dess in-
nehall, utan behaller férdndringen. Det beror pa att pekaren dr densamma men innehallet
vid minnesadressen har dndrats. Den hér egenskapen utnyttjas flitigt i GPU-programmet,
eftersom vissa GPU-funktioner inte kan returnera variabler.

4.1.2 Kernels och devicefunktioner

Ett CUDA-program bestar i grunden av CPU-kod som anropar funktioner som utfors
parallellt pa en GPU. Sadana funktioner kallas kernels och deklareras i kdllkoden med
tillagget __global__ ovanfor den vanliga funktionsdeklarationen. Ordet ”global” syftar pa
att funktionen kan kallas fran bade CPU och GPU. VAl inne i en kernel kan dven andra
GPU-funktioner anropas, vilka kallas devicefunktioner. Dessa deklareras med tilligget
__device__ ovanfor den vanliga funktionsdeklarationen.

Kernels kan bara ldsa fran GPU-minnet och returnerar alltid void, det vill séga inga
variabler alls, varfor pekare ofta anvinds som funktionsargument. Devicefunktioner kan
returnera i princip alla typer, med begrinsningen att de endast kan anropas fran kernels.
Innan en kernel anropas maste alla funktionsargument existera i deviceminnet.

4.1.3 Minneshantering

En GPU har en egen minnesenhet ("deviceminne”) som &r avskild fran det vanliga minnet
en CPU annars arbetar med (“hostminne”). Hanteringen av deviceminnet sker framst i tre
steg: allokering, kopiering fran och till hostminnet, samt frigéring av fardiganvdnt minne.
For att sammanfatta processen ges ett illustrativt exempel i kodavsnittet nedan.

/% Den hdr ezempelkoden belyser stegen for minneshantering vid GPU-anvdndning */
int N = 100;
double* x_h = new double[N];
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. // z_h manipuleras

double* x_d;

cudaMalloc((void**)&x_d, N*sizeof (double));

cudaMemcpy(x_d, x_h, N*sizeof(double), cudaMemcpyHostToDevice);
. // Kernels som dandrar z_d anropas

cudaDeviceSynchronize () ;

cudaMemcpy (x_h, x_d, N*sizeof(double), cudaMemcpyDeviceToHost);

... // z_h anvdinds

delete[] x_h;

cudaFree(x_d);

Forst allokeras hostminne med operatorn new, dar hostvariablerna ofta namnges med
dndelsen _h. Saledes deklareras en tom variabel, ofta en pekare till ett tomt félt av given
laingd. Sedan deklareras pekare till devicevariablerna, som ofta namnges med dndelsen _d.
Dérefter allokeras deviceminne med cudaMalloc, som tar som argument en pekare samt
onskad storlek pa det allokerade minnet. Pekaren kommer da att peka pa det allokerade
deviceminnet.

Nasta steg ar att kopiera Over variablerna till deviceminnet sa att de &r tillgdngliga for
kernels. Kopieringen sker med funktionen cudaMemcpy, som kréver en pekare till hostvari-
abeln, en pekare till devicevariabeln, storleken av minnet som kopieras samt ett argument
som anger huruvida kopieringen sker fran host- till deviceminne eller vice versa. I det hér
stadiet anvinds argumentet cudaMemcpyHostToDevice.

Dérefter kan hostkoden anropa kernels med devicevariabler som argument. Nér alla
kernels har exekverats bor alla parallella processer pa GPU:n invidntas med cudaDevice-
Synchronize. Dérefter kan devicevariablernas innehall nas fran CPU:n genom att kopiera
dem fran deviceminne till hostminne, vilket gérs genom att anvinda argumentet cuda-
MemcpyDeviceToHost i cudaMemcpy.

Avslutningsvis behover savil host- som deviceminne frigéras med delete respektive
cudaFree nér variablerna ar fardiganvinda for att undvika minnesléckor.

4.1.4 Att anropa en kernel

Pa en GPU kan berdkningar utforas parallellt med ett stort antal sa kallade tradar, dér
varje trad utfor sekventiella berdkningar. P4 en CPU utfors berdkningar framst sekventi-
ellt, exempelvis genom att fylla element efter element av en vektor med en for-loop, eller
pa ett mycket farre antal tradar. Parallellisering infors da berakningarna delas upp pa flera
tradar som kan exekveras samtidigt, och vanligtvis oberoende av varandra. Da kan exem-
pelvis flera vektorelement fyllas samtidigt om berdkningen for varje element sker pé varsin
trad. I CUDA-programmering finns tre mjukvarunivaer som motsvarar uppdelningen i
hardvaran: Tradar fordelas i grupper om 32 som kan exekveras samtidigt pa en CUDA-
kérna, eller stromningsprocessor. Foérdelningen av sddana grupper till CUDA-kérnor sker
genom en indelning i sa kallade block, som hanteras av stromningsmultiprocessorer. Bloc-
ken delas i sin tur in i sa kallade grid, som hanteras pad GPU:n.

I CUDA finns inbyggda variabler som ger information om bland annat tradindex,
blockindex samt antalet tradar i varje block (blockdimensionen). Varje variabel finns i de
tre dimensionerna x, y och z. I en kernel kan alltsd variabeln threadIdx.x ge information
om i vilken trad kerneln exekveras i x-dimensionen. Pa samma sétt innehéller blockIdx.x
i vilket block kerneln exekveras, och blockDim.x antalet tradar i blockens x-dimension.
I figur 4.1 visas uppdelningen av grid, block och trddar samt de inbyggda variablerna
schematiskt i en dimension.
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threadIdx.x = 0

Figur 4.1: Parallellisering delas upp i tre nivaer hardvaruméssigt, och behandlas dérfor
i tre motsvarande nivaer programmeringsméssigt: Ett grid innehaller flera block (6verst),
och ett block innehaller flera tradar (nederst). I figuren visas x-dimensionen for grid,
block och tradar samt hur de indexeras med CUDA:s inbyggda variabler threadIdx.x
och blockIdx.x. Variabeln blockDim.x anger hur ménga tradar varje block innehéller.

I kodutdraget nedan ges ett exempel pa hur en kernel som fyller ett falt kan anropas
och exekveras. For att kalla pa en kernel behovs information om antalet block per grid

samt antalet tradar per block, vilka ges som en typ av funktionsargument pa rad 22.

/* Hir ges ett exzempel pd hur en kernel anropas och ezekveras */
__global__
void fillArray(double* a, int N) {
/* Bestam faltindex utifrdn nuvarande trdd och block */
int index = blockIdx.x*blockDim.x + threadIldx.x;
/* Sikerstdll att indezen inte éverskrider filtstorleken */
if (index < N) {

alindex] = 1;

int main() {
N=10000;

double* a_d;

cudaMalloc((void#**)&a_d, N+*sizeof (double));

/* Satt upp 1024 trddar per block */

threadsPerBlock = 1024;

/* Sdtt upp N/1024 block per grid och avrunda uppdt, dvs 10 block per grid */
blocksPerGrid = ceil(double(N) / double(threadsPerBlock);

/* Fyll hela filtet med ettor */
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fillArray<<<blocksPerGrid, threadsPerBlock>>>(a_d, N);

Kerneln fillArray i exemplet ovan fyller 10 000 element i ett filt a med talet 1. I
ett vanligt CPU-program skulle det ske med en for-loop, men i exempelkoden innebér
anropet av kerneln att funktionen exekveras en gang per trad. S& manga block som hard-
varan har kapacitet for utfors samtidigt, déar varje block exekverar 1024 tradar parallellt.
Funktionen loopar automatiskt éver blocken tills alla tradar exekverats. Det enda som
krévs ar att begrinsa antalet tradar som exekveras sa att de inte 6verstiger faltets storlek,
vilket mo6jliggérs med variabeln index som initialiseras pa rad 5. Eftersom antalet tradar
per block dr 1024 &r blockDim.x = 1024. Om kerneln befinner sig pa trad 600 i block 5
ar index = 5 - 1024 4 600 = 5720, vilket 4r mindre d4n 10 000. Med if-satsen pa rad 7-9
kan ddrmed a[index] sittas till 1. Skulle ddremot index vara storre &n 10 000 ignoreras
rad 8-10 tills alla de tio blocken &r exekverade. Notera att en if-sats i en kernel inte &r
tidskravande, till skillnad fran if-satser i stora for-loopar, eftersom varje trad bara utfor
den en gang.

4.1.5 cuBLAS

Namnet cuBLAS star for 7"CUDA Basic Linear Algebra Subroutine library” och adr en GPU-
implementation av BLAS i CUDA-grénssnittet [13]. Som namnet antyder anvinds detta
bibliotek for linjar algebra. I GPU-programmet anvinds cuBLAS som en parallelliserad
motsvarighet till LAPACK och BLAS.

De funktioner som tillhandahalls av cuBLAS hanterar allokeringen av tradar och block
internt, men kraver — likt egenskrivna CUDA-kernels — att anvindaren sjilv allokerar
deviceminne pa samma sédtt som beskrivs i avsnitt 4.1.3. Vidare kréiver alla cuBLAS-
funktioner ett sa kallat ”"handle” som parameter. Detta objekt innehaller bland annat
information om GPU:n som anvénds och behdver initialiseras av anvindaren sjélv. Att ob-
jektet behdver initialiseras av anvédndaren och anvindas som argument for varje cuBLAS-
funktion ger stérre kontroll 6ver hur cuBLAS anvénds i system med flera GPU:er.

4.2 Overblick av GPU-programmets uppligg

Utvecklingen av GPU-programmet baserades till stor del pa CPU-programmet fran kapitel
3, men behovde anpassas for att kunna berdkna T-matrisen for manga olika potentialer
V och energier Ti,p,. Med ekvation (2.1) inses att en fordndring av Tiapp, leder till en for-
andring av kg, vilket innebér att funktionerna setupDVector och computePhaseShifts
(se avsnitt 3.5) kan parallelliseras. Vidare paverkar en fordndring av V' funktionerna se-
tupVDKernel, computeTMatrix och computePhaseShifts (avsnitt 3.5).

Variation av Tj.pp och V' paverkar alltsd majoriteten av alla funktioner i de tva fi-
lerna potential.cpp (avsnitt 3.4) och scattering.cpp, varfor dessa filer byttes ut mot
de CUDA-kompatibla filerna potential.cu och scattering.cu som beskrivs i detalj i
avsnitt 4.3 respektive 4.4. Notera dock att filerna quantumStates.cpp och mesh.cpp inte
paverkas av variationer av Ti,pp, och V', varfor dessa filer beholls fran CPU-programmet. En
omstrukturering i GPU-programmet ledde ocksa till att filen scattering.cu inte lang-
re anropade quantumStates.cpp. I figur 4.2 syns en sammanfattning av programmets
uppligg enligt samma princip som i figur 3.1, med tilligget av ett skuggat omrade som
markerar vilka filer som kérs pa GPU:n.
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main.cu startar

guantumstates.cpp

(avsnitt 3.2)
| Y
mesh.cpp N potential.cu .
(avsnitt 3.3) - (avsnitt 4.3) h chiral_Lo.cpp
A '
A 4
lapackAPI.cpp scattering.cu
(appendix A.1) (avsnitt 4.4)

¥

computeTMatrix.cu
(avsnitt 4.5)

main.cu avslutas

Figur 4.2: En grafisk representation av GPU-programmets uppldgg, med samma no-
tation som i figur 3.1. Den skuggade delen av diagrammet uppmérksammar att funk-
tionerna i dessa filer utférs pa GPU:n. Till skillnad fran CPU-programmet finns en ny
fil computeTMatrix.cu, och den omarbetade filen scattering.cu beror inte pa vare sig
lapackAPI.cpp eller quantumStates.cpp. Filerna mesh. cpp, lapackAPI.cpp, quantum-
States.cpp och chiral_LO.cpp dr oférdndrade fran CPU-programmet.

cCo®

En vésentlig skillnad fran CPU-programmet &r att CUDA domineras av anvindning av
pekare (avsnitt 4.1.1). Direkt minneshantering ar dessutom nédvéndig eftersom 6verforing-
ar mellan host- och deviceminne méste hanteras manuellt (avsnitt 4.1.3). Vidare skapades
filen computeTMatrix.cu som genomfor matrisekvationslosning med cuBLAS-biblioteket,
vilket ersatte de motsvarande funktionerna i lapackAPI.cpp. Filen computeTMatrix.cu
beskrivs i detalj i avsnitt 4.5. For att fokusera pa effektiviseringen i GPU-programmet
gjordes valet att begrinsa berikningarna till 'Sg-kanalen, som #r okopplad.

4.3 potential.cu— Omstrukturering av potentialfunktionen

Filen potential.cu kors fortfarande pa CPU:n, eftersom den centrala koden i chiral_ -
LO. cpp inte &r GPU-anpassad. Den storsta skillnaden fran CPU-programmet (se avsnitt
3.4) ar att flera spridningsenergier nu behandlas samtidigt, vilket innebér att den tidigare
tvadimensionella matrisen VMatrix nu har har en tredje dimension, slice, for spridnings-
energin. Dessutom har stodet for kopplade kanaler tagits bort.
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Elementen V' (k;, k;) i potentialmatrisen, dér k; och k; ar kvadraturpunkterna, exklusive
rorelseméngden kg, forandras inte for olika spridningsenergier T1,pb. Denna del av matrisen,
som representeras av de morka elementen i figur 4.3, berdknas darfér bara en gang for
att sedan kopieras for varje slice. De resterande elementen, V(ko, k;j) samt V' (k;, ko),
fordndras daremot for varje Tiapp eftersom kg beror pa spridningsenergin. Dessa element
finns i de sista raderna och kolonnerna i VMatrix och representeras av de ljusa rutorna i
figur 4.3. De behover berdknas for varje spridningsenergi Tiapp.

2

. O
A
a/

row

column

Figur 4.3: Schematisk bild av potentialmatrisen. De sista raderna och kolonnerna, ljusa i
figuren, motsvarar de element som ar beroende av Tjap,. De morka beror inte av Ti,pp och
behover darfor bara berdknas en gang. Dimensionerna row, column och slice definieras i
figuren.

4.4 scattering.cu — Implementering av kernels

Samtliga funktioner i scattering.cu ersattes med kernels och devicefunktioner (se av-
snitt 4.1.2). I main. cu anvinds scattering.cu forst da kerneln setupDVector anropas.
De centrala delarna i kodutdraget nedan ar att if-satser anvinds med block och tradar
istdllet for en for-loop, vilket beror pa att loopar sker automatiskt med parallellisering.
Principerna fran avsnitt 4.1.4 géller for hela GPU-programmet, utvidgat till de tre dimen-
sionerna row, column och slice som syns i figur 4.3. Intressanta delar av koden nedan
ar alltsa raderna 4-9. Féltet D har en dimension for vanliga vektorelement (column i ko-
den) och en for olika energier Ti,p, (slice i koden). I GPU-programmet ar alltsa D ett
tvadimensionellt objekt och indexeras enligt principen i avsnitt 4.1.1, vilket syns pa bland
annat rad 10 nedan.

__global__
void setupDVector (cuDoubleComplex* D, ...) {

/% Infér index for att kontrollera hur D fylls */
int column = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x;

int slice = blockIdx.z * blockDim.z + threadldx.z;

/* Bestdim D med ekvation (2.24) */
if (column < quadratureN && slice < TLabLength) {

D[column + slice * matLength] = make_cuDoubleComplex(twoOverPi * twoMu *
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4. Parallelliserade berdkningar pa GPU

k[column] * k[column] * w[column] / (kO[slice] * kO[slice] -
k[column] * k[column]), 0);

/* Bestdam sista elementet av D */

D[quadratureN + slice * matLength] = make_cuDoubleComplex(-twoOverPi *
twoMu * kO[slice] * kO[slice] * sum[slice], -twoMu * kO[slice]);

P& rad 15 syns en variabel sum, som &r virdet av summan i ekvation (2.24). I CPU-
programmet berdknades summan i setupDVector; i GPU-programmet berdknas summan
istéllet parallelliserat i en egen kernel, och ges som argument till funktionen.

For att anvdnda komplexa tal i CUDA anvénds typen cuDoubleComplex eftersom
typen std::complex<double> inte ar tillgdngligt p4 GPU:n. Det innebédr bland annat
att nya komplexa tal skapas med make_cuDoubleComplex, som syns pa rad 10 och 14
ovan, samt att addition och multiplikation av komplexa tal sker med funktionerna cuCadd
respektive cuCmul.

Med D-féltet kan V D-matrisen skapas i kerneln setupVDKernel. Kerneln har tva skill-
nader fran CPU-motsvarigheten: for-loopen har bytts ut mot en if-sats som hanterar
block och tradar, och F-matrisen initialiseras hér istdllet for i CPU-funktionen compu-
teTMatrix. Det senare beror pa att F-matrisen enklare kan initialiseras i samma kernel
som V' D nér de bada &r pekare, samt att motsvarigheten av CPU-funktionen computeT-
Matrix ligger i den nya filen computeTMatrix.cu istéllet for i scattering.cu (se avsnitt
4.5). Bade VD och F ar tredimensionella objekt i GPU-programmet, och pa bland annat
rad 11 och 16 nedan ges exempel pa den indexering som introducerades i avsnitt 4.1.1.

__global__
void setupVDKernel (cuDoubleComplex* VD, ...) {

/* Infor index for att kontrollera hur VD fylls */
int row = blockIdx.y * blockDim.y + threadIdx.y;
int column = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x;

int slice = blockIdx.z * blockDim.z + threadldx.z;

if (row < matLength && column < matLength && slice < TLabLength) {
/* Berdkna VD */
VD[row + column * matLength + slice * matLength * matLength] =
cuCmul (V[row + column * matLength + slice * matLength * matLength],
D[column + slice * matLengthl);
/* Bestdm diagonalelementet for F enskilt, med ekvation (2.27) */
if (row == column) {

Flrow + row * matLength + slice * matLength * matLength] = cuCadd(
make_cuDoubleComplex(1l, 0), cuCmul(make_cuDoubleComplex(-1, 0),
VD[row + row * matLength + slice * matLength * matLength]));

}
/* Bestdm resten av F med med (2.27) */
else {

Flrow + column * matLength + slice * matLength * matLength] =
cuCmul (make_cuDoubleComplex (-1, 0), VD[row + column * matLength +
slice * matLength * matLengthl]);
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Variabeln matLength har virdet N + 1 och anvinds eftersom alla ingdende matriser
har storlek (N 4 1) x (N 4 1), och alla vektorer léngd N + 1. Variabeln TLabLength anger
antalet energier som funktionen berédknas for.

Bade setupDVector och setupVDKernel kallas direkt frdn main.cu. Deras utdata
skickas sedan till computeTMatrix.cu. Néar Lippmann-Schwingerekvationen ar 16st for
T-matrisen kan sedan fasskiftet berdknas genom att skicka T-matrisen till kerneln com-
putePhaseShifts i scattering.cu. Aven hiir har koden parallelliserats.

__global__
void computePhaseShifts(...) {

int slice = blockIdx.x * blockDim.x + threadldx.x;
if (slice < TLabLength) {
rhoT[slice] = 2 * mu * kO[slice];
const cuDoubleComplex I = make_cuDoubleComplex(0.0, 1.0);

cuDoubleComplex TO = (T[(quadratureN)+(quadratureN * matLength) +

slice * matLength * matLength ]);
argument [slice] = make_cuDoubleComplex(1,0) - 2.0 * I * rhoT[slice] * TO;
phases[slice] = -0.5 * I * constants::rad2deg *

logCudaComplex (argument [slice]);

4.5 computeTMatrix.cu — LOosning av matrisekvationen

Filen computeTMatrix.cu innehéller funktionen computeTMatrixCUBLAS som léser den
centrala matrisekvationen, se ekvation (2.26). Losningen genomfors parallellt for manga
matriser samtidigt och gors i tva steg: forst LU-faktoriseras F-matriserna med pivotering,
och sedan anviands denna faktorisering for att berdkna T-matriserna genom att 16sa ekva-
tionssystemen. Denna tvastegsmetod ger generellt sett snabbare och mer numeriskt stabila
berdkningar 4n vanlig matrisinversion [14].

De tva stegen genomfors med hjilp av separata funktioner fran cuBLAS-biblioteket:
cublasZgetrfBatched och cublasZgetrsBatched, vilka beskrivs i mer detalj i appendix
A.2. Nedan foljer koden for detta, men med felhantering och minneshantering dold for
lasbarhetens skull.

void computeTMatrixCUBLAS (cuDoubleComplex* T_d, cuDoubleComplex* F_d, int matLength,
int TLabLength, cublasStatus_t status, cublasHandle_t handle) {

// Skapa pekarfdilt for matriser
for (int i = 0; i < TLabLength; i++) {
Fptr_array_h[i] = F_d + (i * matLength * matLength);
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Tptr_array_h[i] = T_d + (i * matLength);

}

// Genomfér LU-faktorisering

status = cublasZgetrfBatched(handle, matLength, Fptr_array_d, matLength, pivotArray_d,

trfInfo_d, TLabLength);

// Berdikna T-matrisen

status = cublasZgetrsBatched(handle, CUBLAS_OP_N, matLength, 1, Fptr_array_d,
matLength, pivotArray_d, Tptr_array_d, matLength, &trsInfo_d,
TLabLength) ;

}

Légg sarskilt marke till pekarfalten, sisom Fptr_array_h. Dessa filt innehéller pekare

till de félt som innehaller de relevanta matriserna. Lagg vidare mérke till att T-matrisen,

T_

d i koden, dyker upp som ett argument till funktionen. Innan funktionen genomfors

innehéller T_d V-matrisen i ekvation (2.26) vilken cuBLAS sedan fyller med resultatet
fran berdkningen. Dessa tva matriser har samma dimension och biblioteket undviker att

all
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Resultat av tidsprofilering och
forslag till vidareutveckling

I det hér kapitlet redovisas och analyseras tidseffektiviteten av vart GPU-program. De
uppmétta kortiderna for GPU-programmet presenteras i avsnitt 5.1, och en jamforelse med
ett referensprogram [15] i avsnitt 5.2. Referensprogrammet &r ett véloptimerat program
vars kod ej har varit tillgdnglig for oss.? Slutligen presenteras forslag for vidareutveckling
av koden i avsnitt 5.3.

5.1 Tidsprofilering av GPU-programmet

For att skapa en tidsprofil av GPU-programmet anvéindes C++-funktionen chrono: :high_-
resolution_clock fér att méta kortiden for olika delar av programmet med millise-
kundsprecision. Programmet koérdes upprepade ganger, och fasskift berdknades for upp
emot tusentals energier i 'Sp-kanalen; i en mer vetenskapligt anvindbar tillimpning av
programmet skulle parametrarna i potentialen varieras for att tdcka in ett helt parameter-
rum. D4 skulle ett stort antal fasskift berdknas vid hundratals olika spridningsenergier och
for flera olika kanaler. Variationen i spridningsenergier ansags dock racka for att bedéma
GPU-programmets hastighet.

Tabell 5.1 visar tidsprofiler fran métningar dar 700 energier i intervallet 1 MeV—-300 MeV
evaluerades med 40 och 80 kvadraturpunkter; enligt analysen i avsnitt 3.7 ger 40 kvad-
raturpunkter en felmarginal pa maximalt 1073, vilket ansags tillrickligt. Méatningen déir
antalet kvadraturpunkter sattes till 80 gjordes for att uppskatta kortiden for kopplade ka-
naler, se avsnitt 3.4. Matningarna kordes 1000 ganger var och métdatan anvéndes for att
skapa en normalférdelning for kortiden for programmets delar med MATLAB-funktionen
fitdist. I tabellen visas medelvardet p samt standardavvikelsen ¢ i mikrosekunder.

I tabellen syns det att kortiden klart domineras av funktionen potential. Denna funk-
tion bygger dock pa en ooptimerad betakod for populeringen av potentialmatrisen da den
optimeringen ligger utanfor projektets omfattning. Vidare inkluderar de uppmétta korti-
derna for referensprogrammet inte skapandet av potentialmatrisen. For att fa en vérdefull
jamforelse med referensprogrammet utesluts dédrmed kortiden fér potential fran jAmfo-
relserna i avsnitt 5.2. I en mer vetenskapligt intressant anvindning av GPU-programmet
vantas potentialkoden ersdttas med en mer optimerad metod.

Vidare ar det tydligt att de tva ndst mest tidskrdvande funktionerna — cublasCrea-
te och cudaFree(0) — har konstant kortid oavsett antal kvadraturpunkter. Funktionen
cublasCreate dr en nddvindig initialisering infér anvéndningen av cuBLAS-funktioner,
medan det effektlosa funktionsanropet cudaFree(0) anvénds for att initialisera CUDA
utan att paverka tidsprofileringen fér andra funktioner. Dessa tva funktioner behéver bara
anropas en gang vardera per korning och har alltid ungefiar samma kortid. Nar antalet
fasskift som berdknas ckar har dessa tva sd kallade ”overheadfunktioner” en obetydlig

aMatdatan kommer fran var handledare Andreas Ekstrom.
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Tabell 5.1: Kortidens medelvéirde p och standardavvikelse o for olika delar av koden.
Vérdena berdknades med N = 40 respektive N = 80 for 700 energier efter 1000 kérningar.

N =40 N =380 N =40 N =80
Del av kod/funktion Tidsandel Tidsandel w £ o [ps] =+ o [ps
potential 64,81 % 77,03 % 416220 £ 8699,13 881091 4+ 8740,85
cublasCreate 22,30 % 12,71 % 143220 + 2778,02 145405 £ 2276,78
cudaFree(0) 11,02 % 6,53 % 70757 £+ 6954,1 74654 + 3058,1
computeTMatrixCUBLAS 1,06 % 2,35 % 6812 + 233,7 26 824 4+ 378,31
Minnesfrigbring 0,30 % 0,63 % 1929 4+ 113,7 7159 £+ 107,1
gaussLegendreInfMesh 0,08 % 0,13 % 496 4+ 16,1 1489 £ 37,41
cudaMalloc 0,04 % 0,03 % 257 + 23,7 351 £ 22,0
cudaMemcpy <0,01 %  <0,01 % 38 + 42 47 + 38
setupDVectorSum <0,01 %  <0,01 % 16 + 2.2 16 + 2,6
Minnesallokering CPU <0,01 %  <0,01 % 11+1,4 124+ 1,3
getKO <0,01 % <0,01 % 9+1 9+2
computePhaseShifts <0,01 %  <0,01 % 4+1 5+ 1
setupDVector <0,01 %  <0,01 % 3+0,5 3+0,5
setupVDKernel <0,01 %  <0,01 % 2+0,3 2+0,3
Totalt 100 % 100 % 642220 4+ 12801,2 1143880 4 11844,4

kortid i jamforelse med resten av programmet. P4 grund av detta exkluderas dven dessa
fran jamforelserna i avsnitt 5.2.

Slutligen kan det noteras att kortiden for computeTMatrixCUBLAS okar med en faktor
3,9 nar antalet kvadraturpunkter fordubblas. Den 6verldgset mest tidskrdavande delen av
funktionen ar LU-faktoriseringen (se avsnitt 4.5), som teoretiskt har en komplexitet pa
2N3/3 for stora N [14], vilket vid en fordubbling av N medfér en 6kning pa 5,3. Att det
teoretiska vérdet dr sapass mycket hogre dn det uppmétta beror sannolikt pa att N inte
ar stort nog att uppna sin komplexitetsgréans.

5.2 Jamforelse med referensprogram pa CPU

For att fa ett matt pa GPU-programmets prestanda jamfors dess kortid med referens-
programmet for olika antal fasskiftsberdkningar. Jimforelsen presenteras i tabell 5.2. 1
tabellen redovisas medelvéirden av kortiden utifran 100 kérningar for olika antal fasskifts-
berdkningar for GPU-koden och 20 korningar for referenskoden. De medelvirden som
redovisas ar for GPU-koden med och utan overheadfunktionerna samt for referenskoden.
Liknande analys gjordes for 6kande antal kvadraturpunkter. Denna aspekt bedémdes inte
lika intressant da det finns en grins déar 6kad precision inte dr nédvéindig och dér ett ckat
antal kvadraturpunkter paverkar kortiden fér mycket, se avsnitt 3.7.

Jamforelsen av tiderna mellan GPU- och CPU-programmen &r inte helt réttvis da de
genomfordes pa olika datorer (se tabell 5.3). Det ar dock svart att gora jamforelsen ob-
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Tabell 5.2: Medelvirden av kértiden for GPU-programmet och referensprogrammet efter
100 respektive 20 kérningar for olika antal fasskift. Antalet kvadraturpunkter, N, var 40
i alla métningar. GPU-programmets kortid redovisas bade med och utan overhead. Vi ser
att GPU-koden blir snabbare dn CPU-koden redan vid atta fasskiftsberdkningar nér po-
tential och overhead exkluderas, medan GPU-koden blir snabbare for 2048 berdkningar
med overhead medriaknat.

Antal GPU med GPU: CPU:
fasskift  overhead: p [ms] g [ms|  p [ms]
4 206,5 2,435 1,525

8 206,7 2,460 2,780

16 2054 2512 3915

32 207,0 2,784 13,42

64 2054 3222 19,19
128 209,5 4,255 23,91
256 210,1 5921 47,16
512 2170 9270  102,7
1024 2247 16,64 174,4
2048 238,7 30,99 326,9
4096 27,2 5758  626.7

jektivt rattvis ur den aspekten eftersom huvuddelen av programmen kor pa fundamentalt
olika hardvarukomponenter; det finns ingen klar GPU-motsvarighet till en given CPU.

Tabell 5.3: Specifikationer for datorer dar CPU- och GPU-kod har evaluerats. GPU:n
for referensprogrammet &r irrelevant da programmet &r helt CPU-baserat.

Komponent GPU-program Referensprogram

AMD Ryzen 3600X 6-Core Intel(R) Xeon(R) CPU
Processor @ 3.80 GHz E5-2640 v3 @ 2.60 GHz
MSI GeForce GTX 1070

GPU 8GB Founders Edition Irrelevant

CPU

I figur 5.1 visas en graf 6ver berdkningstid per fasskift for olika antal fasskift for GPU-
programmet samt for referensprogrammet. Enligt grafen verkar kortiden per berdknat
fasskift konvergera fér GPU-koden redan vid 2048 fasskiftsberdkningar; virdet vid 2048 &r
0,015 ms/fasskift vilket ar relativt néra virdet vid det hogsta antalet energier som méttes,
32768 som #r 0,010 ms/fasskift’. Referensprogrammet har vid 4096 energier ett virde
pa 0,153 ms/fasskift, alltsd runt tio ganger langsammare d&n GPU-koden. Kodens ténkta
tillampningsomrade innefattar ett véldigt stort antal fasskiftsberdkningar, eventuellt sa
manga som 107 fasskift at gdngen. Dérav forvintas tiden per fasskift alltid vara inom det
konvergerade omradet.

PMitdata samlades in for hogre antal fasskiftsberikningar #n vad som redovisas i figur 5.1 och tabell
5.2. Dessa exkluderades d& motsvarande data inte fanns fér referensprogrammet.
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Sammanstillning av profilering
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Figur 5.1: En sammanstéllning av métningar dar antal berdknade fasskift successivt
Okades. Pa y-axeln visas den totala kortiden dividerat pa antal berdknade fasskift och pa x-
axeln visas antalet berdknade fasskift. Den streckade linjen med stjarnor motsvarar GPU-
programmet och den prickade linjen med kryss motsvarar referensprogrammet. Antalet
kvadraturpunkter var 40.

Sammanfattningsvis anses resultaten av de sammanstéllda kortiderna och jamforelsen
med referensprogrammet tyda pa att ett parallellt GPU-program &r snabbare vid be-
rakningar av ett stort antal fasskift. Foljaktligen tros ett GPU-accelererat program vara
vardefullt for vidare forskning om den starka kdrnkraften. For att fa ut det mesta av denna
typ av parallell GPU-kod kravs dock att potentialmatriserna genereras effektivt.

5.3 Forslag till vidareutveckling

Vi kan se i tabell 5.1 att GPU-programmets storsta flaskhals dr funktionen potential.
For att kunna utnyttja GPU-acceleration fullt ut behovs snabba, effektiva metoder for att
generera manga anviandbara potentialmatriser, forslagsvis med en parallelliserad 16sning.
Det finns ocksa utrymme att berédkna observabler i GPU-programmet. Programmets
utdata ar fasskift, vilket i sig inte &r en fysikalisk observabel. Syftet med fasskift &r istal-
let att parametrisera spridningsamplituder. For att berdkna observabler i form av sprid-
ningstvérsnitt krévs en implementering av fasskiftsberdkning for kopplade kanaler. Imple-
menteringen av dessa berdkningar lag utanfor det hér projektets omfattning och dérfor
gavs endast en liten Gverblick av tvarsnittsberdkning i avsnitt 2.6.1. En méjlig framtida
vidareutveckling av programmet dr darfor att implementera tvérsnittsberdkning, sé att
programmet kommer nirmare en fullstdndig simulering av spridningsexperiment.
Slutligen skulle en tidsprofil skapad med béttre hardvara vara av intresse, da denna typ
av kod forvintas kora pa kraftfullare berdkningskluster snarare &n personliga datorer. Ett
par méatningar utférdes pa berdkningsklustret Vera [16], med grafikkortet Tesla V100 [17].
Kotiderna var dock for langa for att hinna testa den slutgiltiga versionen av koden. For
att kunna utnyttja kraftfullare datorer maximalt lar hardvaruspecifik optimering krévas.
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Bibliotek for linjar algebra

A.1 LAPACK

I projektet anvindes biblioteket LAPACK. LAPACK utvecklades forst for FORTRAN 77,
men har 6versatts till C. C-implementeringen innehaller ett stort antal egenheter som
gick rakt emot de programmeringskonventioner som anvéindes i 6vrigt i projektet. For att
underlétta programmeringen och kodens ldsbarhet utvecklades ett enkelt LAPACK-API
som passade béttre med koden i 6vrigt &n vad den vanliga C-implementeringen gjorde.
Nedan redogérs for APIL:ets innehall.

A.1.1 Konstruktorer

LAPACK erbjuder inga klasser for matriser. Istallet nyttjas vanligtvis falt eller vektorer,
vars innehall far motsvara matriselementen i kolumnvis ordning, pa detta vis:

ail a2 ais
as1 G2 Q93| = [an a1 asp al2 azz a3z2 a1z a3 (133]. (A~1)
azr asz2 as3

Matrisens dimensioner lagras separat, som vanliga heltal.

For att underlatta programmeringen skapades klassen LapackMat, vilken lagrar matri-
sens innehall som en vektor, samt matrisens dimensioner. Tre olika konstruktorer skapades:
en som tar matrisens dimensioner och innehallsvektor som argument och skapar motsva-
rande matrisobjekt, en som tar matrisens dimensioner och skapar en nollfylld matris med
givna dimensioner, och en som tar sidlangden fér en kvadratisk matris och skapar mot-
svarande identitetsmatris. Dessa tre konstruktorer kallade alla pd en funktion vid namn
init med lampliga argument. Detta for att halla koden mer koncis.

void LapackMat::init(int x, int y, std::vector<std::complex<double>> z) {
width = x;
height = y;

contents = z;

LapackMat: :LapackMat (int x, int y, std::vector<std::complex<double>> z) {
LapackMat: :init(x, y, 2);
}

LapackMat: :LapackMat (int x, int y) {
LapackMat: :init(x, y, std::vector<std::complex<double>>(x*xy, 0.0));
}

LapackMat: :LapackMat (int x) {
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for (int i = 0; i < x; i++) {

this->setElement(i, i, 1.0);

LapackMat: :init(x, x, std::vector<std::complex<double>>(x*x, 0.0));

A.1.2 Elementoperationer

Tva enkla funktioner skapades for att utlésa eller 4ndra ett element vid ett givet index for

ett LapackMat-objekt.

std: :complex<double> LapackMat: :getElement (int row, int col) {
if (row >= this->height) {
std::cout << "Invalid row: " << row << " (Column: " << col << ")" << std::endl;
abort();
}
if (col >= this->width) {
std::cout << "Invalid column: " << col << " (Row: " << row << ")" << std::endl;
abort();
}
return contents[row + col*height];
}
void LapackMat::setElement(int row, int col, std::complex<double> value) {
if (row >= this->height) {
std::cout << "Invalid row: " << row << " (Column: " << col << ")" << std::endl;
abort();
}
if (col >= this->width) {
std::cout << "Invalid column: " << col << " (Row: " << row << ")" << std::endl;
abort();
}
contents[row + colxheight] = value;
}

A.1.3 Matrisalgebra

Matrisalgebran i LAPACK utgér fran kommandot zgemm_, vilket i grund och botten ge-
nomfor en manipulation av en matris C enligt

C=a-op(A)- -op(B)+p5-C, (A.2)

dér A och B &r matriser, operatorn op() antingen dr en transponering eller en identi-
tetsoperator och a och 3 ar skaldrer. I vara egenskrivna algebrafunktioner kopieras ofta
matrisen C' innan funktionen genomfors eftersom zgemm_ manipulerar den; utan kopiering
skulle den ursprungliga matrisen forloras. zgemm_ definieras som foljer:

extern "C" {
void zgemm_(char* TRANSA, char* TRANSB, int* M, int* N, int* K,

II



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

std::complex<double>* ALPHA, std::complex<double>* A, int* LDA,
std::complex<double>* B, int* LDB, std::complex<double>* BETA,
std: :complex<double>* C, int* LDC);

Argumenten forklaras i tabell A.1

Tabell A.1: Argumenten i zgemm_ och deras innebord.

TRANSA
TRANSB
M

N

K
ALPHA
A

LDA

LDB

BETA

LDC

’T’ for att transponera A. N’ annars.

’T’ for att transponera B. N’ annars.

Radantal i A och C.

Kolonnantal i B och C.

Kolonnantal i A och radantal i B.

a i ekvation (A.2).

A i ekvation (A.2).

Ledande dimension i A. Anvénds for att operera pa undermatriser till A. Sétts
lika med M for att operera pa hela matrisen.

B i ekvation (A.2).

Ledande dimension i B. Anvands for att operera pa undermatriser till B. Satts
lika med K for att operera pa hela matrisen.

B i ekvation (A.2).

C'i ekvation (A.2).

Ledande dimension i C. Anvénds for att operera pa undermatriser till C. Sétts
lika med M for att operera pa hela matrisen.

LapackMat operator+(LapackMat A, LapackMat B) {
LapackMat dummyB = LapackMat(B.width, B.height, B.contents);
LapackMat identity = LapackMat(A.height);
char TRANS = 'N';

std: :complex<double> ALPHA
std: :complex<double> BETA

1
1

demm_(&TRANS, &TRANS, &A.height, &identity.width, &A.width, &ALPHA,
A.contents.data(), &A.height, identity.contents.data(), &A.width, &BETA,
dummyB.contents.data(), &A.height);

return dummyB;

LapackMat operator-(LapackMat A, LapackMat B) {
LapackMat dummyB = LapackMat(B.width, B.height, B.contents);
LapackMat identity = LapackMat(A.height);
char TRANS = 'N';

std: :complex<double> ALPHA

1;

std: :complex<double> BETA = -1;

zgemm_ (&TRANS, &TRANS, &A.height, &identity.width, &A.width, &ALPHA,

A.contents.data(), &A.height, identity.contents.data(), &A.width, &BETA,

II1
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dummyB.contents.data(), &A.height);

return dummyB;

LapackMat operator*(std::complex<double> scalar, LapackMat A) {
LapackMat B = LapackMat(A.height);
LapackMat C(A.width, A.height);
char TRANS = 'N';
std: :complex<double> BETA = O0;

zgemm_ (&TRANS, &TRANS, &A.height, &B.width, &A.width, &scalar, A.contents.data(),
&A.height, B.contents.data(), &A.width, &BETA, C.contents.data(), &A.height);

return C;

LapackMat operator*(LapackMat A, std::complex<double> scalar) {

return scalarx*A;

LapackMat operator*(LapackMat A, LapackMat B) {
LapackMat C(A.height, B.width);
char TRANS = 'N';
std: :complex<double> ALPHA = 1;
std::complex<double> BETA = O;

zgemm_ (¥TRANS, &TRANS, &A.height, &B.width, &A.width, &ALPHA, A.contents.data(),
&A.height, B.contents.data(), &A.width, &BETA, C.contents.data(), &A.height);

return C;

A.1.4 Matrisekvationer

For att 16sa den centrala matrisekvationen (se ekvation (2.26)) anvéinds en tvastegsmetod:
forst skapas en LU-faktorisering av F-matrisen med pivotering och sen loses ekvationen
med hjilp av denna faktorisering. Detta ger 6kad berdkningshastighet och storre numerisk
stabilitet &n en matrisinversion [14].

De tva stegen motsvaras av LAPACK-funktionerna zgetrf_ respektive zgetrs_. De
definieras som foljer:

extern "C" {
void zgetrf_(int* M, int #N, std::complex<double>* A, int* LDA, int* IPIV,
int* INFO);
void zgetrs_(char* TRANS, int* N, int* NRHS, std::complex<double>* A, int* LDA,
int* IPIV, std::complex<double>* B, int* LDB, int* INFO);

Argumenten forklaras i tabell A.2 och A.3.

v



Tabell A.2: Argumenten i zgetrf_ och deras innebérd.

M Radantal i A.

N Kolonnantal i A.

A Matrisen som ska faktoriseras. Efter kérning innehéller A:s nedre vanstra halva
L-matrisen (dock utan ettorna pa diagonalen, men dessa dr implicita), och dess
6vre hogra halva innehaller U-matrisen.

LDA  Ledande dimension i A. Anvinds for att operera pa undermatriser till A. Satts
lika med M for att operera pa hela matrisen.

IPIV Félt som fylls med heltal som motsvarar pivoteringen i faktoriseringen med cy-
kelnotation.

INFO Ar 0 efter korning om korningen lyckades och nollskild annars.

Tabell A.3: Argumenten i zgetrs_ och deras innebord.

TRANS T’ for att transponera A. N’ annars.

N Ordning av A.

NRHS  Antalet hogerled i matrisekvationen (NRHS = Number of Right Hand Sides),
det vill sdga antalet kolonner i B.

A A-matrisen i ekvationen AX = B efter att ha LU-faktoriserats av zgetrf_.

LDA Ledande dimension i A. Anvinds for att operera pa undermatriser till A. Sétts
lika med N for att operera pa hela matrisen.

IPIV  Pivoteringsfilt som ges av zgetrf_.

B B-matrisen i ekvationen AX = B. Efter korning innehaller den X fér samma
ekvation; det ar alltsa hér 16sningen plockas ut.

LDB Ledande dimension i B. Anvinds for att operera pa undermatriser till B. Satts
lika med N for att operera pa hela matrisen.

INFO  Ar 0 efter kérning om korningen lyckades och nollskild annars.

Dessa funktioner implementeras i den egenskrivna funktionen solveMatrixEq. Ef-
tersom zgetrf_ modifierar A-matrisen och zgetrs_ modifierar B-matrisen kopieras dessa
forst och deras kopior anviands i berdkningen; pa detta vis undviker man att forlora de
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ursprungliga matriserna ifall de skulle behévas senare.

LapackMat solveMatrixEq(LapackMat A, LapackMat B) {
LapackMat dummyA = LapackMat(A.width, A.height, A.contents);
LapackMat dummyB = LapackMat(B.width, B.height, B.contents);

int INFO;
char TRANS = 'N';
std: :vector<int> IPIV(std::min(A.width, A.height));

zgetrf_ (&A.height, &A.width, dummyA.contents.data(), &A.height, IPIV.data(),
&INFO);

zgetrs_(&TRANS, &A.height, &B.width, dummyA.contents.data(), &A.width,
IPIV.data(), dummyB.contents.data(), &A.height, &INFO);

return dummyB;
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A.1.5 Egenvirden

For egenviardesberdkning anvinds funktionen zheev_. Denna funktion kan bara berdkna
egenvarden for hermiteska matriser, men detta krav uppfylls av de relevanta matriserna i
programmet. Funktionen definieras som foljer:

extern "C" {

void zheev_(char* JOBZ, char* UPLO, int* N, std::complex<double>* A, int* LDA,
double* W, std::complex<double>* WORK, int* LWORK, double* RWORK,
int* INFO);

Funktionens argument redovisas i tabell A.4.

Tabell A.4: Argumenten i zheev_ och deras innebord.

JOBZ  °N’ for att enbart berdkna egenvirden. *V’ for att berdkna bade egenvéirden

och egenvektorer.

UPLO Da A ar hermitesk behévs bara ena halvan; den andra ar implicit. *U’ for att

funktionen ska anvinda den 6vre triangeln av matrisen och ’L’> for att den
ldgre ska anvdndas.

N Ordningen av A.

A Den hermiteska matrisen vars egenvérden ska berédknas. Innehaller egenvektorer
till A efter kérning om JOBZ = *V’. Om JOBZ = U’ raderas den triangeln i A
som angavs av UPLO, inklusive diagonalen.

LDA Ledande dimension i A. Anvinds for att operera pa undermatriser till A. Satts
lika med N for att operera pa hela matrisen.

W Falt som innehéller de berdknade egenvirdena efter kérning.

WORK  7Arbetsfilt”; anvinds internt av programmet vid berdkningar, men har ingen

sérskild betydelse for anvidndaren varken innan eller efter kérning.

LWORK Anger dimension pad WORK. Kan med fordel sdttas till 2xN-1 for att sikert vara

tillrdckligt stor.

RWORK Ytterligare arbetsfilt.
INFO  Ar 0 efter kérning om kérningen lyckades och nollskild annars.

zheev_ implementeras i den egenskrivna funktionen eigenValues, som foljer:

VI

std: :vector<double> eigenValues(LapackMat A) {

LapackMat dummyA = LapackMat(A.width, A.height, A.contents);

char JOBZ = 'N';

char UPLO = 'U';

std: :vector<double> W(A.width);

int LWORK = 2%A.width-1;

std: :vector<double> RWORK(3*A.width-2);

std: :vector<std: :complex<double>> WORK(LWORK) ;
int INFO = O;

zheev_(&JOBZ, &UPLO, &A.width, dummyA.contents.data(), &A.width, W.data(),
WORK.data(), &LWORK, RWORK.data(), &INFO);
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return W;

}

Notera att A kopieras och att kopian anvinds i zheev_ d& matrisen modifieras av
funktionen.

A.2 cuBLAS

A.2.1 cublasZgetrfBatched

Funktionen cublasZgetrfBatched dr en GPU-anpassad, parallell version av zgetrf_ i
LAPACK, vilken beskrivs i avsnitt A.1.4. Parametrarna beskrivs i tabell A.5. De storsta
skillnaderna &r att ett cuBLAS-handle behovs, att M-parametern dr exkluderad (matriserna
antas vara kvadratiska), att A har ersatts med ett filt av pekare till A-matriserna och att
det finns en parameter for antalet matriser.

Tabell A.5: Argumenten i cublasZgetrfBatched och deras innebérd.

handle cuBLAS-handle som kopplar till cuBLAS-biblioteket. Innehéaller info om
hardvaran bland annat.

n Ordningen av A-matriserna.

Aarray Féalt av pekare till A-matriserna.

lda Ledande dimension i A-matriserna. Anvinds for att operera pa underma-
triser till A-matriserna. Satts lika med N for att operera pa hela matriser-
na.

PivotArray Félt som fylls med heltal som motsvarar pivoteringarna i faktoriseringen
med cykelnotation.

infoArray  Falt dir varje element motsvarar en matris. Elementet som motsvarar en
matris ar 0 efter kérning om koérningen lyckades och nollskild annars.

batchSize  Antalet matriser.

A.2.2 cublasZgetrsBatched

Funktionen cublasZgetrsBatched dr en GPU-anpassad, parallell version av zgetrs_ i
LAPACK, vilken beskrivs i avsnitt A.1.4. Parametrarna beskrivs i tabell A.6. De storsta
skillnaderna &ar att ett cuBLAS-handle behévs, att A och B har ersatts med ett falt av
pekare till A-matriserna respektive B-matriserna och att det finns en parameter fér antalet
matriser.

VII



Tabell A.6: Argumenten i cublasZgetrsBatched och deras innebérd.

handle
trans
n

nrhs

Aarray
lda

devIpiv

Barray
1db

info
batchSize

VIII

cuBLAS-handle som kopplar till cuBLAS-biblioteket. Innehaller info om
hérdvaran bland annat.

CUBLAS_OP_T for att transponera matriserna. CUBLAS_OP_N annars.
Ordningen av A-matriserna.

Antalet hogerled i matrisekvationen (NRHS = Number of Right Hand
Sides), det vill siga antalet kolonner i B.

Félt av pekare till A-matriserna.

Ledande dimension i A-matriserna. Anvinds for att operera pa underma-
triser till A-matriserna. Sétts lika med N for att operera pa hela matriserna.
Falt fran cublasZgetrf med heltal som motsvarar pivoteringarna i fakto-
riseringen med cykelnotation.

Falt av pekare till B-matriserna.

Ledande dimension i B-matriserna. Anvéinds for att operera pa underma-
triser till B-matriserna. Satts lika med N for att operera pa hela matriserna.
0 om alla matrislosningar lyckades, nollskild annars.

Antalet matriser.
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