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Forord

Denna kandidatrapport har skrivits i syfte att introducera nagra grundlaggande idéer inom séllteori
och koppla dessa till nutidens framsteg inom d&mnet. Under arbetets utférande har en gruppdagbok,
samt individuella loggbdcker forts. Dessa loggbdcker innehaller detaljer angaende utvecklingen av
rapportens 6vergripande struktur, motesanteckningar, och individuella rapporteringar av hur tiden
har tillbringats.

Nedan listas huvudforfattare till rapportens respektive avsnitt.

e Nils Alexandersson: Populirvetenskaplig presentation, [f] Bruns sall, [§] Datorimplementa-
tion av Eratosthenes s&ll (inledningen), Implementation av algoritmerna i Python, samt
appendix B.3 och D med tillh6rande kod.

e Erik Dagobert: 2] Férberedelser, [3] Det allménna sallproblemet, [4] Eratosthenes generalise-
rade sall, Grundliggande teori och algoritmer, samt appendix A, B.2 och C.

e Coén Lorcan Olofsson: [I] Inledning, [6] Selbergs sall, [7] Diskussion av sallmetoder,
Tillampningar och resultat, samt appendix B.1, B.4 och B.5.

Vi vill ocksa tacka vara handledare Anders Sédergren och Lucile Devin for all den hjéilp de har
givit oss. Deras engagemang och vigledning har varit ovirderlig for detta arbete.



Popularvetenskaplig presentation

Primtal ar forradiskt oférutsdgbara. De dyker upp nir du minst anar det och kan till synes bete
sig totalt oregelbundet. Trots detta &r de helt deterministiska i sin natur och grénsen fér vad som
ar och inte dr ett primtal &r mycket tydlig. Det &r kanske just av denna anledning som primtalen,
dven i modern tid, &r si intressanta att studera.

Hur manga primtal finns det? Svaret dr att det finns odndligt manga. Om vi istéllet fragar
oss hur manga primtal det finns som &r mindre &n en miljon, s& ar svaret inte lika l1att. Till att
boérja med vet vi att primtal, med undantag for talet 2, aldrig dr jAmna. Déarfér kan vi &tminstone
utesluta vartannat tal och séga att svaret d&r mindre &n en halv miljon. Hur gar vi vidare hérifran?
Ett naturligt andra steg vore att féra samma resonemang for talet 3; forutom just 3 sa ar primtal
aldrig delbara med 3 och didrmed borde vi kunna dra bort ytterligare en tredjedels miljon fran
svaret. Detta ar dessvérre inte riktigt sant. Tal som bade &r jimna och delbara med 3 har ju
uteslutits tva ganger. Det har alltsé skett en dubbelrdkning av alla tal som kan delas med 6, men
vi kan kompensera for detta genom att addera en sjittedels miljon till svaret.

Denna uppskattning av svaret ar battre &n den vi hade tidigare och givetvis kan vi fortsétta vi-
dare med talet 5. P4 s& sétt skulle vi komma &nnu ndrmre det faktiska svaret, men vi skulle ocksa be-
hova hantera fler dubbelrdkningar. Den generella idén héar kallas for inklusions-exklusionsprincipen
och illustreras nedan for tre méngder med hjélp av figur [T}

Figur 1: Illustration av inklusions-exklusionsprincipen for tre stycken éverlappande méngder A, B
och C.

Ség att vi vill berdkna den totala storleken for de Gverlappande méngderna A, B och C'. Vi kan
boérja med att summera storleken pa méngderna var for sig. Om vi betecknar storleken pa A som
|A| och gér pa samma vis for de andra méngderna sa kan vi skriva summan som |A| + |B| + |C].
Som bekant har det skett en dubbelrdkning dér méngderna Gverlappar varandra. Lat oss skriva
AB nér vi menar 6verlappet mellan A och B, och liknande fér de andra &verlappen. Precis som
i tidigare exempel kompenserar vi for dubbelrdkningen genom att dra bort dessa Gverlapp ifran
summan, vilket ger oss |A| + |B| + |C| — |AB| — |BC| — |AC)|. Vidare har vi &ven ABC' dér alla
tre méngderna 6verlappar varandra. Denna ingar i alla tidigare ndmnda méangder och har ddrmed
lagts till och dragits bort tre ganger om. Vi lagger till ABC en gang till och kommer fram till det
slutgiltiga svaret

|A| 4+ |B| + |C| — |AB| — |BC| — |AC| + |ABC.

Detta &r inklusions-exklusionsprincipen och den kan anvindas for ett godtyckligt antal méngder.
Metoden att anvinda denna princip for att rdkna primtal kallas fér Legendres sdll och &r funda-
mental i teorin om matematiska sall.

Ett (matematiskt) sall &r i stora drag en metod for att rensa bort vissa tal ur en méngd heltal.
Som ovan exempelvis, da vi anvinde Legendres sall for att salla bort icke-primtal ur méngden av
heltal upp till en miljon. I denna rapport presenteras tre stycken sall; Eratosthenes generaliserade
sall, Bruns sall samt Selbergs sall som alla bygger pa idéer liknande det vi har sett har. Gemensamt
for de tre sallen ar att de inte ger nagot exakt svar, eftersom ett sddant ofta &r opraktiskt att jobba
med. Istédllet néjer vi oss med approximationer, vilket &nda kan vara anviandbart forutsatt att vi
kénner till storleken p& uppskattningens fel. Dessa feltermer och deras beteende utgor en visentlig



skillnad mellan de olika sallen och en diskussion samt jamforelse av feltermerna ar saledes relevant.
Déarfor har detta tilldgnats en egen del i rapporten vilken foljer efter att de tre sallen presenterats.

I rapportens sista avsnitt redogor vi for hur Harald Helfgott i [1] har utvecklat idéer fran
ett grundlidggande sall for att skapa effektiva algoritmer som kan utféras med en dator. Déarefter
framlégger vi var implementation av algoritmerna i ett program skrivet i Python. Avslutningsvis
presenteras dven nagra resultat som vi fatt fran att kora programmet, dar ett av resultaten knyter
an till frigan om att rékna primtal. Men istéllet for att som ovan, titta pa tal mellan noll och
en miljon, har vi valt att svara pa fragan for ett intervall med mittpunkt i 10'° och en bredd pa
2.5 x 10°.



Sammanfattning

Syftet med denna rapport &r att ge ldsaren en inblick i det matematiska delomradet sallteori
genom att redogéra for dess grundliaggande idéer och tillimpningar, samt att presentera en
datorimplementation av Eratosthenes sall. I rapporten presenteras Eratosthenes generaliserade
séll, samt Bruns och Selbergs sall. Forst ges en kortfattad historisk kontext till sallen, foljt
av en Oversiktlig hérledning, och déartill ett exempel pa hur sallen kan tillampas for att ge
resultat om bland annat primtalstvillingar och primtal i aritmetiska serier. Efter att de tre
sallen introducerats diskuteras och jamfors orsaken till deras feltermer. Avsikten med detta ar
att belysa de mojligheter och begréansningar som finns i sallen som verktyg.

Efter att ha etablerat viss grundldggande teori 6vergér rapportens fokus till en algoritmisk
implementation av Eratosthenes sall baserad pa Harald Helfgotts arbete |1|. Har beskrivs de
underliggande matematiska principerna till algoritmen och dess 6vergripande struktur. Déaref-
ter redovisas den metod som har anvéints, och vésentliga beslut som fattats for att Gversitta
algoritmen till ett effektivt program skrivet i programmeringsspraket Python. I den sista delen
av rapporten presenteras resultat utifran kvantitativ data som genererats av programmet vid
sallning av primtal i intervallet 10'° 4 1.25 x 10°. For att styrka denna datas giltighet jamfors
den mot primtalssatsen och med stod i detta underséks den férmodade férdelningen av prim-
talstvillingar, i forhéallande till det som uppmétts i intervallet. Avslutningsvis betraktas datan
med avseende pa frekvensen av primtalsgap, f6ljt av en kort diskussion om hur detta knyter
an till framsteg som gjorts om primtalsgap i modern tid.

Abstract

This report aims to introduce the reader to the mathematical area of sieve theory through
the elucidation of its fundamental principles and applications, as well as presenting an im-
plementation in code of Eratosthenes sieving algorithm. We present the generalised sieve of
Eratosthenes, as well as the sieves of Brun and Selberg; briefly describing their history and
then focusing on outlining their general derivation as well as giving a thorough example of their
application on sets such as the twin primes and primes in arithmetic progressions. Following
the presentation of the sieves is a discussion which aims to focus the reader’s attention on the
origins of the error terms attached to the various methods and the effects they have on the
quality of estimations which can be made.

Having presented the theory in some detail, we move our attention to an implementation
of Eratosthenes original algorithm as based upon the work of Helfgott [1|. We present the
underpinning mathematical principles and general algorithmic structure of Helfgott’s imple-
mentation as well as our interpretation of his code and eventual improvements to the imple-
mentation. Following that is a presentation of results regarding the distributions of the prime
numbers, the twin primes, and the behaviour of prime gaps in the interval 10*° & 1.25 x 10°.
Through the comparison of our code with the prime number theorem as applied to this interval
we bolster its legitimacy, which leads to our investigation of the conjectured distribution of
twin primes in our interval. We conclude this report with an analysis of the frequency of the
prime gaps in our interval and discuss briefly its connection to modern day advances in and
about the theory.
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1 Inledning

Den som nagon gang har funderat kring primtal, kanske har provat att ta en lista med naturliga tal
upp till ndgon gréns och borjat forsoka hitta de primtalen som finns. Efter en liten stund kanske
man borjar ldgga mérke till monster som upptrader; sdsom att det finns vissa par av primtal som
bara har ett tal mellan sig. Man kanske ocksa boérjar stryka igenom alla multipler av primtal for
att ha nagot system for att uteslutta sammansatta tal. S& smaningom kanske man inser att for
att hitta alla primtal upp till ett visst tal behéver man bara alla primtal mindre &n eller lika med
kvadratroten av det talet.

Idén bakom denna process, att hitta primtal i en lista av naturliga tal, har funnits sedan antikens
grekland med en algoritm som har tillskrivits den grekiska polyhistorn Eratosthenes (ca. 276 - 194
f.v.t.). Algoritmen har foljande struktur;

1. Borja en lista med talet 2 och lista alla naturliga tal upp till nagon grins.
2. Ringa in 2 och stryk over alla andra tal som ar delbara med 2.

3. Ringa in nésta tal som inte &r struket och stryk alla andra tal delbara med det nya inringade
talet.

4. Upprepa steg 3 tills varje tal pa listan &r struket eller inringat.

Nér algoritmen &r avslutad sa har varje primtal i listan blivit inringat och alla andra tal har
strukits. Eratosthenes algoritm lade grunden foér &mnet sallteori; ett omrade inom matematiken
som forsoker uppskatta storkleken pa sé kallade siktade mdngder.

En siktad méngd dr en mangd dér alla element &r heltal och har nagon gemensam egenskap
som till exempel en méngd som bestar av endast primtal eller méngden av alla tal i en aritmetisk
talf6jld. Den storsta fordelen med den grundliggande sallteorin &r att metoderna &r relativt ele-
mentéra och flexibla, speciellt jamfort med andra metoder inom analytisk talteori. Det kravs inga
idéer fran komplex analys som till exempel Dirichlets L-funktioner eller serier fér att ha anvénd-
ning av de enklare sallen och om man kan formulera méngderna péa ett korrekt sitt, gar det att
effektivt tillaimpa metoderna pa ett stort antal méngder. Effektiviteten innebér att trots sin enkla
konstruktion, kan dessa matematiska sall fortfarande ge starka resultat, &ven om béttre resultat
kan hittas genom att anvénda mer raffinerade analytiska metoder. Exempelvis géller det att antalet
primtal mindre &n = har det asymptotiska beteendet av x/log(z) vilket ges i primtalssatsen. Detta
icke trivialaresultat kan néstan bevisas utan anvindning av zeta-funktioner eller d4 man utnyttjar
Selbergs sall, dock sa far man bara en 6vre grans av z/ log(x) istéllet f6r det asymptotiska beteen-
det. Mer avancerade sallmetoder har givit svar pa fragor nirliggande till primtalstvillingsférmodan
i[2], och att det finns oéndligt manga par av primtal med maximalt 600 tal emellan sig [3].

Var rapport fokuserar pa smé sall av bade kombinatorisk och viktad form. Forst, att sallen+ &ar
sma innebér det att deras sallning anvénder ett fa antal restklasser modulo primtal. Nést, att ett sall
ar kombinatoriskt innebér att den anvénder sig av inklusion-exklusionsprincipen for att uppskatta
méangdens storlek pa ett lampligt sdtt. Slutligen, att ett sall 4r viktat innebéar att nagon viktfunktion
anvinds for att uppskatta storleken. Sallen vi haller oss till &r Eratosthenes generaliserade sall,
Bruns sall, och Selbergs sall. For varje sall ger vi en kortfattad harledning till dess formulering, dar
vi lyfter fram de centrala idéerna for dess konstruktion, och en forklaring till hur sallet anvinds
med exempel. En diskussion angaende de sallens feletermerna foljer sista teoretiska tillimpningen.
Efterat redovisar och analyserar vi en implementering i kod av Eratosthenes ursprungliga algoritm,
vilket foljer metoden som beskrivs i [1]. Med hjéilp av de primtal som genereras av algoritmen
undersokar vi slutligen vissa egenskaper hos primtalen sdsom deras fordelning, fordelningen av
primtalstvillingar, och frekvensen av olika stora avstand mellan tva pa varandra féljande primtal
(primtalsgap). Dock, innan vi bérjar redovisa nagot av séllen gir vi igenom négra forberedelser
och forklarar det allménna sallproblemet.

2 Forberedelser

Den har texten l&nar storre delen av sin notation fran boken An Introduction to Sieve Methods and
their Applications av Alina Carmen Cojocaru och M. Ram Murty [4]. Exempelvis om inget annat



namns skriver vi p, ¢ nar vi menar primtal, n,d, k for positiva heltal och z,y, z for positiva reella
tal. Den storsta gemensamma delaren betecknas hér (d, k) och 7(z) ar antalet primtal mindre &n
eller lika med z. Nedanstaende avsnitt &mnar till att etablera mer notation och tekniker som &r
vanligt férekommande i sallteori med utgéngspunkt i [4].

2.1 Multiplikativa funktioner

En sérskilt trevlig delméngd av alla funktioner i talteoretiska sammanhang dr de multiplikativa
funktionerna. Vi séger att en funktion f &r multiplikativ om f(1) =1 och f(mn) = f(m)f(n) da
(m,n) = 1. Om detta haller f6r alla m,n sa kallar vi f for fullstindigt multiplikativ.

Multiplikativa funktioner har férdelen att en viss typ av summor kan omskrivas till produkter,
s.k. Eulerprodukter. Om f &r multiplikativ s& foljer det av aritmetikens fundamentalsats att

S rm) =13 £

n=1 p =0

sa lange den forsta summan absolutkonvergerar.

2.2 Mobiusfunktionen

En ytterst vésentlig multiplikativ funktion i sallteori &r Mobiusfunktionen,

1, om n ar ett kvadratfritt, naturligt tal med jamnt antal primtalsdelare
w(n) =< —1, om n ir ett kvadratfritt, naturligt tal med udda antal primtalsdelare
0, om n inte &r kvadratfri

déar kvadratfri innebér att n saknar delare pa formen p® for o > 1. Vi kommer se att Mobius-
funktionen, bland annat, forenklar inklusion-exklusionsprincipen i nésta kapitel. Tva andra viktiga
egenskaper hos Mobiusfunktionen &r

Z,u(d):{(l)’ omn=1

i , omn>1

och Mobius inverteringsformel som séger

fn) =3 gd) = g(n) = nu(d)f(n/d) (1)
d| d|n

om f,g:N — C. Det finns flera varianter av Mobius inverteringsformel, en annan som vi kommer
ha anvindning av hittas i appendix

3 Det allmanna sallproblemet

Det allménna fallet i sallteori &r att vi har en méngd heltal A, en méngd primtal P, samt delméng-
der A,,Vp € P och ér intresserade av att salla fram kardinaliteten S(A, P) := #(A\ UpepA,). Vi
later P(z) beteckna produkten av alla p < z i P med specialfallet P(z) = P, d& P &r méngden av
alla primtal. Med denna notation sé skriver vi

S(A,P,z) = #(A\ Uppz)Ap)-

Fér d, en kvadratfri produkt av element p € P, definierar vi Ay = NyjgA, och Ay = A. Anvinder
vi oss av inklusion-exklusionsprincipen, formulerad med hjilp av moébiusfunktionen, far vi da

S(AP2) = Y u(d)#Aa. (2)

d|P(z)



Ett gemensamt drag hos de matematiska séallen diskuterade nedan ar att lata X beteckna
kardinaliteten av A och hitta ¢, sa att

#Apy = 0pX + Ry 3)

déar §, € [0,1) kan betraktas som en uppskattning av andelen element i delméngden A, och R,
som en felterm. Utvidgat, for ett kvadratfritt tal d = py - ... - pp, later vi 64 = dp, - ... - 0, sd att
#.Ad = (5p1 R 5an + Ry.

I avsnitt @] om Eratosthenes generaliserade sall och avsnitt [5] om Bruns sall s& kommer vi vilja
dp = w(p)/p dér w(p) betecknar antalet utvalda restklasser modulo p vi vill salla bort. Som f51jd
later vi i dessa fall A, vara alla element som tillhér nagon av dessa restklasser modulo p och for
kvadratfria d later vi w(d) := [],,w(p). Sétter viin det hér dq:t i (2) ser vi att vi far en huvudterm
som &r X multiplicerat med summan }_ ; p(,) p(d)w(d)/d. Vi kan se att denna summa &r lika med

wi(z):=]] (1 - ‘*’(p)> . (4)

pEP p

p<z
da produkten ovan genererar en summa av alla kvadratfria produkter av p € P som &r multiplicerat
med —1 om vi inkluderat ett udda antal primtal.

4 Eratosthenes generaliserade sall

Aven om Eratosthenes sall fortfarande #r mest kéint som en enkel algoritm vilken utan stérre moda
kan utféras med papper och penna sa har dess idé raffinerats genom historien till att inkorperera
mer avancerad teori for att tillimpas pa nya sétt. Ar 1808 utvecklade Adrien-Marie Legendre
(1752-1833) sallet med hjélp av inklusion-exklusionsprincipen formulerad pa formen fran avsnitt
Bl Nedan kommer vi gé igenom denna form av Eratosthenes sall samt, i efterfoljande avsnitt, folja
hur [4] presenterar en utvidgning av séllet till en mer generell form.

4.1 Legendres sall

Forsta steget for att utveckla Eratosthenes sall dr att omformulera sallexemplet fran inledningen
i de termer vi definierade i féregaende avsnittet. I exemplet borjar vi med en lista av alla positiva
heltal upp till en Gvre grins, sig x, vilken vi kan skriva som A = {n € N: n < x}. Lat alla primtal
upp till z redan vara inringade och méngderna vi kryssar éver vara A, = {a € A:a =0 (mod p)}
— méngden av multiplar av p som &r mindre &n eller lika med z. Vi kan se att kardinaliteten av
Ay dr [z/d] och viljer vi z = /7 si med hjilp av (2,

W) - n (D +1= ¥ (@) |3
d|P(\/x)

dér l:an pa vinstersidan tar i hinsyn att 1 € A inte sallas bort pa hogersidan och w(y/x) &r
de inringade primtalen. Detta var Legendres idé nar han omformulerade Eratosthenes sall till att
rikna primtal |5] kapitel 1.1].

Legendres formel ar bra for att rdkna primtal exakt men &r langsam och golvfunktionen kan
vara svarhanterlig. Vi kan underldtta for oss genom att ersitta golvfunktionen med x/d och med
brakdelen som restterm. Skriver vi brakdelen som {z/d} := x/d — |x/d] = O(1) leder det oss
till #A44 = x/d + O(1). Dessvérre resulterar det hér i en véldigt stor felterm da restermerna
ackumulerar, sa att m(z) — 7(Vz) +1 =23, p /5 @ + 027 (V).

Eftersom A,, for varje p, &r definierad som en restklass modulo p sa séger vi att antalet utvalda
restklasser modulo p dr w(p) = 1 for alla p — vi kallar Eratosthenes for ett endimensionellt eller
linjart sall av den har anledningen. Mer allmént betecknas dimensionen av ett sall med parametern
k om det dr ett minimum for en genomsnittlig 6vre grians for w(p) f6r alla p 6], s& att for alla z

$ “(p);og(p) < klog(z) + O(1). (5)
p|P(z)



Vi ser saledes att ett naturligt nésta steg ar att generalisera Eratosthenes-Legendres sall for fler
dimensioner.

4.2 Eratosthenes generaliserade sall

Vi vill alltsa hérleda ett generellt verktyg utifran idéerna fran foregaende avsnitt vilket vi kommer
gora genom att folja [4, kap.5.4]. Om vi later Ag, P, P(z) och w(d) vara definierade som i avsnitt
sa kan vi, med utgangspunkt i Eratosthenes och Legendres grundtankar, skapa ett mer flexibelt
och effektivt sall. Den stora skillnaden mot vad vi gjorde i féregaende avsnitt dr att vi hér tillater
att fler restklasser sallas bort per primtal p.

Utover vad som star i avsnitt [3] kommer vi géra antagandena att #.A44 = 0 for alla d storre
an nagot positivt y, att |Rg| = O(w(d)) samt att haller. Vi kan l&tt &vertyga oss om att dessa
dr rimliga antaganden i det klassiska Eratosthenes sall-fallet. Eftersom vi utgar fran en &ndlig
méngd A sa haller det forsta antagandet da #.A4, = 0 for p > X vilket innebér att, véldigt grovt,
y < P(X). Att det andra antagandet géller sig vi i foregiende avsnitt ty {x/d} < w(d) = 1. Sist
s& ser vi att haller genom att sitta in w(p) = 1 och utnyttja att

S8 o1 0(1). (6)

p<n

Vi bérjar aterigen med Legendres grundidé, inklusion-exklusionsprincipen, men infogar det mer
generella uttrycket for #.A44 i formeln

w(d)
S(AP.2)= Y wd#A=X Y =Fuld)+ Y pd)Ra,
d|P(z) d|P(z) d|P(z)
d<y d<y
dér trunkeringen av summan kommer av antagandet #A44 = 0,Vd > y.
Studerar vi den forsta summan ovan ser vi att vi kan skriva om den som summan &Gver alla
d | P(z) minus summan 6ver alla d | P(z) s& att d > y. Med W (z) pa summaformen fran avsnitt
Bl kan vi séledes dela upp den siktade méngden i en huvudterm och en rest pa f6ljande vis

S(A,P,z) =X ( X Z + > u(d)m).

d|P(z) d|P(z)
>y d<y
De tva summorna innanfér parentesen i uttrycket ovan &r var felterm. Fokuserar vi pa den
andra summan sd kan vi uppskatta dess storlek, forst med hjélp av triangelolikheten och sedan
med |p(d)| < 1 och véart antagande|Ry4| = O(w(d)), si att summanden |u(d)Ra| < O(w(d)). Flyttar
vi in summan innanfér ordo-tecknet si kan vi férenkla den med Rankins trick som, enligt [4, s.68]
séiger att indikatorfunktionen, 1, <, < . Dérav skriver vi

o
> @)= Y wld)isn)’ < 3 wla(})

d|P(z) d|P(z) d|P(z)
d<y

for alla § > 0. Eftersom w(d)/d® &r multiplikativ kan vi skriva summan som en produkt

y® H (1+—)—exp <6logy+ Z log(l—k@)) <exp <6logy—|— Z)ﬁ?)

pIP(2) pIP(2) plP(z

vari sista steget vi anvinder att log(1+x) < x. Véljer vinu § = 1 —1/log z och utnyttjar olikheten
e” <14 ze®, som géller for = > 0, och sist partiell summering av far vi att

_ Yy o2(2)) ! ex _log(y)
) w<d>—0<10g<z><l (e e 1og<z))>-

d|P(z)
d<y




P& ett liknande sédtt omvandlar vi den forsta summan i feltermen med partiell summering av
antagandet och sedan anvinder resultatet vi fick for den andra summan.
Sammanstéllt, erhaller vi nésta sats, |4, sats 5.4.1]:

Sats 4.1 (Eratosthenes generaliserade sall). Med notationen frdn avsnitt@ och féljande antaganden
1. #A, =0,Yd >y for nagot y € Ry,
2. |Ra| = O(w(d)),
3.3 psy 2R < klog(z) + O(1),

sa galler att

_ Yy Kt _logy
S(.A,P,Z)XW(Z)+O<<X+IOgZ> (log 2) exp< logz>>'

4.3 En hogredimensionell tillampning av Eratosthenes sall

Ett av malen med avsnitt var att kunna anvinda Eratosthenes sall till att salla bort flera
kongruensklasser per primtal p. I det hér avsnittet kommer vi utnyttja denna egenskap till att
salla fram primtalstvillinigar och sedan bevisa en variant av Bruns sats |4, korollarium 5.4.5],

Sats 4.2 (Bruns sats). Summan av reciproker,

Z %<oo.

p .
p+2 prima

Satsen bevisades f6rst av Brun 1919 i artikeln La série 1/5+1/7+1/11+1/13+1/174+1/19+
1/29+1/3141/41+1/43+1/59+1/61... ou les dénominateurs sont «<nombres premiers jumeaus
yest convergente ou finie men vi kommer hir f6lja ett annat bevis, ur |4, s.72f], som anvinder sig
av sats 411

Primtalstvillingar i det hér fallet &r tal i mangden Py(z) := {p < = : p+ 2 &r ett primtal}. For
att hitta dessa tal s& vill vi utesluta alla multiplar av primtal samt alla tal tvd mindre &n dessa
multiplar. Med andra ord viljer vi kongruensklasserna 0 och —2 modulo p i salldefinitionen sa att
w(2) =1 och w(p) = 2 {6r alla primtal p > 2 samt att dimensionen x = 2. Det andra antagandet i
sats [I.I] &r en svagare variant av ett antagande i Bruns séll och verifieras i avsnitt [5.2] Vart val av
kongruensklasser ger att y = x + 2 i det forsta antagandet av sats som d& sager att

#Pso(x) <m(z2) + S(A,P,2) <z+aW(2) +O($(10gz)3exp ( . E§JZT))

Vi kan enkelt se att W (z) i huvudtermen &r lika med

HQ“’S’));exp(Zlog(l;))xem(Z;) ()

p<z 2<p<z 2<p<z

dar sista steget foljer av olikheten log(l 4+ x) < x, om # > —1 i <-riktningen och den andra
riktningen visas i sats fran appendix. Med en partiell summation av @ (se sats|B.3)) erhaller

viatt 3o o, % = loglog z + O(1) som, nér vi sétter in i , ger oss att

W(z) < exp ( -2 Z ;) = exp ( — 2loglog z + O(l)) = (log2) 2. (8)

2<p<z

Slutligen far vi alltsa att huvudtermen W (z) < z(log 2) =2 och viljer vi log z = log z/(6 log log x)
s& leder det oss till |4} sats 5.4.4] som séger

#Ps(2) < z(loglogz)” 9)

log? x



Genom att partialsummera summan av de reciproka virdena, med ¢, som indikatorfunktionen
pa Py och f(n) =1/n i notationen fran sats sé far vi

1 1 ¥ 1
E *:#Pz(x)'*JF/ #Pa(t) - dt.
p T 2 t
Pz
p+2 prima

Med hjélp av far vi att summan i Bruns sats ar < f;o %dt som ar dndlig, vilket medfor
att summan ar begrénsad.

Vad vi nu visat for summan 6ver Py ar i kontrast mot en annan identitet vi anvinde i ovanstéa-
ende bevis, >° % = loglogn + O(1) vilken implicerar att summan av reciproker dver primtalen
divergerar. Detta innebér inte att primtalstvillinigar dr en &ndlig delméngd av primtalen men det
sdger oss att andelen primtalstvillingar ar relativt liten. I nésta del kommer vi se ett annat resultat
tillskrivet Viggo Brun, Bruns sall, och med hjélp av detta visa ett resultat i motsatt riktning for

en méngd snarlik méngden primtalstvillinigar.

5 Bruns sall

Nér den norska matematikern Viggo Brun (1881-1978) ar 1915 publicerade artikeln Uber das Gold-
bachsche Gesetz und die Anzahl der Primzahlpaare, lades grunden till modern sallteori [7]. I artikeln
presenterade Brun ett sall baserat pa Eratosthenes idéer, som numera kallas Bruns sall och fyra ar
senare anvande han det for att bevisa Bruns sats, vilken finns beskriven i avsnitt ovan. I detta
avsnitt ges en kortfattad beskrivning av Bruns sall. Vi néjer oss med att illustrera huvudidéen
bakom séllet och tar stod i [4} kap.6] for att gora detta. Dérefter presenterar vi ett exempel hamtat
ur [4] pa hur sallet kan tillimpas for att frambringa ett resultat som angransar till primtalstvil-
lingsférmodan.

5.1 Beskrivning av sallet

Med malet att forminska feltermerna i Eratosthenes generaliserade sall, 14t Viggo Brun modifiera
uttrycket . Han gjorde detta genom infoérandet av en funktion g i hogerledets summa, vilket
efter omskrivning, resulterade i uttrycket:

> udgld)# A= SAP2)+ Y Y pd)(g(d) - g(pd)S(Apa, Pop),  (10)
d|P(z) d|P(z) 551((3))

dér ¢(d) ar det minsta primtal som delar d fér d > 2 och ¢(1) = z + 1. Brun visade att haller
for varje funktion g som uppfyller g(1) = 1.

Direfter konstruerade han tva funktioner gy och gr, sd att u(d)(gu(d) — gu(pd)) > 0 och
w(d)(gr(d) — gr(pd)) < 0 haller for alla d | P(z) och p < g(d). Saledes kunde han erhalla en undre
och 6vre begransning till S(A, P, z), ndmligen

> ud)gr(d)#As < S(AP,2) < Y p(d)gu (d)#Aa. (11)

d|P(z) d|P(z)

Enligt [4] var detta Bruns innovativa idé. Genom att sedan skriva #.A44 = #X + R4 kunde han,
efter mycken moéda, hitta en approximation och en felterm for begransningarna i och pa sa
vis formulera Bruns sill. Foljande sats &r hiamtad ur |4, kap.6.2].

Sats 5.1 (Bruns séll). Med notation fran avsnitt[3, lit b vara ett positivt heltal och lat X vara ett
reellt tal som uppfyller 0 < Xe!™ < 1. Antag att |R4| < w(d) < dA; for varje kvadratfritt tal d
med faktorer ur P och ndgon konstant Ay < 1, samt att det finns konstanter As > 1 och k > 0
som uppfyller

Z M < klog(z/w) + Az, for2<w< z.
wp<z



Dé begrinsas S(A, P, z) ovanifrin av

2 +3 .
XW(z) (1 + Acy exp (02A10g2)> + 0 (29), (12)

och underifrin av

XW(z) (1 — 1 €xp <02iblozi>> +0 (26371) . (13)

Konstanterna c1, co och c3 definieras som

9)\2b 2\ A K+ 151;2 2.01
o o = (14T ) ek aim 2

Precis som i avsnitt 4] betraktar vi hiir x som dimensionen av sallet. Notera att konstanten b
kan viljas relativt fritt och kan bidra till att halla nere feltermen. Nedan foljer ett exempel pa hur
detta kan goras, dér en tillimpning av satsen presenteras.

5.2 En tillampning av Bruns sall

Lat oss uttrycka en modifierad version av primtalstvillingsférmodan pa féljande vis:
Det finns odndligt mdanga par av heltal (n,n + 2) ddr bida talen har héogst v primtalsfaktorer.

For valet » = 1 erhalls exakt primtalstvillingsfomodan, vilken star obevisad. Daremot gar det att
med hjilp av Bruns sill bevisa pastaendet for r = 7. Vi foljer samma tillvigagangssétt som i [4,
kap.6.2]. Definiera méngden

T :={n <x:n ochn+2 har som mest 7 primtalsfaktorer}.

Malet &r att med hjdlp av , hitta en undre begransning till #7 som divergerar da x — oc.
Lat P vara méngden av alla primtal och lat

A:={nn+2):n <z}

Precis som i avsnitt [£.3] vill vi sélla méngden A med avseende pa kongruensklasserna 0, —2 modulo
p. Saledes har vi dven hér att w(2) =1 och w(p) =2 f6r p > 2, samt x = 2.

For att kunna anvinda maste givetvis satsens alla antaganden vara uppfyllda. Satt darfor
Ay = 2/3 si att antagandet w(d) < dA; géller. Harnést kontrollerar vi att |R4| < w(d) haller
genom att visa det nagot starkare pastaendet |R,| < w(p). Med anvéndning av (3)) har vi att

2 2
#A, = {xJ + {x—l— J < —x+2, forallap>2.
p p p

En liknande berdkning ger oss att #.4, > 2z/p vilket visar att |[Rp| < 2 for alla p > 2. I fallet
d& p = 2 har vi istéllet att #.A; = |x/p| som implicerar |Rz| < 1. Dérmed kan vi dra slutsatsen
att |R,| < w(p), vilket implicerar att |Rq| < w(d) haller for alla kvadratfria tal d. Att det sista
antagandet i sats ar uppfyllt kan vi se genom anvindning av @ som tillsammans med w(p) < 2
ger oss att

1
3 wip)logp _ 41, (2/w) +O(1),

w<p<z p

varpa vi ser att x = 2 uppfyller kriterierna och att A, existerar. Nagot explicit virde pa As ar inte
nodvandigt, vilket kan ses genom att betrakta exponenten i . Taylorutveckling av denna ger

2%+ 2 2b + 2 ~ 2 +2\° _
eXp<02/\logz>:1+c2 5 (log 2) 1—|—(Cz 5 )(logz) 24 (14)




Fixera b, A och Aj si att dven cy ar fixerat, da foljer det att begrinsas av 1 + O((log z)™1),
da z — oo. Nu é&r vi redo att tilldmpa . Vi sétter in begrénsningen ovan tillsammans med
W(z) > (log z)~2, vilket ges av , och far att

S(A,P,2) > L)Q@ — o) +0(z%7). (15)

(log z
Nu vill vi vélja b och A, s att ¢; < 1 och cg &r litet. Detta uppfylls av b = 1 samt A = 0.253 som
medfor att c3 — 1 < 8.

I fallet att n eller n 4+ 2 har mer &n 7 primtalsfaktorer méste p | n(n + 2) for nagot primtal
p < n'/%. Saledes erhalls #7 ur S(A, P, z) genom att salla for primtal upp till z = z'/*, déir u < 8.
Inséttning av detta i ger

u2x

(log 2)?

Genom att stélla det ytterligare kravet u > c3 — 1, har vi att feltermen gar mot noll da x — oo,
och vi far slutligen:

e3—1 x
) > (

log x)2 +O@™),

(1 — cl) + O(JU

Sats 5.2.

T

#T > (Toga)?"

Lagg mérke att vi inte bara har bevisat pastaendet att det finns odndligt manga par av heltal
(n,n+2) déar bada talen har hogst 7 primtalsfaktorer, uttrycket ovan ger oss dven en undre grans for
det asymptotiska beteendet hos méngden ifraga. Harnést riktas fokus mot denna rapports tredje
och sista sall.

6 Selbergs sall

Ett ytterligare perspektiv pa sallmetoder gavs av en annan norsk matematiker, Atle Selberg (1917-
2007), under 1940 talet. Hans metod var av en kombinatorisk stil som liknade de tidigare. Dock
anviande han sig av en ny typ av vikt och en uppskattning av en summa av Mobiusfunktioner for
att uppskatta kardinaliteten av 4. Denna metod kallas for Selbergs sall och &r ett exempel pa ett
viktat sall. I detta avsnitt sa ges en beskrivning av sallets uppbyggnad f6ljt av en tilldimpning av
sallet for att uppskatta antalet primtal i en aritmetisk talfcljd.

6.1 Beskrivning av sallet

Selbergs nya vikter, vilka motsvarar 4 i , bestar av

1
dér f(n) och fi(d) dr multiplikativa funktioner och fi(d) ar entydigt bestdmd med hjélp av Mobius
inverteringsformel. Det krévs ocksé att f(p) > 1 for alla p € P. Till exempel, om vi vill salla bort
alla tal i méngden Ay = {n <z :n =0 (mod d)}, dér x > 0, da blir #A44 = z/d + O(1) och
dessutom f(d) = d. Foreghende exempel &r relativt enkelt men i mer komplexa fall kan en siddan
mer allmén vikt ge sallteorin mojligheten att uppskatta nya typer av mangder som tidigare hade
inte varit mojligt att uttrycka med endast restklasser modulo primtal.

Enligt [4, s. 114], bestod grundliggande uppskattningen av Selbergs sall huvudsakligen av att
for en given reell talfoljd, (Ag), med A\; = 1, har vi att

;u(d) < <%>\d>2-

For att forsta varfor denna uppskattning av Mobiusfunktionens summa fungerar, erinrar vi den
forsta egenskapen som redovisas i[2.2} Om n =1 &r bade héger- och vénsterledet ovan lika med 1,



medan n = 0 ger att vinsterledet dr 0 och hogerledet ar ickenegativt ty detta &r en kvadrat. Slut-
mélet med séllets hirledning blir att konstruera talféljden (A\;) s& att uppskattningen minimeras,
vilket kommer goras senare. Med hjilp av talfdljden (Ag) kan vi nu uppskatta S(A, P, z) eftersom

SAP )= Y 1= wd) > 1:2( > u(d)) gZ( > )\d> . (16)

acA d|P(2) acAg acA \d|P(z) acA Nd|P(z
a€Ap,VP|P(Z) a€Ag aE.Ad
Lat oss nu anta att Ay = 0 for alla d > z. Med antagandet kan vi nu skriva om kvadraten av
summan som en summa over tva olika d och omvandla ([L6]) till

(A P, Z < Z ( Z /\d1 Z )\d2> = Z Z /\dl)\dg = Z /\d1)‘d2#"4[d1,d2]

a€A \di|P(2) da|P(z) a€A dy,d2|P(z) di,d2<z
a€.Ad1 a€Ad2 GEA[dlde] d17d2|P(Z)

dér [a,b] betecknar den minsta gemensamma multipeln av a och b. Vi kombinerar summorna av
Ag, och A4, ovan genom att inse att om a € Ay, och a € Ay, maste den vara ett element i Ay, 2]
pa grund av definitionen av A. Med infogande av §; = 1/f(d) i . ) far vi uppskattningen som &r
grundléggande for Selbergs sall;

Ads \d
SAP2) <X Y S +O< > |)‘d1||>‘d2|R[d1,d2]|>' (17)
dy,da<z F(lda, da]) di,da<z
d1,da|P(2) d1,d2| P(2)

Vi kommer att fokusera var hirledning pa huvudtermen av sallet eftersom den kriver att
vi visar hur vi bestdmmer talfojlden (Aq) vilket &r avgorande for sillets konstruktion. Med [4}
s. 120] som utgangspunkt, boérjar vi med att anvinda oss av ett lemma som later oss skriva om
multiplikativa funktioner av minsta gemensamma multipler, se Appendix [B.5] Lemmat tillsammans
med definitionen av f tillater foljande omskrivning:

/\d1 /\d2 _ )‘d1 /\dz _ /\d1 )\dz
2 Fda) = 2 Faray @)= 3 angy 2 0 (8)

dy,da<z dy,da<z dy,da<z é\dd)
dy,d2|P(2) dl,d2|P( dy,d2|P(z)

Nu byter vi summationsordningen i (L8)), genom att inse att om 6|(d,ds) da &r 6§ < z och 6| P(z).
Med detta, har vi ocksa att dy och ds méaste vara delbara med ¢. Darfor kan vi skriva om till

)‘dlAdz EYAY
> A0 Y Fd)f( Z fi(6 <dz<:z f(d)>'

6<z dy,d2<z hS
51 P(2) dyd>|P(2) 5\P( ) d|P(z)
&](d1,d2) s|ld

Satter vi

B L (z ) S A (19)
d<z <z d<z §<z

d|P(z) 5| P(2) d|P(z) 5|P(2)
s|d s|d

Vi kan nu tillimpa en variant pA Mobius inverteringsformel, se Appendix [B:6] pa us, vilket ger att

As
m = dg:z p(d/8)uq (20)

d|P(z)
s|d

Eftersom vi har diagonaliserat huvudtermen i (19) kan vi enkelt bestdmma ett virde pa us

sddant att summan antar sitt minimivirde genom att anvinda kvadratkomplettering. Vi gor det-
2

ta med hjélp av (20) och inférandet av en ny funktion V(2) = > . 4p(,) ’;1—(2)), vilket direkt

underlétter kvadratkompletteringen av summans termer. Det dr ocksa viirt att papeka att V(z)



ar strikt positivt eftersom f;(d) alltid ar storre &n noll. Detta géller eftersom for varje primtal
ar fi(p) = Xoq, m(d)f(p/d) = p(1)f(p) + p(p)f(1) = f(p) —1 > 0. Dessutom har vi att fi &r
multiplikativ och att d &r kvadratfri vilket tillsammans med féregdende resonemang medfor att
f1 > 0 for alla d i summan. Darfor blir V(z) en summa av strikt positiva tal och darmed strikt
positiv sjdlv. Om vi sétter § =11 da far vi att

A
1= [0O) = dzgz w(d)ug.

d|P(2)
vilket vi kan anvénda for att hitta en minimum pa féljande sétt:

V(z) 2 1

g fi(8)u? = 52 RO+ 5~ v Ve
0| P(2) 5| P(z)
= ul C20) = 2m()us |1
= g fl((s) s+ g f1(5)V2(Z) g V(z) + V(Z) (21)
e 51P(2) 51P(2)

Vi kan samla alla summor i till en och da vi kvadratkompletterar summans termer har vi att

) _ we \ 1
2 hloni= 2 10 ("6‘ f1<5>v<z>> ZE)

0<z 6<z
5|1P(z) 1P (2)

Givetvis blir ovanstdende summa noll da vi véljer ug = %, vilket maste vara en minimivérde

eftersom f1(9 &r strikt positiv. Det gar ocksa att bevisa att med detta val av us blir [Ag||V (2)| <
[V (2)] [4, s. 122-123] och déarfor hérleder vi foljande sats.

Sats 6.1 (Selbergs sall). Behdll notationen fran tidigare i detta avsnitt och avsnitt . Da har vi
att

X
S(A7P72) < W =+ O( Z |R[d1,d2]|> .

dy,d2<z
d17d2|P(z)

Ovanstéende formulering dr hur satsen redovisas i [4} sats 7.2.1]. Notera att i Selbergs séll har vi
farre paratmetrar att bestdmma &n i de tidigare sallen, vilket hjélper en del med dess tillimpning.
Ett exempel pa hur sallet kan tillimpas redovisas i nésta avsnitt.

6.2 Selbergs sall och primtal i aritmetiska talfoljder

Med hjélp av Selbergs sall kan vi uppskatta antalet primtal som finns i en aritmetisk talf6jld, det
vill sdga antalet primtal pa formen p = a + tk dar a, k &r valda konstanter och ¢ &r godtyckligt.
Det finns ocksa ett krav pa a och k, ndmligen att de &r relativt prima, utan det kravet sa skulle
maximalt ett primtal finnas i talfojlden. Slutligen antar vi att k &dr kvadratfritt, vilket kommer
underldtta berdikningar senare. Om vi vill uppskatta antalet primtal pa ovanstiende form mindre
dn nagot z, d& ar det samma som att uppskatta;

m(x;k,a) =#{p<x:p=a (modk)}. (22)

Lat oss nu ta nigot z < x, 2 € R* som vi kommer att bestimma senare. D& kan vi uppskatta
genom att dela upp méngden pa foljande sétt.

w(z;k,a) =nw(zk,a) +#{z<p<zx:p=a (modk)}
<z4+#{n<z:n=a (modk), n#0 (modq), Vg < z}. (23)

Uppskattningen av den andra kardinaliteten som utfors i motsvarar en sallning av alla tal som
finns i talféjlden med primtal mindre &n 2. Det ar klart att det &r en uppskattning eftersom om

10



det finns ett sammansatt tal i foljden som endast ar delbart med primtal storre &n z s kommer de
inte sallas bort. Dock s& behdver vi faktiskt inte salla med avseende pa alla primtal mindre &n z,
bara de som &r relativt prima med k. Om till exempel k& = 6 s& far a inte vara delbar med varken 2
eller 3. Som konsekvens av det kommer inga element i talféjlden vara delbar med ks delare heller.
Foljaktligen ger detta oss att vi bara behover primtal ur P = {p: (p, k) = 1} och kardinaliteten vi
vill uppskatta éir da S(A,P,2) =#{n <z :n=a (mod k), n# 0 (mod p), p < z,(p, k) = 1}.

For att kunna anvinda séllet sd behover vi bestdimma A, Aq, X, f(d) samt fl( ), och Ry.
Det &r uppenbart att A = {n < 2 : n = a (mod k)} och dessutom att Ag = {n <z:n=a
(mod k), n =0 (mod d)}. Eftersom k och d &r relativt prima ger kinesiska restsatsen att det finns
ett unikt tal modulo kd som &r kongruent med n. Detta delar d& upp intervalet [0,z] i |z/kd]
stycken delintervall dar det i varje delintervall finns ett element som ska sallas bort, vilket medfor
att #A4q = 13 + O(1). Vi erhaller X = £, f(d) = d, och Rg = O(1). For att bestimma f1(d)
anvander vi oss av dess definition, att f &r multiplikativ, och att varje d = p1ps...p; &r kvadratfri.
Detta gors pa foljande sétt:

=S um)fdfm) =3 ) () /m)

m|d m|py...p;

=03 @B (1) /DY H > o) f(on /i)
=11 <f<ph) - 1) th (1 - ) = dH ( ;) $(d). (24)
h=1

I ser vi att f1(d) = ¢(d) dér ¢(d) &r Eulers ¢-funktion. Tillsammans med [6.1] ger ovanstaende
att S(A, P, 2) < x/(kV(2)) + O(2?).
For att uppskatta 1/V(z) tillimpar vi ett lemma fran [4, lemma 7.2.3] som séger att

_ — 1
fPE)V(2) 2 (h(P(2) ) == (25)
2 7o

dir P(z) = [l,<. pgppoch f(d) &r en fullsténdigt multiplikativ funktion med f(p) = f( ) for alla
primtal p. Eftersom de enda primtal som inte &r i P ar de som delar k har vi enligt (25| att

1 1 i
KV (2) > ¢5(/€)5§<:Z5 = ok)logz+0(1)) = 375 < i T o))

o
S
Il
=
S
I
=3
>
I
—
S
>
Il
o

(26)

dar vi har anvént oss av partiell summation vid likhetstecknet. Med hjalp av har vi nu att

xT x

2\
SR og= 100 ") = Gk)og= ¥ 00

dar likheten giller eftersom z' absorberas av ordonotationen. Genom att likstélla de tva termerna
kan vi bestdmma z s att bada termerna har samma vikt. Vi f6ljer forslaget pa z i [4, s. 127] och
tar z = (233//{)%_80 for nagot gg € (0, 1). Detta val av z ger oss den slutliga uppskattningen

2+¢e)x
~ o(k)log(2z/k)

for alla e > 0 och x storre &n nagot xg(e) > 0. Resultatet &r en variant pa Brun-Titchmarshsatsen
som bevisades forst &r 1930 av Titchmarsh [8] med hjalp av Bruns sill. Varianten som vi har
hérledt ovan &r en starkare form &n vad om bevisades av Titchmarsh vilket i viss man beror pa
skillnaden mellan storleken péa feltermerna i Bruns och Selbergs sall. Denna idé kommer utvecklas
mer i nasta avsnitt.

m(x;k,a) < z+ +0(2?)

m(x;k,a) <

7 Diskussion av sallmetoder

Som ndmndes i inledningen kan sallmetoder, &ven om de ar anvéndbara, krdva en stor del arbete
eller forfining for att spegla de resultat vilka ges av mer analytiska metoder. En uppenbar orsak till
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detta ar feltermerna kopplade till de sallmetoder som anviands. Det &r ett aterkommande tema i
sallmetoder som helhet att forsoka minska dessa feltermer for att forbattra de slutliga uppskattning-
arna. Feltermens paverkan pa dessa uppskattningar kan enkelt upptéckas i alla tillimpningsdelar
i de foregaende avsnitten. Den har storst paverkan i det kritiska steget da z bestdms till nagon
funktion av z vilket i sin tur forenar huvudtermen och feltermen. Av de sallmetoderna vi har redo-
visat &r skillnaden mellan feltermerna storst mellan Eratosthenes generaliserade sall och de andra
tva sallmetoderna. For att visa paverkan av denna skillnad redovisar vi ett sista exempel.

Lat oss nu aterga till en av sallteorins musor som &r att uppskatta storleken pa 7 (z). Som nédmn-
des i[£.1) motsvarar problemet en linjéir séllningav A={n<z:ne€N} med Ag={n<z:n=0
(mod d)}. Vi tillimpar Eratosthenes sall pa problemet genom att vilja y = = ,och x = 1. Med
detta val av parametrar erhaller vi en felterm av storleksordning O(z(log 2)? exp(— log x/ log 2)).
Vi jamfoér den nu emot feltemerna fér bade Bruns och Selbergs sall, och vad fér uppskattning av
m(x) man kan fa fran de. Vi tillampar Bruns sall genom att sétta b = 1 och, aterigen, k = 1. Vi
siatter A = 0.26, for att minska potensen av feltermen och d& far vi att c3 < 9 och storleksordningen
pa feltermen dr O(2?). For att tillimpa Selbergs sall inser vi att #A44 = 2/d + O(1) vilket medfor
att feltermen i Selbergs sall av storleksordning O(z?), precis som i tillimpningen i avsnitt
Skillnaden mellan felen i Bruns och Selbergs sall kan ses l4tt men hur de jamfors med Eratosthenes
ar inte lika uppenbart. For att forsta skillnaden blandar vi in huvudtermen, vilket dr av storleks-
ordning O(x/ log z) for alla tre sallmetoder. Vi kan forena huvud och feltermen for bada Bruns och
Selbergs sall genom att sitta z = /% med u > 9 respektive u > 2 och bade ger uppskattningen
7(x) < x/logx. Dock s& kan vi inte vélja z pa samma stil nér vi tillimpar Eratosthenes allménna
sall. T det fallet maste vi vélja log z = logz/Cloglogx fér nagot liten konstant C' sddan att fel-
termen och huvudtermen har samma vikt. Med en siddan z erhaller vi fran Eratosthenes allménna
sall att m(x) < zloglogx/logx. Att bade Brun och Selbergs sall nar resultat som borjar likna
primtalssatsen men inte Eratosthenes generaliserade sall exemplifierar hur feltermerna péaverkar
kvalitén av slutsatsen som kan dras fran de olika metoderna.

Var och en av sallmetoderna har olika faktorer som paverkar storleken pa deras feltermer.
Det finns dock atminstone en gemensam faktor mellan de tre metoderna som &r vért att ndmna,
vilket dr hur de olika metoderna hanterar Mébiusfunktionen. Som utgangpunkt har vi Eratosthenes
allménna sall som uppskattar Mobiusfunktionen med |u(d)| < 1 d& vi kommer till feltermen. Bruns
sall gor lite mer med Mé&biusfunktionens och kan formuleras pa ett sadant sétt pa grund av
Moébiusfunktionen och en tillampning av Mobius inverteringsformeln pa den och funktionen g.
Selbergs sall gar ett steg vidare och baserar en stor del av hela sin hérledning pa en uppskattning
av en summa av Mdobiusfunktioner. Att sallet som forsoker hardast att undvika Mébiusfunktionen
ar oftast metoden som ger bast resultat av de tre papekar hur svarhanterat M&biusfunktionen &r.
I sjdlva verket, enligt Tao [9], & Mobiusfunktionen roten till en &nnu mer central utmaning for
sallteorin &n att minimera feltermer, ndmligen paritetsproblemet. Detta problem sédger i huvudsak
att for specifika typer av mangder kommer sallmetoder antingen att ge 6vre granser som &r for
stora med faktor av minst tva eller undre granser som ar triviala. Detta kan ses bero pa den binéra
karaktdren hos Md&biusfunktionen vilket leder till att for manga kardinaliteter tas bort eller for
manga laggs tillbaka da man trunkerar Mobiusfunktionen, det vill séiga uppskattar den. Moderna
sallmetoder sdsom de utvecklade av Friedlander och Iwaniec [10] férsoker undvika paritetsproblemet
for vissa mangder av primtal. Deras metoder har haft succé med att visa att det finns odndlig manga
primtal pa formen a2 + b* och #ven ger en asymptotisk formel for det.

8 Datorimplementation av Eratosthenes sall

I numeriska sammanhang &dr Eratosthenes sall ett kraftfullt verktyg. Sallet ger oss en metod for
att salla bland eller faktorisera alla tal upp till nagot N, dar forhallandet mellan N och antalat
berdkningar som krivs ar néra linjart |1, s.333]. I detta avsnitt utforskas de idéer och algoritmer
baserade pa Eratosthenes sall som presenteras i An Improved Sieve of Eratosthenes av Harald Helf-
gott |1], samt en datorimplementation av detta skriven i programmeringsspraket Python. Avsnittet
bestar av tre delar. I den forsta delen beskrivs algoritmernas funktion och deras underliggande ma-
tematiska principer. Del tva dr en metoddel dar vi beskriver vilka beslut som gatt in i att skriva
ett snabbt och villfungerande program baserat pa dessa algoritmer. Slutligen visar vi hur pro-
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grammet kan anvindas for att ge resultat om fordelningen av primtalstvillingar och frekvensen av
primtalsgap.

8.1 Grundlaggande teori och algoritmer

Nér Eratosthenes forst formulerade sitt sall var det, som vi sag i inledningen, péa formen av en
algoritm. Det &r med utgangspunkt i Eratosthenes ursprungliga idé som [1] utvecklar algoritmen fér
att optimera processen till en effektiv kod som kan leta efter primtal i ett intervall, [n— A, n+A] C
Ry . Delvis gor [1] detta med algoritmen SIMPLESIEV, vilken &r néira en direkt dverséttning av
Eratosthenes klassiska sall. Vi ser i Algorithm 1 exakt hur séllet implementerats i pseudokod.
Algoritmen startar med att salla bort alla jamna tal fran en lista och gar sedan igenom resterande
tal, kontrollerar om de sallats bort och om inte sa tas alla multiplar av talet bort fran listan.
Resultatet blir en lista av alla primtal upp till ett givet tal N. Denna metoden fungerar vil for
sm& N men vill vi hitta primtal i ett intervall [n — A, n + A] for ndgot stort n och relativt litet
A s& ger algoritmen oss betydligt mer information &n vad vi behdver och kréver mer tid och
minnesutrymme.

Algorithm 1 En implementation av Eratosthenes sall fran [1]

1: function SIMPLESIEV(N)

Ensure: for 1 <n < N, P, =1, if n is prime, P,, = 0 otherwise
P+ 0,P,« 1, P, + 0forn>2even, P, < 1 for n > 3 odd
m+<3, n<m-m
while n < N do

if P,, =1 then

while n < N do
P, <+ 0,n<+<n+2m > sieves out multiples > m? of m

m+m+2,n<—m-m

return P

Flaggskeppet i [1], algoritmen NEWSEGSIEV, 16ser problemet genom att dela upp talen vi vill
salla bort multiplar av i tva fall — tal som &r s& pass sma att vi &r garanterade att det finns en
multipel av dessa i vart intervall och storre tal som har hogst en multipel i intervallet. Med den héar
uppdelningen kan vi behandla de tva fallen olika for att spara tid och precis som i Eratosthenes sall
behover vi inte salla med tal storre &n +/n 4+ A. I figur ser vi ett flddesschema av NEWSEGSIEV
med den ovanndmnda uppdelningen — forst sallar algoritmen bort multiplar av sma primtal innan
kriterium A och sedan gar den in i den andra loopen for att hantera multiplar av storre tal.

Eftersom vi kan vara sidkra p& att alla tal mindre &n lingden av intervallet (det vill sdga
m < 2A+1) har en multipel i intervallet s borjar vi att salla med dessa. Algoritmen gor detta for
nagra fler m dn de vi kan vara sékra p& har en multipel i intervallet — for alla m < KA — bara
s& att nésta steg med m > KA ska ga smidigt. Vi behdver som bekant inte salla for alla tal utan
det riacker med att vi utesluter multiplar av primtal fran intervallet. Processen i NEWSEGSIEV for
p < KA skots av funktionen SUBSEGSIEV som delar upp dessa primtal i segment [M/, M! + A'],
dar M§ = 1,A’ = |VKA] och M! = M/, + A’ + 1, och sallar sedan bort alla multiplar av
dessa i vart intervall. Primtalen i intervallen [M/, M/ + A’] ges i sin tur av en annan funktion,
SIMPLESEGSIEV, som pé& samma vis sallar segmentet med en lista av primtal p < |/M] + A’].
Sista pusselbiten, listan av primtal, erhélls med den tidigarendmnda algoritmen SIMPLESIEV pa
klassiskt vis.

Givetvis hade vi kunnat salla intervallet med p < KA utan att segmentera primtalen i intervall
och bara genererat alla primtal upp till och med KA direkt med SIMPLESIEV. Tidskomplexiteten
ar enligt |1] samma f6r badda metoderna men anledningen till att vi segmenterar sillet &r for
att bespara minneskomplexitet — O(VKA + 2A) {6r SUBSEGSIEV gentemot O(KA + 2A) for
SIMPLESEGSIEV.

Nésta steg, huvudalgoritmen i NEWSEGSIEV, kridver mer matematisk eftertanke. Uppgiften som
kvarstar for funktionen efter SUBSEGSIEV &r att salla intervallet [n — A, n + A] med resterande
primtal, p > KA dar K > 5/2. Problemet ar 16st genom att leta efter alla multiplar av m > KA
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SIMPLESEGSIEV SIMPLESIEV DioPHAPPR

SIMPLESEGSIEV

NEJT NEJ

JA JA JA
(START)—) SuBSEGSIEV w B NEWSEGSIEV _> ( stop )

NEJ

Figur 2: Ett 6vergripande flodesschema for algoritmen NEWSEGSIEV. Observera att det finns tva
huvudloopar i algoritmen, en dér kriterium A &r uppfyllt nér intervallet [n — A, n + A] sallats
med alla primtal p < KA och den andra dér kriterium B’ dr uppfyllt da algoritmen sallat for
resterande tal upp till v/n + A. Slutligen &r kriterium B i koden identiskt med B’ men illustrerar
i flddesschemat mojligheten for programmet att aldrig ga in i den andra loopen vilket intraffar da

A>n+A/K.

i vart intervall. Lat m vara en sadan multipel, da ser vi att

A A A A
n—A§€m§n+A<:>—§n—€§@{n}e{—,]modl, (27)
m m m m m m

dar [f 7%, 7%] mod 1 = ¢y, [k — 7%, k+ %] Med den hir presentationen av problemet gor |1] tva
approximationer — forst en Taylorutveckling och déarefter en diofantisk approximation.
Den forsta approximationen syftar till att ersitta hyperbeln f(m) := I med en (diskontinuer-

lig) méngd tangenter till kurvan givna av en Taylorapproximation vid olika punkter my,

mo mg

fm) = flmo+7) = — — —r+0 <n?3r2>

dir m_ = min(m, mg). Eftersom hyperbeln planar ut for stérre m s& kan vi approximera storre och
storre intervall av kurvan med samma linjesegment utan att forstora feltermen. Mer specifikt sa
later |1] approximera kurvan med tangenter till kurvan pa mitten, my, av intervallet [M;, M; +2R;]
dar Mi+1 == Mi + QRZ +1 med MO == I_KAJ +1 och

Ry = |V/A(n)M;| .

Vi delar in kurvan i segment [M, M + 2R] tills vi har tdckt alla tal m € [|[KA] + 1,v/n+ A].
Orsaken till att 1] véljer att definiera M, mo och R som ovan &r si att restermen inte Gvertar
storleken pa intervallet, med andra ord &r resttermen < nr?/m3 < nR?/M3 = A/(4M). Tar vi
hénsyn till feltermen i problemformuleringen, , s& har vi omformulerat problemet till att hitta
r€[-R,R]saatt P(r) = (;- — mlgr) € [-5A/(4M),5A/(4M)] mod 1. Helfgotts val av K > 5/2
fyller nu tva syften: R > 1 sa att intervallen vi soker inte &r tomma och 5A/(4M) < 1/2 s& att
intervallet vi forsdker pricka inte ar hela R.

Vi kan stélla ytterligare krav pa r € [—R, R] for att slippa ga 6ver hela intervallet. Vad [1]
gor Ar att hitta en approximation fér a; := —n/m3 pa formen a/q dér a,q ér tva relativt prima
heltal med ett krav pa ndmnaren, ¢ < 2R. Detta &r precis funktionen av en sa kallad diofantisk
approximation och for att forsta den har processen krévs forkunskaper om kedjebréak som kan hittas
i appendix [C}] Med kedjebraksnotationen fran appendix s& vill vi omformulera o till ett enkelt
kedjebrak, (ag,as,...). Foljer vi algoritmen i |11, sats 21.5] s& ges ag av |1 | och om inte oy &r ett
heltal, i vilket fall vi ar fardiga, s& blir resten 0 < a; —ag < 1. Detta ger oss & :=1/(a; —ag) > 1
och vi kan aterupprepa samma steg: 14t a1 = [£1] och & :=1/(&; — a1) > 1. Genom att fortséitta
pa samma vis far vi en algoritm som genererar ett enkelt kedjebrak.

Vi kan vara sdkra pa att algoritmen slutar av sig sjélvt eftersom vi utvecklar kedjebraket av
ett rationellt tal, a; = —n/m2, som dérav r ett #indligt kedjebrak (se |11, sats 21.5]) men vi vill
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sannolikt avbryta processen redan tidigare. Vart mal ar att hitta en rationell approximation till ay
med ndmnare ¢ < 2R och eftersom (g, ), >0 ar en vixande f6ljd s& kan vi vélja att stoppa algoritmen
nar g, < 2R men ¢,4+1 > 2R. Del 2 av sats garanterar att var approximation blir battre for

varje iteration och, fér sadant n, sa ar ‘al — % < q.%R. Till sist observerar vi att konvergenterna,

Pns (n, ar relativt prima dé del 2 av sats ger o0ss att (pn—1,qn—1) ar en heltalslosning till den
diofantiska ekvationen

ar+by=1 dir a=(-1)"¢q,, b= (=1)""p,,

vilket endast dr mojligt om hogerledet, som hér &r lika med 1, &r en multipel av stérsta gemensamma
ndmnaren, (a,b), (ett resultat fran elementér talteori, se forslagsvis |11} sats 3.1]).

Ovanstéende algoritm heter DIOPHAPPR i [1| och berdknar en diofantisk approximation a/q av
den ledande koefficienten «; i P(r) med kravet p& ¢ som vi ndmnde tidigare. Algoritmen returnerar
tiljare och niimnare separat samt passar pa att beriikna a~! (mod ¢) da del 2 av sats ger 0ss
en mojlighet att rdkna ut inversen i termer av konvergenterna.

Malet med att introducera DIOPHAPPR &r s att vi kan ga fran att leta 16sningar till ire
[—R, R] till att endast leta bland ett urval av heltal. Vi har redan hittat en rationell approximation
av den ledande koefficienten, «, i P(r). Vi kan ocksé approximera konstantkoefficienten ag :=
n/mo med braket |aog+ 1/2|/q := ¢/q. Saledes ser vi att

a a
|q.P(r)—(c+ar)|: <a1—q) gr + (apg —o)| < al—q’q|r|—|—|aoq—c
1 1
<—— - qR+=-=1
=g 2r )

tack vare noggrannheten av den diofantiska approximationen, hur vi definierade ¢ och att r €
[ R, R]. Darav, om P(r) € [-5A/(4M),5A/(4M)] mod 1 s& medfor det att

c+are{-k—-1,-k,....,k,k+ 1} mod ¢q

dir k = |q - 5A/(4M)]. Det ricker alltsi att salla med r = —a~'(c + j) (mod q) for heltal
j €[~k —1,k+ 1], dar den multiplikativa inversen av a (mod ¢) tillhandahélls av DIOPHAPPR.

Vi har alltsa sett hur [1] forst sparar minnesplats genom att segmentera forsta delen av algo-
ritmen och sedan tid i den andra delen genom att vara selektiv med vilka tal som vi sallar bort
multiplar av. I det senare fallet finns som mest en multipel i intervallet, per konstruktion av KA,
och vi har visat att alla m = mg + r med en multipel i intervallet har r = —a~(c + j) (mod q),
for a, c, j definierade ovan. Daremot har vi inte visat det motsatta och det kan vara sa att vissa r
som genereras ar falska losningar orsakade av Taylor- och den diofantiska approximationen. Darfor
behdver vi kontrollera att multipeln av m ingér i intervallet, det vill sdga att

Imen—An+A] och {Im>m. (28)

I nésta avsnitt kommer vi se vilka val som gick in i Python-implementationen av pseudokoden
samt studera tidsbesparingar och mdojliga forbattringar fran originalalgoritmen.

8.2 Implementation av algoritmerna i Python

Algoritmerna i [1] presenteras i form av pseudokod som for att kunna anvindas, méste dversittas till
nagot programmeringssprak. Var implementation av algoritmerna ar skrivna i spraket Python. Det
var mojligt att versitta pseudokoden mer eller mindre ordagrant, vilket gjordes och resulterade i
en fOrsta version av programmet. Dérefter kunde flera forbattringar av koden goras for att korta
ned dess korningstid. Vissa av forbéttringarna var mojliga da pseudokoden i [1] &r skriven i syfte
att tydligt illustrera algoritmerna, och &r saledes inte &mnad till att vara fardig, optimerad kod.
Andra forbattringar var sprakspecifika och astadkoms genom att jamfora berdkningstiden hos olika
funktioner och metoder i Python, fér att sedan implementera de som visade sig vara snabba. Den
forbattrade versionen av koden finns bifogad i appendix. Nedan foljer, utan inbordes ordning, nagra
av de gjorda forbattringar som har haft storre inverkan.
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e I den ursprungliga pseudokoden representeras den sallade méngden av en vektor bestaende
av booleaner, vilken vi har ersatt med en bitstrang. Denna idé foreslas redan i 1] och sparar
i forsta hand minne, som i sin tur kan leda till snabbare berdkningar pa grund av battre
anvindning av cache. Har anvéindes Python-biblioteket Bitarray.

e Pa vissa stéllen har det varit mojligt att flytta ut berdkningar utanfor loopar sa att samma
berékning inte behover goras flera ganger. Dessutom har flera berdkningar kunnat kortas ned
eller skrivas ihop for att undvika temporéra variabler.

e | Python kan operatorn x//y anvéndas for division utan rest. Denna har visat sig vara
snabbare dn sammanséttningen floor(x/y) och har darfor fatt ersétta den senare dar det
varit mojligt. Pa ett liknande sétt har ceil(x/y) ersatts med -(x//-y).

En ytterligare forbéttring kunde goras genom att titta ndrmare pé . For att en 16sning
m ska vara en dkta losning maste alla villkor i halla och detta bor saledes kontrolleras i
algoritmen. Men i sjalva verket ar det dverflodigt att kontrollera alla tre villkoren.

Algoritmen konstruerar namligen multipeln m genom att sitta £ := |(n+A)/m], vilket direkt
implicerar att fm < n + A alltid dr uppfyllt. Vidare inspekterar vi villkoret ¢m > m, dér vi har

att
n—l—AJ {n—f—A
>1 <
m

£m>m<:>{ J>2<:>(n+A)/2>m.

m
Men m viljs ur intervallet [M, M + 2R)] s& det ricker med att undersdka vilka forhéllanden som
M + 2R < (n+ A)/2 ar uppfyllt under: Vi har att M < +vn+ A, R=|M\/A/4n] samt A <n
vilket ger oss att M + 2R < 2v/n + A. Detta &r i sin tur mindre eller lika med (n + A)/2 om
n—+ A > 16. Att salla efter primtal i en lista av positiva heltal mindre &n 16 &r ointressant. Dérfor
kan vi rimligtvis introducera kravet n + A > 16 i boérjan av NEWSEGSIEV, s& att fm > m alltid
haller och ddrmed inte behover testas senare i algoritmen.

Det har foljaktligen visat sig att av de tre villkor i , ar tva av dem alltid uppfyllda och
behdver darmed inte kontrolleras. Det totala antalet ganger som detta steg utfors ar

o (A logn + M(logn)Q) )

enligt 1} s.346] och vi sparar saledes en betydande méngd tid pa att reducera antalet berdkningar
hér till en tredjedel av det ursprungliga.

For att visa att de fordndringar som gjorts i koden, faktiskt har haft inverkan s& 14t vi utfora
tester. Testerna gjordes pa en hemdator och jamforde korningstid mellan den férsta versionen av
programmet, mot en senare version dar férbéttringarna har inférts. Som tidigare ndmnts sa séllar
algoritmen fram primtal i ett angivet intervall [n — A, n + A] och dess tillvigagangssitt varierar
nagot beroende pa forhallandet mellan A och n. Av denna anledning utfordes tva stycken tester
dar detta forhallande sattes till att vara sa stort som mojligt respektive sa litet som méjligt. I det
forsta testet valdes saledes A := n och tre métningar utfordes for n = 5-103,5-10%,5-107. I det
andra testet valdes A := /n och n fick anta virdena 10°, 102 respektive 10'°. Fér alla métningar
visade sig den forbéttrade versionen vara minst 10 ganger sa snabb som den ursprungliga versionen,
dessutom visar métningarna pa en antydan till att denna faktor ckar da n véxer. De uppmitta
tiderna finnes i tabell [Il

Givetvis dr programmet inte perfekt och det finns flera knep som kan utforskas ifall ytterli-
gare forbéttring av koden eftertraktas. I den ursprungliga artikeln [1] ndmns ett fatal eventuella
férbéttringar, hir ges ytterligare tva stycken.

o Istilllet for att flera ganger om lata SIMPLESIEV(M) generera en lista med alla primtal upp
till M kan det eventuellt spara tid att generera en godtycklig lista vid start av programmet.

Virdet pa M overskrider inte v KA + v KA, vilket gér denna taktik rimlig. Exempelvis tar
en lista med alla primtal upp till en miljard omkring 1GB att spara och kan anvéndas for
n < 10%, si linge som vi haller oss till nagot mindre interval dir A < /n. Detta handlar
sjalvklart om en avvigning mellan hur snabbt det gar att 1dsa in sparad data mot hur snabbt
det gar att berdkna den fran grunden och bor understkas mer innan idén tilldmpas.

e Flera berikningar kan utféras parallellt, vilket redan foreslas i |1]. I synnerhet kan detta
nyttjas i andra delen av NEWSEGSIEV dér oberoende berdkningar utfors for varje j € [—k —
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1,k + 1]. Dessa berdkningar &r alla enkla och p& samma form, och det kan séledes vara
gynnsamt att 6verlata dessa till datorns grafikkort. Detta eftersom grafikkortet ofta visar sig
snabbare &n processorn pa att utféra denna typ av uppgifter.

Tabell 1: Uppmaétta korningstider for den forsta, respektive den forbéttrade versionen av program-
met. Programmet sallade fram alla primtal i ett intervall pa formen [n — A,n + A] dar A = n for
de tre forsta matningarna och A = /n {or de tre sista. Den forbéttrade versionen var snabbare &n
den forsta versionen med en faktor pa minst 10, fér alla métningar.

Ko6rningstid i sekunder

Intervall
Utan forbattringar | Med forbattringar
[0,10] 0.0236 0.0018
[0,10°] 1.9253 0.1002
0,108] 179.7834 9.2633
(107 + 10%] 0.1489 0.0142
(1012 + 10%] 2.4071 0.2319
[10'° £+ 10°] 78.1001 3.2894

I ndstkommande avsnitt presenteras diverse resultat som erhallits ifran kérning av programmet.

8.3 Tillimpningar och resultat

Genom rapportens gang har vi hénvisat till, och uppskattat fordelningen av, ett antal klasser av
primtal och deras egenskaper. Nu kommer vi att redovisa nagra resultat som ovan ndmnda Python-
program givit. Vi borjar med att rdkna primtal i ett intervall och jamfoéra det med primtalssatsen,
detta i syftet att 6vertyga oss om kodens validitet. Sedan underséker vi trovirdigheten hos en for-
modad férdelning fér mangden av primtalstvillingar. Slutligen redovisas frekvensen av primtalsgap,
och monster som uppstar fran detta.

8.3.1 Fordelningen av primtal

Vi bérjar med att jamfora antalet primtal som hittats med NEWSEGSIEV, mot fordelningen som
ges av primtalssatsen, namligen

(z) ~ Li(z) = /2 L (29)

logt
For att skapa figur [3|anvéinder vi var implementering av Helfgotts kod och en enkel réknefunktion.

Som vi ser i vinstra grafen av figur [3)4r skillnaden mellan kurvorna néstan osynlig p4 makroniva,
och eftersom primtalssatsen géller &r det troligt att vart program har hittat det korrekta antalet
primtal i intervallet. Att de inte ligger exakt p& varandra dr huvudsakligen beroende pa felet vilket
inte visas i . Notera att vi normaliserar felet vid borjan av intervallet eftersom vi betraktar
skillnaden Li(z) — Li(n — A), € [n — A, n+ A]. Att vir kod hittar ungefdr 100 farre primtal &n
forvintat efter 20 000 heltal och ungefir 2000 firre primtal efter 2.5 x 109 heltal &r mycket rimligt
da felet i kan som bist vara O(2A)Y/2¢), ¢ > 0, under antagandet att Riemannhypotesen
stammer |12, kap. 5].

Viirdet pa n valdes till 10'? fér att detta éir stort nog for att vara intressant men inte si stort att
programmets korningstid blir orimligﬂ Vi valde A till 1.25 x 10° far att nyttja de tidbesparingar
som fas av att gé in i den andra loopen i NEWSEGSIEV. Slutligen valde vi K till 2.5 for att det
ar minsta mojliga varde per konstruktion av algoritmen. Vi kommer nu att studera den data som
programmet gav efter korning med ovanstaende parametervarden.

LAtt n inte valdes storre i detta fallet &r pa grund av kérningstiden for koden.
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o Primtalsraknare vs. Primtalssatsen v Skillnaden vid slutet av intervallet
—— NewSegSiev

Primtalssatsen

571430 —— NewSegSiev
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Figur 3: I figuren till vanster redovisas antalet primtal som férvéntas enligt primtalssatsen, orange,
och antalet primtal som hittades enligt NEWSEGSIEV, bld, da n = 10'9, A = 1.25-10°, och K = 2.5.
Notera att kurvorna ligger néstan pa varandra. I grafen till hoger redovisas inzoomade versioner
av grafen till vinster for att visa skillnaden mellan var métning och det som forvintas vid borjan
av intervallet, dér algoritmen returnerar kring 100 firre primtal &n forvéntat, och vid slutet av
intervallet, dér algoritmen returnerar kring 2000 farre. Dock att kurvorna inte ligger pa varandra
ar vantat eftersom det finns ett fel i vilket inte visas.

8.3.2 Fordelningen av primtalstvillingar

Med hjilp av de primtal vi hittade i vander vi oss nu till primtalstvillingar. Det finns ingen
sats for primtalstvillingar motsvarande primtalssatsen, dock sa finns det en férmodan framlagd av
Hardy och Littlewood [13, Férmodan B]. Den lyder

dir Cy = 0.66016... &r primtalstvillingskonstanten [14]. Jimfor vi den hypotetiska fordelningen
emot antalet primtalstvillingar vi har genererat, s& far vi figur [

Datan i figur [4] ger oss négra intressanta insikter angéende primtalstvillingar. Den forsta &r
att datan ger stod till den hypotetiska fordelningen av primtalstvillingar. Kurvorna ligger mycket
nira varandra och stédjer ddrmed hypotes [30] eftersom vi nu litar pa vart program. Skillnaden
mellan det forvantade antalet primtalstvillingar och antalet som hittades &r som mest ungefér 500,
och hittas vid slutet av intervallet. I sammanhanget av ett intervall av lingd 2.5 x 10? sa #r en
skillnad av 500 ekvivalent med en avvikelse av 2 x 10~7 mer primtalstvillingar per heltal &n vad
som forvantades. Att antalet primtalstvillingar blir stérre &n det hypotetiskt férvintade antalet
vid slutet pa intervallet beror méjligen pa att vi avrundar Cy till 0.66 i kombination med att vi
normaliserar felet vid borjan av intervallet precis som i foregaende tillimpning. Dock sa kunde
avrundningen av Cy tillsammans med normaliseringen av felet ocksé ha 6kat antalet forvintade
primtalstvillingar till mer dn vad det egentligen skulle vara. I sin tur leder detta till att férmodan
verkar stodjas av var implementering mer &n vad den borde.

Den andra insikten som grafen ger dr kopplad till avsnitt [£.3] ddr vi visade att primtalstvil-
lingarna ar en relativt liten andel av primtalen. Lat oss undersdka detta genom att jamfora figur
och [4 Vi ser direkt att bland de férsta 20 000 heltalen som betraktas, sa finns det drygt 400
primtal och 14 primtalstvillingar. Detta &r en faktor pa ungefér 30, och tittar vi istéllet vid slutet
av intervallet ser vi att denna faktor 6kat till ungefér 33.
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Primtalstvillingraknare vs.
;. Hypotestisk Fordelning - Skillnaden vid slutet av intervallet
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Figur 4: T grafen till vinster redovisas antalet primtalstvillingar som forvéintas enligt den hypo-
tetiska fordelningen, orange, och de primtalstvillingar som hittades enligt NEWSEGSIEV, bld, da
n = 109 A = 1.25 x 10, och Cy har avrundats till 0.66. Notera aterigen att kurvorna ligger
nédstan pa varandra. I graferna till hoger sa redovisas inzoomade versioner av grafen till véanster.
Oversta grafen till hoger visar skillnaden mellan antalet primtalstvilling vi har hittat och antalet
som forvintas vid slutet av intervallet, déar algoritmen returnerar 500 fler primtalstvillingar. Ef-
ter de forsta 20 000 heltalen i intervallet sd har algoritmen genererat néstan det exakta antalet
primtalstvillingar som forvintas.

Vi kan inte anvianda var kod som bevis for den férmodade férdelningen av primtalstvillingar.
Dock sa ger den oss en kénsla for om fordelningen verkar rimlig pa detta intervall, vilket den gor.
Vi kan ocksa fa en kénsla for hur fa primtalstvillingar det finns jamfért med antalet primtal, vilket
kan gora det littare att acceptera Bruns sats (sats [5.2)).

8.3.3 Frekvens av primtalsgap

Vi fortsdtter understka och illustrera egenskaper hos var genererade data, genom att studera fre-
kvensen av primtalsgap. Ett primtalsgap &r avstandet mellan ett primtal och det efterféljande
primtalet. Det gar att visa, med hjélp av primtalssatsen, att det férvintade avstandet mellan ett
primtal p,, och nésta, p,11, ar logp,. Vi jamfér nu detta med den data som vi genererat, se figur

I figur [5] far vi nagra insikter kring beteendet av primtalsgap i vart intervall. En kanske Gveras-
kande aspekt av grafen &r hur rak den &r efter logaritmering av y-axeln. Detta antyder att frekven-
sen pa primtalsgap minskar exponentiellt da dess lingd Okar. Vi ser att det vanligaste storleken
pé ett primtalsgap i intervallet &r 6 och att det storta gapet &r 668. En detalj som &r svar att
utlésa fran figuren ar att det for varje jamnt tal upp till och inklusive 560, finns ett primtalsgap i
intervallet med denna storlek. Enligt primtalssatsen ar den férvintade storleken pa ett primtalsgap
i intervallet ungefar 43.7491, och om vi berdknar den genomsnittliga storleken pé& primtalsgap i
vart intervall s& far vi det till 43.7505. Aterigen stodjer detta resultat legitimiteten av var kod
eftersom datan reflekterar vad som har bevisats i primtalssatsen.

Om vi atergar till primtalstvillingar sa séger figuren &ven nagot om dem. Dessa representeras
av primtalsgap med storlek 2, vilket ar det sjunde vanligaste primtalsgapet och utgor 3 procent av
alla gap i intervallet.

Till sist ger figur 5| intuition f6r en sats som omnémndes kortfattat i inledningden och séger att
det finns odndligt manga par av primtal med maximalt 600 steg emellan sig. Detta betyder attdet
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Frekvensen av primtalsgap i intervallet

75100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 35 375 400 425 450 475 500 525 550 575 600 625 630 675 700

Storlek pa primtalsgap

Figur 5: I figuren redovisas frekvensen av primtalsgap i intervallet [n — A, n + A}, da n = 101?
och A = 1.25-10°. Notera att y-axeln ar logaritmerad pa grund av den hdga frekvensen av sma
primtalsgap. De orange prickarna anger frekvensen pa primtalsgap vars storlek dr en primorial
(en produkt av de forsta n primtalen). Roda linjen markerar den genomsnittliga storleken pa
primtalsgap i vart intervall vilket ar 43.705.

dven for stora primtal finns sa finns det relativt sma primtalsgap. I vart intervall dr néstan alla
primtalsgap mindre &n 600, trots att talen i intervallet &r stora. Satsen bevisades med hjilp av nya
sallmetoder, specifikt Goldston-Pintz-Yildirim-metoder utvecklades som ar 2005 |15]. I Maynards
artikel anvénds vikter liknande de som finns i Selbergs sall, fast pa en &nnu mer allmén form. Sedan
2005 sa har 600 steg reducerades ned till 246. Ett mal med att fortsdtta minska l&ngden ar att en
dag reducera det till 2 och ddarmed bevisa primtalstvillingshypotesen.

Sasom mycket annat angaende primtal, finns det &ven en férmodan kopplad till dessa frekvenser
ovan och vilket primtalsgap som &r mest frekvent upp till en given gréns. Som vi ser i figur [5] ar
6 (den andra orange pricken) den mest frekventa storleken pa primtalsgap i vart intervall, och
speciellt med talet 6 &r att det &r produkten av de fOrsta tva primtalen. Vi ser ocksa att 30
(den tredje orange pricken) vilket &r produkten av de forsta 3 primtalen, hoppar upp lite fran
oversta delen av bandet, och pa samma vis ar 210 (den fjirde orange pricken) nista tal med detta
beteende. Formodan ar da att varje primorial, produkten av de forsta m primtalen, nagon gang blir
"hoppméstare". Formodan har undersokts direkt med hjilp av numeriska uppskattningsmetoder
[16] som har lyckats visa att 6 dr hoppmistaren fram till ~ 1.74 - 1035 och att 30 sedan tar &ver
titeln fram till ~ 10425,
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A Ordonotation

I den har uppsatsen gor vi flitig anvindning av ordonotation for att beteckna olika asymptotiska
granser. For D C C och tva funktioner, f : D — C och g : D — R skriver vi

f(@) =0(g(x)) om det finns A > 0sa att |f(z)| < Ag(z),Vz € D.

Omvixlande skriver vi dven f(x) < g(z) med samma betydelse som ovan. Om vi har att f(z) <
g(x) och g(z) < f(x) s& skriver vi f(x) < g(x). Sist s& kallar vi f(z) och g(x) for asymptotiskt
ekvivalenta och skriver f(x) ~ g(z) om g(x) &r nollskild for alla « > xg, for nagon konstant zo,

och lim,_, % =1.

B Nagra anvandbara resultat

B.1 Partiell summation

Foljande sats dr hdmtad fran [4, Sats 1.3.1] dock s& ger vi lite mer forklaring i beviset.

Sats B.1. Ldt ¢y, co, ... vara en foljd av komplexa tal och sdtt

S(z) = Z Cn-

n<lz

Lat ng vara ett fizt positivt heltal. Om ¢; =0 for j < ng och f: [n,00) — C har en kontinuerlig
derivata i [ng, 00), da for nagot heltal x > ng har vi att

- enfln) = S@)f@) - [ S@F @)

n<z no

Bevis. Vi bevisar satsen genom att forst inse att
en=5(n)—Sn-1).

Vi kan darfor skriva om vansterleden i satsen till

Y caf(n) =) (S(n) = S(n—1))f(n)

=D Sm)f(n)— Y Sm)f(n+1)
= S@f@)+ Y S~ Y S+
= S@)f@) — Y S)(fn+ 1)~ f(n)
n<lzr—1 -
=S~ 3 St [ o

= 5@ @) - [ s

Att vi kan flytta in S(z) i integralen beror pa att S(z) dr en stegfunktion och ar konstant pa
intervaller pa formen [n,n + 1). O

B.2 Summan av primtalsreciproker

Avsnitt introducerar dimensionen av ett séll, k, som ska uppfylla . Vi visar hér ett resultat
tillskrivet Tjebysjov, hdmtat ur [4, Sats 1.4.3], som hjilper till vid kontroll av detta.
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Sats B.2.

Z logp _ logn + O(1).

p<n

Bevis. Nyckeln till beviset av ovanstiende sats i [4] 4r tva observationer om fakultetfunktionen,
n!=1-2-...-n. Forst vill vi omformulera n! som en produkt av primtalspotenser. Eftersom det
finns |n/p®] multiplar av p® som &r mindre &n eller lika med n och inga sddana multiplar av p®
for a > logn/logp, ser vi att den bidragande faktorn for varje p < n kan skrivas som

H P = H pln/p”] :an/pJ+Ln/p2J+...+Ln/p“°g"“°g”J

p |k pr<n
k<n

dar p® | k betyder att « ar den storsta heltalsexponenten si att p® delar k. Detta ger oss att

logn! = Z ({ZJ + L:;J +..+ {n/p“og”/longJ> logp

p<n

vari en restterm kan urskiljas och uppskattas till

p<n p<n k=0 p<n

Den forsta observationen &r alltsd att

1
logn! = nz 08D O(n).

p<n

Den andra observationen ser vi genom att utféra en partiell summation,

1ogn!zlog(Hk>zZl-k:Lnjlogn—/lnL?dt

k<n k<n

och att |t] =t + O(1) ger att detta &r lika med

n nl
(n—l—O(l))logn—/ ;dt—l—O(l)/ ;dt:nlogn—n—i—O(logn).
1 1

Sétter vi samman observationerna, (31) och far vi

nz log p + O(n) = nlogn —n+ O(logn)

p<n

nz logp _ nlogn + O(n)

p<n

vilket efter division med n ger det 6nskade resultatet.

n n 1 1 log p
E ' el [logn/logp) E : 72 7 - E 7
(LDZJ ot ln/p e ngDlogpS p? & pk logp=n P2 1—1/p <

(31)

O

Nar vi hanterar Eratosthenes generaliserade sall, sats och Bruns sall, sats |5.1} resulterar
det ofta i att vi vill uppskatta W (z)-funktionen. En anvindbar sats for detta &r [4, Sats 1.4.4] som

sager
Sats B.3. )
Z — =logn+ O(1).

p<n
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Bewvis. Lat

0 annars

{logp for k=p
Cp =

da far vi att S(x) = >, -, ¢ ir lika med summan i sats [B.2 E Om vi anvinder foregaende sats efter
en partiell summation sa ser vi att

1 S(n) ToS(t) logn + O(1) /” logt /" O(1)
Z = dt = d
Z p logn +/2 t(logt)? t logn + 5 t(log t)th + 5 t(logt)? t

p<n

n 1"
= O(1) + [loglogt]; + O(1) [_logt} = loglogn + O(1).
2

B.3 Asymptotiskt beteende fé6r W(z), ett specialfall

Foljande sats beskriver det asymptotiska beteendet hos W (z) i specialfallet da w(2) = 1 och
w(p) = 2 for primtal p > 2. Resultatet anvinds i (5.2) samt (4.3) och idéerna till beviset &r
hémtade fran beviset av Merten’s Theorem i [4] kap.5.2].

Sats B.4. Antag att w(2) =1 och w(p) = 2 for alla primtal p > 2, och definiera
w(p)
v TI(-=2)
p<z b

Da gdller det att

W(z) > exp<— > 2), (33)

2<p<z p

dd z — oo.
Bewvis. Lat oss betrakta
_ A (p)
log(W(z)) = Z log(1— Zlog 1 +
p<z p<z ( )
Anvindning av antagandet pa w implicerar att ovanstaende hogerled dr lika med

2
log 2 + Z log(1+2> <log2 -+ Z

2<p<z 2<p<z

Pt (34)

dér olikheten héaller eftersom log(1 4+ z) < x, for alla > 0. Betrakta nu summan i hdgerledet och

gor omskrivningen
I R MR I ri

2<p<z p 2<p<z 2<p<z

Hér géller det att den andra summan konvergerar d& z — oo och kan ses genom att betrakta

> <2, 5 <2Z

2<p<z p(p 2 2<p<z

diir summan till hoger konvergerar och #r lika med 72/3. Om vi nu atergar till hogerledet i
far vi slutligen att

vilket implicerar satsen. O
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B.4 Ett lemma angdende multiplikativa funktioner
Foljande lemmat ar hdmtad fran |4, Lemma 7.2.2], dir beviset uteldmnas.

Lemma B.5. Ldit f vara en multiplikativ funktion med dy,ds positiva, kvadratfria heltal. Da

f([dy,ds]) - f((d1,d2)) = f(dv)f(d2)

Bevis. Vi delar upp beviset i tva fall dar dy och do r antingen relativt prima eller inte. D& d; och
dy ar relativt prima &r (dy,d2) =1 och [dy, d2] = d1ds. Detta medfor att

f(d,da]) - f((dr,d2)) = f(dida)f(1) = f(d1)f(d2)

dér sista likheten géller for att di och do &r relativt prima.

Da d; och dy inte ar relativt prima ar bade deras lagsta gemensamma multipel och storsta ge-
mensamma delare ocksa kvadratfria. Genom att faktorisera minsta gemensamma multipeln [dy, ds]
och storsta gemensamma delaren (dg, dz) som

[d1,d2] = p1p2...Dm
(di,d2) = q1q2-..q1

s& far vi med anvindning av formeln [dy,ds] - (d1, d2) = d1dy att

f(ldy,d2]) - f((d1,d2)) = f(p1)fp2)---f(pm) f(a1) f(q2)-..f(@) = f(d1)f(d2)

dér i sista likheten arrangerar om de primtal som behdvs for att fa tillbaka d; och dy. Detta kan
vi géra pa grund av formeln som ndmndes tidigare. O

B.5 En variant pa Mobius inverteringsformel
Formuleringen av satsen ar hdmtad fran [4, Sats 1.2.3], dir beviset uteldmnas.

Sats B.6. Ldt D vara en sluten delare mdngd av naturliga tal (det vill siga, om d € D och d' | d,
dd ar d' € D. Lat f och g vara tvé komplexvirda funktioner pé de naturliga talen. Om

fn)=>"g)(d)
S

gn) =>_ u(i) f(d)

n|d
deD

da

och motsatsen ocksd gdlller (om man antar att alla serier ar absolutkonvergenta).

Bevis. Vi bevisar bara framat riktningen, eftersom omvéandningen bevisas pa likadant satt. Lat

fn) =" g(d)

n|d
deD
da ar
Su(2) s =X u(2) X o),
n n
n|d n|d d|d’
deD deD d'eD

Vi nu anvéander att
n|d = A eN:nl=d

och likadant for d och d’. Vi far att summan kan da skrivas p& formen

Doud) Y gld)y= Y g(d) Y uk). (35)

nl=d dk=d’ n|d’ k|4
de d' €D d'eD n
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dar vi nu summerar 6ver [ pa yttersta summan i vansterled. Enligt den forsta egenskapen som
redovisas i sd &r inre summan i (35) antingen 1 eller 0 beroende pa om d'/n = 1 eller inte.

Detta medfor att J
> (41 = st

n|d
deD

eftersom n € D pa grund av att D &r en sluten delare mangd. O

C Kedjebrak

I avsnitt gar vi igenom en implementering av Eratosthenes sall och gor da bruk av en diofan-
tisk approzimation, |1}, algoritm 4]. For att forsta det hér steget kravs forst lite forkunskaper om
kedjebrak.

Ett dndligt kedjebrik definieras i |11| definition 20.1] som

1

(ag, a1, ..., an) = ap +

ai +

az +
- )
Ap—2 + 1
ap—1+ —
n
dar ag, aq, ..., a, ar reella tal och a; > 0 fér ¢ > 0. I den hér uppsatsen beror vi endast sérfallet da
ag, A, .-, a, ar heltal vilket da kallas for ett enkelt kedjebrak.
En omedelbar utmaning ar att, givet ett kedjebrék (ag,a1,...,a,), berdkna (ag, a1, ..., an+1)
utan att rdkna om hela kedjebréaket fran term a,41 till ag. Losningen pa det hér problemet ar sa
kallade konvergenter, |11 Definition 20.4], och definieras som ett par (p,, ¢, ), dar

p—2=0,p-1 =1,pp = anpn-1+pp2dan=>0
q-2 = 17Q—1 = O; Qn = QnQn—1 + qn—2 da n > 07
och deras kvot, ¢, := p,/qn, n > 0. Observera att definitionen ger oss att gy = 1 och (g,)N_,

ar en strikt véixande foljd av heltal om motsvarande kedjebrak &r enkelt. Anledningen till att vi
introducerar konvergenter ges av foljande sats, |11, Sats 20.51) och ii)],

Sats C.1. Lat (a,)N_o vara en foljd av reella tal dir a; > 0 fér i > 0 och (pn,qn) Gr deras
respektive konvergenter. D gdller att

1. {ag,a1,...,an) = ¢y, for allan >0,
2. Pnn-1— Pn-1qn = (—=1)"7 L for alla n > —1.

Bevis. Vi foljer hir beviset fran [11].

(i): For att visa det forsta pastaendet anvénder vi ett induktionsargument. Vi ser att pastaendet
haller for n = 0 ty (ag) = ag och ¢o = po/qo = (ap -1+ 0)/1 = ay.

Antag nu att pastaendet géller for kedjebrak, (ag, a1, ..., a,), med n+ 1 stycken element. Vi ska
visa att detta medfor att (ag,ai, ..., Gn, Gnt1) = cny1. Vi gor detta genom att skriva om det sista
elementet i kedjebraket s& att vi far samma kedjebrak fast med n + 1 stycken element,

(@0, A1y ey Gy Anp1) = (@0, A1y ooy G + 1/ apy1). (36)

Lat a], beteckna det nya kedjebrakets (n + 1):te element. Det nya kedjebraket har da samma
konvergenter upp till index n. Vi skriver den sista konvergenten som ¢/, = pl /q,. Alltsa, per
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induktionsantagandet, har vi

d = P _ (an +1/An41) Pn—t1 + Pn—2
In (an + 1/an+1) Gn—1+ qn—2

Ant1 (@nPr—1 + Pn—2) + Pn-1

A1 (@nGn-1+ Gn-2) + Gn—1

Gn+1Pn + Pn—1

On+1Gn + gn—1

vilket ar definitionen av ¢,4+1 = pny1/¢qn+1. Dirav ger att

(ag, @1, ..y Gy Qpy1) = Cng1

Det foljer nu av induktion att {(ag, a1, ...,a,) = ¢, for alla n > 0.
(ii): For det andra pastaendet gor vi ett till induktionsbevis. Vi borjar den hir gangen med att
kolla basfallet n = —1,

pP-1g-2—p-2¢g-1=1-1-0-0=(-1)""

vilket stimmer med pastaendet vi vill visa.

Hirnést antar vi att 2z, := pnn_1 — Pn_1Gn = (—=1)""1 f6r nagot n och vill visa att z,,; =
(—1)™. Detta &r latt att se med hjélp av den rekursiva definitionen av konvergenterna:

Zn41 = Pn+19n — Pnln+1 = (anpn +pnfl)Qn _pn(anQn + anl) = Pn—19n — PnQn—1 = —Zn-
Saledes ger induktionsantagandet att z,,1 = (—1) - (—1)"~! vilket skulle visas och pastiaendet

foljer av induktion. O

Sats [C-I] siiger oss ndgot om hur konvergenter och kedjebrak ir relaterade. Vi kan nu anvinda
den kunskapen for att sdga hur vél vi kan approximera kedjebrak genom trunkering |11, sats 20.9].

Sats C.2. Lat (an)Y_o vara en féljd av heltal med positiva termer dé n > 0 och med konvergenter
Dn/qn = cn. Kedjebriket £ = (ap,aq,...,an) uppfyller da for alla n >0
1. con <& <copy1 for2n+1<N,
1
2. |£ - Cn| < qnqn+1 "

Bevis. (i): Vi borjar med att se att (ii) i sats ger oss, for n > 1,

n—1

Pndn—1 — Pn—14n = (*1)
Pn_ Pnoy_ (ZD" (37)
dn gn—1 gn—19n

dér sista vansterledet &ér lika med ¢, — ¢,—1. D& ¢n_1¢, ar en produkt av tva positiva tal medfor
detta att co, < cop_1 for n > 1. Vidare, for n > 2, far vi

—1 n—1 -1 n—2
()", (=)
qn—14n dn—29n—1

Cn — Cng =(—1)n I In=L _qymy,
qn—24n—19

(Cn - Cn—l) + (cn—l - Cn—2) -

dir A,, r en positiv konstant eftersom (g, ), #r en strikt viixande f5ljd av positiva tal. Alltsa
L(N-1)/2]

n=0

har vi att delféljden (czn)yi{)2J ar strikt vixande och delféljden av udda index, (c2n+1)
ar strikt avtagande.
Sammantaget ger detta oss att

c<ca<cyp<..<cy=¢(<...<cs<c3<c

vilket bevisar (i).
(ii): Fran forsta delen har vi att € € [ep41, ¢n] S8 att

1€ — enl <leny1 — cnl

och hogerledet ar enligt lika med 1/(gngn+1)- O
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D Python-kod tillhérande avsnitt

D.1 Var forbattrade version av programmet

Nedan foljer vésentliga delar av den forbéttrade versionen av programmet som omnédmns i [8:2}
Koden &r skrivet i Python och dr en tolkning av den pseudokod som Helfgott presenterar i [1].
Om lésaren vill testa programmet kan all nedanstaende kod forslagsvis ldggas i samma fil. For att
programmet ska fungera behéver Python-bibliotek Bitarray vara installerat.

Vi bérjar med import av nagra externa funktioner, detta ska goras forst i koden for att de
senare funktionerna ska fungera. Biblioteket bitarray ger oss mdjlighet att arbeta direkt med
bitstrangar och funktionen zeros (N) konstruerar en sddan bitstring bestaende av N stycken nollor.
Funktionerna sqrt och floor ger kvadratroten respektive golvfunktionen av ett tal och isqrt
returnerar heltalsdelen av kvadratroten.

from bitarray import bitarray
from bitarray.util import zeros
from math import floor, sqrt, isqrt

Hérnést foljer algoritmerna vars funktion beskrivs i[8.1} pa flera rader finns det extra kommen-
tarer (pa engelska) som forklarar radens syfte. Alla funktioner, med undantag fér DIOPHAPPR,
returnerar en bitstréng. Strdngen representerar nagot sallat heltalsintervall [a,b] dér biten med
index ¢ dr en nolla om talet ¢ + a har sallats bort och en etta annars.

SIMPLESIEV

Detta &r det vanliga Eratosthenes sall. Funktionen tar in ett heltal N och returnerar en lista med
alla primtal i intervallet [0, N]. Exempelvis ger SimpleSiev(7) svaret 00110101 vilket representerar
alla primtal fran 0 till 7.

def SimpleSiev(N): # Traditional Sieve of Eratosthenes
P = zeros(N+1) # Create bitarray of N+1 '0's, representing numbers 0 to N
P[2] = True # Set 2 to '1'
P[3::2] = True # Set odd numbers >1 to '1'
for num in range(3, isqrt(N)+1, 2):
if P[num]: P[num*num::2+num] = False # Set odd mult's of num to '0'
return P

SIMPLESEGSIEV

Denna funktion tar in tre argument; n, A och M. Dérefter returnerar den en lista vilken represen-
terar alla tal i intervallet [n,n + A] som antingen &r prima eller saknar delare mindre &n, eller lika
med M. Anvénder vi notation fran avsnitt |3 representerar denna lista méngden S(A, P, z) dar
A=[n,n+ A], z= M och P dr méngden av alla primtal. For att utfora sallningen behovs alltsa
alla primtal i intervallet [0, M]. Dessa genereras av SIMPLESIEV som &kallas pa rad 5.

def SimpleSegSiev(n, Delta, M):

S = zeros(Deltat+1)

S.setall(True) # Set all bits in S to '1'

if n <= 1: S[0:2-n] = False # Set 0 and 1 to '0' 4f present

Primes = SimpleSiev(M) # Get list of primes up to M

for p in Primes.itersearch(bitarray('1')): # Iterate through primes
S[max(-(n//-p), 2)*p - n::p] = False # Set multiples of p to '0'

return S

SUBSEGSIEV

Denna funktion &r exakt som SIMPLESEGSIEV gillande indata och utdata. Skillnaden mot forst-
ndmnda dr att intervallet [0, M] delas upp i mindre delintervall. Funktionen tar sedan ett delinter-
vall 1 taget, skapar en lista med alla primtal i delintervallet for att sedan salla med hjilp av dessa
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primtal. P& si séitt behover inte alla primtal i intervallet [0, M] ligga i arbetsminnet pa samma
gang. For att generera listorna anvinds SIMPLESEGSIEV.

def SubSegSiev(n, Delta, M):
S = zeros(Deltat+1)
S.setall(True)
if n <= 1: S[0:2-n] = False
D_s = isqrt(M) # Size (-1) of each segment
for M_s in range(1l, M+1, D_s+1): # Iterate through segments
Primes = SimpleSegSiev(M_s, min(M-M_s,D_s), isqrt(M_s+D_s)) # Get primes in segment
for p in Primes.itersearch(bitarray('1')): # Iterate through primes
p = ptM_s # shift p to get the actual prime number
S[max(-(n//-p),2)*p-n::p] = False
return S

NEWSEGSIEV

Detta ar algoritmens huvudfunktion. Den tar in tre argument; n, A och K, och returnerar alla
primtal i intervallet [n — A,n + A]. Det sista argumentet K ska vara ett flyttal storre eller lika
med 2.5 och paverkar hur funktionen gar tillviga for att salla. Funktionen sallningen sker i tva
delar. Forst sallas intervallet for multiplar av primtal mindre &n eller lika med KA. Detta utfors
av SUBSEGSIEV och sker pa rad 16. Dérefter séllas intervallet for resterande tal, vilket &r multiplar
av tal mellan KA och vn + A. Detta gors med hjalp av DIOPHAPPR i while-loopen som bérjar
pa rad 17 och slutar pa rad 31.

def NewSegSiev(n, Delta, K): # Main algorithm
# Argument parsing:
if n*x(1/3)>=Delta or Delta>n:
raise Exception("Delta should be between n~(1/3) and n")
if K < 2.5:
raise Exception("K must be at least 2.5")
if n+Delta < 16:
raise Exception("n + Delta must be at least 16")

# Calculation of some repeatedly used values:
upper, lower = n+Delta, n-Delta

f = sqrt(Delta/(4#n))

boundl = isqrt(upper)

M = floor(K*Delta) + 1
S = SubSegSiev(lower, 2#Delta, M-1) # SubsegSiev sieves by primes < I
while M <= boundl: # Sieve by the larger primes not covered by SubSegSiev
R = floor (M*f)
mO = M+ R
alpha0 = n/m0 7 1
alphal = -n/(m0*m0) 7 1
ainv, q = DiophAppr(alphal, 2*R)
¢ = floor(alphaO*q + 0.5)
k = floor(5*Deltaxq/(4+M)) # Need int-type. floor(z/y) is faster than int(z//y)
bound2 = M + 2*R + 1
for j in range(-k-1, k+2):
r0 = -ainv*(c+j) % q
for m in range(mO+r0-((mO+r0-M)//q)*q, bound2, q): # for m in the intersection
n_s = (upper//m)*m - lower
if n_s >= 0: S[n_s] = False # Checking n_s <= ntDelta and n_s > m is redundant
M = bound2
return S

DioPHAPPR

Denna funktion tar in tva tal; o och @, och berdknar en rationell approximation a/q av o med
hjélp av kedjebrak. Heltalen a och ¢ uppfyller (a,q) = 1 samt att ¢ < @Q och |a/q - a| < 1/4Q.
Funktionen returnerar talparet (¢,a~!) diir a=! dr den multiplikativa inversen till @ modulo q.
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def DiophAppr(alpha, Q):
b = p = floor(alpha)
q=pm=s =1
q_m = 0
while q <= Q:
if alpha ==
return -s*q_m, q
alpha = 1/(alpha-b)
b = floor(alpha)
P, 49, p-m, q.m, s = b*p+P—ms b*q+q—m’ P, 9, -S
return s*q, q_m

D.2 Nagra extra funktioner
REMOVENONTWINS

Hér presenteras den funktion som anvénts i[8.3] Denna tar in en redan sallad lista med primtal
och sallar bort alla primtal p dar p + 2 inte dr prima. De tal i listan som &r kvar efter detta &r
primtalstvillingarna i intervallet. Om det sista eller nést sista talet i listan &r prima sa &r det
omojligt for funktionen att avgdéra om talet ar ett tvillingprimtal eller ej, funktionen sallar inte
bort talet men utfirdar en varning om att detta har intraffat.

def RemoveNonTwins(S): # Sieve for twin primes in prime list.
# If the last or second to last number in the given list is prime,
# then that prime won't get removed even though it might not be a twin prime.
from bitarray import bitarray
try: # Removes 2 if present
# Searches bits 0-3 for occurrence of '11' corresponing to primes 2,3
# then replaces '11' with '01'
two = S.search(bitarray('11'),3)
S[two[0]] = False
except:
pass
for i in S.itersearch(bitarray('100')): # Replaces strings of 100 to 000 in bitarray S
S[i:i+3] = False
if S[-11Is[-2]:
print("Warning! The last prime in the list may not be a twin prime.")
return

Till sist ger vi &ven en modifierad version av NEWSEGSIEV och SUBSEGSIEV som vi har valt att
ge namnen NEWSEGSIEVTWINS respektive SUBSEGSIEVTWINS. Som namnet antyder kan NEW-
SEGSIEV anvindas for att fran grunden salla fram alla primtalstvillingar i det angivna intervallet
och funktionen brukas pa samma sidtt som NEWSEGSIEV. Funktionen SUBSEGSIEVTWINS &r nod-
vandig for att NEWSEGSIEVTWINS ska fungera.

NEWSEGSIEVTWINS

def NewSegSievTwins(n, Delta, K): # Sieve for twin primes, small mod of NewSegSiev
if n**(1/3)>=Delta or Delta>n:
raise Exception("Delta should be between n~(1/3) and n.")
if K < 2.5:
raise Exception("K must be at least 2.5")
if n+Delta < 16:
raise Exception("n + Delta must be at least 16")
upper = n+Delta
lower = n-Delta
f = sqrt(Delta/(4#n))
boundl = sqrt(upper)
M = floor(K*Delta) + 1
S = SubSegSievTwins(lower, 2%Delta, M-1)
while M <= boundl:
R = floor (M*f)
m0O = M + R
alpha0O = n/m0 7 1
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alphal = -n/(m0*m0) 7, 1
ainv, q = DiophAppr(alphal, 2*R)

c =
k =

floor (alphaO*q + 0.5)
floor (5*Deltaxq/ (4*M))

bound2 = M + 2*%R + 1

for

j in range(-k-1, k+2):
r0 = -ainv*(c+j) % q

for m in range(mO+r0-((m0+r0-M)//q)*q, bound2, q):

n_s = (upper//m)*m

if n_s >= lower+2: # both n_s and its twin n_s-2 is in the interval

S[n_s - lower] =
S[n_s-2 - lower]
elif n_s >= lower: # n_s
S[n_s - lower] = False
if n_s+m-2 <= upper:

False

False

is in the interval but not n_s-2

# the twin to the next multiple of m ts in the interval

S[n_s+m-2 - lower] = False
M = bound2
return S
NEWSEGSIEVTWINS

def SubSegSi
S = zero
S.setall
S[0:2-n]
D_s = is
for M_s

evIwins(n, Delta, M): # Sieve for twin primes, small mod of SubSegSiev, needed in NewSegStevTwins

s(Delta+1)
(True)
= False
qrt (M)
in range(l, M+1, D_s+1):

Primes = SimpleSegSiev(M_s, D_s, isqrt(M_s+D_s))
for p in Primes.itersearch(bitarray('1')):

return S

p = ptM_s
start = max(-(n//-p),2)*p-n
S[start::p] = False
if start-2<0:

start = start+p
S[start-2::p] = False
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