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"Tell me and I forget
Teach me and I remember
Involve me and I learn”

- Benjamin Franklin
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Sammandrag

Matematik ar ett kdrndmne i skolan idag, och anses av de flesta mycket
viktigt. Samtidigt dr det en vanlig uppfattning att det ar svart, tra-
kigt och oanvindbart. Med detta projekt vill vi underldtta fér larare
att arbeta mer med problemldsning i sin undervisning. Detta gors ge-
nom att inféra nya typer av matematiska problem for gymnasieskolan,
eftersom var undersokning visade att 91% av de svarande gymnasie-
lararna arbetade med att inkludera problemlésning i undervisningen,
men 42% hade svart att hitta bra problem. Huvudsyftet med detta pro-
jekt har darfor varit att utforma problem foér att hjdlpa dessa ldrare.
Problemen ar 6ppna, verklighetsanknutna, ger underlag for diskussion,
och ska framfor allt ge kdnslan av att matematik &r anvindbart. Ef-
tersom programmering snart ska inforas i skolmatematiken &r dven en
del av problemen konstruerade for att forbereda infor det. Till proble-
men foljer dven ett forslag pa en komplett lektionsplanering och allt
presenteras pa en anvindarvinlig hemsida som ger enkel tillgang for
alla ldarare som &ar intresserade. De skapade problemen testades dven
pa gymnasieskolor vilket visade att av de 26 svarande ansiag 80% att
de lirde sig ndgot och 75% uttryckte pa ndgot sitt att problemet var
roligt eller meningsfullt. Alla ldrare var ocksa néjda med det problem
de testat och ansag att den tillhérande informationen gjorde dem enkla
att sitta sig in i.

Nyckelord: Matematik, Gymnasiet, Problemlosning, Problem, Verklig-
hetsanknytning, Modellering, Programmering, Diskussion, IT, Peda-

gogik
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Abstract

Mathematics is a core subject in the Swedish school system. Parallel to
this, it is a common occurence that the subject is perceived as hard, bo-
ring and useless. With this project we want to faciliate the teachers by
introducing new mathematical problems targeted for upper secondary
school pupils. We conducted a survey for teachers; where 91% asserted
that they are working to include problem-solving in their teachings,
while 42% have issues finding good problems. The main purpose of
this project has then been to produce problems designed to help the
teachers in question. The problems are open, applicable to real-life,
give ground for discussion and, perhaps most importantly, make mat-
hematics feel relevant. Also, since programming is soon going to be
part of mathematics, a share of our problems have been constructed to
prepare students for this inclusion. Additionally to these problems, a
suggested "complete” lesson plan is provided and presented on an ea-
sily accessible and user-friendly web page. Finally, from all our tested
problems, the 26 student answers assert that: 80% declare they learnt
something new and that 75% state they found the problem fun or mea-
ningful in some way. All teachers were content with the problems that
they tested and thought that the information that followed made it
easy to familiarize themselves.

Key words: Mathematics, Upper secondary school, Problem solving,
Problem, Applicability, Modelling, Programing, Discussion, IT, Peda-

gogy
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1 Inledning

Matematik ar en av de storsta delarna i skolan bade idag och historiskt,
vilket bland annat visar sig genom att matematiken &r ett kiirndmne i bade
grundskolan och gymnasiet i Sverige. Trots det ar det ett &mne som manga
elever blir stressade Gver, och som ofta framstéalls som svart, trakigt, oan-
vandbart och abstrakt [I]. En vanlig uppfattning verkar vara att matematik
ar ett &mne som bara vissa kan bli bra pa [2]. Undersékningar visar ocksa att
Sverige inte dr ledande nér det kommer till matematik, nagot vi tror skulle
kunna uppnas [3]. I borjan av detta projekt hade vi uppfattningen om att
skolan till stor del priglas av genomgangar av lidrare samt egen rdkning i
boken, och inkluderar séllan problemlésning i form av verkliga utmaningar
som kréver reflektion. Men ar det sant? Hur ser undervisningen ut idag och
hur har den férdndrats genom &ren? Vad kan man &dndra for att gora den
battre?

Detta ar nagot vi bestamt oss for att ta reda pa i detta projekt. Vi har
darfor dels studerat den nuvarande situationen, bade med hjéilp av kéllor
och egna undersékningar, och vi har dven gjort ett bidrag for att forsoka
forbattra den svenska matematikundervisningen. Detta vill vi géra genom
att infora mer problemldsning i gymnasiet, och vi har darfor skapat ett
antal matematiska problem, tdnkta att genomforas pa gymnasieniva. Dessa
presenteras pa en anvandarvéanlig hemsida och ska kunna anvindas av larare
som vill inkludera mer problemlésning i sin undervisning, men kanske inte
har den tid 6ver som det kravs for att planera sadana lektioner.

Det som vi framforallt anser att vi kan bidra med till &mnet &r var
utgangspunkt som blivande ingenjorer. Pa sa sitt hoppas vi kunna se pa
problemet fran en annan vinkel jamfért med forfattarna bakom den forsk-
ning som redan finns. Dessa ar ndmligen mer eller mindre uteslutande larare,
pedagoger eller matematiker. Med var erfarenhet fran utbildningar inriktade
mot IT och fysik hoppas vi kunna tillféra nya tankar, och skapa problem
med en riktig och ddrmed trovérdig verklighetsanknytning. Vi vill att vara
problem ska visa pa friheten, men ocksa anvindbarheten, hos matematiken
och fokusera pa verklighetsanknytning, modellering, programmering och dis-
kussion.

2 Matematikundervisning forr och nu

I kapitlet underscks konceptet matematikundervisning samt hur den sett ut
genom historien fram till idag. Vad har karakteriserat hur matematik lars
ut, och hur har det utvecklats genom aren?



2.1 Hur matematikundervisningen sag ut forr

Den traditionella undervisningen var linge den som mer eller mindre uteslu-
tande anvéindes i Sverige, sarskilt i hogre aldrar [4]. Denna metod kan delas
in i tva delar: genomgédng och egen rakning [5]. Det innebér att lektionen
borjar med att ldraren star framme vid tavlan och gér igenom ny teori var-
efter varje elev individuellt far trédna pa detta med hjialp av ett stort antal
likartade uppgifter. Dérefter kan eleverna kontrollera om de gjort ratt ge-
nom att jamfora svaret med facit, och sedan ga vidare. Om man far ratt svar
pa alla uppgifter anser man sig fardig och gar vidare till nésta del. Dérefter
upprepas samma procedur med ett nytt begrepp i centrum.

Med den héar metoden lar sig eleverna anvéinda olika matematiska be-
grepp och metoder, men forst efter att det specifika begreppet eller metoden
just presenterats. P4 det faktiska provet, nir de sjdlva maste ta reda pa vil-
ken metod som ska anvéndas i varje uppgift, blir det betydligt svarare [6].

2.2 Hur matematikundervisningen har férandrats

P& senare ar har man borjat att aktivt se 6ver hur undervisningsmetoden
skulle kunna forbéttras. Intresset for problemlésning vaknade internationellt
under 1980-talet [7] och nu &r &mnet mycket aktuellt i didaktiska samman-
hang. Ar 2011 inférdes en ny och uppdaterad kursplan for gymnasiet, GY11,
som bland annat paverkade matematiken. Jamfort med de tidigare kurspla-
nerna fran 2000 fanns det ett antal viktiga dndringar som géllde alla de olika
matematikkurserna. Dessa fordndringar diskuteras i en jamforelse mellan de
bada kursplanerna [8], dar den nya anges lagga mer fokus pa att kurserna
ska anpassas efter varje program och inriktning. Pa sa sdtt plockas verk-
lighetsanknytningen upp pa ett tydligare satt. Man ska alltsa lara sig hur
matematik kan anvindas i vardagssammanhang som exempelvis att betala
rakningar, men dven i mer specifika situationer beroende pa vad man kan
behova i yrkeslivet alternativt vidareutbildningen efter gymnasiet. Samma
kélla tar ocksa upp en annan viktig dndring som galler problemlosning. Det-
ta hade ingatt &ven tidigare, men da bara som ett av malen. Nu podngteras
att det ska anvindas som medel for inldrning av andra mal. I GY11 poéng-
teras ocksa att undervisningen ska varieras och dven innehalla undersékande
aktiviteter.

For att dessa forandringar ska kunna implementeras pa ett sa bra sitt
som mdjligt har man gjort en stor satsning genom att fortbilda alla larare.
Detta har gjorts genom Matematiklyftet, som &r en kompetensutveckling
i didaktik for matematikldrare [4] och den storsta satsning som nagonsin
gjorts i ett enskilt &mne i Sverige [9]. Har belyses den kommunicerande, re-
flekterande samt understkande del av matematiken som aterfinns i samband
med problemlésning.

I mars i ar (2017) beslutades att skolan dven ska verka for att “stiarka



elevernas digitala kompetens” [11]. For gymnasiematematiken innebér detta
att anvandingen av digitala verktyg ska bli mer central i matematikundervis-
ningen och programmering ska anvindas for att 16sa matematiska problem
[12]. Aven hir ska det genomforas fortbildning av lirare [13].

2.3 Undervisningen idag och glappet till yrkeslivet och hog-
skolan

Dagens gymnasieskola misslyckas i flera avseenden med att férbereda elever
bade infor yrkeslivet [6] och hogskolematematiken [I5]. Enligt en studie fran
Kungliga Tekniska hogskolan [I5] forklaras det misslyckade forberedandet
for vidare studier med att det finns en kulturklyfta mellan gymnasieskolan
och hogskolan, alltsd en skillnad i vilka egenskaper och fardigheter som
viarderas i synen pa matematik. Enligt studien handlar det om instéllningen
till rd@knefardighet, formelkunskap, hjdlpmedel och berdkningskomplexitet.

Nar det kommer till berdkningskomplexitet ndmner studien att uppgif-
ter med icketriviala berdkningar, det vill sdga problemldsningsuppgifter, ar
vanligt férekommande pa hogskolan men att det tycks vara ovanligt i gym-
nasiet. Studien ar fran 2006 och sedan dess har GY11 tratt i kraft (2011),
som namnts i avsnitt [2.2] Eftersom problemlésning ska ha blivit ett storre
inslag sedan dess har vi &ven valt att titta pa nagra uppgifter fran en aktuell
matematikbok.

Nedan finns tre uppgifter tagna fran kapitlet "Problemlosning” i en ma-
tematikbok dmnad for matematik lc [16]. Boken trycktes 2011, alltsa ska
uppgifterna vara anpassade utefter férdndringarna som ska vara aktuella
med GY11.

Marcus laser en bok som innehaller 420 sidor. Mellan kl 19.45
och 20.15 ldser han 14 sidor.
Hur ldng tid tar det att ldsa hela boken?

Jonas kor sin bil samma stricka varje dag. Striackan dr en mil
och Jonas brukar kéra med hastigheten 90 km/h en dag kor han
strackan med 100 km/h.

Hur ménga sekunder "tjanar” Jonas pa det?

En sandstrand ar 2km lang, 30 m bred och 3 m djup.

Vi antar att ett sandkort ryms inom ett kubiskt omrade med
sidan 0,2 mm.

Hur ménga sandkorn finns pa stranden?

Vi vill hdvda att vad dessa tre uppgifter har gemensamt &ar att de ar ekvatio-
ner som har blivit forcerade in i "verkliga” sammanhang. Behover exempelvis
den 6versta uppgiften vara svarare dn att 16sa ekvationen % = z7 Det
finns fler fragor man kan stélla sig efter att ha observerat dessa uppgifter.



Vad ar 6verhuvudtaget ett matematiskt problem? Och vad gor ett sadant
problem till ett "bra” problem? Detta ar fragor som utforskas djupare under
kapitel [f] och som kommer vara centrala fragestillningar i detta arbete.

3 Vart syfte med projektet

De manga fordndringar och satsningar som namndes i avsnitt 2.2 bekréaftar
att problemlésning dr ett mycket aktuellt &mne, som man ladgger mycket
resurser pa att infora i matematikundervisningen. Det &r dock en mycket stor
fordndring att genomfoéra och tar dérfér, som alla andra stora férdndringar,
tid. Manga larare tycker att det &r svart att hinna med problemldsning
vid sidan av det 6vriga material som ska téackas enligt kursplanen [10]. Vi
anser ocksd att det dr rimligt att anta att &ven den kommande satsningen,
med att infoéra mer programmering, kommer att bli svar och ta lang tid att
genomfora.

Med det héar projektet vill vi bidra till att inféra mer problemlosning i
undervisningen, eftersom vi innan detta arbete hade uppfattningen att detta
inte inkluderas tillrackligt. Projektets syfte ar darfor att skapa matematiska
problem med forslag pa tillhérande lektionsplanering som lérare kan an-
vinda i sin undervisning. P& sa sétt vill vi minimera den tid som lararna
behéver lagga pa lektionsplanering och pa sé siatt gora det lattare att varie-
ra kursboksmaterialet med mer problemlésning. Med dessa uppgifter vill vi
visa matematikens manga sidor och ge eleverna en kénsla for hur relevant
matematiken ar, och hur den kan anvindas. Problemen ska uppmuntra ele-
verna till att diskutera matematik och upptécka friheten och kreativiteten
som finns i matematiken. Flera av problemen bygger ocksa pa programme-
ring, nagra direkt och ett mer indirekt. Med problemens tydliga struktur
hoppas vi ocksa kunna inspirera och forenkla for larare som vill utveckla
egna problemlosningslektioner utifrén egna idéer.

Vi ville &ven understka om var ursprungliga hypotes om problemlésning
i undervisningen, som namndes i kapitel , stammer samt ifall det finns
nagra specifika faktorer som motverkar detta. I sa fall ville vi anpassa pro-
jektet efter de motverkande faktorer som uppdagades, sa att vi kan bidra
till att minska dessa. For att gora det enkelt for larare att hitta och anvan-
da problemen ska de presenteras pa en webbplats, tillsammans med Ovrig
information om hur de kan anviandas.

3.1 Varfor gymnasiet?

Vi har valt att rikta in detta arbete specifikt mot gymnasiematematik. Aven
om vi tror att det ar viktigt att utveckla matematiken pa likande satt i alla
aldrar, sa har vi valt en mindre malgrupp for att kunna genomféra arbetet
pa ett bra sétt och med ett anvandbart resultat.



Det finns flera anledningar till varfér valet av malgrupp foll pé just gym-
nasiet. Dels finns det forskning som visar att en féréindring i matematiskt
tankande, tvartom vad man kan tro, 4r béttre att infora i den senare delen
av skolan [6]. Det ar latt att tro att en dndring som infors tidigt fortplantar
sig till efterféljande matematikkunskaper, men sd &r det alltsa inte i all-
ménhet. Gymnasiet dr ocksa sista steget innan man eventuellt fortsitter till
universitet, hogskola eller arbetsliv dar man forvintas 16sa problem utan att
ha alla fakta och metoder givna pa férhand. En férsmak pa detta dr nagot
som vi saknade i gymnasiet, och hoppas darfor kunna ge till andra.

I hogstadiet ersitts ofta den gladje for att ldara sig matematik, som &r
vanligt i de yngre aldrarna, utav rena prestationsmal [2]. Detta &dr nagot
som vi tror héller i sig d&ven i gymnasiet. Vi hoppas ddremot kunna visa en
annan sida av matematiken som vécker den gliddjen igen.

3.2 Webbplatsens roll

Webbplatsen ér ett lattillgdngligt satt att formedla de problem som vi utfor-
mat till fler &n de som vi testar problemen med. Med hjilp av webbplatsen
kan vi ge larare mojligheten att ta del av vara problem néar de vill och kdnner
att de har tid. I slutdndan s& hoppas vi att s& manga som mdojligt kan ha
hjalp av de problem som vi utformat.

Webbplatsen ar ocksa det som kommer att leva kvar efter projektet,
darfor har vi har valt att inkludera en kort beskrivning om oss och vart
arbete, samt en liten informativ text till larare med vad vi vill uppna med
vara problem och hur vi tdnkt att de ska utforas.

Med en fardig webbplats sa skulle projektet med enkelhet kunna vidare-
utvecklas i framtiden. Det enda som skulle krévas av de eventuella framtida
utvecklarna dr nagra fa instruktioner pa hur informationen ldggs in for nya
problem. Den underliggande arkitekturen tillater utbyggnad pa sa pass en-
kelt vis att man kan ldgga mer fokus pa annat, exempelvis att utveckla
problem.

4 Varfor ar problemlosning viktigt?

For att forsta detta maste man forst fundera pa vad problemlésning egent-
ligen &r, vad det innebdr och hur det kan anvindas. Detta kapitel forklarar
darfor begreppet och vilka fordelar som foljer med denna typ av undervis-
ning. Eftersom problemldsning ofta leder till intressanta diskussioner och
diarmed med férdel genomfors i grupp beskrivs dven dessa koncept mer in-
gaende. Kapitlet avslutas med att forklara hur problemlosning kan gynna
alla elever, oavsett niva.



4.1 Vad ar probleml6sning?

Begreppet problem &r ett brett uttryck och hur det ska tolkas ar inte sjalv-
klart. I en studie fran Umea universitet [17] forsokte man klargéra hur be-
greppet problem var tankt att tolkas enligt Skolverkets laroplan och jamfora
det med hur larare faktiskt tolkade begreppet. I studien framkom det att
Skolverket i sin ldroplan inte uttryckligen definierade vad ett problem var
och att ldrarnas uppfattningar om vad ett problem var varierade stort. Den-
na bakgrund belyser alltsa tydligt att det inte rader konsensus kring nigon
specifik definition om vad ett matematiskt problem &r. Idag ddremot har
Skolverket en definition pa sin webbplats och eftersom denna rapport hand-
lar om matematiska problem fér gymnasiet anser vi det lampligt att i forsta
hand titta pa vad skolverket séger i fragan. De skriver f6ljande [I8]:

Ett problem &r en uppgift som inte ar av standardkaraktér och
kan 16sas pa rutin. Det innebér att varje fragestéllning déar det
inte pa forhand for eleven finns en kédnd l6sningsmetod kan ses
som ett problem.

Denna definition belyser svarigheten med att kalla nagot for ett problem,
némligen att den uppgift som &r ett problem fér en person, kan vara en enkel
standarduppgift for ndgon annan. Trots detta kommer vi bendmna vara
framtagna matematiska problem som just problem, eftersom de &r gjorda
for att vara nya och utmanande fér gymnasielever. I detta arbete har vi valt
att anvinda en nagot mer sammanfattad version av samma definition som
Skolverket anvinder, ndmligen att:

Ett problem &r en uppgift som man inte pa férhand vet hur man
ska 16sa.

Problemlésning i sin tur beskrivs enligt Skolverket som férmégan att
kunna 16sa ett problem. Vidare skriver de att [18]:

Problemldsningsforméga innebér att kunna analysera och tolka
problem vilket inkluderar ett medvetet anvindande av problem-
l6sningsstrategier som att till exempel férenkla problemet, inféra
lampliga beteckningar, 4ndra forutsdttningarna. Att 16sa proble-
met innebédr att genomfoéra ett resonemang dér grunderna for
resultatets giltighet blir tydligt och resultatet korrekt.

Definitionen visar att problemlésning ar ett mycket brett omrade.

Nedan presenteras nagra viktiga egenskaper som hor samman med pro-
blem och problemlosningsstrategier. Dessa egenskaper kan tillsammans, eller
var och en for sig, lyftas fram i ett bra problem.

Till att borja med kraver problemlésning ett undersékande arbetssatt.
Det handlar om att analysera problemet och bryta ner det i mindre delar,



och déarefter hantera varje del var for sig. Ofta maste man prova sig fram
med olika l6sningsmetoder innan man hittar en som fungerar.

En vanlig form av problemldsning ar ockséd att anvidnda 6ppna problem.
Det innebér ett problem till vilket det finns flera olika mojliga 16sningsgangar
for att hitta ett svar, och detta svar behover inte heller vara unikt utan kan
variera beroende pa vilka antaganden som gjorts. Ett exempel pa ett 6ppet
problem &r att man ska planera en pool med en viss volym, vilket sjalvklart
kan goras pa en méngd olika sétt.

En annan viktig del ar att kunna Gversétta ett problem till matematiska
modeller. Detta ar en nyttig formaga att besitta i manga olika sammanhang,
aven i arbetslivet [6]. Det &r ocksd minst lika viktigt att kunna granska en
modell med kritisk blick, och fundera pa i vilka sammanhang den géller
och nér den leder till orimliga resultat. Inte minst &r det ett kunskapskrav
for gymnasiematematiken att kunna tillimpa matematiska modeller, nagot
som Skolverket beskriver som modelleringsférmaga [1§] [19]. Denna formaga
beskrivs som foljande:

Modelleringsférmaga innebdr att kunna formulera en matema-
tisk beskrivning — modell — utifran en realistisk situation.

Vidare beskrivs modelleringsférmaga som formagan att kunna koppla resul-
tatet till en verklig situation och bedéma ifall det ar rimligt, for att sedan
eventuellt utvirdera modellen pa nytt.

4.2 Polya’s fyra steg

Redan under 1940-talet skrevs litteratur om problemldsning. Polya fram-
héver i sin bok How to solve it [20] behovet av iteration, det vill sdga att
upprepade ganger titta tillbaka pa ett och samma problem men med olika
synsatt. Detta ar ocksa ett viktigt steg i de fyra faser som han har tagit
fram for hur man l6ser ett problem. Det férsta ar att forsta problemet, vad
som efterfragas. Det andra ar att kunna koppla olika element i problemet
och se hur det okédnda &r lénkat till den data man har, for att i tredje steget
genomfora problemet. Fjarde steget handlar om att man tittar tillbaka pa
vad man har fatt fram och diskuterar resultatet.

Vidare beskriver Polya mer ingaende for det fjarde steget att elever ten-
derar att ga vidare och gora annat efter att ha kommit fram till ett svar,
och att de d& missar en viktig fas. Genom att utvérdera sina resultat och
framfor allt processen att komma fram till resultatet, ges det utrymme for
personen att stirka sin kunskap och utveckla formagan att 16sa problem.
Han menar vidare att det alltid finns satt att forbéttra sin 16sning men
ocksa sin forstéelse for 16sningen.



4.3 Problembaserat larande

Problembaserat larande, forkortat PBL [22] &r en undervisningsmetod. Me-
toden gar ut pa att lira sig matematik genom att 16sa verklighetsanknutna
och ostrukturerade problem. Detta dr synonymt med 6ppna problem, som
definierades i avsnitt Problemen kan alltsa 16sas pa olika sétt och 16s-
ningen ar tankt att vara oférutségbar. Tanken &r att arbetet med realistiska
problem ska ge mojlighet att tillimpa de matematiska teorier som &r rele-
vanta for just dessa problem. PBL nyttjar ménniskans medfédda formaga
och nyfikenhet att lira sig, vilket ger en djupare forstaelse for den kunskap
som lars in [21].

Alla gynnas dock inte av denna undervisningsmetod, visar bland annat
en metastudie om styrkor och svagheter med PBL [23]. Den visar att elever
bade i grundskolan och gymnasieskolan med storre pedagogiska behov kan
ha svart att arbeta under denna undervisningsmetod. Framfor allt sa handlar
det om bade att soka egen information och vara aktiv i grupparbetet. Dartill
visar studien att PBL &r mer resurskridvnade arbetsmetod for lirare jamfort
med &n traditionell undervisning.

Daniel Willingham skriver i sin bok Why Students Don’t Like School?
om vikten av repetition for inldrning [25]. Enligt Willingham sa &r faktaba-
serad kunskap starkt sammankopplat till kritiskt tdnkande sa som problem-
16sning, och for att uppna den kunskapen kravs repetition. Han skriver att
Ovning hjilper ménniskor att 6verfora information till nya situationer vilket
ar en mycket central del av problemlosning. Willingham beskriver dven skill-
naden mellan novisers och experters (till exempel matematiker) och deras
olika arbetssétt. Det gar inte att forvianta sig att novisen ska losa samma
problem som experten tar sig an da de har helt olika kunskapsbas. Istéllet
anser han att man kan lata elever inspireras av experternas arbete utan att
faktiskt lata dem gora samma sak.

Det som kan ses som motsatsen till PBL &r deduktiv inldrning. Deduktiv
inlarning &r den undervisningsmetod som den traditionella matematikunder-
visningen, som definieras i avsnitt anvander sig av. Det innebar alltsa
att i forsta hand ldra ut teorier for att sedan tillimpa dessa pa ldmpliga
uppgifter och problem [24].

4.4 Arbeta i grupp

Att lata elever arbeta med problemldsning i sma grupper om tva till fyra
personer leder till att eleverna ges mojlighet att diskutera och reflektera an-
gaende problemet. Eleverna far prata om sina forslag pa losningar, lyssna pa
andra elevers idéer, samt dven ges mojlighet att fraga, kritisera och beméta
kritik pa ett positivt sdtt. Nar eleverna far forklara sina tankar pa det hér
siattet leder det till 6kad matematiksforstaelse [26].

Det &r vanligt att dela upp elever efter hur snabbt de anses 16sa uppgifter



[2], dédremot hévdar bade Boaler [6] och Hagland m.fl. [26] att det ar battre
med heterogena grupper vad det géller matematikkunskap. I blandade grup-
per dar man arbetar efter metoder anpassade for detta arbetssétt far elever
ldra av varandra vilket leder till ett mer rattvist klassrum enligt Boaler.
Hagland m.fl. rekommenderar att ldraren blandar medelpresterande elever
med hogpresterande eller lagpresterande elever ndr man gor gruppindelning-
en, men varnar samtidigt for att inte géra grupperna extremt homogena eller
heterogena [26].

En negativ aspekt med grupparbete ar att vissa elever kan bli sittande
passivt medan resten av gruppen loser uppgiften at dem [26]. Detta proble-
met kan rimligen antas bli vérre ju storre gruppen blir.

4.5 Diskussion och kommunikation inom matematik

Givande diskussioner kan fa elever att inse att det ar tillatet att ha egna
idéer och tankar kring matematik, ett &mne som annars kan upplevas handla
om att folja regler. Nar elever diskuterar problem med varandra sa lar de
av varandra och elever kan ofta uttrycka sig pa ett sédtt som kan gora det
lattare for andra elever att forsta dn vad lararen kan [6].

Faktum &r att diskussion &ar sa viktigt for problemlosning att Hagland
m.fl. skriver, i boken Rika matematiska problem, att den viktigaste skillna-
den mellan ett vanligt problem och vad de kallar ett rikt problem é&r att
det rika problemet leder till diskussion [26]. Aven Skolverket lyfter att ma-
tematikundervisning dér elevers egna losningstratergier diskuteras leder till
mycket positiva resultat och okar elevers lust att lara [2].

I Rika matematiska problem beskrivs dven vikten av att ha en avslutande
klassdiskussion [26]. Anledningen till att boken lagger vikt vid diskussion
just pa slutet ar att alla elever d& haft tid att jobba med problemet, &ven om
alla kanske inte har 16st det, och didrmed kan bidra till diskussionen. Aven
lararen har haft mojlighet att bilda sig en uppfattning om vilka metoder
eleverna har anvint sig av for att 16sa problemen. Hen kan dédrmed leda
diskussionen och ta upp intressanta idéer som uppstatt och lyfta dem till
resterande elever.

Ett land som tas upp av bade Skolverket och Boaler att lira av vad
det géller diskussionens roll inom matematikundervisningen &r Japan [6][2].
Skolverket beskriver hur det i Japan laggs stor vikt vid att efter eleverna 16st
ett problem sa ska de dela med sig utav sina lésningar och diskutera dem med
varandra. Dar anvinds diskussionen som en utgangspunkt for att ldraren ska
kunna lyfta viktiga aspekter ur deras losningar och tillvigagangssétt.

4.6 Verklighetsanknytning i matematiken

En vanlig uppfattning ar att det finns for lite verklighetsanknytning i mate-
matiken som ldrs ut idag [6]. Mot denna bakgrund ar det latt att forsta att



elever kan tolka &mnet som onddigt och irrelevant, vilket forklarar varfor
det ar sa viktigt att eleverna upplever uppgifterna som relevanta.

Enligt var erfarenhet kdnns den sa kallade verklighetsanknytningen i
uppgifter ofta forcerad, och det blir snarare daligt férkliadda standardupp-
gifter dn faktiska problem som man kan forestélla sig att nagon skulle vilja
16sa. Som exempel kan tas uppgiften med sandstranden, som ndmns i av-
snitt [2.3] En sandstrand dr visserligen nagot som eleverna kan relatera till,
men vem vill egentligen rédkna ut hur manga sandkorn det finns déar? Dessa
typer av uppgifter riskerar att ge eleverna en kénsla av att matematik inte
dr anvindbart, eftersom de far se sa fa exempel fran relevanta anvindnings-
omraden. I vissa fall har man ocksa ténkt for mycket pa att den relevanta
matematiken ska finnas med i uppgiften, vilket kan leda till att rimligheten
blir lidande. Jo Boaler beskriver det som att eleverna inser att det finns ett
speciellt "matteland”, dar det vanliga sunda fornuftet inte lingre géller [6].

De textuppgifter som skrivs i kursbocker med avsikt att inféra en verk-
lighetsanknytning kan ocksa enligt var erfarenhet i manga fall brytas ner till
standardproblem enbart genom att plocka ut siffrorna ur texten. P& sa sétt
kan man ofta bortse fran den verklighetsanknytning som eventuellt finns.

Det verkar alltsé vara viktigt med verkligehtsanknytning i matematiken,
sa att eleverna kan relatera till uppgiften och fa kénslan av att matematik &r
viktigt och anvdndbart. Dock framhéver Lockhart i boken A Mathematici-
an’s Lament [27] behovet av att elever ska fa utforska matematiken och att
man ska forsoka underbygga deras fantasi, snarare én att lasa alla problem
vid verklighetsanknytning. Alltsa bor uppgifter med verklighetsanknytning
inte bara framhéva att matematik ar anvandbart i det verkliga livet, utan
ocksa fa eleven att kéinna att dven abstrakt matematik kan vara rolig och
spannande.

4.7 Gora eleverna delaktiga i undervisningen

Om ett par elever lyckas komma pa en 16sning, eller en del av en 16sning
till ett problem, s& kan det bidra till att géra matematiken mindre fram-
mande. Om en viss del av den teori som ldrs ut i matematiken blir i form
av egen utforskning, och att man lyckas komma en bit eller hela vigen, sa
kan de fa en belénande kénsla som &r motiverande [6]. Genom att utifran
en fraga upptéicka ett matematiskt begrepp ges detta dven automatiskt ett
sammanhang och eleverna inser att det dr anvindbart. P4 samma sitt &r
det motiverande for elever att kidnna att de dger problemet [6], det vill séga
att de sjilva far forma problemet genom att vara med och bestdmma till
exempel fragestillning och bakgrundsinformation.

All teori som en elev stoter pa under sin skolgang har en gang i tiden varit
“verkliga” problem, innan de blev formler eller modeller fardiga att anvinda.
Vi anser att det kan vara ett kraftfullt verktyg for elevernas delaktighet i sin
utbildning att fa kénlan av att vara med och upptédcka matematiken. Nar en
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individ beharskar formagan att analysera och granska olika situationer pa
ett sakligt vis sa har hen storre kapacitet till att forsta, utforska och utmana
existerande begrepp.

4.8 Programmering: Tillampad problemlosning

Att ldra sig programmera &r inte bara att ldra sig ett programmeringsspréaks
syntax. Framforallt sa ar det att kunna bryta ner ett problem i mindre delar,
i datasammanhang dven kallat subrutiner, och definiera tydliga steg fér hur
man genomfor dessa. Att fa tréning och efter hand fardighet for detta gor
att man med storre sannolikhet kommer att kunna beméta ett nytt problem
pa ett mer systematiskt och rationellt satt, oavsett om det &r relaterat till
programmering eller inte.

Eftersom en dator behover exakta instruktioner och inte sjélv har for-
méga att tolka vad som &r rétt och fel sa ar det viktigt att man ar tydlig
med vad man menar att ett program ska gora. Vad en dator diaremot ar bra
pa &ar att utfora dessa instruktioner pa vildigt mycket kortare tid &n vad
ménniskor kan. Detta ger ett vildigt kraftfullt verktyg for manga saker, fak-
tum ar att detta anvénds i sa stor utstriackning att vart moderna samhaélle
still stor del dr beroende av det. Det kan handla om att kunna betala sina
rakningar pa internetbanken pa ett sdkert sétt till att hitta ett lunchstélle i
en ny stad med hjilp av sokmotorer.

Kunskap i programmering ar mer efterfragad i samhéllet idag dn ndgon-
sin tidigare. Att ldra sig programmera &r ocksd en mojlighet for elever att
med relativt fria tyglar fa syssla med problemlésning. Detta &r nagot som
man har véldigt stor nytta av i matematik [6], och som matematik i stor
utstrackning dven gar ut pa. Som vi ndmnt i[2.2] s& kommer programmering
framover dven inga i kursplanen for gymnasiematematik. Detta gor det val-
digt aktuellt att inkludera matematikrelaterade programmeringsuppgifter i
vart projekt, och de flesta av de programmeringsuppgifter som vi tagit fram
har en tydlig koppling till matematiken.

4.9 Vem ir problemlosning bra for?

Enligt en studie om problemlésning i grupp sé har elever ett stort behov av
att arbeta med problem som &r pa deras niva, da de behéver vara lagom
svara for att behalla motivationen uppe, samtidigt som de ska vara utma-
nande [28]. Detta géller bade elever som har fallenhet for matematik likavél
som de som har inlarningssvarigheter. Vidare s& visar studien att traditio-
nella matematikuppgifter séllan erbjuder detta da uppgiftsformuleringarna
brukar innehalla "nyckelord” som elever lér sig att identifiera. Man blir da
som elev frantagen mojligheten att 6va pa att mota och tolka nya problem.

Studien visar dven att risken med att vélja problem av fel svarighetsgrad
minskar vid val av problem vars 16sning pa forhand inte ar uppenbar. Detta
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eftersom de kan 16sas pa olika abstraktionsnivaer vilket gor att elever med
olika forutséittningar att inte hamna utanfér den ordinarie undervisningen.

5 Undersokning av hur matematikundervisningen
ser ut idag

Innan vi boérjade med projektet hade vi uppfattningen att problemlosning,
trots den &ndrade kursplanen, &nda inte inkluderas tillrackligt mycket i ma-
tematikundervisningen pa gymnasiet. For att understka detta gjordes dels
en enkét, och dels genomférdes en lidngre intervju med en larare.

5.1 Enkat till matematiklarare om deras undervisning

Enkéten skickades ut via en facebook-sida fér matematiklarare. Den gav
ldrarna en chans att berdtta till vilken grad och pa vilket sétt de arbetar
med problemlésning, samt vilka faktorer de anser hindrar dem i detta arbete.
Totalt fick vi in 58 svar fran ldrare 6ver hela Sverige.

Resultatet bestar till storsta del av fritext dér lararna sjilva har fatt ut-
trycka sin syn pa de olika fragorna. Dessa svar har analyserats och sorterats
utifran olika gemensamma ndmnare. De svar som presenteras i kursiv text
nedan ar alltsd inte nédvindigtvis svar fran enkéten, utan representerar det
som vi tolkat som den bakomliggande tanken i de olika svaren. Notera &ven
att ett enskilt svar fran en ldrare kan falla under flera av dessa kategorier.

5.1.1 Hur ser matematikundervisningen ut?

Har 16d fragestallningen ”"Uppskatta ungefar hur manga procent av lektions-
tiden som spenderas pa foljande:” och déarefter f6ljde forslag pa vad man kan
gbra pa en lektion, samt en punkt for "Ovrigt” dér man édven fick specificera,
vad detta innebar. Resultatet av detta presenteras nedan, samt i figur [8| Hér
har dock de svar som inte summerade till 100% inte inkluderats, s& antalet
svarande larare ar har 47.

Genom att studera stapeldiagrammen i figur [§] kan man notera att den
storsta delen av lektionstiden anvinds till genomgéng och egen rakning.
Darefter foljer elevdiskussion och uppféljning, och utéver detta ldgger en
liten andel av ldrarna dven tid pa andra saker. Under 6vrigt faller framforallt
laborationer, spel, digitala quiz, redovisningar framférda av eleverna samt
problemlésning.

Néagra av lararna kommenterade ocksd i samband med den hir fragan
att de uppmuntrar eleverna att jobba tillsammans med uppgifterna i boken,
och att det pa sd sdtt blir mindre individuellt arbete, och mer diskussion
mellan eleverna.
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Figur 1: Figurerna visar stapeldiagram som representerar hur stor andel
av lektionstiden som de olika lararna anger att de ladgger pa olika delar av
undervisningen. Pa y-axeln presenteras procentandelen av ldarare, och pa x-
axeln uppskattad andel tid lagd pa de olika momenten. Notera att y-axeln
vaxlar skala mellan de olika diagrammen.
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5.1.2 Vad ar probleml6sning for dig?

For att fa en tydligare bild av hur svenska gymnasieldrare ser pa problem-
16sning bad vi dem skriva en kort forklarande text om hur de definierar
bergeppet problemlésning. I de svar vi fick in kunde vi hitta nagra olika ka-
ratiriserande asikter, och undersoka hur stor andel av ldrarna som nédmner
de olika delarna.

Manga lyfte fram att ett problem &ar en uppgift som man pa férhand
inte vet hur man ska losa, och dar man far applicera kdnd kunskap pa
nya situationer. Detta &r den vanligaste definitionen, och dven den vi enligt
avsnitt anvander i denna rapport. Hela 79% hade med detta som ett
kriterium i sina definitioner av problemlésning. En annan viktig faktor, som
namndes av ungefar 20%, var éppna problem. Dessa definieras i avsnitt
som problem som gar att 16sa pa flera olika sétt, och i vissa fall d&ven kan
ge olika svar. Ett exempel pa ett 6ppet problem &r att man ska planera en
pool med en viss volym, vilket sjalvklart kan géras pa en mangd olika séatt.

Dérefter foljde tva kriterier, som vardera ndmndes av cirka 16%. Det
ena var att problemlosning ska utga fran en storre uppgift, vilket man maste
anvanda flera olika metoder for att 16sa. Den andra pekar pa att ett problem
innehaller antingen for mycket eller fér lite information. Det innebéar att man
antingen maste sortera ut det man behover eller finna ytterligare information
Detta kan goéras genom att hitta denna via ndgon kélla eller genom egna
uppskattningar.

Ungeféar 5% av ldrarna ndmnde att problemlésning bor genomforas i par
eller grupper och att det handlar om diskussion och reflektion. Lika manga
angav att det inkluderar att anvénda sig av modellering, att man far tillimpa
matematik eller att problemlésningsuppgifter har en verklighetsanknytning.
FEn liten andel poéngterade att problemlésning ofta innebér att man maste
prova sig fram for att hitta en korrekt l6sningsmetod och cirka 7% tog
upp att problemlésningsuppgifter ofta utgar fran en textuppgift. En larare
svarade dven enbart med ordet ”Textuppgifter”.

5.1.3 Mer problemlosning i matematiken

Hela 91% anger att de arbetar for att inkludera problemlosning i sin under-
visning. Detta motiveras till viss del med att det ingéar i kursplanen, vilket
19% av lararna ndmner i sin motivering. Men utéver det skriver aven hela
81% av lararna att de gor det for att de tycker att det ar viktigt med pro-
blemlosning. De poéngterar att det ar en stor del av matematiken, och att
det ar bra att kunna angripa problem man inte tidigare stott pa i manga
sammanhang, dven infor framtiden pa arbetet eller universitetet. De 9%
som angav att de inte arbetade med problemlésning angav tidsbrist som en
motverkande faktor. Det dr mycket som behdéver gas igenom, och da man
ofta kan klara nationella provet utan problemldsning prioriteras detta ner.
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Nagon sa ocksa att det berodde pa att de inte visste hur man skulle gora
det pa ett bra sitt, och att det ar svart att ga ifran den undervisningsmetod
man ar van vid.

Néar vi bad alla larare att fundera pa vad det finns for svarigheter med
att infora mer problemlosning, fick vi manga intressanta infallsvinklar. Av
de som svarade nidmnde 42% att de tyckte att det ar svart att hitta bra
problem. Ett bra problem ska ju vara utmanande for hela klassen, och da
det ofta finns en mycket stor spridning i matematikkunskaperna hos en
klass ar detta inte helt 1att. Det tar ocksa tid, och det ndmns ocksa som
en stor bidragande faktor till varfér man inte har mer problemldsning &n
vad man har, och nidmns av 38% av de svarande lararna. Att elevernas
tidigare skolar préaglats till stor del av traditionell undervisning ar ocksa del
av problematiken. 29% av lararna tar upp att eleverna ofta har for daliga
forkunskaper for att kunna ta sig an storre problemuppgifter, samt att de
ockséa ofta ar skeptiska till annan form av matematik &n den de ar vana vid.
Detta anges gélla speciellt for de hogpresterande eleverna. En liten andel
anger ocksa att det som ldrare kan vara svart att d&ndra sin undervisning,
och latt att "falla tillbaka i gamla hjulspar”.

Trots dessa svarigheter ar det anda som sagt 91% av ldrarna som arbetar
med att inféra mer problemlésning i sin undervisning. Varfor jobbar man
sa hart med detta? Lararna fick fraigan om vad de ser for méjligheter med
problemlésning. Manga framhéver hér att det ar véldigt nyttigt att lara sig
att tdnka pa nya sétt, och att &ven lyfta styrkorna i olika tankesédtt. Det
ar ocksa viktigt att kunna hitta relevant information vid ett givet problem,
och detta &ar fardigheter som kan appliceras i manga fler ssmmanhang &n
bara vid skolbdnken. Mer problemlésning ndmns ocksé som ett bra séitt att
fa tillimpa sin kunskap, och ddrmed fa se hur matematikens manga delar
kan anvéindas i verkligheten, vilket ger en relevans till &mnet. Det &r ocksa
ett bra satt for eleverna att trdna pa att samarbeta samt att fa diskutera
matematik, samt att det gar att anpassa till olika nivaer. Ratt uppgift kan
vara ett problem for en hel klass, och ger alla en chans att utga fran liknande
villkor.

5.2 Intervju med Niklas Grip

For att fa ett perspektiv ifran nagon som faktiskt undervisar i matematik och
hora den personens asikter om problemlésning kontaktade vi Niklas Grip.
Niklas ar &mnesléarare i matematik pa Mikael Elias teoretiska gymnasium i
Goteborg och har bland annat kursen Matematik — specialisering som han
har valt att inrikta mot just problemlésning. Han arbetar ocksd mycket med
problemlésning dven i 6vriga matematikkurser.

Intervjun genomfordes som ett djupgdende samtal mellan oss och Niklas,
dér Niklas gavs stort utrymme att svara fritt. Samtalet utgick fran féljande
fyra fragor, samt foljdfragor pa dessa:
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e Arbetar du med problemlésning i din undervisning?

e Hur definierar du problemlésning?

e Kan du ge nagra exempel pa problem du anvént i din undervisning?
e Hur arbetar du med teknik i din matematikundervisning?

Foljande dr en sammanfattning utav intervjun dér vi forsékt komprimera
det det viktigaste som Niklas sa. De citat som tas upp kommer beskriva det
som vi tycker var av sarskilt intresse eller vikt under intervjun.

5.2.1 Niklas syn pa problemlosning

Niklas arbetar med probleml6sning pa flera olika sétt. Dels sd anvéinder
han problemlésning som en metod for att introducera nya begrepp for sina
elever, men han har &ven lektioner helt inriktade pa probleml6sning och
Oppna fragestéllningar. Han beréttar att han inte far in lika mycket 6ppna
problem som han skulle 6nska. Som ett exempel pa vad ett 6ppet problem &r
tar Niklas upp att han bett sina elever rakna ut hur stor sannolikheten &r att
bli traffad av en fagelskit under ett liv. Andra problem han jobbar med &r
klassiska optimeringsproblem, s& som att dra en kabel 6ver en flod. Till sist
sa har han hand om gymnasiearbeten som inriktar sig mot problemlosning,
nagra av hans elever riknade ut vilken ”starter pokémon” som var bést
i ett pokémonspel. Sjilv tycker han att han lyckas fa in hela skalan av
problemlésning i sin undervisning.

Niklas ser tre svarigheter med sitt arbete med problemlésning. Den forsta
dr att han har manga hogpresterande elever som har en véldigt klar bild av
vad matematik dr och som ofta blir negativt instéllda till lektioner som gér
utanfor deras bild av vad en matematiklektion ska innehélla. Den andra
dr att de nationella proven i framfor allt matematik 2 till 4 inte testar
problemlésning, vilket leder till att bade Niklas och hans elever tappar lite
av motivationen for att jobba med problemlésning.

Den tredje svarigheten som Niklas ndmner ar det rent pedagogiska i hur
man ska undervisa om probleml6sning. Niklas upplever att 6verallt sa talas
det gott om problemldsning, men att det finns for lite hjalp att fa ifrdn andra
larare eller andra personer nar det géller saker som hur man ska gora nér
en elev fastnar i ett problem. Han efterfragar en undervisningskultur runt
problemlésning dér han kan diskutera sina erfarenheter och svarigheter med
andra larare:

Det ar vil kanske de har sakerna som jag sa forut att det finns
en lite vildigt svag kultur och med det ocksd goda exempel pa
hur man undervisar om just sjdlva problemlésandet. Det finns
bade forskning och litteratur om det, och det har funnits lange.
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Niklas upplever alltsa att trots tillgang till mycket resurser sa kénner han
att hans arbete med problemldsning bedrivs mycket pa egen hand. Nér det
géller undervisning av andra delar av matematiken sia har han hjalp av
bocker, andra larare och YouTube-kanaler som visar hur man léser uppgifter.
Han upplever ddremot att det ar véldigt fa som inriktar sig pa den generella
férmégan att 16sa problem. Niklas tar upp att han férsékt lira sina elever att
arbeta enligt Pélyas metoder (se . Han kénner dock att han misslyckas
fa dem att forsta stegen och inse vad som é&r relevant med dem. Héar hade
andra larares tankar kunnat vara till stor hjalp for honom.

Niklas definierar sjélv problemlosning véldigt brett, for honom kan allt
vara problemlésning. Huruvida en uppgift 4r ett problem eller ej beror pa
kunskapen hos personen som forsoker 16sa det:

Kommer man till problem som man inte riktigt vet hur man ska
16sa sa upplever jag att det 4r da man anvénder sin problemlos-
ningsforméga.

Det &r viktigt att man forstar var elevernas kunskap ligger. Niklas be-
rattade att han ibland har haft ldrarpraktikanter som varit med pa hans
lektioner dér han anvint problemlosning som en metod for att ldra sina ele-
ver hur de ska anvidnda enhetscirkeln. Praktikanterna forstod inte hur det
kunde vara problemlosning nér Niklas hade haft genomgang om enhetscir-
keln dagen innan, men i och med att eleven sjilv fick ta reda pa hur de
skulle anvénda sig av den sa blev det &nda problemlosning i sluténdan.

Niklas har introducerat sina elever till Geogebra (ett interaktivt verktyg
for matematik), kalkylark och programmering, och han ser hur verktygen
hjélper eleverna att forstd vad olika uppgifter handlar om. Han forklarar
att elever som anvinder sig av Geogebra kommer fa en storre Gverblick éver
problemet som de forsoker 16sa, och dérigenom ha lattare att forsta det dn
vad en elev som endast anvénder sig av algebra skulle gora. Niklas trycker
pa att det han vill ar att eleverna sjédlva ska anvidnda sig av verktygen utan
att han behéver visa dem hur de ska gora. Det ar nér eleverna sjilva far
sitta med verktygen som de verkligen boérjar liara sig teknikerna.

5.2.2 Niklas kommentarer pi vara problem

Under intervjun presenterade vi &ven prototyper till vad som senare skulle
komma att bli fyra av vara problem, varpa Niklas fick kommentera dem.

For vad som skulle bli "Forsvarning av en ekvation” (se|7.4) och "Mate-
matisk modell for bil och 16pare” (se ansag Niklas att de var kreativa
problem, som kanske gick lite utanfér vad han ansag vara klassisk problem-
16sning. Niklas tryckte pa att det ar viktigt att tdnka pa tidsaspekten for
de problemen. Niklas har sjdlv jobbat mycket med Fermiproblem och var
positivt instélld till exemplet med "Hur manga mobiltelefoner som det séljs
pa ett ar”.
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Niklas hade manga tankar angaende var idé om att introducera gymna-
sieelever till storteringsalgoritmer, nadgot som han sjilv hade tdnkt mycket
pa. Niklas foreslog att om vi skulle anvinda en kortlek sa var det béattre att
vianda Kkorten sa att baksidan var uppéat for att ddrmed simulera att en dator
inte kan fa samma Gverblick 6éver ménger som en ménniska kan.

6 Skapande av problembank med tillhérande pro-
blem

Har presenteras processen bakom hur problemen konstruerades och vilka
tankar som lag bakom. Aven utvecklingen av webbplatsen samt de metoder
som anvéndes dar forklaras mer ingdende.

6.1 Konstruktion av matematiska problem

De problem som har skapats har som tidigare namnts konstruerats med
malet att hjélpa lararna att cka andelen problemlosning i gymnasiet. For
att uppna detta har vi vid skapandet av problemen utgatt fran ett antal
riktlinjer, dér en eller flera av dessa belyses i varje problem.

Den forsta, vilken vi ser som den viktigaste, riktlinjen &r att problemen
ska leda till ett undersékande arbetssétt, se avsnitt I samma avsnitt
diskuteras dven dppna problem, som ocksa var en bakomliggande tanke for
méanga av problemen. Vi har dven skapat problemen med avsikt att trdna
eleverna pa modellering och programmering, vilka tas upp i avsnitt re-
spektive [4.8] Verklighetsanknytning ska ocksa enligt avsnitt [£.6] finnas med
i flera av problemen. Alla problemen har ocksa konstruerats for att vara rika
problem, se avsnitt som kan leda till en givande diskussion.

Med detta som underlag har vi skapat olika problem. Vi har tagit in-
spiration fran vara egna erfarenheter fran hela var skolgéng, inklusive uni-
versitetet, samt fran en méngd olika bocker, som ndmns i samband med
respektive problem. Utifran varje grundidé har vi dérefter arbetat oss vi-
dare for att skapa ett problem som passar gymnasieelever. Pa sa sdatt har
vi tagit fram problem som alla har tre gemensamma delar: Introduktion,
Genomférande och Diskussion.

Iintroduktionen presenteras problemet, och i vissa fall ingar dar ett antal
fragor att diskutera innan man borjar rdkna pa problemet. Sjalva problemet
genomfors i grupper om tva, och dérefter kommer diskussionen. Denna bor-
jar i vissa fall med att man gar ihop i lite stérre grupper och presenterar och
diskuterar sina lésningar av problemet, forklara varfér man gjort som man
gjort och jamfora eventuella olika 16sningsgangar. Avslutningsvis diskuterar
klassen problemet tillsammans, eventuellt med hjilp av vara foreslagna dis-
kussionsfragor. Vikten av att diskutera problemet ordentligt presenteras i
avsnitt

18



Till varje problem foljer ocksa Information till ldraren, med information
om problemets mal samt eventuella férkunskaper och material som behdvs.
Det finns ocksa Ytterligare information. Dit kan hora forslag pa hur proble-
met kan introduceras, bakgrundsinformation som kan vara bra for ldraren
att repetera innan problemet genomfors med klassen samt tankar om vil-
ka fragor som skulle kunna dyka upp vid diskussionerna och hur dessa kan
hanteras. Till manga problem finns ocksa en presentation, som lararen kan
vilja att anvénda. Pa sa sitt presenteras problemen tillsammans med en
komplett lektionsplanering.

Vi har dven skrivit en text som forklarar tanken med vara problem. Dér
presenteras uppldgget samt nagra idéer pa hur man ska agera som ldrare,
bland annat genom att undvika att framstélla ett forslag som felaktigt.

De problem som ska testas har planerats for att ta ungefar 50 minuter
att genomféra. Detta for att de ska kunna genomforas under en lektion pa
en timme, och att det ska finnas tid 6ver att svara pa utvarderingsenkéten,
vilken kommer att presenteras i kapitel [0

Metoden kring hur vi utformade problemen och vilken niva de skulle
ligga pa var att vi med relativt stor frihet tog fram problem pa gymnasieniva.
Den mer specifika nivan var menad att vara anpassningsbar, pa det sittet
att man med hjalp av foérdjupningsfragor kunde fordjupa sig inom dmnet
och dérmed kunna foérsvara problemet om sa Onskas. I det senare stadiet
av projektet blev det dock viktigare att bestdmma en niva da larare som
skulle testa problemen ofta enbart undervisade pa en specifik niva. Behovet
av att bestdmma en niva for problemen, alternativt anpassa problem utefter
en viss niva, blev ddrmed storre.

6.2 Utvecklingen av webbplatsen

Webbplatsen utvecklades i skriptspraket Javascript. Fordelarna med det-
ta jamfort med att till exempel anvinda HTML &r att man kan designa
webbplatsen med fler verktyg och far storre kontroll 6éver sidans innehéll.
Med storre kontroll menas det att man skulle kunna ha annat material pa
webbplatsen dn bara text- och bildmaterial. Det skulle kunna vara nagon
form av digitalt verktyg, till exempel ett matematiskt problem som anvan-
der sig av en simulator. Detta kan goras med hjéilp av Javascripts manga
olika bibliotek.

Biblioteket som anvidndes for att utveckla webbplatsen var React JS.
React JS ar ett populért biblioteken att bygga webbplatser med i Javascript.
I Reacts bibliotek finns framst verktyg for att jobba med vy-delen av en
hemsida, det vill sdga det visuella som besokaren ser. Vill man integrera
tyngre applikationer pa webbplatsen sa finns dven mojligheter for det. Nér
vyn ar det storsta fokuset sa &r React ett mycket lampligt val da det ar
valdokumenterat och gor det enkelt att bygga vidare pa hemsidans design.
Detta ar till stor del baserat pa vara tidigare erfarenheter och personliga
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preferenser inom webbutveckling.

7 De slutgiltiga problemen

Hér presenteras huvuddragen av varje problem samt den tillhérande infor-
mationen. Notera att allt enbart ar férslag, och att varje larare har friheten
att anpassa genomférandet efter hur hen tror att det blir bést i en specifik
klass. Problemen i avsnitt till och med [7.6] kriver inte nagra speciel-
la féorkunskaper fran ldraren, utan allt som inte anses som allmén kunskap
skickas med som kompletterande information. Ovriga problem baseras pa
programmering, och det ar d& lattare for lararen att hjélpa till med koden
om hen kan programmera. Notera dock att det ar problemlésningen som
star i centrum, och inte kodens specifika syntax. Lararna far dven sjélva
vélja vilket programmeringssprak som ska anvindas, men som vigledning
skickas ett 16sningsforslag skrivet i Java. Alla problemen finns dven i sin

fullstandiga form i appendix

7.1 Fermiproblem

Ett Fermiproblem gar ut pa att man, i fall dar ett specifikt viarde &r svart
alternativt omojligt att méta, bryter ner problemet i manga sma delar och
uppskattar varje del for sig. Pa si sédtt kan man uppskatta losningen pa
fragor som vid forsta anblick kan verka omdjliga. denna definition anvéands
for att introducera problemet. For att illustrera detta visas dven ett exempel
pa ett fermiproblem, samt exempel pa hur man kan dela upp det i minde
delar.

Eleverna far en lista med olika fermiproblem att vélja mellan, och ska
arbeta i grupper om tva. Nagra exempel pa fragestéllningar &r "Hur manga
iPhones séiljs det i Sverige pa ett ar?”, "Hur stor blir den sammanlagda arean
av alla 1ov i Goteborgs innerstad (alternativt byt ut mot den egna staden)?”
och Hur manga hjartslag slar ett hjarta under en livstid?”. Problemen har
olika svarighetsgrad och tema, for att varje elevgrupp ska kunna vélja en
fraga som de &r intresserade av att fa svar pa. Forst ska de gissa pa svaret,
och sedan berédkna det genom att dela upp i delar som man kan uppskatta.
Daérefter far de i mindre grupper presentera och diskutera sitt arbete. Slut-
ligen diskuteras i helklass om resultaten kéndes rimliga, hur genomférandet
gick, ifall 16sningsmetoden &r anvindbar samt varfér den fungerar sé bra
som den gor. For den sista fragan ger vi dven ldrararen svaret, det vill sdga
att det fungerar eftersom man ibland 6verskattar och ibland underskattar
varje del for sig, vilket gor att det slutgiltiga resultatet ofta blir en mycket
bra uppskattning.

Som tips pa vidareutveckling av problemet anges att man kan utdka det
till ett projekt. Eleverna kan boérja med att testa ett enkelt Fermiproblem
for att forstd definitionen, och dérefter f4 arbeta i grupper med att 16sa
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detta, utanfor lektionstid. Senare kan varje grupp fa chans att presentera
sin 16sning for resten av klassen.

Malet med detta problem &r att eleverna ska fa trdna pa att gora upp-
skattningar, samt att bryta ner ett problem i mindre delar.

7.2 Flygplan

En Sverigekarta med utmarkerade flygplatser och flygrutter presenteras for
klassen, se figur Detta gors bitvis, med plats fér en kort diskussion om
vad fragestillningen skulle kunna vara, givet den dittills givna informatio-
nen. Med all information given far eleverna i grupper om tva arbeta med en
specifik stracka, Visby-Karlstad. Pa vilka olika sidtt kan man ta sig mellan
dessa tva stidder? Vilken stricka ar bést och vilka faktorer paverkar det-
ta? Darefter specificeras problemet ytterligare, genom att de far reda pa
hur mycket det kostar att dka mellan tva olika direkta flygstrackor. De ska
nu hitta den billigaste vigen mellan Karlstad och Visby, samt vilken vég
som blir billigast om man ska fran Karlstad till Stockholm, d&r strackan
Stockholm-Goteborg ér fullbokad. Den avslutande helklassdiskussionen tar
bland annat upp vilka faktorer som paverkar brénslekostnaden, vilka fakto-
rer som paverkar biljettpris for en specifik striacka och ifall det ar det totala
avstandet eller antalet mellanlandningar som avgor priset for en resa.

Under punkten ”Ytterligare information” diskuteras tankar bakom upp-
gift och diskussion. Eleverna far sjélva upptécka att priset beror pa strackan,
men att det ocksa tillkommer ett fast pris for start och landning, vilket spe-
ciellt visar sig i att det for strackan Karlstad-Goteborg blir billigare att
flyga en ldngre stréacka, men med farre mellanlandningar. De far ocksa sjal-
va reflektera Gver ytterligare faktorer som skulle kunna paverka priset, till
exempel 16ner och vinstmarginal.

Detta problem syftar till att tréna eleverna pé ett undersokande arbets-
sitt dar inte alla paverkande faktorer ar givna, utan maste resoneras fram
av eleverna. Den leder ocksa fram till ett ekvationssystem, vilket ger ett
exempel pa nir dessa ar anvindbara.

7.3 Fritt fall

Som en introduktion till problemet diskuterar man tillsammans i klassen
vad derivata dr och hur man kan berdkna den. Dérefter presenteras en bild
av en fallande boll, med utmarkerade fallstréckor for olika tider, se figur
Fragan &r nu vad man utifran detta kan komma fram till om bollens hastig-
het och acceleration, vilket klassen far arbeta med i grupper om tva. Tanken
dr att man ska konstruera en graf over stricka som en funktion av tid, och
utifran denna anvénda en linjal for att rita tangenter langs med grafen och
dérmed skapa en graf 6ver hastigheten som en funktion av tiden. Dérefter
kan samma procedur genomforas for att rita accelerationen som funktion av
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Figur 2: Figurer tillhérande tva av problemen, "Flygplan” till vinster och
"Fritt fall” till hoger.

tiden. Denna bor, med avvikelser pa grund av felkéllor, bli konstant och un-
gefir lika med tyngdaccelerationen, det vill siga ungefar 10. Avslutningsvis
diskuteras denna metod med avseende pa resultat och noggrannhet.

Tanken med problemet dr att eleverna ska fa anvinda derivata utifran
en verklig situation istéllet for utifran en fardig formel, samt fa en djupare
forstéelse for vad derivata egentligen ar.

7.4 Forsvaring av en ekvation

Inledningsvis diskuteras begreppet ekvation, samt hur man l6ser en ekvation,
i helklass. Det viktiga hér ar att komma fram till att sa linge man gér samma
sak pa bada sidorna om likhetstecknet, och anvéinder prioriteringsreglerna
rétt, sa far man gora vad som helst. Eleverna far darfor tva och tva arbeta
med att "forsvara” ekvationen x=2, genom att i flera steg gora en bestdmd
operation i bade vanster- och hogerledet. Féljande enkla exempel presenteras
for eleverna som tips pa hur de kan komma igang;:

=2
2c =14 (-2="-2)
204+5=7+2 (+5=+43+2)
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Varje steg ska &dven skrivas upp och motiveras enligt ovan. Dérefter dis-
kuteras l6sningsgangen, samt potentiella utvecklingar. Eleverna far ocksa
diskutera ifall det finns ndgon l6sning pa ekvationen, och hur den i sa fall
ser ut. De far pa sa sitt reflektera 6ver att de nu har ”16st en ekvation bak-
ldnges” och att varje ekvation, som kan tyckas se jobbig ut, kan brytas ner
i smé, enkla steg.

Detta ar ett mycket fritt problem med maélet att ge eleverna en djupare
forstéelse for ekvationer och ekvationslésning.

7.5 Matematisk modell for bil och 16pare

Inledningsvis far eleverna i par losa tva till synes likartade uppgifter av
standardkaraktér. I den ena far de givet hur snabbt det tar att kora en viss
strécka med bil, och ska berdkna hur lang tid ett antal andra stréckor tar att
kora. I den andra uppgiften ar bilen utbytt mot en lépare, men i 6vrigt ar det
samma fragestdllning. Vi upplyser hér lararen om att vi antar att de flesta
elever kommer anvinda en linjar modell, det vill siga anta att bade bilen och
l6paren haller samma fart oavsett stracka. Déarefter diskuteras resultaten i
helklass, samt vilka antaganden man har gjort, om de &r rimliga och om det
skiljer sig mellan bilen och l6paren. Som jamforelse far man reda pa att den
tid som med den linjara modellen fas for den langsta strackan for 16paren &r
betydligt snabbare &n vérldsrekordet, och man far dven verkliga tider for de
efterfragade strickorna]l] Utifran detta far eleverna diskutera vilka faktorer
som avgor, till exempel att man orkar springa snabbare pa kortare striackor,
men ocksa att startstrackan tar upp storre delen av tiden.

Detta problem &r ursprungligen forklatt som en enklare standarduppgift,
men later dédrefter eleverna fundera 6ver den matematiska modell de har
anvant, samt ifall den ar rimlig. Malet ar att visa fordelar och nackdelar med
matematiska modeller, samt inféra ett sunt kritiskt tdnkande hos eleverna.

7.6 Sortera en kortlek

Lektionen kommer innefatta att eleven far en introducerande beskrivning
pa vad en algoritm &r och hur den kan anvindas. Sedan kommer eleverna
fa fundera en stund pa hur man kan utnyttja algoritmer till att bryta ner
storre problem till enkla upprepande arbetsfloden. Till uppgiften s& kommer
kortlekar att tillhandahéllas till eleverna som far instruktioner pa vad man
far goéra med sina kort ndr man férsoker sortera dem. Dessa instruktioner
efterliknar séttet en dator jamfér och byter position pa element i en lista.
Nér eleverna fatt experimentera och kommit fram till sina algoritmférslag sa
skriver de ner sina instruktioner. De byter instruktioner med en annan grupp

!Tiderna for léparen som anvénts ir tagna fran hur fort Axel, medférfattare i detta
arbete, springer dessa striackor.
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och ska kunna sortera sina lekar genom att enbart folja instruktionerna,
precis som en dator hade gjort.

Kortleken ar ett enkelt sétt for en elev att fa en god introduktion till
hur enkla sorteringsalgoritmer fungerar samt hur man nyttjar sig av dem.
Lérdomen i denna uppgift &r att eleverna i fraga troligtvis kommer lyckas
skapa algoritmer som har givna namn och som faktiskt anvinds i ”den riktiga
varlden”. Eleverna kommer fa reflektera éver vad som gatt bra, eller daligt,
och hur man kan gora optimeringar eller fixa sina problem, eller "buggar”,
som uppstod. Ungefar som en riktig programmerare far gora.

7.7 Sorteringsalgoritmer

For denna uppgift sa antas det att klassen i fraga dr bekvim med grundlég-
gande programmering, speciellt hantering av falt och loopar. Lararen kan
presentera nagra av de vanligare sorteringsalgoritmerna som finns, for att
sedan foretradesvis presentera forbestdmda listor som sorteringsalgoritmer-
na ska klara av att sortera. I sma grupper om tva eller tre ska eleverna
implementera sina sorteringsalgoritmer. Avslutande diskussion kommer be-
rora vidare hur det gatt att sortera listorna och vilka algoritmer de olika
grupperna tillimpade. Vidare kan dven diskuteras hur de olika sorteringsal-
goritmernas tidskomplexitet skulle forhalla sig till varandra om listorna var
mycket langre.

Till skillnad fran problemet ”Sortera en kortlek” i avsnitt (7.6[), sa kom-
mer eleverna att fa ldra sig grundldggande teori om sorteringsalgoritmer
fran lararen. Eftersom vi antar att eleverna beharskar programmering till
viss del sa ligger 6vningen i att faktiskt fa testa att implementera nagra av
de sorteringsalgoritmer som faktiskt finns.

7.8 Approximera ett irrationellt tal

Detta lektionstillfille kommer innefatta att lararen introducerar problemet.
Foreslagsvis sa kan uppgiften ga ut pa att approximera 7, som kan goras
med hjalp av Leibniz’ serie [30]. Efter detta kommer eleverna ga ihop tva
och tva, alternativt tre. I dessa grupper ska eleverna skapa modeller for
att approximera det valda irrationella talet. Nésta steg dr att omvandla
modellerna till kodavsnitt som skriver ut deras approximationer med utvald
noggrannhet. Vid diskussion kan eleverna fa chans att fundera pa hur stor
noggrannhet man egentligen behéver ha vid approximering av ett irrationellt
tal, och hur detta kan skilja sig for olika syften.

Detta problem kan ge eleven 6vning i att djupare férsta var olika irra-
tionella tal kommer ifran och fa en djupare forstaelse for begreppet att ett
tal ar irrationellt.
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7.9 Binar till decimal

Lektionen utfors forslagsvis genom att lararen presenterar uppgiften och in-
troducerar den bindra talbasen. Om det behovs kan ldraren gé igenom en
omvandling for att fortydliga uppgiften. I grupper om tva eller tre ska ele-
verna ta fram en modell for konverteringen for att sedan skriva ett program
som utfor omvandlingen. Vid diskussionen kan eleverna fa fundera pa hur
man skulle kunna géra omvandlingen omvént, samt slutligen f& fundera pa
hur man kan utféra omvandlingar mellan godtyckliga talbaser.

7.10 Fibonaccis talsekvens

Undervisningen boérjar med att lararen introducerar Fibonaccis talsekvens
och nagra steg av hur talféljden utvecklar sig. Efter detta kommer eleverna
att fa i uppgift att implementera en algoritm som berédknar talsumman for
godtyckligt steg i fibonaccitalféljden. Mer erfarna programmerare uppmunt-
ras till att prova att 16sa problemet med hjélp av rekursion. Nar vél eleverna
provat att 16sa problemet sa kommer en diskussionstund déir man bor re-
flektera pa hur det har gatt, hur vél sin kod fungerar och pa vilka olika sétt
som talfoljden kan berdknas.

I detta problem sa far eleven trianing bade i iterativa och rekursiva loopar,
som bada dr grundldggande programmeringsverktyg. Lar man sig beharska
dessa tekniker s& kommer man i sin tur enklare att kunna 16sa andra problem
som har iterativ eller rekursiv struktur.

Detta problem é&r tdnkt att ge elever 6vning i att konvertera mellan
talbaser och fa en grundliggande kansla fér det binidra talsystemet, nagot
som &r centralt inom datavetenskap.

7.11 Identifiera primtalsfaktorer

Léraren kan paborja lektionen exempelvis med att tala om vad ett primtal
dr. Sedan kan lararen visa att alla icke-primtal gar att primtalsfaktorisera
och visa nagra enkla exempel. Efter detta presenterar ldraren programme-
ringsuppgfiten. Problemet blir att implementera en metod som givet ett
tal returnerar talets primtalsfaktorer, alternativt anger att det sjilvt ar ett
primtal. Detta gors i grupp om tva eller tre. Lektionen avslutas sedan med
diskussion, dér eleverna kan diskutera hur man hanterat olika fall, som tal
med fler 4n tva primtalsfaktorer. Vidare kan det diskuteras huruvida 16s-
ningen ar optimal, det vill sdga ifall man undersoker fler fall &n nédvandigt
nir man vill undersoka ifall ett tal ar ett primtal.

Detta problem ger elever 6vning i bade booleanska uttryck och hantering
av félt eller listor, men ocksa hur man pa bésta sétt kan identifiera primtal.
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7.12 Personnummer

Léraren borjar forslagsvis lektionen med att gd igenom hur ett personnum-
mer ar uppbyggt och att kontrollsiffran i ett personnummer inte ar arbitréar.
Detta kan visas genom att ga igenom Luhn-algoritmen, som &r en algoritm
for att verifiera personnummer [31]. I grupper om tva eller tre ska eleverna
sedan folja den kravspecifikation som algoritmen innebar och implementera
en metod som berdknar om ett personnummer ar dkta. Alternativt, givet
ett personnummer utan kontrollsiffra, berdkna kontrollsiffran. Diskussionen
tar upp varféor man vill kunna kontrollera personnummer samt hur man kan
utveckla kontrollen vidare beroende pa vad man kdnner till. Exempelvis sa
bor man kolla sa att manadssiffrorna inte &r storre dn 12.

Det man kan fa ut av det hir problemet &r att ldra sig hur personnum-
mer kan verifieras och hur kontrollsiffran bestdms. Vidare sa ar det en bra
O6vning pa att arbeta med att extrahera information fran en given stréng och
verifiera format samt innehall.

7.13 Skapa ett chiffer

Detta problem &r menat att ldra elever vad ett chiffer &r, och med det
ge en introduktion till kryptering, och hur man kan anvénda sig av olika
typer av chiffer for att kryptera ett meddelande. Liraren bor foretradesvis
sedan presentera en ASCII-tabell som eleverna kan utnyttja sig av nér de
skapar sitt chiffer. Detta gors i grupper om tva eller tre. Nar uppgiften &r
fardig sa kan forslagsvis tva grupper ga ihop for att forsdka tolka den andra
gruppens kryptering. Avslutningsvis sa kan det diskuteras olika sétt som
man kan kryptera meddelanden pa samt ifall man med blotta 6gat kan tyda
varandras krypteringar. Vidare kan det &ven diskuteras hur man potentiellt
kan gora chiffren mer svarlosta.

Detta problem beror grundlédggande teori kring kryptering dér elever-
na far 6vning i enkla former av detta samtidigt som de lar sig behéarska
transformering av textstrangar.

8 Webbplatsens slutgiltiga upplagg

Webbplatsen bestar framfor allt av olika problem som med hjilp av titel
samt varsin tillhorande ikon listas i ett rutnét pa webbplatsens "Problem”-
sida. Klickar man pa ett av problemen sa kommer man vidare till en mer
detaljerad vy med en kort beskrivande text foljt av en lank till det full-
standiga problemet. Till problemen till bifogas dven en tillhérande
Google-presentation, som ar tankt att underlatta utférandet.

Webbplatsen har dven en startsida dar besokaren ges en introducerande
text om webbplatsens syfte och innehall samt att man via ett enkelt knapp-
tryck latt tar sig vidare till problemen. Dessa kommer man givetvis ocksa
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Letar du efter bra matematiska problem?

Den hir sidan innehdller ett antal problemiosningsuppgifter skapade for elever pa

t ig framst il l2gna uppl3gs
for lektioner samt ISsningar vid sidan av sjélva problemen, men andra ar naturligtvis
valkomna att ta en itt pa véra problem.

Figur 3: Webbplatsens startsida

at via menyn, skillnaden ar att vi vill fanga uppmérksamheten pa ett mer
vialkomnande sétt for den som besoker webbplatsen for forsta gangen genom
att ha en knapp 6ver en bild som illustrerar nagra av vara problem, nagot
som kan ses i figur [3]

Till sist sa inkluderas sidan ”"Om oss”, som beskriver projektets arbete,
samt sidan "Information till ldrare", vars innehall beskrivs i avsnitt [6.1]
Webbplatsen visas i figurerna [3], [4], [}, [6] respektive [7] och kan dven besokas
pa adressen https://matematiskaproblem.github.io/.

9 Test av problemen

Det hér kapitlet behandlar de testresultat som mottogs fran utviarderings-
enkaten for de larare som testat ett eller flera av de framtagna problemen.
Inledningsvis forklaras testmetoden och dérefter foljer testresultaten. Hér
sammanfattas dven nagra av de resultat som ansags vara viktigast och efter
det beskrivs varje testat problem i detalj. Avslutningsvis presenteras elever-
nas egna definitioner av begreppet problemlésning.

9.1 Hur testet genomfordes

Av de 58 larare som svarade pa utvirderingsenkéten som presenterades i
avsnitt var det 20 stycken som fyllde i ett intresse for att testa ett av
vara problem.

De sex problem som presenterades i avsnitt till och med fordela-
des mellan dessa, diar hansyn dven togs till vilka kurser ldrarna hade angivit
att de for tillfdllet undervisade i. De fick ocksa reda pa att de hade mojlig-
het att skriva och be om ett annat problem om de si 6nskade. Problemen
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< Tillbaka
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Fioonacci
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Figur 4:

Irationela tal

Omoss

Sorteraen kortlex

Primialsfaxtorer

Hem Omoss
Fermiproblem
o
8
exemplet &r “Hur iChicago?"
ar sd latt att
o
var ochen Katta. Tex
+ Hur ménga personer bor det i Chicago?
« Hur stor andel avdem har ett piano?
har ett pane etort

sallan eller aldrig.

« Hurlang tid tar det att stamma ett piano?
« Hur manga arbetstimmar per pianostammare?

ihop detta

tillett slutgiltigt resultat.

listaav olika

fermi-frigestaliningar.

Information til lirare

E]

L

F

=

Chniffer

Webbplatsens problemsida

Figur 5: Webbplatsens problemvy
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Problem Information til lirare

Omoss

Vi ar fem blivande ingenjorer som laser pa Chalmers Tekniska hogskolan som
intresserat oss for problemlsning och matematisk modellering. Fyra laser pa
programmet Informationsteknik och en p3 Teknisk Fysik, och har darigenom
goda kunskaper i mnen sésom matematik och datavetenskap. Hemsidan och
vara problem togs fram under ett kandidatarbete varen 2017. Vi hoppas att
med varan lite_annorlunda bakgrund kunna ge en ny infallsvinkel pa
problemiosning jamfort med den som vanligtvis presenteras av larare och
Iiroboksforfattare, och bidra til att bredda vad matematiken erbjuder
gymnasieelever.

Figur 6: Webbplatsens "Om oss”-sida

Hem Problem Omoss

Allman information

Introduktion

Tanken & att lyfta fram ett lite mer undersskande narmande till matematik.
Vikten ligger alltsa inte i allmanhet i svaren, utan mer i processen och
diskussionen.

Som hjalp till er har vi skissat ut ett forslag pa hur lektionen skulle kunna
genomforas, samt skrivit tt antal frégor som man skulle kunna diskutera, och
ibland vilka eventuella svar som man hoppas 3 ut. Férhoppningen 3 att

Att agera handledare for problemidsning &r ps manga sitt en stor utmaning.
Dels kan man oméjigen veta it och dirfr rskerar man tt 3 figor som man
kan

e e i st suiony Dot S otk b o o rere
gera positivt pa alla typ: .Om en elev kommer
ed i tar

med ett forslag fini
viktigt att inte framstala n3got som fel

Som extra il & knmmer Vi ocksd att skicka med Google resentationer
idem

oct
om man vill Tanken s hell. enkelt att det ska bli sr gare for dig som larare,

1 allmanhet rekommenderar i att introduktionen gors | helklass, och att
problemet darefter genomfors i grupper om tvé (en grupp med tre vid behov).
Direfter kan det vara bra att ita eleverna ga ihop | lite storre grupper, och
presentera sitt arbete och/eller diskutera hur de har tankt for varandra. Den
i helklass.

Ivissa fall i i ingen. De
ar db tankta som forslag, och far anpassas till varje klass och situation. Vi
rekommenderar att man inte lagger alltfor mycket tid och energi pa sjaiva
problemen, utan snarare satsar pa en bra diskussion kring dem. Det ar alltsé ok
om ndgra inte riktigt hunnit klart, sa lange de har forsokt kommer de

Figur 7: Webbplatsens “Information till lirare”-sida
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skickades ut fredagen den 31:e mars, tillsammans med dokumentet ”Allméan
information till larare” samt tillhérande presentation. Déarefter fick lararna
5 veckor pa sig att genomfora problemen, det vill sdga till den 5:e mayj.

Lérarna hade som tidigare ndmnt mojlighet att f6lja det givna upplégget
till den grad de sjalva ville, och dérefter fick de en utvirderingsenkéat. Den
inneholl fragor om hur de tyckte att problemet presenterats fran vart hall,
om de valt att &ndra nagot eller om det var nagot annat de saknade samt om
hur de tyckte att problemet togs emot av eleverna. Eleverna fick en liknande
utvarderingsenkat déar de fick skriva sin definition av probleml6sning, vad
de tyckte om problemet, vad de tyckte om nivan pa problemet samt om de
upplevde att de lart sig nagot.

9.2 Vad testet visade

Nedan presenteras svaren pa de utviarderingsenkéter vi fick in. I slutdndan
var det fyra av de tjugo anmaélda som genomforde ett problem, samt Niklas
Grip, som presenterades i avsnitt [5.2]1 samband med den intervju han med-
verkade i. For tre av dessa fick vi dven elevsvar, totalt 25 stycken. De ldrare
som horde av sig och sa att de inte skulle kunna genomféra problemen forkla-
rade att det berodde pa tidsbrist infor de nationella proven. De flesta skrev
dock att de tyckte att det verkade vara bra problem med ett genomarbetat
och tydligt upplagg.

De problem som testades var "Fermiproblem”, "Foérsvaring av ekvation”
och "Matematisk modell fér bil och 16pare”, vilka férklaras ndrmare i av-
snitt [7.1} [7.4) respektive [7.5] Vidare testade Niklas programmeringsproble-
men "Binér till decimal”, "Fibonaccis talsekvens”, ”"Identifiera primtalsfak-
torer” samt “"Personnummer”, vilka forklaras ndrmare i avsnitt [7.9] [7-10]
respektive Forst presenteras de viktigaste resultaten av under-
sokningen, och dérefter foljer varje problem for sig, med svar fran larare och
i de flesta fall elever. Sist f6ljer elevernas svar pa fragan ”Vad &r problem-
16sning for dig?”.

9.2.1 Sammanfattning av nagra av de viktigaste resultaten

Sammanfattningsvis var alla larare till storsta delen néjda med problemen.
En larare uttryckte visserligen att den rent matematiska delen av "Mate-
matisk modell for bil och 16pare” var for latt, men var mycket néjd med den
diskussion med rimlightesananlys som foljde. Alla lararna var ocksé valdigt
néjda med hur vi presenterade problemen, och alla hade upplevt att eleverna
lart sig ndgot av problemet.

Nagra av de viktigaste elevsvaren presenteras i figur [8l Dér kan man
se att ungefar 80% tyckte att de larde sig av problemet och att ungefar
75% pa nagot sitt uttryckte att de tyckte att problemet var roligt eller
meningsfullt. Ungefar 58% av eleverna tyckte att problemet var lagom svart,
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medan cirka 19% ansag att det var for svart, och 23% tyckte att det var for
enkelt. Slutligen ville 38,5% hellre jobba med den hér typen av problem &n
uppgifter i boken, medan 25% foredrog boken. Resterande 38,5% ville att
undervisningen skulle besta av en blandning av bada.

9.2.2 Fermiproblem

Fermiproblemen testades i kursen matematik 4, med en klass som enligt
lararen arbetade en del med problemlésning under det forsta aret pa gym-
nasiet, men inte s mycket i ar tva. Den problemlésning de gjort tidigare
har varit i form av "praktiska 6ppna problem och problemlésning i bok och
pa genomgangar”.

Problemet angavs vara tydligt beskrivet, och eleverna "gick igang” nér
lararen presenterade de olika fermiproblemen. Liraren anger att alla elever
deltagit aktivt under hela lektionen, och stillde frigor som ”Ar det hér
rimligt?” och "Kan det vara sant att..”. Som extra information berdttade
lararen dven om Fermis liv, vilket véckte elevernas intresse. De googlade
vidare pa egen hand och upptéackte bland annat ferrniparadoxenE|7 som det
blev en diskussion om.

Lararen ansag att eleverna ldrde sig av problemet, framforallt att de fick
en koppling till verkligheten och att de insag att "alla svar inte gar att hitta
i matteboken och att man kommer langt med att tédnka realistiskt”. Dock
anmérkte lararen att det var nagon grupp som direkt kunde hitta svaret pa
nagon om fragorna genom att googla, vilket gjorde dem mindre motiverade
att uppskatta detta sjdlva. Léraren planerade ocksa in sa att problemet
genomfordes under en “kldmlektion” precis innan lovet, istédllet for att da
introducera ett nytt omrade, vilket hen ansag fungerade valdigt bra.

Av de tretton elever som svarade pa enkéten tyckte nio stycken att pro-
blemet var roligt, intressant eller meningsfullt. Fyra eleverna var istéllet
negativt instéllda, och tyckte att det var trakigt eller irrelevant. En av dessa
tyckte dven att det var daligt att det inte var tillrackligt med data givet till
problemet. En elev ldmnade blankt pd denna fraga. Problemet var lagom
utmanande for fem av eleverna, medan sex stycken tyckte att det var for
latt och tva att det var for svart. Aven hir angav en av eleverna bristen pa
data som anledning. Den andra tyckte att det blev svart eftersom det blev
manga utrdkningar att genomfora. Ddaremot har hela elva av dessa tretton
angivit att de lart sig ndgot av uppgiften. En del av lardomarna har varit
rena faktasvar, t.ex hur manga slag ett hjarta slar under en livstid, medan
andra har angett en mer principiell insikt, som till exempel att "det gar att
rakna ut saker som kan verka omdjliga” eller "hur enkel matte kan anvindas
for att 16sa problem och hur uppdelning kan férenkla”. De som angett att
de inte larde sig nagot sidger att det berodde pa att de inte var intresserade.

2Motségelsen i att universum &r oéndligt stort och det dirmed &r mycket stor sanno-
likhet for utomjordiskt liv, men att inga tecken pa detta dnnu har hittats.
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Nej .

(a) Léarde du dig nagot av proble- b) Tyckte du att problemet var
met? ro]1gt‘7 Meningsfullt?

Lagom Problem

38.5%
For enkelt
Blandat

For svart

(¢) Var nivdn p& problemet la- (d) Vill du jobba mer med den hér ty-
gom, eller var det for latt eller for pen av problem, eller vill du hellre jobba
svart? med uppgifter i boken?

Figur 8: Figurerna visar hur eleverna svarat pa nagra utav de fragor som
de fick efter att de genomfért nagot av vara problem. Se texten fér mer
information om bade fragor och svar.
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Gallande vilka typer av uppgifter de helst vill jobba med anger fyra av
eleverna att de hellre arbetar i boken, men lika manga tyckte att uppgiften
var rolig och larorik och vill gédrna gora fler liknande uppgifter. Fyra elever
podngterar att de gédrna vill ha en blandning av bada, och en elev har valt
att svara blankt pa denna fraga.

9.2.3 Forsvaring av en ekvation

En larare testade problemet "Forsvaring av en ekvation” i kursen matematik
la. Klassen hade enstaka ganger arbetat med problemlésning tidigare, pa
ungefar samma sédtt med grupper och déarefter diskussion i helklass.

Léraren var ndjd med den information som hoérde till problemet, och
upplevde att eleverna blev ganska engagerade och intresserade av det. De
hade tyckt att det var extra roligt att fa visa upp sina jobbiga ekvationer,
och ldraren tyckte att problemet passade de allra flesta. Lararen lyfter dock
fram att manga hade problem med prioriteringsreglerna, och inte hanterade
instruktionerna att "man far gora vilka matematiska operationer som helst
med en ekvation, bara man gor det pa bada sidorna” pa riktigt ratt satt.
Négra hade ocksa haft lite svart for att skriva om ekvationen stegvis, men
de flesta hade forstatt det momentet.

Léraren upplevde att eleverna larde sig av problemet, framférallt pamin-
des de om vikten av att gora samma sak i bada led, och lararen hoppas att de
fick en djupare forstaelse for hur en ekvation byggs upp. Problemet kéndes
relevant, lararen kommenterar att man borde fortydliga sa att det inte blir s&
stora problem med prioriteringsreglerna, samt féreslar att man skulle kunna
boérja med en lite mindre uppgift sé att eleverna kommer in i uppgiften forst.

Har var det fyra elever som svarade pa utvéirderingsenkaten. Tva av dem
tyckte att problemet var lagom svart, medan en tyckte det var for 1att och
en att det var for svart. Tre av dem tyckte att problemet var roligt och lika
manga angav att de lart sig ndgot om ekvationer eller om att losa svara
uppgifter. En elev namnde ocksa att lektionen blev vaildigt rorig, och att det
dérfor var svart att lara sig nagot. Hélften skulle vilja goéra mer av den hér
typen av uppgifter, medan hélften hellre arbetar sjélva i boken.

9.2.4 Matematisk modell for bil och 16pare

Problemet testades av tva larare. Den ena, som vi kallar larare A, testade
problemet i kursen matematik la, och den andra, ldrare B, testade det i 1b.
Bada ldararna har dven angett att de arbetat med problemlosning i klasserna
forut.

Bada tva tyckte att informationen om problemet var tydlig och bra. La-
rare A upplevde inget storre intresse for uppgiften fran eleverna, medan
larare B forklarar att eleverna “korde igang med full fart”. Bada klasserna
loste utelutande uppgiften genom att anta en linjar modell. Som extra intres-
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sant del har de kommenterat pa den linjara modellen i uppgiften. Lirare A
sdger att det gav en bra diskussion om begrinsningar hos den matematiska
modellen, medan ldrare B kommenterade att eleverna dven kunde formulera
antagandet om konstant hastighet.

Léarare A uppskattar att alla elever deltog i problemet, och att de flesta
hade nytta av diskussionen om rimligheten. Daremot uppskattar hen att ba-
ra 20% hade nytta av berdkningsdelen av uppgiften. Larare B tror att bade
hog- och lagpresterande elever hade nytta av problemet. Bada utvecklade
ocksa problemet genom att skissa en graf. Larare B skissade den linjara mo-
dellen medan larare A gemensamt med klassen forsokte skissa hur modellen
borde se ut for 16paren. Larare A fick inga sérskilda fragor under lektionen,
medan larare B fick fragor om hur man omvandlade mellan m, km och mil.

Bada lararna tror att eleverna ldrde sig av problemet, framforallt om att
man maste granska och vérdera rimligheten i ett svar samt i matematiska
modeller. Dock tyckte larare B att uppgiften var lite val latt for att kallas
problemlésning, och hade velat ha ett mer 6ppet problem. Larare B var
déremot valdigt néjd, och tyckte att det var "vil anviand tid”, eftersom de
annars "ar ganska lasta vid kursboken”.

Av de atta elever som fyllde i utvirderingsenkiten var det en elev som
inte alls tyckte att problemet kdndes meningsfullt. Tre stycken tyckte att
det var intressant, anvdndbart eller bada delarna, och en kommenterade
att det var bra att ”jamfora med verkligheten och tédnka p& rimligheten
och relevansen”. Tva elever tyckte att det var bra for att det var relativ 1att
matematik och en elev gav den svartolkade kommentaren att ”vissa problem
ar meningsfulla”. Vid fragan om svarighetsgrad tyckte tva stycken att det var
for svart, en att det var for latt och 6vriga 6 att det var lagom utmanande.

Sex av eleverna, det vill sdga 75%, upplevde att de hade lart sig na-
got av uppgiften, exempelvis ”att tédnka efter mer och inte bara skriva den
uppenbara 16sningen”. En av de som inte ansag sig ha lart ndgonting kom-
menterade att det var for att hen genomforde uppgiften pa enklast mojliga
satt, och att det hade blivit svarare om hen hade funderat pa relevansen i
modellen.

Eleverna fick ocksa fragan om ifall de vill géra fler uppgifter av den hér
typen eller hellre arbetar i boken. Tva personer har svarat att det inte spelar
nagon roll, tre har angett att de vill ha en kombination av bada och lika
manga vill hellre géra den héar typen av uppgifter. Tva av de senare har dock
angett att detta berodde pa att de tyckte att uppgiften var latt.

9.2.5 Programmeringsproblem

Matematiklararen Niklas Grip fran intervjun i avsnitt testade nagra av
vara programmeringsproblem i sin kurs matematik specialisering. Mer spe-
cifikt var det problemen ”Binér till decimal” (7.9)), "Fibonaccis talsekvens”

(7.10), "Identifiera primtalsfaktorer” ([7.11)) samt "Personnummer” (|7.12]).
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Klassen har bade under ar ett och tva arbetat ganska mycket med problem-
16sning, och specifikt i samband med programmering.

Niklas tyckte att instruktionerna till problemet var tydliga och hjélp-
samma, och att eleverna fangades av programmeringsproblemen. Speciellt
av de med en tydlig verklighetsanknytning, som till exempel problemet om
kontroll av personnummer. Han hade valt ett upplagg som gjorde att elever-
na sjilva fick véilja om de ville genomfora uppgifterna. Han tror att de som
valde att inte gora uppgifterna inte heller hade klarat av att genomféra dem
sjalva, och att det da hade varit ett krav att eleverna fick arbeta i grupp.

Nar det géllde de fragor som Niklas fick av eleverna var det en blandning
av problemlosningsfragor i form av till exempel "Hur ska man tdnka héar” och
rena syntaxfragor. Han upplevde att eleverna lérde sig olika sdtt som man
kan anvinda programmering pa, samt att "Det var ganska olika problem
vilket stéller hogre krav pa problemlosningsformaga och kreativitet.” Han
ansag att svarighetsgraden var perfekt for de som ville ha lite mer avancerade
uppgifter, men ndmnde som sagt att han tror att de nagot svagare eleverna
hade behovt arbeta tillsammans for att klara av att 16sa problemen.

9.2.6 Elevernas tankar om vad probleml6sning ar

Det vanligaste svaret pa fragan ”"Vad ar problemlosning for dig?” var svar
liknande antingen “matematik” eller ”Att l6sa problem”. Denna tolkning
gavs som svar av ungefar 44% av eleverna. Déarutover svarade nagra att
det var svara problem medan nagon tviartom sa att det var latt. Cirka 12%
sa att det var problem som "kréver ett friare tdnkande” eller att det gar
ut pa att "kunna forsta fragan och bearbeta den”. Ungefar 19% nédmner
verklighetsanknytning som en viktig faktor, eller mer specifik "problem som
man kan stéta pa i vardagen”.

10 Diskussion

I det hér avsnittet sa lyfts bland annat fragan kring vad vi anser vara ett
bra problem och vad man ska fa ut av det. Vidare diskuteras projektets
process, framfor allt sett till hur vi utformat problemen och hur vi kunde
utfort projektet annorlunda. Dar laggs vikt vid vilka begransningar vi fatt
gora, brister kring testningen samt urvalet av testpersoner. Vi forséker édven
svara pa huruvida vi lyckats med vart mal att underldtta for larare att fa
in mer probleml6sning i sin undervisning. Slutligen s& vill vi nyansera vart
projekt genom att diskutera huruvida denna typ av undervisning verkligen
ar bra, och i vilken utstriackning den bor inkluderas.
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10.1 Reflektioner kring resultatet fran bakgrundsenkiten

Bakgrundsenkéten, som presenteras i avsnitt gjordes for att underso-
ka om den uppfattning vi hade om matematikundervisning stdmde Gverens
med verkligheten. Enkaten skickades ut via en Facebook-sida fér matema-
tikundervisning. Detta gjordes for att na ut till s& manga larare som maojligt,
vilket lyckades, men det innebar ocksa att vi i forsta hand riktade oss mot
en viss typ av larare. Mer specifikt de larare som anvinder Facebook och &r
intresserade av att samlas for att ldsa eller delta i diskussioner om matema-
tikundervisning. Vi bad dven ldrarna om hjalp med att sprida enkéten, men
det ar omojligt att séga till vilken grad detta verkligen skedde. Metoden gor
ocksa att vi inte kan berdkna nagon typ av svarsfrekvens.

Déremot fungerade metoden 6ver forvantan pa det séttet att vi fick in
manga svar. Man kan ocksa se att manga lirare ansag att &ven om 91% av
lararna svarade att de arbetade for att inkludera problemlésning i sin under-
visning, sd namnde de ocksa manga faktorer som hindrade detta arbete. S&
dven om vi antar att detta dr den mest motiverade delen av lararkaren, som
arbetar hardast med problemlésning, sa finns det alltsd dnda ett svarighet
med att jobba med problemlésning.

Enkéten visade ocksa att de flesta av dessa larare hade en mycket god
bild av vad problemlésning &r. Detta kan kanske kédnnas sjalvklart, men det
fanns ocksa svar som antydde att det finns larare som inte kédnner till en bra
definition av vad problemlésning faktiskt dr. Som exempel kan ndmnas att
vi reagerade mycket starkt pa ett av svaren, som enbart 16d " Textuppgifter”.
Aven om problemuppgifter ofta dr textuppgifter ir detta inte ett krav, och
alla textuppgifter &r definitivt inte problemldsning. Som tur ar var det bara
en av 56 som uttryckte sig pa det har séttet, men det &r 4nda en f6r mycket.

10.2 Tankar bakom framtagandet av problemen

Négot som &ar centralt for de problem som vi utformat for detta projekt
ar att elever ska fa arbeta i grupp och dérmed tilldtas att diskutera mate-
matik, vilket d&r bra av manga anledningar, se avsnitt [4.4] och Déarfor
innefattar varje problem Introduktion, Genomférande och Diskussion, som
ndmns i avsnitt Vi anser att framforallt diskussionen ar véldigt viktig
och bakgrundsenkiten i avsnitt [5.1] visade att det liggs alltfor lite tid pa
att reflektera 6ver och bedéma rimligheten i sina svar och metoder. Vi vill
darmed understryka att resultatet inte alltid nodvéindigtvis behover vara
korrekt, och att ett problem inte alltid enbart har ett svar. Vi anser istéllet
att det ar diskussionen och reflektionen som &r det viktigaste.

Att ta fram problem har inte varit latt. Till en boérjan sa hade vi ett
angreppssatt dar vi inte alltid tog hansyn till niva och nédvéndig teori, utan
tog for givet att eleven med hjalp av nyfikenhet skulle vilja ta till sig den
nya teori som skulle vara nédvindig for att 16sa uppgiften. Ju mer kontakt
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vi fick med ldrare desto mer insdg vi att vi var tvungna att i nagon man
anpassa vara problem for att de skulle passa in i deras undervisning. Vi
bestdmde oss dérfor ocksa for att avgriansa oss till kortare problem. Detta
dels for att underlétta testning och dels for att det skulle vara lattare for
larare att inkludera i sin undervisning &ven efter projektets slut. Vi har &dven
diskuterat att utforma ldngre problem ocksa. Vi tror ndmligen att det kan
vara bra att fa gott om tid for att fundera, och &ven ha tid till att testa olika
metoder for att se vilken som fungerar bést. Denna tanke ligger bakom till
exempel "Fermiproblem”, som ar planerad for att kunna utféras under en
enda lektion, men dven kan utforas som ett ldngre projekt som kan avslutas
med att eleverna far presentera sina olika resultat och metoder for klassen.

Med det sagt sa har vi alltsa framfoérallt begréansat oss till kortare pro-
blem om cirka 50 minuter. Hade vi haft mer tid och mdéjlighet hade vi troligt-
vis dven velat testa ldngre, mer projektliknande problem. Eftersom néstan
hela projektgruppen tidigare last kursen Mathematical modelling and pro-
blem solving [32] didr man fick veckovisa problem, samt ett ldngre projekt
som strickte sig Over merparten av kursen, sa ar vi ocksa medvetna om vik-
ten av att reflektera kring problem 6ver en langre tid. Detta gor det mojligt
att fa en djupare forstéelse for nagot &n om man begransar problemet till
en enda lektion.

I enkédten uttrycktes att det ar ett problem att hitta uppgifter, samt att
hinna planera problemlésningslektioner. Niklas uttryckte &ven i sin intervju
.2 att han till viss del saknade hjélp pa hur problemlosning ska liras ut.
Utifran detta kdnns det som ett utmérkt komplement till matematikboken
att kunna ta del av kompletta lektionsplaneringar med problemlésning. I
samband med problemen har vi darfor valt att vara sa utforliga som méjligt
med instruktioner och forslag pa utférande samt innehall. Samtidigt har vi
férsokt understryka att de ska kdnna att de far styra innehallet utefter vad
de anser passar bést for sina egna klasser. Problemet "Forsvara en ekvation”
skapades ocksa for att kdinnas mest som en lek, och ddrmed kunna anvindas
i en klass som inte sedan tidigare ar vana vid att arbeta med problemlésning.

10.3 Reflektioner kring de fardiga problemen

I avsnitt presenterades PBL. De problem som skapades i detta arbete
ger forutsattningar for en likartad undervisningsmetod. Med det menar vi
att problemen vi har utvecklat dr utformade med idén att eleverna i forsta
hand ska jobba med problemen for att sedan stéta pd matematiska teorier
under arbetets gang.

I avsnitt [6.IJndmndes de viktigaste faktorerna som vi har forsokt inklude-
ra i problemen. Som tidigare ndmnts appliceras dock inte alla dessa faktorer
pa samtliga problem, eftersom vi till exempel inte anser att alla problem be-
hover ha verklighetsanknytning. Den enligt oss viktigaste av dessa faktorer
ar att eleverna anvander ett undersokande arbetssatt, vilket vi anser att vi
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har inkluderat i samtliga av vara problem. I de flesta problemen lagger detta
grunden for att 16sa de givna fragestillningarna medan det i problemet med
den matematiska modellen, som presenteras i avsnitt snarare dyker upp
i den avslutande diskussionen. I samma problem tas &ven begreppet mate-
matisk modell in. Eleverna far har upptacka hur matematiska modeller kan
anvindas och &ven reflektera 6ver dess begrénsningar.

Om man tittar pa ”"Fermiproblem” , "Flygplan” , "Fritt fall”
, "Matematisk modell fér bil och lopare” och "Personnummer”
finns dér ocksd en mycket tydlig verklighetsanknytning. Problemen
vid namn ”Sortering av kortlek”, ”Sorteringsalgoritmer” och ”Ska-
pa ett chiffer” har ocksa en forankring i verkligheten &ven om denna
dr nagon mindre tydligt &n for ovanstaende exempel. I dessa problem har
vi dock inkluderat information om hur de anvénds i verkligheten, och upp-
muntrar #ven ldraren till att berdtta om detta. Ovriga problem #r nigot mer
abstrakta.

Problemen [7.7]till och med[7.13]4r problem som &r ténkta att framfor allt
férbereda elever for grundlidggande koncept inom programmering. Vi skriver
i avsnitt [£.§ om att programmering framéver kommer att ingd i kursplanen
for gymnasiematematik, vilket gor det véldigt relevant att utforma problem
som &ven ska testa programmeringskunskaper, samtidigt som ménga av dem
dven har en tydlig matematisk koppling. I problemet ”Sortera en kortlek”
finns programmeringen ocksa med, om &n nagot i bakgrunden. Har far
eleverna testa pa att tdnka som en dator, och dven ge varandra instruktioner
pa liknande form som man skulle gora i en programkod. Pa sé sitt ar detta
tdnkt som en bra introduktion innan man borjar med programmeringssyntax
i ett specifikt sprak.

Léraren Niklas Grips tankar om vara prototyper var dels stér-
kande d& han bekriftade vara idéer. Samt att hans forbéttringsforlag till
vad som senare skulle bli ”Sortera en kortlek” var véigledande till for
utvecklingen utav det problemet och utan Niklas hade det inte blivit lika
bra i slutdndan.

10.4 Reflektioner kring testresultaten

Detta avsnitt diskuterar testresultaten, dels utifran hur enkétsvaren kan
tolkas och dels den metod som anvandes, vilka konsekvenser det ger och
tankar kring andra metoder som skulle ha kunnat anvéindas.

10.4.1 Vara generella tankar kring resultatet

Totalt sett ar vi véldigt néjda med de resultat vi fatt om utvérdering av pro-
blemen. Dels eftersom utvérderingen visade anser att eleverna i allménhet
var nojda, men kanske framforallt for att lararna var det. Vara undersok-
ningar visade att det fanns ett behov av hjélp med planering av problem-
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l6sningslektioner och de ldrare som testade problemen tyckte att de var bra
och att de presenterades pa ett tydligt sdtt som gjort det latt for dem att
snabbt sdtta sig in i hur det skulle utféras. Denna asikt speglades dven av
de flesta av de ldrare som anmaélt intresse med som sedan tackade nej pa
grund av tidsbrist.

10.4.2 Fermiproblem

Nar det géller bemotandet av problemet ”Fermiproblem” verkade de
olika fragestédllningarna engagera eleverna, och fa dem att reflektera Gver
rimligheten i ett svar. Vi tror dven att mdjligheten att vélja uppgift gav dem
en kinsla av dganderétt till problemet, vilket enligt avsnitt [1.7) dr viktigt for
inldrningen. Det var ocksa roligt att hora att planeringen utvidgades genom
att lararen berdttade om Fermis intressanta liv, samt att eleverna hittade
information om Fermiparadoxen pa nétet och bérjade diskutera detta.

Bade lararen och de flesta elever har angett att problemet var larorikt.
En elev tyckte att det var for lite given data, vilket tyvérr tyder pa att
eleven missuppfattat vad som skulle goras. Del av malet med uppgiften var
att man skulle trdna pa att uppskatta virden och inse att det gar att gora
en bra approximation av ett komplicerat svar utan givna data. Detta kan
vara nagot vi behover vara tydligare med i informationen till problemet, for
att oka chansen att ldraren verkligen trycker pa detta i samband med att
problemet presenteras for eleverna. En elev angav att det var svart for att
det blev méanga utrdkningar, sa vi ska fortydliga i uppgiften att man bor
lata eleverna anvénda minirdknare till detta, eftersom svara utrdkningar
knappast bidrar till att eleverna uppnar malen med problemet.

Det var fantastiskt roligt att ldsa lardomar som att "hur enkel matte kan
anviandas for att l6sa problem och ur uppdelning kan férenkla”, eftersom
detta visar att vi i alla fall till viss del uppnatt det vi ville med uppgiften.
Andra elever angav att de lart sig om vad ett fermiproblem &r eller hur
manga hjartslag ett hjarta slar. Dessa lardomar speglar inte vara mal med
problemet pa samma sétt, men vi hoppas att dessa elever dnda kan komma,
ihdg det hir i framtiden. Aven om de kanske inte kommer liigga sina exakta,
svar pa minnet kanske de kommer ihag att de rdknat ut nagot som de tyckte
var héftigt, och kanske kommer de dven kunna komma ihag ungefar hur de
gjorde.

10.4.3 Forsvaring av en ekvation

Klassen som testade "Forsvaring av en ekvation”, vars enkétsvar presente-
ras i avsnitt tyckte att det var roligt att forsvara ekvationen, men
hade svarigheter med prioriteringsreglerna. Vi hade redan varnat for detta
i informationen som hoérde till problemet, men kanske borde detta fortyd-
ligas ytterligare. Forhoppningsvis tillférde det ocksa en ytterligare faktor,
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eftersom eleverna &ven fick tréna pa och léra sig mer om detta. Lararen sa-
ger ocksa att han upplevde att problemet gav eleverna en djupare forstéelse
for ekvationer.

De svar vi fick in var ocksa spridda i den mening att vissa tyckte att
problemet var svart, latt eller lagom. Vi antar att detta beror pa att de hade
svart med prioriteringslagarna, eftersom problemet for évrigt ar ténkt att
kunna anpassas till varje elevs individuella niva. Detta genom att eleverna
sjalva far vélja vilka medel och matematiska operationer de ska anvinda for
att forsvara ekvationen. En elev angav ocksa att lektionen blev véldigt rorig.
Till viss del &ar vi glada att lektionen frangick den tysta matematiklektionen
utan diskussioner, eftersom det verkar som att det hér blev en lektion som
gav mer liv och frihet till matematiken. Déremot &ar det sjalvklart synd att
det gick sa langt att ndgon tyckte att det var jobbigt.

10.4.4 Matematisk modell for bil och lopare

Avsnitt presenterar resultatet for "Matematisk modell f6r bil och 16pa-
re”. Detta problem testades av tva olika larare, varav tyvérr bara en klass
svarade pa enkédten. Den ena ldraren ansag att den matematiska delen av
problemet var for 14tt. Vi kan halla med om denna &sikt, eftersom tanken
med dessa inledande uppgifter frimst var att ge ett underlag fér diskussio-
nen om matematiska modeller och vilka férdelar och brister det finns att
tdnka pa innan man anvinder dem. Léraren har ocksa skrivit att hen tyck-
te att denna diskussion var vildigt givande. Den andra ldraren var véldigt
n6jd med hela problemet, och svarigheten i den klassen var att omvandla
mellan enheterna m, km och mil. Det &r trakigt att se att detta ar en sdpass
stor svarighet pa gymnasiet, men vi hoppas att problemet i sa fall gav en
tankestédllare om att dessa grundléggande kunskaper ar viktiga.

Bada lararna valde ocksa att utveckla problemet genom att skissa varsin
graf. For den klassen som hade relativt svart med den matematiska delen
av problemet skissades den linjdra modellen, och den klass som tyckte att
uppgiften varit latt gjorde istéllet ett gemensamt forsok att skissa den verk-
liga modellen for 16paren. Pa sa sdtt anpassade varje ldrare problemet efter
klassens niva, vilket vi tror var mycket bra. Bada ldrarna tror att det som
eleverna framforallt tog med sig fran lektionen var att man maste fundera
over rimligheten i sina svar och metoder, vilket var precis det vi ville fa fram
med problemet.

De flesta av eleverna, narmare bestamt 75%, tyckte att de lart sig nagot
av uppgiften och att det var bra att fa ”jamfora med verkligheten och tédnka
pa rimligheten och relevansen”. Detta var roligt att hora, eftersom detta var
vad vi framférallt ville att eleverna skulle fa ut av uppgiften. En av de som
angett att hen inte larde sig nagot sa aven att det berodde pa att hen ge-
nomforde uppgifterna pa enklast mojliga satt och att det hade blivit svarare
om hen hade funderat pa relevansen. Detta tyder pa att eleven faktiskt anda
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ldrde sig ndgot. Kanske har eleven inte tagit den efterféljande diskussionen
i atanke ndr hen svarade péd enkéten, utan enbart sjilva berdkningsuppgif-
terna.

10.4.5 Programmeringsproblemen

I avsnitt sammanfattas responsen fran testningen av programmerings-
problemen, varav de som testades fick vildigt god respons. Det framgick
ocksa att Niklas trodde att vissa elever hade tyckt att problemen var svara
och hade behévt arbeta i grupp for att kunna klara att 16sa dem. Detta
ar dock inte nodvandigtvis ndgot negativt, utan rentav bra, se avsnitt [4.4]
Niklas valde dock hér att franga vart forslag om grupparbete och istéllet ge
dessa problem till hogpresterande elever som arbetade enskilt. Hur som helst
sa framgick det att problemen var véldigt passande for de som sokte lite mer
avancerat material, men att Niklas tror att det skulle ha varit utvecklande
dven for andra elever, sa lange de fatt jobba i par.

Eventuellt vore det dven 6nskvart att dessa problem skulle kunna anpas-
sas i svarighetsgrad. Alternativt skulle man kunna tillhandahé&lla kodskal
som &r delvist implementerade, eller helt enkelt ge ledtradar som hjélper
eleven pa végen till en 16sning. Detta material skulle pa sa satt kunna fyl-
la en roll som en ldrare som &r oerfaren inom programmering inte klarar,
vilket kan bli ett problem nér programmering forhallandevis hastigt ska in-
kluderas i undervisningen. Risken med detta &r dock att man pa det hér
sdttet utarmar problemet en aning och att eleven inte far samma insikter
och lardomar, eftersom det 4r omojligt att fa samma lyhérdhet som fran en
bra ldrare som kan lyssna in eleverna och stéilla lampliga och végledande
fragor. Dessa problem behdver alltsa en hel del mer arbete om de ska kunna
anvandas av larare utan programmeringskunskaper. Men kanske ar det som
sagt dven tillrdckligt att eleverna arbetar i par och far fundera och diskutera
tillsammans.

10.5 For- och nackdelar med den testmetod som anvandes

Som nadmnts i avsnitt valdes lararna som fick testa problemen ut genom
att de fick anméla intresse via den bakgrundsenkdt som skickades ut via
en facebookgrupp for matematikundervisning. Ténkbara foljder av detta
diskuterades ovan i avsnitt Till skillnad fran bakgrundsenkéten, till
vilken vi fick ménga svar, var det héar totalt fem ldrare som testade nagot
av vara problem. Detta gor tyvérr att resultatet inte kan anses statistiskt
tillforlitligt, speciellt i de fall da det var mycket fa elever som svarade pa
enkéten. Vi har inte heller ndgon information om hur ménga elever som
verkligen deltog i varje problem, utan enbart hur ménga som svarade pa
enkéten. Trots denna osdkerhet har vi d&nda valt att diskutera de svar vi har
fatt, och hur vi tolkar dem.
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En nackdel med den metod som anvéindes ar att vi inte haft ndgon moj-
lighet, utover korta fragor pa enkéten, att kontrollera hur problemet ge-
nomfordes. Lararna har som tidigare ndmnt dven haft relativt fria tyglar
att formedla uppgifterna pa det sétt de fann ldmpliga. En annan tdnkbar
metod for genomféradet hade varit att vi hade medverkat under lektionerna
och deltagit aktivt i utforandet av varje problem. Vi hade da kunnat for-
ma utférandet till en mycket hogre grad och eventuellt till och med kunnat
testa uppgifterna pa precis samma séitt med manga olika klasser. Datan vi
sedan hade samlat in hade ddrmed varit mer kvalitativ, eftersom vi hade
varit konsekventa med tillvigagangssattet vi testade uppgifterna pa. Vi ha-
de dven kunnat kontrollera att alla elever svarade pa enkéten. En medelvig
hade kunnat vara att delta pa lektioner nér lararna testade problemen. Det-
ta hade nog varit det mest optimala alternativet da vi hade haft mdojlighet
att se lararna arbeta i sin naturliga milj6. Vi hade &ven kunnat jamféra hur
olika larare testar problemen for att se for- och nackdelar. Detta hade sedan
kunnat anvindas till att bland annat forbéttra den Gvriga informationen
som var avsedd till ldrarna angdende undervisningsmetodiken géllande vara
uppgifter.

Nackdelen med forslagen ovan ar att de hade krévt mer organisation
mellan oss och ldrarna. Inget av dem hade heller 16st det huvudsakliga pro-
blemet att det var fa ldrare som hade mdjligheten att testa ett problem.
Fordelen med den valda metoden jamfort med dessa ar dven att utférandet
nu efterliknande hur vi hoppas att problemen ska anviandas efter projektets
slut. Det vill sdga att ldrarna ska kunna hitta problemen pa var webbplats,
anvanda givna instruktioner och information till den grad de anser lampligt
och sedan kunna genomfora problemet.

10.6 Vad ar viktigt i matematiken?

Nagot som vi inte har undersokt i det hér projektet ar att uppskatta hur stor
del av undervisningen som bor laggas pa problemldsning. Som vi ndmnde i
avsnitt [1.3]s& krivs det grundlidggande kunskap for att kunna tédnka som en
expert, och det enda séttet att fa den grundkunskapen &r genom repetition.
Detta belyser att det &dven finns ett behov av vanlig mekanisk rdkning. Vi
vill darfor fortydliga att vi inte foresprakar att man fullstdndigt bor ersét-
ta dagens matematik med problemlésning. Det vi vill fa fram av den hér
rapporten ar att problemlésning kan anvindas for att ge eleverna en dju-
pare forstaelse for de matematiska teorier som de lar sig. Det har visat sig
att detta i manga fall inte appliceras s mycket som Skolverket och lararna
Onskar.

Enligt bakgrundsenkéten som finns under avsnitt sa &ar det storsta
hindret mot att inféra mer problemlésning i undervisningen olika typer av
tidsbrist. Det blev &ven mérkbart i praktiken nér sexton av tjugo larare som
hade anmaélt intresse att genomféra problemen avbdjde pa grund av tidsbrist
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i samband med de nationella proven. Detta stiarkte vara farhagor att alltfor
mycket vikt ldggs vid de nationella proven och det som testas dar.

I enkéten framkom bland annat asikter om problemlsningsbaserad un-
dervisning. De flesta av ldrarna vet om att det &r bra och viktigt for in-
larningen, men tycker att det tar mer tid fran sjilva lektionerna. Dessutom
angav de att det tar langre tid att planera dn att lata eleverna rakna férdi-
ga uppgifter fran boken. Det har anges som tid man inte har efter att allt
Ovrigt material har gatts igenom, for att eleverna ska kunna prestera pa na-
tionella provet. Och sjalvklart 4r matematikens grundlaggande teori viktig,
men vad betyder den om man aldrig far trdna pa att anvinda den? Vi anser
att vissa delar av kraven i de olika kurserna borde nedprioriteras, och att
problemlésning bor fa en tydligare roll i undervisningen av matematik.

Idag dr problemlésning nagot som till alltfor stor del ldimnas som extra-
uppgifter till de elever som har fallenhet féor matematik, men vi anser att
det dr andra delar av matematiken som kan hanteras péa detta satt. Att man
bor utforska matematiken med problemlésning som framsta verktyg, och la-
ta eleverna sjilva upptéicka de begrepp och metoder som da dyker upp. Och
de delar av matematiken som inte gar att hitta pa ett rimligt problem om,
antingen horande till nutida eller datida behov eller intressen, kanske helt
enkelt inte kan vara sa centrala i alla fall. Vart mal ar darfor att underldtta
for larare att inkludera mer problemlésning i sin undervisning. Pa sa sétt
hoppas vi att problemlésning pa sikt kan ta sin roll som det huvudsakliga
verktyget for att lata eleverna undersdka och uppticka matematiken, for att
i samband med undervisningen sjilva skapa sig en kénsla for hur viktig och
anvandbar matematiken verkligen ar.

10.7 Hur vi kan paverka

I 513 sd framgar det att manga larare papekar att de anser att problem-
16sning ar viktigt. Samtidigt kdnner de att de inte kan arbeta med det till
den grad de skulle vilja pa grund av tidsbrist, bade pa och infér lektionerna,
och for att de inte vet hur man skulle goéra det pa ett bra sétt. De tyckte
bland annat att det var svart att hitta bra problem som &r utmanande for
hela klassen.

Med den fullsténdiga lektionsplanering som féljer med hoppas vi kun-
na avlasta ldrarna fran en del av det forberedande arbete som kravs for
att genomféra en problemlésningslektion, och dérmed forbéattra deras ar-
betssituation. Med den brist pa larare som rader idag ar det viktigt ur ett
samhéllsperspektiv att spara pa de resurser vi har, fér att kunna utnyttja
deras fulla potential genom att de far finnas till hands och handleda pro-
blemlésningen. Bristen av ren lektionstid dr svart for oss att paverka, men
dels har vi &ven tryckt pa den bevisade nyttan av problemlésning och dels
hoppas vi som sagt att detta ska hjélpa med en del av de nuvarande faktorer
som motverkar mer problemlésning i undervisningen.
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Aven om man arbetar hart for att Andra matematikundervisningen, och
utvecklingen enligt oss dr pa vig at ratt hall, sa tror vi att det finns mer
som kan goras for att hjilpa den pa traven. Vi vill darfor genom det hér
arbetet bidra till att hjélpa lararna att fa eleverna att gé fran att beskriva
matematiken som "trakig” och “onédig” och istéllet borja anvinda ord som

” ”

"rolig”, "spdnnande” och "anvindar”. Kanske till och med "kreativ”.
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A Information till larare

Allman information

Véara problem ar ténkta att genomféras i tre huvudsakliga steg:

Introduktion

Genomférande

Diskussion
Tanken ar att lyfta fram ett lite mer unders6kande narmande till matematik. Vikten ligger
alltsa inte i allmanhet i svaren, utan mer i processen och diskussionen.

Som hjalp till er har vi skissat ut ett férslag pa hur lektionen skulle kunna genomféras, samt

skrivit ett antal fragor som man skulle kunna diskutera, och ibland vilka eventuella svar som
man hoppas fa ut. Férhoppningen ar att klassen i sa stor utstrackning som mgjligt sjalva ska
fora diskussionen framat.

Att agera handledare for problemldsning ar pa manga satt en stor utmaning. Dels kan man
omodjligen veta allt, och darfor riskerar man att fa fragor som man inte kan svara pa. Det ar
da helt ok att erkdnna att man inte vet, och kanske kan det leda till en intressant diskussion?
Det ar ocksa bra om du som larare forstker reagera positivt pa alla typer av tankar och
idéer. Om en elev kommer med ett forslag finns det med storsta sannolikhet en tanke bakom
det, sa det ar viktigt att inte framstalla nagot som fel.

Som extra hjalp kommer vi ocksa att skicka med Google-presentationer till vissa problem.
Dessa ar helt frivilliga att anvanda, och man far &ven andra i dem om man vill. Tanken ar
helt enkelt att det ska bli smidigare fér dig som larare, och att du inte ska behdva lagga tid
pa detta om du inte sjalv vill.

I allmanhet rekommenderar vi att introduktionen gors i helklass, och att problemet darefter
genomfors i grupper om tva (en grupp med tre vid behov). Darefter kan det vara bra att lata
eleverna ga ihop i lite storre grupper, och presentera sitt arbete och/eller diskutera hur de
har tankt for varandra. Den avslutande diskussionen rekommenderar vi att man gor i
helklass.

| vissa fall anger vi tidsbegransningar for vissa delar av lektionsplaneringen. De ar da tankta
som forslag, och far anpassas till varje klass och situation. Vi rekommenderar att man inte
lagger alltfér mycket tid och energi pa sjalva problemen, utan snarare satsar pa en bra
diskussion kring dem. Det ar alltsd ok om nagra inte riktigt hunnit klart, sa lange de har
forsokt kommer de forhoppningsvis anda fa nytta av diskussionen.

Tanken ar att lektionsupplagget ska genomféras pa ungefar 50 minuter, sa att klassen
darefter kan spendera tio minuter pa att svara pa var reflekterande enkat. Vi tror att det ar
dumt att dra ner pa denna tid alltfor mycket, men det gar sjalvklart att &gna mer tid at
problemet om man har mgjlighet. Pa flera av problemen har vi aven férslag pa eventuella
vidareutvecklingar och fordjupningar.



B Den fullstindiga versionen av problemen

B.1 Fermiproblem

Fermiproblem

Information till lararen

Mal med problemet

Att eleverna ska fa trana pa att géra uppskattningar samt pa att bryta ner ett problem i
mindre delar, och inse vardet av denna typ av berakningar. Tanken med dessa typer av
problem ar att elever ska modellera problemet genom att resonera sig fram till vilka faktorer
man ska ta stéllning till, géra en rimlighetsanalys och sedan komma fram till en kvalificerad
slutsats/gissning dar det nédvandigtvis inte ens finns ett ratt svar.

Forkunskaper

Inga speciella forkunskaper kravs.

II



Overgripande upplagg

Introduktion

Presentation av problemet samt exempel. Eleverna far en lista av olika Fermiproblem att
valja mellan.

Genomforande

Grupper om 2 (alternativt 3 i en grupp). Eleverna kan forst géra en ren gissning pa svaret
(det ar ok om detta inte stammer alls). Darefter ska problemet brytas ner i mindre delar, och
resultatet berdknas. LOsningen ska skrivas ner. Forslag pa tidsbegransning ca 20 minuter.

Diskussion

Presentation i stdrre grupper:

Grupperna gar ihop tva och tva (tre om det behdvs) och presenterar sina Idsningar och
resultat for varandra.

Diskussion i helklass:

Vad tror ni om ert resultat? Kanns det rimligt?
Hur gick det med att komma fram till Iampliga faktorer (delar) att bryta ner ert
problem i?
e Arden har typen av I6sningsmetod praktisk och anvandbar i verkligheten?
e Blev det lattare att uppskatta de mindre delarna var for sig an att gissa pa hela fran
bérjan?
e Varfor fungerar den har typen av berakningar (i alla fall ungefarligt)? Varfér ska man
gissa sa manga saker som mgijligt?
o Da har man troligen gissat for stort ibland och fér litet ibland, och p& s& sétt
Jjédmnar det ut sig sa att svaret blir bra.



Ytterligare information

Forslag pa hur man kan introducera fermiproblem for klassen

Ofta kan det vara intressant att uppskatta nagot. Kanske ar det nagot som inte gar alternativt
ar valdigt dyrt att testa eller mata direkt. Det mest berémda exemplet ar “Hur manga
pianostammare finns det i Chicago?”. Det kanske inte ar sa latt att ta reda pa, men da kan
man géra en ganska bra uppskattning. Denna typ av problem kallas Fermiproblem. Man
delar da upp problemet i manga sma delar, som var och en ar lite lattare att uppskatta. T.ex.

e Hur manga personer bor det i Chicago?

e Hur stor andel av dem har ett piano?

e Hur ofta stdmmer man i snitt ett piano? Vissa kanske gér det ofta, andra mycket

séllan eller aldrig.
e Hur lang tid tar det att stdmma ett piano?
e Hur manga arbetstimmar per pianostammare?

Man ska gora sa manga uppskattningar som mgjligt, och sedan rakna ihop detta till ett
slutgiltigt resultat.

Nu ska ni fa testa pa att I6sa sana har typer av problem. Har ar en lista som ni kan vélja
ifran. Denna lista finns aven i bifogad Google-presentation.

Forslag pa olika typer av Fermiproblem

1. Hur manga iPhones séljs det i Sverige pa ett ar?

2. Hur manga personer kommer du uppskattningsvis att korsa vag med under en dag?
(Egen definition av att “korsa vag”)

3. Hur stor blir den sammanlagda arean av alla 16v i Goteborgs innerstad (alternativt byt

ut mot den egna staden)?

Hur mycket mjolk saljs i Sverige per ar?

Hur manga bilar passerar Gardamotet varje dag (eller annat valtrafikerat mot)?

Hur manga snapchats skickas varje dag fran Sverige?

Hur manga liter vatten anvander ni i gruppen tillsammans varje vecka?

Hur manga hjartslag slar ett hjarta under en livstid?

Om alla vaggar (inner- och yttervaggar) i er skola vore gjorda med tegelsten, hur

manga tegelstenar skulle det bli?

10. Hur mycket mindre skrap skulle det bli om det blev forbjudet att slanga matkassar av
plast i Sverige? (Man far bestdmma enhet sjélv, t.ex m? eller kg)

11. Om man beslutade att alla skolklasser maximalt skulle fa innehalla 20 elever, hur
mycket skulle det kosta att anstalla de nya lararna som kravs?

12. Om en allvarlig influensa skulle spridas i Sverige, och alla behdver vaccineras av
kvalificerad sjukvardspersonal, hur snabbt skulle det kunna goras?
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Forslag pa utveckling

Detta upplagg ar planerat for att kunna genomfdras under en lektion, men en rolig utveckling
skulle vara att ge eleverna mer tid att arbeta med problemet. Det skulle kunna géras genom
att forst lata eleverna borja med ett enklare fermiproblem pa lektionen, och att de darefter far
valja ett lite svarare att arbeta med hemma i grupper. Darefter kan de pa lektionstid fa
diskutera sitt resultat och hur de har kommit fram till det.



B.2 Flygplan

Flygplan

Information till lararen:

Mal med problemet:

Problemet ska leda till ett undersdkande arbetssatt, dar man far titta pa flera olika
I6sningsstrategier, och aven sjalv fundera pa vilka faktorer som skulle kunna paverka. Man

far aven ta fram och I6sa ett linjart ekvationssystem.

Forkunskaper:

Eleverna bor kdnna till och ha arbetat med linjara ekvationssystem.

VI



Overgripande upplagg

Introduktion

Problemet kan for att ge tid till reflektion presenteras med lite information i taget, dar man for

varje steg kan lata eleverna reflektera dver vad bilden representerar samt vad
fragestallningen skulle kunna vara. Detta gors forslagsvis i helklass.

Genomforande

Gors i grupper om tva (eller tre i en grupp) och med en tidsbegransning pa forslagsvis 10

minuter.

Eleverna far reda pa att de ska tanka sig att de driver ett féretag, som kor de angivna

strackorna.

e Hur kan man flyga strackan Visby-Karlstad? Gar det att gora pa flera satt?

e Ar nagra vagar battre &n andra? Vilka faktorer skulle kunna téankas avgéra det?

O\

et Flygrutter:
//\/' p Khna Kiruna Karlstad (999 km)
§ 11 Visby (1142 km)
/ I’ ! ) Umea Karlstad (610 km)
r ’ : N\ Stockholm (514 km)
| I ;’3 Stockholm Ume3 (514 km)
,' : > Goteborg (397 km)
) ! 1 o/Umes Visby (189 km)
,/ ) jﬁ Malmé (514 km)
1 .

(? T ;»I ! Karlstad Kiruna (999 km)

) / y ] °
, /? J U[nea (610 km)
NN Goteborg (206 km)
U A " Géteborg Stockholm (397 km)
!y V,'| Karlstad (206 km)
Karlstad ¢~ sg®.8tockholm Malmé (243 km)

%4; Sy x Visby Kiruna (1142 km)
WA T L Stockholm (189 km)
\\ // 192 /) Malmé Stockholm (514 km)
%‘\ ’ ,’/?/ Goteborg (243 km)
7 55 .

fvﬁglmé Visby (395 km)

Samma grupper, men nu far de aven tva givna branslepriser:

Malmo-Visby: 11200 kr

Stockholm-Umea: 13580 kr
De far aven strackorna mellan de olika staderna.
e Vilket satt ar billigast att kéra mellan Visby och Karlstad?
e Antag att man vill ha en resa mellan Karlstad och Stockholm, men att strédckan
Goteborg-Stockholm ar fullbokad. Vilka andra vagar kan man ta? Vilken ar billigast?
Har satts forslagsvis en tidsbegransning pa ca 20 minuter.



Diskussion

e Vilka faktorer inverkar pa branslekostnaden? Vad kom ni fram {ill?
Vad behdver man tanka pa om man ska berakna hur mycket man ska ta betalt for
varje biljett mellan t.ex. Visby och Karlstad?

e Tror ni att man skulle tjana pa att lagga till ett extrainsatt flyg mellan Géteborg och
Stockholm nar det ar fullsatt?

e Vad avgor vilken stracka som ar billigast? Det totala avstandet eller antalet
mellanlandningar?



Ytterligare information

Forslag pa introduktion:

Vi har aven skickat med en Google-presentation som man kan anvanda om man vill.
Lararen visar en karta 6ver Sverige med ett antal prickar utmarkerade.

e Vad tror ni att prickarna ar fér nagot?

e Vad skulle man kunna stélla for fragor utifran den har bilden?

Lararen visar nasta bild, dar stadsnamn ar utplacerade. Eleverna far reda péa att prickarna
representerar nagra av de flygplatser som finns i Sverige.
e Vad skulle man kunna stélla for fragor nu? Vad kan man kunna vilja ta reda pa?

Lararen gar vidare med att visa en lista pa vilka rutter som finns.
e Hur kan man ta sig fran en stad till en annan? Finns det flera satt?
e Pa vilka satt kan man visa de mgjliga rutterna?

Tankar kring l6sningen

Eleverna far alltsa tva givna branslepriser for vissa direkta strackor och far [6sa priserna med
ett ekvationssystem. Tanken ar har att man ska inse/gissa att det ar ett pris for start
landning (oberoende av stracka) och ett pris per kilometer. Alternativt borjar man med att
gissa att det enbart beror pa strackan, men inser att det inte blir samma kilometerpris och att
man behdver en annan I6sning. Med ratt ekvationssystem fas att priset per kilometer ar 20
kr och att det fasta priset fér start och landning ar 3300 kr.

Tankar kring diskussionen

Nar det galler priset per biljett kan man ju ocksa ténka sig att det beror pa fler faktorer an
enbart branslepris.

e Hur manga biljetter saljs?

e Hur mycket kostar piloter och flygvardinnor/flygvardar?

e Behover man betala flygskatt?

e Hur stor vinstmarginal vill’/lkan man ha?
Detta ar bara nagra exempel man kan diskutera. Det finns allts& inget ratt svar pa den har
fragan, utan uppskattningen beror pa hur man har hanterat de olika faktorerna.

En viktig skillnad mellan strackorna Visby-Karlstad och Karlstad-Stockholm (utan
strackan Goteborg-Stockholm) ar att i den senare delen av problemet blir paslaget for start
och landning sa stort att det blir billigare att flyga en langre stracka, for att undvika en
mellanlandning. Detta hoppas vi att eleverna ska reflektera 6ver i den sista fragan, som
alltsa har svaret att “Det beror pa”.



B.3 Fritt fall

Fritt fall

Information till lararen

Mal med problemet

Tanken med detta upplagg ar att man istallet for att utga fran en fardig ekvation, och
derivera detta, far utga fran en verklig situation. Ofta lar man sig deriveringsreglerna, och
utgar fran derivatans definition, men férhoppningsvis ger detta en tydligare koppling och en
djupare forstaelse till vad derivata egentligen ar.

Forkunskaper

Problemet kan anvandas antingen i samband med introduktion av begreppet derivata, eller
till elever som redan kan derivata, och da som en férdjupning eller ett satt att se pa derivata
pa ett annat satt.



Overgripande upplagg

Introduktion

Diskussion om derivata:
e Vad ar derivata?
e Hur berdknar man en derivata? Vad behéver man? Finns det flera satt?
o Via en funktion, t.ex f(x)=...
o Via en graf, rita tangenter och anvand Ay/Ax

Presentera problemet:

Bdrja med en bild av en fallande boll. Bilden ar
hopsatt av flera bilder och visar bollens position
med jdmna tidsintervall. Pa bilden finns ocksa
markeringar sa att man kan avgora bollens hoéjd
vid de olika tiderna. Vad kan man komma fram till
om bollens hastighet och acceleration vid olika

tider?
t=0s,s=0m !
t=1s,s=49m o
Genomforande t=2s,5s=196m @

Problemet genomfors i grupper om tva (alternativt
3 i en grupp) och férslagsvis med en
tidsbegransning av ca 20 minuter. Utifran bilden
kan man rita en s-t-graf, med punkter for bollens
hojd for olika tider. Med hjalp av t.ex. en linjal kan
man da uppskatta lutningen i de olika punkterna
(alternativt genom att anvanda Ay/Ax for de
intilliggande punkterna). Detta kan ritas i en ny
graf. Med samma procedur kan man darefter rita A .
en graf fér accelerationen. W

t=4s5,5s=784m @

Diskussion

| helklass:
e Vad blev resultatet?
e Blev svaret exakt?
e Vad hade man kunnat gora for att fa ett
battre resultat?




Ytterligare information

Tankar bakom problemet:

Problemet ar i grunden mycket klassisk, men férhoppningen ar att I16sningsmetoden ger en
ny syn pa derivata. Ofta far man ett uttryck som ska deriveras med hjalp av
deriveringsreglerna, men det kan vara svart att se hur man skulle fa detta uttryck i ett verkligt
problem. Har far man chansen att anvanda derivata pa ett mer direkt satt, och utifran varden
som kanns som om man skulle kunna ta reda pa sjalv.

Man kan darfér ocksa som larare poangtera att detta gar att gora sjalv, t.ex genom
att ta en bildserie med kanda tidsintervall och mata pa denna.

En annan viktig aspekt som man kan peka pa ar den historia som finns bakom
problemet. Att fundera ut hur ett foremal faller har en gang varit ett verkligt problem, vilket
kan vara roligt att tinka pa i samband med att man genomfor problemet.

Noggrannhet

Metoden bygger pa att i flera steg uppskatta lutningen pa en kurva genom att rita egna
tangenter. Dessutom har man inte hela kurvan fran bérjan, utan endast givna punkter. Detta
gor att det ar valdigt svart att fa ett exakt resultat. Malet ar dock att komma fram till att
accelerationen ligger runt 10 (men du kan fa kanske 15 eller mer). Med fler punkter hade
man troligen fatt ett nagot battre resultat.

Forslag pa vidareutveckling och variationer:

Man kan ocksa utféra samma problem men utga ifran bilder av en bil, en I6pare osv. Man
skulle ocksa kunna tanka sig att eleverna sjalva far ta bilder pa nar nagon springer, eller att
man t.ex gor det tillsammans i klassen genom att slappa en boll l1angst fram och ta bilder.
Detta ger eleverna ytterligare kansla av att de ager problemet.

Man skulle ocksa kunna l6sa samma problem genom att anpassa en kurva efter punkterna
(pa en dator) och derivera denna tva ganger for att fa accelerationen.



B.4 Forsvaring av en ekvation

Forsvaring av ekvation

Information till lararen

Mal med problemet

Det har problemet ar mycket fritt och ger eleverna chansen att undersdéka matematiken. Det
kan ocksa anvandas som en introduktion till problemlésning, eftersom den leder fram till att
ett stort problem kan delas in i flera sma steg och pa sa satt bli ett enklare problem, eller till
och med en I6sning.

Forhoppningen med problemet ar att det ska ge en djupare forstaelse om vad en
ekvation innebar, namligen att bada sidorna ar lika, samt att man l6ser den genom att utféra
samma operationer pa bada sidorna. Aven om ekvationer tas upp redan i hdgstadiet kan
manga ha nytta av att fa den har chansen till djupare forstaelse. Det kan aven anvandas
som en forklaring till varfér additionsmetoden fungerar vid I6sning av ekvationssystem.

Tanken med problemet ar att eleverna ska fa kanslan av att de kan leka med
matematiken och att det ar de som har makten dver matematiken, inte tvartom.

Forkunskaper

Upplagget av problemet forutsatter att eleverna vet vad en ekvation ar, och har arbetat med
ekvationer tidigare. Darutéver kravs dock inga férkunskaper, utan problemet kan anpassas
till den niva som passar varje par av elever.
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Overgripande upplagg

Introduktion

Man kan inleda med den diskussion om ekvationer i helklass
e Vad ar en ekvation?
e Hur l6ser man en ekvation?
e Vilka operationer far man goéra?

Genomforande

Eleverna far utga fran x=2. Elevernas uppgift ar nu att i grupper om tva (3 i en grupp om
udda antal i klassen) arbeta vidare med ekvationen for att fa den att se sa “jobbig” ut som
mojligt (dar tolkningen av detta lamnas till eleverna). De far 10 minuter pa sig.

For diskussionens skull reckommenderar vi att varje steg i “férsvaringen” skrivs ner, t.ex
enligt:

X=2
2x=4 (+2=+2)
2x+5=7+2 (+5=+3+2)

osv. Kommentarerna inom parentes visar alltsa vilken operation som utforts i varje steg.

Diskussion

Bdrja med att |ata eleverna presentera, jamfora och diskutera sina slutgiltiga jobbiga
ekvationer i lite stérre grupper.

Darefter kan man avsluta med en diskussion i helklass

e Gar ekvationerna att 16sa? Eller har de blivit for jobbiga?

e Hur gor man da for att I6sa dem?

e Om vi nu skulle vilja goéra den jobbigaste ekvationen nagonsin, utifran det vi har gjort

nu, hur skulle vi géra?

Har kan aven vara ldmpligt att dra en parallell till additionsmetoden fér 16sning av
ekvationssystem, om det ar nagot klassen har kikat pa. Detta eftersom den ju fungerar
eftersom man lagger till samma sak pa bada sidorna.



Ytterligare information

Tankar bakom problemet

Detta ar ett mycket fritt problem. Dels eftersom ordet “jobbig” sjalvklart kan definieras pa
olika satt. Man kan da tanka sig att man kan addera, subtrahera, dividera, multiplicera eller
upphdja med saval siffror som fler x eller andra variabler. Med hjalp av t.ex
kvadreringsregeln, konjugatregeln, trigg-ettan eller vad man nu kan tanka sig kan man
darefter forsvara delar av uttrycket for att fa det att se annu varre ut. P4 sa satt kan man
sluta pa en ekvation som ser oerhért komplicerad ut, och som de flesta hade ansett omdjlig
att I16sa. Men har man gjort ratt har den alltsa fortfarande 16sningen x=2.

Tanken ar att eleverna ska inse att nagot som ser ut som en valdigt avancerad
ekvation egentligen bara ar en 16sning som nagon har “kranglat till”. Kanske kan det ta bort
en del av den avskrackande kanslan som riskerar att hindra nagon fran att ens forsoka l6sa
ekvationen.

En viktig tanke med problemet ar ocksa att det bor kunna genomféras pa liknande
villkor for elever som har olika latt eller svart for algebra, eftersom eleverna sjalva valjer
svarighetsgrad.

Diskussion om ekvationer

Det som har ar viktigast att man kommer fram till ar att man far géra vilka matematiska
operationer som helst med en ekvation, bara man goér det pa bada sidorna!

Man kan aven poangtera att aven om en operation inte nédvandigtvis leder narmare till
I6sningen, sa behdver den inte vara fel. Har den genomforts korrekt pa bada sidorna har
man bara skapat en ny ekvation, men med SAMMA LOSNING.

Genomforande

Nar eleverna arbetar med ekvationen ar det bra om de i storsta madjliga man far tanka sjalva
inom sina grupper. Om nagra elever anda ber om hjalp kan man dock t.ex tipsa om att man
kan satta in x=2 (eller vad man utgick ifran, for att kontrollera att ekvationen fortfarande
stdmmer. Alternativt kan man bara poangtera att de verkligen har fria hander med
ekvationen.

Tankbara svar pa den avslutande diskussionen

e Hur gér man da for att I6sa dem?
o Satta in x=2 och prova! Ett bra svar, eftersom det &r ett sétt att kontrollera
I6sningen ndr man kénner till den! Har kan man aven poéngtera att det ju kan
ga att gissa sig fram till Ibsningen pa en ekvation som man inte kdnner till



o

I6sningen for. Speciellt om man kommer fram till ett bra system och tar hjélp
av en dator, som é&r bra pa att gbra manga berédkningar snabbt.

Arbeta sig baklanges med samma metoder som vi anvande for att skapa
ekvationen. En mycket viktig iakttagelse, som man kan férs6ka leda fram till
genom att be eleverna fundera pa hur de har skapat ekvationerna. Det de har
gjort &r en bakldnges I6sning av en ekvation! Det de ska géra for att I6sa
ekvationen &r alltsa att bérja bakifran och dérefter dividera déar de har
multiplicerat, addera dér de har subtraherat osv. Lésningen till en jattejobbig
ekvation kan alltsa delas upp i sma och férhallandevis enkla steg.

e Om vi nu skulle vilja gora den jobbigaste ekvationen nagonsin, utifran det vi har gjort
nu, hur skulle vi géra?

o

Vi kan kombinera de ekvationer vi har. Malet hér &r att komma fram till att
varje ekvation &r en likhet. Ddrmed kan man t.ex ta VL och HL av en ekvation
och addera eller multiplicera det pa motsvarande led hos en annan. Detta ar
inte heller nagot ni kanske bér géra, men det kan vara roligt att inse att det
gar att utveckla i all oéndlighet.



B.5 Matematisk modell for bil och 16pare

Matematisk modell for Iopare och bil

Information till lararen

Mal med problemet

Att eleverna ska inse for- och nackdelar med matematiska modeller, samt fa ett kritiskt
tadnkande kring dessa.

Forkunskaper

Inga férkunskaper éver hogstadieniva kravs. De bada deluppgifterna i problemet kan |6sas
genom att en hastighet tas fram fran den givna strackan och tiden, och darefter anvands for
att berakna tid for olika strackor. Alternativt kan den I6sas genom ren multiplikation av givna
varden, t.ex 2 km=2+<1 km => Dubbla tiden.
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Overgripande upplagg

Introduktion

Presentera uppgifterna
1. Det tar Hanna 40 sekunder att kéra 1 km med bil.
Hur lang tid tar det for Hanna att kora:

a. 2km
b. 10 km
c. 20 km
d. 20 mil

2. Det tar Axel 11,5 sekunder att springa 100 m.
Hur lang tid tar det for Axel att springa:
a. 200m
b. 400 m
c. 800m
d. 1,5 mil

Genomforande:

Uppgifterna l6ses forslagsvis i grupper om 2 personer (en grupp med 3 om udda antal i
klassen). Forslagsvis en tidsbegransning pa ca 10-15 minuter. Det ar helt ok om man inte
hinner med alla fallen.

Diskussion:

Presentera resultaten for att ha dem framfér er nar de diskuteras.
Diskutera i helklass:
e Vad gjorde ni fér antaganden?
e Gjorde ni nagon skillnad mellan de olika uppgifterna?
e Ar svaren rimliga? Jamfér mellan de olika uppgifterna. Vad &r det som skiljer sig i de
olika fallen?

Visa darefter denna information, och forklara att det ar Axels verkliga tider fér de olika
strackorna. Du kan aven beratta att varldsrekordet for den sista strackan, 1,5 mil, ar 41 min
och 29 s.

Beroende pa vad som dykt upp tidigare kan man diskutera varfor det ser ut som det gor,
alternativt konstatera att det stdmmer med de faktorer man kom fram till.
e Vad ser vi for skillnader mellan detta och det man fick med den linjara modellen?
e Vad kan skillnaderna bero pa?



Ytterligare information

Resultat

Resultaten som fas om man anvander den linjara modellen. Det ar dessa svar vi tror att
manga elever kommer fa fram.

1a) 80 s =1 minoch 20 s 2a)23s
1b) 400 s =6 min och 40 s 2b)46 s
1¢) 800 s =13 minoch 20 s 2c)92s=1min32s

1d) 8000s=2h,13minoch20s 2d)1725s=28 minoch45s
Samt Axels verkliga tider fér de olika strackorna

100 m: 11.5s

200 m 225s

400 m 48.5s

800 m 1 minoch 59 s

1.5 mil 55 min
Diskussion

Detta ar de svar pa fragorna som vi tror kommer dyka upp, aven om det sjalvklart aven finns
fler mojligheter.
e Vad gjorde ni fér antaganden?
o Att samma medelhastighet hdlls oberoende av stracka.
e Gjorde ni nagon skillnad mellan de olika uppgifterna?

o Manga gjorde troligtvis inte det, utan ansag att det var olika former av samma
uppgift. Ofta har namligen uppgifter presenterats pa det har sattet i skolan,
utan att ge utrymme fér nagon rimlighetsanalys.

e Ar svaren rimliga? JAmfér mellan de olika uppgifterna. Vad &r det som skiljer sig i de
olika fallen?

o Enl6pare kan inte halla samma hastighet oavsett stracka

o Det tar tid for acceleration

o Hur mycket bransle finns det i bilen? Kan den stanna och tanka? Hur lang tid
tar det?

o Kor bilen pa samma typ av vag hela tiden? Eller finns det olika
hastighetsbegransningar?

Om eleverna har svart att svara pa sista fragan kan de fa fler ledtradar langre fram, av de
verkliga tider som vi har for I6paren Axel.



B.6 Sortera en kortlek

Sortera en kortlek

En introduktion till sorteringsalgoritmer

Information till lararen

Mal med problemet

Problemet gar ut pa att lara sig sorteringsalgoritmer specifikt, men malet ar ocksa att pa ett
overgripande plan férsta hur man kan ge instruktioner till en dator samt férsta begreppet
algoritm och hur en sadan kan konstrueras.

Forkunskaper

Inga speciella férkunskaper kravs.

Material

| problemférslaget anvands ett antal kortlekar. Vi rekommenderar att man har en kortlek per 8
elever. De bor ocksa sorteras i farg innan lektionen.

Bakgrund

Det &r bra om du som larare har en viss férkunskap om sorteringsalgoritmer. Vi skickar aven
med en kort text om detta.
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Overgripande upplagg

Introduktion

Forklara vad en algoritm ar.
e Vad tror ni att man kan anvanda sorteringsalgoritmer till?
e Vad for typer av kommandon tror ni att man kan ge till en dator nar det galler sortering?
e Vad kravs for att en lista ska kunna vara sorterbar?

Genomforande

| grupper om 2 (alternativt 3 i en grupp), forslagsvis med en tidsbegransning pa ca 15-20
minuter. Varje grupp far en farg utav en kortlek. Eleverna far nu i uppgift att sortera sina kort
enligt féljande regler (Vi skickar aven med en Google-presentation med reglerna):

1. 10 kort placeras med baksidan uppat.

2. Du far vanda pa tva kort i taget, jamféra dem och om du vill byta plats pa dem.

3. Du kan inte minnas vad for varde ett kort som du inte tittar pa (dvs ett nedatvant kort)

har, men du far halla koll pa om kortet ar sorterat eller inte.

Nar du anser dig ha sorterat alla kort sa far du vanda pa alla kort och kolla om du har gjort ratt.

Nar de kommit fram till en algoritm for att sortera korten sa far de i uppgift att skriva ner de steg
de gor. Darefter ska de byta sina instruktioner med en annan grupp och de ska kunna sortera
sin kortlek genom att enbart folja instruktionerna.

Diskussion

Eleverna har nu alltsd forsokt att komma pa egna sorteringsalgoritmer
e Fungerar de?
o Om inte, vad gick fel?
e Hur gick det att folja instruktionerna? (Var det svart/Iatt?)
e Hur gick det att skriva instruktioner? (Var det svart/latt?)
e Hur kéndes det att férsdka tanka som datorer?



Ytterligare information

Bakgrund

Vi har konstruerat problemet sa att du som larare inte ska behdva nagra forkunskaper om
sortering eller programmering. Istallet har vi skrivit ihop en kort sammanfattning med allt du
behdver veta innan du genomfér problemet.

En dator kan inte som manniskor se vilket kort som ar lagst genom att titta pa alla korten
samtidigt. Istallet behdver den jamfora korten tva och tva, vilket vi har illustrerar med att man har
korten med baksidan upp, och bara far titta pa tva kort i taget. Ett satt att sortera korten ar nu att
titta pa de tva forsta korten, och byta plats pa dem om de ligger i fel ordning. Darefter vander
man det andra och tredje kortet och gér samma sak, osv. Pa sa satt forflyttar du det storsta
kortet langst ut till hoger. Darefter upprepar du samma sak, men nu utan det sista kortet. Pa sa
satt lagger du for varje upprepning, eller iteration, ett kort pa ratt plats. Detta kallas “bubble
sort”.

Tanken ar att eleverna sjalva ska fa komma pa sorteringsalgoritmer, sa din uppgift ar att
presentera problemet och finnas som stdd. Eleverna far alltsa vanda pa tva kort i taget, titta pa
dem och eventuellt byta plats pa dem (dessa regler ska efterlikna hur en dator fungerar. De
skulle kunna sortera korten enligt det som namns ovan, eller pa ett annat satt. Det viktiga ar att
det fungerar. Tanken ar alltsd INTE att man ska komma ihag vart korten ligger, utan man ska se
det som att det bara &r de som man just da tittar pa som man kanner till. Nar man kommit pa sin
algoritm ska man forstka skriva ner de steg man gor, pa ett sadant satt att en annan grupp kan
anvanda dessa instruktioner for att sortera sin kortlek. Instruktionerna ska alltsa inte vara
specifika fér en vissa ursprunglig blandning, utan fungera oberoende av startlage.

Ett tips for elever som tycker det ar svart kan vara att de kan utga fran hur de i vanliga
fall skulle sortera en kortlek. Nar de kommit pa det kan de férstka bryta ner detta i mindre steg
som foljer dessa regler.

Forslag pa hur problemet kan presenteras

En algoritm ar en process for att I0sa ett specifik problem bestaende av flera steg som utférs
efter varandra. Ett enkelt exempel kan vara att du rostar bréd genom att forst stoppar ner brédet
i brédrosten, sedan trycker du pa start knappen och sist vantar du pa att maskinen ska bili
fardig. Sen tar du ut brédet och ater det.

En dator ar valdigt bra pa att utféra sma enkla steg valdigt snabbt och darfoér ar de
valdigt bra pa att I6sa problem med hjalp av algoritmer. Problemet ar att vi maste ge valdigt
specifika instruktioner till datorn vad den ska goéra, och sadana saker som vi anser vara valdigt
enkla kan vara komplicerat att forklara for en dator.

| dagens lektion ska vi fokusera pa en specifik typ av algoritmer, de s kallade
sorteringsalgoritmerna. Som ni kanske hér pa namnet anvands de for att sortera saker.



Vad tror ni att man kan anvanda sorteringsalgoritmer till?

0O O 0O O 0O O O O O O

Sortera en lista av namn

Organisera en spellista fér musik
Ranka resultat av en google sékning
Visa nyheter i kronologisk ordning
Hitta medianer

Hitta narmaste par

Sokning i en databas

Hitta dubbletter i en maillista
Komprimera data

Datorgrafik

Vad for typer av kommandon tror ni att man kan ge till en dator nar det galler sortering?

o O O O O O O

Jamfora tva kort.

Ga ett steg till hbger/vanster.

Byta plats pa tva kort.

Minnas att den tittar pa ett kort.

Saga till att den ar fardig.

(Halla koll pa flera kortlekar/listor och flytta kort mellan dem.)
(Veta vilken position ett visst kort har i listan.)

Vad kravs for att en lista ska vara sorteringsbar?

o

Elementen ska ga att jamféras med varandra

De sista tva ar for nagot mer avancerade algoritmer.

Forslag pa fordjupning

En idé pa vidareutveckling ar att de far leta reda pa en eller flera existerande
sorteringsalgoritmer, genom att till exempel anvanda wikipedia, och sedan skriva
instruktioner for hur dessa skulle anvandas for att sortera en kortlek.

Skriv ner hur manga jamforelser som ni gor i era algoritmer. Forsokt lista ut hur manga
som kommer goras i varsta fallet.



B.7 Sorteringsalgoritmer

Sorteringsalgoritmer

Information till lararen

Mal med problemet

Att eleverna ska fa lara sig 6vergripande teori om olika sorteringsalgoritmer och hur man kan
implementera nagon eller nagra av de mer vanliga sorterna.

Forkunskaper

Man boér kdnna sig bekvam med hantering av falt (arrays) och loopar.

XXIV



Overgripande upplagg

Introduktion

Presentera problemet och eventuellt en férutbestamd lista som ska sorteras.

Har ar nagra exempel:
[1,2,3,4,5,7, 6]
[9,8,3,6,4,2,7,1,5, 0]

Genomforande

Eleverna ska, forslagsvis i grupper om tva (alternativt 3 i en grupp), implementera en eller
flera sorteringsalgoritmer (behdver inte begransas till de som vi har anvant oss av i
I6sningsforslaget) som sorterar en given lista.

Diskussion

Diskutera i helklass:
e Lyckades ni sortera listan?
e Vilka sorteringsalgoritmer anvande ni?
o Tror ni, givet en mycket langre lista, att nagon ar snabbare an de andra?



Ytterligare information

Bakgrund och I6sningsforslag

Att sortera data ar valdigt centralt i de flesta system, och varje programmerare férvantas ha
koll p& hur manga av de vanligare sorteringsalgoritmerna fungerar och nar man bor vélja
den ena framfér den andra.

Lésningsférslag fér bubble sort och insertion sort: https:/pastebin.com/8AM8Nnue

Anvandningsomraden:

For att sorter varor i webbshoppar efter kategori, pris etc. Kontakter i din mobil ar t.ex ofta
sorterade i bokstavsordning, och lankarna som dyker upp nar du googlar nagot efter hur
manga andra sidor som refererar till dem.

Forslag pa vidareutveckling

Sorteringsalgoritmer har sa kallade komplexiteter, ett satt att beskriva hur snabbt det tar att
utféra en algoritm i olika fall. Som man kanske kan gissa sa finns det sorteringsalgoritmer
som i manga fall ar battre an andra. En av dessa ar merge sort, som anvander sig av sa
kallad “divide and conquer’-metoden. Det innebar att listan delas upp i mindre delar som
sorteras var och en for sig, och sedan sammanfoérs. Detta ar alltsa en av de manga metoder
som man kan anvanda for att effektivisera sorteringen.



B.8 Approximera ett irrationellt tal

Approximera ett irrationellt tal

Information till lararen

Mal med problemet

De flesta ar bekanta med talet =, men vad innebar det egentligen att det har oandligt med
decimaler? Varifran kommer det? Hur manga steg behdvs for att fa en tillrackligt bra
approximation?

Det har skulle kunna vara ett problem som pa ett roligt satt kombinerar matematik med
programmering, samtidigt som man lar sig att skapa en enkel algoritm.

Forkunskaper

Grundlaggande programmeringskunskap. If-satser, loopar.
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Overgripande upplagg

Inledning

Presentera problemet, ga igenom satt att approximera n pa, forslagsvis Archimedes metod,
da den ar valdigt illustrativ. Sedan sa kan forslagsvis Leibniz formel presenteras, som en
enklare praktisk metod for att approximera = pa.

Genomforande

Problemet genomfors forslagsvis i grupper om 2 (alternativt 3 i en grupp). Eleverna ska
alltsa anvanda en modell fér att approximera n och skriva om denna till en kod som kan

printa ut en approximation med dnskad noggrannhet.

Diskussion

| helklass
e Hur noggrant beraknade ni x ?

e Hur manga decimaler behéver man egentligen?



Ytterligare information

Archimedes metod

Genom att rita polygon med fler och fler horn inuti en cirkel s& narmar man sig tillslut en
cirkel och kan pa det sattet approximera en cirkels omkrets. Tanken med detta exempel ar
mer att ge ett illustrativt exempel pa hur man kan tanka kring approximeringen av pi, dar
andra formler, som Leibniz, blir mer applicerbar i detta sammanhang.

Losningsforslag

For att approximera Pi kan man anvanda Leibniz formel, som endast kraver en for-loop och
en if-sats som skiftar mellan subtraktion och addition

A= (1-13+1/5-1/7+..)
Man far da dels trana pa att hitta sambandet for hur serien vaxer, samt skriva ner detta som
en kod.

Losningsforslag: https.:/pastebin.com/0RhSMalLR

Noggrannhet

Fragan om hur manga decimaler man behdver pa = ar sjalvklart valdigt svart att svara pa,
men man kan fa en liten hint av foljande:
“Om du har 40 decimaler kan du berakna omkretsen pa en cirkel med diameter lika
stor som det observerbara universumet (46 miljarder ljusar) med en noggrannhet pa
en vateatom.”

Forslag pa vidareutveckling

Givetvis kan man anvanda sig av ett annat irrationellt tal an pi ocksa ifall man vill. Det kan
ocksa vara roligt om eleverna sjalva far leta fram approximationsformler och valja en valfri
metod beroende pa vad de tycker vore roligt att implementera. Kanske vill man
implementera olika varianter for att sedan jamféra dom?



B.9 Fibonaccis talsekvens

Fibonaccisekvens

Information till lararen

Mal med problemet

Att eleverna ska fa hitta ett monster i en talfoljd och sedan 6verfora detta till en kod som
skriver ut talfoljden.

Forkunskaper

Grundlaggande programmeringskunskap. If-satser, samt loopar eller rekursion.

XXX



Overgripande upplagg

Introduktion

Presentera problemet och ga igenom nagra steg av Fibonacci-serien.

Genomforande

Eleverna ska, forslagsvis i grupper om 2 (alternativt 3 i en grupp), skriva en algoritm som
skriver ut Fibonaccifdljden.

For elever som ar lite mer bekvdma med att programmera sa kan de uppmanas att |6sa
problemet med hjalp av rekursion.

Diskussion

Diskutera i helklass:
e Hur gick det att forsta hur serien vaxte?
e Hur |6ste ni problemet? Anvande ni for-loopar? Rekursion? Nagot annat?
e Vad kan man anvanda detta till?



Ytterligare information

Bakgrund och I6sningsforslag

Detta ar ett exempel pa en talfoljd som ar valdigt enkel att implementera: den har tva basfall,
sedan féljer den ett enkelt monster.

En sadan har metod implementeras med fordel via rekursion, som ofta ar ett effektivt satt att
utféra berakningar.

Lésningsférslag: https://pastebin.com/SeYp4SDj

Anvandningsomraden:

Vid fragan om vad man kan anvanda den héar typen av berakningar till kan man bland annat
peka pa bakgrunden till Fibonaccis talféljd. Den sags namligen komma fran att Fibonacci
funderade pa hur manga kaniner det skulle bli i ett samhalle om man bérjade med 2, och
deras barn sedan kunde fa barn o.s.v. Denna modell har givetvis brister, t.ex raknar den inte
med att kaniner dor, men det kan anda leda till en intressant diskussion. Med en sadan har
kod skulle man da t.ex kunna ta reda pa hur manga kaniner det finns efter 100
parningsperioder, ndgot som skulle vara mycket jobbigt att géra fér hand.

Om man illustrerar Fibonacci-serien pa ett geometriskt vis dar varje “block” har n % n rutor sa
ser man att féljden bildar en slags spiral, vars form ofta ses i naturen. Allt ifrdn formen pa ett
snackskal till hur fréna i en solros ar ordnade. De férekommer aven mycket inom konst, da
det gyllene snittet ar lankat till Fibonacci-serien.

\

Forslag pa vidareutveckling

Problemet gar sjalvklart att genomfora aven med andra talféljder an just Fibonaccis. Man
skulle kunna bérja lektionen med att visa en talfdljd, och sedan diskutera hur den vaxer. Att
sedan behoéva fa en dator att skriva ut samma talfoljd ar ett bra satt att fa testa att man
verkligen forstatt. Man skulle ocksa kunna lata eleverna skriva en kod fér en egen talféljd,
och darefter byta med varandra.



B.10 Identifiera primtalsfaktorer

|dentifiera primtalsfaktorer

Information till lararen

Mal med problemet

Forstad hur man pa ett effektivt satt hittar primtalsfaktorer for ett tal och hur man
implementerar en algoritm fér detta.

Forkunskaper

Grundlaggande programmeringskunskap. If-satser, loopar, eventuellt falt/arrays eller listor.
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Overgripande upplagg

Introduktion

Presentera problemet, forslagsvis sa kan man illustrera nagot exempel pa varden som
programmet ska klara av (exempelvis 7293).

Genomforande

Eleverna ska, forslagsvis i grupper om 2 (alternativt 3 i en grupp) skriva en algoritm som,
givet ett tal > 1, undersoker ifall det ar ett primtal, och om inte, hittar dess primtalsfaktorer.

Diskussion

| helklass
e Hur hanterade ni tal som hade fler an 2 primtalsfaktorer?
e Vilka varden testade ni nar ni forsokte att hitta primtalsfaktorerna till ett tal?



Ytterligare information

Losningsforslag

Har kan eleverna borja fundera ocksa pa vilka tal man faktiskt behover testa (tanker da pa
att det racker med att undersoka tal under+x ). Om ett tal har fler 4n 2 primtalsfaktorer sa

sparar man helt enkelt undan den funna faktorn och letar vidare pa vad som ar kvar av
divisionen.

Lésningsférslag: https:/pastebin.com/kTWFCZwU




B.11 Personnummer

Verifiera personnummer

Information till lararen

Mal med problemet

Att undersoka rimliga siffror i ett personnummer samt implementera en given algoritm.

Forkunskaper

Grundlaggande programmeringskunskap. If-satser, loopar.
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Overgripande upplagg

Introduktion

Diskussion i helklass:

e Hur ser ett personnummer ut?
Lat klassen komma med forslag, och visa darefter Luhn-algoritmen (Las mer om denna i
“Ytterligare information”).

Genomforande

Ni ska skriva en algoritm som avgér om ett personnummer ar giltigt eller inte. Arbeta i
grupper om 2 (alternativt 3 i en grupp).

Diskussion

| helklass
e Varfor vill man kontrollera om ett personnummer stammer?
e Om man har alla siffror i ett personnummer utom den sista, hur kan man i sa fall
berakna denna?



Ytterligare information

Bakgrund

Det finns vissa regler for hur ett personnummer ska se ut for att vara giltigt i Sverige. T.ex
ska siffran som motsvarar manaden vara hogst 12, och siffran som motsvarar datumet har
ocksa en maxgrans, som har aven beror pa manaden. Den nast sista siffran ar jamn for
kvinnor och udda for man. Den sista siffran ar ocksa en kontrollsiffra, som kan kontrolleras
med Luhn-algoritmen. Den gar ut pa att man (utgaende fran formatet YYMMDD-XXXX)
omvaxlande multiplicerar varje siffra med 2, 1, 2, 1 osv. Darefter adderas de resulterande
siffrorna. Om multiplikationen ger ett tvasiffrigt tal adderar man varje siffra i talet. Om
resultatet ar jamnt delbart med 10 &r personnumret ok.
Till exempel kan man titta pa personnumret: 011124-7243. Det ger

0 1 1 1 2 4 7 2 4 3

2 *1 2 1 2 1 2 *1 2 1

0 1 2 1 4 4 14 2 8 3

S0+1+2+1+4+4+1+4+2+8+3=30
Man kan ockséa givet de 6vriga siffrorna berakna den sista. Man gor da pa samma satt, men
utan den sista siffran. Nar man genomfért additionen ar den sista siffran differensen till
narmaste hogre tiotal.
Som en liten bonus kan man namna att de forsta av de fyra sista siffrorna talar om var man
ar fodd (personen med personnumret ovan ar fédd i Kopparbergs lan)

Tankvart;

De personnummer som ges till svenska invandrare foljer inte alltid dessa regler, utan kan
vara helt slumpmassiga siffror, utan dverensstammelse med dagar, manader, kon eller
kontrollsiffror. Har du en eller flera elever i klassen utan ett korrekt svenskt personnummer
kan detta vara vart att tdnka pa om du vill genomféra problemet.

Losningsforslag

Tillvagagangssattet har ar att personnumret matas in som en strang. Det forsta man boér
gora ar att kontrollera langden pa strangen for att gora verifikationen sa effektiv som mojligt
(om den inte ar av ratt 1angd sa kan vi forkasta den direkt). Sedan kan man ga vidare med
att kolla allt annat som man kan tanka sig komma pa. Medan det finns en grans fér vad man
kan kontrollera sa kanske man bor fraga sig i vilken grad man ska bedéma rimligheten av
exempelvis ett fédelsedatum (inte sa rimligt att en elev ar fédd pa 1800-talet exempelvis),
men det ar ndgot som eleverna sjalva far avgora.

Det finns alltsa tva tillvagagangssatt pa problemet:
- Antingen att man matar in sitt personnummer sa att Luhn-algoritmen kan bedéma om
det ar ett giltigt personnummer eller inte (samt att man sjalv gor vissa kontroller, t.ex.



att manaden ar < 12).
- Alternativt att eleven matar in sitt ofullstandiga personnummer pa liknande format:
YYMMDD-XXX, dar det viktiga ar att man inte anger sin kontrollsiffra. Da kan

programmet, aven har da med hjalp av Luhn-algoritmen, bestdmma kontrollsiffran.

Lésningsférslag: https://pastebin.com/YiDSFvBN




B.12 Skapa ett chiffer

Skapa ett chiffer

Information till lararen

Mal med problemet

Fa en overgripande kunskap om hur ett chiffer fungerar och en introduktion till kryptering.

Forkunskaper

Grundlaggande programmeringskunskap. If-satser, loopar.
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Overgripande upplagg

Introduktion

Diskussion i helklass
e Vad ar ett chiffer?
e Hur kan man kryptera ett meddelande?

Introducera elever till en ASClI-tabell (om majlighet finns s& kan den vara uppe pa
exempelvis en projektor under lektionen, bild finns i appendix).

Genomforande

Eleverna arbetar forslagsvis i grupper om 2 (alternativt 3 i en grupp). Har far eleverna
konstruera en slags krypteringsalgoritm dar inputen ar en strang innehallandes ett ord eller
mening som ska krypteras, forslagsvis med hjalp av ett Caesarchiffer.

Darefter kan man ga ihop tva grupper sa att den andra gruppen kan skriva in en mening eller
ord, sa kan man sedan dekryptera det som den andra gruppen skrev.

Diskussion

| helklass
e Kunde ni tyda varandras krypteringar? Hur gjorde ni?
e Hur hade man kunnat géra for att géra det annu svarare att dekryptera?



Ytterligare information

Bakgrund

Att vilja skicka hemliga meddelande till varandra ar nagot som man har gjort i tusentals ar.
Bland den tidigaste krypterade informationen man har hittat &r anvandandet av unika
hieroglyfer i egyptiska kryptor. En flitig anvandare av chiffer var Julius Caesar som ofta dolde
sin text genom att forskjuta bokstavernas platser i alfabetet, och darifran har vi fatt det sa
kallade Caesarchiffret. Den har typen av simpla chiffer sag flitig anvandning fram tills att
datorer kunde |6sa de for snabbt, och idag anvands mycket mer avancerade metoder for att
kryptera text.

Losningsforslag

Har l6ser jag problemet med Caesarchiffer, och har helt enkelt tagit ut motsvarande varde i
ASClI-tabellen for sedan teckenvis addera ett visst forskjutningsvarde och goéra om det till en
karaktar igen, som motsvarar det nya vardet i ASClI-tabellen. | exemplet sa tas inte stallning
till att det krypterade tecknet ska bli en ny bokstav, da vi inte ville blanda in modulorakning.
Huruvida ni vill avgransa problemet ar givetvis upp till er.

Lésningsférslag: https://pastebin.com/F1Jc73sL




Appendix

ASCIl TABLE

Decimal Hex Char Decimal Hex Char |[Decimal Hex Char |Decimal Hex Char
0 0 INULL] 32 20 [SPACE] | 64 40 @ 96 60 >
1 1 [START OF HEADING] 33 21 ! 65 41 A 97 61 a
2 2 [START OF TEXT] 34 22 " 66 42 B 08 62 b
3 3 {END OF TEXT] 35 23 # 67 43 C 99 63 c
4 4 [END OF TRANSMISSION] | 36 24 $ 68 44 D 100 64 d
5 5 [ENQUIRY] 37 25 % 69 45 E 101 65 e
6 6 [ACKNOWLEDGE] 38 26 & 70 46 F 102 66  f
7 7 [BELL] 39 27 ' 71 47 G 103 67 g
8 8 [BACKSPACE] 40 28 ( 72 48 n 104 68 h
9 9 [HORIZONTAL TAB] 41 29 ) 73 49 1 105 69 i
10 A [LINE FEED] 42 2A * 74 an ) 106 6A
11 B (VERTICAL TAB] 43 2B+ 75 4B K 107 6B Kk
12 c {FORM FEED] 44 2, 76 ac L 108 6C 1
13 D [CARRIAGE RETURN] a5 2D - 77 4D M 109 60 m
14 E [SHIFT OUT] 46 2E . 78 4E N 110 6E n
15 F [SHIFT IN] 47 2F / 79 4F o 111 6F o
16 10 [DATA LINK ESCAPE] 48 30 0 80 50 P 112 70 p
17 11 [DEVICE CONTROL 1] 49 31 1 81 51 Q 113 71 q
18 12 [DEVICE CONTROL 2] 50 32 2 82 52 R 114 72 r
19 13 [DEVICE CONTROL 3] 51 33 3 83 53 s 115 73 s
20 14 [DEVICE CONTROL 4] 52 34 4 84 54 T 116 74t
21 15 [NEGATIVE ACKNOWLEDGE] | 53 35 5 85 55 u 117 75 u
22 16 [SYNCHRONOUS IDLE] 54 36 6 86 56 v 118 76 v
23 17 [ENG OF TRANS. BLOCK] 55 37 7 87 57 w 119 77 w
24 18  [CANCEL] 56 38 8 88 58 X 120 78 x
25 19 [END OF MEDIUM] 57 39 9 89 59 Y 121 79y
26 1A [SUBSTITUTE] 58 3A : 90 54 z 122 Az
27 1B [ESCAPE] 59 3B ; 91 5B [ 123 7B {
28 1C  [FILE SEPARATOR] 60 3C < 92 5C \ 124 7C |
29 1D [GROUP SEPARATOR] 61 3D = 93 50 1 125 7D}
30 1E  [RECORD SEPARATOR] 62 3E > 94 S5E ~ 126 7E ~
31 1F  [UNIT SEPARATOR] 63 3F ? 95 5F 127 7F [DEL]

matgymkand@gmail.com




C Presentationerna tillhorande problemen

C.1 Fermiproblem

OLIKA FERMIPROBLEM:

Hur manga iPhones sdljs det i Sverige pa ett ér?

Hur mdanga personer kommer du
uppskattningsvis att korsa vag med under en
dag? (Egen definition av att “korsa vag”)

Hur stor blir den sammanlagda arean av alla I6v i
Goteborgs innerstad (alternativt byt ut mot den
egna staden)?

Hur mdanga snapchats skickas varje dag fran
Sverige?

Hur mycket mindre skrap skulle det bli om det
blev férbjudet att slanga matkassar av plast i
Sverige? (Man far bestdmma enhet sjdlv, t.ex m2
eller kg)

Hur manga liter vatten anvdnder nii gruppen
tillsammans varje vecka?

XLIV

Hur mdanga hjartslag slér ett hjarta under en
livstid?

Om alla véggar (inner- och yttervaggar) i er skola
vore gjorda med tegelsten, hur ménga tegelstenar
skulle det bli?

Hur mycket mjolk sdljs i Sverige per ar?

Hur mdanga bilar passerar Gdrdamotet varje dag
(eller annat valtrafikerat mot)?

Om man beslutade att alla skolklasser maximalt
skulle f& innehélla 20 elever, hur mycket skulle det
kosta att anstdlla de nya IGrarna som kravs?

Om en allvarlig influensa skulle spridas i Sverige,
och alla behéver vaccineras av kvalificerad
sjukvardspersonal, hur snabbt skulle det kunna
goras?




C.2 Flygplan
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man ta? Vilken ar billigast? Malmé (395 km)
Malmo - Stockholm (514 km)
Goteborg (243 km)
Visby (395 km)

e Vilka faktorer inverkar pa branslekostnaden?
Vad kom ni fram till?

e Vad behdver man tidnka pa om man ska
berdakna hur mycket man ska ta betalt for
varje biljett mellan t.ex. Visby och Karlstad?

e Vad behdver man tdnka pa om man ska
berdakna hur mycket man ska ta betalt for
varje biljett mellan t.ex. Visby och Karlstad?

e Vad avgor vilken stracka som ar billigast? Det
totala avstandet eller antalet
mellanlandningar?

\ .
®-Malmo




C.3 Fritt fall

e Vad ar derivata?

e Hur beraknar man en derivata? Vad behover
man? Finns det flera satt?
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t=0s,=0m
t=1s5,0=49m

t=2s5,£=196m
Vad kan vi ta reda p& om bollens
hastighet och acceleration? f=3s (=4kim

t=4s5,0=784m

t=95s,0=123m

+t=0s,0=0m
Vad blev resultatet? t=1s,0=49m

t=2s5,0=19,6m

Blev svaret exakt?
t=3s,0=441m

Vad hade man kunnat gora for
att fa ett battre resultat? t=4s,0=784m

t=55,0=123m o 1




C.4 Forsvaring av en ekvation

e VAD AR EN EKVATION?

o HUR LOSER MAN EN EKVATION?




EXEMPEL:
X=2
2x=4 (-2=-2)
2x+5=4+5 (+5=+5)

o GAR EKVATIONERNA ATT LOSA? ELLER HAR DE BLIVIT
FOR JOBBIGA?

e HUR GOR MAN DA FOR ATT LOSA DEM?

e OM VI NU SKULLE VILTA GORA DEN JOBBIGASTE
EKVATIONEN NAGONSIN, UTIFRAN DET VI HAR GIJORT NU,
HUR SKULLE VI GORA?




C.5 Matematisk modell for bil och 16paren

1. DET TAR HANNA HO SEKUNDER ATT KORA 1 KM MED BIL
Hur I&ng tid tar det for henne att kora:

a) 2km

b) 10 km
c) 20km
d) 20 mil

2. DET TAR AXEL 11,5 SEKUNDER ATT SPRINGA 100 METER

Hur I&ng tid tar det for Axel att springa:

a) 200 m
b) 400 m
c) 800m
d) 15 mil
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Hanna
a) 2 km:

b) 10 km:
c) 20 km:
d) 20 mil:

REsSULTAT?

Axel

80s=1minoch20s a) 200 m:
400s=13minoch 20 s b) 400 m:
800s=13minoch20s c) 800 m:

8000s=2h,13 minoch20s d) 1,5 km:

Vad gjorde ni fér antaganden?

23s

46 s

Tmin 32s

1725s=28 minoch 4Ss

Gjorde ni ndgon skillnad mellan de olika

uppgifterna?

Ar svaren rimliga? Jamfor mellan de olika
uppgifterna. Vad ar det som skiljer sig i de olika
fallen?




AXELS VERKLIGA TIDER

100 m: NSs

200 m: 225s

400 m: 485s

800 m: 1minoch S9s
1.5 mil: 5SS min

Vad ser vi for skillnader mellan detta
och det man fick med den linjara
modellen?

Vad kan skillnaderna bero pa?




C.6 Sortera en kortlek

SORTERINGSALGORITMER

Vad for typer av kommandon tror ni att man
kan ge till en dator nar det galler sortering?

Vad tror ni att man kan anvanda
sorteringsalgoritmer till?

Vad kravs for att en lista ska vara sorterbar?
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HUR SKULLE NI SORTERA EN
FARG | EN KORTLEK?

REGLER

10 kort placeras med baksidan uppdt.

Du fér vanda pd tvé kort i taget, jamféra dem och om du vill byta plats
pd dem.

Du kan inte minnas vad fér varde ett kort som du inte tittar pé har,
men du fér halla koll pd om kortet ar sorterat eller inte.

DiskussION

e Fungerade era sorteringsalgoritmer?
o Ominte, vad gick fel?

e Hur gick det att félja instruktionerna?

e Hur gick det att skriva instruktioner?

e Hur kandes det att forsoka tanka som datorer?




D Enkater

D.1 Forundersokning - Larare

Matematik for gymnasiet

Vi &r fem Chalmerister som studerar IT respektive Teknisk fysik. Denna enkét gérs som en del av vart
kandidatarbete, dar vi arbetar med gymnasiematematik. Den har enkaten riktar sig till dig som
undervisar i matematik pa gymnasieniva.

1. 1 vilken stad undervisar du?

2. Pa vilken skola undervisar du?

3. Vilkenl/vilka kurser undervisar du i?
Markera alla som géller.

Matematik 1a
Matematik 1b
Matematik 1c
Matematik 2a
Matematik 2b
Matematik 2c
Matematik 3b
Matematik 3c
Matematik 4

Matematik 5

Uppskatta ungefar hur manga procent av lektionstiden som
spenderas pa foljande:

4. Genomgang med hela klassen

5. Egen rdakning i boken
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6. Att elever diskuterar med varandra och
arbetar tillsammans

7. Uppfoéljning/Reflektion med hela klassen

8. Ovrigt: Specificera

Probleml6sning

9. Vad ar problemldsning for dig? Beskriv med en kort text

| foljande fragor anser vi problemlésning vara uppgifter som eleverna inte pa férvag vet hur de ska
I6sa. Det innebar att en uppgift kan vara ett problem for vissa elever, men en standarduppgift for
nagon annan. Notera att vi nar vi sager "arbeta med problemlésning" menar att man arbetar med ett
problem i hela klassen. Det far alltsd inte bara handla om de svarare uppgifterna i boken som inte alla
elever hinner géra.

10. Arbetar du for att inkludera problemldsning i matematikundervisningen?
Markera endast en oval.

Ja
Nej

11. Varfor/Varfor inte?



12. Vad ser du for svarigheter/méjligheter med detta?

13. Om du svarade ja pa forsta fragan, hur arbetar du med problemlésning?

Avslutning

14. Ar det nagot mer du vill tillaigga som du inte har fatt sagt tidigare i enkiten?

15. Vi kommer konstruera ett antal problemlésningsuppgifter for gymnasiet. Skulle du kunna
tanka dig att prova och utviardera en eller flera av dessa tillsammans med din klass? Det
skulle i sa fall handla om ett eller tva lektionstillfillen. Om ja, lamna en intresseanmalan
med kontaktuppgifter nedan. Vill du veta mer eller har nagra fragor kan du kontakta oss
pa: matgymkand@gmail.com. Stort tack for din hjalp!




D.2 Problemutvirdering - Larare

Problemutvardering (Larare)

Den har enkéaten ar tankt for att vi ska fa reda pa vad du tyckte om problemet, samt hur det gick att
genomféra det med klassen.

1. 1 vilken stad undervisar du?

2. Pa vilken skola undervisar du?

3. l vilken kurs testade du problemet?
Markera endast en oval.

Matematik 1a
Matematik 1b
Matematik 1c
Matematik 2a
Matematik 2b
Matematik 2c
Matematik 3b
Matematik 3¢
Matematik 4

Matematik 5

Ovrigt:

4. 1 vilken klass gar eleverna som testade
problemet?
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5. Vilken uppgift testade du?
Markera endast en oval.

Fermiproblem

Fritt fall
Flygplan

Sortera en kortlek
Lépare

Forsvaring av ekvation

6. Hur mycket har ni arbetat med problemlésning tidigare med den har klassen?

7. Pa vilket satt?

8. Hjélpte informationen/bakgrunden given i uppgiftsbeskrivningen? Pa vilket satt?

9. Var det nagon information som du saknade? Utveckla.

10. Upplevde du att eleverna blev engagerade och intresserade av problemet?



11. Var det nagra specifika delar som var extra intressanta? Nagra som var mindre
intressanta?

12. Kdndes det som att hela klassen deltog och hade gladje och nytta av problemet?
Uppskatta den andel som problemet passade fér. Utveckla garna!

13. Lade du till nagot eget som inte fanns med som tips i uppgiftsbeskrivningen? Beskriv i sa
fall gdrna vad samt hur det gick.

14. Vad fick du foér typer av fragor av eleverna? Ge exempel!

15. I handledning av problemlésning sa ar det svart att kunna svara pa alla fragor. Hamnade
du i en situation dar du inte kunde svara pa en fraga? Hur hanterade du det?



16. Kan du ge nagra exempel pa hur eleverna hanterade/loste problemet? Ange géarna ocksa
ungefar hur stor andel som anvande liknande I6sningsgangar (t.ex “De flesta gjorde sa
har...”, “Manga anvande sig istallet av...”, “Nagra...” eller “Nagon...”)

17. Upplevde du att eleverna larde sig nagot av
problemet?

18. Vad larde de sig?

19. Upplevde du att problemet var vardefullt i din undervisning? Eller kdndes det som att den
upptog tid som du hade kunnat utnyttja béttre pa andra satt? Utveckla gérna!

20. Ar det nagot med uppgiften du skulle vilja dandra?

21. Har du nagra 6vriga kommentarer?



D.3 Problemutvirdering - Elever

Problemutvérdering (Elever)

Den har enkaten &r tankt for att vi ska fa reda pa vad du tyckte om problemet, for att vi ska fa reda pa
vad vi kan forbattra.

1. Vilken skola laser du pa?

2. Vilken klass gar du i?

3. Vilken matematikkurs laser du?
Markera endast en oval.

Matematik 1a
Matematik 1b
Matematik 1c
Matematik 2a
Matematik 2b
Matematik 2¢
Matematik 3b
Matematik 3c
Matematik 4

Matematik 5

Ovrigt:

4. Vad ar problemlésning fér dig?

5. Tyckte du att problemet av roligt? Meningsfullt? Varfér/varfér inte?
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6. Var problemet lagom utmanande for dig? Eller var det for svart eller enkelt?

7. Larde du dig nagonting?
Markera endast en oval.

Ja
Nej

8. Omja: Vad?

9. Om nej: Var det nagot som hindrade dig fran att ldra dig nagot? Isafall vad?

10. Ar det nagot med uppgiften som du skulle vilja andra?

11. Skulle du vilja géra mer av den har typen av uppgifter i skolan? Eller sitter du hellre och
arbetar med uppgifter i boken? Motiveral
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